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Resumen

En este trabajo analizamos las respuestas a dos gee plantean la idea de juego
equitativo, y han sido tomados de Green (1983)shdliein y Gazit (1984), en dos
muestras de nifios entre 10 y 14 afios (n=320; n=E&tyidiamos la influencia de la
edad y rendimiento matemético sobre el porcentage reéspuestas correctas.
Completamos el estudio con entrevistas a una nauestucida de alumnos que sirven
para describir diferentes concepciones de los rp@aoscipantes sobre la idea de juego
equitativo.

Abstract

In this research work we analyse the responsesdnye children in two samples
(n=320; n=147) to two test items taken from Gre#88@) and Fischbein and Gazit
(1984) concerning the fairness of a chance gamesiudy the influence of age and
mathematical ability on the percentage of corresponses. The study is complemented
with interviews to a reduced sample of studentsicwiserve to describe children’s
conceptions of fair games.

Introduccion

Los juegos de azar han tenido una gran importagici@l desarrollo de la teoria de
probabilidades, desde sus origenes, y alin muchs, 3t que su practica es tan antigua
como el hombre y se ha encontrado en las mas ds/endlturas. Podemos ver esta
influencia en el desarrollo formal del tema, enalas como eLiber De Ludo Aleé,
escrito por Cardano y publicado en 1663, despuésudmuerte. La correspondencia
mantenida entre Pascal y Fermat, B$b4, en relacibn a problemas de juegos,
propuestos por el caballero de Meré, puede corsgkcomo el inicio de un verdadero
calculo de Probabilidades. En cualquier caso,daqirpacion por la equitatividad de los
juegos, el volumen de las apuestas y el repartasiganancias han sido los grandes
motivadores e impulsores en el desarrollo de esidat

Los juegos de azar son también uno de los prirespabntextos en el que los nifios
toman contacto con las situaciones aleatorias, ndmaconciencia de la
impredecibilidad de sus resultados y de la necdsida realizar estimaciones
probabilisticas, incluso antes de la instrucci@tok juegos forman par de la cultura del
nifio fuera de la escuela, y, como ha mostrado R&8&D). través de los mismos, los
nifios adquieren conocimientos de tipo probabibisiicluso antes de una instruccion
formal en el tema.

A pesar de esta importancia, son todavia escasadniestigaciones sobre las
concepciones que los alumnos tienen sobre la illga@edo equitativo, comparacion con
las realizadas respecto a la idea de probabilidéshtoriedad y otros conceptos
probabilisticos. En este trabajo analizamos lazeoeion de los nifios entre 10 y 14



afnos sobre la idea de juego equitativo, completamestros anteriores estudios sobre
las creencias de los nifios en el terreno de pridbadbiy su influencia en la asignacion
de probabilidades (Cafizares cols., 1997, CafizaBstanero, 1998).

El trabajo se ha realizado a partir de las respaed# dos muestras alumnos de edades
comprendidas entre 10 y 14 afios (n =320 y n =14dps items tomados de las
investigaciones de Green (1983) y Fischbein y Gd£84). Estudiamos la evolucion
de los porcentajes de respuestas correctas resp&ctedad y rendimiento matematico,
analizando también los argumentos proporcionadodgsoalumnos. Finalmente, una
serie de entrevistas alumnos seleccionados en éa&serazonamiento proporcional,
dentro de los niveles definidos por Noelting (198€lyve para describir diferentes
concepciones respecto a la idea de juego equitati@andependencia de éstas respecto
al nivel de razonamiento proporcional.

Investigaciones previas

Aunque la bibliografia de investigacion sobre ldsas probabilisticas en nifios es ya
muy amplia, las concepciones especificas sobre jleesgos de azar son
comparativamente mas escasas que las dedicadamadpto de probabilidad y su
estudio es relativamente reciente. Watson y CAB94) publicaron algunos resultados
de la fase piloto de un proyecto en el que sehlaatstudiar la comprension que los
nifios australianos tenian de algunas cuestionexiorhdas con el azar y al
probabilidad. En particular estudiaron las intetgcmnes de los diagramas de barras y
la toma de decisiones sobre si un dado es o had®sgncontrando un funcionamiento
multimodal en algunas respuestas y la relacion dlasécon la forma concreta de
presentacion simbdlica. Aproximadamente la mitadodealumnos creian que algunos
nameros tenian mas posibilidad que otros, inclusodados equitativos. Otros
mostraron concepciones antropomorficas o se guiaoonas caracteristicas fisicas los
dados para decidir sobre su equitatividad. Finalenatlgunos alumnos consideran la
necesidad de experimentacién para decidir solequaatividad de los dados.

El estudio de Lidster y cols. (1995) trataba dentdicar las consecuencias de
las experiencias extraescolares en el desarrolla @kea de equitatividad y como esta
idea se relaciona con la de probabilidad. Pararedibzaron entrevistas a nifios de 12 a
14 afos, utilizando juegos de azar, y a partiradee€ogida de datos, representacion,
interpretacion y prediccion sobre los mismos. Eistar y cols. (1996) describen otros
dos estudios con alumnos de 8 a 14 afios que tanitaém de relacionar las
experiencias dentro y fuera de la escuela consrddlo de la nocidén de equitatividad.
Se preguntd a los alumnos cuales, entre una sergados, eran 0 no sesgados (la
coleccion contenia dados sesgados y no sesgadmssautores creen que la nocion de
equitatividad y sesgo se desarrolla antes del coruiele la escuela y se preguntan si
hay un desajuste entre el aprendizaje previsto gbgprofesor y el conocimiento
construido por el alumno. También cuestionan solaprension de la idea de sesgo y
equitatividad implica la apreciacion del significadjue tiene el muestreo para
determinar si un dado es o no sesgado.

Aunqgue las investigaciones han mostrado una serisesgos en el razonamiento
probabilistico, también se han encontrado mucheaasigproductivas de los nifios y
adolescentes sobre la probabilidad. Vahey y c@B97) examinaron el razonamiento
probabilistico de alumnos de secundaria dentrondentomo de aprendizaje, basado en



la tecnologia, que conceptualizaba e implicabasadlmmnos en el analisis de la

equitatividad de los juegos de azar. Su investigagiostro que los alumnos empleaban
el razonamiento probabilistico en forma productwaesa tarea y también sugiere que
algunas heuristicas citadas frecuentemente, conrepl@sentatividad, no describen

adecuadamente los razonamientos de los estudiantes.

La equitatividad de un juego puede establecers®) bi en cada partida todos los
jugadores tiene la misma probabilidad de ganaerméndo la misma cantidad en caso
de salir premiados, o bien igualando las esperatzgsnancia, si las probabilidades de
todos los jugadores no son iguales, que viene gadal producto entre el premio
otorgado Yy la probabilidad de ganar de cada jugdsicolttmann y Anderson (1994)
han estudiado las intuiciones de los nifios d€lb afios sobre la esperanza matematica,
utilizando para ello dos tipos de juegos con up gagador (el nifio): a) Juegos con un
solo premio, donde el nifio puede obtener o no amjaren caso de resultado uno entre
los dos sucesos de un experimento aleatorio; b@lBuego de dos premios el nifio
siempre obtiene un premio de diferente valor, segjuresultado de un experimento
aleatorio con dos resultados posibles. Los autmmesluyen que, incluido los nifios mas
jovenes, tienen una intuicidon correcta sobre |la ide esperanza matematica, teniendo
en cuenta, tanto la probabilidad, como el valorpgtemio para tomar sus decisiones.
Sin embargo, tanto la asignacion de probabilidathacla puesta en relacion del premio
y la probabilidad de ganar sigue. con frecuenatrategias aditivas.

Descripcion del estudio experimental

Los resultados se han obtenido a partir de lasuessps escritas de dos muestras de
alumnos de edades comprendidas entre 10 y 14 sifidsstruccion en probabilidad, a
dos cuestiones sobre la equitatividad de sendgosutomadas de las investigaciones
de Green (1983) y Fischbein y Gazit (1984). Enrimm@ra muestra participaron 320
nifos y nifas de tres colegios publicos de la dudia Jaén. Dos de los centros eran
mixtos, mientras el tercero era masculino, por le da proporcién de nifios fue
ligeramente superior a la de nifias. Al analizarda®s de esta primera muestra, se vio
gue podria ser interesante completar el estudi@algpmas entrevistas a nifios, de forma
que pudiésemos describir mas detalladamente snaadento.

Para seleccionar a los nifios que habrian de sevesthdos, se tomd una segunda
muestra de 147 niflos y nifias de un colegio privdelta ciudad de Granada. De esta
muestra se seleccionaron ocho alumnos para lasviestéis, que se realizaron por uno
de los investigadores, al dia siguiente de queif@d o nifia hubiese respondido al
cuestionario. A continuacion reproducimos los itel@lscuestionario.

[TEM 1.- Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancasnegéas. Luis tiene en su caja
30 bolas blancas y 60 negras. Juegan una partidgaate El ganador es el nifio que
saque primero una bola blanca. Si ambos sacantamealmente una bola blanca o una
bola negra, ninguno gana, devuelven las bolas @alas y la partida continia. Eduardo
afirma que el juego no es justo porque en la cajauis hay mas bolas blancas que en
la suya. ¢ Cual es tu opinion sobre esto?

ITEM 2: Maria y Esteban juegan a los dados. Maria ggreséta si el dado sale 2 6 3
0 4 65 0 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta ahtig dinero. ¢ Cuanto debe



ganar Esteban cuando le sale el 1 para que el gesgsto o equitativo? RESPUESTA
pts. ¢ Por qué?

Para resolver el item 1, tomado de Fischbein ytGa2B4), se precisa la comparacion
de fracciones, para el caso de composicion propuatide las urnas. El contexto y la

mencion explicita a la equitatividad del juego adiicen elementos subjetivos en la
comparacion, relacionados con las concepcionealdsino sobre la aleatoriedad vy el

juego equitativo. El distractor introducido en ei$¢éen es una idea muy extendida entre
los nifios, que diferencia un problema de companad® probabilidades de otro de

comparacion de fracciones. Se trata de la creeswwigue, a pesar de tener igual
proporcion de casos favorables y posibles, el nanadasoluto de casos favorables
representa una ventaja. Segun los resultados dtrauvestigacion previa (Cafizares,
Batanero, Serrano y Ortiz, 1997), este tipo de efgmsubjetivo hace que aumente el
nivel de dificultad del problema con respecto apegado en un problema de

comparacion de fracciones como los propuestos peltiNg (1980).

El item 2 tomado de Green (1983) evalla las irdoEs que manifiestan los alumnos
sobre lo que seria un juego equitativo, en condeeitea de que si uno de los jugadores
lleva ventaja, las ganancias deberan ser inverganpeoporcionales a la esperanza de
ganar de cada jugador. El concepto de juego eyaifatomo ya hemos expuesto, puede
apoyarse sobre la idea de que los jugadores téagaisma probabilidad de ganar, o, si
uno de ellos lleva ventaja, las ganancias debezaimgersamente proporcionales a la
esperanza de ganar de cada jugador.

En este item, el alumno puede aplicar esta segregla y asignar la gananctaa
Esteban, o hacer caso omiso del desequilibrio olegpilidades y responder que ambos
jugadores deberan ganar lo mismo. Si el alumnooresp adecuadamente, nos
interesara, ademas, saber si aplica la regla ameanente, utilizando el razonamiento
proporcional, y teniendo en cuenta las probabikdadle los sucesos simples y
compuestos implicados, o responde por intuiciom,ngicesidad de este andlisis. Una
opcion intermedia seria dar la respuesta correotacprrespondencia entre casos
favorables y desfavorablégpor cada vez que gane Esteban, Maria ganara gima®
vecesy. Sin duda alguna, en este caso también intengerazonamiento proporcional,
aungue no en el sentido propiamente dicho comoiéslgarte-todo.

Resultados

En el item 1 hubo un 35% de alumnos que indicauanel juego era equitativo, aunque
no todas se han obtenido por medio de un argumeiido, pues el 9.1% de ellas
justifican la equitatividad apoyandose en un argume&o pertinente. Tras un analisis
de dichos argumentos, hemos obtenido las estraiegia se muestran en la tabla 1.

Comparacion absoluta del nimero de casos favorables

Es una estrategia incompleta, ya que de los cdatas proporcionados en el problema,
s6lo se comparan dos y se ignoran los demas. Ridgéelder (1951) encuentran que,
cuando se propone a los nios comparar dos pratedels, tratan de comparar en
primer lugar los casos posibles. Una vez superatdaetapa, centran su atencion en la
comparacion de los casos favorables, eligiendaj& que tiene mas. Un claro ejemplo



de esta estrategia nos lo proporciona la respubst®ilar (10 afios; 11 meses) al
argumentar que Luis tiene ventaja en el itegpdrque hay mas fichas blancas».

Comparacion absoluta del numero de casos desfalesab
Cuando, una vez intentada la estrategia antesi@teeigualdad de casos

favorables, los sujetos centran su atencion sobreimero de casos desfavorables,
eligiendo la caja que tenga menos casos desfaestaBbrresponde, segun Piaget e
Inhelder (1951) al final del nivel preoperacional, en que el alunmw posee aun la
capacidad para establecer relaciones entre ejttaopartes. Un ejemplo de ella nos lo
proporciona Carlos (11 afidS;meses) que considera que Eduardo tiene ventajh en e
item 1 porquechay menos fichas negras».

Estrategia de correspondencia:

Esta estrategia consiste en establecer un crideriproporcionalidad en una fraccion y
aplicarlo a la otra fraccién. Piaget e Inhel{i®51)afirman que, a falta de un calculo
completo de fracciones, el nifio realiza la compéracpor un sistema de
correspondencias; cuando las proporciones enties dasorables y desfavorables no
aparecen como inmediatas, el sujeto calcula lossdasorables que hay por cada caso
desfavorable (o viceversa) en una de las cajasnpam si esta proporcién es mayor o
menor en la otra caja. Esta estrategia aparecegaa@s mas sencillos, como cajas
proporcionales durante el periodo de operacionesretas, aunque no se desarrolla en
su totalidad hasta el periodo de operaciones fasnalara ir trasformandose en una
estrategia puramente multiplicativa, en que seetoplen las relaciones entre los casos
favorables y los posibles. Nosotros hemos congidesste razonamiento pertinente
para resolver correctamente el item 1. Un clarmpje de esta estrategia es el que nos
proporciona la respuesta de José Maria (12 afiogs2s) que da una respuesta correcta
al item 1,«porque la caja Eduardo tiene el doble de negrdsuig tiene el doble de
negras que de blancas».

Otras estrategias

Entre ellas hemos encontrado las estrategias aslitonde se comparan las cuatro
cantidades mediante operaciones de adicion o sgbgin. Las estrategias consisten en
comparar solo el nimero de casos posibles o bireartaspectos irrelevantes, como el
color favorito o la posicion de las bolas en laauonhacer referencia a la suerte. Todas
estas estrategias se han estudiado con detallaf@nates y cols. (1997), asi como su
uso en problemas de comparacion de probabilidadeseyolucion con la edad de los

alumnos.

Observamos el predominio de la comparacion de dasosables (42%), lo que lleva a
la respuesta incorrecta de dar ventaja al jugadorneas fichas blancas, mientras que
s6lo el 26% usa una estrategia considerada perinérorrespondencia). Con
independencia de si establecen o no la equiprothathide las urnas, en general, los
alumnos interpretaban, en este item, que juego @sssindnimo de equiprobabilidad de
los sucesos esperados. Por ejemplo, Cristina (©4; &imeses) respondeEduardo
tiene razon. Para jugar a este juego, deberianatett los dos la misma cantidad de
bolas».Esto nos conduce a afirmar que la mayor dificuttagsta cuestion no esta en la



interpretacion de la idea de juego justo -en la@pieciden la mayoria de los alumnos
como equiprobabilidad de ganar de los jugadore® sh establecer si se da 0 no esa
equiprobabilidad.

Tabla 1. Porcentaje de estrategias en el item 1

Juego equitativo Juego no equitatiyo Respuestas
incompletas

CorrespondenciCasos Casos Otras
* favorablegdesfavorables.

Muestrg|32.9 31.5 32.9 2.7

1

Muestré|26.6 9.1 42.7 9.8| 11.9

2

* Respuesta correcta

La respuesta mayoritaria al item 2 fue la corrsetpuida por la que otorga la misma
ganancia, independientemente de las probabiliddelganar. En cuanto a los
argumentos empleados, un 46% del total de los alarapoyan su respuesta correcta
con un argumento en que se cuantifican las paddoiés de los contrincantes, como
ocurre con la respuesta de Ricardo (12 afios; 1 kidsYia tiene 5 oportunidades mas,
0 sea, que considero justo que sean 5 sumno P 58), 0 la de Carlos (10 afios; 11
meses)«5pts., porque Maria tiene cinco oportunidades pgaaar 1 pts. y Esteban
una oportunidad»mientras que un 19.6% de los argumentos admitearija de
Maria, pero no la cuantifican explicitamente.

Tabla 2. Porcentaje de respuestas al item 2

1 pts. 2,3,4 5pts.* [ 6 pts. Otra Blanco
Muestra [17.1 7 514 10.8 9.2 4.4
1
Muestra [11.9 9.1 58.0 9.1 7.0 4.9
2

* Respuesta correcta

Este tipo de argumentos se usa para justifica@dpuesta correcta, o cualquier cantidad
de dinero superior a 1 pts. Asi, Ginés (11 afiosie3es ) responde(Esteban debe
ganar) 6 pts. porque tiene menos posibilidadgsbriana (11 afos; 3 meses) utiliza el
mismo argumento para justificar otra respuestasteban debe ganar) 2 pts. porgue si
no, el juego no es justo. Tiene que ganar mas dirmrque Maria tiene mas
posibilidades de ganar» También Carlos (12 afios; 4 meses) utiliza el mism
argumento, pero esta vez acompafia a la respuastztao«(Esteban debe ganar) 5
pts. porque Maria tiene muchas mas posibilidadesacque Esteban no, y o mas
seguro es que gane Maria, por eso, si gana Esteteie ganar mas dinero».



Influencia de la edad

Como se ha comentado mas arriba, estabamos irtesesa estudiar si el porcentaje de
respuestas correctas aumentaba, de forma natoralacedad de los alumnos. En la
tabla 3 se exponen los resultados para el itenesglasando las estrategias por curso
académico. Los alumnos participantes cursaban @° eaurso de Educacion Primaria
(10-11 y 11-12 afios) y 1° o 2° Curso de Educacepuisdaria Obligatoria (ESO) (12-
13 y 13-14 afios). Como puede observarse, el fadd influye favorablemente en las
respuestas a lo largo de los tres primeros cuksosstrategia errbnea mayoritaria, que
lleva a afirmar la falta de equitatividad del juegopbase a la comparacion absoluta de
casos favorables, desciende a lo largo de los pr@seros cursos, aumentando la
estrategia de correspondencia, que conduce gdae®s correcta de equitatividad.

Tabla 3. Porcentaje de respuestas correctas, segéumrso

5° Primarig 6° Primaria| 1° ESO 2° ESO
ftem 1 Muestra 1| 10.1 23.1 33.1 32.9
Muestra 2 | 11.1 27.0 36.9 31.2

item 2 Muestra 1 45.1 62.1 46.6
Muestra 2 | 44.4 56.8 63.2 68.7

Entre las respuestas incorrectas la mas frecuarites &ursos inferiores es la que tiende
a igualar las ventajas de los contrincantes asgmés mis-mas cantidades (1 pts.) a
ambos, ignorando la no equiprobabilidad de los sagamplicados. Este tipo de
respuesta es mas frecuente en los cursos infegioresifiesta la tendencia a igualar las
ventajas de los contrincantes asignando las misarasdades a ambos, aun ignorando
la informacion dada de no equiprobabilidad de losesos implicados. Asi nos lo
demuestra Javier (10 aiids;meses) con su respuestdEsteban debe ganar) 1 pts.
porque asi da igual la cantidad que salga. Asidos ganaran los mismos dineros».

Debemos concluir, pues, gue aunque la mayoriasisulj@tos son conscientes de que la
recompensa puede equilibrar las desigualdadesserefdajas, algunos alumnos de los
cursos inferiores no llegan a coordinar las difeggrvariables que les proporciona la
informacion del problema, realizando de nuevo lmgaracion de una sola variable:

bien los sucesos implicados, bien la recompengmada a cada jugador, pero no
consideran ambas cosas a la vez.

Influencia del rendimiento en matematicas

Para estudiar la influencia de esta variable, heasmmado a cada alumno de la primera
muestra un nivel de rendimiento matematico, dadoupa calificacion proporcionada
por el profesor de los nifios, basada en sus reedios en matematicas durante el
presente curso escolar. Esta variable podia tomsavdlores alto, medio y bajo. En la
tabla 4 podemos observar que el proceso de inginycal igual que la maduracion,
tienen influencia en la consideracion de juego tatjud por parte del alumno. En la
tabla 4 sélo hemos tenido en cuenta los alumnds piegmera muestra.



Tabla 4. Porcentaje de respuestas correctas al iteln segun rendimiento

matematico
[tem 18.7 20.4 40.5
1
Bajo Medio Alto
[tem 46.5 60.3 66.7
2

También hemos podido observar una tendencia sstdigacion de la respuesta a este
item mediante la cuantificacion, tanto mayor cuanés alto es el rendimiento. Asi, el
porcentaje de alumnos que dan una justificaciomtdativa para su respuesta correcta
va creciendo segun el rendimiento matematico (34.986% y57.1% para un
rendimiento bajo, medio y alto, respectivamenteigntnas que los que hacen una
apreciacion global en la comparacion de posibikdadisminuye del rendimiento bajo
al alto, siendo aun mas bajo para los de rendimiemdio (27.%, 13.8% y 19.0% para
un rendimiento bajo, medio y alto, respectivamente)

Finalmente, y aunque mas de la mitad de los alunieagn una intuicion correcta
sobre el juego equitativo, hemos encontrado uneedaal de interpretaciones de este
concepto, en torno a las cuales pretendemos priaamen el proceso de entrevistas
clinicas. En todo caso, la variedad de significaaignados sugiere la conveniencia de
incluir este concepto en los programas de ensefiinlzaprobabilidad.

Anédlisis de entrevistas

En la segunda muestra realizamos entrevistas aldosos en cada uno de los grupos
de edad eligiéndolos entre aquellos que habiaddeespuestas correctas o incorrectas
a los items. Preguntamos a los nifios sobre lasigstgs escritas que habian dado al
cuestionario asi como sobre la idea que tenianudgoj equitativo. Ademas se
presentaron a los nifios otros juegos equitativaos gquitativos en contextos de ruletas
y extraccion de cartas de una baraja. En caso elelqufio considerase que el juego no
era equitativo, se le pedia modificar el juego mamvertirlo en equitativo. Del analisis
de estas entrevistas hemos clasificado las coramsggmanifestadas por los alumnos en
las categorias que se describen a continuacidoa. dgala uno de los nifios indicamos
entre paréntesis su edad y nivel de razonamiepfmoprional. Puesto que en el item 1
se deben comparar dos fracciones, hemos analizadcada uno de los nifios la
capacidad de comparar dos fracciones en los nidadesritos por Noelting (1980),
quien se basa precisamente en los estadios de.Megdting diferencia tres niveles 1,
[I'y Ill, diferenciando también subniveles A y B eada uno de los niveles 1 y Il. En el
nivel JA el nifio es capaz de comparar dos fracsi@eacillas con igual denominador;
en el IB de comparar dos fracciones sencillas gaalinumerador. Los niveles IlIA y
lIB se caracterizan por la comparacion de fracdawivalentes, el primero de ellos se
alcanza cuando las fracciones son equivalentesuaitkad. En el nivel Il el nifio es
capaz de comparar fracciones no equivalentes.

a) Alumnos que no diferencian entre sucesos edu@iles y no equiprobables,
debido al sesgo de equiprobabilidécecoutre,1992), que consiste en considerar todos



los sucesos en cualquier experimento aleatorio cequdprobables, incluso cuando no
tengan las mismas probabilidades.

Entre ellos hemos encontrado el caso de Alejantifo afios y5 meses, nivel de
razonamiento proporcional JA). Debido al sesgo deipeobabilidad no considera
desiguales las posibilidades de ganancia en ebjdebitem 2. La idea de juego justo se
asocia con jugar con los mismos elementos (la mimr&ga, las mismas bolas).

Alejandro

E: ¢, Tu qué crees que quiere decir que un juego s#a?jus

A: No lo sé.

E: Entonces, ¢ por qué me dices que ese juego note8 fusfiriendose al item 1).

¢, Qué tiene que ocurrir para que sea justo?

A: Pues, que tengan los dos las mismas bolas. Quenti&f bolas blancas, 10
bolas blancas. 20 negras, pues 20 negras...

E: Yo te propongo un juego, y tu me dices si es jostm: Con una baraja
espafola, sacamos una carta sin mirar Si la cadie sle oros, ganas tu. Si sale un as,
gano Yyo. ¢,Crees que seria justo el juego?.

A: No, porque los dos tenemos que sacar la misma.carta

Carolina (13 afios; 7 meses, nivel de razonamiento propatidf), considera juego
equitativo aquél en gue los dos jugadores tengamiamas probabilidades de ganar.
Sin embargo, debido al sesgo de equiprobablidadusndecisiones tiene problemas
para establecer cuando dos sucesos compuestosnsoaquiprobables. Considera que
el juego del item 1 no es justo por no tener Iga@soal mismo nimero de bolas, a pesar
de que piensa que, al ser la extraccién aleattwi,sucesos son equiprobables
independientemente de la composicién de las cBjados casos en que, por falta de
equiprobabilidad, se establecen diferentes prena@nsyentra cierto equilibrio en las
ganancias, pero considera que el juego no es justo.

Alumna n°139: Carolina
E: ¢Influye el nimero de bolas que hay en las cajas?

C: Creo que es suerte. Bueno, si tiene mas blancadrdemas posibilidades,
pero... ¢,quién sabe?.

E: ¢, Tu qué crees que quiere decir que un juego s#a?jus

C. Pues, que los componentes tengan las mismas paailas, o sea, las mismas
cosas para hacer



E: Yo te propongo un juego, y tu me dices si es jostm: Con una baraja
espafola, sacamos una carta sin mirar Si la cadie sle oros, ganas tu. Si sale un as,
gano Yyo. ¢, Crees que seria justo el juego?.

C: Si. Tenemos las mismas posibilidades. Aunque ygesdigtinta carta que tu,
pero mas o menos, puede salir o la mia o la tugaguna.

E: ¢ Pero, crees que estamos igualadas en las positds? (Vuelve a explicar el
juego)
C: Bueno, creo que oros hay mas... Tengo mas posité&l creo que no es justo,

pero podrias ganar tu perfectamente.

E: Entonces, el juego es justo 0 no?

C: No

E: ¢qué hacemos para que el juego sea justo?

C: Pues que, por ejemplo, yo sacara cualquiera de groscualquiera de espadas.
Asi seria justo.

E: ¢En este juego (item 2), ¢Maria y Esteban tienenrismas posibilidades de
ganar?

C: Yo creo que si. Bueno, uno de ellos tiene mas ipdaies, pero, creo que si.
Puede salirle también al otro.

E: Si, pero, Maria gana con cinco numeros y Estebanurm. ¢, Tienen las mismas
posibilidades?.

C: No, Maria tiene mas.
E: ¢, Y crees que al cambiar el premio de Esteban ga gisto?
C: Hombre, no es justo, porque todavia no tienen lasmias posibilidades.

Esteban gana mas, si gana, pero no tiene igualodépidades.

b) Alumnos sin sesgo de equiprobabilidad, pero goesaben establecer los
premios.En esta categoria hemos encontrado dos casostiere

José Antonio(13 afios y 3 meses, nivel de razonamiento propuatiiB).

Este alumno no reconocia la equiprobabilidad decégas del item 1, ya que tiene
dificultad en el razonamiento proporcional y estueste item mediante una estrategia
aditiva. Considera equitativos los juegos en gue jl@adores tienen igualdad de
probabilidades de ganar el juego. Durante la eisteediferencia entre "igualdad de
probabilidades" e "igualdad de dificultad" paraid&csi un juego es 0 no equitativo. En
caso de que los jugadores no tengan la misma wentaye que, cambiando el premio,
podria convertir el juego en equitativo.



E: ¢, Tu qué crees que quiere decir que un juego s¢a?jus

J.A: Pues que los dos tengan las mismas posibilidades.

E: ¢, Entonces el juego es justo o no? (Refiriéndoseml. 1)
JA: Si
E: Luego los dos tienen las mismas posibilidades...

J.A:  Si, pero que uno es mas dificil que otro. No esifmo la dificultad que tener la
misma posibilidad. Es justo porque uno tiene mgnoiso tiene mas, pero mas o menos
tienen lo mismo, pero luego es mas dificil porqne tiene muchas mas negras que
blancas. Uno tiene una diferencia de 10 y otrodiena diferencia de 30... Entonces es
mas dificil el de Luis.

E: Pero si uno lo tiene mas dificil para ganar queotb, entonces ¢como que es
justo?

J.A:  Bueno, yo lo veo justo.

Durante la entrevista, en contextos mas familiaresjo dados y cartas, el alumno es
capaz de determinar la equiprobabilidad o no de sim&sos compuestos. Pero no
asigna correctamente los premios que conviertaregb en equitativo, pues no respeta
la proporcién inversa entre los casos favorablies premios.

E: Te voy a proponer otro juego. Con una baraja esp@ieamos a jugar con las
siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale ana cle oros, tu ganas 1 pts. y si sale
una carta de otro palo distinto, yo gano 1 pts. gs$0?

J.A:  No.

E: ¢ Por qué?

J.A:  Porque hay mas cartas de los otros palos, y esfatdsgue ganes tu.

E: Entonces, ¢,cémo lo modificamos para que sea justo?

J.A: Pues si sale una de oros, yo debo ganar mas pegetasi.

E: ¢, Cuantas mas?

J.A:  No se... cuatro, por ejemplo, 0 mas. Por lo menas que tu.

E: Pero dime cuanto mas.

J.A: Pues... ¢se cuentan los ochos, nueves y dieces?

E: No. La baraja espafola tiene hasta el siete, ydusgia...



J.A: Pues yo ganaria treinta.

Rafael (12 afios y 10 meses; nivel de razonamiento pramuatihA). Rafael explica
que para €l un juego es justo cuando haya igual@adosibilidades para todos los
jugadores. Aunque no consigue reconocer la equapititbad en el juego del item 1, si
resuelve correctamente el item 2, aclarando conaovaniacion en el premio puede
hacer que el juego resulte equitativo. Cuando adtak le propone un nuevo juego en
contexto de cartas, puede ver la falta de equipibtéad de los sucesos compuestos, y
proponer dos nuevos sucesos equiprobables, pecorsigue decidir como variar los
premios para igualar las ganancias y hacer quegbjsea justo.

E: (A proposito del item 2) Entonces, ¢ crees queegldisi puede ser justo aunque
los dos jugadores no tengan las mismas posibilidadeganar...?

R: Seria justo, porque gana 5 pts., pero Maria debdeiganar 1 cuando sacase 2,
3,4 65, para igualar las posibilidades.

E: Te voy a proponer otro juego: Con una baraja espaficamos a jugar con las
siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale ana cle oros, tu ganas 1 pts. y si sale
una carta de otro palo distinto, yo gano 1 pts. gs$0?

R: No.

E: ¢, Quien tiene mas posibilidades?

R: Ta.

E: Entonces, ¢,como lo modificamos para que sea justo?

R: Pues la mitad de la baraja para uno y la mitad @daraja para el otro.

E: Pero hay muchas mas de los demas que de oros ¢,no?.

R: Pero las igualamos. Yo tendria el mismo nimerords que tu de las demas.
E: IAh!, ¢y con la baraja entera?

R: La mitad. Por ejemplo las copas y espadas parayrus bastos y los oros para
ti.

E: Pero si mantenemos, con toda la baraja, tu los orogo las demas...R:

Entonces es injusto.

c) Alumnos que calculan correctamente las probdhdes y la cantidad a ganar por
cada jugador para convertir un juego en equitatittemos encontrado dos tipos de
razonamiento diferenciados:

Alberto (12 afios; nivel de razonamiento proporcional ll1A).



Este alumno, a pesar de haber asignado ventajaia ¢m el juego del item 1 en sus
respuestas al cuestionario, durante la entrevistmbia la estrategia de comparar sélo
los casos favorables a una estrategia de correspocid, estableciendo asi la
equiprobabilidad y afirmando la equitatividad dakgo como un "equilibrit:

E: Lee el item 1 y su respuesta. "Que es verdad.dglojuno es justo, ya que Luis
tiene mas bolas blancas que Eduardo; pero tambidis tiene mas bolas negras que
Eduardo, por lo que también tiene menos probabidetade ganat.

AL: Claro, porque la diferencia es la misma, de 20 igathes 10, y de 60 la mitad
es 30. Pero para ganar hay que sacar una bola tdarcéste (Luis) tiene 30 bolas
blancas y el otro tiene 10 bolas blancas, pero @lalambién, pues puede perder,
porque también influyen las 60 bolas negras, méntue éste (Eduardo) tiene 20
nada mas. Esta equilibrado. Yo creo que es justaue si hay la misma diferencia...

Alberto considera que, ademas de otorgarle un premi5 pts. al jugador del item 2,
para que el juego sea justo se han de garantizatewado nimero de partidas. Esta
idea esta en consonancia con la heuristica desesgegividad que manifesté en otros
items del cuestionario, por la que no consideraba&hsayos como independientes

E: (Respecto al item 2).¢,Puede ser justo un juego donde un jugador tenga ma
probabilidades de ganar que otro?

AL: Depende: si a Esteban le diesen 5 pts., estaridie@ao, porque a ella, por
cada numero que salga de esos, le dan sélo 1 p&sg, si sblo le dan tres
oportunidades para sacar numeros, seguro que sablos (sefiala los numeros de
Maria), pues Esteban sélo tiene un numero para galmmbre, si saca ese namero, le
dan el dinero de golpe, pero si no lo saca y acebpego con tres veces que saquen
namero, Maria se va a llevar 3 pts. y el otro ahkfise va a quedar con nada.

Finalmente encontramos los casosJdan Manuel (10 afios y 11 meses; nivel de
razonamiento proporcional IlIA), Pablo (11 afios (@ rheses; nivel de razonamiento
proporcional IlIB) y Juan (12 afios y 7 meses; ndekrazonamiento proporcional 1IB).
Diferencian sucesos equiprobables y no equiproballentre juegos equitativos y no
equitativos. Son también capaces de modificar empr en un juego en que los
jugadores tengan diferentes ventajas para corleegtirequitativo.

J.M: (Respecto al item 1) Si, es justo.

E: ¢Por qué? ¢ Lleva ventaja alguno de los dos?

J.M: No, porque 90 lo dividimos en tercios y aqui haytargio (sefiala el 30) y aqui
hay dos tercios (sefiala el 60). Con treinta, ladimos en tercios de diez, y aqui hay
un tercio (sefiala el 10) y aqui hay dos (sefaf20g!

Respecto al item 2, Juan Manuel parece poseedanacertada de cuando un juego es

0 no justo, y asi lo demuestra en sus respuestas eatrevista, siendo capaz de
determinar sucesos equiprobables, o de cambigréosios para igualar las ganancias.



E: Lee el item 2, y su repuesta. «TU me dices quédtstiene que ganar 5 pts.
cada vez que salga un 1, porque tiene cinco paddloies menos de ganar » ¢, Tu crees
gue aqui Maria y Esteban tienen las mismas poddilks de ganar?

J.M: Hombre, Maria tiene mas posibilidades, pero EsteBagana, se lleva mas.

E: Yo te propongo un juego, y ti me dices si es jostw: Con una baraja
espafola, vamos a jugar con las siguientes regiecamos una carta. Si sale una
carta de oros, tu ganas 1 pts. y si sale una cdeaotro palo distinto, yo gano 1 pts.
¢ Es justo?

J.M: No, no, porque ta lo tienes mas facil. Si a tidke sina de bastos, te la llevas, te
sale una de copas, te la llevas, te sale una déguiex cosa que no sea oros y te la
llevas.

E: Entonces, ¢como cambiariamos el premio para qusefjusto?
J.M: Pues, que cada uno se lleve dos palos.

E: Bueno, pero en vez de cambiar las reglas de laasavamos a cambiar el
dinero del premio.

J.M: Pues, tu te llevas una y yo me llevaria tres.
Conclusiones

La mayoria de los alumnos demuestran una adecust@pcion de la idea de juego
justo o equitativo, aunque nuestras entrevistasstrare una gran variedad en las
concepciones de los alumnos, desde los que n@uidi@n entre sucesos equiprobables
y no equiprobables, hasta los que son capacessoévee correctamente todos los
problemas. Hay un alumno que introduce factoresreas, como la idea de «hacer
trampas» y otro que, ademas de igualar las garsaeniguegos donde los participantes
no tienen las mismas probabilidades, exigen que bayalto nimero de partidas para
que el juego sea equitativo, ignorando asi la iaddencia de los ensayos. Hay un
alumno que considera que todos los juegos aleai@iimo se hace trampas, son justos.

La mayoria de los alumnos entrevistados son capdeEedeterminar si dos sucesos
compuestos son 0 no equiprobables, en contextabdias (cartas y dados), mejor que
en contextos de urnas. Creemos que esto es delgjde eon la baraja de cartas solo
tienen que comparar los casos favorables, puedne¢mo total de casos posibles es el
mismo (la baraja completa), y lo mismo sucede déanglamiento del dado del item 9.

La mayoria de los alumnos son capaces de estalbbscpremios que corresponden a
dos sucesos compuestos no equiprobables (propuesitoentextos de cartas y dados)
para igualar las ganancias y hacer que el jueggusea aunque hay 2 alumnos que,
aungue reconocen que al modificar el premio deb@Esteen el item 9 se igualan las
ganancias, siguen considerando que el juego NGEs |
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