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RESUMEN

En este trabajo analizamos la presentacion del eptw de frecuencia relativa en 11

textos de Primer Curso de Bachillerato publicadagamte el periodo 1975-1991,

justificando la investigacion por la importancia ejtiene la correcta comprensiéon de
este concepto en el estudio de la probabilidad. €aonsecuencia, se describen
criterios para el desarrollo del tema en futurobrtis de texto y para la accién

didactica en el aula de matematicas. A pesar deslpecifico del caso espariol, este
articulo es un aporte para el contexto colombiayegue arroja luces sobre la manera
como podria abordarse de forma efectiva el tratantdede algunos conceptos basicos
de la estadistica y la probabilidad en secundaria.

INTRODUCCION

En este trabajo analizamos la presentacion delegdo de frecuencia relativa,
como punto de partida en el estudio de la proluali en una muestra de libros de
texto de Bachillerato en Espafa. El estudio séigesipor el énfasis que, en los nuevos
disefios curriculares para la primaria y secundas@,da a la ensefanza de la
probabilidad y por la metodologia recomendada, spubasa en la experimentacion y
simulacion de experimentos aleatorios, es decireerenfoque frecuencial de la
probabilidad.

La comprension de la idea de frecuencia relativde yla convergencia de las
frecuencias relativas a algun valor que repredanpaobabilidad son, sin duda, puntos
claves para lograr el éxito de la ensefianza cenrestvo enfoque. Son, sin embargo,
frecuentes las dificultades sobre estos conceptogarte de los alumnos, como se
muestra en las investigaciones de Konold (19891 )1%ste autor se interesé por el
modo en que los alumnos comprenden las pregunbae o probabilidad, indicando
gue algunos estudiantes no interpretan la repatid@un experimento aleatorio como
parte de una serie de ensayos. Estos sujetos eomsique cada una de las repeticiones
del experimento esta aislada; no tiene por quédguaelacion con las anteriores o
posteriores. Denomina a esta conducta, que coreisieterpretar las preguntas sobre
probabilidad en forma no probabilistica, "outcormperaach” (enfoque en un resultado
aislado).

Cuando se pide explicitamente calcular la prolsul de un suceso, en estos
casos, se piensa que hay que predecir si el swmasoira o no en el siguiente
experimento. Las probabilidades se evallan comgalds con los valores 0%, 50% vy
100%. Si la probabilidad se acerca a los extrem®s00100%, el suceso se creera
imposible o seguro, respectivamente. Sélo si ldairdidad del suceso se acerca al
50% se considerara verdaderamente aleatorio. Liaenoia de resultados inesperados
se explica mediante mecanismos causales y no plisbiabs. Si, por ejemplo, un
meteorélogo da una probabilidad de lluvia de un §@¥& un dia y luego no llueve, se
pensara en que el viento se llevd las nubes o lgoeteordlogo era poco fiable, en
lugar de recordar que habia un 20 % de probabdslade que no lloviera. En



consecuencia, consideramos que el analisis de daemacion de las frecuencias
relativas a los estudiantes tiene la suficiente omi@mcia para justificar nuestra
investigacion.

Nos basamos también en la importancia del libroteddo como material
didactico, sefialada por diversos autores. Por dégerap el Informe Cockcroft (1985) se
afirma que'los libros de texto constituyen una ayuda ineskil@gara el profesor en el
trabajo diario del aula'(pg.114). Para Goetz y Lecompte (1988) el andlisiibros de
texto sirve para establecer las diferencias emtseobjetivos de un programa y los
medios llevados a cabo para su puesta en pradtrabién perfila los sesgos de los
contenidos y objetivos de los curriculéa Yecogida y analisis de libros de texto, guias
curriculares, apuntes de clase,... y otros archigfysece una fuente inestimable de datos
de clasé (pg.63). Romberg y Carpenter (1988, pg. 867) qaoparte indican queel’
libro de texto es visto como la autoridad del comoento y guia del aprendizdje
Chevallard (1985) afirma que los libros de texteeoén una concepcion legitimada del
texto del saber a ensefiar y se convierten en taande progresion del conocimiento de
los alumnos.

Los trabajos de investigacion sobre libros de oteeh Matematicas estan
cobrando una gran importancia, como se muestrasmejemplos de Brewer (1986),
Romberg y Robinet (1989), Sanz (1994), Harwell @99 Chandler y Brosnan(1995).
En consecuencia, todas estas referencias poneargasto el interés del libro de texto
como material didactico y han justificado el esbudjue presentamos, como
continuacion de otros trabajos, en especial loNdearro-Pelayo (1991) y Malara
(1989).

Nuestro analisis ha sido llevado a cabo en l1llosexte Primer Curso de
Bachillerato, seleccionados entre una primera ld#a21 manuales que se elaboré
basandose en nuestra experiencia personal docémtargo de mas de quince afios en
el nivel de Bachillerato, asi como en una encuestbzada a diferentes compafieros de
las provincias de Jaén, Cordoba y Granada y euttad de Melilla. La muestra final
cubre 11 afios diferentes del periodo y 10 edigsialistintas. Esperamos que los
resultados de este estudio sean Utiles para futiesearollos del tema.

La lista de libros de texto se incluye como Angxato con una letra que servira
de referencia para hacer mencion a cada textorestel del trabajo. En relacion con las
conclusiones expuestas, deseamos indicar que ea algaho suponen una valoracion
general de los textos analizados. Solamente sFerfal punto concreto tratado. Quede
aqui también expreso nuestro reconocimiento delarlde los autores de libros de
texto, que realizan una importante y dificil tace@l es transformar los conocimientos
matematicos en contenidos para ser ensefiadosrdmtzra mas eficaz posible.

ELEMENTOS DEL SIGNIFICADO DEL CONCEPTO DE FRECUENCI A
RELATIVA

Los conceptos de frecuencia absoluta y relativardeuceso y las propiedades
de las frecuencias relativas tienen una gran irapoid como base para el estudio de la
probabilidad y la estadistica por tres motivospiamente relacionados:

A. Las propiedades de las frecuencias relativas, quedegm observarse
empiricamente, son la base de la definicion aximaate la probabilidad, ya
que los axiomas son abstracciones de estas prdpeddl célculo de
probabilidades que se deriva de estos axiomas terndea el contenido
especifico del término probabilidad en cada apicaparticular, sino que su
funcion principal es descubrir, a partir de ciepasbabilidades iniciales dadas,



otras probabilidades implicadas por ellas. Sin egdalos axiomas pueden
usarse para definir implicitamente lo que es lbabdidad, limitando asi las
posibles interpretaciones de este término. Adenushos axiomas han
contribuido a establecer una base satisfactoriaCdétulo de Probabilidades,
dando respuestas a las paradojas e inconsist@tsas/adas con anterioridad.
La idea de frecuencia relativa es la base de laepmion frecuencial de la
probabilidad y sirve de puente entre la estadisticka probabilidad. La
inferencia estadistica tiene como fin principabtaencion de conclusiones sobre
poblaciones a partir de datos obtenidos de mueddréss mismas. Gran parte de
los procedimientos estadisticos estan basados @dtekis sobre las
distribuciones de probabilidad de las poblaciondsyacentes y su aplicacion
requiere la estimacion del valor particular de losrametros de dichas
distribuciones en los casos particulares. Es mewmsate la acepcion frecuencial
de la probabilidad la que permite justificar esténegacion.

. Los teoremas de limite, de tanta importancia e@&tulo de Probabilidades,

estan basados en admitir la posibilidad de regetide un experimento y en las
frecuencias relativas o en la distribucion de fesmias. Estos teoremas
permiten precisar la idea de convergencia est@easyi proporcionan

aproximaciones para distribuciones de probabiligad de otro modo serian
dificiles de calcular. Mas recientemente, los te@® de limite, combinados con
las posibilidades informaticas, proporcionan unsebpara la utilizacion de la
simulacién como método de resolucién de problemalsabilisticos complejos.

En Batanero y Serrano (1995) hemos analizado coma@omcepto de

aleatoriedad lleva implicitas dos ideas matematiogzetibilidad de un experimento
aleatorio e independencia de los ensayos sucedtvo®l estudio de las frecuencias
relativas se encuentran implicitas estas dos esiggnpor 10 que su comprension
precisa la de experimento aleatorio. Este ha sidién un aspecto analizado en los
libros de texto, cuyos resultados han sido pubtisagh Ortiz de Haro (1995) y Ortiz de
Haro y cols. (1996). Otro punto importante es ebat®llo del razonamiento
proporcional en el alumno, puesto que la frecuenelativa se define precisamente
mediante una proporcion.

Respecto al estudio de las frecuencias relatisasspropiedades. Malara (1989)

sefala los siguientes objetivos que deberian cqidese para el nivel no universitario:

Conocimiento del hecho de que puede observarse rieampénte una
estabilizacion gradual de las frecuencias relatiesis series de ensayos
suficientemente largas. Esto se observa en datis-scondmicos, bioldgicos,
atmosféricos, médicos, etc. que pueden obtenersedigimtos anuarios
estadisticos

Comprension intuitiva de la idea tedrica de conercip y de las posibilidades
gue ofrece para la obtencion de valores aproximados las probabilidades, a
partir de la observacion o simulacion de fenomexeatorios.

Apreciacion de las ventajas y limitaciones de Esre&aciones experimentales de
la probabilidad, segun las caracteristicas deitiaacsones analizadas

En consecuencia, consideramos que este tema edidersemente fundamental,
para que sea deseable su andlisis en los librotexde. En primer lugar hemos
diferenciado el tipo de tratamiento que en losagxde da a este tema, pudiéndose
encontrar explicito, implicito o no tratarse. Henmadlado un tratamiento explicito en



[A], [C], [D], [F], [G], [1] Yy [K] y un tratamientoimplicito en [B], [E] y [H]. En [J] no
se trata este tema.

Significados personales e institucionales de Igetob matematicos

Nuestro analisis esta basado en un modelo tetimcado de Godino y Batanero
(1994), en el cual se postula que la génesis dednscimientos del sujeto tiene lugar
como consecuencia de su interaccion con situaciormdgemas, mediatizada por los
contextos institucionales en los que desarrollacsividad. Generalmente los problemas
no aparecen aislados, sino englobadosanpos de problemasimilares, para los
cuales puede ser valida una misma solucion o swlasisimilares.

Cuando los sujetos tratan de resolver un probleraalizan practicas o
actuaciones de tipo diverso (representaciones $itaB0o verbales, busqueda de
similitudes con otras situaciones, razonamienttr§, encaminadas a su solucién. En
general, al estudio didactico no le interesan tastcas esporadicas o aisladas de una
s6lo persona, sino aquellas propotipicasstema de practicas asociados a un campo
de problemasA partir de esta actividad de resolucion de probkeny de la creacion
del sistema de practicas asociados, se produceegrogmente la emergencia de los
objetos matematicos, que en un momento dado samaeiclos y nombrados y mas
tarde seran dotados de propiedades, generalizadelsgjonados con otros objetos o
bien usados como utiles en la resolucion de nupraidemas.

Por ejemplo, del problema general de prediccidncdmportamiento a largo
plazo de las series de ensayos aleatorios, hamdgulas practicas de registrar los
resultados obtenidos en cada experimento de la gdtencion de datos estadisticos),
resumir estos datos en forma de tablas y grafioosnyparar el nimero de apariciones
de cada suceso posible con el total de ensayosndisis de las regularidades
observadas, asi como de la variabilidad intrinsiedas experimentos aleatorios, la
introduccién de una nomenclatura adecuada, ladetaacion de las representaciones
usadas han llevado progresivamente a la defina#biconcepto de frecuencia relativa y
al estudio de sus propiedades, asi como a la abiginade este concepto para la
posterior definicion de la probabilidad.

El sistema de practicas asociadas a un ciertaootrjatematico es lo que Godino
y Batanero (1994) denominasignificado del objeto,por lo cual consideran el
significado de un objeto mateméatico como una edtictampleja. Bajo este supuesto,
seria dificil encontrar un alumno que "comprend&imcomprende” en su totalidad un
concepto matematico. Por el contrario, resultadaveniente identificar las puntos
especificos que le resultan asequibles y los que no

Un punto importante en este desarrollo teoriceeleseconocimiento de una
doble dimensién en los objetos matematicos y gisfeiados: personal e institucional.
Puesto que los problemas matematicos y las praqiae resolverlos son compartidos
en determinadas instituciones, el significado deeterminado objeto es relativo a cada
institucion en donde tiene un uso. Para el cadaslfrecuencias relativas es claro que
no es lo mismo comprender este concepto en el deveucacion secundaria que en un
curso avanzado del Calculo de Probabilidades &milgersidad, donde se exigiria a los
alumnos un dominio de los teoremas de limite.

Por otro lado, puesto que las personas se ddaarreh una diversidad de
instituciones, ekignificado personate un cierto objeto matematico para una persona
dada puede no estar totalmente de acuerdo conmiiGml dentro de una institucién de
la que es miembro significado institucionablel objeto. Es precisamente el interés de
una institucién por adecuar los significados pestEs de sus miembros sobre unos
ciertos objetos, lo que plantea la problematicactida.



Los libros de texto son un medio cuyo analisis m@porciona un conocimiento
del significado fijado dentro de una instituciomlatitica dada para un cierto concepto.
Como hemos indicado, un punto importante en ldzacién usada es la consideracion
del significado de un concepto como una entidadpdejan Por ello conviene analizar
separadamento sus componenteslementos de significadoya que los elementos
especificos contemplados en los diversos textosiggodho ser los mismos o incluso,
alguno de ellos pudiera no aparecer en ningunosléeektos, dando como resultado un
sesgo en el significado presentado a los alumrara. € caso particular de la frecuencia
relativa, los elementos de significado que hemaosiderado en el andlisis de los textos
son los siguientes:

1. En un experimento aleatorio realizadoveces la frecuencia relativa de cada
posible suceso A es el cociemi®&/nentre el nimero de veces que sucede Ay el
namero de repeticiones del experimento.

La frecuencia relativa de cada suceso es un nucoenprendido entre O y 1.

La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.

La frecuencia relativa de la unidon de dos sucegolsigentes es la suma de las

frecuencias relativas de estos sucesos.

5. Al aumentar el numero de ensayos se produce uneegencia (en sentido
estocastico) de la frecuencia relativa hacia uan@nstante teorico.

Pwn

A continuacién analizamos la presentacion en Ibsod de texto de este
concepto en lo que se refiere a los elementosgifisado E1 a E4. Por la importancia
de la convergencia estocastica (E5), este elemdetosignificado se analizara
separadamente, analizando las actividades quedevasios convenientes para su
adquisicién por los alumnos.

La definicion de la frecuencia relativa, asi cotao presentacion de sus
propiedades suele ser muy similar a la presentadd siguiente ejemplo (texto [A]):
"Sea un determinado experimento aleatorio, realizhidveces. Si el suceso aleatorio A
aparece n veces, se dice que, en la referida nauakdr N pruebas, la frecuencia
absoluta del suceso A es n y la frecuencia relagiwan/N'(pg.45). Este texto continda
en el apartado 4.5, denominatropiedades de las frecuenciasbn el enunciado y
demostracion de tres propiedades de la frecuerglativa: que es un numero
comprendido entre 0 y 1, la frecuencia relativa sieteso contrario, la frecuencia
relativa de la unidon de sucesos incompatibles gelda union de sucesos compatibles
(pg.46).

Otros textos definen la frecuencia relativa y pugpiedades por medio de un
ejemplo como [K]. Otras veces el tema se trataaemd implicita. Asi en [B] no
menciona explicitamente ninguno de esos conceptoxjue al exponer ejercicios y
problemas resueltos, habla del nimero de vecesauee un suceso en un determinado
namero de repeticiones del experimentd'De cada 100 veces que saquemos dos
bolas de la bolsa, aproximadamente 50 (la mitad) balas seran del mismo color."
(Pg.29).

En consecuencia, todos los textos analizadosyieclla definicién de frecuencia
relativa y sus propiedades, es decir, los cuatmmegoos elementos de significado
analizados en nuestro estudio. Sin embargo, eibtndoélo se trata el tema a nivel de
un ejemplo y en otro la mencion al mismo es sélplicita. A nuestro parecer en estos
casos se produce un vacio importante en el tenfa gi®babilidad, ya que se concede
escasa importancia a la base experimental de ddeden abstraido los axiomas de
probabilidad y se pierde una ocasién importantecdeectar la estadistica y la
probabilidad.



ACTIVIDADES IMPLICADAS EN EL ESTUDIO DE LA CONVERGE NCIA DE
LAS FRECUENCIAS RELATIVAS

Para analizar la forma en que los libros de tprésentan la convergencia de la
frecuencia relativa a la probabilidad (E5), hemesido en cuenta ocho tipos de
actividades que Malara (1989) diferencia y puedeaopgnerse a los alumnos,
relacionados con el estudio de las frecuenciasivatay el enfoque experimental de la
probabilidad. Como hemos indicado al describir troemodelo teorico, la actividad de
resolucién de problemas nos parece previa a laeptmalizacion. Cada una de las
siguientes actividades, descritas por Malara, puedbasiderarse problematicas para
nuestros alumnos y podria dar lugar en ellos aipa&csignificativas en la comprension
de la idea de convergencia estocastica.

« Estudio de la frecuencia relativa de un suceso ea serie de experimentos,
cuando se conoce la probabilidad teérica de losmois

« Analisis de la variacion de la frecuencia relatigh aumentar el nimero de
experiencias

« Enunciado de la ley empirica de los grandes numgrmanfrontamiento con los
resultados obtenidos en experimentos realizadogpalumno

« Atribucién de probabilidades a sucesos, en base fagleuencia relativa de un
gran numero de pruebas

« Presentacion de ejemplos del caracter aproximadesta medida

+ Presentacion de ejemplos de valoraciones experatemnte la probabilidad a
partir de series grandes de experimentos

+ Reflexion sobre la inadecuacion de la valoraciGiisida de la probabilidad de
un suceso cuando se puede obtener una mejor vadoraa partir del
conocimiento de tipo estadistico

« Presentacion de experimentos sencillos para losesuao es posible estudiar a
priori la probabilidad de los sucesos

A continuacion analizamos cada uno de estosajiest

Estudio de la frecuencia relativa de un suceso ea serie de experimentos,
cuando se conoce la probabilidad tedrica de losmnmois Esta actividad permite
confrontar los valores esperados con los obserneom conjunto de datos, mostrando
la variabilidad asociada a los experimentos. Especto es recogido en [G], [I] y [K].
En [I], dedica una seccion completa a las frecnabsoluta y relativa que denomina
"distribucion esperada y distribucion empiricay estudia la convergencia de la
frecuencia relativa hacia la probabilidad teoricdilizando para ello la idea de
distribucion esperada y distribucién empirica. (pg8-236), es decir la idea de variable
aleatoria. Esta es una de las ideas estocastiodsrfientales, segun Heitele (1975),
quien resalta en una variable aleatoria la impoigade los conceptos de distribucion y
esperanza matematica. Esta ultima podria ser mgtesvia a la idea de probabilidad,
aunque es poco tratada en los textos analizados.

Este texto [I] presenta la probabilidad de un saa®mo el valor esperado en la
variable "frecuencia relativa del suceso en unie sk experimentos”. Va mostrando a
través de un ejemplo la convergencia de la distiflouempirica segun aumenta el
namero de experimentos hacia la distribucion tadiicesperada) (pgs.229-236). Sefala
gue en algunos casos (dado sesgado) no conocemlistritaucion esperada, por lo que
tendremos que estimarla a partir de un nimero grdedpruebas:Hay ocasiones en
que la experiencia aleatoria que se va a realizané unas condiciones de regularidad



tales que podemos tener, a priori (antes de haggguma experiencia), la distribucion
esperada...Pero otras veces no hay ninguna refeaere priori. Soélo la
experimentacién nos permitira obtener datos sobreoemportamiento de los distintos
sucesos. Los datos obtenidos seran tanto mejasto(tnas fiables) cuanto mas larga
sea la experimentacion(pg.231)

Esta presentacion no resalta suficientemente, esmbargo dos problemas
importantes en la estimacion empirica de probailkd, esto es, en la aproximacion
frecuencial. En primer lugar, no se especifican abaridad las caracteristicas
especificas de la convergencia aleatoria. Se sd@adgproximacion gradual de los
resultados empiricos a los observados, pero noase mencion a las fluctuaciones
esporadicas que acompafian a esta convergencia.d8dsmobvia el hecho de que la
idea de regularidad (el principio de indiferen@a)un postulado teorico, lo mismo que
la independencia de sucesos, pensada también plarar das leyes de limite. Como
sefala (Steinbring, 1986), incluso en los dispasstiaparentemente mas perfectos,
como el aparato de Galton puede haber una pequegiendencia en los sucesivos
experimentos. El resto de los libros no recoge &specto.

Andlisis de la variacidbn de la frecuencia relativd aumentar el numero de
experiencias La variabilidad asociada a los experimentos aies no puede
suprimirse, pero si reducirse al aumentar el tantgilas muestras. Precisamente uno
de los sesgos mas insistentemente resaltados poreswcomo Kahneman y cols.
(1982), Pérez Echevarria (1988) o Shaughnessy (1&92a falta de apreciacién del
efecto del tamafio muestral sobre la variabilidadtakia. Incluso en la investigacion de
Serrano (1993) se encontraron alumnos que penspleaal aumentar el tamafo de la
muestra, la variabilidad aleatoria aumenta, enrldgadisminuir. Por ello creemos que
este tipo de situaciones son muy necesarias ersédianza para permitir a los alumnos
confrontar sus creencias erroneas y ayudarleseaaigs.

[1], a partir de un ejemplo sobre el lanzamientowh dado, realiza un estudio
sobre la frecuencia absoluta y afirma qua distribucion de frecuencias relativas se
parece tanto mas a la distribucién esperada (distcion tedrica) cuanto mayor sea el
namero de lanzamientos. Y llega a ser casi idérgical nUmero de lanzamientos es
muy grande”(pg. 230). Del resto de los libros, so6lo [G] amalia variacion de la
frecuencia relativa al aumentar el nUmero de egpeias.

Enunciado de la ley empirica de los grandes numgroenfrontamiento con los
resultados obtenidos en experimentos realizados g@oralumno Respecto a la
convergencia de la frecuencia relativa de un sudescia la correspondiente
probabilidad tedrica, Heitele (1975) sefala quepregiso diferenciar entre las leyes
empiricas de los grandes nimeros y las corresputrdideyes matematicas. La primera
es observable en la realidad, por ejemplo, al copir como cae la lluvia sobre un
pavimento. Una regularidad global surge a partitadaleatoriedad local, o, dicho de
otro modo, existe una libertad individual sujetara restriccion colectiva. Ello hace
qgue las leyes matematicas de los grandes nume®sedremas de limite- se acepten
como modelos matematicos adecuados a la descrigei@stos hechos empiricos. La
pregunta de interés didactico es si es posibleraegh modelo de la realidad en un
cierto nivel cognitivo de los alumnos. Heitele ialque las posibilidades didacticas que
se deducen de las experiencias empiricas son méadas de los que sugieren los
textos escolares. Las sucesiones aleatorias obterid clase convergen lentamente.
Debido a su caréacter aleatorio, puede ocurrir queearobtenga el resultado deseado
cuando se quiere mostrar con una simulacion umi @eopiedad.

En [I] se plantean situaciones para que los alsmmealicen experimentos y
calculen las frecuencias absolutas y relativas. éjemplo, al comienzo del tema



(pg.226) propone un juego de lanzamientos de meneg# da origen a una caminata
aleatoria sobre los enteros, y en el que propotuglias experimentalmente el nimero
de lanzamientos hasta la meta. A partir de lossdet#cogidos, pide a los alumnos
calcular las frecuencias relativas de caras y sr(usa el término proporcion en vez de
frecuencia relativa). Propone, asimismo, obsergarase aproximan las proporciones
de caras y cruces al valor teérico 0.5 segun aargnhimero de lanzamientos para
alcanzar la meta.

En [K], a partir de un ejemplo consistente en &nma moneda cien veces y
anotar el resultado, define las frecuencias alsglutlativa, asi como las propiedades
de ésta ultima. Explica que si aumenta el nimeramegmientos, los resultados de las
frecuencias relativasténderian a estabilizarse" hacia el valor 0'50, ggemo mas
tarde veremos es la probabilidad del suceso caraeb suceso cruz.'Concluye
afirmando que ésta estabilizacion de las frecuencias relativasudesuceso se conoce
con el nombre de regularidad estadistiogpg. 411).

En [G] dedica un apartado a definir las frecuen@hsoluta y relativa. Para
comentar la estabilidad de la frecuencia relatipmpone dos ejemplos, uno el
lanzamiento de una moneda (obtener cara) y ottard@amiento de un dado (obtener y
leer dos puntos). Presenta, a continuacion, ddastalina para cada experiencia, donde
figuran tres columnas, la primera para el nUmeropdeebas, la segunda para las
frecuencias absolutas y la ultima para las fredasncelativas. Indica quepliede
observarse que, a medida que se eleva el nimemrudbas n, las frecuencias, h,
"tienden” a estabilizarse alrededor de un valoredstinado, que en el caso de las
monedas es 0,5, y en el caso de los dados,(p&202).

[D] concluye con un comentario sobre la importandel concepto de la
frecuencia relativa y su estabilidad. Asi, despdésun ejemplo, encontramo4.a
importancia de la frecuencia relativa se deduceed&a ley del azar: Al aumentar el
namero de experiencias, la frecuencia relativa dae determinado suceso tiende a
estabilizarse alrededor de un nimero que llamareprobabilidad de dicho suceso.”
(pg.76).

En [E], dentro del capitulo de la probabilidad, sedica ningun apartado al
estudio de las frecuencias absoluta y relativagaeise refiere a ésta ultima en algunos
momentos. También la menciona en algunos ejerciopuestos (pg.176), y en la
introduccion de la definicién de probabilidad (p&/L El resto de los libros no presenta
este tipo de actividades.

Atribucion de probabilidades a sucesos, en basa &idcuencia relativa de un gran
namero de pruebaslLa interpretacion frecuencial de la probabilidaeégiun Nagel
(1968), se halla implicita en Aristételes, aunque ha llegado a ser relevante en
Estadistica hasta el siglo pasado. La idea cesdrglue la probabilidad de un suceso se
refiere a la frecuencia relativa tipica del misra. interpretacion frecuencial de la
probabilidad incorpora la idea de frecuencia retgtique se omite en las acepciones
clasica y subjetiva. Como consecuencia, la protokil viene dada por una relacién
analizable y material, para la que se necesitaeatid empirica. Aunque este método
de asignar probabilidades tiene sus dificultadkesdficas, es el Unico plausible en
muchas aplicaciones practicas.

En [J], no define explicitamente la frecuencia ue suceso, pero la utiliza
implicitamente para asignar probabilidades a losesns elementales en base a la
frecuencia de ocurrencia. Aunque la definicion gaede probabilidad es subjetiva,
como grado de confianza, sin embargo la asignad@émprobabilidad sugiere una
concepcion frecuencial implicita como recogemosrdiguacion: Observa que la zona
roja ocupa la cuarta parte del total de la ruleta,la blanca las tres cuartas partes



restantes”. Es l6gico pensar que si repetimos etggu muchisimas veces,
aproximadamente la cuarta parte de ellas saldraoRgj las restantes Blanco. Por
consiguiente la aplicacion frecuencial puede sesitiente:

Rojo ----------- >1/4

Blanco ----------- > 3/4" (pg.293/294)

Incluso utiliza la palabra aplicacién frecuenciatgreferirse a esta asignacion de
probabilidades:éfectuamos un reparto proporcional del nUmero Iestddos los
resultados posibles; a este reparto le llamarenp&acion frecuencial'(pg.293).

En [H], después del estudio de una partida deegeshtre dos personas y los
posibles resultados, concluye afirmando que hayatasas de asignar la probabilidad a
un suceso, una en el caso de que todos los ressisadn equiprobables y otra
"utilizando la frecuencia relativa del sucesn un niumero elevado de experiencias.
Esta probabilidad requiere la realizacion del exipegnto. La denominaremos
probabilidad "a posteriori' (pg.197). El resto de los libros no recoge esaté@
Presentacion de ejemplos del caracter aproximadesia medidaEste aspecto esta
recogido en [I] al realizar la diferenciacion erdistribucion esperada y distribucion
empirica, pues ello da la idea de que estas dothdiones no deben coincidir
exactamente, aunque si en forma aproximada. Tarsbibace una reflexion explicita
sobre el caracter aproximado de estas valoraciones

[C] concluye ya en el siguiente apartado denonaridetobabilidad ",
comentando la estabilidad de las frecuencias diglgente forma® Segun se ha visto,
en un experimento aleatorio la frecuencia relatileaun suceso tiende a estabilizarse, a
oscilar cada vez menos bruscamente alrededor dzeuto valor. Este valor es posible
gue lo conozcamos aproximadamente, pero nunca pursaber su expresion exacta.
" (pg.72). El resto de los libros no habla del dardaproximado de la asignacion
frecuencial de probabilidades.

Presentacion de ejemplos de valoraciones experatentle la probabilidad a partir de
series grandes de experimentos

Para mayor claridad, [G], incluye una gréafica ¢anda con el nUmero de
pruebas y las frecuencias relativas de ambos ssidesale se observa la estabilidad de
las frecuencias relativas mencionadas anteriorm8&egin los autoregsta tendencia
constituye la ley del azar, que dice:

En series largas de pruebas, la frecuencia relatleaun suceso tiende a
estabilizarse alrededor de un numé(pg. 202). El resto de los libros no presenta
valoraciones experimentales de la probabilidad.

Reflexion sobre la inadecuacion de la valoracidmsida de la probabilidad de un
suceso cuando se puede obtener una mejor valoraciintir del conocimiento de tipo
estadisticoNo se hace este tipo de reflexion en los libradizados.

Presentacion de experimentos sencillos para logesuso es posible estudiar a priori

la probabilidad de los sucesdsl Unico ejemplo de este tipo que hemos encontnad
sido en el texto [I], donde en un apartado denodurRevista Matematica, propone una
experiencia consistente en lanzar chinchetas, tehdio:"Ahora no hay simetria que te
ayude. Lo que puedes hacer es dejar caer la chiact@) veces (0, con menos trabajo,
dejar caer 10 veces 10 de esas chinchetas) y ctagareces que ha caido con la punta
hacia arriba. Imaginate que han sido 30 veces. Bediecir que la probabilidad
experimental de que la chincheta quede con la phatia arriba es 30/100 = 3/10."

(pg. 240).



Hemos visto a lo largo de esta seccion que soosplos libros de texto que
recogen las actividades sefialadas por Malara (1888¢luso que alguna de ellas no
aparece en ninguno de los libros analizados. Hapitsn una notable variabilidad de
los textos, ya que, en la mayoria es muy grantdmitcion del tipo de actividades
relacionadas con el estudio de las frecuenciasvata aunque también podemos
sefalar notables excepciones, como los textos[{}] yue realizan un estudio muy
completo del tema y emplean el enfoque experimehitahlmente, sefialamos que hay
un contraste notable entre la limitacion de actidies practicas relacionadas con la
frecuencia relativa y la presentacion teorica deelementos de significado E1) a E4)
gue es mucho mas general.

IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

Un punto a destacar en nuestro estudio es quayaria de los libros analizados
sigue el esquema teoria-practica en la presentdeidos contenidos, pues los ejemplos
y ejercicios se introducen so6lo una vez que se stadiado las definiciones y
propiedades de las frecuencias relativas. Se daidanan énfasis excesivo a la teoria,
mientras el tipo de situaciones problematicas ptas@s es limitado, respecto a las
potencialmente adecuadas en este nivel de ensefiitgrpas visto, como los elementos
de significado de tipo tedrico (E1 a E4) son pres#os en practicamente todos los
libros y, asimismo, se hace alusion a la conveligethe la frecuencia relativa hacia la
probabilidad de modo tedrico (E5). Sin embargondoshemos analizados las diversas
actividades que Malara (1989) considera necespsies hacer que el alumno adquiera
de una forma practica una comprensién intuitivdadeonvergencia, vemos que estas
actividades son incompletas o incluso inexisteatel®s textos analizados.

Hay, por tanto, una falta de ejercicios intergirets, ya que la mayoria de los
ejercicios que hemos encontrado en nuestro ansdéisisducen al calculo de frecuencias
relativas en series de datos. No hay un analigierarental del fendmeno de la
convergencia, lo que contrasta con la presentdeidnca, que es mucho mas general.
En consecuencia, se presenta a los alumnos laegaoies tedricas de las frecuencias
relativas, pero no hay una contrapartida de silu@s problematicas a partir de las
cuales ellos pudieran construir este conocimied®,acuerdo con nuestro modelo
tedrico.

Ademas de estas conclusiones, en nuestro estuatitosh identificado un
conjunto de elementos de significado diferenciadnsel estudio de la frecuencia
relativa que permite destacar la complejidad deprension del mismo frente a su
aparente simplicidad. Asimismo hemos descrito umjwio de situaciones
problematicas asociadas al concepto que seriaarecptantear a los alumnos para que
ellos adquieran una comprension intuitiva sufi@edél fenomeno de la convergencia
durante su educacion secundaria.

Ambos puntos tienen interés desde el punto da disiactico ya que pueden ser
utilizados en la construccion de instrumentos agduacion, para identificar los aspectos
especificos en los cuales los alumnos muestracutlddes de comprension. Por otro
lado, resaltamos la importancia de la identificacide estos elementos para la
elaboracion de propuestas curriculares en la engeafide la probabilidad a nivel de la
educaciéon secundaria. Como indica Konold (1995gseuficiente pedir a los alumnos
que hagan previsiones y las comparen con los dafoesrimentales para cambiar sus
concepciones incorrectas, porque raramente seaegicientes datos para revelar los
patrones probabilisticos. Ademas, la atencion de daumnos es limitada y la
variabilidad del muestreo se suele ignorar. Pay, ¢l identificacion de actividades
didacticas fundamentales para la adecuada comgredsi un concepto y faltantes en



los libros de texto y materiales se revela un fasdamental en elaboracion de nuevas
propuestas curriculares orientadas a la constmagbconocimiento de los alumnos.

ANEXO I: LISTA DE TEXTOS EMPLEADOS EN EL ESTUDIO .
[A]: Valdés, J, y Marsinyach, S.(197®)latematicas Bachillerato 1Madrid: Brufio.
[B]: Pérez,tJ. M.(1977Matematicas BUP°L Leon: Everest.
[C]: Etayo, J, y Colera, J. (1978)latematicas 9 Salamanca: Anaya.
[D]: Lazcano, Y. y Barolo, P.(1980)atematicas 1° BUFZaragoza: Edelvives.
[E]: Pefia, J. y Taniguchi, P. (198Matematicas Bachillerato 1€Madrid: Magisterio
espafiol.
[F]: Caruncho, J. Gutiérrez, M. y Gil, J. (198®)atematicas. BUP 1Madrid:
Santillana.
[G]: Negro, A. y Pérez, S, (198@latematicas, 1° BURMadrid: Alhambra,
Reimpresion 1986.
[H]: Compostelat,B., Gonzalez, A. y otros.(198Watematicas 1° BURMadrid: Akal.
[1]: Guzman, M., Colera, J. y Salvador, A. (1988atematicas, Bachillerato 1°.
Madrid: Anaya.
[J]: Alvarez, F. y Garcia, C. (1990) . FactorBUP 1°Barcelona: Ed.Vicens Vives.
[K]: Vizmanos, J.R., Anzola, M. y Primo, A. (199Funciones 1. Matematicas 1°
BUP. Madrid: SM.
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