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Resum

En aquest article presentem un estudi explorato-
ri sobre la capacitat d’interpretacio de dades en
una taula de doble entrada i de calcul de proba-
bilitats simples, compostes i condicionals a partir
d’aquestes dades. Analitzem conflictes semiotics
d’una mostra de 154 estudiants de Psicologia en
I’execucio de les tasques i concloem que convé
dedicar temps a la lectura i interpretacio d’a-
questes taules en |’ensenyament.

Introduccio

Avui dia es defensa la necessitat de la “cultura
estadistica”, com a capacitat per a interpretar i
avaluar criticament la informacié estadistica i
prendre decisions fonamentades sobre els feno-
mens estocastics presents en diversos contexts
personals i professionals (Gal, 2002). Els articles
en la premsa, en revistes cientifiques o de divul-
gacio i els llibres de text o de consulta en moltes
disciplines inclouen taules i grafics estadistics.
A més, molts servidors d’Internet, com el de
I’Instituto Nacional de Estadistica (www.ine.es)
distribueixen des de les bases de dades informa-
ci6 estadistica sobre temes molt variats, que 1’u-
suari pot descarregar seleccionant les variables.

La possibilitat d’aconseguir dades amb tanta
facilitat és molt important per als estudiants d’e-
ducacid secundaria i universitat en 1’elaboracid
dels treballs de les diferents assignatures.
També diversos professionals (metges, econo-
mistes, inversors, comerciants, etc.) poden
necessitar dades d’aquest tipus. Pero, per a fer
un Gs eficient d’aquesta informacio, cal llegir i

interpretar correctament les taules estadistiques.
La lectura no sempre és senzilla i intuitiva, en
contra del que sovint se suposa.

En aquest treball ens centrem especificament en
la taula estadistica de doble entrada, amb la
finalitat de mostrar que, malgrat I’aparent sim-
plicitat, és un objecte semiotic complex. Analit-
zarem les respostes d’una mostra de 154 estu-
diants de Psicologia a preguntes elementals
sobre calcul de probabilitats simples, compostes
i condicionals a partir d’una taula de doble
entrada. Aquests tres tipus de probabilitats son
fonamentals en les aplicacions de 1’estadistica,
en ’estudi de la inferéncia estadistica, i en el de
la correlacio i regressié entre variables. D’altra
banda, en el terreny professional i a la vida quo-
tidiana, la presa de decisions encertades en
situacions d’incertesa es basa en gran mesura en
el calcul de probabilitats, especialment condi-
cionals, que son dificils d’avaluar i comprendre
(Diaz i de la Fuente, 2005).

Per a I’analisi, ens basem en idees de Godino
(2003), per a qui I’activitat matematica és es-
sencialment relacional, ja que els objectes mate-
matics es relacionen per mitja de funcions
semiotiques. Aquest autor ens recorda que en el
treball matematic usem uns objectes en repre-
sentacio d’altres, en especial dels objectes abs-
tractes, fent una correspondencia, sovint impli-
cita, entre I’objecte representant i el representat.
Per exemple, la paraula “probabilitat” fa refe-
réncia a un objecte matematic abstracte (el con-
cepte de probabilitat, que compleix una serie
d’axiomes). De vegades, pero, els significats
donats pel professor i I’estudiant a una mateixa
expressié matematica no coincideixen i es pro-

1 Traducci6 del castella feta per Nuria Planas.
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dueix un conflicte semiotic. El professor parla
de la probabilitat, que no pot ser major que la
unitat, i un estudiant pot interpretar el terme
probabilitat com equivalent a “possibilitats”, és
a dir, com el nombre de casos favorables d’un
esdeveniment i, per tant, acceptar valors més
grans que la unitat.

D’acord amb la teoria esmentada, que hem expo-
sat molt breument, podem fer una analisi detalla-
da dels objectes matematics que apareixen a la
taula de doble entrada i de la forma en queé es
relacionen en les tasques de lectura i calcul de
probabilitats. En analitzar de la mateixa forma les
respostes dels estudiants, podem identificar con-
flictes semidtics o desajustaments entre els signi-
ficats donats a una expressio per I’alumne i pel
professor. A continuacié descrivint investiga-
cions sobre interpretacio de taules de doble entra-
da i presentem 1’analisi duta a terme.

Investigacions sobre interpretaciéo de taules
de doble entrada

Una taula de doble entrada o de contingencia
serveix per a presentar resumidament la distri-
bucid de freqiiéncies d’una poblacié o mostra,
classificada respecte a dues variables estadisti-
ques. La Taula 1 presenta la forma més simple,
quan les variables només tenen dues categories.
En aquest treball ens restringim a aquesta
forma, tot i que les dades estadistiques acostu-
men a apareixer en taules amb més de dues file-
res o columnes. Algunes de les fileres o colum-
nes de les taules estadistiques que trobem a la
premsa o Internet son totals parcials de diverses
fileres o columnes anteriors, de manera que els
conflictes semiotics que identificarem seran
possiblement més seriosos quan es demani als
estudiants interpretar una taula més complexa.

Taula 1. Format tipic de la taula de doble entra-
da 2x2

A noA Total
B a b a+tb
noB c d c+d
Total | a+c |b+d| n=a+b+c+d
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La recerca didactica sobre les taules de doble
entrada s’ha centrat en 1’analisi de la capacitat
dels estudiants d’identificar 1’associaci6 o rela-
ci6 estadistica entre les variables 4 i B a partir
de les dades presentades seguint el format de la
Taula 1. La Figura 1 mostra una tasca tipica
(Estepa, 1993) en aquestes investigacions.

Figura 1. Tasca tipica de les recerques sobre
associacio

ftem 1. Es vol estudiar si una medecina pro-
dueix trastorns digestius en els ancians. S’han
observat 25 ancians durant un periode suficient
de temps obtenint-se els segiients resultats:

Molésties No té
di . S ps Total
igestives | molesties
Pren la
medicina 9 3 17
No la pren 7 1 8
16 9 25

Usant les dades de la taula, raona si, en
aquests ancians, patir trastorns digestius
depén de la medecina.

Inhelder i Piaget (1955) van iniciar 1’estudi del
raonament sobre associacio estadistica. Aquests
autors van considerar que la comprensioé de la
idea d’associacid implica la comprensio previa
de proporcid i probabilitat. Per aquest motiu,
només van estudiar aquest tipus de raonament
amb nois a partir dels 13-14 anys, quan, segons
la seva teoria, es troben a I’etapa de les opera-
cions formals. Inhelder i Piaget indiquen que,
en preguntar si les variables A i B de la Taula 1
estan relacionades, els més joves només analit-
zen la relacid entre casos on es donen alhora els
valors A i B (casella @, Taula 1) respecte als
casos totals (valor n, Taula 1). A I'item 1,
aquests alumnes no deduirien bé 1’existéncia
d’una associacié directa entre les variables ja
que el nombre d’ancians amb trastorns digestius
que prenen la medicina €s superior a les altres
tres categories.

Una estrategia més avangada, pero encara inco-
rrecta, és comparar les cel-les de la Taula 1 dues
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a dues. Un cop admes que també els casos a la
cel'la (d) (no apareixen ni A ni B) son favora-
bles a I’existéncia d’associacid, aquests subjec-
tes usarien només les dades d’una filera o d’una
columna, sense calcular la relacid entre el total
de casos que confirmen I’associacié (a+d) i la
resta dels casos (b+c), que segons Piaget i
Inhelder seria una estratégia correcta.

Hi ha estratégies similars en treballs amb estu-
diants adults (e.g., Smedslund, 1963 i Estepa,
1993), que, majoritariament, basen el seu judici
en I’existéncia d’associacid entre A i B, bé a la
casella (a) o comparant (a) amb (b). La dificul-
tat de la tasca es posa de manifest en considerar
que, com assenyalen Jenkins i Ward (1965),
I’estratégia de comparacio de diagonals, correc-
ta segons Piaget i Inhelder per a resoldre
aquests problemes, només és valida per a taules
amb igual nombre de casos per filera (freqiicn-
cies marginals). L’estratégia correcta consisteix
a comparar les probabilitats condicionals de queé
ocorri A quan B és certa i de qué ocorri A quan
B és falsa, és a dir, a I’item 1, caldria comparar
les raons 9/17 1 7/8 (freqiiéncies condicionals).

Analisi semiotica de la tasca

A les recerques de la seccio anterior no es qiies-
tiona la possible dificultat dels alumnes en lle-
gir les dades de la Taula 1, que, en realitat és un
objecte semiotic complex. Tot i que les dades de
les cel'les a, b, ¢, d es refereixen a freqiiéncies
ab-solutes, cadascuna d’una doble condicid
(valors de filera i columna), el significat no €s
equivalent. Una freqiiéncia alta a les celles a
(preseéncia del caracter 4; preséncia del caracter
B)ila d (abséncia d’4, abséncia de B) indicaria
una associacié positiva entre variables, mentre
que una freqiiéncia alta a les altres dues cel'les
suggeriria una associacid negativa. Aixo, pero,
no ¢és facilment percebut pels estudiants
(Estepa, 1993). A més, en una cel-la donada (per
exemple a) es poden deduir tres freqiiencies

relatives diferents:
- Freqiiencia relativa doble: L
a+b+c+d

.y . . a
- Freqiiéncia relativa respecte a la filera: —
a+

s . a
- Freqiiéncia relativa respecte a la columna: —
a+c

I també es poden calcular les freqiiéncies relati-
ves marginals de fileres i columnes:
a+b i a+c

a+b+c+d a+b+c+d

Tots aquests objectes matematics coexisteixen i
I’alumne els pot confondre en realitzar la inter-
pretacio de les dades d’una taula i estudiar 1’as-
sociacio entre les variables 4 1 B. Per exemple,
a la re-cerca de Batanero i altres (1996), sobre
un 20% dels estudiants del curs preuniversitari
confon les freqiiencies condicionals respecte a
filera i columna.

Es possible, per tant, que aquesta confusié apa-
regui en el calcul de probabilitats a partir de la
taula, on de cadascuna de les freqiiéncies relati-
ves anteriors es dedueix una probabilitat, en un
context d’extraccio a I’atzar d’un element de la
poblacié o mostra. Suposats equiprobables tots
els subjectes, i aplicant la regla de Laplace com
quocient entre casos favorables i possibles,
podem obtenir una probabilitat diferent de
cadascuna de les freqiiéncies relatives anteriors:

- Probabilitat de qué passin alhora A i B,

(AF\B)=L
a+b+c+d

- Probabilitat condicional d’A, sabent que ha
a
t B; =—
passat B; P(4/ B) uh
- Probabilitat condicional de B, sabent que ha
passat A; P(B/ A4) = ﬁ

- Probabilitats simples d’A i B P(4) = o are
. a+b a+b+c+d
i p(By=—2"2
a+b+c+d

Segons Falk (1986) molts estudiants no discri-
minen adequadament entre les dues direccions
de la probabilitat condicional P(4/B) i P(B/A),
denominant ’error fal-lacia de la condicional
transposta. Aquest error s’ha observat també en
el context d’emetre o interpretar un diagnostic
medic, ja que es confon la probabilitat de tenir
una malaltia quan ha estat positiva una prova
medica, que a vegades no és molt alta, amb la
probabilitat d’obtenir un resultat positiu a la
prova medica, si es té€ la malaltia, que és molt
propera a la unitat (Eddy, 1982).

La facilitat de resolucié de tasques que impliquen
probabilitats condicionals depen, segons Pollatsek
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i altres (1987) de la redaccid dels enunciats. Per
exemple, Einhorn i Hogarth (1986) van observar
que alguns alumnes interpreten incorrectament la
conjuncié “i”’, confonent probabilitat conjunta i
condicional. La meitat dels subjectes a Ojeda
(1995) van interpretar la interseccié com a condi-
cid. Recentment la influéncia del format en qué
es presenten les dades sobre la solucié dels pro-
blemes simples de probabilitat condicional s’ha
comprovat a Huerta i Lonjedo (2005).

Meétode i resultats

Tot seguit, analitzarem les respostes donades a
cadascun dels quatre apartats de I’item 2 en una
mostra de 154 estudiants de primer curs de
Psicologia. La tasca és part d’un qiiestionari
més ampli que avalua la comprensid de la pro-
babilitat condicional (Diaz, 2004) i que es va
passar als estudiants després d’haver-se exami-
nat de la part de 1’assignatura que contenia el
tema de probabilitat condicional.

ftem 2. En una poblacié s’ha realitzat una
entrevista a un grup de persones, obtenint-se
els segiients resultats:

El qiiestionari es va passar en una sessio de
I’assignatura d’Analisi de dades d’aquests
alumnes. Es va motivar la seva col-laboracié en
puntuar el nombre de respostes correctes com
una part de la qualificacio final de 1’assignatu-
ra. Es va explicar als estudiants el proposit de
la investigacid 1 participaren amb interes. Els
resultats es van usar posteriorment per tal de
discutir amb els estudiants les seves interpreta-
cions incorrectes i motivar-los a aprofundir en
I’estudi de la probabilitat.

Recollides les respostes, es varen categoritzar.
Usant la nomenclatura de la Taula 1, la notacio
ales Taules 3, 41 5 és: A="Ha sofert un atac de
cor’; no A=“No ha sofert atac de cor”;
B="Més de 55 anys”, no B="“55 anys o més
jove”. A la Taula 3 presentem els percentatges
de respostes correctes per a les quatre tasques
de I’item 2. Observem que, tot i que molts
estudiants responen bé al calcul de la probabi-
litat simple, hi ha més d’un 40% d’errors a les
tasques de calcul de probabilitats compostes i
condicionals.

Taula 3. Percentatges de respostes correctes
(n=154)

Si escollim a I’atzar una d’aquestes persones:

b) Quina és la probabilitat de que hagi tingut
un atac de cor?

b) Quina és la probabilitat de qué tingui més de
55 anys i a més hagi tingut un atac de cor?

¢) Sabent que la persona escollida t¢ més de
55 anys, quina és la probabilitat de que ha-
gi tingut un atac de cor?

d) Sabent que la persona escollida ha tingut
un atac de cor, quina és probabilitat de qué
tingui més de 55 anys?
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55 Més de 55
mézl})(;ig e:nyes Total Tasca Percentatge
Ha sofert .
un atac 29 75 104 a) Calcul de P(4) 90
de cor
No ha b) Calcul de (4nB 44
sofert atac 401 275 676 (4NB)
c) Calcul de P(4/B) 53
Total 430 350 780
d) Calcul de P(B/A) 56

A la Taula 4 classifiquem les respostes. Els
unics errors en el calcul de la probabilitat sim-
ple han estat la confusid6 amb la probabilitat
conjunta (respondre 75/780) o amb una condi-
cional (75/350), a més d’algun error de calcul o
de donar casos possibles (104), error que supo-
sa acceptar que la probabilitat és major que la
unitat. A les altres tasques hi ha més varietat
d’errors, amb la confusié de probabilitats condi-
cionals i conjuntes ja destacada per Einhorn i
Hogarth (1986) i Ojeda (1995).
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Taula 4. Fregqiiéncies de respostes a les quatre tasques

Tasca demanada

Resposta de I’estudiant (n=154)

P4) P (4nB) P(4/B) P(B/A)
P) 138* 2 4 1
P (4nB) 2 67* 3 3
P(4/B) 1 19 81% 25
P(B/A) 36 20 86*
P(no AnB) 2 7 9
Suposa independéncia
P(A/no B) 1 1
P(no A/ no B) 1 1
P(mo B/A) 1
PAUB) 3 1
Probabilitat major que 1 1 1
Calcula passos possibles 3 4 5 3
P(A)/P(B) 1 4
Errors calcul o no identifica dades 4 11 12 3
Blanc 5 17 18

* Resposta correcta

Per9, alhora, es produeixen errors no descrits a
les investigacions anteriors:

- Confusi6 d’un esdeveniment i el seu comple
mentari, responent, per exemple, donar la so-
luci6 275/676 (P (B /no A)), quan es pregunta
P(B/A4).

- Confusi6 de probabilitats amb casos possibles
(freqiiencies absolutes), donant, per exemple,
el valor 75 per a P(ANB) .

- Obtenci6 de probabilitats majors que la unitat;
com respondre P(4nB) =780/75, invertint en
aquest cas la formula de Laplace.

- Confusid de la unid i la interseccio, donant la
solucio P(AmB)=ﬂ+@—£.
780 780 780 .

nes (tres casos) han notat que els esdeveniments
A1 B no sén mutuament excloents i han aplicat

la féormula correcta de la unid d’esdeveniments,

Aquests alum-

;9
1

perd han donat a la paraula de ’enunciat
un significat d’unio, habitual en el llenguatge
quotidia, pero diferent en aquest cas del signi-
ficat matematic.

- Suposit d’independeéncia en les dades, tot i la
dependéncia patent a la taula. Aquests alumnes
calculen la probabilitat de la interseccio, com
a producte de les probabilitats P(4) i P(B), cal-
culades correctament, donant la solucio

P(AmB)zﬁx@
780 780

- Quocient P(B)/P(4) quan es demana probabi-
litat condicional (respondre 350/104); I’alumne
associa la probabilitat condicional a un quocient,
perd hi ha conflicte en la confusi6 del numera-
dor d’aquest quocient.

A la Taula 5 hem classificat aquests errors pels

diferents conflictes semiotics entre objectes ma-
tematics involucrats en les tasques demanades.
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Taula 5. Fregiiéncia de tipus de conflictes semiotics identificats

N=154
Confon probabilitat condicional i conjunta 77
Confon una probabilitat condicional i la seva inversa 45
Confon un esdeveniment i el seu complementari 23
Probabilitat major que 1 18
Calcula casos possibles 15
Confon probabilitat simple amb condicional o conjunta 11
Confon unié i intersecci6 4
Suposa independéncia 3
Confon la féormula de la probabilitat condicional amb P(4)/ P(B) 5
Errors de calcul o no identifica dades 30
No respon 45
Total conflictes a les quatre tasques i total de mostra 262

Les freqiiéncies de la taula corresponen a la
suma de conflictes identificats en el total de les
quatre tasques, tenint en compte que, a vegades,
una resposta comporta més d’un conflicte
semiotic. Quan en el calcul de la probabilitat
condicional P(4/B) I’alumne respon la probabi-
litat conjunta P(no A~B), un primer conflicte és
confondre condicid i interseccio, i un segon €s
confondre un esdeveniment amb el seu comple-
mentari. En dividir el total de conflictes entre el
nombre d’estudiants, trobem un promig de 1,7 a
les quatre tasques, de manera que els estudiants
troben conflicte a la meitat de les tasques.

Els errors consistents a confondre probabilitat
condicional amb conjunta o confondre probabi-
litat condicional i inversa, citats a les recerques
anteriors, son els més freqiients, pero no expli-
quen per ells mateixos els elevats percentatges
(propers al 40%) d’errors en les tasques de cal-
cul de probabilitat condicional i composta. Hi
ha un nombre apreciable d’estudiants que con-
fonen un esdeveniment amb el seu complemen-
tari i que, donant bé la formula de calcul, tenen
errors de calcul o no identifiquen les dades a
I’enunciat. S6n menys freqiients d’altres con-
flictes relatius a la confusié de freqiiéncia i pro-
babilitat o a la inversi6 de la formula de calcul
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de probabilitats, amb valors majors que 1.
Finalment alguns estudiants no sén capagos de
donar una resposta.

Conclusions

L’analisi i els resultats anteriors indiquen que
la lectura de taules estadistiques de doble entra-
da i el calcul de probabilitats a partir d’elles no
és una tasca trivial per als alumnes universita-
ris. Coincidim amb Falk (1986) en que¢ el llen-
guatge ordinari, usat en I’enunciat de proble-
mes de probabilitat condicional no té la sufi-
cient precisio i és, per tant, ambigu. Quan usem
la notacié matematica per tal de referir-nos a
una probabilitat condicional és clar quin és
I’esdeveniment condicionant i quin el condicio-
nat, pero en el llenguatge ordinari la probabili-
tat condicional i la inversa no sempre es distin-
geixen entre elles o respecte a la probabilitat
conjunta. Donada la freqiiéncia d’aparicié d’a-
questes taules a la premsa, Internet i en el mate-
rial professional, i la importancia d’una correc-
ta interpretacidé per a la presa de decisions,
I’ensenyament ha de parar més atencid al des-
envolupament de la capacitat de lectura de tau-
les estadistiques.
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