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RESUMEN
El azar es inherente a nuestras vidas y aparece en multiples situaciones cotidianas
o de la vida profesional. Pero las intuiciones en probabilidad con frecuencia nos
engaiian y una ensenianza formal es insuficiente para superar los sesgos de
razonamiento que pueden llevar a decisiones incorrectas. En este trabajo
defendemos la necesidad reforzar la formacion del razonamiento probabilistico en
la educacion primaria y secundaria y proporcionar con ello a los alumnos un

instrumento que oriente la accion ante la incertidumbre.

1. Introduccion

Aunque la ensefianza de la probabilidad ha estado presente en los curriculos no
universitarios en los ultimos 20 afios, encontramos una tendencia reciente a renovar su
ensenanza, haciéndola mas experimental, en forma que se pueda proporcionar a los
alumnos una experiencia estocdstica desde su infancia (e.g., M.E.C., 1992; N.C.T.M. 2000,
SEP; 2006). Estos cambios nos llevan a reflexionar sobre la naturaleza de la probabilidad, y
los fines de su ensefanza en la educacion obligatoria, que son dos principalmente:
e La probabilidad es parte de la matematica y base de otras disciplinas.
e La probabilidad es esencial para preparar a los estudiantes, puesto que el azar y los

fendmenos aleatorios impregnan nuestra vida y nuestro entorno (Bennet, 1998 ).

Estas dos razones, no completamente separadas, debieran orientar el contenido y la
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metodologia de la accion didactica, aunque con frecuencia nos centramos en la primera de
ellas, suponiendo que de ella se derivara la segunda (Gal, 2005). En este trabajo queremos
reflexionar sobre las situaciones aleatorias de la vida cotidiana, que suelen ser mas
complejas que los problemas escolares presentados en la ensefianza de la probabilidad.
Finalizamos sugiriendo el interés de mostrar una amplia gama de aplicaciones de la
probabilidad, sobre todo en la ensefianza secundaria, y de reforzar en el desarrollo del

razonamiento probabilistico para la vida real.

2. Probabilidad en la ensefianza no universitaria

Una mirada a los disefios curriculares de matematicas para la Educacion Primaria y
Secundaria nos indica un cambio, en las dos ultimas décadas. Centrandonos en las
orientaciones curriculares de la Junta de Andalucia para la Ensefianza Primaria, aunque la
probabilidad por si misma no figura como bloque de contenido, encontramos las siguientes
indicaciones para el tercer ciclo: “En este ciclo conviene aprovechar el interés que suelen
suscitar en los nifios las situaciones donde ha de analizarse y preverse la probabilidad de
un suceso o repeticion de un elemento. Siempre en un tono investigativo y ludico pueden
proponeérseles actividades tendentes a discriminar lo seguro, lo posible. lo probable. etc.”
(Junta de Andalucia, 1992, pg. 111).

El caracter marcadamente experimental de la metodologia sugerida se muestra en las
siguientes recomendaciones:  “Igualmente  importantes resultan las actividades
experimentales sobre modelos de probabilidad. Se plantea a los alumnos, por ejemplo, una
experiencia prdctica probabilistica y se les invita a que aventuren resultados. Luego
anotaran lo que sucede a medida que realizan la actividad e iran descubriendo
progresivamente que puede saberse qué suceso es mas probable y “cudnto” mds probable
es. No se abordarad el conocimiento de las formulas ni que los nifios y las nifias realicen
cdalculos probabilisticos desvinculados de la realidad, sino que exploren sucesos y
situaciones bajo esta dimension matematica” (pg. 119). Todo ello se resume en los
siguientes contenidos: “Aproximacion a la nocion de probabilidad. Exploracion del grado
de probabilidad de sucesos sencillos” (pg. 126).

Respecto a la Educacion Secundaria Obligatoria (Junta de Andalucia 1992 b) las



propuestas son mucho mas detalladas, incluyendo dentro del bloque de tratamiento de la
informacion, las siguientes orientaciones: “Estimacion y medicion de la probabilidad de
distintos tipos de sucesos mediante experimentacion reiterada y, aplicando la Ley de
Laplace, en los casos equiprobables y Resolucion de problemas de probabilidad
condicionada “(p. 19). Se sugiere usar el ordenador y experimentar con muestras de tamaio
creciente, de modo que se vaya tomando consciencia de la estabilizacion de las frecuencias
relativas a medida que aumenta el nimero de pruebas para introducir gradualmente la
aproximacion frecuencial a la probabilidad. La aplicacion de la regla de Laplace ira
precedida del andlisis previo del experimento. Se sugiere que las alumnas y los alumnos
lleguen a comprender que la toma de decisiones en el estudio de los fendmenos aleatorios
es algo que se puede sistematizar y que, ademas de la probabilidad, interviene la ganancia o
pérdida asociada, lo que puede llevar a introducir la nocidbn de esperanza matematica.
Orientaciones similares pueden encontrarse en otros disefios curriculares, como los del
NCTM (2000) o SEP (2006) y la incidencia del tema en algunas especialidades de
Bachillerato es ain mayor, llegandose al estudio de las variables aleatorias discretas y
continuas, incluyendo las distribuciones binomial y normal.

Pensamos que estas orientaciones y las sugerencias sobre uso de diversos contextos
(no s6lo juegos de azar) posibilita el introducir a los estudiantes de los tultimos afios de la
educacion secundaria obligatoria y Bachillerato en problemas interesantes de toma de
decision y prevision, relacionados con problemas a los que tendran que enfrentarse a lo
largo de la vida. En lo que sigue analizamos las caracteristicas de estas situaciones y
mostramos algunos ejemplos de las posibles consecuencias de un pobre razonamiento

probabilistico.

3. Probabilidad en la vida cotidiana
El azar estd presente en la vida cotidiana en muchos contextos en los que aparecen
nociones de incertidumbre, riesgo y probabilidad, por ejemplo, el prondstico del tiempo,
diagnostico médico, estudio de la posibilidad de tomar un seguro de vida o efectuar una
inversion, evaluacion de un estudiante, etc. No sbélo los profesionales, sino cualquier

persona ha de reaccionar a mensajes en que aparecen estos elementos, tomar decisiones que



le pueden afectar, emitir juicios sobre relacion entre sucesos o efectuar inferencias y

predicciones (Gigerenzer, 2002). En estas situaciones la probabilidad no es una propiedad

fisica tangible- por tanto objetiva de los sucesos que nos afectan (como seria el peso, color,

superficie, temperatura) sino una percepcion o grado de creencia en la verosimilitud de la

persona que asigna la probabilidad sobre la plausibilidad de ocurrencia del suceso (que

ocurrira o no).

Tabla 1. Elementos que Caracterizan los Diferentes Significados de la Probabilidad

SIGNIFICADO PROBLEMAS PROCEDIMIENTOS LENGUAIJE DEFINICIONES Y ALGUNOS
DELA ANALIZADOS DE ASIGNACION PROPIEDADES CONCEPTOS
PROBABILIDAD RELACIONADOS

Intuitivo - Sorteos - Manipulaciéon |- Lenguaje -Opinion - Suerte
- Adivinacion | de generadores ordinario Impredecible, - Destino

de azar: dados, creencia
cartas...

Clésica - Célculo de - Combinatoria |- Triangulo - Cociente de casos | - Esperanza
esperanzas o - Proporciones aritmético favorables y - Equitatividad
riesgos en - Analisis a priori | - Listados de | posibles - Independen-
juegos de azar |de la estructura | sucesos - Equiprobabilidad | cia

del experimento |- Formulas de sucesos simples
combinatorias

Frecuencial -Estimacion de | - Registros de - Tablas y - Limite de las - Frecuencia
parametros en | datos estadisticos | graficos frecuencias relativa
poblaciones a posteriori estadisticos relativas - Universo

- Ajuste de - Curvas de - Carécter objetivo |- Variable
curvas densidad basado en la aleatoria
matematicas - Tablas de evidencia empirica | - Distribucioén
- Analisis nimeros de probabilidad
matematico aleatorios
-Simulacion - Tablas de

distribuciones

Subjetiva - Mejora del -Teorema de -Expresion de | - Caracter - Probabilidad
conocimiento | Bayes la probabilidad | Subjetivo condicional
sobre sucesos | -Asignacion condicional - Revisable - Distribuciones
inciertos, subjetiva de con la experiencia |a prioriya
incluso no probabilidades posteriori
repetibles

Axiomatica - Cuantificar la | - Teoria de -Simbolos - Funcién medible | -Espacio
incertidumbre | conjuntos conjuntistas muestral
de resultados | -Algebra de -Espacio de
en conjuntos probabilidad
experimentos | -Teoria de la -Conjuntos de
aleatorios medida Borel

abstractos




La elusividad del concepto de probabilidad se debe, por un lado a sus diversos
significados que afectan al tipo de problemas que se resuelven, la forma de asignar
probabilidades e incluso sus propiedades, conceptos relacionados y terminologia y que
resumimos en la Tabla 1 (Batanero, 2005). El significado matematico-axiomatico es un
significado estructural, que responde a una problematica de organizacion y estructuracion
de los restantes significados parciales de la probabilidad. Por otro lado, en la vida real estos
significados aparecen con frecuencia mezclados en la misma situacion.

Muchos de estos problemas (toma de decision, efectuar un juicio o una prediccion)
son abiertos o tienen mas de una posible decision y en su solucion intervienen tanto
factores matematicos como extra matematicos. Entre ellos, encontramos la posible utilidad
de una decision, que no siempre coincide con su esperanza matematica; por ejemplo, al
jugar a la loteria, quinielas u otros juegos de azar la esperanza matematica es negativa para
los jugadores. El juego se explica porque la utilidad de una posible aunque muy improbable
ganancia de una gran apuesta es mayor que la utilidad de una muy probable, pero pequeiia
ganancia.

Por otro lado, en las decisiones y juicios de probabilidad en la vida cotidiana nos
dejamos llevar por la intuicion que con frecuencia nos engafia y cometemos falacias que no
se suelen corregir simplemente con un aprendizaje formal de la probabilidad (Shaughnessy,

1986). En lo que sigue analizamos algunos ejemplos.

3.1. La falacia del fiscal

Supongamos que se ha cometido un robo y se encuentra una muestra de material
genético (como sangre). en la escena del crimen. Esta muestra se compara con los datos
disponibles en 20000 casos de los registros policiales y se encuentra una coincidencia entre
el ADN de la muestra y el de la persona A, cuyos datos figuran en los registros.
Supongamos que la probabilidad de encontrar una persona al azar con este tipo de ADN es
solo 1 entre 10,000. ;Podemos considerar que la persona A es la culpable del robo?

iPor supuesto que no! La probabilidad de que entre los 20000 casos comprobados

aparezca al menos una coincidencia con el ADN de la muestra es bastante alta, exactamente



1 20000 .
1—(1—MJ ~86% . Seria equivocado condenar a la persona A s6lo con esta

evidencia. Sin embargo, este error, conocido como falacia del fiscal, aparece con
frecuencia en procesos judiciales o en la prensa. Por ejemplo, el diario el Pais public6 en
Septiembre de 2003 una noticia sobre el resultado del andlisis del ADN de restos hallados
en el cuerpo de Sonia Carabantes, afirmando que la probabilidad de que dichos restos
pertenecieran a la misma persona que habia dejado sus huellas genéticas en un cigarrillo
encontrado junto al cadaver de Rocio Wanninkhof era 99.999997 % . La razén es que, al
cotejar la policia la muestra con sus archivos encontré que una coincidencia con los
encontrados en el citado cigarrillo (Corberan y Montes, 2003). Es posible que otros tipos de
evidencia involucrasen a la misma persona en los dos casos, pero la probabilidad calculada
por el diario el Pais era incorrecta. Algunos fallos en el razonamiento (en general al
razonamiento que lleva a la falacia del fiscal son):

e Tomar una persona o un caso de los archivos policiales no es lo mismo que tomar una
persona al azar de la poblacion; es posible que no se cumpla el supuesto de
independencia.

e Se ha invertido una probabilidad condicionada. Consideremos los sucesos: A “poseer
un cierto DNA” y B “elegir una persona al azar de la poblacion”. Podemos, a partir de
ellos, calcular dos probabilidades condicionales P(4/B), “tomado un sujeto al azar en la
poblacion, que esta persona posea el DNA dado”, y P (B/4): “tomado un cierto DNA,
que una persona tomada al azar de la poblacion lo tenga”. La probabilidad calculada
por el diario el Pais fue /- P(B/A), dada que la persona implicada en el caso Carabantes
tiene el DNA estudiado, probabilidad de que esta persona no fuese una persona
cualquiera, tomada al azar de la poblacion. Puesto que la probabilidad es muy alta,
P(moB/A)=1-P(B/A)= 99.999997% la consecuencia deducida fue que la persona no era

aleatoria, sino la misma implicada en el caso anterior.

En el caso comentado, es posible que hubiese otras evidencias que involucrasen a la
misma persona en ambos delitos; el comentario hecho anteriormente se refiere solamente al

calculo de probabilidades realizado en un periédico de tirada nacional, que muestra un



ejemplo de la llamada falacia de la condicional transpuesta (Falk, 1989), que consiste en
confundir las dos probabilidades condicionales P(A/B) y P (B/A). Sin embargo, la falacia
del fiscal ha llevado en algunos casos célebres a procesar a un inocente (Schuman, 1987).

Uno de ellos ocurrié en 1964, cuando una mujer mayor, que caminaba de regreso a
su casa en un suburbio de la ciudad de Los Angeles, fue asaltada por una joven rubia con
cola de caballo. La joven fue vista poco después en un coche amarillo conducido por un
hombre negro con barba y bigote. La policia de Los Angeles detuvo a Janet Collins, rubia,
que se peinaba con cola de caballo y tenia un amigo negro con barba y bigote, que era
poseedor de un coche amarillo. El fiscal argumentd que la probabilidad de encontrar en Los
Angeles una pareja que tuviese todas las caracteristicas citadas era s6lo 1/12000000, y esto
probaba la culpabilidad de los detenidos. Afortunadamente el defensor, utilizando datos
estadisticos de las frecuencias de las caracteristicas de la pareja (por ejemplo, frecuencia de
coches amarillos) probd que la probabilidad de encontrar el menos otra pareja mas con las
mismas caracteristicas en la ciudad de Los Angeles era 0,1836, que no puede considerarse
un suceso raro. Joan Collins fue absuelta por falta de evidencia

En otros casos los procesados fueron menos afortunados. Por ejemplo, Sally Clark,
fue acusada en el Reino Unido de asesinar a sus hijos cuando dos de ellos sufrieron
sucesivamente de muerte subita en el recién nacido. Sally fue separada de su familia y
estuvo en prision durante tres afios, hasta que un juez decidio revisar todos los casos de
muerte subita y observo que cada afio en el Reino Unido aproximadamente 50 matrimonios
que habian perdido un hijo por muerte subita, perdian un segundo. Sally Clark fue entonces

declarada inocente, aunque nadie le pudo devolver los tres afos de vida familiar perdida.

3.2. Evaluacion de riesgos médicos en las pruebas de prevencion masivas

Otro ejemplo de confusion de una probabilidad condicional y su transpuesta aparece
en la situaciones de diagnostico médico, donde estas probabilidades pueden ser
substancialmente diferentes, sobre todos en los casos de campafias masivas, donde toda una
poblacion es sujeta a pruebas médicas preventivas. Uno de los casos recientemente
controvertidos es el de la politica de realizar mamografias anuales a las mujeres a partir de

los 40 anos. En lo que sigue comentaremos este caso, para este grupo de edad,



restringiéndonos a las que no presentan ningin otro sintoma, ni antecedentes familiares o
de otro tipo que pudieran indicar mayor probabilidad de céncer entre 40 y 49 afios; las
probabilidades en mujeres mayores o de otras caracteristicas pudieran variar.

Para el caso de una mujer americana de entre 40 y 50 afios sin sintomas, tenga
cancer de pecho es 0,8 %. Si una mujer tiene cancer de pecho tendrd una mamografia
positiva con probabilidad 90%. También el 7% de mujeres sanas dan positivo en la
mamografia. Supongamos que una mamografia da positiva, (Cudl es la probabilidad de que
la mujer en realidad tenga cancer de pecho? (Eddy, 1982).

La persona que recibe este resultado positivo pudiera recibir un sobresalto, al pensar
que estas probabilidades son altas, o no diferenciar las probabilidades condicionales: “tener
la mamografia positiva si se tiene cancer de pecho” y “tener cancer de pecho, si se tiene la
mamografia positiva. Calculemos esta segunda probabilidad, ayudandonos de un esquema
en forma de arbol y pensando en términos de frecuencias absolutas, para lo cual
consideraremos un grupo de 100000 mujeres de estas caracteristicas (Figura 1). Con la
proporcion supuesta de cancer en la poblacion, aproximadamente 800 de estas mujeres
estarian enfermas y de ellas 720 serian detectadas en la mamografia (90%). E1 7 % de ellas
recibirian un resultado positivo, aunque estén sanas (falso positivo), lo que supone un total
de 6944 mujeres. En total tenemos 7664 mamografias positivas en las 100000 mujeres,

aproximadamente, la mayor parte de las cuales son, en realidad de personas sanas,

Figura 1. Particion de la poblacion supuesta de 100000 mujeres
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Aplicando simplemente la regla de Laplace, obtenemos que la probabilidad de que
la mujer que reciba el resultado positivo realmente tenga un cancer es el cociente 720/7664
que da un valor de 0,0939; es decir, solo el 9% de las mujeres que obtienen una
mamografia positiva en este grupo de edad realmente estan enfermas.

El resultado puede parecer sorprendente y es debido a la alta tasa de mujeres sanas
en la poblacion que anualmente se realizan la prueba, lo que lleva al nimero tan grande de
falsos positivos. Por otro lado, incluso para las mujeres con cancer la prueba no es
concluyente, pues aproximadamente un 10% de casos queda sin detectar (falsos negativos).
Las probabilidades podrian ser muy diferentes si la tasa de enfermos en la poblacion fuese
mayor (por ejemplo, si se tratase de detectar la gripe, o si la probabilidad de falso positivo
fuese menor (por ejemplo en mujeres de mayor edad). Se puede explorar como cambia el
resultado, usando algunos applets disponibles en Internet, como el que mostramos en la

Figura 2.

Figura 2. Applet de demostracion del teorema de Bayes
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La decision de someterse o no a una mamografia anualmente a partir de los 40 afios,
en principio debiera ser tomada por las mujeres, con conocimiento suficiente de las posibles
consecuencias de tomar o no la mamografia y sus probabilidades. Con frecuencia los
médicos toman la decisién sin contar con la opinion de las mujeres y desconocen o no

informan a éstas de los posibles riesgos. En la situacion citada, el riesgo posible de no



someterse a examen es tener un cancer no diagnosticado (con probabilidad 0,8%). Hay
diferentes riesgos de someterse a la prueba (Gigerenzer, 2002): En primer lugar, un falso
positivo (probabilidad del 7%) podria llevar a una biopsia o incluso un tratamiento médico
innecesario, aparte del estrés de la persona hasta que se confirma que no existe el supuesto
cancer. Hay que tener también en cuenta que si una mujer en el periodo 40-49 afios se

somete a 10 mamografias, la probabilidad de un falso positivo crece notablemente, seria
exactamente igual a l—(1—0,07)10 ~51,6%, lo que significa que jjla mitad de estas

mujeres tendrdn un falso positivo en el periodo!!

Para acabar de complicar las cosas, la radiacion a que la mujer se ve sometida
durante la mamografia es acumulativa y pudiera (aunque con muy pequefia probabilidad)
inducir un cancer de pecho en la mujer en los siguientes 20 afios desde que empieza el
screening anual. Los defensores de las mamografias anuales insisten en los supuestos
beneficios y en la reduccion de las muertes (o la prolongacion de la vida de la enferma)
desde que se detecta el céancer; pero de hecho el numero de canceres de pecho esta
aumentando notablemente. En todo caso, la prestigiosa revista Lancet publicé un estudio
donde se pone en duda el supuesto beneficio de la mamografia anual en este grupo de edad
(Gotzsche y Olsen, 2000). Las conclusiones de este estudio y otros que lo analizan puede
resumirse en la recomendacion de Lopez Ruano y cols., (2002): “Resumiendo: deberia
informarse a toda mujer con riesgo medio de padecer cancer de mama cuya edad esté
comprendida entre 40 y 49 afios y que desee someterse a mamografia, que los estudios que
existen en la actualidad son contradictorios, y que en el mejor de los casos se necesitan
realizar entre 500 y 1.500 mamografias durante 10 afios para prevenir una muerte por
cancer de mama. ldealmente, para mejorar su capacidad de decision, también deberia ser

informada de los riesgos potenciales en el caso de un falso positivo” (pg. 517).

4;Por qué nos engaiia la intuicion sobre la probabilidad?
Los dos ejemplos analizados muestran drasticamente las potenciales consecuencias
de una pobre intuicion sobre la probabilidad y la importancia de las posibles decisiones que

tomamos en situaciones de incertidumbre. Como sostuvo Fischbein (1975) la distincion entre



el azar y lo deducible no se realiza espontdnea y completamente al nivel de las operaciones
formales, porque esta influenciada por las tradiciones culturales y educativas de la sociedad
moderna, que orientan el pensamiento hacia explicaciones deterministas. La investigacion en
didactica de la probabilidad muestra la prevalencia de estas intuiciones errdneas
(Shaughnessy, 1992; Jones, 2005).

Ademas, los conceptos probabilisticos, incluso los aparentemente simples, son
altamente complejos, porque cada uno de ellos describe un continuo, estan conectados entre
si, y su comprension requiere un periodo dilatado, que habitualmente no se tiene en cuenta
(Gal, 2005). Consideremos, por ejemplo, el siguiente item, usado en las investigaciones de

Green (1991) con chicos de 11 a 16 afios para evaluar su percepcion de la aleatoriedad.

tem 1. Se pidi6 a dos nifias lanzar una moneda equilibrada 150 veces y anotaran los
resultados. Estos son los datos que presentaron al profesor:

Clara: ctct++cct++ecet+ct+ct++et++ctecct+++ cecect+e++ctetet+cctecct+ctetect++c
ct++¢ct+c++cect+ct++cct+ct+cct+cect+ct++¢ ++cct+ct+ct+ct+cct+ct+cct+ctet++ce
ctcct+ctct++cect+++ct+++ct+ct++ceect+

Luisa: +cc+++c++++c+cc+++cc+cec+++cc+cecet+++ct++++++c+ct+c+ec++++cececeee+
ccctctec+ceeecctecct++cectcteccce cececcet+cetcecececct+++++ceccct+c+
ctcctect+cet+++++c+cet++cect+cee

(Hicieron trampas Clara o Luisa? ;Por qué?

La respuesta no es sencilla, incluso cuando el experimento aleatorio es el mas
sencillo posible, sdlo con dos sucesos equiprobables. Ello es debido a que no es facil
encontrar una definicion exacta que podamos aplicar para decidir con seguridad si una o las
dos secuencias de resultados son aleatorias’. Una de las estrategias que siguen los
estudiantes para resolver el problema anterior, es contar el nimero de caras de cada una de
las secuencias y comparar con el nimero esperado (75 caras si consideramos que la moneda
estd bien equilibrada). Nosotros hemos realizado este recuento, presentando los resultados

en la Tabla 2.

Mientras que podemos, por el contrario, aplicar definiciones que nos permitan reconocer si un objeto
geométrico es un poliedro o si una funcioén es biyectiva, por citar algunos ejemplos.



Tabla 2. Resultados tedricos y observados en el item 1
Cara  Cruz
Clara 72 78
Luisa 67 83
Teobrica 75 75

Observamos que ningunas de las dos secuencias tiene una frecuencia de caras y
cruces exactamente igual a la esperada (teorica), pero, de todos modos, si se hubiese
obtenido exactamente la frecuencia teorica, nos hubiese resultado sospechoso. Esperamos
que la frecuencia observada (de Clara y Luisa) se asemeje a la teorica, pero no demasiado.
(Cuanta es la diferencia que aceptamos? Intuitivamente parece que Luisa se aparta
demasiado y, por tanto, hizo trampas.

Continuando el andlisis, analizamos la frecuencia de resultados posibles cuando
contamos los resultados de dos en dos o tres en tres (Tablas 3 y 4). Ahora se observa mas
claramente la mayor diferencia de Clara respecto a la distribucion tedrica (por ejemplo,

nunca obtiene tres caras seguidas, cuando tedricamente se esperarian 6 rachas de este tipo).

Tabla 3. Frecuencias de posibles sucesos al contar los resultados 2 a 2
ccC C+ +C ++

Clara 12 30 18 15
Luisa 25 21 12 17
Teorica 19 19 19 19

Tabla 4. Frecuencias de posibles sucesos al contar los resultados 3 a 3
CCC CC+ C+C C+C +(CC +C+ ++C +++
Clara 0 2 13 9 6 7 10 1
Luisa 8 11 6 3 6 4 5 6
Teobrica 6 6 6 6 6 6 6 6

También podemos ver que Clara se aparta mas que Luisa de lo esperado al
representar graficamente el nimero de caras obtenidas en cada dos o tres lanzamientos en

las tres secuencias (Figura 3).



Este estudio, que hemos hecho en forma elemental, estaria al alcance de los alumnos
de secundaria (podria hacerse a nivel mas formal, en la universidad utilizando el contraste
chi-cuadrado). A nosotros nos sirve para reflexionar que la idea de aleatoriedad, base de la
estadistica, no tiene una definicion sencilla. Por un lado, aleatoriedad puede considerarse
como ausencia de modelos, pero, al analizar una secuencia de resultados aleatorios,
observamos que aparecen una multitud de modelos, como el de convergencia de las
frecuencias relativas, el producto de experimentos o la distribucion binomial.

Ademas, para poder rechazar con fundamento alguna de las secuencias anteriores
como aleatorias, deberiamos hacer un contraste de hipdtesis y ver si resulta
estadisticamente significativo. Pero un contraste de hipotesis es una idea estocéstica
avanzada y su comprension requiere la comprension previa de la idea de aleatoriedad.

Llegamos asi a una situacion circular.

Figura 3. Numero de caras en dos y en tres lanzamientos en las secuencias
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Por otro lado, la historia de la probabilidad estd repleta de episodios y problemas
que resultaron en su tiempo desafiantes (Székely, 1986; Batanero, Henry y Parzysz, 2005).
Un proceso similar se desarrolla en el aprendizaje de los alumnos, quienes deben construir
su conocimiento mediante un proceso gradual, a partir de sus errores y esfuerzo. Si el
profesor de matematicas que debe ensefiar probabilidad a sus alumnos no es consciente de
esta problematica, dificilmente podrd comprender algunas dificultades de sus estudiantes,
quienes encuentran a lo largo de su aprendizaje las mismas paradojas y situaciones

contraintuivas que aparecieron en el desarrollo historico del calculo de probabilidades.



5. Implicaciones para la ensefianza de la probabilidad

Una mirada a la historia permite también tomar conciencia del lento desarrollo de la
probabilidad como concepto matematico y de los multiples significados que todavia hoy
recibe, algunos de los cuales hemos resumido en la Tabla 2 (Batanero, 2005). En
consecuencia, la probabilidad ha de presentarse desde sus diferentes perspectivas, que estan
ligadas dialécticamente, y cada una de las cudles aporta una parte a la comprension global
del concepto: razon a priori de posibilidades a favor y en contra, evidencia proporcionada
por los datos, grado de creencia personal y modelo matematico que nos ayuda a
comprender la realidad.

Los ejemplos analizados indican la importancia de que la ensefianza de la
probabilidad sirva para educar el razonamiento probabilistico necesario para enfrentarse al
azar en la vida cotidiana y mejorar las intuiciones de los estudiantes. El estado actual de la
tecnologia permite las simulaciones y los experimentos, que ayudan a los estudiantes a
resolver las paradojas que se presentan incluso en problemas de probabilidad
aparentemente sencillos y podrian servir para explorar situaciones probabilisticas de la vida
real, sin necesidad de un gran nivel de formalizacion. Algunos de estos recursos (en

castellano) se presentan en la Tabla 5.

Tabla 5. Recursos para explorar la probabilidad en Internet

Actividades para la http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0224-04/ed99-0224-04.html
clase

CICA http://thales.cica.es./rd/Recursos/rd98/Matematicas/28/matematicas-28.html
Descartes http://descartes.cnice.mecd.es/3_eso/Azar_y probabilidad/index.htm#obje
Fermatsi http://www.fermatsi.org/ProbBachExpeAleaProb.htm

Juego 3 puertas http://www.dpye.iimas.unam.mx/proyectos/puertas/puertas.html
Probabilidad y http://www.cete-

estadistica sonora.gob.mx/AFDA/recursos/mat/moe/galerie/wstat1/wstat1.html
Statmedia http://www.ub.es/stat/docencia/Software/Statmedia/Welcome.html

Por supuesto que un enfoque experimental puro de la ensefianza de la probabilidad



no es suficiente. Incluso cuando la simulacion nos ayuda a encontrar las solucién de
problemas de probabilidad que surgen de la vida real, no puede probar que esta solucion es
la mas adecuada, porque la simulacion depende de las hipotesis establecidas de antemano y
del modelo tedrico que implementamos en el ordenador. Un conocimiento genuino de
probabilidad solo se alcanza con el estudio de alguna probabilidad formal, aunque este
estudio debe ser gradual y apoyado en la experiencia estocastica de los estudiantes. Es
importante también mostrar aplicaciones que vayan mas alld de la teoria de juegos; en
Godino y cols. (1987) presentamos una variedad de aplicaciones reales de la probabilidad
con actividades sencillas que permite introducir los conceptos de una manera gradual a lo
largo de la educacion obligatoria.

Algunos profesores se preguntan si merece la pena dedicar mdas tiempo a la
ensefianza de la probabilidad, y si no seria mejor insistir en otros temas matematicos que
pudieran tener mayor aplicacion. Para finalizar les remitiré a las palabras de Laplace
(1986/1825, pp. 206-207): La teoria de la probabilidad es el en fondo nada mds que
sentido comun reducido a cdlculo; nos permite apreciar con exactitud aquello que las
mentes rigurosas pueden sentir con una especie de instinto que a veces no pueden explicar;
nos ensenia a evitar las ilusiones que con frecuencia nos enganan,... no hay ciencia mads
digna de nuestra contemplacion, ni mads util para ser incluida en nuestro sistema de

ensenianza publica”.
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