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RESUMEN
En este trabajo se analiza la evolucion histériglateorema central del limite,
desde la perspectiva de la TFS con el fin de itleatilos campos de problemas que lo
originaron. La finalidad es mostrar la evolucionsde diferentes significados, iniciar la
reconstruccion de su significado global y comprerae dificultades encontradas, que

pueden posteriormente reproducirse en el aprerdiEajos estudiantes.

Palabras claves:Teorema central del limite, Evolucion histérican@pos de problemas

1. INTRODUCCION
En ocasiones, los profesores asumimos sin cuestiomalos enunciados

matematicos, de manera que llegan a los estudiantes un producto acabado. En
estos casos, nuestras exposiciones en el aula eetnanu los conflictos del proceso
histérico creativo ni la forma en que han llegadacamstruirse los conceptos y
proposiciones importantes.

En este trabajo iniciamos un estudio historico sadrteorema central del limite
(TCL), desde la perspectiva del marco tedrico dEH& (Godino, 2003), en donde se
consideran los objetos matematicos como emergeletés actividad de resolucion de
campos de problemas. Es parte de un trabajo makoagye pensamos completar y
esta orientado a disefiar y evaluar procesos deliestel TCL para estudiantes de
ingenieria. Se inscribe en una linea de investigaliévada a cabo en la Universidad de
Granada sobre significado y comprensién de consepftadisticos en entornos
tecnoldgicos el que ya se han realizado otros jmaptambién basados en el mismo
marco teorico (por ejemplo, Tauber, 2001).

En el marco teorico considerado, las matematicassmen como una actividad
humana implicada en la solucion de cierta classitdaciones problematicas de la cual

emergen y evolucionan progresivamente los objetteméticos y se pretende elaborar

1 En A. Contreras (Ed.) (2005). Investigacion endbtita de las Matematicas (pp. 13-36). Jaén:
Universidad de Jaén
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un modelo de los procesos de comprension de lammaditas que tenga en cuenta los
factores institucionales y socioculturales implieaden los mismos, ademas de los
psicolégicos (Godino y Batanero, 1994; 1998). Dia@rco nos parece especialmente
adecuado, en cuanto permite resaltar el significadpecifico de los conceptos
estadisticos inducido por la tecnologia, los cotd semioticos potenciales y los
criterios de idoneidad de los procesos de estudariddos.

Partiremos principalmente de los trabajos de FigB@00), Mether (2003),
Xiuyu (2003), que completamos con otros trabajdwesdnistoria de la estadistica y
reanalizamos desde el marco teorico. Nos centrgonesisamente en la identificacion
de los campos de problemas asociados al TCL y devalucion histdrica, desde su
primera forma simple cuando la teoria de la prdlunl todavia no habia sido
considerada parte de la matematica hasta llegaet@pa actual, resaltando las practicas
matematicas que llevaron a la solucion de los mssraei como la contribucion por
diferentes matematicos.

La finalidad principal es iniciar la reconstruccidel significado global del TCL,
que sirva como base para el disefio de procesasut#icee instrumentos de evaluacion.
Asimismo, el conocimiento de la historia del TCLeda ser un recurso para los
profesores, contribuyendo a enriquecer su activitagente en el aula, favoreciendo la
comprension de los diversos campos de problemasadss al teorema y mostrando

algunas dificultades que pueden también estarqessen nuestros estudiantes.

2. ELTCLY SU IMPORTANCIA EN ESTADISTICA

El Teorema Central del Limite es fundamental errlaefianza universitaria,
especialmente en las carreras de ingenierias giaggerdonde es un instrumento que se
utiliza a diario en situaciones cotidianas y prmfeales. En la actualidad conocemos
como Teorema (o teoremas) central del limite a serée de resultados acerca del
comportamiento de la distribucion de la suma (oie)ede variables aleatorias, que en
forma simplificada establecela“ suma de un gran numero de variables aleatorias
independientes tiende a seguir de manera asintatia distribucion normal, siempre
que determinadas condiciones queden satisfécfMgsniewski yVelasco, 2001, pp.
211).

Pero en el marco de la teoria de las funciones&ieas (Godino y Batanero,
1994; 1998; Godino, 2003), el significado de unetbjmatematico no se considera
anico, ni estable en el tiempo y se diferenciaesetrsignificado institucionalde un
objeto mateméatico, que es compartido dentro @ensititucion (por ejemplo educativa
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o de estadisticos profesionales) gighificado personahdquirido por cada miembro de
la institucion. Los autores presentan el objetdéematico como un emergente de un
sistema de practicas ligadas a la evoluciénataepos de problemasspecificos ligados
al objeto. Las practicas sociales dependeran destaucion (por tanto del momento
historico). Tanto los campos de problemas como pl@ticas sonelementos del
significado (Godino, 2002) de un objeto matematico y contrdsuya caracterizarlo,
ademas de otros elementos, como los procedimididados a la resoluciéon de
problemas, el lenguaje, conceptos y propiedadegwreentos.

La mayor parte de aplicaciones actuales de la istitad en la ciencia y la
ingenieria, se basan en obtencién de conclusiartae sina poblacion, a partir de los
datos disponibles de una muestra (inferencia esizal. La comprensiéon del TCL, es
fundamental en los procedimientos inferencialegstanacion puntual de parametros,
estimacion por intervalos de confianza y pruebdigétesis, cuando no se conoce la
distribucion exacta del estadistico en el muestsgo,que permite determinar las
distribuciones asintéticade la media y otros parametros.

Mediante el TCL podemos también obtener distribuesoaproximadas de otras
distribuciones clasicas, tales como la Binomialis&an, Chi-Cuadrado, mediante la
consideracion de lauma de variables aleatoriag/a que el teorema se cumple,
independientemente de la distribucién de partidiadmblacion. Esto explica también
gue muchos métodos estadisticos requieren la aondie normalidad para su correcta
aplicacion y que se hayan desarrollado muchos rogtoasados en dicha distribucion.

Finalmente, desde el punto de vista didacticoa@ktea reinelementos diversos
cuya comprension debe adquirir el estudiante atgeabordarlo, tales como: variable
aleatoria, distribucion normal, muestra aleatogstadistico, distribuciones muestrales,

lo que hace rico y complejo su estudio.

3. DESARROLLO HISTORICO
Desde el punto de vista histérico, el TCL es untodeesultados mas notables de
la teoria estadistica, debido al esfuerzo sostadedearios matematicos destacados, que
fue establecido por primera vez en 1738 por AbralRmmMoivre, bajo condiciones
muy restringidas. A principios del siglo XIX, Lapk lo formulé de manera mas
general; pero hasta 1901 no se pudo establecéliggmyunov en condiciones generales
ni proporcionar una demostracion rigurosa, empleahdrramientas matematicas

sofisticadas.



En lo que sigue analizamos este desarrollo. Lascimotes que usamos en
adelante son las siguientes:

X Xy . variables aleatorias (v.a.);
v. a. i.i.d. v. a. independientes e idénticamente distribuidas;

n
S = Z X, :suma de n variables aleatotias
i=1

n
of =Y 0! :suma de varianzas, dond; tiene varianzas? < oo;
i=1

o) = E(e"x) : funcién caracteristica &

X = B(n, p) :lav.a.Xtiene distribucién binomial de parametrog p;
N(u ,0) : distribucién normal de media y desviacion tipica ;
E(X,) :la esperanza o media de la v.§.;

3.1. IDEAS PRECURSORAS
El origen del TCL surge de la necesidad de enapfitrmulas de calculo para la

distribucion Binomial y otras distribuciones dida® en las que intervienen los
términos factoriales. Un problema es que, al auaneeit valor den estos términos
crecen muy rapidamente, por lo que el calculo detababilidades de los valores de la
variable en las distribuciones exactas es demas#mbwioso, incluso hoy dia. Mucho
antes de la aparicion de los ordenadores, estéeprallevé a distintos matematicos a
tratar de encontrar valores aproximados de estalsapilidades para valores de
grandes y a estudiar las condiciones en que gstasi@aciones podrian utilizarse con
un error acotado. Estos estudios inician el intéigsa los teoremas de limite y dan
origen al primer campo de problemas relacionadastmismo:

CP1: ¢En qué condiciones y mediante qué funciongistabuciones de probabilidad
pueden aproximarse otras distribuciones, cuando entamos progresivamente el

valor de ciertos parametros de las mismas, y, etiqudar, tamafio de una muestra?

Un problema particular dentro de este campo seaxiabdsqueda de una
aproximacion de la distribucién binomiz’B(n, p) para valores d& grandes. Segun
Xiuyu (2003), Abraham De Moivre (1667-1754) publicd@mentarios sobre este topico

en 1730 en su “Miscellanea Analytica” y publica dalucion en su “Doctrine of

Chances” (1733), donde mostrd en notacion modetrsguiente resultado:

n
SeanX =B(n p , P(x):[XJ P (- p ", entonces, para valores grandes de n, X
sigue una distribucién aproximadamente normil, o) de mediau=np y desviacion
X—=np

tipica o =4/npq; es decir la variableZ = sigue una distribuciéon normal N (0,1).

VNpPq
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De Moivre investigo los limites de la distribucibmomial cuando el nimero de
., e R )
ensayos aumenta, encontrando una relacion comd#&fug , pero no lo relaciona con

la distribucion normal. Intenté determinar, pardoxes grandes del nimero de ensayos

n, la probabilidad de ocurrencia del valor centrgal (n es el total de ensayos),

aproximandola a la expresiénz—Ell . James Stirling descubrio qliees igual a
n

(K+/n) 2n
Jar.

3.2. SUMA DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS IDENTIC AMENTE DISTRIBUIDAS
CON MEDIA Y VARIANZAS FINITAS

Puesto que la distribuciéon binomial(n,p) puede considerarse como la suma de
variables aleatorias idénticamente distribuiBagl, p) o variables de Bernoulli, la
demostracion que la distribuciéon binomial se apmaba mediante la distribucion
normal es un caso particular de lo que seria postegnte el teorema central del limite.
La suma de variables aleatorias independientes dsieidiada para diferentes
distribuciones particulares de errores desde ly @@ria lugar a un segundo campo de
problemas:

CP2: Encontrar la distribucion de la suma de vated aleatorias discretas
independientes e idénticamente distribuidas (o alenkdia de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas).

Un primer caso de este problema seria aquél etagu@riables fueran uniformes
discretas (CP2.1). El trabajo probabilistico de lae@ sobre la suma de variables
aleatorias jugo6 un rol importangm lo que seria posteriormente el TCL. En un ddicu
publicado en 1776, estuvo trabajando en calcuktrilbliciones de probabilidad de la
suma de angulos de inclinacion de meteoros. Afrehpgdoblema de la desviacion entre
la media aritmética de los datos (obtenido conresr@bservacionales) y los valores
tedricos, suponiendo que todos estos angulos hligtos aleatoriamente siguen una
distribucion rectangular entre 0° y 90°. Puesto Ruelistribucion de la media es
equivalente a la de la suma (excepto un factortaates que es el valorpor el que se
divide), el problema se centré en hallar la disicibn de la suma de los datos, todos los
cuales tienen la misma distribucion y son indepameés. Debido a la considerable

magnitud de dichas desviaciones, no fue capazmtesentar un calculo exacto y asi



necesitd de una aproximacion (Fisher, 2000). Fuelgoroceso de encontrarla, que
Laplace eventualmente vino a formular la primensioa del TCL.

La distribucion de la media aritmética habia sidstudiada por muchas
distribuciones de rango finito, por ejemplo, panaa uvariable aleatoria discreta
uniformemente distribuida entre los enteres y a, con resultados de férmulas
complicadas (véase Xiuyu, 2003, pag. 5). Laplagedl una aproximacion mas simple

paraP(S, = 0)en 1785, usando la funcidn caracteristica paculzla (S, es la suma

de losn posibles errores) y llegando a la siguiente apnagion:

V3

820 raar

Laplace generaliz6 en el afio 1809, el trabajo de Mévre referido a la
distribucion binomial a la suma de variables aleaso discretas idénticamente
distribuidas con media y varianza finita (CP2E2Ydemos ver en Feller (1975, pp. 191)

una extension de la aproximacion a la binomial ggneon pz1/2; en la cual el

procedimiento de calculo es mas complicado. En 1pWBlic6 una memoria, donde
establecio y probé mas formalmente la siguientsigerdel TCL.:

Sea X una variable aleatoria valorada entera quadovalores entero{s—a,...,o,..a}

con probabilidad P(X = x) :(ZLJ entonces para una muestra n grande, la suma
a

S = in esta distribuida aproximadamente en forma norigl o) de media n
i=1

y desviacion tl'pica/ﬁ o siendou,o la mediay desviacion tipica de la distribucion de
partida.

Laplace dio una demostracion “rigurosa” para ebahscretodel TCL usando la
funcién caracterl'stica¢(t)=E(e"X) gue desarrolla en serie de potencias hasta el

segundo término e invierte para hallar a qué Bistibn corresponde (técnica de la
probabilidad inversa). La idea principal de su dstrazion puede encontrarse en Fisher
(2000). Laplace intent6 argumentar dos generabr&s, no logrando demostraciones
rigurosas:

Debido a que la distribucion limite es independiaida (sélo depende dea través

de la media y la varianza), el resultado es vatatobién para undistribuciéon

discreta con rango infinitoen el caso de que existan los momentos finitos

(Podemos considerar este otro caso particularasepo de problemas CP2.3).



Los resultados también se cumplen paesiables aleatorias con distribucion
continua y acotadaConsideraremos éste un nuevo campo de probletiRg) (ya

qgue se introducen nuevos conceptos como el deblari@ontinua, funcién de
densidad, etc. y se utilizan nuevas herramierdaasptmo la integral.

Gauss derivé en 1809 la funcion de densidad norl‘r(acl)=ie‘XZ en su

i

trabajo “Teoria motus corporum celestium”. Su dbsauiento estuvo abierto a muchas
criticas, sin embargo tuvo un impacto grande erdcap Stigler (1986) sugiere que no
hay indicios que Laplace haya pensado en que estadh pudiese representar una
funcién de densidad para una distribucion de prididad, sino que encontré el trabajo

de Gauss de 1810 y se baso en el mismo.

3.3. SUMA DE VARIABLES NO IDENTICAMENTE DISTRIBUIDA S Y VARIABLES
CONTINUAS

Contribucion de Poisson

De todos los que aportaron al TCL en el siglo XBX¢ontribucion méas decisiva
fue la de Siméon Denis Poisson, quien publico dtisudos (1824 y 1829) donde
discutio el TCL. La idea de Poisson fue que todiss grocedimientos en el mundo
fisico estan gobernados por leyes matematicas scldfa este espiritu, intentd
suministrar un analisis matematico mas exacto @retea de Laplace. Las
contribuciones de Poisson al TCL fue doble (Fisk@g0):

Mejoré y generalizé la demostracion de Laplace. @oma estableciendo una
demostracion del TCL para variables independierdistribuidas idénticamente;
primero para una suma de éstas y luego para unhimaoion lineal de ellas. Luego
generaliz6 su demostracion a $ama de variables aleatorias con distribuciones
diferentes (CP3). En esta generalizacion, la demostraciérsidera las variables
continuas, que da origen a otro campo de probl€éGR4).

Discutio la validez del TCL, principalmente dandgumos contraejemplos, en el
TCL no se cumple para la distribucion de Cauchy.d3& modo inicia un nuevo
campo de problemas, esta vez estrictamente matendie consistirA eancontrar
condiciones suficientes y necesarias para su va(ide6).

En 1824, Poisson da una demostracidbn mas rigurasaymavariable continua
(de este modo sembr6é la semilla para el conceptovatiables aleatorias). Los



resultados generales de la ultima parte del agtigpuéden ser resumidos de la siguiente
forma (Mether, 2003):

Sean X,,...,X, variables aleatorias independientes con funciodesdensidad que

desaparecen mas alla del intervalo fijo [a , b].I&funcion caracteristica esta acotada
para valores entre 0 y 1, entoncest...+ X, se distribuye aproximadamente como

una normal N(u, o), siendo i = ZE(Xi) y o’ = ZE(Xi). Esta aproximacion es
mejor cuando n es grande y los valores del intendinde se calcula la aproximacion
se aproximan a la media (Fisher, 2000).

Parece que el propésito principal del TCL parss&m fue ser una herramienta
en el célculo de probabilidades clasicas, mas gueus teorema matematico en si
mismo. Por lo tanto, Poisson no formuld explicitateealguna condicién para el TCL.
Parece claro desde su demostracion y ejemplos¢lcasumio que las varianzas de las
componentes de la suma estan acotadas para qaedaza de la suma sea de orden
Aunque no indica explicitamente esta idea, sin eg®hadiscuti6 unos pocos
contraejemplos donde el TCL no se cumple. Uno desesjemplos es la llamada
variable distribuida- Cauchy donde la densidadrdéabilidad toma la siguiente forma:

1 ) ) .. .
f(x) = , que no puede aproximarse mediante una distribuwydomal.
(x) m q p p

Contribucion de Dirichlet y Bessel

Dirichlet y Bessel siguieron principalmente los gsmsle Laplace y Poisson, pero
introdujeron el llamado “factor de discontinuidaeli la demostracion, que les permitid
establecer el resultado de Poisson para valorésasids den. Ellos siguieron caminos
diferentes para lograr la demostracion, pero léareg la misma. Bessel ademas hizo
hincapié en que Poisson us6 el mismo factor deodiswidad, aunque en una forma

ligeramente diferente, cuando establecio la forrpalan=1.

CP5: Encontrar estimaciones para el error cometido ea &proximaciones de las
sumas de variables aleatorias mediante la distriduaormal

Dirichlet fue el primero en intentar estimar eloerde la aproximacion, aunque no
fue muy afortunado y su técnica fue diferente dentaderna. Dirichlet antes habia
estimado los errores para otras aproximacionesroloapilisticas, y mostré que estas
mismas técnicas pueden ser aplicadas para la wenmobabilidad tan bien como lo

habian sido para la matematica pura.

Contribucion de Cauchy



Cauchy fue uno de los primeros matematicos queidenisseriamente la teoria
de probabilidad como matematica pura. Su demoétradel TCL sigue una linea
diferente comparada con las demostraciones pre@@amshy en su demostracion usoé la
funcidn caracteristica para variables independéerge idénticamente distribuidas

X, X,,...,X,, con funcion de densidad simétrica y de rangodirfiguio la linea de la

n
demostracion de Poisson pero considerd la disidbuae la funcion Zvqu
i=1

n

aproximada asintdticamente a la distribucion nomeamedia cero y varian ZZWi :

i=1

bajo la condicion que la funcion lineal es el megstimador lineal insesgado de un
n

parametro, es decirZWI =1. Primero establecié una cota superior para laealifda
i=1

entre el valor exacto y la aproximacion y luegoeesfit6 condiciones para esta cota

cuando tiende a cero (Hald, 1998).

3.4. DISTRIBUCIONES CON RANGO INFINITO
Con la demostracion de Cauchy finalizé el llamadmer periodo (1810-1853)
del TCL. La demostracion presentada en este pefimdimsatisfactoria en tres aspectos
(Hald, 1998):
El teorema sélo fue probado para distribucionesadgo finito.
No se explicitaron las condiciones, en términododemomentos, bajo el cual el
teorema se cumple.

La razon de convergencia para el teorema no fueliesta.

Estos problemas fueron eventualmente resueltosmatematicos rusos, entre
1870 y 1910, usando dos soluciones: el “métodoodeniomentos (Chebyshev y
Markov) y la funcion caracteristica (Liapounov). Neentraremos en los probabilistas
Chebyshev, Markov y Liapounov, reconocidos en elpgrde la escuela de San
Petersburgo, aunque otros matematicos rusos comagoddy y Sleshinsky se
implicaron en el trabajo con el mismo problema &n1984).

Contribucion de Chebyshev y Markov
El articulo de Chebyshev en 1887, usualmente esidemado el primer intento

(no conseguido) de demostracion rigurosa del TCh. éE establecié lo siguiente
(Seneta, 1984):



Sean X, X,, X,,..., variables aleatorias independientes con dermbsigia probabilidad
dada. Si
)] E(X,)=0 0, la media de estas variables es cero y

i) ‘E(Xik)‘ < C 0i, k= Zlos momentos de orden superior a dos estan acstado
Entonces cuandon - «la distribucién de la suma es aproximadamente ndérma

N(u,0), siendoy => X, y 0% =) Var(X)).
i=1 i=1

Chebyshev usé el “método de los momentos”, tempnange desarrollado por él
y simplificado y completado mas tarde por Markowuieq también completé la
demostracion de Chebyshev del TCL en 1898. Marlgiabéecido que: “se necesita
afadir condiciones para que el teorema se cumplahero propuso la condicion de

que la suma de varianzas esta uniformemente aclajpdade 0. Después reemplazo la

condicion con la de que las esperanE\(anz) estén acotadas cuandotienda a
infinito.

Después de la demostracion dada por Liapounov @él tilizando la funcion
caracteristica en 1901, Markov intentd lograr esmuo nivel de generalidad con el
método de los momentos. Lo logro en 1913 cuandaidéidemostracion rigurosa del

TCL bajo la condicion de Liapounov usando el métdeddos momentos.

Teorema de Liapounov

La demostracion de Liapounov, publicada en 1901¢cassiderada la primera
demostracion rigurosa del TCL. Demos una miradatearema establecido por
Liapounov (Uspensky, 1937):

SeanX,, X,,...,X,, variables aleatorias independientes con las sigigig propiedades:

E(X)=0 0Oy E|Xi|k <o [, k=2, entonces usando el teorema de continuidad

y unicidad de la funcion caracteristica concluyéegla distribucién de la suma es
aproximadamente normal.

La demostracion de Liapounov sigue la idea de d@plusando la funcion
caracteristica e introduce uema fundamentalque es la clave a la simplicidad y

rigurosidad de su demostracion:

Sea$§, una variable que depende del entero n, con neegli@arianza 1. Si la funcion
caracteristica de la variable&S, converge uniformemente a la funcion caracteestie

la distribucion normal en algun intervalo finitontnces la funcion distribucion de la

variable S, tiende uniformemente a la distribucion normal.
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Liapounov no separé explicitamente este lema fuedésh en su demostracion,
en la que esta contenido implicitamente. Este fermaisado por Linderberg y Lévy en
su mejora del TCL (Uspensky,1937).

Podemos observar que en este periodo se trabBfélLdbajo el supuesto solo de
variables independientes, a diferencia del prinegeioplo cuyo supuesto fue demostrar el
teorema para variables aleatorias independientédémticamente distribuidas. En
particular, una aplicacién de la demostracion del TWada por Liapounov al caso de
variables independientes e idénticamente distrdsues la siguiente:

Sean X, X,, X,,..., variables aleatorias independientes e idénteyaten distribuidas

con media finitau y varianza0 < g° < o , entonces
S,—nu

Jno

~ N(01) cuandon - o,

La demostracion de este teorema utiliza la funcenacteristica y la expansion de
Taylor (Ver Xiuyu, 2003, pag. 14, Parzen, 1987,.p&{t. También ver Meyer, 1992,

pag. 260 donde se demuestra mediante la funciGeragdora de momentos).

3.5. ESTUDIO DE CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA EL TEOREMA (CP6)
El tercer y ultimo capitulo en la historia del T@e 1920 a 1937, comienza con

la demostracion de Linderberg y las demostracialeesévy y Féller que afiadieron

condiciones necesarias al teorema.

La Condicion de Linderberg

El 1922, Linderberg publicé una demostracion elemleque fue la base de los

trabajos de Lévy y Feller sobre el mismo probledehteorema siguiente (Cam, 1986):

Teorema Condicion de Linderbery
Sean X; variables aleatorias independientes con esperapgg)=0 y varianzao?

finitas. Si los momentos de tercer orden estanaam®, entonces la distribucién de la

suma se aproxima a la distribucion normal.

La condicion anterior, es conocida como de Lindgybg su formulacion
matematica se puede ver en textos de teoria deolaalplidad (Shiryayev (1984,
pag.326, Loéve 1976, pag. 274), usualmente usamaddumcion caracteristica.

Linderberg usé una simple aproximacion sin considkr funcion caracteristica. En su

demostracion, encontr6 una cota para salg<|F(x)—d>(x)|, donde ®d(x ) es la

distribucion de probabilidad normal, en término$ tecer momento. El método de
11



demostracion de Linderberg no se uso en toda haepai mitad del siglo XX, hasta que
el TCL comenzd a ser estudiado para espacios dendion infinita, donde es
facilmente transferible por cuanto no usa la fun@aracteristica. Actualmente es usada
en muchos casos donde la convergencia a la disibibutnormal es considerada con
variables distribuidas no idénticamente y su fuesta principalmente en que puede ser
aplicado en un contexto muy general y consideradzén de convergencia en el teorema
limite.

Cabe sefialar que el método de Linderberg no diorden 6ptimo de la razon de
convergencia, en el caso de sumandos de valores iedependientes e idénticamente
distribuida con tercer momento finito para el orae(Paulauskas, 1999). Linderberg
dio entonces una demostracién rigurosa para laicgondsuficientedel TCL, pero no
probd la condiciomecesaria Esta carencia fue particularmente remediada poy ly
Féller en 1935 y 1937. Por otro lado, Poisson magatrededor del afio 1824, que la
aproximacion a la distribucion normal no siempre cemple para variables

independientes arbitrarias.

Teorema de Feller
Feller en un articulo publicado en 1935 da las mimges necesaria y suficiente

para el TCL, pero el resultado es algo limitaddleFeconsiderd, en la convergencia

normal de la suma, una secuencia infinka de variables aleatorias independientes y

uso los segundos momentos finitos para cambiaemelyy escala de valores de las

sumas consecutivas de la forn%(z X;-c,), a fin de evitar que se extiendan hacia

valores infinitos. Luego dio las condiciones ddriesion para cada variablg /a, que

tiende a cero en probabilidad. Puesto que Fellsp msta restriccion, y porque solo
traté la suma de variables normales, su soluciépussle ser considerada la solucion
final al TCL. Este teorema de Feller es frecuentgmdlamado el Teorema de

Linderberg-Feller, al usar la condicion de Lindegod.a demostracion puede verse en
Shiryayev (1984, pag. 332) y esta basada en lm&sitin de las colas de las varianzas

en términos del comportamiento de la funcion caréstica en el origen.

Contribucién de Lévy

Lévy probo la condicién de Linderberg en 1925 usaladfuncion caracteristica,
considerando esta demostracion superior a la dietlerg, (Cam, 1986). Lévy tratoé en
primer lugar el nuevo caso de segundos momentostos y de primeros momentos
finitos o infinitos (CP2.3, que Laplace intento wrgentar sin éxito). Publicé algunos
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articulos relacionados con el TCL entre los an@b301930, usando principalmente la

funcién caracteristica en su demostracion. Desp@é4930, evitdé usar la funcién

caracteristica. En su articulo de 1935, presensdtto unos pocos meses después de

Feller, y a pesar que tratd el mismo problema, @rdogtores negaron tener algun

contacto previo (Cam, 1986). Establece las sigeseiteas:

. Dio las condiciones necesarias y suficientes paraonvergencia de sumas de
variables aleatorias independientes e idénticaméigibuidas normales a la
distribucion normal.

- También dio las condiciones necesarias y suficieepéea el caso general de sumas
independientes.

- Por ultimo, intentd dar las condiciones necesayiasuficientes para variables
dependientes, de procesos estocasticos, caso Ydatsn Consideramos este caso el

altimo campo de problemas (CP7) en la historialdxl.

En este ultimo, Lévy tuvo algunos problemas coddeostracion para el caso
martingalas, que no fue completamente satisfacfogae no sustenta una prueba de
rigurosidad. Su demostracion de condicion necegasidiciente para el caso general de
variables independientes fue correcta, pero se érasi lema hipotético, que no habia
sido probado todavia (como la demostracion de ffeliélema es el siguiente:

“Silasuma S = X +Y de dos variables aleatorind@pendientes (X e Y)

tiene una distribucion normal, entonces tambiéadn X e Y”.

El afio siguiente 1936, Cramer probo el lema (comotaorema) y éste fue
establecido, mostrando la validez del uso de suroasales y los teoremas de Lévy y
Feller donde generalmente se aplica. En 1937, rRellévy refinaron la demostracion,
después de usar el resultado de Cramer. El TClasigrobado con las condiciones

necesarias y suficientes (Cam, 1986) y se llefjaaldel desarrollo.

3.6. RESUMEN DEL ESTUDIO HISTORICO
En las secciones anteriores se ha mostrado eésntede matematicos y

estadisticos prestigiosos en el TCL, uno de los im@srtante teoremas en estadistica
matematica y teoria de la probabilidad. Su formdtaéinal establece que si se cumplen
algunas condiciones, entoncedlatribucion de la media aritméticde un nimero de
variables aleatorias independientes se aproxima didtribucion normal segun el
namero de variables crece indefinidamente. Es deocdependientemente de la

distribucion actual de las variables, a medidaagaee el nimero de sumandos, la suma
13



de éstas pueden ser tratadas como una distribnordmal. En la Tablal se presenta un

resumen cronologico de la evolucion del Teorematr@edel Limite, a partir de sus

campos de problemas, las herramientas utilizadesutados obtenidos en cada paso.

Tabla 1. Desarrollo histérico del TCL

Sgnificados | Campo de problema | Métodos de solucién Resultados (Conceptos y

histéricos (procedimientos y propiedades)
conceptos previos)

1713-1733 CP1: Aproximacién de | Aproximacion de n! | Teorema de Bernoulli (De Moivre)

Aproximacion
de
distribuciones

ciertas distribuciones
(e.g. binomial) para
valores grandes de sus
parametros

Paso al limite en
sucesiones

1785-1809 CP2: Suma de v.a. Distribucion de la CP2.1. v.a. uniforme discreta
Suma de v.gdiscretas independientesuma de v. a. (Laplace)
iid discretas | € /dénticamente Independencia y reglaCP2.2. v.a. discretas i.i.d., media y
distribuidas del producto varianza acotadas (Laplace)
Inversion de la Densidad normal (Inicio de estudio de
funcion caracteristicateoria de los errores por Gauss y
(Laplace) Laplace)
Desarrollo en serie
1810-1853 CP3: Suma v.a. Calculo de Generalizacion a v.a. independientes e
Suma de v.gdiscretas independienteprobabilidades idénticamente distribuida, para la suma
independientes® idénticamente mediante funcién de|y una combinacion lineal (Poisson).
distribuidas. densidad V.a. independientes no i.d. (Poisson
CP4: Suma v.a. Integracion V.a. continuas i.i.d. con densidad
continuas Introduccion del simétrica y rango finito (Cauchy)
factor de Busqueda de casos donde no se
d|_s§:ont|nU|dad de cumple (Poisson)
Dirichlet (Bessel)
Acotacion de la
diferencia y blsqueda
de condiciones para
que la cota tienda a
cero (Cauchy) limite
Teorema de la
funcién inversa
(Cauchy)
1854-1919 CPS5: Estimaciones del| Método de los Variables aleatorias con rango infinito
Suma de v.g.8mor de aproximacion | momentos Comienzo de la demostracién rigurosa
cualesquiera, | CP6: Condiciones de | (Chebychev'y del teorema (Chebychev)
incluso validez del teorema | Markov)

dependientes

CP7: Suma de variable

Lema de Liapounov
(convergencia en f.
caracteristica)

Continuidad de la f.
caracteristica
(Liapounov)

gzuncién generadora

Condicién necesaria para el teorema
de Chebyshev (Markov)

Liapounov demostré6 el TCL con la
funcién caracteristica

Demostracion rigurosa del teorema
bajo la condicion de Liapounov
(Markov)

|
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1920-1937 aleatorias dependientesEspacios Euclideos |YCondiciones necesarias y suficientes

Suma de de Hilbert TCL aplicado a valores euclideanos,

variables Razén de para vectores aleatorios y espacio de

aleatorias en convergencia Hilbert (Linderberg)

ciertas Sucesiones infinitas | Prueba de la condicién de Linderberg

condiciones de v.a. usando la funcién caracteristica (Lévy)
Martingalas CP2.3. TCL para v.a. con rango

Convergenciaen | infinito (Lévy)
distribucion Condicion necesaria y suficiente del
TCL con resultado limitado (Feller)

Prueba del lema (Cramer)

Refinamiento de demostracion (Felle
Levy)

=
1

Hemos seguido de cerca la historia del TCL, idematifdo diferentes campos de

problemas, que podemos resumir en la forma sigelient
CP1: Aproximacion de la distribucion binomial paralores grandes de n
CP2: Distribucion de la suma de variables aleatsriaiscretas idénticamente
distribuidas

= CP2.1. Variables con distribucion uniforme discreta

« CP2.2. Variables discretas acotadas

« CP2.3. Variables discretas no acotadas
CP3. Distribucion de la suma de variables aleatsn idénticamente distribuidas
CP4. Distribucion de la suma de variables aleatsré@ntinuas

» CP4.1. Variables acotadas

« CP4.2. Variables con momentos acotados
CP5. Estimacioén del error de aproximacion en el TCL
CP6. Busqueda de condiciones necesarias y sufsgrara el TCL
CP7. Distribucion de la suma de variables aleatsrikependientes.

Comenzamos discutiendo los primeros campos de gasd, que parten de
problemas practicos, por ejemplo, la necesidadodexamar la distribucion de la suma
de errores y la busqueda de aproximaciones pasur# de variables aleatorias.
Seguimos el razonamiento de Laplace, quien diopuinaera formulacion limitada del
TCL, que varios autores trataron posteriormentgeteeralizar, originando campos de
problemas cada vez mas abstractos y ligados aldméteductivo, propio de la
matematica.

Poisson dio ejemplos de distribuciones que no guexr aproximadas por el

TCL y mejora la demostracion para el caso contimidchlet y Bessel introducen el
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factor de discontinuidad probaron el teorema ded®oi para un caso general, y Cauchy
define la primera cota superior para la diferemeitre la distribucién de la suma vy la
distribucion normal. Después de esta primera etapanatematicos rusos consiguieron
la primera demostracion rigurosa del TCL; primetelyshev y Markov con el método
de los momentos; después, Liapounov usando la @éndgue lleva su nombre y la
funcion caracteristica. Linderberg finalizo la bdeda de la condicién suficiente, Feller
y Lévy hallaron la condicién necesaria para el Tqtle fue rigurosamente demostrada
por Cramer, llegando a la version actual del TCd.cbndicion de Linderberg ha sido
mejorada (Cam, 1986) y se han obtenido las cambsi necesaria y suficiente para
varias variables dependientes, pero los principé@sicos de Linderberg, Lévy y Feller
aun permanecen.

Aunque este resumen es aun provisional, en eldeeqtie podemos completarlo
con la descripcion del lenguaje y argumentos atilis en cada periodo, nos muestra ya
un esbozo de la evolucion del significado del TGue comienza simplemente como
una herramienta de célculo aproximado de distrines para ciertos valores grandes
de sus parametros y continla como suma de variableatorias discretas
independientes e idénticamente distribuidas. Psogamente su significado se amplia,
hasta el punto de aplicarse a variables aleatdisasetas y continuas, independientes o
no, idénticamente distribuidas o no. Por un peripdece tener validez general, hasta
que se llegan a encontrar las condiciones necssariauficientes de su validez
(restringiendo, por tanto su significado).

El estudio realizado destaca también las distiftagamientas mateméticas
empleadas, algunas de ellas de gran complejidacho(céuncion caracteristica,
convergencia en distribucion o en funcion carastied, martingalas o espacios de
Hilbert). Asimismo nos muestra algunas dificulsdm el desarrollo del TCL, que
podrian ser compartidas por los estudiantes:

Aceptar que una distribucién discreta (por ejemipldbinomial) puede llegar a
aproximarse mediante una distribucion continuao Estjuiere pasar de considerar
valores aislados de la variable a valores contingode la idea de funcion de
probabilidad a la de funcién de densidad de praidabi. EIl mismo De Moivre, aunque
halla la aproximacion, no relaciona la formula oida con la distribucién normal, en
el sentido de considerar la funcidn obtenida (cunmanal) con la funcién de densidad
de una variable aleatoria (que seria el limite alsucesion correspondiente de v.a.
binomiales). Usualmente en las clases de probalilehsefiamos a los alumnos a

diferenciar entre variables discretas y contincaso si la naturaleza de las variables
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fuese real, mas que un modelo matematico que api€apara comprender una
situacion. Esta drastica division puede provagarflictos semiéticogn los alumnos,
al entender que el limite de una sucesion (encaste convergencia en distribucion)
de elementos de un conjunto (en este caso disiies discretas) ha de ser un
elemento del mismo conjunto (lo que no se cumplel &iICL).

Aceptar las sucesivas generalizaciones del TCLo Bst ha sido sencillo y ha
requerido numerosos pasos: de la distribucion bigcerla uniforme discreta, de esta a
variables independientes idénticamente distribudissretas, etc. Hoy dia mostramos
el TCL con total generalidad, pero la comprensiénedta generalidad de aplicacion
podria requerir un tiempo de maduracion. Es deastidio ha procedido ejemplar a
ejemplar, comprobando que el TCL se cumple en gadale ellos y s6lo bastante mas
tarde se ha pasado a estudiar el tipo generaé(tes de limite generalizado).

Comprender que el TCL también se aplica cuando Vasgables no son
idénticamente distribuidas o no son independiehi@siemostracion posterior de estos
casos sugiere que pueda ser mas dificil o menogdiato buscar ejemplos de
aplicacion. La suma de v.a. i.i.d. es natural ecoatexto del calculo de la media en el
muestreo, al ampliar el tamafio de muestra. La sdena.a. generales también se
presenta en muchas circunstancias, cuando una togniede ser explicada como la
suma de un numero grande de factores (por ejemgio,muchas magnitudes
bioldgicas), pero la determinacion de estos fastanela consideracion de la variable
como suma de ellos no es tan evidente.

Pensar que se puede aplicar el TCL en cualquiedi@on. La generalizacion
progresiva lleva a pensar que el TCL tiene unadealigeneral, y que soélo falta su
demostracion. Cauchy fue el primero que enconggorelds contraejemplos y el estudio
de las condiciones necesarias y suficientes fgoldEsto es un problema general de
validez del razonamiento inductivo, donde la vaide una proposicién para una serie
de casos particulares no muestra la validez gerleyalalumnos podrian presentar las

mismas dificultades o confundir las condicionesesadas con las suficientes.

4. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA Y LA INVESTIGACI ON
La historia del teorema como recurso didacticodwsina perspectiva global que

permite conocer la aparicion de dificultades episiégicas que presentan una gran
similitud con las que atraviesan los estudiantgmntanto podria facilitar al profesor la
comprension del proceso de aprendizaje de los asinira abstraccion de los campos

de problemas presentados y el aparato analitidizaokd en su solucion plantea la
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pregunta de si es posible ensefar este teorema aluonnos, debido a la gran
complejidad de su aparato analitico.

Actualmente es posible mostrar intuitivamente @LTen sus diversas
formulaciones usando la simulacion y graficacidnor ejemplo, para el caso de la
aproximacion de De Moivre los alumnos podrian izl algin software estadistico
para representar graficamente la distribuc®n(n,p) para distintos valores de sus
parametros y p.

Figura 1: Aproximacioén de De Moivre

Distribuciones sincmizles

(i) Drstribcidn para n = 4, p = 0.3 {b) Distibucdn zaran =§, p =103 {ci Distribacida paa n =24, p =03
[451] Pixh M
04 0.4 4
03 03 0.3
02 0z 0.2
[i1] 0.1 | .1
l | 1
o ] F 3 4 0 1 2 % 4 5 6 7 8 x 0 4 & 12 16 20 24 x
istribuciones binomiales
{a) Distribucidn paran =34, p=10.1 () Distribuscicin pusg s = 8. p=10] (e} Digtribueitn pars n = 50, p = 0.1
Pit}
b
Pxl
0 Pix) i
N4k 0.4 (.20
03t : 0.3 013
] 5 0.2 0,00 -
al 0.1 tr.nfi_i | |
- I [H_HJI 1 I I L —
L1 1 2 3 4 x a1 23 4 5 67 8 1 T 4 & B0 12 14 x

Por ejemplpen la figura 1 se muestran valores para 0.3 conn =4, 8, 24y
para p = 0.1 con n = 4, 8 y 5Estas graficas sugieren intuitivamente la convesige
que podria ser posteriormente justificada en famalitica a los alumnos con suficiente
base de calculo. Similarmente es sencillo genenaesiras aleatorias y estudiar la
distribucion empirica de las medias muestralesdesanftware estadistico, que puede
descargarse de Internet. Un ejemplo es el desadmlbordelMas, Garfield. y Chance,
(1999), quienes también proporcionan actividades orientadbsestudio de las
distribuciones muestrales. Las evidencias empimgdsgyrado de comprension de los
estudiantes son, sin embargo muy limitadas, losyggere el interés de continuar esta
linea de investigacion.

Este estudio, desde la perspectiva de las TFS, ethebasado en el analisis del
significado de referencia. El estudio historico lizs@lo nos permite comenzar a

reconstruir el significado global del concepto, enque, ademas de su dimension
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matematica, tendriamos que incluir las componemgistemologica, didactica y

cognitiva y serda la base para el posterior dis&fila @nsefianza del tema.
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