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Resumen El razonamiento probabilistico de los nifios rdo staracterizado en
diversas investigaciones, particularmente por Riadehelder y Fischbein. En este
trabajo se describen los resultados de estos tgbapn el fin de orientar
adecuadamente a los profesores para ensefiar labpiddd a nifios en la
Educacién Primaria.

Introduccién

Aunque la ensefianza de la probabilidad ha estasdeme en los curriculos de ensefianza
secundaria en las Ultimas dos décadas se recomatelantar la ensefianza a la educacion
primaria de forma que se pueda proporcionar a llo®res una experiencia estocastica mas
directa desde su infancia (ej. NCTM, 2000; M.E.2006). En este ultimo documento se
incluyen los siguientes contenidos:

* Primer ciclo(6-7 afos “Caracter aleatorio de algunas experiencias: migin entre lo
imposible, lo seguro y aquello que es posible pssoseguro, y utilizacién en el
lenguaje habitual, de expresiones relacionadaslagrobabilidad” (MEC, 2006, p.
43098).

» Segundo ciclo:“Caréacter aleatorio de algunas experiencias: Velora de los
resultados de experiencias en las que intervieagagl para apreciar que hay sucesos
mas o menos probables y la imposibilidad de predeai resultado concreto.
Introduccién al lenguaje del azar” (MEC, 2006, p099).

 Tercer ciclo:“Carécter aleatorio de algunas experiencias: Poiselel azar en la vida
cotidiana. Estimacion del grado de probabilidadidesuceso” (MEC, 2006, p. 43101).

Una condicion para asegurar el éxito de estas psbasi es la formacion de los profesores
(Batanero et al., 2011). Sin embargo, autores dBrae y Chick (2011) indican que algunos
profesores de matematicas se encuentran inseguensefiar esta materia, pues su interés es
contribuir a la formacién, no sélo de los conocimds matematicos de sus estudiantes, sino
también de sus intuiciones probabilisticas. Pay l@do, cuando se sugiere introducir un nuevo
tema en el curriculo es muy importante estudiaazdnamiento de los nifios respecto al mismo,
para poder valorar hasta qué punto son asequinla®ftos los nuevos conocimientos que tratamos
de ensefiar. Los nifios aprenden no solo en la assiebd en su entorno familiar y social, y su
razonamiento se modifica gradualmente, a partisudeexperiencias y de la interaccién con los
objetos y el mundo que les rodea. El propdsito sta presentacion es dar a conocer a los
profesores algunas conclusiones de las investigegioon nifios de primaria en relacion a su
razonamiento probabilistico, para facilitar al peafr la ensefianza en este nivel educativo.

1 EN J. A. FERNANDES P. F. CORREIA, M. H. MARTINHO, & F. VISEU, (EDS..) (2013). ATAS DOl
ENCONTRO DEPROBABILIDADES EESTATISTICA NAESCOLA BRAGA: CENTRO DE INVESTIGAGAO EM
EDUCACAO DA UNIVERSIDADE DO MINHO.



1. Especificidad de la probabilidad

Al comenzar la ensefianza de la probabilidad escedpente importante analizar los
razonamientos de los nifios, puesto que en dichderiag tratamos con ideas bastante
abstractas y no tan ligadas a la experiencia dirdet nifio como pudieran ser los conceptos
geométricos o numeéricos. Desde muy pequefio el defie aprender a estimar, discriminar y
diferenciar formas, distancias y cantidades. Estogeptos basicos se pueden concretizar con
objetos fisicos; por ejemplo, la suma o la rest@uden ejemplificar juntando o separando
colecciones de dulces, piedrecillas o cualquiey objeto. Ademés estas operaciones (también
el producto o division) tienen la propiedad de remersibles (volver a los datos primitivos al
deshacer la operacion). Asi, si un nifio afade d@snelos a un montén de cinco, obtiene siete
caramelos; quitando los dos dltimos vuelve a lasaique tenia inicialmente. Ademas obtiene
el mismo resultado cada vez que repita estas apeesc Igualmente si, por ejemplo, divide un
cuadrado en dos partes iguales doblando por lathisg cortando las dos partes; al volver a
unirlas vuelve al cuadrado primitivo.

Por el contrario, no existe una experiencia coacsahilar de lo aleatorio, ya que no
podemos manipular estos fenémenos para produciesutado especifico, ni devolver los
objetos a su estado inicial deshaciendo la oparadior ejemplo, si hacemos girar la aguja en
la ruleta mostrada en la Figura 1, desde la pasici@ial (nGmero 6), impulsandola hacia la
derecha, no sabemos con seguridad qué nimercarésiBupongamos que la ruleta se para en
el 1. Si giramos a continuacion la aguja en sertadrario al anterior (hacia la izquierda) no es
seguro que vuelva al numero 6. Por otro lado, aait@gi8 nimeros en la ruleta tienen la misma
probabilidad, no podemos asegurar (e incluso sdifiail) que en ocho giros sucesivos
obtengamos una vez cada uno de los nimeros.

Figura 1. Ruleta con 8 valores equiprobables.

Esta falta de reversibilidad de los experimentasatakios sin duda influye en el
desarrollo mas tardio de las nociones de probalilidunque esto no quiere decir que los nifios
no tengan ideas intuitivas al respecto. En lo dgeesanalizamos las investigaciones sobre el
desarrollo del razonamiento probabilistico en Ig®% llevadas a cabo por Piaget e Inhelder
(1951) y Fischbein (1975) y algunas posteriores.

2. Teorias sobre el desarrollo del razonamiento pbabilistico

2.1. Etapas de desarrollo segun Piaget

Desde que nacemos hasta que llegamos a la vid@,adukestra forma de pensar, asi
como el razonamiento matematico, van evolucionaRiget se centré en dar criterios para
determinar en qué nivel de desarrollo intelecteatrscuentra el nifio a diversas edades respecto
a la comprension formal de los conceptos matenstico

La teoria desarrollada por Piaget (1975) indica quando un individuo afronta un
problema matematico, lo intenta resolver mediaate donocimientos que ya posee, usando
esquemas conceptuales existentes. Como resultad® a@smilacion, el esquema cognitivo
existente se reconstruye o expande para acomod#u#ion. Un nifio va comprendiendo su



entorno del mejorando su sensibilidad a las comtramhes, realizando operaciones mentales,
comprendiendo las transformaciones y adquirienédwasinociones.

Piaget postula que la experiencia, la actividatigopocimiento previo son las bases que
determinan el aprendizaje. EI conocimiento es coitt activamente por el sujeto y no
recibido pasivamente del entorno. El nifio tratadigptarse al mundo que le rodea. Cuando una
idea nueva se le presenta, se creaanflicto cognitivoo desequilibrioen su estado mental si
esta idea choca con las ya existentes.

Por ejemplo, cuando se comienza el estudio dedogeros decimales, puede crearse un
conflicto cognitivo respecto a la idea asumida jareente de que todo ndmero tiene un nimero
siguiente (y que era valida para los nimeros nag):aAsi cuando un nifio percibe que entre un
numero decimal y otro pueden concebirse infinitbmeros diferentes, se encuentra perdido.
Para reaccionar a este desequilibrio se requiengraseso de “equilibracién” que consiste en
los pasos de asimilacion y acomodacién. La asimitaes la incorporacion (aceptacién) por
parte del sujeto de los datos nuevos (en este aasptar que hay numeros que no tienen un
anico siguiente). La acomodacion es el cambio streeturacion de los ya existentes (seria
comprender globalmente la estructura del sistem@riao.

El aprendizaje se concibe como un proceso que gsagtentamente con puntos
conflictivos que el alumno debe superar medianpgadeso descrito. Conocer es un proceso de
adaptacion que organiza el propio mundo de la éxpea. La posibilidad de aprender depende
del conocimiento previamente adquirido y del dedlarintelectual del alumno, que sigue una
serie de etapas. Las etapas son particiones es) flsenodo que los sujetos que estan en una
misma fase tienen un modo de razonamiento similamyogresion de una etapa a otra siempre
sigue un cierto patron (Piaget, 1975).

Estas etapas determinan el desarrollo evolutivee ycancretizan para el caso de la
probabilidad en Piaget e Inhelder (1951). Sonsigsientes (la edad es aproximada; puede
variar de un nifio a otro, pero las etapas siemgpseiseden en el mismo orden):

 Periodo sensorio motd0-2 afos). Se caracteriza por el movimiento ystassaciones
y describe el razonamiento de los bebés. El belméeoaa a manipular objetos; percibe
y experimenta propiedades (color, tamafio, formauta, sabor, olor,...). Hacia los 5
meses discrimina conjuntos de 2-3 items; a los @8emdiscrimina conjuntos de 3-4
items.

» Periodo pre operaciona(2-7 afios). Caracterizada por la necesidad de puiani
objetos reales para el aprendizaje de un ciertoega, pues el nifio se apoya en sus
experiencias empiricas para comprender los coreefb nifio de preescolar y
comienzo de la primaria llega a comprender la drgaion del espacio, situando y
desplazando los objetos (comprendiendo conceptos clentro/fuera, encima/debajo,
delante/detras, arriba/abajo). También descubrenypara propiedades fisicas de los
objetos que manipula: longitud, distancia, cantidbliiliza diferentes formas de
etiguetado para diferenciar colecciones numeéricaspdcos elementos, es decir,
comienza a contar cantidades pequefias de objetosgmprender el concepto de
cardinal; contrasta magnitudes por comparaciontijnasa partir de una cantidad, la
longitud, volumen y peso. Es capaz de ordenar escen el tiempo (saber lo que
ocurrid antes y lo que vendra después). Trabajauren sola cantidad y resuelve
problemas de cambio sencillo (operaciones aditivas)

» Periodo de las operaciones concretdg-11). Se comienza a comprender la
conservacion de la masa, peso, numero y volumeare&pn conceptos secundarios,
gue no necesitan ser abstraidos de la expericoo@eata. Este es el periodo en que el
nifio va progresando a lo largo de la educaciéngianAparece la comprension de
operaciones reversibles (aritméticas) con la adgdis de principios de conservacion
de cantidad, peso y volumen. Compara y cuantifiagnitudes y formas en geometria;



llega a comprender el sistema métrico decimapyesenta datos graficamente. Agrupa
los objetos en funcion de propiedades aditivas tipticativas; ordena elementos en
funcién de una cualidad que varia (por peso, plmrcoAdquiere la comprension del
sistema de numeracion y de las operaciones conro@me€omprende conceptos
espaciales: espacio que ocupan los objetos y spladamiento (topoldgicas,
proyectivas, euclidianas, métricas,...); y, operagsotemporales y cinéticas: orden de
sucesion de los objetos en el espacio. Los objetateriales son un referente
importante y todavia tiene dificultad para concelia operacion en forma abstracta.

» Periodo de operaciones formal€$1-15). El periodo de las operaciones formales
constituye el Ultimo paso del desarrollo intelektyade adquisicion de las habilidades
cognitivas y sociales (Inhelder y Piaget, 1955;9fia1975). Se pueden manipular
relaciones entre representaciones simbdlicas, meufan hipotesis y se establecen
conclusiones. Se comprende el significado de alustrdes verbalmente, sin referirse a
objetos particulares. Caracteristicas del pensamiemmal son: (a) se contempla lo
real como parte de lo posible; (b) se acentla fmthtico-deductivo frente a lo
empirico-inductivo; (c) se depura el pensamientopgsicional; (d) se acentla la
diferencia entre inteligencia practica y especwati{e) se incrementa la cantidad y
calidad de las estrategias de procesamiento aédiariacion; (f) se potencia y acentta
el andlisis critico frente a las percepciones désya(g) se depura y da cardcter
sistematico al método de andlisis; (h) se desarrof amplia el razonamiento
combinatorio.

En resumen, segun Inhelder y Piaget (1955), laisidgin de las operaciones formales
viene caracterizada por el razonamiento combir@told logica de proposiciones, la
proporcionalidad, la comprension de la relatividdel dos movimientos o velocidades, la
comprension del equilibrio mecanico (toda acciércderesponde una reaccion de la misma
intensidad pero en sentido contrario), la probddiliy la correlacion, que para Piaget es el
ultimo paso en la comprension de la probabilidad.

2.2. La intuicién, segun Fischbein

Otro autor muy influyente en el campo de la proldul es Fischbein (1975), quien traté
de demostrar que los nifios tienen ideas correamagapmente formadas sobre los conceptos
probabilisticos y analizo el efecto de la instrdngpara la mejora de estas intuiciones. También
concede una gran importancia a la intuicion commpmmente de la inteligencia. Para el autor
el conocimiento intuitivd'no esta basado en la evidencia empirica o en agtos [6gicos
rigurosos y, a pesar de ello, se tiende a aceptao cierto y evidente” (p. 26).

Las intuiciones son, segun Fischbein (1987), pasesognitivos que intervienen
directamente en las acciones practicas o mentgldignen las siguientes caracteristicas:
inmediatez, globalidad, capacidad extrapolatoriatrueturabilidad y auto-evidencia. La
inmediatez significa que las intuiciones no soterdfas, sino que surgen con frecuencia en
forma espontanea. El caracter global se opone altian o descomposicion en partes. Las
intuiciones van mas alla de un caso particularierio modo tienen un caracter tedrico y por
eso sirven para extrapolar o hacer prediccionegcPa autoevidentes para el sujeto, quien no
necesita demostracion. Las intuiciones se relanioaatre si, formando estructuras de
razonamiento. Fischbein (1987) diferencia entrgidéitines primarias y secundarias:

 Lasintuiciones primariasse adquieren directamente con la experiencianesiesidad
de ninguna instruccion sistematica. Ejemplo desefian las intuiciones espaciales
elementales, como el calculo de distancia y loaeitin de objetos, o el admitir que al
lanzar un dado todas las caras tienen la mismapilatad de salir.

* Por el contrario, lasntuiciones secundariase forman como consecuencia de la
educacién, principalmente en la escuela. Por e@mpha intuicibn secundaria
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(errénea) es la llamada “falacia del jugador”, laocual, después de lanzar una moneda
una serie de veces y haber obtenido caras, ebgigate a predecir que la proxima vez
es mas probable que salga cruz. Esto se debe malaanterpretacion de la ley de los
grandes numeros.

Una intuicibn secundaria no se reduce a una simfipleula aceptada o utilizada
automaticamente, sino que se transforma en cobwic@n creencia, en un sentimiento de
evidencia. Pero una intuicion no se forma a pddita informacion obtenida de una lectura o de
una explicacion tedrica, sino de una informacioe glalumno utiliza en sus propias acciones y
predicciones a lo largo de gran parte de su ddkaimtelectual.

2.3. Otras investigaciones posteriores

Son muchos los investigadores que, posteriormbeatefratado de confirmar, rechazar o
completar las conclusiones de Piaget y de Fischpsgria imposible resefiarlas aca, debido a
su gran numero. Una sintesis de ellas puede carsilen Shaughnessy (1992) y Jones
Langrall y Money (2007). De interés para lo queusigon los estudios de Green (1983) y
Cafizares (1997) y Fernandes (2001), quienes agaliz evaluacion del razonamiento
probabilistico de nifios ingleses (11-16 afios), f@sdpa (10-14 afos) y portugueses (8-11 afios)
respectivamente con cuestionarios escritos.

3. Algunas conclusiones de las investigaciones selmazonamiento probabilistico de los
ninos

Aungue algunas de las investigaciones citadastseegaron por la comprension de la
probabilidad desde un punto de vista purament®ldgjico (para describir etapas de desarrollo
y para crear una teoria sobre este desarrollapé&gor que se enfrenta a la tarea de ensefiar al
nifio esta interesado en conocer cuales son laastgue puede proponer a distintas edades y
qué dificultades puede encontrar el nifio en suuején. En lo que sigue resumimos esta
informacion sobre la comprension de conceptos itibcos especificos.

3.1. Aceptacion del azar

El primer paso para comenzar a ensefiar probabidagisegurarnos que los nifios son
capaces de diferenciar las situaciones aleatori@dstgrministas, es decir de apreciar algunas
caracteristicas basicas de la aleatoriedad. Las mftan rodeados de azar desde que nacen, en
sus juegos (echar a suertes, juegos de datoss,cajtay vida cotidiana (meteorologia,
deportes,...). ¢ Desarrollan, entonces los nifios fiegugna comprension intuitiva del azar?

Esta teoria fue rechazada por Piaget e Inheldésljl@ebido a que ellos tenian una
concepcion muy compleja del significado del azare gara ellos es complementario a la
relacién causa-efecto. Segun estos autores ehazde verse como resultado de la interferencia
y combinacion de una serie de causas, que actuaddpendientemente produce un resultado
inesperado. El azar habria que considerarlo asionissmo complementario a la composicién
I6gica de operaciones reversibles y requiere umnianiento combinatorio, para poder concebir
las distintas posibilidades que pueden darse efemdmeno aleatorio. Pero como el nifio
pequefio no comprende la idea de causa, ni tieneaadento combinatorio, segun los autores
no tiene un marco de referencia para identificafémémenos aleatorios.

Piaget organiza el siguiente experimento para prebdeoria. Utiliza una bandeja con
dos series de compartimentos (Figura 2). En unastke serie de compartimentos se colocan
cuatro bolas blancas y en el otro cuatro rojasndéo que al bascular la bandeja se produce la
mezcla progresiva de las dos clases de bolas. Aptemover la bandeja, Piaget pide a los nifios
gue hagan una prediccion sobre la colocacion fledas bolas.

En el periodo pre operacionalos nifios piensan que, después de mover varias Jac
bandeja, las bolas vuelven nuevamente a su lugginal o bien que el conjunto completo de



blancas acabaran en el lugar ocupado originalnportéas rojas, y viceversa. Piaget interpreta
esta reaccion tipica de los nifios menores de 7 efio® indicadora de que el nifio no
comprende la naturaleza irreversible de la meZekta@ria por tener un pensamiento reversible.
Ademas el nifio de esta edad no comprende bienldaiGe entre causa y efecto, ni tiene
razonamiento combinatorio completo, por lo que &iggensa no hay una intuicién del azar
innata en el nifio, como no existia tampoco en eldne primitivo, que atribuia los sucesos
aleatorios a causas ocultas o a la “voluntad dditses”.

O O I:||I:||I:|I:I I:Ill:l

Figura 2. Experimento de la bandeja: Al mover ladaga, las bolas, que al principio estaban
ordenadas se mezclan progresivamente.

Esta opinién de Piaget es rechazada por Fischlagm quien lantuicion primaria del
azar, esto es, la distincion entre fendmeno alieayodeterminista aparece antes de los 7 afios.
Fischbein se basa en la conducta de los nifiosaatiqar juegos de azar, ya que en juegos
sencillos, los nifios son capaces de elegir la apd® mayor probabilidad. Por ejemplo, si
preguntamos al nifio en cual de las dos cajas Allyidira 3) es mas facil sacar bola roja con
los ojos cerrados, el nifio es capaz de acertdrngineero de casos desfavorables es igual y el
namero de casos es pequefio.

Caja A CajaB
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o

Figura 3. Urnas con fichas de colores.

En el periodo de las operaciones concref@ntre 7 y 11 aflogjon la adquisicién de
esqguemas operacionales espacio-temporales y lGmatematicos, el nifio alcanza la capacidad
de distinguir entre el azar y lo deducible, aunesia comprensién no es completa, puesto que
el pensamiento esta todavia muy ligado al nivelcin. No obstante, el nifio comienza a
comprender la interaccién de cadenas causales anadu@en a sucesos impredecibles, y la
irreversibilidad de los fendmenos aleatorios. Pustender, por ejemplo, que la cantidad de
nubes, junto con el viento va a producir o no laill. Pero, si no comprende bien la
interferencia de las causas, sin reconocer su @mdkgmcia, o comprende la independencia y no
la interferencia, no llega a construir la idea dara Puede entonces pensar que la lluvia la
producen las hadas o los mayores o buscar otrez&sidin causal.

En los fenbmenos aleatorios los resultados aislada imprevisibles pero el conjunto
de posibilidades puede determinarse mediante wmaazento de tipo combinatorio, con lo que
se vuelve previsible. Asi, aunque no sabemos pi@imo bebé que nazca serd nifio o nifia,
podemos predecir que en una gran ciudad la mitadamaenos de los recién nacidos seran de
cada sexo. Es en este momento, cuando compremégukaridad global de los fendmenos
aleatorios, cuando el nifio comienza a asignar pilit@des a los sucesos, como razén entre las
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posibilidades de un caso particular y del conju@gosibilidades. Si se aceptan estas teorias, la
idea de azar, para Piaget, lo mismo que la de pilakad, no puede ser totalmente adquirida
hasta que se desarrolle el razonamiento combipnatorila etapa de laperaciones formales.

Fischbein, por un lado, como hemos visto, indica kay una intuicion parcial del azar
en el nifio, que se va desarrollando poco a poao. €enecesaria la ensefianza, pues de otro
modo, es posible que una persona llegue a lasopees formales con una pobre percepcion
del azar. Entonces buscarda dependencias causatesequzcan lo incierto, incluso en
situaciones donde no existen tales dependencias,ejemplo “la mala suerte”. Estard
influenciado por las tradiciones culturales y edivea de la sociedad moderna, que orientan el
pensamiento hacia explicaciones deterministas.

3.2. La estimacion de la frecuencia relativa

Supuesto que un nifio sea capaz de diferenciaet@Brfenos aleatorios y deterministas,
el segundo paso es que pueda estimar en una segipdrimentos cuales son los sucesos que
aparecen con mayor o menor frecuencia. Muchos Ipgie® han llevado a cabo experimentos
de aprendizaje probabilistico, en los cuales da tta estudiar las predicciones de los sujetos
ante situaciones en que un suceso se repite cateteraninada frecuencia relativa.

Por ejemplo (Figura 4), se presenta al alumno aoeslde color diferente (roja y blanca)
gue se encienden intermitente y aleatoriamenteunardeterminada frecuencia, por ejemplo, el
70 y el 30%, del tiempo respectivamente. Los radok de este experimento indican aqareel
periodo preoperacionatl nifio adapta sus predicciones a las probabilgldddos sucesos que
se le presentan como estimulo. Ello nos indica Iggenifios son capaces de apreciar las
diferentes frecuencias relativas con que aparexeresultados de los fendmenos aleatorios.

Figura 4. Experimento con dos bombillas.

La estimacién de la frecuencia relativa mejora lepegiodo de operaciones concretas
Como resultado de experiencias acumuladas, leciétude la frecuencia relativa se desarrolla
de un modo natural como consecuencia de las erp&e del nifio con situaciones que
implican sucesos aleatorios, en las que sea n&esar estimacion de las frecuencias relativas
de los fendmenos. Es facil pensar en tales exmigieen la vida diaria, por ejemplo, cuando
estimamos el tiempo que transcurre entre un autpbfr®, o hacemos una prevision sobre si va
a llover o no, segun el dia se presente mas o menblsdo, etc. En eperiodo de las
operaciones formalegl adolescente ha hecho progresos en comparaciés aifios mas
pequefios en lo que se refiere a la intuicion deelauencia relativa, particularmente en casos
donde las predicciones tienen algun resultadoipoact

3.3. Estimacion de posibilidades y nocién de probdidlad

Piaget e Inhelder pensaron que el nifio greabdo pre-operatories incapaz de estimar
correctamente la probabilidad de un suceso, pongdfe de sacar una bola roja en las urnas
representadas en la Figura 3. Sugieren que eldeifesta edad no posee los recursos necesarios,
gue serian la habilidad de distinguir entre el gdardeducible, el concepto de proporcién y los
procedimientos combinatorios.



Fischbein piensa que, a pesar de ello, el nifiogestimar probabilidades sencillas o al
menos compararlas, por ejemplo, en el problemaugsip en la Figura 3, si le preguntamos en
cudl de las urnas es mas facil sacar bola roja. tfsi de situaciones aparecen con frecuencia
en los textos de primaria o recursos en Interned pate nivel (Ver ejemplo de la Editorial
Anaya,http://roble.pntic.mec.es/arum0010/temas/porcentagbabilidad.htmen la Figura 5).

4 PRIMARIA / SEGUNDO CICLO SANNAYZN
Actividad 3. Probabilidad de un suceso
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Figura 5. Anaya. Azar y Probabilidad.

En el periodo de las operaciones concretas nifios pueden resolver problemas que
impliquen comparacion de probabilidades de un misoueso (por ejemplo, bola roja) en dos
experimentos diferentes s6lo en situaciones ddnide, el nimero de casos favorables (bolas
rojas) o el numero de casos no favorables (badedes) son iguales en ambos experimentos
(sus estimaciones se basan en comparaciones bjnaFasteriormente pasan a resolver
problemas en que los casos se pueden poner espartencia mediante una proporcién.

Los adolescentes progresan rapidamente en el e&leuprobabilidades, incluso cuando
las fracciones a comparar tienen diferente denaiomé&sto se observa con nifios a partir de
12-13 afos, en incluso a partir de 10 afios copudaade la instruccion.

Muchos otros autores han analizado las estrategiassiguen los nifilos al comparar
probabilidades. Reproducimos en la Tabla 1 un@sitde la descripcion que hace Cafizares
(2997).

Tabla 1 — Estrategias de los nifios para compasaapilidades

Estrategia Edad Descripcion
a. Comparacién del 2-3 Elegir la caja que contenga mayor nimero de bolas
ndmero de casos  afios
posibles
b. Comparaciéon del 4  Elegir la caja que contenga mas bolas del colaréble. Resuelve
ndamero de casos  afos el problema correctamente cuando el nimero de dasfevorables
favorables es igual en las dos cajas.
c. Comparacion del 7  Elegir la caja con menor nimero de bolas del atdsfavorables
ndmero de casos  afios cuando el nUmero de casos favorables es igualeResel problema
desfavorables correctamente cuando el nimero de casos favorblgaal en las
dos cajas.
d. Estrategias aditivas8-11 Elegir la caja donde la diferencia entre casosrébles y
anos desfavorables sea mayor. Se tienen en cuentaltzddatos pero no
se usan proporciones.
e. Estrategia de 12-13 Establecer la proporcide @hhhimero de casos favorables y




correspondencia afios desfavorables en una dajdasyccomparar con la composicion de
la otra, eligiendo la caja que de mayor propordresuelve el
problema correctamente cuando el nimero hay upamion
sencilla (por ejemplo 2 a 1) de casos favorablissfavorables en
una de las cajas, pero no en la otra.

f. Estrategias 12-14 Aplicar laregla de Laplace. Es la mas elaboradgyyiere del

multiplicativas afos dominio del célculo con fracciones. Es necesatibiecer las
fracciones formadas por los nimeros de casos falesrg
desfavorables para después comparar las frac@shebtenidas

g. Otros tipos Hacer referencia a la suerte; elegir el color fiwpetc.

3.4. Distribucién y convergencia

Piaget e Inhelder (1951) investigaron la comprensié los nifilos sobre lo que ellos
llamaron “distribuciones uniformes”, que en realidsan distribuciones de Poisson en el plano.

El nifio tiene experiencia de observar la distribncide las gotas de lluvia sobre un
embaldosado. Basandose en esta experiencia Piafjgtekler usan la siguiente técnica
experimental: una hoja de papel blanco es divididauadrados de 2 o 3 cm, y algunas fichas
se lanzan sobre la hoja de papel al azar, simulgotis de lluvia (o bien se les dan al nifio
fichas para colocar sobre el embaldosado del patie una habitacién). Se pide al nifio que
prevea donde caeran las gotas de lluvia sucesicasnp se efectuard la distribucion, cuando
aumentamos el numero de gotas. Algunos ejemplgsodibles distribuciones que los nifios
podrian hacer en esta tarea se presentan en laEgln experimento alternativo (Batanero,
Serrano y Green, 1998; Batanero y Serrano, 199@rexsuntar a los nifios cudles, entre las
cuatro distribuciones presentadas en la Figuraiérséas que ellos esperan se formen cuando
comienza a caer la lluvia sobre las baldosas.

x* * e fex
v x
x | Tk=x xT .
I x I * x fc”
I x C xx*
A E
- —
kx | C X 0o *
I
X p o - X
e 5 xfx x
e e - N E—
X X = E |
I x It x xfx = =
C D

Figura 6. Posibles distribuciones de puntos emlraé&losado.

Los nifios dgpreescolarsaben que, cuando cae la lluvia, habra gotasopastpartes, es
decir, en todas las baldosas. Ello no implica quaprendan que la distribucion es, a la vez,
aleatoria y cada vez mas regular. En el primedastel nifio esta convencido de la distribucion
regular de la lluvia. Cuando trata de reproducidistribuye las gotas sistematicamente, de
modo que van rellenando uno a uno todos los cuadyahtes de repetir uno de ellos. Si la
reticula tiene todos los cuadros con alguna getzpto un cuadro vacio, los nifios colocan la
gota en el cuadro vacio, de modo que se lograggudn uniforme. El deseo de regularidad
domina las predicciones de los nifios. S6lo conaidier razonable el modelo D en la Figura 6 e
incluso pedirian para poner todas las marcas eengélo de cada cuadro.

Al proponer a los nifios dekeriodo de las operaciones concreg&gproblema, aceptan la
irregularidad de la distribucion, aunque si todws duadrados, menos uno tienen al menos un
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punto, el cuadrado “seco” se considera todavia celnmas probable para recibir la siguiente
gota. Es més dificil ya encontrar nifios que coldaamgotas en una posicion fija (por ejemplo el
centro) en todos los cuadrados, es decir, aceptsirizcuestionar el modelo D en la Figura 6. La
comprension de la ley de los grandes numeros esrgdltiva y empirica.

Con elperiodo de las operaciones formales comprende, finalmente, el mecanismo de
la convergencia progresiva. En funcion del nimaaacvez mayor de gotas, la diferencia en el
namero de gotas en las baldosas cada vez disminageno en forma absoluta, sino en forma
relativa. La ley de los grandes nimeros se compremu su doble aspecto combinatorio y
proporcional. En este estadio (12 afios 0 mas) epalerazonamiento proporcional y Piaget e
Inhelder creen que los nifios comprenden la leyadegrandes numeros. Elegirian como
aleatorio el modelo A, que es el mas razonables paecl B aparecen patrones geométricos no
esperados y en el C todas las celdas tienen albgpuntos o estan vacias.

3.5. Convergencia a la distribucion normal

Otro problema estudiado por Piaget e Inhelder eshaprension de la convergencia y la
distribucion progresivamente normal que se prodpoeejemplo cuando los granos de arena
caen a través de un pequefio orificio (en un recgr@éna o bolas en un aparato de Galton, ver
Figura 7). El aparato construido por Galton, elrf@uk, que tiene forma de plano inclinado de
madera donde se han colocado unos clavos regularmspaciados. Al dejar caer algunas bolas
por el orificio superior, se dispersan al azarpggéndose en unas casillas colocadas al final del
plano inclinado.

Para Piaget, para comprender el mecanismo de &dtdution es preciso captar la
simetria de las trayectorias posibles de las tallaser por el orificio, porque hay las mismas
posibilidades para cada una de orientarse a demedguierda. Las casillas centrales reciben
mas bolas que las extremas y la disposicion estréiaéPiaget indica que la representacion
matematica de dicha distribucion corresponde anaacnormal.

Figura 7. Aparato de Galton.

@

Piaget utiliza un dispositivo parecido al aparat @alton, pero simplificado en sus
experimentos. Utiliza 5 aparatos, de los cualesreugenen la abertura superior en la parte
central y uno la tiene en el extremo superior deyetos aparatos se diferencian por el nimero
de bifurcaciones (con 2 en los dispositivos | y8\&n el Il, 4 en el Illl y un gran namero en el
aparato V) (ver Figura 8). En cada una de ellanienza introduciendo una bola, después una
segunda vy tercera, preguntando al nifio donde cueev@ a caer y por qué. Una vez
comprendida la experiencia, se pide al nifio quédiga la forma que tomaria la distribucion
cuando se dejasen caer un gran numero de bolatmigime se dejan caer las bolas y se pide al
nifio que interprete la distribucion obtenida.

El primer estadio se caracteriza por la ausencita déea de distribucion. En la caja |
generalmente los nifios hacen apuestas simplesoadawno de los dos casilleros, pero sin la
idea de igualacion al aumentar el nimero de bdtasla caja Il el nifio prevé bien una
distribucion igual en los tres casilleros o biere dadas las bolas irdn a parar a uno de los
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casilleros. Con la caja Il el nifio apuesta podaros casilleros centrales o por una distribucion
irregular. En la caja IV se espera en general istakaicion irregular.

N N N N \
N\ 7 N\ 7 \ 7 \ 7 \ 7]

| L I | (L I
I Il 0 v Vv
Figura 8. Dispositivo experimental de Piaget.

La etapa de operaciones concretas se caracterizanpgrincipio de distribucion de
conjunto generalizable, reconocible. El nifio prievdesigualdad entre las frecuencias laterales
y centrales. Pero esta distribucion permanece igisofemente cuantificada, a falta de
comprension de la ley de los grandes nimeros.|IPoaenque hay una simetria global, no hay
aun equivalencia entre los sectores correspondiecBtela caja | el sujeto prevé una igualdad
aproximada entre los dos casilleros, pero sin gteigualdad se consiga progresivamente con
el numero de bolas. En la caja Il se prevé un méxiemtral, pero sin igualdad en los casilleros
laterales. La caja lll da lugar a la previsidén eota de la ventaja de las casillas centrales, pero
sin equivalencia entre ellas ni entre las laterdlescaja IV no provoca la prevision de una
distribucion simétrica regular, pero comienza aehalna generalizacion de las experiencias
anteriores sobre la configuracion de conjunto.

El tercer estadio (a partir de 12 afios) esta marpadla cuantificacion de la distribucion
de conjunto, es decir, por la prevision de una \edencia entre las partes simétricas
correspondientes de la dispersion. Esto es clara g cajas | a ll; la caja IV da lugar a
ensayos de graduacion hasta descubrir la distGbuen forma de campana, el progreso mas
notable es la comprensién del papel de los gramaleeros en la regularidad de la distribucion.

4. Implicaciones para el aula

El estudio de estas investigaciones sugiere queniides pueden adquirir nociones
probabilisticas, al introducirlas mediante actidiéla basadas en juegos de azar, que favorecen
su adquisicion intuitiva. De este modo diversosstigadores sugieren experiencias sencillas
que pueden llevar a los nifios a la comprensionresbga de otras mas complejas.

Por ejemplo, antes de tratar de trabajar con If@esncon el aparato de Galton, seria
bueno comenzar con la comprension de experienoiapuestas sencillas de bifurcacién por
canales, como las propuestas por Green (1983),edprejunta a los nifios por cuél de los
canales pasardn mas bolas cuando se dejan caeamerongrande de ellas en distintos
dispositivos (Figura 9).

ah &N )

Figura 9. Bifurcacion por canales en el cuestiondei Green (1983).
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Para responder la pregunta el nifio debe comprémdaguwaldad de posibilidades en cada
bifurcacion inicial, razonar mediante la regla piedducto en cada bifurcacion (si, por ejemplo,
en primer dispositivo, la mitad de las bolas ca@ngada bifurcacién en el primer nivel y en el
segundo por cada bifurcacion la mitad de los cegath a él, por cada bifurcacién del segundo
nivel llegan la cuarta parte de las bolas, que aezuse dividen en dos partes en la Ultima
bifurcacién. Por tanto, a cada uno de los canake8 llegan la mitad de las anteriores, esto es la
octava parte de las bolas. En el segundo dispodifly también que aplicar la regla de la suma
en el canal 2, donde llegaran la mitad de las lplasse bifurquen a la izquierda en el nivel 1y
la mitad de las que se bifurquen a la derecha emodnivel, esto es la mitad de la mitad
multiplicado por dos, que da un total de la mitadas bolas.

Otro punto importante es educar el razonamientdamatorio, que, aunque se desarrolla
lentamente, puede ser favorecido con actividadesks de enumeracion, como la siguiente,
propuesta por Green (1983).

Tres chicos son enviados al director por alborétara esperar su castigo, tiener
que alinearse en fila ante la puerta del despaehdirctor. jDesde luego,
ninguno quiere ser el primero!

Supongamos que los nifios se llaman Andrés, Bertaripos (A, B y C). Escribg
todos los posibles érdenes en que podrian alinearse

D

Pige

Ry

La enseflanza ha de cuidar también las creenciaadadlas sobre los experimentos
aleatorios, por ejemplo, la creencia en la suerea aumeros favoritos o la preferencia por un
color. En Godino, Batanero y Cafiizares (1987) sslen consultar propuestas didacticas sobre
probabilidad, basadas en dichos trabajos y pagaetifes edades en la educacion primaria. Otro
recurso importante es la simulacién (Fernandegrigad, Contreras y Diaz, 2009) que permite,
mediante el apoyo de la tecnologia que los nifipsr@xenten situaciones aleatorias y, de este
modo, ganen experiencia, mejorando sus intuicisaobee estas experiencias.
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