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Resumen

Ley de reciprocidad cuadraticas y aplicaciones a la aritmética de niimeros enteros.

Introduccién

;Qué es la ley de reciprocidad cuadratica y para qué se utiliza?
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1. Factorizacion de enteros

La factorizacion de enteros positivos es uno de los retos de la Matematica Moderna. Existe un méto-
do factorizacion, atribuido a Fermat, de nimeros enteros positivos impares, los pares son facilmente
factorizables.

Primero observamos que si n es un entero positivo impar, sea n = 2h + 1, entonces n = (h + 1)? — h?
esto es, n es siempre una diferencia de dos cuadrados perfectos; llamamos a esta diferencia una diferencia
impropia. Por otro lado todo nimero entero positivo tiene una factorizacién impropia: la dada por
n = 1 - n. El resultado sobre factorizacién atribuido a Fermat establece que diferencias de cuadrados
perfectos propias determinan factorizaciones propias y viceversa.

Proposicion. 1.1.
Sea n un entero positivo impar. Son equivalentes:

(a) n tiene una factorizacion propia.
(b) n es una diferencia propia de dos cuadrados perfectos.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si n tiene una factorizacion propia, existen a,b € Z, a > b > 1 tales que

n = ab, entonces
_[a+b 2 a—b\?
= (57) - (%)
a=b _ n—
2

= —21, entonces a =n y b= 1, lo que es una contradiccion.

s at+b _ n+l
Si g7 ="y

(b) = (a). Si n = 22 — y? es una diferencia propia de cuadrados, entonces n = (z + y)(x — y), si esta
factorizacion es trivial, se tiene x —y =1, z + y = n, por lo que 2z =n+ 1, 2y = n — 1, lo que es una
contradiccion.

La diferencia de cuadrados perfectos es propia si, y sélo si, la factorizacién es propia. O

Sin=abyn= (CLTH’)2 — (“74’)2, entonces n + (“7_17)2 = (%%)2. Se trata entonces de tomar diversos

valores de k y calcular n + k2. Cuando éste es un cuadrado perfecto (tomamos el minimo de ellos),
entonces tendremos n expresado como una diferencia de cuadrados, y por tanto una factorizacién (que
puede ser impropia). Si se tiene n + k? = h?, planteamos entonces el siguiente sistema,

a+b a—2b

h,
2 2

para calcular a y b; se tiene
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Alternativamente podemos tomar h el minimo entre los que verifican y/n < h, y considerar la sucesién
h? —n hasta encontrar un cuadrado perfecto. Observa que se tiene h = [/n], |[v/n| + 1, |[v/n] +2,...,n.
Ya que a,b < n, por tanto GTH’ < n. Si en ella aparece un cuadrado perfecto k2, procedemos como en el

caso precedente.

Ejemplo. 1.2.
Estudia si el niimero n = 4080319 es primo, y si no lo es, calcular una factorizaciéon propia.

SOLUCION. Tenemos |v/n| = |v/4080319] = 2019. Construimos la sucesién h? — n, para h > |/n] =
2019. Para h = 2020 se tiene: h? — n = 2020% — 4080319 = 81 = k?.

Tenemos entonces k = 9, y h = 2020. Es necesario resolver el sistema a+b=2h , esto es, a+b=4040 )
a—b=2m a—b=18
cuya solucion es: a = 2029 y b = 2011, y por tanto 4080319 = 2029 x 2011. g

2. Simbolo de Legendre

Sea p un entero primo positivo, para cada a € Z, primo relativo con p, se define el simbolo de Legendre

(%) como
( a ) B { 1 si a es un cuadrado médulo p

P —1 si a no es un cuadrado médulo p

Lema. 2.1.
Dado un entero primo positivo p y enteros a, b, primos relativos con p, se verifica:

(1) (3) =1
@) (£)=1
(3) Sia=0b (mod p), entonces (%) = (%).

Lema. 2.2. (Pequeno teorema de Fermat)
Para cada entero primo positivo p y cada entero a, primo relativo con p, se verifica a?~* =1 (mod p).

DEMOSTRACION. Para p = 2 el resultado es cierto. Supongamos que p > 2 y a > 0. Como p { a, la
aplicacién f : {1,...,p — 1} — {1,...,p — 1}, definida f(z) = y tal que y = ax (mod p) es una
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biyeccién. Tenemos entonces [[P—} i = [[2Z} (ia) = a? ' [’} i (mod p). Como p { [[2Z} i, se tiene
a1 =1 (mod p). O

Para cada entero positivo n definimos ¢(n) como el nimero de enteros 0 < k < n que son primos relativos
con n, y la llamamos la funcién totiente de Euler.

Lema. 2.3.
La funcién totiente de Euler verifica las siguientes propiedades:

(1) Sin,m son enteros positivos primos relativos, se verifica p(nm) = p(n)p(m),
(2) Para cada entero primo positivo p y cada entero positivo n, se verifica

_ _ 1
(") =p" —p" T =p" 1) =p" (1 —p) :
(3) Para pi,...,p:, enteros primos positivos y ni,...,n;, enteros positivos, se verifica

_ _ _ 1 1
PO ) =P = e = D =g (1) (122,

Lema. 2.4. (Teorema de Euler)
Para cada entero positivo n y cada entero a, primo relativo con n, se verifica a?(™) =1 (mod n).

DEMOSTRACION. La demostracién puede ser similar al Pequeno teorema de Fermat. O

Lema. 2.5. (Lema de Wilson)
Para cada entero primo positivo p se verifica (p —1)! = —1 (mod p).

DEMOSTRACION. Para el caso p = 2,3 el resultado es cierto. Supongamos que p > 3. Si p es un entero

primo positivo, para cada 0 < a < p existe un unico @’ € {1,2,...,p — 1} tal que aa’ =1 (mod p).
Agrupamos los elementos de {2, ..., p—2} por parejas {a,a’}, tenemos Hf:ﬁz =1 (mod p), y por tanto
(p—1!=T[ i=—-1 (modp). O
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Lema. 2.6. (Reciproco del Teorema de Wilson)
Para cada entero positivon € Z, n > 1, si (n — 1)l = —1 (mod n), entonces n es primo.

DEMOSTRACION. Si n no es primo, existen a,b € Z, a,b > 1, tales que n = ab; como a,b|(—1)!, resulta
que n|(n — 1)}, por lo que, al reducir médulo n se tiene 0 = —1 (mod n), lo que es una contradiccién.
]

Teorema. 2.7. (Criterio de Euler)
Si p es un entero primo positivo impar y a es primo relativo con p, se verifica:

(Z) =a"7  (mod p).

4 : p—1 p=1
DEMOSTRACION. ( ) = 1, existe € F) tal que 2 = a (mod p), entonces a'z2 = (22)% =
a

2P~1 =1 (mod p). Si ( ) = —1 la ecuacién X2 —a =0 (mod p) no tiene soluciones en Z; para cada

be{l,...,p—1}laecuaciéon bX —a =0 (mod p) tiene una tnica solucién en {1,...,p— 1}, llamémosla
b'; por la hipétesis se tiene b # b, podemos entonces agrupar los elementos de {1 ..,p — 1} en pares

{b b'}, de los que tenemos exactamente 51, su producto es congruente con a =R , ¥ por otro lado es
congruente con (p — 1)! Por el Teorema de Wilson se tiene (p —1)! = —1 (mod p). O

Ver el Ejercicio (5.10.).

Corolario. 2.8.
Sea p un entero primo positivo, y a,b enteros primos relativos con p, se tiene <;> = (9) . <7)

DEMOSTRACION. El caso en el que p es par es trivial. Para el caso de p impar se tiene:

(2)-torm o7 ()0
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Corolario. 2.9.
Si p es un entero primo positivo impar, se verifica <_71> = (—1)"2 . Como consecuencia

» —1 es un residuo cuadraticosip=1 (mod4), y
» —1 no es un residuo cuadrdtico sip =3 (mod )

Este resultado puede aplicarse a probar cuando un entero primo positivo es suma de dos cuadrados, y en
general a determinar cuando un entero primo p divide a una expresién del tipo 2 + ny?, o equivalente-
mente, cuando —n es un residuo cuadratico médulo p.

Teorema. 2.10. (Lema de Gauss)
Sea p un entero primo positivo impar y a € Z primo relativo con p, si se considera el conjunto {ha | h =

1,..., %} se tiene:

(1) Al reducir médulo p tenemos 251 elementos dlstmtos

(2) Sean Y1, ..., Ys los restos estrwtamente menores que Y=, y x1, ..., x4 los restos mayores o iguales que
p—1

2 , entonces p — x; #y; (mod p) para todos i, j.

3) (2) = (1.

DEMOSTRACION.  (1). Si dos restos son iguales, existen h, k € {1,..., 251} tales que ha = ka (mod p),
por tanto p|h — k, lo que es imposible.

(2). Sip—x =y, existen h,k € {1,..., pT_l} tales que p — ha = ka (mod p), entonces p|h — k lo que es
imposible.

(3). Por el apartado (2) se tiene que {y1,...,ys,p — z1,...,p — 21} = {1,..., %}, entonces tenemos las
siguientes igualdades médulo p:

() = w0 weo—20) (0= 20) = (“ )l yrn = (<1)fa(2a) - (Bha) = (—1)a"F (252!

a
Podemos simplificar por (%)! ya que no es congruente con 0. Como consecuencia (%) =ar = (—-1)%.

Para cada nimero racional positivo r llamamos [r] a la parte entera de 7.
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Proposiciéon. 2.11.
Con la notacion de lema de Gauss se tiene

g[ ] 1)p28_1 (mod 2).

DEMOSTRACION. Tenemos las relaciones

p—1 p—1
2 2
j

D WALIED SRS o
7=1 j=1 p =1 =
p—1 p—1Y\ p—1

2 IS5 )5 2o
)= 2 TR
j=1

2_1 pgl
(a-DEg==(a-1)3 2
p—1 p=1
=a jil]_Z]ilj
p—1
=22 p []a] 30 Y+ e @ — (= ey T+ iy i)
p—1 .
=52 B8] - w
1

De aqui se deduce la congruencia del enunciado. O

Corolario. 2.12. )
pf—=1

Sea p un entero primo positivo impar, se verifica <%) =(-1)"=s

p—1 r.
DEMOSTRACION. En la proposicién anterior si tomamos a = 2 tenemos ijl [%} = 0; todos son
mayores que 0 y menores que 1. ]
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3. Ley de reciprocidad cuadratica

Tenemos ahora el resultado fundamental de la teoria.

Teorema. 3.1. (Ley de reciprocidad cuadratica)
Sean ahora p, q primos impares, distintos, se verifica:

() ()-r

p—1l r.
DEMOSTRACION. Consideramos (%); se tiene (%) = (—1)", en donde t verifica t = 3,2, [%} +(q —

p=l .
1)77%1 (mod 2); como ¢ es un primo impar, resulta t = 3,2, [%] =a (mod 2). Anélogamente, en el

a1 r.
caso de (g) tenemos (%) = (=1)", siendo r = 3,2, [%} =b (mod 2). Tenemos por tanto la relacién

<2q9> (S) = (=1)f(~1)" = (=1)"** = (—1)**°.

Se trata ahora de ver que se verifica a + b = 251 q;zl.

Consideramos, en una reticula semientera los puntos O = (0,0), A = (£,0), B=(§,2)y C = (0,2), y
llamamos P al conjunto de puntos de la reticula entera en el interior del rectangulo OABC' La diagonal de
este rectdngulo es OB, y son los puntos (z,y), de coordenadas enteras, que verifican yp = xq; observamos
que no hay puntos en la diagonal, D, y en P. En efecto, si (z,y) € D N P, entonces p | z, lo que es
imposible ya que 1 < x < %.

Tenemos que en P hay exactamente % % puntos. Vamos ahora a contar los puntos de P calculando
los puntos que hay en cada uno de los tridngulos OAB y OBC.

Para contar los puntos en OAB consideramos una recta vertical de ecuacién X = h, el nimero de puntos
en estarectaes [{y€Z| (h,y) e P,1<y< %}‘ = [%}. Por tanto el nimero de puntos en OAB es

- - fo —1
lp] Lp] .
De la misma forma se tiene SRR
p + 2£ 4+ .+ (%)p = b.
gl La] | a
Tenemos por tanto la relacién (%) (g) = (—1)2tb = (—1)19771 = 0
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4. Simbolo de Jacobi

El simbolo de Jacobi es una extensién del simbolo de Legendre y se define para a, b € Z, primos relativos,
con b impar y b = p; - - - p; una factorizacién en primos, como sigue:

@) -T1(2)

=1

y (1) =1

Lema. 4.1.
Para a,b € Z impares se verifica:

(1) = 251 4051 (mod 2).
(2) W=l = @ol | Pol (104 2).

Proposicion. 4.2.
El simbolo de Jacobi verifica las siguientes propiedades:

(1) Coincide con el simbolo de Legendre si b es primo.
(2) Si (%) = —1, entonces a no es un residuo cuadratico médulo b. El reciproco no es necesariamente
cierto.
(3) ab—l‘)‘,/) =(9)- (%) (%) . (‘g—,/) cuando aa’ y bb' son primos relativos.
(4) a—;) = (%) =1 cuando a y b son primos relativos.
)

O @=co?={" 055 ad
6 3 =17+ =

b1 {—1—1 sib=41 (mod 8)
(7) Sia y b son enteros impares primos relativos, se verifica

~1 sib=43 (mod8).
- () -com

DEMOSTRACION. (5). Supongamos que b = p1pe; tenemos
<_bl> _ <_1> . <_1) () () = () — (cpe
b1 D2
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(6). Supongamos que b = pip2; tenemos:
2 2 2 2
(2)=(2)-(2) = e (% = et - o
b1 p2

(7). Supongamos que a = q1 -+ qs ¥ b= p1 - - py; se tiene:

a b . q; D _ L‘lm_ Zijqi;1¥
() (2) =t (5) - () =TI 7 =m0

/[:7j

Por otro lado se tiene

¢—1pi—1_ ¢a—1\pi—-1_ q-¢gG-1lgp—1_a-10b-1
R I B S i

J

g

La importancia del simbolo de Jacobi, con respecto al simbolo de Legendre es la rapidez de célculo que
éste permite. Tenemos algunos resultados de interés que sélo vamos a enunciar.

Proposicion. 4.3.
Sean a, b enteros impares primos relativos.

(1) Siw = +£1, se tiene:

(2) Siw; =+£1 ywy = =1, se tiene:

(5°)- <w2b> = (-1
a

En particular, si w = +1, se tiene (%) = (—1)WT_1 =

Vemos un método de calcular el simbolo de Jacobi mediante la division euclidea.

Teorema. 4.4. (Teorema de Eisenstein)

Sean a y b enteros impares, siendo b positivo. Se define:
ap = a,
az = b7
a1 = qia2 +wiaz,

Qn = Qnln+1 + Wpln+t2,
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(1) a2>a3>-~>an+2:1,
(2) los a; todos impares y w; = +1.
Se definen
. — 0 siagi+1 =1 (mod4) 6 wiaire =1 (mod 4),
11 siagpr =3 (mod4) ywiaiia =3 (mod4),
s = Z?:l S;.
Entonces se tiene ($) = (—1)%.
DEMOSTRACION. Tenemos las relaciones:
wiaz—1 ag—1
(3) = (2) = (22) = 0575 = o (2),
as . woay - 1 w2a24—1 a32—1 . 1 S0 as
as ) — as - (_ ) - (_ ) as )
. Wnan wnanyo—l appr1 =1 .
(a:+1) = ( an+-1‘—2> = (_1) 2 2 = (_1)8 ( 1+1)7
Por tanto (¢) =[] =1"(-1)% = (—1)*. O

Observa que en general se tiene:

para j =1,...,n.

5. Ejercicios

Ejercicio. 5.1.
Prueba, usando residuos cuadraticos, que v/2 no es un nimero racional.

SOLUCION.  Si podemos escribir v/2 = %, con a,b € Z, entonces 202 = a2, y tomando médulo 3, y ya que
a,b # 0, resulta 2 = a2 b2 = a2b? = (ab)?, por lo que 2 deberfa ser un residuo cuadritico médulo 3, lo

cual no es cierto.

O
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Ejercicio. 5.2.
Utilizando la ley de reciprocidad cuadratica, determina (%)
DEMOSTRACION. (8) = (=1)™2 "2 (3) = (&) = (-1)"2 "z (8) = (3) = -1, O

Ejercicio. 5.3.
Estudiar la ecuacion cuadratica X?> —nY? = p, donde p es un entero primo positivo y n es un entero.

SoLUCION. Tomando médulo p tenemos la relacion X2 —nY? = 0, por lo que la ecuacién tiene solucién,
médulo p, si y sélo si, n es un residuo cuadratico moédulo p.

Una vez obtenida una solucién mdédulo p, el problema es determinar una solucién entera de la ecuacién
original. ([l

El Teorema de Dirichlet asegura que en cada sucesién aritmética a,, = ag + nr, con término inicial
ag € Z y razén r € Z, si ag y r son primos relativos, entonces existen infinitos valores de n tales que a,
es un entero primo.

Veamos cémo la ley de reciprocidad cuadratica permite probar casos particulares del Teorema de Dirichlet.

Ejercicio. 5.4.
Sea f(X) € Z[X] un polinomio no constante y Py = {p € Z | p es primo y p| f(n) para algin n € Z},
entonces Py es un conjunto infinito.

SOLUCION. Supongamos que Py = {p1,...,p:}. Si f(0) # 0, consideramos %

(01)""”) . Tenemos
PO p) _ T el fOpa-p) + (0)
f(0) f(0)

que es primo relativo con py,...,ps, y por tanto Py # {p1,...,p¢}. O

=piepik 1,

Ejercicio. 5.5.
Existen infinitos nimeros primos.
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SOLUCION. Basta considerar el polinomio f(X) = X + 1. O

Ejercicio. 5.6.
Para cada n < 2 existen infinitos nimeros primos p verificandop =1 (mod n).

SOLUCION. Sin = 2 el resultado es cierto. Si n < 3, consideramos el polinomio ciclotémico ¢, (X) y el
polinomio g(X) = (X —1)(X? —1)--- (X" ! —1). Tenemos que ©,(X) y g(X) son primos relativos, ya
que no tienen raices comunes en ninguna extensién de Q. Existen polinomios a(X),b(X) € Q[X] tales
que 1 = a(X)pn(X)+b(z)g(X). Si d es el minimo comiin multiplo de los denominadores de a(X) y b(X),
entonces d = da(X ), (X) + db(X)g(X). Como P, es infinito, existe p € P,, tal que p > d, y existe
r € 7 tal que p|pn(z), por lo tanto 2™ = 1 (mod p). Tenemos que z¥ # 1 si k < n, ya que en caso
contrario se tendria g(x) = 0, y por tanto d = da(x)pn(z) + db(x)g(x) = 0, lo que es una contradiccién.
Como consecuencia x tiene orden n en Z;, esto es, n|p — 1, y por tanto p=1 (mod n) ]

Ejercicio. 5.7.
Existen infinitos niimeros primos p verificando p =3 (mod 8).

SOLUCION. Se considera el polinomio f(X) = X2 + 2. Si p| f(n), entonces —2 es un residuo cuadrético

-1 1 (p—1)(p+5)
8 . Esto

médulo p, luego (‘72) =1. Tenemos 1 = (=2 ) = () - (%) = (-7 - (—1)1)287 = (-1)

P
significa que p=1 (mod 8) 6 p=3 (mod 8).

Veamos que hay infinitos nimeros primos de éstos que no son congruentes con 1 médulo 8. Supongamos
que hay un ntmero finito (todos son impares) Entonces f(2p;---p;) =6 (mod 8). Como consecuencia

hay infinitos niimeros primos p verificando (%) =1yp#1 (mod 8),y por tanto hay infinitos niimeros

primos p verificando p =3 (mod 8). O

Existen infinitos nimeros primos p verificando p =4 (mod 5).

SOLUCION.  Se considera el polinomio f(X) = X2 —5. Si p| f(n), entonces (%) = 1. Tenemos 1 = (§> =

p
5—1 5—1

(—1)% 2 (8) = (%), de aqui se tiene (8) =p= =p?*=1 (mod 5). Por tanto p==+1 (mod 5)

Si s6lo hay un nimero finito de estos ntiimeros primos no congruentes con 1 médulo 5, y distintos de 5,
sean éstos p1,...,p:. Se verifica

f(p1'--pt):(p1"'pt)2—5 y f(2p1"'pt):4(p1"'pt)2_5-
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Si ambos con congruentes con 1 médulo 5, se tiene (py---p)? =1 =4(p1---p)> = —(p1---pt)? (mod 5),
lo que es imposible, luego f(p1---pr) Z1 (mod 5) 6 f(2p1 pt) Z1 (mod 5), y por tanto hay infinitos
numeros primos p verificando p=—-1=4 (mod 5). O

Ejercicio. 5.8.
Determina el valor de (7> para cada entero primo positivo p.

/ .. 3—1 p—1
SOLUCION. Podemos suponer que p > 3, los otros casos son triviales. Tenemos (%) =(—1)z 5 (%)) =

ot
(—=1)= p ®Z". Como consecuencia tenemos

) {pE41ypE31-
<3>: pE43yp532.
p _q {pE41yp532-

p=43yp=sl
Por el Teorema Chino del Resto tenemos:

p=slyp=slep=ppl
p=alyp=32<p=125
P=43yp=s3lep=1T7
P=43yp=32&p=pll

Por lo tanto

D —1sip=45 (mod 12).

(3) :{ 1 sip=41 (mod 12).

Ejercicio. 5.9.
Existen infinitos nimeros primos p verificando p =11 (mod 12).

SOLUCION.  Se considera el polinomio f(X) = 3X? — 1, por tanto para cada p € Pf existe x € Z tal que
322 =1 (mod p), y por tanto 3222 =3 (mod p), esto es, 3 es un residuo cuadratico médulo p. Como

consecuencia 1 = (%), y se tiene p = +1 (mod 12).

Vamos a ver que hay infinitos nimeros primos verificando esta condicién y p # 3 (mod 4). Si sélo

hay un ntumero finito py,...,p;, entonces se tiene f(2p;---p) = 3 (mod 4) y es primo relativo con los
D1, - -, Pt, por tanto hay infinitos niimeros primos p verificando (2 ) =1y p =3 (mod 4), por tanto p =
2 (mod 3), esto es, (g) = —1. Luego existen infinitos nimeros primos p verificando p =11 (mod 12).

]
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Ejercicio. 5.10. (Criterio de Euler)
Demostrar que para todo m € Z, verificando m # 0 (mod p), son equivalentes:
a) La con ruencia =m (mo iene solucion.
() Lo congruencia X° = (n0d p) tene souci
(b) m=2 =1 (mod p).
Ref.: 5141e_084
SOLUCION.
Traducido a [F), tenemos que probar la equivalencia de los siguientes enunciados para m # 0:
(a) m es un cuadrado en F,, esto es, el pohnomlo X% — m tiene una raiz en F,,.
(b) m = =1, esto es, m es una raiz T de la unidad.
(a) = (b). Supongamos que existe z € F, tal que 2> = m, entonces
m%:(xz)%:xp 1_1
(b) = (a). Consideramos un generador g del grupo F,’, entonces m = g/, para j € {0,...,p—1}, entonces
1 i(p—1) .. i(p— . 1
l=m"7 = g] 3 , vy por tanto p—1 divide a Z(pz 1), esto es, j deber ser par, y tenemos m = (g%)Q. O
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