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INTRODUCCION:

El presente Trabajo Fin del Master Interuniversitario en Matematicas se marca como
objetivo la redaccion de un texto en el que se discuten y analicen problemas sobre
sucesiones recurrentes, mediante el uso de funciones generatrices, similares a los que

normalmente se usan en las competiciones de Olimpiada de Matemaéticas.
Pero, ¢qué son las Olimpiadas de Matematicas?

Segun el reglamento de las Olimpiadas Internacionales, estas competiciones son
concursos entre jovenes estudiantes, cuyo objetivo primordial es estimular el estudio de

las Matematicas y el desarrollo de jovenes talentos en esta Ciencia.

El concurso en si, consta de tres fases con un nivel de dificultad creciente:

1. Fase de Local: Suele celebrarse al final del primer trimestre en cada Distrito

Universitario; consta de dos pruebas escritas en las que se han de resolverse un total
de seis problemas. Los participantes son estudiantes de Ensefianzas Medias menores
de 19 afios que se presentan voluntariamente sin ningun requisito previo. Los tres

alumnos que obtienen mejor puntuacion pueden acceder a la fase siguiente.

2. Fase Nacional: Suele celebrase en marzo-abril, consta de dos pruebas escritas de tres
horas y media de duracion cada una, en el transcurso de las cuales, los participantes
deben enfrentarse a un total de seis problemas propuestos por un tribunal. Los seis
mejores clasificados en esta Fase pueden participar en la fase Internacional y los

cuatro primeros participan ademas en la Olimpiada Iberoamericana.

3. Fase Internacional: Suele celebrase a mediados de julio; consta de dos pruebas

escritas de cuatro horas y media de duracion cada una, en el transcurso de las cuales,
los participantes deben enfrentarse a un total de seis problemas propuestos por un

tribunal.



Los problemas de todas las fases no requieren conocimientos muy especificos de
Matematicas, por el contrario se intenta que para resolverlos el alumno deba utilizar su
capacidad de raciocinio, su habilidad para enfrentarse a situaciones nuevas y una cierta

dosis de organizacién y adaptacion de resultados conocidos a retos nuevos.

Una vez explicado qué son las Olimpiadas de Matemaéticas, explicar la distribucion del
trabajo fin de master (TFM).

En este TFM se realiza primero un desarrollo tedrico, que es necesario para la resolucion
de los problemas que se trabajardn mas adelante, acompafiado de algunos ejercicios
resueltos, el cual ocupa los 3 primeros blogues de este trabajo. A continuacion, se
introducen una serie de ejercicios que han aparecido en las distintas olimpiadas de
matematicas, clasificados por su dificultad que esta marcada segun el tipo de competicion.
Y finalmente, se detallan algunas de las aplicaciones que pueden tener las funciones

generatrices.









SUCESIONES (propiedades elementales):

Una sucesién es un conjunto indizado en un subconjunto de nimeros naturales. Por
ejemplo:

3,6,9,12,15, ..

es la sucesion de los multiplos de 3. El primer elemento es el 3, el segundo el 6, el quinto es
el 15 y el elemento que ocupa la posicion n sera el 3n. Se ve en este ejemplo que lo que se
hace es asociar a cada uno de los ndmeros naturales 1,2,3,4 ,... un multiplo de 3, es decir,

3,6,9,12,...
1234 ... n
20 25 2 20 200 2\ 2
36 9 12 ... 3n

Por tanto, una sucesién de nimeros no es mas que una funcién definida sobre los nimeros
naturales que toma valores enteros, racionales, reales o complejos. La definicién formal

(tomamos para ejemplo una sucesion de nimeros reales) es la siguiente:

Definicidon 1: Una sucesién de nimeros reales es una funciéon f : N - R. Si f(n) = a,,
decimos que a, es el término n-ésimo de la sucesiéon. Usualmente escribiremos (a,)n-o,

{a,,n = 0},{a,}, osimplemente {a,}, para denotar esta sucesion.

Observacion 1 1. En algunos casos consideramos sucesiones que comienzan en uno en

lugar de comenzar en cero: {a,,,n = 1}.

2. Aunque la mayoria de sucesiones que veremos seran de numeros reales, también
apareceran sucesiones de numeros complejos e incluso de funciones. La definicién en cada

caso es totalmente analoga.

Definicion 2: Sea{a,,n = 1}unasucesionenR y a € R.Decimos que la sucesion{a,,n =
0} converge a a si para todo real positivo € existe un entero positivo N = N(€) tal que

|a, — a|] < €, siempre que n > N.




Si {a,,n =0} converge a a escribiremos a,, - a cuando n — oo, lim, ,,a, =

a ¢ lim{a,}, = a decimos que a es el limite de la sucesiéon {a,,n = 0} y que la sucesion

es convergente. Una sucesion que no es convergente es divergente.

Esta idea formaliza la siguiente idea intuitiva: a es el limite de la sucesion (a,) si a medida
que crece el indice n, los elementos a,, de la sucesion estan cada vez mas proximos al limite

a.

Ejemplo 1
1. Seaa, = %, para cadan = 1. Esta sucesidn convergea 0 en R:dado & > 0 escogemos
N = N(€) tal que % < €&.Entonces tenemos que paratodon =N

a,—al=|--ol= |- =+t <€
lan, — al
n n N

Graficamente la convergencia equivale a que, para cualquier € > 0, a partir de un cierto

indice N, todos los miembros de la sucesién caigan dentro de una banda de ancho 2 €

centrada en el valor del limite, que en este caso es cero.

Figura 1: La sucesion 1/n.

2. a, =nenR, paracadan > 0. Esta sucesion es divergente ya que para cualquiera € R
y cualquier € > 0 fijo existe N € Ntal que N > a + €y la condicién de la definicién no
se cumple.

—_ n
3. Consideramos la sucesion {a,}, ,dondea, =1 + % paran € N. Hemos visto en el

primer ejemplo que la sucesién (; ) converge a 0 y por lo tanto nuestra idea intuitiva es

que la sucesién a, =1+ % debe converger a 1 + 0 = 1. Veamos a partir de la

definicién que esto es cierto. Sea € > 0, queremos ver que existe N = N(€) tal que sin
>N, la,—1| < E.
="

n

D"

n

1
<=<E€

—1l= |1
jan =11 = |1+ =

-1
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Figura 2: La sucesion 1 + (_111)

La nocién de sucesion convergente es una de las ideas fundamentales del anilisis, a

continuacion se presentan una coleccién de propiedades.

TEOREMA 1 (Propiedades)

4,

Toda sucesion convergente es acotada.

El limite de una sucesién convergente es tnico.

{a,}, converge a a si y solo si todo entorno de x contiene todos los términos de {a,},
excepto un numero finito de ellos.

SiE € R y a esun punto de acumulacion de Eparala cual lim,_, a,, = a.

Supongamos que {a,}, y {bn}, son sucesiones de numeros reales y a,, - a ,b, = b

Entonces

5. lim{a, + b,}p=a+b

6. Parace€ R, lim{ca,}, = ca

7. lim{a,b,}, = ab

8. lim{a,/b,}, =a/bsib+0e b, #0 paran € N.

Definicion 3: Sea {a,},, una sucesién en R* = R U {0}, decimos que esta sucesion tiende

a infinito o tiene limite infinito, si dado cualquier ¢ € R existe N € N tal que sin = N

entonces a, > c.Notaremos a, — o o lim,_,, a, = oo.

De manera analoga diremos que la sucesion tiene limite menos infinito o tiende a menos

infinito si dado cualquier c € R existe N € N tal que si n > N entonces a,, < c. Notaremos

a, — — o lim,_,a, = —o.

Estas sucesiones son divergentes, es decir, no son convergentes.




No todas las sucesiones que no tienen limite en el sentido que acabamos de describir (finito

o infinito), entre ellas estan las sucesiones oscilantes.

Ejemplo 2

Sea a, = (—1)™ Si n es par, a,, = 1 mientras que si n es impar, a, = —1;pero ni 1 ni -1
pueden ser limites de esta sucesidén. Supongamos que 1 es limite, entonces a partir de un

cierto entero N, todos los términos de la sucesién deberian satisfacer |a,, — 1| < 1/2. Pero
: , 1 .,
sin > N es impar entonces |a, —1| = |-1—-1| =2 > > ¥ la sucesion no converge a 1. De

manera anéloga se demuestra que tampoco converge a -1.

0

W

Figura 3: la sucesion (—1)"

TEOREMA 2:

Sea {a,},una sucesion convergente de numeros reales con limite a.Sib € Restalquea, <

b paratodon € N, entoncesa < b.

. -b .
Demostracion. Supongamos que a > b, entonces tomando h = aT > 0 existe N, € N tal

que |a, — a| < h paratodon > N, y esto implica que:
1 1
an>a—h=a—§(a—b)>b+§(a—b)>b

Lo que contradice la hipotesis.

Corolario 1: Sean {a,,}, y {b,}, sucesiones convergentes de nimeros reales con limites

ay b, respectivamente. Si a,, < b, paratodon € N, entoncesa < b.

-10-




Corolario 2: Si{a,}n , {bn}n ¥ {cn}n son sucesiones de nimeros reales cona, < b, < ¢,

paratodon y lim a, = limc, = [ entonces {b,,},, es convergente y lim b,, = L.

Definicion 4: Si a, < a,;, paratodon € N, decimos que la sucesién {a,}, es creciente.
Es util considerar el crecimiento de la sucesién en un sentido amplio, permitiendo que
términos sucesivos sean iguales. Si a,, < a,,; paratodon € N, se dice que la sucesion es

estrictamente creciente. Si a,,; < a, para todo n € N, decimos que la sucesién es

decreciente y si a,,; < a, para todo n € N, se dice que la sucesion es estrictamente
decreciente. Decimos ademas que cualquiera de estas sucesiones es monotona. A

continuacion se probara que las sucesiones mondétonas no pueden ser oscilantes.

TEOREMA 3:

Toda sucesiéon mondtona en R tiene limite en R* = R U {oo}. Una sucesién monétona en R

converge si, y sélo si, es acotada.

Demostracion. Consideramos una sucesion creciente {a,}, en R: a; < a, < az <--ysea

a = sup{a,:n € N }. Veamos que a = lim a,,.

Primer caso: a = o, es decir {a, },,no estd acotada superiormente. Por lo tanto,dado M >

0 existen € N tal que a, > M. Pero la sucesion es creciente y por tanto se cumple que
n=N = a, Z2ay>M
es decir, lima, = o

Segundo caso: a € R. Dado € > 0 existe N € N tal que a, > a — €. De nuevo como la

sucesion es creciente se cumple que
n=N=>a—-E<ay<a, <M
De modo quesin > N, d(a,,a) < €y concluimos que lim a,, = a.

La demostracion para las sucesiones decrecientes es analoga tomando a = inf{a,;:n € N }

Corolario 3: Si{a, },, es una sucesion creciente en R, entonces lim a,, = sup{a,:n € N }.

Si {a, }nes una sucesion decreciente en R, entonces lim{a, }, = inf{a,,:n € N }.

-11 -




Ejemplo 3

La sucesion {c"}, de las potencias naturales de un numero real. Un ejemplo ttil e

importante es el de la sucesion a,, = c™, para c € R. El comportamiento de esta sucesién

cuando n — oo depende del valor de c.

W N

Sic=0, a, =c"=0ylim{a,}, =0.
Sic=1, a, =c™*=1ylim{a,}, =0.
Si c = -1, la sucesion es oscilante, ya que sus términos tomaran los valores +1 y -1.

Si 0<c<1lentonces1< c™ 1. Seal> 0tal quec ™ =1+1.Entonces

11
(1+D)" " 1+nl

0< a, =

. 1 . :
Se ve facilmente que cuando n — oo, o 0, por tanto, aplicando el Corolario 1

tenemos quea, — 0.
Sic> 1lasucesion a,, = c" es creciente:
A, — AQp = c"—c"1=c"1(c-1)>0

Por el Corolario 3, lim{a,}, = sup{a,:n € N }. Vemos ahora que la sucesién no esta
acotada. Sea k =c—1 y escribimos ¢ =1+ k. Usando el desarrollo binomial
tenemos que:

an=c"=A+k)"= N, () k) > 1+nk
Como k > 0, la sucesion (1 + k)=, no esta acotada y por lo tanto tampoco lo esta
{an}n "
Si ¢ < —1 entonces ¢ = —b, con b > 1y por el apartado anterior b™ — 0. Por
tanto la sucesion {b"}, toma valores positivos y negativos alternadamente que son

cada vez mas grandes en valor absoluto, es decir la serie es oscilante y no es acotada.

Definicion 5: Una sucesion {a,},, es una sucesién de Cauchy si para todo € > 0

hay un entero N tal que |a,, — a;,| < €sin = N,m = N.
Toda sucesion convergente es de Cauchy si: lima,, =ay € > 0 existe N € N tal
€ . .
que |la, — a| < 5 para n.= N . Por lo tanto,sin = N,m = N se tiene que:
|an_ aml < |an_ a|+|am_ al <€

El reciproco también es cierto y es una propiedad muy importante de los
numeros reales con la distancia, que se conoce como completitud: R con la

distancia usual es completo.

-12 -



PROGRESION ARITMETICA:

Definicion 6: Una progresién aritmética es una sucesion en que cada término (menos el

primero) se obtiene sumando al anterior una cantidad fija d, llamada diferencia de la

progresion.

- Sid > 0los nimeros cada vez son mayores, se dice que la progresion es creciente.

- Sid < 0los nimeros cada vez son menores, se dice que la progresion es decreciente.

Propiedad 7: En una progresion aritmética cada término es igual al anterior mas la

diferencia. Por tanto, el término general de una progresién aritmética es:

a, = ag+nd

donde a, es el primer término y d la diferencia.

Lema 8: En una progresion aritmética finita de n términos, la suma de términos

equidistantes de los extremos es constante:
ap+a,=a;+a,_ 1 =a,+a,_,=--=2ay+nd

A partir de esta propiedad se obtiene que la suma S, =ay+a; +--+ a,_1 delosn

primeros términos de una progresion aritmética es:

_(ag+ay_1)n

Sn >

-13-
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PROGRESION GEOMETRICA:

Definicion 9: Una progresién geométrica es una sucesion en que cada término (menos

el primero) se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad fija r, llamada razén de

la progresion. Como consecuencia, la razdén r se obtiene al hacer el cociente entre dos

términos consecutivos:

a1 __ Ay Az _ Q4 __ an
QAo ai az as an-1

Propiedad 10: En una progresiéon geométrica cada término es igual al anterior por la

razén. Observa: a; = ayr, a, = a;r = aor?,

Y siguiendo asi sucesivamente, se llega a que el término general de una progresion

geométrica cuyo primer término es a, y la razoén es r es:

a, = ayr"

Lema 11: La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica de razén r

es:

_ap(r"—1) ap—a
"oy —1 r-1

-15-



Definicion 12: Sea {a,}, una sucesion de nimeros reales. A partir de esta se puede

formar otra denominada {S,}, y definida as:
51 = Qg

52:a0+a1

Sn = Ay +a1+"'+an_1

Donde se ve, que el n indica el nimero de los primeros ndmeros de la sucesion que se

estan sumando.

Al par {{a,, },,, {Sn}n.} se llama serie, y si la sucesion {a, },, es geométrica se llama serie

eomeétrica.

Propiedad 13: La serie se dice sumable si la sucesion {S,, },, es convergente. En caso de
ser sumable y ser S = lim S, se suele escribir:

©o
a, =S
=1

n

Proposicion 14: Si {a,},, es una progresion geométrica, la serie geométrica asociada es

sumable si, y sélo si, |r| < 1

.z . ag(1-r"
Demostracion: Hemos visto que S,, = % Suponemos que aqy # 0.

. . a a,
- Silr| <1 = paran - o, llmSnzr"r:Z;‘;O:l—_"r
- Sir>1 = paran — o, lim S, no es finito.
- Sir<1 = paran - o, limS, no existe

- Sir=1 = paran - o, lim§, = lim(nay) no es finito.

Todo esto demuestra la proposicion.

-16 -



EJERCICIOS ELEMENTALES:

Ejercicio 1: Calcula el término general de una progresion aritmética sabiendo que

a5 = 63y a =119,

Resolucion: El término general de una progresion aritmética se expresa a partir del primer
término y la diferencia. Aplicando la expresion del término general a los términos a;5 y a,o,
se obtiene un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas (ay y d)

a15 = ao +(15_1)d = 63

a0+14d=63 {a0=3
Qy9 = Qg + (29 - 1)d =119

}"pem"d": {ao +28d=119 lg=4

Conocidos ag y d, el término general queda:

a, =3 +4n

Ejercicio 2: Halla la suma de los términos de una progresion aritmética en los siguientes

Casos:

a) De los 22 primeros términos de la progresion: 42, 39, 36, ...
b) De los 25 primeros términos de la progresion: 3, 8, 13, ...

c) De los 40 primeros términos de la progresion: Y4, 5/8, %, ...

Resolucion: Lo que hay que hacer es calcular el término general y luego aplicar la formula

de la suma a cada una de las progresiones.

a) d = 39 — 42 = —3,porloquea, = 42 — 3n.Como nos piden el término vigésimo
segundo, entonces n = 21 y ay; =42 —3 X 21 = —21. Ahora introducimos la
expresion que nos permite hallar la suma de la progresion y sustituimos datos:

a,+a,)(n+1 aog + a,)22 42 —21)22
A nzx N 221) _( 2) a1

b) d=8-3=5,porloque a,, =3+ 5n. Como nos piden el término 25, entonces n =
24y a,, =3+ (5% 24) = 123. Sustituimos datos:
_(ag+ay)(n+1) 6. = (ag +az4)25 (3+123)25

Sne1 = = = 1575
n+1 2 25 2 2
5 1 _5-4 1 1,1 4+n _ 4+n .
c) d= 5 ;=5 — g bor lo que a, =stgn=—F=—5"- Como nos piden el
. 4439 43 -
término 40, entoncesn =39y azq = +T =5 Sustituimos datos:

-17 -



1 43
a, +a,)(n+1 a; + a:0)40 |5+ 5 )40 1 43
5n+1:(1 nz)( ):540:(1 239) :(2 28) :( +—)20

4+ 43 235
(=)

Ejercicio 3: Halla la suma de todos los nimeros pares comprendidos entre 99 y 1001.

Resolucion: Como en los anteriores casos, se usaran las dos expresiones propias de las

progresiones aritméticas.

Expresion del término general: a,, = ay + nd

ap+an
2

Expresion de la suma de los n+1 primeros términos: S,,;; = (n+1)

Se conoce que la diferencia entre los nimeros pares es 2, por tanto d = 2. Por otro lado, el

primer término ay; = 100 y el ultimo a,, = 1000.
Entonces para el término general:

an=a0+nd=100+2n:>900=2n:>n=9(2)—0=450; a4s0 = 1000

Tenemos que para la suma de los términos es:

ay + a, (100 + 1000)451
Spe1 = > (n+1) > 8451 = >

= 54,51 = 24‘805

Ejercicio 4: El primer término de una progresion aritmética es 3 y el ultimo 39. Si la

suma de todos los términos es 210, calcula la diferencia d y el nUmero de términos n.

Resolucion: Usando las expresiones de las progresiones aritméticas, tenemos que el primer
término es ay = 3, el Ultimo a,, = 39, y la suma S,,,; = 210. Sustituimos dichos valore en la

expresion de la suma de los n primeros términos y tenemos que:

ap,+a 3+439)(n+1
Spiq = 02 ”(n+1)=>210=( ;( )

=420=42n+1)=>n=9
Obtenemos que la progresion tiene 10 términos.
39-3

an=a0+nd:'39=3+9d:T=d=>d=4

Asi que la diferencia entre los términos es 4.

-18 -



Ejercicio 5: El término 6° de una progresion geométrica es 972 y la razén es 3. Halla el

primer término.

Resolucion: E] término general de una progresion geométrica es a,, = aor". Sustituyendo

en esta expresion tenemos que:

972

an:aor”:a5=a0r5:>972=a035:>?:a0:>a0=4

Ejercicio 6: Calcula la razon de la progresion geométrica cuyo primer término es 2/9 y

el término 6° es 54.
Resolucion: El término general de una progresion geométrica es a,, = aor™. Sustituyendo
tenemos que:

n 5 2 . 54x9 5 1
a, = agr™ = as = ayr :>54=§r = > =r°=r=2435=>r=3

Ejercicio 7: En una progresion geomeétrica el primer término es 3 y la razon 4. Calcula el

término general y la suma de los 5 primeros términos.

Resolucion: E] término general de una progresion geométrica es a,, = a,r™. Sustituyendo

tenemos que:
ap, =ayr"=>a, =3x4">a,=3%x4*=>a, =768

La suma de los n primeros términos de una progresion geométrica esta dada por:

= 5. =184 5 = 1023

Sp = % Sustituyendo tenemos que S, = 1

Ejercicio 8: Halla la suma de los infinitos términos de la progresién dada por 3, 1, 1/3,
1/9,...

Resolucion: La progresion es geométrica de razén 1/3. Como r es menos que 1 la expresion

de la suma toma la siguiente forma:

S An-1T" — Qg  —qg Qo
n r—1 r—1 1-7r
. . . ay 3 3 39
Sustituyendo los datos en la ecuacién anterior tenemos que: S = prel s Sl =t B
3 3 3
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SUCESIONES RECURRENTES:

El concepto de sucesién recurrente es una generalizacion del concepto de progresion
aritmética y geométrica e incluye otros casos como son las sucesiones de cuadrados o cubos,
las sucesiones de los coeficientes de la serie formal cociente que se obtiene al dividir dos

polinomios cualesquiera, etc.

Definicidn 1: Se escribiran las sucesiones en la forma
Ug, Uy, U, ooy Uy, e 0 {Upln (@)
Si existen ndmeros naturales n y k, y nimeros reales o complejos a4, a,, ..., a; y tales que:
Upik = AUnig—1 + QolUpig—p + -+ Ay, conn+k—1=>0 2)

Entonces la sucesion (1) se llama sucesién recurrente de orden k, y la ecuacion (2) se

llama ecuacidén recurrente de orden k.

Por tanto, toda sucesidon recurrente a partir de un determinado término se expresa
mediante una misma cantidad k de términos anteriores segtn la formula (2). Se utiliza la
palabra “recurrente” porque para determinar el término posterior se debe recurrir a los

términos anteriores. Algunos ejemplos de sucesiones recurrentes son:

Ejemplo 1: Progresién geométrica.
Seauy = a,u; = ar,u, = ar?,...,u, = ar™, ...de donde se obtendria la ecuacidn:
Un+1 = UpT

Por tanto tenemos que k = 1y a; = r. Es decir, la progresion geométrica es una sucesion

recurrente de primer orden.

Ejemplo 2: Progresion aritmética.
Seauy =a,u; =a+d,u; =a+2d,...,u, = a+nd, ... de donde se obtendria la ecuacion:
Uper =U, +d

Pero de esta ecuacidon no se obtiene una relaciéon obvia con la ecuacién (2). Por tanto

tomando dos valores consecutivos de n y operando con ellos tenemos que:
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Untz =Uns1 +d Y Uppr =Up +d
Y restandolos obtenemos que:
Uniz — Unt1 = Upyr T Up
Es decir,
Uptz = 2Upyy — Up

Por tanto k =2,a, =2 y a; = —1, asi que las progresiones aritméticas son sucesiones

recurrentes de segundo orden.

Ejemplo 3: La sucesion de Fibonacci.

Se considera el mitico problema planteado por Fibonacci, que consiste en determinar el
numero de conejos en una determinada generacidn si la poblacién de conejos cumple ciertas
condiciones. En concreto, se quiere calcular el nimero de parejas de conejos adultos,
descendentes de una pareja de conejos adultos, al cabo de un afio si cada pareja adulta
produce mensualmente una pareja nueva, y los recién nacidos alcanzan la madurez tras un
mes. Lo que nos interesa en este problema no es el resultado, sino la sucesién cuyos
términos determinan el nimero total de parejas adultas en el momento inicial (1), al cabo

de un mes (u;) y en general al cabo de n meses (u,,).

Se ve facil que uy = 1. Al cabo de un mes, se sumara una pareja recién nacida, pero el n? de
parejas adultas seguira siendo el mismo, por tanto u; = 1. Cuando hayan pasado dos meses,

la primera pareja pequefia habra alcanzado la madurez, asi que u, = 2.

Si suponemos que al cabo de n meses el nimero de parejas adultas es u, y que u,,; es el
ndimero de parejas adultas al cabo de n+1 meses. Por tanto las u, parejas adultas
produciran u,, parejas en el mes n+1, que seran adultas en el mes n+2; a este nimero hay
que sumar el correspondiente al nimero de parejas adultas que tenemos en el mes n+1.
Como consecuencia en el mes n+2 el nimero de parejas adultas sera:

Upyz = Upyr T Uy
Hemos obtenido asi la sucesion

Uy =1,u; =Lu, =2,u3 =3, u, =5us =8,ug =13, ...

en la que cada término es igual a la suma de los dos anteriores. Esta sucesion es la conocida

como sucesién de Fibonacci. La sucesion de Fibonacci es una sucesion recurrente de

segundo orden.

-24-



Ejemplo 4: Consideramos la siguiente sucesion periodica:
(1,4,7,1,4,7,1,4,7,1,4,7, ...)
Una definicién por recurrencia podria ser:
xg =1, x1 =4, Xy, =7, Xpez3 =X, VN EN

Se sabe por tanto que su orden es menor o igual que 3. Si fuese menor o igual que 2, deberian

existir a y b complejos tales que la sucesién podria definirse por:
xO = 1
x1 = 4
Xp42 = AXpyq + bx, VYN EN
Por tanto, considerando los términos x,, x; y x, se tendra que:

l=ax7+b=x4

{7=a*4+b*1
4d=ax1+b=*7

Pero este sistema lineal no tiene soluciones, es decir, no existen ay b complejos que cumplan

dichas ecuaciones. Por tanto la sucesion es de orden 3.

Ejemplo 5: En este ejemplo vamos a analizar la sucesion de los cuadrados de los nimeros
naturales. Para mayor facilidad de entendimiento, vamos a empezar la serie en término

uno.
u; = 1%,u, = 22,u3 = 3%2,u, = 4%,us = 5%, ...,u, = n?, ...
Asiqueu,; = (m+1)2 =n? +2n+ lesdecir,upy; = Uy +2n+1
Aumentando n en uno, tenemos que:
Upiz = Uppq +2n+3
Por tanto, operando con estas dos ultimas ecuaciones se tiene que:
Utz — Upp1 = Upyr — Uy +2

Es decir,

Upsz = 2Upyq — Up +2
Si aumentamos n en uno en esta ultima ecuacion, tenemos que:
Un+3 = 2Unyp — Upyq T2
Si operamos con estas ultimas dos ecuaciones tenemos que:

Un43 = Untz = 2Unyz — 3 Upyg T Uy
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Es decir,
Upyz = 3Upyz — 3Upyq T Uy

Por tanto tenemos que la sucesién de los cuadrados de los nimeros naturales es una

ecuacién recurrente de tercer orden.
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RELACIONES DE RECURRENCIA LINEALES:

Definicion 2: Una relacién de recurrencia de orden 4 se llama relacién de recurrencia

lineal cuando la formula de recurrencia es lineal:
p = C1ap_q + Can_o + -+ cran_ +gn) paratodon >k

Si g(n) = 0, la relacién de recurrencia lineal se llama homogénea.

Con g(n) # 0 se le llamara relacién de recurrencia lineal no homogénea.

Dada una relacion de recurrencia lineal no homogénea, la relacién de recurrencia lineal

homogénea asociada a la anterior es
Ap = C1Qp_q1 + Cap_5 + -+ cxay_ paratodon =k

Cuando se trata con la relacién de recurrencia lineal homogénea asociada, la relacién no

homogénea de la que procede se suele llamar relacién completa.

Para “resolver” una sucesiéon de recurrencia hay que obtener, a partir de la férmula de
recurrencia y las condiciones iniciales, una férmula a,, = F(n),n > 0, que proporcione los

términos de la sucesion en funcidn de la posicion que ocupan.

Caso orden uno:

Resultado 1: La solucién de las sucesiones recurrentes lineales de primer orden se
realiza por induccién:

{an =Cap_1 +9gn), n=>1

n
= a,=c"b +Z i) cht
a0=b0 n 0 i=1g()

Caso orden uno:

Resultado 2: Una sucesion recurrente lineal homogénea de segundo orden es

{an =Cap-1+Cap n21
ag = bo ,aA1 = bl

Se llama ecuacién caracteristica de la recurrencia a la ecuacién x? = ¢;x + c,, y a sus

soluciones se les llama raices caracteristicas.
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Resultado 3: Propiedades de la ecuacion y de las raices caracteristicas.

- x = a esraiz caracteristica & a,, = a™ es solucion de la formula de recurrencia.

- Six = «a es una raiz caracteristica doble, entonces na™ es solucién de la férmula de
recurrencia.

- Si x, e y, son soluciones de la formula de recurrencia, también lo son x,, + y,,, y

kx, paratodo k.

Resultado 4: Soluciones de las sucesiones recurrentes lineales de 22 orden son:

- Sia # B entonces son dos raices caracteristicas, entonces la solucién sera
a, = kya™ + k, 8™, donde k; y k, son las soluciones del sistema

{ k1+ k2:b0
ki o< +kyB = by

Como ejemplo la sucesion de Fibonacci.
- Sia = B, es decir, a es raiz doble, entonces la solucién sera
a, = (ky + k,n)a™, donde k; y k, son las soluciones del sistema
{ k1 = bo
(k1 + k3) x= by
Un ejemplo seria la sucesion de recurrencia no homogénea:
{an=3an_1+5-3" nx1
ao = 2

Cuya solucién es: a,, = (2 + 5n)3™
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Caso general:

Resultado 6: Para resolver la sucesién recurrente lineal completa de segundo orden

(1) {an =C1ap-1+ 0y +g(n), n=2
ag = bo ,a1 = b1

se considera la relacion homogénea asociada
(2)an = c1ap_1 + 2055

Primero se calculan todas las soluciones de la relacién homogénea (2): supongamos que

éstas son: a,(kqy k;)

A continuacidén se busca una solucién particular x,, de la relacién completa teniendo en

cuenta los diferentes casos posibles:

- Sig(n) es un polinomio de grado p, x;, es un polinomio de grado > p.
- Sig(n) = cb™y b no es raiz caracteristica, entonces , x,, =kb™
- Sig(n) = cb™ con b raiz caracteristica simple, entonces, x,, =knb™

- Sig(n) = cb™ con b raiz caracteristica doble, entonces , x,, =kn?b"
Todas las soluciones de la relacién completa son de la forma y, = an(k1,kz) + x,

Para hallar la solucién a la sucesion (1) hay que hallar k; y k, raices de la ecuacion

caracteristica para que y, general verifique las condiciones iniciales.

de la relacién completa.
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EJERCICIOS RESUELTOS:

Ejercicio 1: Hace 15 afios se invirtieron unos ahorros en una cuenta que pagaba 8% de
interés anual con pagos trimestrales. Si ahora el saldo de la cuenta es de 7218.27€, ¢ Cuél

fue la inversioén inicial?

.. . . 0.08
Resolucion: Sea a,, el capital al cabo del trimestre n, tenemos que a, = a,,_1 + (—) An_1
4
es decir, una relacién de recurrencia a,, — 1.02 a,,_; = 0 que es una geométrica de razon

1.02 y cuya solucién general sabemos que es a,, = ¢(1.02)™.

Por tanto, si al cabo de 15 afios (que son 60 trimestres) el saldo es de 7218.27 €, es decir

a, = 7218.27 €

Podemos calcular la cantidad inicial ¢, ya que ¢ = (712(1)2)26(7) = 2200
Por tanto la inversidn inicial fue de ay, = 2200 €
Ejercicio 2: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, =5a,_1+6a, 3=0, n=>2, ap,=1,a; =3

Resolucion:

Buscamos una progresion geométrica a,, = cr™ que verifique la relaciéon de recurrencia:
cr —5cr™l —6cr™ 2 =0

Sacamos factor comtin ¢r™~2 y obtenemos cr™® ?(r? —5r —6) = 0

La ecuacién caracteristica es 7> — 57 — 6 = 0 cuyas soluciones son 6 y -1.

Entonces tenemos que a, = c6"ya, =c(—1)" son soluciones buscadas, como son

linealmente independientes, entonces la solucién general es a,, = ¢;6™ + ¢, (—1)™
Y ahora para calcular ¢, y ¢, utilizamos que gy = 1y a; = 3.

Siay =1setieneque 1 =c; + ¢, ysi a; =3 setieneque 3 =6¢c; —2c,
Resolviendo el sistema tenemos que ¢; = % yc, = %

De donde obtenemos que la solucién general es: b

4 n 3 n
an=76 +7(—1) conn=0
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Ejercicio 3: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
2an4, —11la,_4 +5a, =0, n=>0, ap =2,a; = —8
Resolucion:

Seguimos el mismo procedimiento que en la anterior, buscamos una progresiéon geométrica

a, = cr™ que verifique la relacién de recurrencia:
2cr™2 — 11cr™l + 5¢r™ = 0
Sacamos factor comtn cr™ y obtenemos cr(2r2 —11r +5) = 0
La ecuacion caracteristica es 2r> — 11r + 5 = 0 cuyas soluciones son 5y 1/2.

Entonces tenemos que a, =c5"ya, =c(1/2)" son soluciones buscadas, como son

linealmente independientes, entonces la solucién general es a,, = ¢;5™ + ¢, (1/2)™

Y ahora para calcular ¢; y ¢, utilizamos que ay; =2y a; = —8.
Siayg = 2setieneque 2 =c¢; + ¢, ysi a; = —8setiene que —8 = 5¢; +% Cy
Resolviendo el sistema tenemos quec; = =2y c, =4

De donde obtenemos que la solucién general es:

a, =—2x5"+4(1/2)" conn=>0

Ejercicio 4: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
3apy1 = 2a,+a,_1 =0, n=>1, a,=7,a, =3
Resolucion:
Esa sucesion es una sucesion recurrente lineal homogénea de segundo orden. Por tanto la
ecuacion caracteristica es 3r%2 — 2r — 1 = 0 cuyas soluciones son 1y -1/3.
Entonces tenemos que a, = cl1™ya, = c(1/3)" son soluciones buscadas, como son

linealmente independientes, entonces la solucién general es a,, = ¢; + ¢c,(—1/3)™.

Y ahora para calcular ¢, y ¢, utilizamos que ay = 7 y a; = 3.

. . : . 1
Siay = 7setieneque 7 =c¢; + ¢, ysi a; = 3setieneque 3 =¢; —3C
Resolviendo el sistema tenemos quec; =4yc, =3

De donde obtenemos que la solucién general es:

a, =4+3(-1/3)" conn=>0
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Ejercicio 5: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Apniz +a, =0, n=0, a,=0,a;, =3
Resolucion:

Esa sucesién es una sucesidn recurrente lineal homogénea de 22 orden. Por tanto la

ecuacion caracteristica es 72 + 1 = 0 cuyas soluciones son i, -i.
-1

. Vs . Vi . -7 .
Dondei = cos; + Lsenz; -l = c057+ isen 2

Entonces la solucién general es a,, = ¢ (i)™ * +c,(—i)™. Utilizando el teorema de de Moivre
a, = c1(cos % + isen n—:) * +cy(cos _Tm + isen _Tnn)
Asi que teniendo en cuenta que cos (-a) =cos(a) y que sen (-a) = - sen(a), tenemos que

nct . nmw nm
a, = cy(cos > + isen 7) * +c,(cos -

Tomando ahorak; =¢; + ¢, y k; = (¢c; — ¢3) * i la ecuacién que nos queda es:

_ nn)
isen—
2

nm nm
a, = klcos7 + kzsenT

Siay = 0setieneque 0 = k; ysi a; = 3 setiene que 3 = k,.

De donde obtenemos que la solucién general es:

nr
a, = 35en7 conn=0

Ejercicio 6: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Apyp +4a, =0, n=0, a,=a; =1
Resolucion:
Esa sucesiéon es una sucesion recurrente lineal homogénea de 22 orden. Por tanto la
ecuacion caracteristica es 72 + 4 = 0 cuyas soluciones son 2i, -2i.
Donde 2i = 2 (cosg + isen%) ; —20 = 2(cos_2—” + isen_?n)
Entonces la solucion general es a,, = ¢;(20)" + ¢, (—2i)™. Utilizando el teorema de Moivre
a, =2"c; (cos nz—n + isen nz—n) +cy (cos _Tnn + isen _Tnn)]
Asi que teniendo en cuenta que cos (-a) =cos(a) y que sen (-a) = - sen(a), tenemos que
nw . nw nm . nm
a, = 2" (cos— + Lsen—) +c, (cos— —isen —)]

2 2 2 2
Tomando ahorak; =¢; + ¢, y k, = (c; — ¢3)i la ecuacién que nos queda es:
nm nm
a, = 2"(kycos — + kysen—)
2 2
Siap = 1setieneque 1 =k, ysi a; = 1setieneque 1= 2k, por tanto k, = %

De donde obtenemos que la solucién general es:
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_ n(COSTlT[+1 nrr) >0
a, = > 2sen2 conn =

Ejercicio 7: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, —6a,_1+9a, ,=0, n=>2, ag=5a =12
Resolucion:

Esa sucesién es una sucesidn recurrente lineal homogénea de 22 orden. Por tanto la
ecuacion caracteristica es 72 — 6r + 9 = 0 cuya solucién es 3, que en este caso es solucion

doble.

Entonces tenemos que la solucién general es a,, = ¢; 3" + c,n 3™

Y ahora para calcular c¢; y ¢, utilizamos que ay =1y a; = 3.

Siay=>5setieneque 5=c; ysi a; =12 se tiene que 12 =5 X 3 + 3 ¢, de donde se
obtiene que ¢, = —1

De donde obtenemos que la solucién general es: b

a,=((5-n)3" conn >0

Ejercicio 8: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Anip +2ap_4 +2a, 3=0, n=2, a,=1,a, =3
Resolucion:

Esa sucesion es una sucesion recurrente lineal homogénea de 22 orden. Por tanto la

ecuacion caracteristica es v? + 2r + 2 = 0 cuyas soluciones son -1-i, -1+i.

Donde -1+i = \/E(COS%T + ise‘fl%n): -1-i= \/E(COS_T?”T + isen_TM)

Entonces la solucién general es a, = ¢;(—1 + i) + c,(—1 — i)". Utilizando el teorema de
Moivre a,, = (V2)"[c, (COS% + isen n?Tn) +c, (cos%?’n + isen %?’n)]

Asi que teniendo en cuenta que cos (-a) =cos(a) y que sen (-a) = - sen(a), tenemos que
n3mt . n3m n3mt . n3m
a, = (V2)"[c,(cos— + isen——) + c,(cos — — isen——)]
4 4 4 4
Tomando ahorak; = c¢; + ¢, yk, = (¢c; — ¢3)i la ecuacion que nos queda es:
n3m

n3m
an = (ﬁ)"[klcosT + kzsenT
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Sia; =1setieneque 1=k; ysi a; =3 se tiene que 3 = (\/i) (%i+§k2) de donde
sacamos que k, = 4
De donde obtenemos que la solucién general es:

a, = (\/E)n (cos

n3m

+4 nsn >0
2 senT) conn >

Ejercicio 9: Halla y calcula una relacién de recurrencia entre el nimero de formas

posibles de aparcar coches y motos en una fila de n espacios, teniendo en cuenta que:

1) Cada moto ocupa un espacio y cada coche dos
2) Todas las motos y los coches son idénticos

3) Se quieren utilizar todos los espacios.
Resolucion: (Nota: Es la sucesion de Fibonacci)

Llamamos a,, al nimero de estacionar motos y coches en n espacios en las condiciones

dadas previamente.

Sea a]i* el nimero de los anteriores cuyo ultimo espacio esté ocupado por una moto y ay, al
numero de los anteriores cuyo udltimo espacio esté ocupado por un coche. Es evidente que
en el espacio anterior lo ocupa el mismo coche, debido a que un coche ocupa dos espacios
por tanto tenemos que ay, = a,_,, ya que no importa que dos espacios atras lo ocupe un

coche o una moto y por tanto tengo todas las posibilidades que son a,,_,.

Por otro lado si supongo que el ultimo espacio de los 7 es una moto, el anterior puede ser
una moto o un coche, por lo que se tiene todas las posibilidades en n-1 espacios, es decir
ayl = a,_,.Como a,, = ayt + a§, es decir, a,, = a,_1 + a,_, paran = 2y a,; = 1 tenemos
que en un espacio solo puede estacionarse una moto, y que a, = 2 ya que en dos espacios
pueden estacionar dos motos o un coche, es decir dos casos. Por tanto es una sucesién de

Fibonacci. Sabiendo que la sucesion de Fibonacci paran = 0 es:

1 [/1+v5\" [1-+v5\"
I\ 2 2
Como en este caso particular partimos de a, = 1 yaque ap no nos Vale, entonces la sucesion
es:
1 [1+vE\" 1-VE\"
M=\ 2 2
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Ejercicio 10: Si a, = 0,a, = 1,a, = 4 y a; = 37 satisfacen la relacion de recurrencia

Ansz +bay +ca, =0, donden > 0y Db, cson constantes, encuentra a,,.

Resolucion: Segun la recurrencia se tieneque a, + b X a; + ¢ X ay = 0, es decir,4 + b =0,
entonces b = —4 .Y segln la recurrencia tenemos que a; + ba, + ca; = 0, es decir, 37 —

4 X 4c¢ = 0 entonces c = —21.

Por tanto la ecuacién caracteristica de la recurrencia es r? — 4r —21 = 0, donde las

soluciones son 7 y -3. Por tanto, la solucién general es:
ap = 17"+ c(=3)"

Como sabemos que a; =0, entonces 0=c¢; +c, y de que a; =1 obtenemos que

1

. . 1
1 = 7c; — 3c, . Con estas dos ecuaciones concluimos que ¢; = AT

Por tanto la solucion general es a, = % (7" = (=3)")

Ejercicio 11: Dado un alfabeto S que consta de los cuatro caracteres numéricos 1, 2, 3, 4
y los siete caracteres alfabéticos a, b, c, d, e, f, g. Encuentra y resuelve una relacién de
recurrencia para el nimero de palabras de longitud nen S, de tal manera que no aparezcan

caracteres alfabéticos consecutivos.

Resolucion: Dividimos en casos, para ello si los a,, buscados acaban en niimero, la cantidad
de ellos es a,_; ya que el anterior puede ser letra o nimero por tanto todos los casos de n-
1 caracteres. Como tenemos cuatro nimeros, la cantidad total de los que acaban en nimero

serd4a,_;.

Si en cambio, los a, buscados acaban en letra, los anteriores han de acabar
obligatoriamente en n®. Entonces, los a,, que acaban en una letra de las dadas son todos los
casos cuyo caracter anterior es un niimero, que razonando como anteriormente son 4 a,,_,
pero como tenemos 7 letras, el total de los acabados en letra serd 28 a,,_,. Por tanto la

relacion de recurrencia buscada es:
a, = 4a,_1 + 28a,_,

De donde sacamos que su ecuacién caracteristica es: r?> — 4r — 28 = 0, cuyas soluciones

son los ndmeros reales: 2 + 4v2, 2 — 4+/2. Por tanto la solucién general sera:
n n
an = Cl(Z + 4\/2) + Cz(z - 4\/2)

Tomando ay = 1y a; = 11 tenemos que:
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l=c+c; y 11=¢(2+4V2)+c,(2-4V2)
Y resolviendo este sistema lineal obtenemos que:

8+ 92 8 — 92

“= 16

Por tanto la solucién general es:

a, = <8+9‘/_>(2 +42)" ( >(2 42)"

Ejercicio 12: El dia 1 de Abril se depositaron 1000€ en una cuenta que paga interés
mensualmente a razén de un 6% anual. Al principio de cada mes se realizara un ingreso
de 200€. Si se continua realizando esto durante los proximos 4 afios, ;Cudnto dinero habra

en dicha cuenta al finalizar estos 4 afos?

Resolucion: Sillamamos a,, al dinero que habra dicha cuenta a primeros del mes enésimo.

Es facil deducir que:

0.06

= +—
aAn =an_1 12

apn_1 + 200

Es decir tenemos la siguiente relaciéon de recurrencia:
a, — 1.005a,_; = 200 paran = 1y a, = 1000.

Resolvemos esta relacion de recurrencia, una solucion para la homogénea es ¢(1.005)™ y se
busca una solucién del tipo A(1)™ de modo que: A — 1.0054 = 200, de donde obtenemos

que A = —400000. Por tanto la solucién general de nuestra relaciéon de recurrencia es:
» = ¢(1.005)™ — 40000.
Teniendo en cuenta que a; = 1000, obtenemos:
1000 = ¢ — 40000 esdecir ¢ = 41000
Por tanto la solucion final es:
a, = 41000(1.005)™ — 40000

Para calcular la cantidad de dinero que tendremos dentro de 4 afios(48 meses) sustituimos

y le restamos los 200 que ese mes aun no los habremos ingresado:

48 — 200 = 41000(1.005)*8 — 40000 — 200 = 11890.05€
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Ejercicio 13: Una particula se mueve en direccion horizontal. La distancia que recorre
en cada segundo es igual a dos veces la distancia que recorre en el segundo anterior. Si
a, denota la posicion de la particula en el segundo n-ésimo. Encuentra una relacion de
recurrencia para a,,.

Resolucion: Si usamos lo que se dice en el enunciado y a,, denota la posicién en el segundo
n-ésimo, entonces a,,_4 sera la posicion de la particula en el segundo anterior. Por tanto la
distancia recorrida en el segundo n-ésimo sera a,, - a,_,. Como sabemos que la distancia
recorrida es el doble que la recorrida en al segundo anterior, que seria a,,_1 — a,_2,
entonces la relacién de recurrencia pedida sera:

ap — Ap_1 = 2(Ap_1 — An_3)

Ejercicio 14: La siguiente sucesion, cuyo término n-ésimo indica la cantidad maxima de

operaciones del algoritmo de Gauss para triangular una matriz de n x n es:

{ x1=0
Xpe1 = (2n?2+n)+x, VneEN

Calcula si esta sucesién es una sucesion recursiva lineal.

Resolucion: Consideramos para todo n € N, los términos x,41, Xpn12, Xne3 ¥V Xnt4 de la

sucesion:
Xnt1 = (2n% +n) + x,
Xntz = (2n% + 50+ 3) + x4
Xne3 = (2n% +9n +10) + xp42
Xn+a = (2n% + 130+ 21) + x,43

Sabemos que (2n%+n),(2n?+5n+3),(2n>+9n+10)y (2n?+13n+21) que
aparecen en las igualdades son polinomios en n de grado 2. Pero es conocido que si hay 4
polinomios de grado 2, son dependientes, es decir, existe una combinacion lineal no trivial

de ellos que da el polinomio 0. Con cuentas llegamos a que:
(-D2n?>+n)+32n*>+5n+3)—-32n%2+9n+10) +1(2n* +13n+21) =0

Y usando la misma combinacion lineal en las ecuaciones anteriores miembro a miembro

tenemos que:

(=Dxp41 + 3%p42 — 3xXp4s + Xnpa = (DX + 3%541 — 342 + Xny3
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= Xnta = 4Xp43 — 6Xp4p +4xp41 — 1x, VR EN

Es decir, la sucesion esta definida por:

( x;=0
X, =3
x3 =13
x4 = 34

lan =4x,43 — 6Xp42 + 4% 1 — 1x, VN EN

Es decir, es una recursién lineal de orden menor o igual que cuatro. Podemos probar
facilmente que es de orden 4, suponiendo que sea recursiva lineal de orden menor o igual

que 3 y llegando a un absurdo.

Ejercicio 15: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
ap—p — 604,41 +9a, =32™")+73") n=0,a,=11-1=4

Resolucion: 1o primero de todo, es buscar la solucién particular para la correspondiente
ecuacion homogénea, es decir para a,_, — 6a,,1 +9a,, =0, para la cual su ecuacion

caracteristica sera: 2 — 6r + 9 = 0 que tiene por raiz doble el 3. Por tanto la solucién sera:
¢, (3™) + cn(3M)

Ahora buscamos la solucién para la ecuacion: a,,_, — 6a,,, + 9a, = 3(2")

Probamos con la forma A(2™), de modo que:

A(2™2) — 6A(2™F1) +9(2™) = 3(2"), donde, dividiendo por 2", tenemos que:

4A —12A +9A = 3, es decir, A = 3.

Y finalmente buscamos una solucién para a,,_, — 6a, .1 + 9a,, = 7(3"™)

Como ¢;(3") + c,n(3™) era ya solucién para la homogénea, vamos a intentarlo con Bn?(3™)
de modo que: B(n + 2)2(3"*2) — 6B(n + 1)2(3"*1) + 9Bn?(3™) = 7(3"), que dividiendo
por 3™ tenemos que: 9B(n + 2)? — 18B(n + 1)? + 9Bn? = 7 de donde obtenemos que

7 . . .
B = e Por tanto la solucién general de la ecuacion recurrente sera:

7
a, = ¢;(3™ +c,n(3") + —n?3" +3 x 2"

18
Utilizandoqueay =1y a; = 4tenemosque: 1 =c;+3 = ¢ =-2y
4 2X3+c3+ ’ X3+3 X2 17
e E— ﬁ [ —
2> 718 2718

Por tanto la solucion de la ecuacion general sera:
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17 7 1
@y = =2(3") + 2@ + 7gn?3" +3X 2" = o (7n® + 170~ 36) X 377 +3 x 2"
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EJERCICIOS PROPUESTOS:
Ejercicio 1: Sea {x, },en Una sucesion de nimeros reales positivos creciente. Probar que,

si es recursiva lineal, existe una constante C tal que:

Xn+1
xn

<C VneN

Ejercicio 2: Decide cuales de las siguientes sucesiones {a, },,ey SON recursivas lineales.

En caso afirmativo hallar una ecuacion de recurrencia y el orden.

1) a,=3"+n3"1
1
2) an = n
3) a, = (3" +n 3" 1) (5" —n 5"1)
4) a, =n?

5) an = leisni3

Ejercicio 3: Sea P € C[X] un polinomio de grado k. Probar que la sucesion

{x, }nen definida por:
X, =P(n) VneN

Es recursiva lineal de orden menor o igual que k+1.

Ejercicio 4:

i) Sean a4, ..., a; a € C. Se consideran la siguiente sucesion:

X1y ey Xg
k-1
Xpik = Z Aixpiit+a sin=>1
i=0

Probar que {x;};cn €S una sucesion recursiva lineal. ;Qué se puede decir del orden?

ii) Sean a4, ...,a; a € Cysea {x,},ey UNa sucesiéon recursiva lineal. Probar que la

sucesion

{J’1 =4y e Ye = g

_ sin=>1
Vi+n = Xn

Es recursiva lineal. ;Qué se puede decir del orden?
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Ejercicio 5:

i) Sea S < C un conjunto y sea {x, },,ey Una sucesion recursiva lineal que x; € S para todo
i € N. Probar que {x,,},,en €S periodica a partir de cierto término.

i) Sea {x,}nen la sucesion de los digitos del desarrollo decimal de v2 y sea D =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Probar que para ningln valor de k existe f: D¥ — D tal que

f(n, Xnt1, s Xnp-1) = Xnix YR €N
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FUNCIONES GENERATRICES:

Definicion 1: A continuacién vamos a asociar funciones a sucesiones infinitas de

numeros
f(x) < (an)n=o

Mediante la siguiente regla:

fG) = i ap X"
n=0

La funcion f(x) la llamaremos funcién generatriz de los (a,). Las llamamos “funciones”
aunque, a priori puede ser que la serie no converja y no estemos hablando de una funcién.

Cuando queramos considerar a f como una funcién para, por ejemplo, evaluar un cierto
valor de x, habra que tener cuidado con las cuestiones de convergencia. Pero, mientras no

sea ese el caso, podemos argumentar todo mediante series formales.

El nimero a,, que normalmente sera la solucién a un cierto problema combinatorio, sera el
coeficiente de x™ en la serie de potencias anterior. Esto lo resumimos con la siguiente

notacion: a, = Coef,[f (x)]

Funciones generatrices de una suma conocida

Si se conoce la suma de una funcién generatriz, es decir, se dispone de una expresion para

la funcidén, entonces partimos con una gran ventaja.

Por ejemplo, si tenemos que la serie de potencias f(x) = Y5 a, X" converge en un cierto
intervalo (—R, R) y se conoce la expresion de f(x), entonces se podra evaluar la funcion (y
también cualquiera de sus derivadas) en valores de x que cumplan |x| < R. En particular,

m)
se podra calcular los coeficientes mediante la formula de Taylor habitual: a, = ! n|(0)

A continuacién vemos algin ejemplo:

Ejemplo 1: Tomamos como primer ejemplo, el ejemplo basico, la suma de la serie

geomeétrica:

S
1—x

n=0
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Este ejemplo sdlo tiene sentido si |x| < 1. Asi que tenemos que 1/(1 — x) es la funcién

generatriz de la sucesién infinita de unos:

1
T (Dr=o

Es decir, con otras palabras, Coef, [i] = 1paran = 0,1,2,3, ... A partir de ahora esta sera

la serie de potencias basicas para nosotros.

Ejemplo 2: Otra serie de potencias muy tratada es la que define a la funcién exponencial,

que la podemos expresar de las tres formas que lo estamos haciendo:
o X" x. x Lyo . & x1_ 1 >0
Zn=0§ =e7 er & (a)n=0 3 0 Oefn[e l==n=z=

n!

Se observa que la serie de potencias primera converge para cualquier valor de x.

Ejemplo 3: El caso del teorema del binomio proporciona otro caso muy conocido: Para

m=1

©o

1+x)™= Z (Z) x"

n=0

En este caso, esta presentacion es valida para todo x porque la serie de potencias es un

polinomio, pues para m = n los coeficientes binémicos seran nulos.

avom o ()1 ()00

- 46 -



OPERACIONES CON LAS FUNCIONES GENERATRICES:

e Sumar y multiplicar por constantes

Sean dos funciones generatrices f(x) y g(x), asociadas a dos sucesiones de nameros, (a,)
y (b,,), respectivamente, y sean a y f dos ndmeros cualesquiera. Esta primera regla tiene
que ver con los coeficientes de la funcién af (x) + fg(x), donde obtenemos el resultado

previsto:
fG) < (anzoy 9(x) < (bpn=o = af(x) +Bg(x) < (aa, + Bbn)nzo

Es decir, al sumar (y/o multiplicar por constantes) funciones generatrices se estd sumando
(y/o multiplicando por constantes) las sucesiones asociadas. Probar este resultado es

trivial.
e Producto de funciones generatrices

Esta siguiente regla considera el producto de dos funciones generatrices f(x) y g(x)
asociadas a (a,,) y (b,,) respectivamente. Empezamos con las primeras manipulaciones de

este producto:

fx)-glx) = <§: akxk) ibjxj = iiak b; xk+i
ke j=0 k=0j=0

=0

Ahora a continuacion vamos a tratar de calcular el coeficiente n-ésimo de la serie de
potencias f(x)g(x). Se obtendran términos con x™ cuando los indices k y j sean tales que

k +j =n. Por tanto cada combinacion de estas contribuird con el producto de a; by
correspondiente. Asf que llamaremos c,, a los coeficientes de f(x)g(x):
Cp = 2 agb;
k+j=n

Es decir, estamos realizando una suma doble, con los indices k y j, pero s6lo sumamos
aquellos cuya suma vale n. Realizando un pequefio analisis se llega a que:

n

Ch = z Ay bp_k

k=0

Por tanto tendremos que el llamado producto de Cauchy queda asi:

n o)

f(x) < (an=o : PN
{g(x) — (bp)n=o = /() 9tx) (kZoak bn—k>n=0
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e Derivar funciones

Dada una funcién f que genera unos cierto (a,), ;Qué funcién generara la sucesion (n a,,)?
El objetivo es buscar una operacién que, aplicada a f, haga que sus coeficientes aparezcan
multiplicados por la posicién que ocupan. Gracias a la estructura especial que tienen las
series de potencias, nos hace pensar que esta operacién va a ser la derivacién o algo muy
similar:

oo

fx) = Zanx” = ' = inanxn—l

n=0 n=1

Por tanto tenemos que f’(x) estd asociada a la sucesiéon (1a_1,2a_2,3a_3,...) Ya casi
tenemos lo buscado, salvo el primer coeficiente, que deberia ser 0 a,. Por tanto tenemos

que desplazar la sucesién hacia la derecha una posicién, por tanto nos quedara asi:
xf'(x) & (0ag,1ay,2a,3as,..) =Ma)no

Si ahora queremos obtener la funcién asociada a la sucesién (n? a,,) utilizamos el mismo
argumento que en la anterior pero esta vez aplicado a la funcién x f’(x) (cuyos coeficientes

son en este cason Cln) tenemos que:

x(x f'(0))" & (MPan)izo

Y asi seria sucesivamente, es decir, cada factor x extra en el coeficiente se obtiene repitiendo
la operacién. Abreviando, llamamos (x d/dx) al operador que actia sobre una funcién

derivandola primero y después multiplicindola por x. Entonces paracadam > 1

d m
f@) o @i = (x) (F0) o Mmain,

Ejemplo 4: ;Cuél es la funcion generatriz f (x) de la sucesion de ntimeros (0,1,2,3, ... )?

Se conoce que 1/(1 — x) genera la sucesion (1,1, 1, ...) asi que solo hay que aplicarle esta

ultima regla para obtener lo que buscamos:

X = «—> wes
1 X (1 X) T

Si lo queremos analizar mdas general, podemos obtener la sucesién de ndmeros

(0,d,2d,3d, ... ) que estan en progresion aritmética que empieza en 0 y con diferencia d:

dx

d
— dd,d,d,.. —
(_)( ) Yy My Y ) = (1_x)2

— (0,d,2d,3d,...)
1—x
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Si seguimos analizando, se puede comprobar que la funcién generatriz de una progresion

aritmética general, que empieza en un cierto a y con diferencia d es:

a dx a+(d—-a)x
T—x T ad—02 —(@-»n?

— (a,a+d,a+2d,a+3d,...)
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE RECURRENCIA
CON FUNCIONES GENERATRICES

Vistas ya algunas de las operaciones que se pueden realizar con las funciones generatrices
y vistas las ecuaciones de recurrencia, vamos a tratar de resolver dichas ecuaciones de

recurrencia desde el punto de vista de las funciones generatrices.
Para resolverlas seguiremos los siguientes pasos:

- Lo primero sera asociar a la sucesion de niimeros en cuestion una funcién generatriz,
por ejemplo f(x).

- A continuacidén, buscaremos una expresion manejable para f(x). Para esto utilizaremos
la informacién proporcionada, es decir, la ecuacién de recurrencia y las condiciones
iniciales que nos permitirdn obtener una ecuacién (algebraica, diferencial, etc.) para
f(x).Y tras resolverla obtendremos una formula para f (x).

- Finalmente desarrollaremos la funcién en serie de potencias, para poder obtener una
expresion cerrada de los coeficientes ya que lo que nos interesa es la sucesion de

numeros.

Ejercicio 1: Calcular la sucesion de nimeros {a,},, que verifica que
a = 0,a,=1ya, = a1 +a,_, +n sin=> 2.

Resolucion: (Sucesion de Fibonacci) Lo primero de todo sera construir una funcion f que
genere los {a,}, y traducir la informacién que tenemos sobre estos nimeros en una

ecuacion sobre f:

[oe)
f(x)=ayg+ax+ E(an_l +a, ,+n)x" =

n=2
oo oo (0.0)
n-1 2 n—2 n
x+x2an_1x +x Zan_zx +an
n=2 n=2 n=2

1
=x+xf(x)+x2f(x)+<m—x)

Aqui hemos utilizado que conocemos la funcién asociada a la sucesién cuyo coeficiente n-

ésimo es precisamente n. Ya tenemos la ecuacion para f:

@) = xf () + ¥ () + ﬁ
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De la cual obtenemos que:

1
(1-x)2(1—-x—x2)

f) =

Los coeficientes de esta funcién son los a, del enunciado, que se pueden obtener

desarrollandola en serie de potencia utilizando fracciones simples.

Este método sera ttil cuando sepamos sumar (obtener una expresion analitica) la serie o
las series de potencias que incluyan a la parte no homogénea. El que la ecuacién siga siendo
lineal de coeficientes constates nos asegura que el tipo de ecuacion que obtendremos para f
seguira siendo algebraica. Es decir, si consideramos otro tipo de ecuaciones como pueden
ser las ecuaciones lineales no homogéneas con coeficientes no constantes las

complicaciones aumentan considerablemente.

Ejercicio 2: Calcula las sucesiones de numeros {a,}, v {b,}» que verifican que para

cadan > 1

{an=3an_1+ bn—1 conay=1yby,=1

bn =2 an-1 + bn—l
Resolucion:

Lo primero de todo introducimos un par de funciones generatrices asociadas a las

sucesiones de dicho ejercicio:

alx) = i a, x" B(x) = i b, x™
n=0 n=0

La primera ecuacion, escrita en funcién de estas dos funciones, es:

alx) =ay+ Z(Ban_l +bp_1)x" =1+ 3x Z o x" 1+ x Z bp_qx™1
n=0 n=1 n=1
=1+3x2akxk+x bex¥=1+xa(x)+xp(x)
k=0 k=0

Actuando de manera andloga con la segunda ecuacién obtenemos que las funciones

generatrices verificaran:

« (x)(1-3x)=1+xB(x)
{ B(x)(1—x) =2x a(x)

Y resolviendo este sistema tendremos que:
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1—x 2x

o« S - =
(x) x2—4x+1 y B® x2—4x+1

Finalmente, desarrollando en serie de potencias ambas funciones obtendremos la soluciéon

del ejercicio:

« (x) = Z (3 +6\/§(2 +V3)" + ’ _6\@ (2- x/§)"> X"

(o]

B(x) = z (?(2 +v3)" +\/§(2 —@)")x"

n=0

Donde los coeficientes de « (x) y f(x) son respectivamente los a, y b, que satisfacen el

sistema de ecuaciones descrito inicialmente.

Ejercicio 3: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia usando las funciones

generatrices:

Ans1— 0, =3" n=20 yay=1

Resolucion:

Si f(x) es la funcidn generatriz de la sucesion buscada a,,, es decir:
f(x) =ag+a;x +a,x? + azx3 + -

Entonces tenemos que: —x f(x) = —agx — a;x% — ayx3 — agx* + -

Si ahora sumamos ambas expresiones tenemos que:
(1—x)f(x) =1+3%+ 32 +32x3 + -

Y multiplicando ahora por 3 llegamos a que:

1
31 —x)f(x) =3+3+3%x2+33x3+--- = T3 +2
Y sabiendo que:
=143 +32x2+ 333+
1-—3x
Es decir,
ﬁ“ 1-2x A B

flx) = = — +—— de donde sacamos que:

3(1-%)  1—0(1-3%)  1-x @ 1-3x
A(1-3x)+B(1—-x)=1-2x

Haciendo x = 1 tengo que A =% yconx =§ B=1/2

1 1
Por tanto, el coeficiente de grado x™ de fx +

2

2 1. (Y\qn
1-3x &% 2+(2)3
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Por tanto, la solucion final pedida es:

1
an=5(1+3"

Ejercicio 4: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia usando las funciones

generatrices:

— 2 —
Apny1—ap=n°, n=0 yag=1

Resolucion:
Actuando como en el ejercicio anterior tenemos que:

f(x) =ag+ a;x + ax? + azx® + -
—x f(x) = —apx — a;x? — ayx3 — azx* + -
Por tanto, sumando tenemos que:
(1 —x)f(x) =1+ 0%x 4+ 1%x2 + 22x3 + 32x* + ---
Asi que para conseguir la funcion generatriz definimos:
1

h(x)=14+x+x%+--= T entonces:

R(x)=1+2x+3x%2+4x3+ - = 1——x)2 por tanto, multiplicando por x:

(
x
Xh,(x) :X+2X2+3X3+4X4+"':m
1+x
(x h’(x)), =1+ 22X + 32X2 + 4-2X3 + = m
x?(1+x
x%(x h'(x))’ =x2 +22x3 +3%x* 4+ 4%x5 + ... = —(1(_ x)3)
Por tanto, la funcién generatriz de
x2(1+x
1+02x+12x2+22x3+32x4+---=(—)+1
(1-x)3
Por tanto tenemos que:
x%(1+ x)
() = (1—x)3 +1_4x2—3x+1
fo) = 1—x T (1 —-x)*

Y su coeficiente de grado n sera:

()3 )+ (=400 3G+ ()
_ (n+1)(2n%? - 5n+6)

6

1)(2n?-5n+6
Por tanto a,, = M paran =0
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Ejercicio 5: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia usando las funciones

generatrices:

a, —3a,_,=5"1 n=>1ya, =1
Resolucion:
Operamos de una forma analoga a la de los ejercicios anteriores:

f(x) = ag+ ayx + azx? + agx> + -
—3x f(x) = —3apx — 3a;x% — 3a,x% — 3azx* + -
Y sumando ambas expresiones:
(1-3x)f(x) =1+5% +5%2x2 + 53x3 + 5%x* + .-
De la cual la funcién generatriz es (é) + 4. Por tanto se tiene que:

1
-5 T4 1—4x A B

fO) = Sa—3m ~G-s0-30 1-5x 1-3

Por tanto, tenemos que: 1 — 4x = A(1 — 3x) + B(1 — 5x)

. 1 ; 1 1 , 1
Haciendo x = 3 Se tiene que B = 5 ycon x = setiene que A= 3

1 1
1-5x 1-3x

L . 1 -
Por tanto la funcion generatriz es: f(x) = 5( ) donde el coeficiente de x™ es:

1
5(5” +3™) paran=>1

Ejercicio 6: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia usando las funciones

generatrices:
Apniz — 304 +2a, =0, n=>0yay,=1,a, =6

Resolucion: Operando igual que en los ejercicios anteriores, definimos:
f(xX) =ag+ a;x + ax* + azx® + -
—3x f(x) = —3agx — 3a,x? — 3a,x3 — 3azx* + -
2x2f(x) = 2a¢9x? + 2a;x3 + 2a,x* + -

Y sumando todas las expresiones tenemos que:
1-3x

(1—-3x+2x?)f(x) = a+ (a; —3ay)x = 1 + 3x es decir f(x) = T3mi0a?

Por tanto, se tiene que:

1+3x 1+ 3x A 4 B
1-3x+2x2 (x—-10@2x-1) x—-1 2x—-1
De esta ecuacion sacamos que: A =4y B = =5
fx)=—- :—x + ﬁ , por tanto el coeficiente de x™ es:

a, =—4+5x2"
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Ejercicio 7: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia usando las funciones

generatrices:

Apiz —2ap_1+a,=2" n=20yay,=1,a; =2
Resolucion:
Anélogo al anterior, definimos:

f(x) =ag+ a;x + ayx? + azx3 + -
=2x f(x) = —2a¢x — 2a,x?% — 2a,x3 — 2azx* + -
x2f(x) = agx?® + a;x3 + a,x* + -

Y sumando todas las expresiones tenemos que:
(1—-2x+x3)f(x) = ag + (a; — 2a)x + 2%x% + 21x3 + 22x* + -
=1++2%2 4+ 23+ (%)
Se conoce que ﬁ =1+2%+22x% +23x3 + 2%x* + -

y multiplicando esto por x? se tiene que:

2

=x? + 23 + 22x* 4+ 23x° + 2*x% + .- que esiguala (x) — 1

1-2x

Es decir, tenemos que:

2
(1-2x+x3)f(x) = (1f2x) + 1 de donde concluimos que:
. 2—-2x+1 1
T—ox X% — 2x
fl) == =

1-2x+x2 (1-29Gx—-12 1-2x

Por tanto el coeficiente que acomparia de x™ es a,, = 2" paran = 0

Ejercicio 8: Resuelve el siguiente sistema de relacion de recurrencia:

= —2a, — 4b
{anﬂ n " conn=>0, ay=1,by=0

bn+1 = 4‘an + 6bn
Resolucion:
Si definimos por f(x) a la funcién generatriz de la sucesion a,, , es decir Y.5_, a,x™ y sea

g(x) la funcién generatriz de la sucesion by, es decir Yn—q b, x™

n+1

Multiplicamos ahora por x™™*, y obtenemos:

an+1xn+1 — _zanxn+1 _ 4bnx"+1

bpqm+r = 4a,x™t1 + 6b x™t1

n+1ix

Tomando sumatorios desde 0 hasta oo tenemos:
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[ee) o] o]

Z Apy x™ = —2x Z a,x™ — 4x Z b,x™

n(0) n=0 n=0
z by x™ = 4x Z apx™ + 6x Z b,x"
n(0) n=0 n=0

Y esto expresado en términos de f(x) y g(x) es:

fx) —1==2xf(x) — 4xg(x)
g(x) = 4xf(x) + 6xg(x)

Y resolviendo este sistema donde las incognitas son f(x) y g(x) tenemos que:

12x% —4x + 1 o) = 4x
A+200-2x2 7 99T T2

fG) =

Es obvio que el coeficiente de x™ de g(x) es 4 (coeficiente de x"~! en (1 — 2x)™2), es decir:

-2 n
n-1 _ n+1 _ n+1
4(n—1>2 _(n—1)2 =n2

Por tanto se tiene que b, = n2™*1, Para calcular a,, calculamos el coeficiente de x™ en f(x)

para lo que tenemos que usar los coeficientes indeterminados:

—12x* —4x+1 A N B N C
1+2x)(1-2x)2 1+2x 1-2x (1-2x)?

Y resolviendo este sistema tenemosque A = 0,B =3,y C = -2

Por tanto el coeficiente de x™ en la expresion es:

—2
3><2"—2<n)2”=3x2”—2(n+1)2"=2"(1—2n)

Ejercicio 9: Resuelve el siguiente sistema de relacion de recurrencia:

{an+1=2an_b"+2 conn=0, ap=0,by =1

bn+1 == _an + an - 1
Resolucion:

Definimos de forma andloga al apartado anterior. Sea f(x) a la funcién generatriz de la

sucesion a,, , es decir Y.n—, a,x™ y sea g(x) la funcién generatriz de la sucesion by, es decir
(o] n

Yin=0 bux™.

n+1

Multiplicamos ahora por x™™*, y obtenemos:

an+1xn+1 — Zanxn+1 _ bnx"+1 + 2Xn+1
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byt = —Apx™t1 4 2 x -yt

Y tomando sumatorios desde 0 hasta oo tenemos:

Apex™t = 2x Z apx™ —x Z b,x™ + 2x Z x"
n(0) n=0 n=0 n=0
(o] oo [00) oo
z bppx™t = —x z apx™ + 2x Z box™ —x Z x"
n(0) n=0 n=0 n=0

Y esto expresado en términos de f(x) y g(x) es:

FG) = 2xf () — xg () + T

g(x) = 1= —xf(x) + 2xg (x) - T—

Multiplico por 2 la primera ecuaciéon y sumandosela a la primera, obtenemos que:
2g(x) =2+ f(x) =3xg(x) = f(x) =g(x)Bx—-2)+2

Y sustituyendo en la segunda ecuacién se tiene que:

gx) —1=—x[g(x)(3x —2) + 2] + 2xg(x) — ==

Y desarrollando tenemos que:

X
gOA+xBx=2) =2x) = 1= 2x —7—;

g)Bx?—4x+ 1A —-x)=1—-x—-2x(1—x)—x

2x%2 —4x +1
(1—-x)2%2(1-3x)

Utilizando el método de los coeficientes determinados de nuevo tenemos que:

g -1 -3x)=2x2-4x+1 > g(x) =

(0 = 2x*—4x+1 A N B N C
I = A =021 -30) 1-x (1-2)2 1-3x
Que resolviendo tal sistema tenemos que: A = %, B = %y C= —%

. 3 1leoy 1., 1
Por tanto el coeficiente de x™ es: b, _Z+E(n)_13n_1(2n+5_3n)

Sabiendo que f(x) = g(x)(3x — 2) + 2 y sustituyendo el valor de g(x) tenemos que:

2x% —4x+1 x —2x?

) =T mra—3n 2 2= a-oza =30

Y utilizando de nuevo el método de los coeficientes determinados tengo que:
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x — 2x? A N B N c
(1-x)2(1-3x) 1—-x (1-x)2 1-3x

De donde se saca que: A = —%,B = %y C = i

Por tanto el coeficiente de x™ es: b, = — 241 (_2) $ign=1 2n—-1+3")
4 2\n 4 4

Conclusion:

Gracias a las funciones generatrices, podemos resolver las relaciones recurrentes de una
forma diferente, que aunque a veces es mas laborioso que el tradicional, dependiendo del
grado de la relacion de la recurrencia, o si de que la relacion de recurrencia es homogenea

0 no homogénea nos puede servir de mucha ayuda.

A continuacién, vemos unos ejemplos de ejercicios resueltos de un método u otro, y en
algunos casos resueltos por ambos métodos donde podemos observar si el método de las

funciones generatrices es mas sencillo o viceversa.
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EJERCICIOS PROPUESTOS:

Ejercicio 1: Resolver la relacion a, = a,_, + 2a,,_, con las condiciones iniciales:

a0:a1:1

Solucioén: a,, = %(—1)" + 22”

Ejercicio 2: Resolver la relacion a,, — 2a,,_; = 2™ con la condicion inicial a;, = 1

Solucién: a, = (n + 1)2"

Ejercicio 3: Resolver la relacién a,, — 3a,,_; = n paran = 1 con la condicion inicial:
aO = 1

.z 7 1 3
Solucién: a, =-3"—-n—-
4 2 4
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PROBLEMAS
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EJERCICIOS DE LA FASE LOCAL/NACIONAL

Ejercicio 1: Sea C = {A,B,C}y sea S, el conjunto de cadenas de longitud n formadas
con las letras de C que tienen un numero par de letras A consecutivas. Encuentra una

relacion de recurrencia para calcular S,, y resuélvela.
Resolucion:Sea S, = 0,5, = 1(AA) y S, el conjunto pedido. Definimos entonces:

- S,4 el conjunto de las anteriores que acaben en A
- S, el conjunto de las anteriores que acaben en B

- S,c el conjunto de las anteriores que acaben en C

Por tanto tenemos que: S, = Sp4 + Spp + Spc Conocemos que si la cadena acaba en B o en

C, la cadena de n-1 letras puede acabar en A, B o C indistintamente, por tanto
SnB = Snc =n-—-1

Pero en caso de que acabe en A, sabemos que la letra anterior también es A, ya que si no
fuese asi tendriamos una A aislada (nimero impar). Y también conocemos que la letra

anterior ya podria ser cualquiera. Por tanto S,,4 = S,,_»

Con esto llegamos a la siguiente relacion de recurrencia: S, = 25,1 + Sp—»

Resolviendo su ecuacion caracteristica que es r2 —2r — 1 = 0, las soluciones son: 2 + V2.

Por tanto la solucién general es: a,, = c1(2 + \/7)71 +cy (2 — \/f)n Como conocemos que

S;1 =0y S, =1, resolvemos el sistema obteniendo que:

V2-1 V2+1
€1 = 4 yC = 4
Por tanto la solucién es:
V2-1 V2 +1
an==—7—(2+V2)" +——(2-v2)"
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Ejercicio 2: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
ap=an_1+2n—-1, a; =1
Resolucion:
Comoa; = 1tenemosquea, =14+ 3,a; =1+ 345 en general
a,=Y",2i—1=n? (*)
Tenemos que (*) 2i — 1parai = 1,2,... es una progresion aritmética. La suma de los n
primeros términos de una progresion aritmética b, es: S, = (b; + bn)g

Por tanto, en nuestro caso tenemos que:

n
_ 1+2n—-1n 5
an=221—1=f=n
i=1

Ejercicio 3: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, —a,_, =3n% a,=38

Resolucion:

Este ejercicio lo vamos a hacer usando funciones generatrices:

Defino f(x) = ag + a;x + ayx? + azx3 + -+ y por otro lado
—x f(x) = —apx — a;x? — ayx® —azx* + -
Por tanto, sumando tenemos que: (1 — x)f(x) = 8 + 3(x + 22x2 + 32x3 + 42x* + ...)

Ahora deducimos la funcién generatriz de la serie: x + 22x% + 32x3 + 4%x* + ---

Seag(x)=1+x+x2+x3+~-=i

1
— 2 3 _
g'(x) =1+ 2x+3x° +4x +..._m
xg' () =x+2x% +3x3 + 4x* + - = _r
(1—x)2
’ r_ 2 2.2 2.3 o 1+x
(xg'(x)) =14+ 2°x+3°x°+4°x> + o
x(1+x
x(xg'(x)) = x +2%x% + 3%x> + 4%x* + o = ﬁ

x(1+x)
(1-x)3

Entonces tenemos que: (1 —x)f(x) =8+ 3 y como consecuencia tenemos:
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8 3x(1 —x)

= +
f&) 1—-x ([1A—x)*
Donde el coeficiente de x™ es el término general que estamos buscando para la sucesioén
ay,.
—8+3( _4 )+3( _4 )—8+3(”+2)+3(n+1)
= n—1 n—2/ n—1 n—2
mn+2)n+1)n (n+Dnn-1)
=8+ +
2 2

Es decir:

_2n° +3n*+n+16

=0
> conn

an

Ejercicio 4: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, —3a,_.1=7""5, a, =2
Resolucion:

La recurrencia homogénea asociada es una geométrica de razon 3, por lo que una soluciéon
serfa ¢(3)™ . Ahora buscamos una solucién en A(7)" verificando la recurrencia dada, es

decir:
A(7™) — 3A(7™ 1) = 7™ x 5 y dividiendo esta ecuacién por 7"! tenemos que:

7JA—34A=35 = A=§

Por tanto sabemos que la solucidn sera del tipo: c¢(3™) + 375 7).

Como a, = 2 tenemos que: 2 = c+(§) =>c= 2—375= —%
Por tanto la solucién general es:
7%l x5 —27 x 3"
a, = paran =0

4

Ejercicio 5: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, —3a,_,=3""5, aq,=2

Resolucion: Puede parecer idéntica al ejercicio, pero varia en que la soluciéon de la

homogénea que es ¢(3™) y la supuesta solucion para la recurrencia A(3™) son obviamente
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dependientes, por lo que en este caso hay que tomar An(3™) como posible solucién de la
recurrencia dada, es decir se tiene que verificar que: An(3") —34(n — 1)(3" 1 =3" x5,y

dividiendo por 3"~! tenemos que:
34n-34(n—-1)=15 =2 A4=5

Por tanto la solucién genérica serd (¢ + 5n)3™ Como a, = 2 tenemos que ¢ = 2. Por tanto

la solucién general es:
a, =2 +5n)3" paran =0
Ejercicio 6: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
ap, = 3a,_1 —4a,_3+n? ay,=11,a;, =1,a, = —1
Resolucion:

Este ejercicio vamos a resolverlo utilizando funciones generatrices ya que es de orden 3 y
es el primero que nos aparece de este tipo.
Defino f(x) = ag + a;x + ayx? + azx3 + -+ y por otro lado

—3x f(x) = —3agx — 3a,x? — 3a,x3 — 3azx* + -

4x3f(x) = 4apgx® + 4a;x* + 4a,x® + 4azx® + -

Y sumando todas ellas tenemos que:
(1 —=3x+4x3)f(x) = ag + a;x — 3xag + xa,x? + (3x3 + 4x* + 5x> + )

(1—3x+4x3)f(x) = (11 — 32x — 4x?) +%— (x + 4x?)
8x° + 9x* — 86x3 + 125x% — 65x + 11
(1—x)31+x)(1—-2x)2
A B c D E F
PR c e U L R s e ¢ Yoy

f&) =

Resolviendo este sistema llegamosaque: A =8,B=3,C =1,D =4,E = —4,F = -1
Por tanto nos quedaria:

8 + 3 N 1 4 4 4 —4 4 -1
1-x (1-x)2 (1-x)2 1+x 1-2x (1-2x)2

Siendo el coeficiente en x™ :

an=8+3(n:1)+(n:2)+4(—1)"—4x2”—<n:1)2”
n+2)(n+1)

a, =3n+11+ >

—2"(n+5)+4(—1)" paran =0
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Ejercicio 7: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
a, =4a,_1—4a,_,+n, ap=1,a; =3

Resolucion:
Tenemos que a,, — 4a,_1 —4a,_, =n
Defino f(x) = ag + a;x + a,x? + azx3 + -+ y por otro lado

—4x f(x) = —4agx — 4a,x? — 4ayx3 — dazx* + -

4x2f(x) = 4apx? + 4a,x3 + 4ayx* + 4azx® + -
Y sumando todas ellas tenemos que:

(1 —4x + 4x?)f(x) = ag + a;x — 4xag + (2x2 4+ 3x3 + 4x* + -++)
=1-x+ (2x%+3x3 +4x*+ )

Es facil demostrar que

X
2 3 4 _
2x° 4+ 3x° + 4x +"'—m—x
Asi que:
x —2x34+5x%—-3x+1
1—4x + 4x? =1-2x+ =

( x + 4x°)f(x) *ta0e =22

—2x3+5x2—3x+1_ A B C D

= = + + +
O = ra—20? T-x T a-x2 12z d=20)2
Haciendox = 0,1,2 y %2 obtenemosque A =3,B=1,C =-5y D = 2.
Por tanto tenemos que:

3 4 1 4 -5 4 2
1—-x (1-x)? 1-2x (1-2x)2

Y el coeficiente de x™ es:

n+1 n+1
a, =3+ —5x%x2 2"=n+4+2"2n—-3) paran=0
n n n
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Ejercicio 8: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Apn1—ap=2n+3 n=0,a,=1
Resolucion:
apn-1—ap=2n+3 n=0,a9=1
a;,=ag+3
a,=a;+5=ay,+ (3 +5)
az=a,+7=-=ay+B+5+7)

Es decir en general tenemos que:

n-1
a, = a0+Z(2i—3)
i=0

Donde el segundo sumando es la suma de los n primeros términos de una progresion

(B+2(n-1)+3)n _

2
5 n°+2n

aritmética cuya solucién es

Recordatorio:

En una progresion aritmética al suma de los n primeros términos es igual a:
(primer término + ultimo término) X n? de términos/2

Por tanto la sucesion buscada es:

a,=n?’+2n+1=mn+1)? conn>0

Ejercicio 9: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
p_1—ay,=3n*>—n n>0,a,=3
Resolucion:
a, =ay+3%x0%2-0
a,=a;+3%x12=1=(ap+3%x02=0)+3x1%2 =1=ay+3(02+1*)—-(0+1)
a;=a,+3%x22-2=--=qy+3(0%2+124+22)—(0+1+2)

Es decir, en general tenemos que:



Ahora hay que calcular la funcién generatriz asociada a 12x + 2%2x% + 32x3 + -+

Definimos primero la funcién f(x) =1+ x + x%2 + x3 + --- = i

Derivamos obteniendo: 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + --- = que multiplicando por x

1
(1-x)?

obtenemos que: x + 2x2? + 3x3 + 4x* + ... = (l_xx)z

Volviendo a derivar tenemos que: 1 + 22x + 3%2x% + 42x3 + .- = (11_;;)3

_x(1-x)
T (-x)3

Multiplico por x para llegar a la funcién buscada: 12x + 22x2 + 32x3 + ---

x(1+x)
(1-x)*

Sabemos entonces que Y1, i? es el coeficiente de x™ de la funcién que es:

( —4 )+( —4 )_(n+1)+(n+2)_(n+1)n(n—1)+(n+2)(n+1)n

n—2 n—1 n—2 n—1 6 6
_(n+Dnn+1)
h 6

Y realizando la misma operacién al otro sumatorio, sabemos que: x + 2x2 + 3x3 + 4x* +

X . . .z X
"= o Por tanto, conocemos que Y.i-; i es el coeficiente de x™ de la funcién s due

es:

(7))

n—1 n—-1 2

Por tanto, la sucesiéon que buscamos sera:

3 (n+ 1n@n+1) N (n—1n

< 5 =3 +n(n—1)>2

a, =3

Ahora vamos a solucionar la misma sucesion pero trabajando con funciones generatrices.

Defino entonces:

f(x) =ag+ a;x + azx? + agx® + -

—x f(x) = —apx — ayx? — ayx® —azx* + -
Si ahora sumamos ambas expresiones tenemos que:

(1—x)f(x) =3+ (a; —ag)x + (a; — a))x? + (a3 — az)x> + -
=34+Bx12-Dx?2+Bx22-2)x3+(Bx3%2-3)x*+--
=3+3(x%+2%2x3+ 3%  + ) — (2 +2x3 +3x* + )
=3+ 3x%(1+2%x+ 3%x% 4+ ) = x2(1 + 2x + 3x% + )

3x2(1 + x) x?
(1-x)3 (1—x)?
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Por tanto tenemos que: f(x) = 24 ol donde el coeficiente de grado n es:
1-x (1-x)* (1-x)3
3+3( - )+3( - )+( -3 )=3+3(n+1)+3( " )—( ")
n-—2 n—3 n—2 n—2 n—3 n—2
=3 +n(n-1)>?

Ejercicio 10: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Ape1—ap =5 n=>0,a,=1

Resolucion: Solucionamos primero la ecuaciéon homogénea, que sera de la forma c(2)" y

por otro lado buscamos una solucién del tipo A(1)™ que verifique la recurrencia. Es decir:
A—2A=5 = A=-5

Por tanto la solucién sera de la forma a,, = =5+ ¢(2)™. Como aqy = 1, tenemos que 1 =

—5 4+ ¢, de donde ¢ = 6. Por tanto la solucién general sera:
—5+6x2"
Ahora la resolvemos a través del método de las funciones generatrices, asi que defino:

f(x) = ag+ a;x + ax* + azx® + -

—2x f(x) = —2apx — 2a,x?% — 2a,x3 — 2azx* + -

Si ahora sumamos ambas expresiones tenemos que:

(1=20)f(x) = ag+5x +5x2 +5x3 + - =1+ 5(x +x% + ) = 1+5(ﬁ—1) ==
4x+1
Por tanto tenemos que f(X) = m

Ahora resolvemos a través del método de los coeficientes indeterminados:

4x +1 A N B
1-2x)(1-x) 1-2x 1-—x

Y haciendox =1y x = 1/2 tenemos que A = 6 y B = —5. Por tanto tenemos que:

6
1-2x 1-

f&) =

cuyo coeficiente de x" es 6 X 2" — 5
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Ejercicio 11: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
ap, +nay,_1=n! n=1la,=1
Resolucion:

La escribiremos de la siguiente manera: a,, = n!—na,_; n=1ay =1

0 sinesimpar

a; =0,a, =2,a;=0,a, =4'...En general a,, = .
1= S 9 n n! sinespar

Ejercicio 12: Resuelve la siguiente relacion de recurrencia:
Aps1 —2a, =2" n=>0,ay=1
Resolucion:

La solucidon de la ecuacién homogénea es c(2)™, como la posible ecuacion de la ecuacion no
homogénea seria A(2)" resultan que ambas soluciones son linealmente dependientes, por
lo que hay que buscar otra solucion del tipo An2™ y la sustituimos en la relacion de

recurrencia:

An+ DM x2Ml — 2 xaxnx 2" =2"
Y dividiendo por 2™ tenemos que:
A(n+1)2 —2A X n =1dedonde sacamos que A = 1/2

. ’ 1
Por tanto la solucion general sera de la forma: a,, = c2™ + (E) n X 2™ como a, = 1 tenemos

que c=1. Por tanto la solucién final sera:

a, =2"(1 +g) = 2""1(n +2)

Ejercicio 13: Calcula el termino general de la serie a,.3 = 6a,,, —11a,,; + 64, ,

n = 0 con condiciones iniciales ay = 2,a, = 0,a, = —2.
Resolucion:

Sea A la funcién generatriz correspondiente de la serie, tenemos entonces:

A=2—-0-x—(=2)x2 A—-2-0-x A-2
=6 ~11

- +64

x3 X x

Despejando de aqui, obtenemos que:
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20x% —12x + 2 20x% —12x + 2

A = =
1—-6x+11x?2—-6x3 (1—x)(1—-2x)(1—-3x)

Ahora resolvemos a través del método de los coeficientes indeterminados:

20x*—-12x+2 B L ¢ D
(1-x)1-2x)(1-3x) 1-x 1-2x 1-—3x

Y haciendox = 1,x =

N | =

yx = é tenemos que B = 5,C = 4y D = 1. Por tanto tenemos que

A=+ 1 ——; 5 — 4.2n 4 30)xN
Tl —x "1—2x 1-3x_ 0( )x
n=

Por tanto la solucidn final sera:

Ay =5—2"2 43"

Ejercicio 4: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogénea, con condiciones
iniciales:

a, =4a,_1 —4a,_,, nz=2, a,=6,a; =8
Resolucion:

Primero lo solucionamos por e/ método tradicional, como son ecuaciones homogéneas

defino la ecuacién caracteristica 72 — 4r + 4 = 0 que tiene una raiz doble: 2.

Por tanto la solucién general sera de la forma: ¢; (2)"™ + c,n(2)"

Y apoyandonos en las condiciones iniciales tenemos que: ¢; = 6 y ¢, = —2

Por tanto, la solucién es: a,, = 2"*1(3 — n)

A continuacién lo vamos a solucionar usando el método de las funciones generatrices:

Defino:
f(x) =ag+ a;x + ayx? + agx3 + -

—4x f(x) = —4aox — 4a;x?* — 4ax3 — dazx* + -

4x%f(x) = 4apgx? + 4a,x3 + 4azx>
Si ahora sumamos las tres expresiones tenemos que:
(1 —4x + 4x2)f(x) = ag + a;x — 4xa,

De donde sacamos que:

() =616
flx 1 —4x + 4x2
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Y ahora a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

6-16x A N B
1—4x+4x2 2x—-1 (2x—1)2

Y haciendo x = % yx =0tenemosqued = -8y B = -2

8 2
1-2x (1-—2x)?

Por tanto, tenemos que:

-2
8 -2”—2(n)2”=2"+3—2”+1(n+1)=2”+1(3—n) paran =0

Ejercicio 15: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogeénea, con condiciones
iniciales:
a, =7a,_1 —10a,,_,, n=2, ap,=2,a; =1
Resolucion:
Meétodo tradicional:
La ecuacion caracteristica es 72 — 7r + 10 = 0 que tiene por raices reales: 5y 2
Por tanto la solucion general sera de la forma: ¢, 2™ + ¢, 5"
Con las condiciones iniciales obtenemos que: ¢c; =3y c, = —1
Por tanto la solucién general es: a,, = 3 X 2" — 5" paran =0
Método de las funciones generatrices:

Defino
f(x) = ag+ a;x + azx* + azx® + -

—7x f(x) = —7a¢gx — 7x% — 7a,x3 — 7azx* + -
10x2f(x) = 10ayx? + 10a;x3 + 10a3x°

Si ahora sumamos las tres expresiones tenemos que:

(1—7x+10x?)f(x) = ag + a;x — 7xa,, de donde se obtiene que:

B 2—13x
f(x)_1—7x+10x2

Por tanto, a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

2-13x A N B
1-7x+10x2 1-2x (1-—5x)2
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Y haciendox =1/5yx =1/2tenemosqueA =3y B = -1
Por tanto

3 1
1—-2x (1-—5x)2

Siendo el coeficiente de x™ 3 x 2™ — 5" paran =0

Ejercicio 16: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogeénea, con condiciones
iniciales:
an = 2ap_1 — An_oy, nz=2, ap=4,a, =1
Resolucion:
Meétodo tradicional:
La ecuacion caracteristica es 72 — 2r + 1 = 0 que tiene una raiz doble: 1
Por tanto la solucion general sera de la forma: ¢; 1™ + c,n1"
Con las condiciones iniciales obtenemos que: ¢c; =4y c, = =3
Por tanto la solucion generales: a,, =4 —3n paran =0
Método de las funciones generatrices:

Defino
f(x) = ag+ a;x + azx* + azx® + -
=2x f(x) = —2ayx — 2x? — 2a,x3 — 2azx* + -
x2f(x) = agx? + a;x3 + azx®

Si ahora sumamos las tres expresiones tenemos que:

(1—=2x+x3)f(x) = ay + a;x — 2xa,, de donde se obtiene que:

(x) = 4 —7x
flx T 1—2x +x?

Por tanto, a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

4 —T7x _ A 4 B
1-2x4+x2 1—x (1-—x)2

Y haciendox =1y x = 0tenemosqueA =7y B = -3

Por tanto
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7 3
1—-x (1-x)2

Siendo el coeficiente de x™ 7 — 3(_112) =7-3n+1)=4-3n paran=0

Ejercicio 17: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogeénea, con condiciones
iniciales:
Anyy = —4a,_1 + 5a,, n=0, ap=2,a, =8
Resolucion:
Meétodo tradicional:
La ecuacién caracteristica es 72> — 4r — 5 = 0 que tiene por raices reales: 1y -5
Por tanto la solucion general sera de la forma: ¢; 1" + ¢, (—1)"
Con las condiciones iniciales obtenemos que: ¢; =3y ¢, = —1
Por tanto la solucion general es: a,, = 3 — (—5") paran >0
Método de las funciones generatrices:

Defino
f(x) =ag+ a;x + ayx? + agx3 + -

4x f(x) = 4agx + 4x?% + 4ayx3 + 4azx* + -
—5x2f(x) = =5aox? — 5a,x3 — 5a3x°
Si ahora sumamos las tres expresiones tenemos que:

(1+ 4x — 5x%)f(x) = ag + a;x + 4xa,, de donde se obtiene que:

2+ 16x

f(x)=1+4x—5x2

Por tanto, a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

2+16x A N B
14+4x+5x2 1-—x (1+5x)

Y haciendox =1/5yx =1/2tenemosqueA=3yB = -1
Por tanto

3 1
1-x (1+5x)

Siendo el coeficiente de x™ 3 — (—=5)" paran =0
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Ejercicio 18: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogénea, con condiciones
iniciales:

a, = 6a,_1 —1la,_, + 6a,_s3, n =3, ap=2,a, =5,a, =15
Resolucion:
Método tradicional:
La ecuacion caracteristica es 73 — 6r% + 11r — 6 = 0 que tiene por raices reales: 1,2 y 3
Por tanto la solucion general sera de la forma: ¢; 1™ + ¢, (2)™ + ¢3(3)"
Con las condiciones iniciales obtenemos que: ¢; = 1,¢c;, = =1y c3 =2
Por tanto la solucién generales: a, =1 —2"+2 x 3" paran >0
Método de las funciones generatrices:

Defino
f(x) =ag+ a;x + ayx? + agx3 + -

—6x f(x) = —6xay, — 6a,x* — 6a,x> — 6azx* — -
11x2f(x) = 11agx? + 11a;x3 + 11azx®
—6x3f(x) = —6ayx3 — 6a,x* — 6a,x> — 6a3x°®

Si ahora sumamaos las tres expresiones tenemos que:

(1—6x+11x% —6x3)f(x) = ap + a;x — 6xag + ayx* — 6a;x? + 11agx® = 2 — 7x + 7x*>

de donde se obtiene que:

2 —7x+ 7x?
(1—=2x)(1-3x)(1-2x)

f&) =

Por tanto, a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

2 —7x + 7x? A N B N C
(1-x)1-3x)(1-2x) 1-x (1-3x) 1-2x

Y haciendo x =§,x =1lyx=1/2tenemosqueA=1,B=2y(C=-1

Por tanto

1 N 2 1
1-x (1-3x) 1-—2x

Siendo el coeficiente de x™ 1+ 2 x 3" — 2" paran >0
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Ejercicio 19: Resolver la siguiente relacion de recurrencia homogénea, con condiciones
iniciales:
a, =5a,_1 —6a,_,, n=2, a,=1,a, =0
Resolucion:
Método tradicional:
La ecuacion caracteristica es 72 — 5r + 6 = 0 que tiene por raices reales: 2y 3
Por tanto la solucion general sera de la forma: ¢; 2™ + ¢, 3"
Con las condiciones iniciales obtenemos que: ¢; =3y ¢, = —2
Por tanto la solucion general es: a,, =3 x 2" =2 x 3" paran >0
Método de las funciones generatrices:

Defino
f(x) = ag+ ayx + azx? + agx3 + -

—5x f(x) = —5a¢x — 5x% — 5a,x3 — 5azx* — -
6x2f(x) = 6ayx? + 6a,x> + 6azx>
Si ahora sumamos las tres expresiones tenemos que:

(1—-5x + 6x?)f(x) = ag + a;x — 5xa,, de donde se obtiene que:

1—5x

f(x)=1—5x+6x2

Por tanto, a través del método de coeficientes indeterminados tenemos que:

1-5x A N B
1-5x+6x2 1-3x (1-2x)

Y haciendox =0y x =1/2tenemosqueA =—-2yB =3
Por tanto

-2 N 3
1-3x (1-2x)

Siendo el coeficiente de x™ —2 x 3" +3 x 2" paran =0

Ejercicio 20: Consideramos la sucesion {a,},, definida pora,, = 1para0 <n <
3ya, =0paran = 4. Llamamos F a la funcidn generatriz determinada por esta

sucesion. Calcula F(2).
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Resolucidn: La funcién generatriz F cumple que:
FX)=1+X+X*+X>+0X* +0X> + - =1+ X+ X*+ X3

Portanto, F(2) =1+2+224+23=1+2+4+8=15

Ejercicio 21: Consideramos la sucesion {a,},, definidapora,, =npara0 <n <
5ya, = 0paran = 6. Llamamos F a la funcidn generatriz determinada por esta

sucesion. Calcula F (—2).
Resolucion: La funcion generatriz F cumple que:
F(X) =0+ 1X +2X% +3X3 + 4X* + 5X°

Portanto, F(—2) = -2+ 2x 22 —3x8+4x16—-5x32=—114
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EJERCICIOS DE FASE NACIONAL/INTERNACIONAL

Ejercicio 1: Prueba que:

e N (n—k)_ o1 nm
Z Zn—k 2k 2 +cos(2)

Resolucion:

K N (n—k)= k(n—k) k_l(n—k—l)
2n—k 2k 2 2k 2 2k -1

Por tanto la suma es igual a:

=3 () (5477)

k=0

Llamamos
FG) = ) fmx(®
n=0

Entonces tenemos que:

© ol n—k n—k—2 ok 43k ok 3k+3
Feo=) 2 ) x(( )( ) Z
() Z N2k ) 241 (1 — )2k T = )2k
n=0 k=0
o1 x® 23\
Ol—x (1—x)2 (1—x)2 1-x)2)
_x3—x+1 1 3 x3—x+1 1 N 1 1
T (1-x)? {— 2x3 1 —-2x+x2—-2x3 1+x2 2—4x 2

(1-x)?

_|_

NgE

I
N

(cos % + 2”‘1) x™

n=0

Asi que tenemos que:

nm
f(n) = cos—-+ 2" 1 paratodon > 1
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Ejercicio 2: Calcula la suma: ), k(nlf k)

Resolucion: Sea n la variable libre y denotamos la suma por:
@=2(,%)
fn) = =\l — k

Y sea F(x) la funcidn generatriz de la serie f(n), es decir:

=TT )T T

La cual podemos reescribirla como:
k k
— n _— k n—k
P =20 (02 )7 = 25 2, D)
n k k n
Lo que nos da:

1 _ 1
1—(x—x2) 1-—x—x2

F(x) = Zxk(l + x)k = Z(x + x2)k =
K

k

La cual sabemos que es muy parecida a la sucesion de Fibonacci, es decir, f(n) = F,;1 y

llegamos a que:

Z(nﬁk>:Fn+1

Ejercicio 3: Calcula la suma:

n

k
SO0
Resolucidn: Sea f(m) = ﬁ=m(2) (:L) y F(x) = Y, x™f (m). Entonces tenemos que:
F(x) = ; x™f(m) = ; xm kzm (Z) (i) = 1; (Z) mZk (i) xm = ; (Z) (1 + 0k

Implicando F(x) = (2 + x)™. Ya que

=Y (M) armam

m

Por tanto el valor de la suma pedida es: f(m) = (T’:I)Zn_m.
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Ejercicio 4: Calcula la suma:

n

206 ()

k=m
Resolucion: Sin es un namero fijado, entonces m es la variable libre de la que la suma
depende. Sea f(m) = Z:m(—l)k(Z) (T':l) y sea F(x) la funcién generatriz de la serie f(m),
es decir, F(x) = Y., f(m)x™. Entonces tenemos que:

n

Py =Y pomen =Y xm Y 2+ () ()

m k=m
=20 () ) (£)xm = Y (a+or

Aqui hemos usado que stk(::l)xm = (1 + x)¥. Por tanto tenemos que:

FeO = (0" ) (1) DM R+ 0k = (DM +0) - 1) = (D)

ksn

Por lo tanto, hemos obtenido F(x) = (—1)"x" y dado que esta es una funcién de
generacion de la serie f (m) tenemos que:

fomy = {CDT n=m

m<n

Ejercicio 5: Calcula la suma:

X ()

Resolucion: Para calcular la suma, la dividimos en 2 sumas:

- () 3 ()

= Z (:l) (x?)k1 + xz (;) x>k = (1 +x2)" +x(1 + x)"
K

k4 2

Es decir, tenemos que:

n
Z ([E])xk —(1+2)(1+x2)"
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Ejercicio 6: Prueba que:

Z (Z) (f) %t = (7) /(1 +x)" paran = 0
K

Resolucion: Si fijamos ny seajlavariable libre tenemos que:
) n (ky ) n\ . i
0 =2()(;)x 90 =(7)Pa+xr
k

Cuyas funciones generatrices son respectivamente:
FO) =Y YIf(), 60 =Y yig()
J j
Queremos probar que F(y) = G(y), y tenemos que:
f61= Y3 () =3 (3 (=T (e
SLEVANN2AY L\ L\ . \k
J ]

Por lo tanto, F(y) = (1 + x + xy)™. Por otro lado tenemos que:

G(y) = ny (7) X1+ 0 = Z (7) A+ 0" () = (1 +x + xy)"

J

Por lo tanto, tenemos que F(y) = G(y)

Ejercicio 7: Sea a,, el nimero de formas diferentes de distribuir n boligrafos para 5
estudiantes de manera que cada uno de los dos primeros estudiantes obtenga un nimero
par de boligrafos, y los tres Gltimos obtengan un numero par de boligrafos. Calcula la

funcién generatriz para la sucesion {a,},.

Resolucion: El conjunto S, de todas las distribuciones posibles de boligrafos para n
estudiantes puede ser representado como el conjunto de las sucesiones (a, @5, a3, a4, as)

talquea; +ax +az+a, +as=ny2+ta,2tay 2\as, 2|a,, 2|as.
Es decir,
Spn={(ay,az,a3,a4,05): oy +a, +az+a,+as=n, 2tay,21ay2|as,2|a,, 2|as}
Tenemos que |S,,| = a,,. Entonces tomamos:
T, ={(61,02,03,84,05) : (261 +1) + (26, + 1) + 265 + 26, + 265 = n}

Consideramos la funcién h:S,, — T, definida por:
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a1 —1 a,—1 a3 ay a5>
2 2 27272

h(ay, az, a3, ay, as) = (
Claramente, h es una biyeccion, por tanto |S,| = |T,|. La funcidn generatriz de la sucesién
[T, | es:
FXO=X+X3+X°+-)QA+X+X2+X3+-)3
El cudl, podemos simplificar ain mas, quedando:

XZ

FX)=X?(1+X2+X*+-)> = a—xo5

Ejercicio 8: Sea a,, el nimero de formas diferentes que hay de que un nimero entero
no negativo n pueda ser escrito como suma de diferentes enteros positivos. Calcula la

funcion generatriz de la sucesion {a, },,.

Resolucion: La funcion generatriz se puede escribir como:

FX)=0+X)-Q+X>-1O+X¥»-01+x%H -

Donde el producto de todos los términos se forma cuando el primer paréntesis aporta
16 X; el segundo contribuye 1 6 X?  tercero 1 6 X3, etc. Cada término es de la forma
X% . x%2 . xX7q3 ---donde a' € {0,i}. El nimero de términos de la forma X" es

precisamente el nimero de secuencias (a4, @5, a3,...) con suma igual a n tal que a* €

{0, i}.

Ejercicio 9: Encontrar el nimero de maneras en que 10 boligrafos se pueden distribuir
a 7 estudiantes de tal manera que los dos primeros estudiantes obtengan un nimero

impar de boligrafos cada uno, y todos los demés obtienen un nimero par de boligrafos.

Resolucion: El conjunto S, de todas las distribuciones posibles de boligrafos para n
estudiantes puede ser representado como el conjunto de las sucesiones (a4, @, ... ,a7)

talquea; +ay + -+ a; =ny2taq,2tay 2as, .., 2|a;.
Es decir,
Sn={(ay,az,..,a7) : @y +az..ta;=n, 2+ ay,24tay2|as, .., 2|az}

Tenemos que |S,| = a,,. Entonces tomamos:
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Tn = {(61, 62, ...,67) : (261 + 1) + (262 + 1) + 263 + -+ 267 = Tl}

Consideramos la funcién h:S,, — T, definida por:

a;—1 a, —1 a3 ay
e = (7L T2 6 o)
(a1 7) 5 5 5 5
Claramente, h es una biyeccion, por tanto |S,| = |T,|. La funcidn generatriz de la sucesién
[T, | es:

FROO=X+X3+X°+- ) QA+X+X*+X3+-)°

El cudl, podemos simplificar ain mas, quedando:

[oe]

2
F(X) :Xz(l +X2+X4+---)7:(1_X—XZ)7:XZ(1_X2)—7:Z<
k=0

" ) (_1)kx2k+2

El coeficiente de X'° corresponde para k = 4, y esto equivale a:

=210

(—7> _ED-(=8) (=9 (=10)
4 1-2-3-4

Ejercicio 10: Sea S,, el numero de formas diferentes de distribuir n boligrafos idénticos
para 5 estudiantes de manera que cada uno de los dos primeros estudiantes obtenga un

namero par de boligrafos, y los tres Gltimos obtengan un nimero divisible por 3.

S.
Calcula Z?f:oz—ﬁ-

Resolucion: Sea S, es el coeficiente de X™ en la expresion

1 1

FOO=0Q+X+ X+ )2 L+ X+ X+ X+ ) = (5 (o

S 1 4283 213
oo n __ = —
Por lo tanto En:o_zn =f (2) = 2573 = 3758

Ejercicio 11: Calcula la suma
Z(n+k)<2k)(—1)k -
—— param,n =
C\m 26\ kw1 P
Resolucion: Ya que hay bastantes métodos combinatorios elementales que no solucionan
la suma de una manera efectiva, Y como n solo aparece una vez en la suma, es normal

considerar como una funcién de n. Sea F(x) la funcién generatriz de la serie. Entonces

tenemos que:
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k —1\k
P =2 2 o) ()it = 2 () e 2 )

n

3 Z <2k) (_1)k Tk xm+2k B xm+2k Z (Zk) 1 { —x }k
T L\ )k X = x)mrekl T (1 — xymFzk+t C\ e Jk+1 =2
3 —xm-1 " L+ 4x 3 —xm1 { 1+ x} X"
~2(1—x)m-1 1-x)2( 201 -x)m1 1-x) (@A—-x)m

Esta es la funcién generatriz de la serie (T’:l__ll) Por tanto, tenemos que:
Z( n+k ><2k>(—1)" 3 (n—l)
—\m +2k/\k ) k+1 \m-1
Ejercicio 12 (Moriati): Para dados n y p, calcula la suma:
Z( 2n+1 )(p+k)
- 2p + 2k +1 k

Resolucion: 1.o primero de todo vamos a llamar r = p + k. Si asumimos que n es la

variable libre, entonces tenemos que la suma es igual a:
2n+ 1\ /r
fo = z (Zr + 1) (p)
-

Tomamos F(x) = Y., x2"*1f(n). Esto es algo normal, ya que el coeficiente binomial

contiene el término 2n+1. Por tanto, ahora tenemos:

- L TR0 -ZOTE )

Ya que

2 1
z<2n+1>x2n+1=xr+ ( 1 N 1 )
2r+1 2 (1 —x)2m*+2 " (14 x)2r+2

n
tenemos que:

2 2

-3 Y () 2 ()

. (&) . ()

e ('-a fzx)Z)p+1 e (1-a fx)f)p+1

F()_1 1
=5 2
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1 x2P+1 1 x2P+1 x2P+1

F(X) = E ' m + E ' (1 n 2X)p+1 = ) ((1 + ZX)_p_l + (1 - ZX)_p_l)

Esto implica que:
1(/-p—1 -p—1
— 22n—2p ( ) 22n—2p
f =3 <(2n - Zp) Tlan—2p

Es decir,

o=

Ejercicio 13: Calcula la suma:

n
_1\k
2. (5)
k
Resolucion: 1.o primero de todo vamos a definir la funcidn generatriz:
n
- 3k
F(x) = Z ( 3 k) X

Por tanto, la suma pedida sera f(-1). La dificultad ahora es cdmo omitir todos los términos
excepto los de orden 3k en la férmula binomial. Para ello vamos a usar la siguiente

identidad para la suma de raices de la unidad en el plano complejo:

0, otros casos

er=1
Sea C(x) = (1 + x)"ysean 1,¢ y £ las raices ctibicas de 1. Entonces tenemos:

C(x) + C(ex) + C(e%x)
3

Pt - % {(3 —Zi\/§> . <3 +2i\/§>}

Y por tanto, después de simplificar tenemos que:

Zk:(—l)k (37;() =2- 3%_1 cos (%)

F(x) =

Que para x=-1 nos da:
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APLICACIONES:

Aplicacion 1: Sean a y b nimeros naturales. Queremos estimar la cantidad de divisores
necesarios para calcular el maximo comun divisor entre a y b mediante el algoritmo de

Euclides.

Lema 1: Sean a < b nimeros naturales. Consideramos que el algoritmo de Euclides
siempre comienza dividiendo el mayor nimero por el menor.Si F,, < a < F,,; (donde F;
es el i-ésimo numero de Fibonacci), la cantidad de divisores necesaria para efectuar el

algoritmo de Euclides esta acotada por n.

Demostracion: .o demostraremos por induccionenn.Sin = 1 6 n = 2 el resultado es obvio.
Supongamos n > 2. Como F, < a < F,,,4, el resto r de la divisién de b por a es menor que

F,,+1. Pueden darse dos casos:

1. r < f, en cuyo caso el algoritmo de Euclides entre a y r involucra a lo sumo n-1
divisiones (por hipoétesis inductiva) y por lo tanto, entre a y b involucra a lo sumo n
divisiones como queriamos demostrar.

2. E, <r <a<F,.Eneste caso, el siguiente paso sera dividir a a por r. Si llamamos g
al cociente y r’ al resto, tenemos que:

r=a—-rxq<a—-r<Fu—F =F,_4
Por tanto, el algoritmo de Euclides entre r y ’ involucra a lo sumo n-2 divisores (por
hipétesis inductiva) y por lo tanto, entre a y b involucra a lo sumo n divisores como

queriamos demostrar.

Proposicion 2: Sean a < b ndmeros naturales. El nimero de divisores necesarios
para calcular el maximo comun divisor entre a y b por medio del Algoritmo de
Euclides esta acotado por 5(D + 1), donde D es la cantidad de cifras del desarrollo

decimal de a.

Demostracion: Usando el Lema anterior, si queremos estimar el nimero de divisiones
necesarias, deberiamos encontrar todos los n tales que F, < a. Usando la férmula general

de los nimeros de Fibonacci tenemos que:

1 /1+45) 1 [1-+5\"
— -— <a
) w07
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Y esto implica que:

1<1+x/§>n
— —1<a

V5 2
Con lo cual alog;y (%g) < logqo (\/g(a + 1)) <logip(a) +1
Y por tanto n < 5(logipa+1)

Notar que log;, a es la cantidad de cifras del desarrollo decimal de a.

Aplicacion 2:

A continuacién vamos a dar unos ejemplos del poder de las funciones generatrices,

probando congruencias a través de los ndmeros combinatorios. Una congruencia entre dos

funciones generatrices significa que hay congruencias entre cada par de

correspondientes coeficientes.

Ejemplo 1: Numeros de Stirling de primer tipo

Definicion 1: Dado el grupo de permutaciones S, sobre un conjunto de n elementos, se

podria plantear la cuestidn de cuantas permutaciones se pueden descomponer exactamente

. . . , p ny_ . .
en k ciclos triviales y no triviales. A este numeroS;(n k) 6 [k] asi definido lo

llamaremos Niumero de Stirling de primera clase.

Ejemplo:

A titulo de ejemplo vemos para n=3, es decir, si tenemos 3 elementos, calcular el nimero

de ciclos de k elementos diferentes que hay:
531D ={(123)}y{(132)}
51(32) ={1 2L {A )@}y {(23)(1)}
5,33) ={(DH(@)B)}
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=0 1

Z (0 1 1

< 0 2 3 1

0 6 11 6 1

S 0] 24 50 35 10 1

| 0] 120 274 225 85 15 1

7/ | 0| 720 | 1764 | 1624 | 735 | 175 | 21 | 1

i | 05040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 | 1

(Primeros niumeros de Stirling de 12 clase)

La propiedad fundamental de estos nimeros, y que permite generarlos en una tabla, es la
siguiente:

Siink) =mm-1)xSS(n—Lk)+S (n—-1,k—-1)

Conocemos que los nimeros de Stirling de primer tipo [Z] tienen la funcién generatriz:
Z [Z]xk =x(x+1Dx+2)..(x+n-1)
K

Queremos encontrar el criterio para decidir la uniformidad y rareza de estos nimeros, que
cuentan el nimero de permutaciones de n elementos con k ciclos disjuntos. Si tomamos la

anterior expresion médulo 2, tenemos que:
Yk [Z] =x(x+Dx+2)..(x+n-1) (mod 2) = x[121] (x+ 1)[121]
Ahora sacamos los coeficientes de x* en ambos lados, y tenemos que:

[Z] = [xk]x[%] (x + 1)[%] (mod 2)
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Bl o= k[_%

2

Teorema 1: Los ntimeros de Stirling [Z] tienen la misma paridad que el coeficiente del

. . [E] . n 7 q n
binomio (k_z[%] . En particular, [k] es un ndmero si k < [E]

Ejemplo 2: Los otros nimeros de Stirling (de segundo tipo)

Definicion 2: Es interesante preguntarse cuantas particiones distintas de k subconjuntos se

pueden definir en un conjunto de n elementos. El resultado se denomina como nimero de

Stirling de segunda clase y lo representaremos por S;(n, k) 6 {z} .

La propiedad que permite generar estos nimeros es:

Ss(nk) =r-Ss(n—1Lk)+S(n—1,k-1)

o1 2 3 4 5 6 (7 |8 |9
01
101
201 1
301 3 1
4001 7 6 1
501 15| 25 10 1
60 1 31| 90 65 15 1
7/0/1 63| 301 350| 140| 21| 1
8/0/1/127| 966|/1701|1050( 266| 28| 1
90| 1|255|3025 7770|6951 (2646|462 36| 1

(Primeros niumeros de Stirling de 22 clase)

En este caso, los numeros de Stirling de segunda clase, los {Z}, que cuentan las formas de

dividir un conjunto de n elementos en k partes, se expresan a través de las funciones

generatrices de la forma:
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k

n X
Z {k}xn T -0 =20 ..(1—kx)

De nuevo, tomamos la ecuacién médulo 2 obteniendo que:

k
Z {Z} x™ < (mod 2) = xkz [7] +hh -1 xh

n 1- x)[g h

Si ahora tomamos el coeficiente de x™ tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2: Los niimeros de Stirling {Z} tienen la misma paridad que el coeficiente del
binomio:
[%] +tn—-k-1
n—k
Aplicacion 3:

Las funciones generatrices hallan promedios, medias, etc.

El poder de las series de funciones generatrices nos resulta muy util para calcular

derivaciones estandar, y otros resultados de distribuciones como minimos.

Suponemos que f(n) es el numero de objetos de una cierta coleccidon S de N objetos, que
tienen exactamente n propiedades, para cadan = 0,1,2,... con Y, f(n) = N.;Cual es el

promedio/media del nimero de propiedades que un objeto en S tiene? Es obvio que:

1
p=sdnfm (D)

Suponemos que tenemos la suerte de tener el opuesto de la serie {f(n)}, llamamos

F(x) 2P* {f(n)} . ;Sera conveniente expresar y de (1) en términos de F? Por supuesto.

Evidentemente, pu = F'(1)/F(1). Por lo que las medias pueden calcularse directamente a

través de las funciones generatrices.

Vamos con el siguiente momento, la derivacién normal o, de la distribucion. Esta esta

definida de la siguiente manera:

1
=2 @ - @
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Donde w representa un objeto del conjunto S, y n(w) es el nimero de propiedades que w

tiene. Se conoce g2

, como lo varianza de la distribucién, es por lo tanto el cuadrado de la
media de la diferencia entre el nimero de propiedades que cada objeto tiene y el cuadrado

del nimero de propiedades de u.

Cada uno de los f(n)objetos w que tienen exactamente n propiedades contribuira (n — u)?

de la suma en (2), es por eso que:
2 _ 1 2 1 2 2
0? =3 ) (= WPf ) =+ > (1 = 2un + gAf () =
n n

F'()+ (1= 2)F' (1) +p?F(1)
F(1) B

1
= (DY = 2u(xD) + WIF ()]er = ®)

_Fr@)  F'() (F’(l)

2
EORON F(1)> = {(logF)’ + (log F)"}=1

Asi que la varianza de la distribucidn puede ser calculada en términos de los valores de F y

de las dos primeras derivadas en x=1 como se acaba de probar.

Vamos a trabajar este resultado con las familias exponenciales. En una familia exponencial

F, ;{Cual es el nimero medio, p(n), de cartas en una mano de carga/peso n?

Si h(n, k) es el nimero de manos de carga n que tienen k cartas, entonces la media es:
() === ) kh(n k) 4
un) = h(n) 4 n, ( )

Ahora si nosotros comenzamos con la féormula exponencial tenemos:

xTL
3 oyt = )
e n!
Y ahora aplicando el operador d/dy y haciendo y = 1 tenemos como resultado:

xn
— ) kh(n, k) = D(x)eP® = D(x)H(x) (5)
D

n

Teorema 3:

En una familia exponencial F, el nimero de cartas en mano de peso n es:

h(n)x" 1
) = [ (Z)!x ] D)H(x) = @z (") dh(n—1)
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CONCLUSION.

Como conclusién podemos decir que las funciones generatrices se pueden emplear

para:

Encontrar una solucién en forma cerrada para una sucesion dada una relacion

de recurrencia. A modo de ejemplo, los nimeros de Fibonacci.

e Encontrar relaciones de recurrencia para sucesiones, en este caso la forma de
una funcién generadora puede sugerir una férmula de recurrencia.

e Encontrar relaciones entre sucesiones, en este caso si las funciones generadoras
de dos sucesiones tienen una forma similar, entonces las propias sucesiones
probablemente estan relacionadas.

e Explorar el comportamiento asintético de las sucesiones.

e Evaluar en algunos casos sumas infinitas.

e Demostrar identidades que implican sucesiones.

e Resolver problemas de enumeraciéon en combinatoria.
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