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Introduccion

El presente Trabajo Fin de Master, del Master Interuniversitario de Matematicas, trata sobre Ecuaciones Diofan-
ticas. En €l se discuten y analizan problemas similares a los que aparecen en las competiciones de Olimpiadas
Matematicas. Con el analisis de estos problemas se pretende fomentar el desarrollo de habilidades matemati-
cas tanto para aquellos que quieren aprender sobre las matematicas, aquellos que quieren prepararse para las
Olimpiadas, o que simplemente quieren practicar con conceptos relativos a Ecuaciones Diofanticas. El objetivo
principal es ayudar a desarrollar habilidades para resolver problemas relacionados con el tema.

Las Olimpiadas Matemdticas son competiciones entre estudiantes, principalmente de secundaria y bachille-
rato, donde deben resolver una serie de problemas. El objetivo es promover el estudio de las matematicas y
ademads, la deteccion y formacion de jévenes talentos en ellas.

Las competiciones de Olimpiadas Matematicas se desarrolla en tres fases, donde el nivel de dificultad va
creciendo:

= Fase Local: Consta de dos pruebas escritas en las que los participantes han de resolver un total de seis
problemas. Son estudiantes menores de 19 afios que se presentan voluntariamente. Los tres alumnos
con mejor puntuacion en cada distrito pueden acceder a la siguiente fase.

= Fase Nacional: Consta de dos pruebas escritas en las que los participantes deben resolver un total de
seis problemas propuestos por un tribunal. Los seis mejores clasificados podradn participar en la siguiente
fase.

= Fase Internacional: Consta de dos pruebas escritas, donde los participantes deben enfrentarse a un
total de seis problemas propuestos por un tribunal. Se celebra anualmente desde 1965, y los problemas
tienen una mayor dificultad.

Para resolver los problemas de cada fase el participante debe tener conocimientos especificos de un deter-
minado nivel. Son numerosas las apariciones de ejercicios con ecuaciones diofanticas (aquellas de las que
estudiamos sus soluciones enteras) en estas competiciones. En este trabajo se ha recopilado la informacién
necesaria para ayudar a resolver estos problemas, por lo que a lo largo del mismo se ha tratado de dar ejem-
plos y ejercicios con dificultad creciente.

La estructura de este trabajo se basa en dos grandes bloques: Teoria y Problemas. En el primer capitulo se
realiza una Introduccion Histdrica sobre las ecuaciones diofanticas, viendo como se han desarrollado a lo lar-
go de la historia, y centrandonos en el matematico que dio nombre a estas ecuaciones, Diofanto de Alejandria.



En los tres capitulos siguientes hemos realizado un repaso sobre los temas tedricos necesarios para la re-
solucién de ecuaciones diofdnticas, tratando que sea una herramienta de utilidad. También se acompafian
ejemplos que ayuden a comprender las nociones tratadas.

A continuacidn aparecen tres capitulos de ejercicios resueltos. El primero corresponde a la fase local de las
Olimpiadas Matemadticas, con ejercicios mas sencillos. En el segundo corresponde a la fase nacional, y crece
el nivel de dificultad. Por tltimo, la fase internacional, con problemas de una mayor complejidad. Se trata de
mostrar y resolver casos particulares que pueden ser de interés.
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Capitulo I

Introduccion historica

1. DIOFANTO DE ALEJANDRIA

La “Edad de Oro” de la matemadtica griega puede ser considerado el periodo que oscila entre los siglos V a.C.
y IIT a.C., donde encontramos figuras como Euclides, Eudoxo o Arquimedes.

En la “Edad de Plata” de la matemadtica griega, periodo del 250 al 350 d.c. aproximadamente, nos encon-
tramos con el mds importante de los algebristas griegos, Diofanto de Alejandria. Esta ciudad fue el centro
de la actividad matematica hasta la muerte de Hipatia en el afio 415. A Diofanto se le puede llamar el “pa-
dre del algebra”, aunque su obra no contiene el material que constituye la base del dlgebra elemental moderna.

Su obra mds importante es “Arithmetica”, tratado de trece libros, de los que han sobrevivido los seis prime-
ros. Recuerda mucho al dlgebra babilénica, pero mientras esta se habia ocupado principalmente de la solucion
aproximada de ecuaciones determinadas de grados hasta el tercero, la obra de Diofanto esta dedicada a la
resolucién de ecuaciones determinadas e indeterminadas. Es la primera que distingue entre la matematica
geométrica utilizada habitualmente por el mundo griego y la construccién de una matematica algebraica.

Diofanto empieza a adoptar algunas abreviaturas en vez de lenguaje ordinario. A lo largo de los seis libros de
la Arithmetica se hace un uso de cierta abreviaturas para potencias de niimeros y para relaciones y operacio-
nes entre ellos. Un nimero desconocido se representa por un simbolo que se parece a la letra griego s. Los
coeficientes numéricos se escribian después de los simbolos para las respectivas incégnitas a las que fueran
asociados; la suma de términos se representaba por la simple yuxtaposicién de los simbolos de los términos
en cuestion, y la resta venia representada por un tinico simbolo situado inmediatamente antes de los términos
que habia que restar. Con esta notacién Diofanto podia escribir polinomios con una tnica incégnita de una
manera casi tan concisa como se hace hoy en dia.

La diferencia mds importante ente la sincopacion diofantica y la notacién algebraica moderna estd en la falta
de simbolos especiales para las operaciones y relaciones, asi como de la notacién exponencial en la primera
de ellas.



2 CAP I. INTRODUCCION HISTORICA

2. LOS PROBLEMAS DIOFANTICOS

Se define una ecuaciéon como una igualdad en la que intervienen tanto cantidades conocidas como desco-
nocidas, llamadas estas dltimas incdégnitas. Encontrar una solucion de una ecuacién dentro de un conjunto
numeérico es encontrar una serie de valores dentro de este conjunto de forma que al sustituirlos por las incdg-
nitas se verifique la igualdad.

En el caso de ecuaciones diofanticas, el conjunto donde se van a buscar las soluciones es el de los ntiimeros
naturales o el de los enteros, exigiendo ademas que sean (generalmente) ecuaciones de tipo polindémico.

“Arithmetica” consiste en una coleccion de 150 problemas resueltos en términos de ejemplos numéricos con-
cretos, aunque quizas Diofanto pretendiese sugerir con ellos un método general. No hay ningun desarrollo
axiomatico ni tampoco se calcula todas las soluciones posibles; en el caso de las ecuaciones de segundo grado
con dos raices positivas se da solamente la mayor, y las raices negativas no se consideran. Tampoco se establece
ninguna distincién entre los problemas determinados e indeterminados, y para estos tultimos, que tienen un
numero infinito de soluciones, se da una unica solucién.

Diofanto resuelve problemas con varias incognitas expresando habilmente todas las cantidades desconocidas
en términos de una sola de ellas, siempre que esto sea posible. Un problema que puede servir para ilustrar
este método es “calcular dos numeros tales que su suma sea 20 y la suma de sus cuadrados 208”. Los
numeros desconocidos no se representan por x e y, sino por lo que en nuestra notacion moderna seria (10+x)
v (10 — x); entonces se tendra que verificar inicamente que:

(10 + x)? + (10— x)? = 208.

Luego x = 2 y los numeros buscados son 8 y 12. En este problema aparecen ecuaciones determinadas (una
ecuacion de segundo grado en una variable con dos soluciones posibles), pero Diofanto utilizaba el mismo
método para los problemas de analisis indeterminado (existe mas de una solucién).

En un cierto problema se pide calcular dos nimeros tales que al sumar cualquiera de ellos con el cuadrado
del otro da siempre como resultado un cuadrado perfecto.

Hace un tipo de planteamiento siempre que dos nimeros tengan que satisfacer dos condiciones, se deben
elegir dichos numeros indeterminados de tal manera que una de las dos condiciones se verifique automati-
camente, y después se les impone la segunda condicién para determinarlos. Es decir, en vez de manejar un
sistema de dos ecuaciones simultdneas en dos incégnitas, opera con las condiciones sucesivas de manera que
solo aparezca una dnica incégnita a lo largo del proceso.

Entre los problemas indeterminados que aparecen en Arithmetica, hay algunos que conducen a ecuaciones
x2 =1+30y2, 0 x> =1+ 26y2, que son casos particulares de la llamada “Ecuacién de Pell”. En este caso,
Diofanto se conforma con encontrar una solucion, ya que intentaba resolver problemas, no ecuaciones.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas
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3. ECUACIONES DIOFANTICAS Y CULTURAS DIVERSAS

La Arithmetica no es un texto de algebra, sino una colecciéon de problemas sobre aplicaciones del algebra, y
desde este punto de vista Diofanto se parece a los algebristas babilonicos. Sin embargo, sus nimeros son com-
pletamente abstractos y no se refieren a medidas de grano, dimensiones de campos o unidades monetarias.
Esta interesado Uinicamente en soluciones exactas, mientras que los babilonios estaban dispuestos a aceptar
aproximaciones de ntimeros irracionales como soluciones de sus ecuaciones. Por este motivo las ecuaciones
cubicas rara vez aparecen en la obra de Diofanto.

Diofanto ha tenido una influencia mayor sobre la teoria de los nimeros moderna que cualquier otro algebris-
ta no-geométrico griego. Por ejemplo, Pierre Fermat se vio conducido a su célebre “Gran Teorema” cuando
intentaba generalizar un problema que habia visto en la “Arithmetica” de Diofanto: “dividir un cuadrado dado
en dos cuadrados”.

El desarrollo de métodos de resolucién de problemas de andlisis indeterminado o diofantico constituye uno
de los mayores logros de las matematicas hindues. La causa de que se interesaran en la solucion de estos
problemas yace en la necesidad del estudio de fenémenos que se repiten periédicamente, como la astronomia.

La teorfa general de las ecuaciones diofanticas de primer grado ax+ by = 1, donde a y b son ntimeros primos
entre si, fue construida en el siglo XVII por el matematico francés Bachet de Meziriak.

Sobre la creacién de la teoria general de las ecuaciones diofdnticas de segundo grado trabajaron muchos cien-
tificos notables como P Fermat, L. Euler, J. Lagrange o K. Gauss. Como resultado de sus esfuerzos a comienzos
del siglo XIX estaba investigada la ecuacién general no homogénea de segundo grado con dos incdgnitas y
coeficientes enteros:

alxz+a2xy+a3y2+a4x+a5y+a6 =0conag; €Z, paratodoi=1,2,...,6.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega






Capitulo II

Ecuaciones diofanticas lineales

4. DEFINICION

Dentro de las ecuaciones algebraicas, se consideran las llamadas ecuaciones lineales que de una manera
formal se pueden definir asi:

Consideremos un espacio vectorial de dimensién “n”, (V,+, %), sobre un Cuerpo (K, +,+) y tomemos una de
sus bases B = {e;,¢€5,...,e,}, paratodo x € V, x = x;e; + Xxyeq +...+x,e,, donde los {x;} i=1,2,...,n son
las componentes del vector x respecto de la base B.

Sea una aplicacion del espacio vectorial V en su propio Cuerpo f : V — K, tal que cualquier vector le hacemos
corresponder un elemento del Cuerpo K:

f)=ayx;+ayxs+...+a,x, talque {q;} i =1,2,...,n,

son elementos determinados del Cuerpo.

La condicién necesaria y suficiente para que “f” sea homomorfismo o aplicacién lineal es que para todo
a,3 €K, paratodo x,y € V, entonces f(ax+ By) =af(x)+Bf(y).

Supongamos que fijamos el elemento del Cuerpo K y nos preguntamos que vector de V tiene por imagen al
elemento de K; si a € K es dicho elemento entonces f(x) = a siy solo si a;x; + ayxs + ...+ a,x, = a, que
constituye lo que conocemos como ecuacion lineal de incognitas {x;} i=1,2,...,n.

Llamaremos solucidn a aquel vector de V cuyas componentes cumplan la igualdad. A los elementos del Cuer-
po escogidos previamente {a;}, i = 1,2,...,n, se les llama coeficientes.

Supongamos que esos coeficientes son todos nuimeros enteros, asi como el término independiente, y que
buscamos solo aquellos vectores solucion tales que todas sus componentes sean enteras, en estos supuestos la
ecuacion lineal se llama diofantica.
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5. CON DOS INCOGNITAS ax £ by =¢

Donde a, b y ¢ son enteros conocidos y los enteros incégnita son x e y.

Teorema. 5.1.
La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion ax £ by = c tenga solucion es que el mdximo comun
divisor d de a y b sea divisor de c.

DEMOSTRACION.
Condicién necesaria: si m.c.d.(a, b) = d, entonces:

{d divide a a, existe t; € Z tal que t;d = a.
d divide a b, existe t, € Z tal que tod = b.

Sustituyendo:

ax by =tidx £ t,dy =d(t1x £tyy).

Por lo tanto el primer miembro es multiplo de d, entonces debera el segundo miembro ¢ también ser multiplo
de d siy solo si d divide a c.

Condicidn suficiente: dada la ecuacion diofantica ax +by =c, cona,b,c € Z, el m.c.d.(a, b) = d es también
divisor de c, entonces la ecuacién tiene solucion.

La demostracion es consecuencia del teorema de Bezout:

si m.c.d.(a, b) = d entonces existe A, u € Z tales que d = Aa + ub.

Supongamos la ecuacién inicial ax + by = ¢, y por hipdtesis m.c.d.(a, b) = d también divide al término
independiente c:

Segtn el teorema de Bezout, existe A, u € Z tales que Aa + ub = d. Por otra parte d divide a c, entonces existe
q € Z tal que ¢ = qd. En la primera ecuacién multiplicamos ambos miembros por el entero g:

(gqA)a + (qu)b = qd siy solo si (gA)a + (qu)b = c.
Luego existe solucidn:
{ X =gA
Y =qu
O
Por lo tanto, si tenemos una ecuacién ax £ by = ¢, que tiene solucién, entonces m.c.d.(a, b) = d, podemos

o : . e .a b ¢ . :
dividir ambos miembros entre d, obteniendo una ecuacién diofdntica i + — = — que tiene las mismas solu-

d d
ciones que la ecuacion original, donde los coeficientes enteros de x e y son primos relativos.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas
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Una ecuacion diofantica de la forma ax £ by = ¢ representa una recta en el plano cartesiano. Resolverla
consiste en obtener aquellos puntos de la misma que tengan su abscisa y ordenada enteras.

Podemos reducir los cuatro casos de signos de los coeficientes a y b a solo los dos siguientes, considerando a
y b ntiimeros naturales.

5.1. ECUACION DIOFANTICA ax — by =c¢
Tratamos de resolver la ecuacién ax — by = ¢, donde a y b son primos entre si.
ax—by =c, entonces ax =c+by.

El nimero entero c + by es multiplo del nimero natural a. Si consideramos los niimeros congruentes modulo
a obtendriamos a restos distintos: 0,1,2,...,a —1; si le damos estos valores a la incdgnita y, entonces:

c+b-0,c+b-1,...,c+b-(a—1),

constituyen un sistema completo de nimeros incongruentes médulo a, es decir, que dan a restos distintos al
dividirlos por a. En efecto:

Supongamos que dos cualesquiera dan igual resto. Sean:
c+bp,c+bp’ tal que 0 < p < p’ < a, entonces (c + bp) — (c + bp’) = b(p — p’) es un miiltiplo de a.

Pero a y b son primos entre si; segtin el Teorema de Euclides (p — p’) es un mudltiplo de a, lo que no tiene
sentido pues ambos son menores que a.

Luego solo uno de los restos serd cero. Suponemos que es para y =y, por lo que al dividirlo por a da exacto.
Tomemos por cociente de esa division a:

(c+by)

=a €Z, c+ by =aa, entonces aa — by =c.
a

Acabamos de obtener una solucion particular para esa ecuacién diofantica ax — by = c. Se trata de obtener
una solucién general.

Restamos ordenadamente ax — by = ¢ con su solucion particular:

{ax—by=c
aa—by=c

a(x—a)—b(y—v)=0.

a(x—a)=>b(y —y). (I1.1)

Como a y b son nimeros primos entre si, b divide a (x —a), entonces bt = x —a para todo t € Z, por lo tanto
x=a+tb.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega
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Sustituyendo en (I1.1):

a(tb) = b(y —v), entonces at = y —v, por lo tanto y =y + ta.

Luego la solucion general sera:
{x =a+tb

y=v+ta

Donde t puede ser cualquier nimero entero, pues si sustituimos en la ecuacion inicial ax—by = c, se cumple:

a(a+tb)—b(y+ta)=aa+atb—by—bta=aa—by =c,

ya que (a,y) era una solucion particular.

Dicha ecuacién la verifican infinitas parejas de niimeros enteros.

Ejercicio. 5.2.
Halla las soluciones enteras de la siguiente ecuacion:

30x —25y = 15.

SOLUCION.

Vemos si la ecuacién diofantica tiene soluciéon: m.c.d.(30,15) = 5 y como 5 divide a 15, la ecuacién tiene
soluciones enteras.

Dividimos todos los coeficientes por 5, obteniendo la siguiente ecuacion:
6x—5y =3
Calculamos una solucioén particular:
6x —3
5

Los numeros 0, 1,2, 3,4, forman un sistema completo de ntimeros incongruentes médulo 5. Sustituimos estos
valores en la incdgnita x. El resultado cuya divisién euclidea para 5 tiene resto O es:

y:

. 6-3—3 15
Six=3, y=—0 "="2=3,
5 5
Luego la solucién particular es (3,3).
Por dltimo calculamos la solucién general:
=345t
{x para todo t € Z.
y=3+6t

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas
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Ejercicio. 5.3.
Halla las soluciones enteras no negativas de la siguiente ecuacion:

2x —3y =5.

SOLUCION.

Vemos si la ecuacion diofdntica tiene solucién: m.c.d.(2,3) = 1 y como 1 divide a 5, la ecuacién tiene solu-

ciones enteras.

Calculamos una solucién particular:
5+3y
Xx=—

2

Los nimeros 0, 1, forman un sistema completo de niimeros incongruentes mddulo 2. Sustituimos estos valores

en la incégnita y. El resultado cuya division euclidea para 2 tiene resto O es:

5+3-1 8
Siy=1,x=—71—=-=4.
2 2
Luego la solucién particular es (4,1).
Por ultimo calculamos la solucién general:
=4+3t
{x 4 para todo t € Z.
y=1+2t

Pero el enunciado pide las soluciones no negativas:

4
x20:>4+3t202>3t2—4:>tZ—§:>t2—1.

1
y20:1+2t20:>2t2—1:t2—§:>t20.

Las soluciones no negativas son (x, y) = (4 + 3t,1+ 2t), donde t > 0.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada

A. M. Ortega
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5.2. ECUACION DIOFANTICA ax + by =c

Resolvamos ahora la ecuacién ax+by = ¢, donde seguimos considerando a y b como niimeros enteros primos
entre si.

Al igual que en el apartado anterior obtenemos una solucién particular x = a, y = v, entonces aa + by = c.
Restamos a la ecuacion general:

{ax+by=c
aa+by=c
a(x—a)+b(y—7)=0

a(x—a)==b(y —7) (I1.2)
Siendo a y b primos entre si, b divide a (x — a), entonces tb = x — a tal que t € Z, por lo tanto x = a + tb.
Sustituyendo en (I1.2):
a(tb) =—b(y —v), entonces at =—(y —y), por lo tanto y =y —at.
Por lo que la solucion general sera:
{x =a+tb
y=y—ta

Siendo t cualquier niimero entero.

Ejercicio. 5.4.
Halla las soluciones enteras de la siguiente ecuacion:

12x + 16y = 20.

SOLUCION.
Vemos si la ecuacion diofantica tiene solucién: m.c.d.(12,16) = 4 y como 4 es divisor de 20, la ecuacién tiene
soluciones enteras.

Dividimos todos los coeficientes por 4, obteniendo la siguiente ecuacion:
3x+4y =5

Calculamos una solucién particular:

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas
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Los ntimeros 0, 1,2 forman un sistema completo de nimeros incongruentes médulo 3. Sustituimos estos va-
lores en la incognita y. El resultado cuya divisidn euclidea para 3 tiene resto O es:

5—4-2 -3
Siy=2, x= 4 =—=-1
3 3
Luego la solucién particular es (-1,2).
Por dltimo calculamos la solucién general:
x=—1+4t
{y _ o_~g, Para todo t € Z.

O

Aunque las ecuaciones diofdnticas se definen como aquellas para las que estudiamos sus soluciones enteras,
por lo que sus coeficientes son niimeros enteros; en ciertas ocasiones se plantean con coeficientes racionales.
En todos los casos éstas se reducen a ecuaciones con coeficientes enteros multiplicando por un multiplo de los
denominadores.

Ejercicio. 5.5. 23
En una batalla en la que participan entre 10000 y 11000 soldados, resultan muertos its del total, y heridos

35
m del total. Hallar cudntos soldados resultan ilesos.

SOLUCION.
Llamamos:
x al nimero de soldados ilesos.
y al nimero total de soldados.

El niimero total de soldados es la suma de los soldados heridos, los soldados muertos y los que resultan ilesos.
Planteamos la ecuacién con los datos del problema:

28 .3
1057 T1a3” 7T

Multiplicando ambos miembros por el m.c. m.(165,143) =3-5-11-13 = 2145, queda la siguiente ecuacidén:
299y + 525y +2145x = 2145y

2145x — 1321y =0

2145x = 1321y

y _ X
2145 1321

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega
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Ecuacién diofantica lineal de dos incdgnitas ya que la solucion tiene que ser un nimero natural. Por lo tanto
las dos fracciones son un niimero natural k:

= 2145k
X X 4 para todo k € N.
2145 1321 y =1321k

Pero el numero total de soldados esta comprendido entre 10000 y 11000, es decir:

=k, tales que {

10000 < y < 11000.

Por lo tanto:

Si 10000 < y = 10000 < 2145k = 4,66 <k = 5 < k.

Siy <11000 = 2145k < 11000 =k < 5,13 =k <5.

La solucion es para k = 5, luego:

x =1321k = x =1321-5= x = 6605.

El nimero de soldados que resultan ilesos es 6605. m|

Ejercicio. 5.6.

Juan tiene un bolsa Illena de canicas, las quiere organizar en dos rectangulos de 2 y 3 filas. Durante cuatro dias
lo ha hecho, obteniendo en cada caso un nimero diferente de canicas en cada rectdngulo. Calcula el menor
numero de canicas que puede tener Juan.

SOLUCION.

LLamamos:

x: numero de columnas de rectangulo de 2 filas.

y: numero de columnas del rectangulo de 3 filas.

c: numero total de canicas.

Planteamos la ecuacion dioféntica ya que tienen que ser valores enteros positivos:

2x+3y =c

Al haberlo conseguido durante cuatro dias con valores diferentes, debemos encontrar al menos cuatro solu-
ciones positivas diferentes, y de ellas vamos a obtener el menor valor de c.

Obtenemos una solucion particular de la ecuacién, que tiene solucion, ya que m.c.d.(2,3) =1, divide a c.
Para ello obtenemos una solucién particular de la ecuacién 2x + 3y = 1. Es (x,y) = (—1,1).

Una solucion de la ecuacion 2x + 3y = ¢ sera (xq, ¥o) = (—c,c).

La solucion general es:

x =—c+3t
{y= c—at para todo t € Z.
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Pero buscamos las soluciones enteras positivas:

C
x>0:—c+3t>0$3t>c:t>§.

y>o:c—m>0:c>2n:%>a

Luego:
c c
- <t<-.
3 2

Para que t sea un numero entero, ¢ tiene que ser un multiplo del m.c.m.(2,3) = 6.

. ¢ ¢
Damos valores a ¢ para que t > 4, es decir, 573 > 5.

C C C C
nc=6 <=2 S=3 S_L-q
3 2 23
C C C C
nc=12, =4, —=6 <-S=2
3 2 23
s c=18, —=6, -=9, <-—S=3
3 2 273
C C C C
nc=24, =8, <S=12 S-S=4
3 2 273
C (o C C
s c=30, =10, £=15 S-S=5,
3 2 23

Luego si Juan tiene 30 canicas hay cuatro formas diferentes de organizarlas:

(x,y)=(3,8); (6,6); (9,4); (12,2).

6. ALGORITMO DE EUCLIDES

El algoritmo de Euclides es un procedimiento para calcular el maximo comun divisor de dos nimeros. Se
divide el mayor entre el menor; sila divisidon es exacta el divisor es el m. c. d.; pero si la divisién no es exacta, se
divide el divisor entre el resto obtenido, continuando de esta forma hasta obtener una divisién exacta, siendo
el m. c.d. el dltimo resto distinto de cero.

Hemos visto anteriormente que para que la ecuacién diofantica ax+by = c tenga solucién, el m.c.d.(a, b) =d
tiene que dividir a c. Segtn el teorema de Bezout:

existen A, u € Z tales que Aa +ub =d.

Por otra parte d divide a c, entonces existe g € Z tal que ¢ = qd.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega
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El algoritmo de Euclides proporciona un método para calcular A y yu mediante divisiones sucesivas. Aplicando
dicho algoritmo tenemos la expresién Aa + ub = d. Basta multiplicar ambos miembros por el entero g:

(gqA)a + (qu)b = qd siy solo si (gA)a + (qu)b = c.

De esta manera tenemos otro método para encontrar una solucion particular de la ecuacién diofantica inicial,

siendo:
{ X =gA
Yy =qu
Los matemadticos hindtes tales como Bhaskara conocian que las raices de la ecuacién indeterminada de primer
grado ax—by = c, se obtienen multiplicando por c las raices de la ecuacién ax—by = 1. Hemos visto que esta

ecuacion tendra solucién entera si y solo si el m.c.d.(a, b) = 1, pues el m.c.d.(a, b) debe dividir al término
independiente 1.

Para obtener soluciones enteras de la ecuacién diofantica ax — by = 1, los hindtes trabajaban:

Sea:
ax—by=1talquea>b.

Dividimos a entre b:
a = bq +r, entonces (bq+r)x—by =1.
Despejando y:
rx—1
b

Yy =qx+

. r . Ny
Donde para que y sea un numero entero, z = tiene que serlo también.

Luego rx — bz = 1 deberad tener soluciones enteras.

Hemos obtenido otra ecuacién diofantica rx — bz = 1 donde sus coeficientes son menores que los de la ecua-
cién inicial ax —by =1, puesr < b, b < a.

Volvemos a repetir el proceso un cierto niumero de veces hasta llegar a una expresion de la forma r,u—pv =1,
donde r, es el dltimo resto distinto de cero y donde p es el dltimo divisor.

Por otra parte como el m.c.d.(a, b) = 1, entonces r, = 1, de donde u = pv + 1, que nos permite obtener las
soluciones de la ecuacién propuesta ax — by = 1 sin mds que ir sustituyendo las incégnitas que surgen en el
proceso hasta obtener x e y en funcién de v.

Realmente lo que se estd haciendo es un proceso andlogo al algoritmo de Euclides que sirve para hallar el
m.c.d.(a, b). En dicho algoritmo se concluye que el m.c.d.(a, b) es el ultimo resto distinto de cero.
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Ejercicio. 6.1.
Halla las soluciones enteras no negativas de la siguiente ecuacion:

91x —195y = 1079.

SOLUCION.

Vemos si la ecuacién diofantica tiene solucién: m.c.d.(91,195) = 13, y como 13 divide a 1079, la ecuacién

tiene soluciones enteras.
Dividimos todos los coeficientes por 13, obteniendo la siguiente ecuacién:

7x +15y =83

Calculamos una solucién particular mediante el algoritmo de Euclides:
Dividimos 15 entre 7, que da de cociente 2 y de resto 1. Por lo tanto el m.c.d.(7,15) = 1.
Aplicando el algoritmo de la divisién:

15=7-2+1=15—-7-2=1=7-(—2)+ 151 =1 (identidad de Bezout)

Multiplicando por 83:
7-(—2-83)+15-(1-83)=1-83

7-(—166)+15-83 =83

Luego la solucién particular es (-166,83).

Por dltimo calculamos la solucién general:

x =—166+ 15¢
y= 83— 7t para todo t € Z.

Pero el enunciado pide las soluciones no negativas:

166
x20=>—166+15t20315t2166:t2E:>t211,07=>t212.

83
y20283—7t2038327t:72t$11,852t=>112t.

Por lo tanto no tiene soluciones enteras positivas.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada
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Ejercicio. 6.2.
Halla las soluciones enteras de la siguiente ecuacion aplicando el algoritmo de Euclides:

25x —9y =1.

SOLUCION.
La ecuacidén diofantica tiene soluciones enteras ya que m.c.d.(25,9) = 1.
Dividimos 25 entre 9, que da de cociente 2 y resto 7. Aplicando algoritmo de la division:

25=9-2+7

Sustituimos en la ecuacion:
9-24+7)x—9y =1

y =2x+7xT, tal que

=g, para todo z € Z.
7x—1=9z
7x—9z=1

Dividimos ahora 9 entre 7, que da de cociente 1 y resto 2:

9=7-1+2

Sustituimos:
7x—(7-14+2)z=1

x=z+ 22;_1, tal que @ =u, para todou € Z.
22+1=7u
Tu—2z=1
Continuamos dividiendo 7 entre 2, que da de cociente 3 y resto 1:

7=2-3+1

Sustituimos:
(2-3+1)u—2z=1

u—1
z=3u+ 5 tal que =v, para todo v € Z.
u—1=2v
u—2v=1

Hemos llegado a la tultima divisién, ya que es el dltimo resto distinto de cero. Hemos calculado que el
m.c.d.(25,9) = 1 mediante el algoritmo de Euclides.
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Despejamos la dltima ecuacion en funcién de v y sustituimos en las demds ecuaciones:

s u=1+42v.
1 1+2v—1
. z=3u+uT=3(1+2v)+Tv=3+6v+v.
z2=34+7v.
2% +1 23+ 7v)+1 6+14v+1 7+ 14
n x=z4+ 2 =3+7v+%=3+7v++=3+7v+ Y 34 7v4142v.
xX=449v.
7x —1 7(4+9v)—1 28 +63v—1 27 4+ 63
ny =2x+ =2(4+9v)+%=8+18v++=8+18v+TV=
8+18v+ 3+ 7v.
y =11+ 25v.

Por lo tanto las soluciones enteras son:

x=4+ 9
y=11+25v para todo v € Z.

Ejercicio. 6.3.
Calcula de dos maneras diferentes las soluciones enteras de la siguiente ecuacion :

35x —25y =3.

SOLUCION.

1. Vemos si la ecuacién diofantica tiene solucién: m.c.d.(35,25) = 1, como 1 divide a 3, la ecuacién tiene
soluciones enteras.

Calculamos una solucién particular:

_37x-3
T
Los ntimeros 0,1,2,3,...,24, forman un sistema completo de nimeros incongruentes modulo 25. Sus-

tituimos estos valores en la incégnita x. El resultado cuya divisiéon euclidea para 25 tiene resto O es:

Six =19, y=$=%=28.
Luego la solucién particular es (x,y) = (19, 28).
Por udltimo calculamos la solucién general:

{ x =19+ 25t

para todo t € Z.
y =28+37t
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2. Dividimos 37 entre 25, que da de cociente 1 y resto 12:

37=25-1+12

Sustituimos:
(25-1+12)x—25y =3

+ 12x—3 tal que 12x—3 aratodoz €7Z
=x , =gz, Z .
Y 25 EEYS P

12x —3 =25z

12x —25z =3

Dividimos ahora 25 entre 12, que da de cociente 2 y resto 1:

25=12-2+1

Sustituimos:
12x—(12-2+1)z2=3

z+3

+3
x=2z+ %, tal que =u, para todou € Z.
z+3=12u
12u—2z=3
Hemos llegado a la tltima divisién, ya que es el ultimo resto distinto de cero. Hemos calculado que el
m.c.d.(37,25) = 1 mediante el algoritmo de Euclides.

Despejamos la tltima ecuacién en funcion de u y sustituimos en las demas ecuaciones:

s g =12u—3.
+3 12u—3+3
nx =24 22 —o(12u—3)+ 22T osu—6+u
12 12
x =—6+ 25u.
12x —3 12(—6+25u)—3 —72+300u—3
ey T3 o5y A W3 g ogy s L23300u=3
25 25 25
—6+25u—3+12u.
y=—9+37u.
Por lo tanto las soluciones enteras son:
=—6+25
{x u para todou € Z.
y=—9+37u
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Ejercicio. 6.4.
En Correos solo se tienen sellos de 14 y 21 céntimos. ¢De qué formas puede franquear un paquete por importe
de 7,77 euros?

SOLUCION.
LLamamos:
x: nimero de sellos de 14 céntimos.
y: numero de sellos de 21 céntimos.

Donde x e y tienen que ser numeros enteros positivos.

Planteamos la ecuacion diofantica:
1l4x + 21y =777

Como el m.c.d.(14,21) = 7 divide a 777, la ecuacion tiene solucién.
Dividimos todos los coeficientes por 7 y obtenemos una ecuacién que tiene las mismas soluciones:

2x +3y =111

Obtenemos una solucién particular:

Dividimos 3 entre 2, que da de cociente 1 y resto 1:
3=2-1+1
—24+3=1

Multiplicando por 111 obtenemos una solucién particular: 2(—1-111)+3-111=1-111.
La solucién particular es (x,y) =(—111,111).

Por ultimo calculamos la solucién general:

para todo t € Z.

x=—111+3t
y= 111—2¢

Pero el nimero de sellos tiene que ser un nimero natural:

111
x20:>—111+3t2033t21113t2T:>t237.

111
yZO:lll—ZtZO:lllZZt:TZt:55,52t:552t.

Las posibles formas para franquear el paquete son (x,y) =(—111+3¢t,111—2t), 37 < t < 54. m|
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7. CON n INCOGNITAS

Sea la ecuacion lineal con n incégnitas a;x; + a;x, + -+ + a,x, = c. Se ha demostrado que ax £ by = ¢
tiene solucién si y solo si el m.c.d. de a y b es también divisor de c¢. Andlogamente ocurre si tenemos una
ecuacion con n incégnitas.

Teorema. 7.1.
La ecuacion a,x; + ay;xy + - -+ a,x,, = c tendrd solucidn si y solo si elm.c.d. de losa;, para j=1,2,...,n,
es también divisor de c.

DEMOSTRACION.

Se demuestra por induccion:

Para n =1, ax = ¢, que tendrd solucién en Z si y solo si ¢ es multiplo de a.

Para n = 2, estamos en el caso del apartado anterior.

Suponemos cierto para n — 1, es decir, a;x; + agxy + -+ +a,_1x,_; = ¢’ tiene solucién si y solo si
d=m.c.d{q;} parai=1,2,...,n—1, entonces d es un divisor de ¢’ si y solo si existe h € Z tal que

dh=¢’, siysolosia;x; +ayxy+-++a,_1x,—; = dh.

Por lo tanto la ecuacion a;x; + as;xo + -+ + a,x, = ¢ la podemos escribir dh + a,x,, = ¢, ecuacién diofantica
de la que para resolverla debemos hallar h y x,,. Hemos obtenido una ecuacién que corresponde al apartado
anterior, y tendrd solucion si y solo si el m.c.d.(d, a,) divide a c.

Vedamoslo:

Sea p elm.c.d.(d, a,), divisor también de ¢ segun el apartado anterior. Basta con demostrar que p es el m. c. d.
de todos los a; para j =1,2,...,n.

En efecto, como p es el m.c.d.(d, a,), es también divisor de los primeros a; parai =1,2,...,n—1, pues d es
divisor de todos ellos. Por lo tanto p divide a todos los a; para j = 1,2,...,n. Luego p es el m.c.d. de todos
los ajparaj=1,2,...,n.

O

Vamos a ver el caso particular para n = 3, es decir, ecuaciones diofanticas lineales con tres incognitas:
Son ecuaciones del tipo:
ax+by+cz=f, paratodoa,b,c, f €Z.

Esta ecuacién tiene solucion si y solo si d = m.c.d.(a, b, c), entonces d divide a f.
Llamamos e = m.c.d.(a, b), y estudiamos la ecuacién diofantica:

ax+by=e.
Si (xp, ¥o) es una solucion particular, la solucién general es:
(x,y) = (xg+ bh, y,—ah), para todo h € Z.

Para cualesquiera valores de x, y € Z, se verifica que ax + by = ek, para todo k € Z. Si (x, y) es una solucién
de ax + by = e, entonces (xk, yk) es una solucién de ax + by = ek. Las soluciones de esta ultima ecuacién
son de la forma ((xy + bh)k, (yo — ah)k).
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Podemos entonces considerar la ecuaciéon ax + by +cz = f como ek + cz = f. En esta nueva ecuacién dio-
fantica en las variables k y z se verifica que el m.c.d.(e,c) es también divisor de f. Si (ky, 2g) es una solucion
particular, todas las soluciones son de la forma: (k, + ct,z, —et), para todo t € Z.

Tenemos que si (k,z) es una solucién de ek + cz = f, entonces:
(x,y,2) = ((xo + bh)(ko + ct), (yo — ah)(kq + ct), 2o —et),

es una solucién de ax + by +cz = f.

Ejercicio. 7.2.
Halla las soluciones enteras de la siguiente ecuacion:

6x + 10y + 15z = 31.

SOLUCION.

= La ecuacién tiene soluciones enteras ya que m.c.d.(6,10,15) = 1.
= Tomamos el m.c.d.(6,10) = 2. Se comprueba que el m.c.d.(2,15) = 1.
= Consideramos la ecuacién 6x + 10y = 2. Dividimos todos los coeficientes por 2:
3x+5y=1.
Una solucion particular es (xg, yo) = (—3,2). Por lo tanto la solucién general es:
(x,¥)=(—3+5h,2—3h), para todo h € Z.
= Consideramos ahora la ecuacién 6x + 10y = 2k, cuyas soluciones son:
(xk,yk) = ((—3 + 5h)k, (2 —3h)k)

= Tomamos la ecuacién original como:
2k + 15z = 31.

Calculamos una solucion particular (kg,2,) = (8, 1). Por lo tanto la solucidon general es:

(k,z) =(8+15t,1—2t), para todo t € Z.

= Por ultimo tenemos entonces que:

(x,y,2) =((—3+5h)(8 + 15¢t),(2—3h)(8 + 15t),1—2t),

es la expresion general de cualquier solucién de la ecuacién 6x + 10y + 15z = 31.
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Ejercicio. 7.3.
Dado el siguiente plano, encuentra los puntos del mismo cuyas coordenadas son niimeros enteros:

6x +8y +14z—22=0.

SOLUCION.

Como los coeficientes son niumeros enteros y los puntos que nos piden también, se trata de resolver la siguiente
ecuacion diofantica con tres incognitas:

6x +8y + 14z =22
La ecuacién tiene soluciones enteras ya que m.c.d.(6,8,14) =2,y 2 divide a 22.
Dividimos todos los coeficientes por 2, y queda la siguiente ecuacion equivalente:

3x+4y +7z=11

Tomamos el m.c.d.(3,4) = 1. Se comprueba que el m.c.d.(1,7) =1.

Consideramos la ecuacion 3x +4y = 1.

Una solucion particular es (xg, o) = (—1, 1). Por lo tanto la solucién general es:

(x,¥)=(—1+4h,1—3h), para todo h € Z.

Consideramos ahora la ecuacién 3x + 4y = k, cuyas soluciones son:

(xk, yk) = (=1 + 4h)k, (1 — 3h)k)

Tomamos la ecuacién original como:
k+7z=11.

Calculamos una solucién particular (kg, 25) = (4, 1). Por lo tanto la solucién general es:

(k,2)=(4+7t,1—t), paratodo t € Z.

Por dltimo tenemos entonces que:
(x,¥,2) =((—1+4h)(4+7t),(1 —3h)(4+ 7t),1—1t),

es la expresion general de cualquier solucién de la ecuacion 6x + 8y + 14z = 22.

Por lo tanto, dando valores a h y a t, encontramos los puntos del plano con las coordenadas enteras.
O
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8. SISTEMAS DE ECUACIONES

En los sistemas de ecuaciones lineales diofanticas se trata de estudiar las soluciones de un conjunto de
ecuaciones. Para ello basta con aplicar lo estudiado hasta ahora sobre ecuaciones diofanticas lineales y reso-
lucién de sistemas de ecuaciones mediante la regla de Cramer, el método de Gauss-Jordan y el teorema de
Rouche Frobenius. Recordar que este tltimo teorema nos dice que un sistema tendra solucion si y solo si el
rango de la matriz de coeficientes coincide con el rango de la matriz ampliada.

Ademds una condicién necesaria para que haya soluciones enteras es que en cada una de las ecuaciones que
componen el sistema, el maximo comun divisor de los coeficientes que acompafan a las incégnitas divida
también al término independiente de la ecuacién.

Ejercicio. 8.1.
Halla las soluciones enteras del siguiente sistema de ecuaciones:

3x+4y—5z=17
3x—7y+4z=2

SOLUCION.
Vemos si el sistema tiene solucion. El rango de la matriz de coeficientes es 2, igual que el de la matriz am-
pliada, pero distinto del numero de incégnitas, luego es un Sistema Compatible Indeterminado, con infinitas
soluciones.

Tomamos z como parametro y despejamos:

3x+4y =17+ 5z
3x—7y= 2—4z

Restando las dos ecuaciones:
11y =15+ 9z.

Multiplicando la primera ecuacién por 7 y la segunda por 4, y restando:
33x =127+ 19z.

Resolvemos la ecuacion diofantica:
33x—19z =127,

que tiene solucién entera ya que m.c.d.(33,19) = 1.

Calculamos una solucién particular:
g = 33x—127

19
Los numeros 0,1,2,3,4,...,18, forman un sistema completo de nimeros incongruentes médulo 19. Sustitui-
mos estos valores en la incégnita x. El resultado cuya divisién euclidea para 19 tiene resto O es:
33-5-127 38

=—=2.
19 19

Six=5,2=
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Luego la solucién particular es (x,2z) = (5, 2).

Calculamos la solucién general:

=5+19¢
{x para todo t € Z.
gz =2—33t
Sustituimos z en la ecuacién:
11y =1549z

11y = 15+ 9(2—33¢)
11y = 15+ 18 — 297t

_ 33-297t
YT
y=3-27t

Las soluciones enteras del sistema de ecuaciones son:

(x,y,2)=(5+19t,3—27t,2—33t), para todo t € Z.

Ejercicio. 8.2.
En una bolsa hay monedas de 5, 10 y 20 céntimos. Se sabe que hay en total 24 monedas y que su valor es 2
euros. (Qué combinaciones de monedas son posibles?

SOLUCION.

Llamamos:

x: numero de monedas de 5 céntimos.

y: numero de monedas de 10 céntimos.

z: numero de monedas de 20 céntimos.

Con las dos condiciones del enunciado, queda el siguiente sistema de ecuaciones:

x +y + 2z = 24
5x +10y + 20z =200

Dividiendo por 5 la segunda ecuacion:
x+y +2z=24
x+2y+4z=40

Donde x, y,z son nimeros enteros positivos.
Vemos si el sistema tiene solucion. El rango de la matriz de coeficientes es 2, igual que el de la matriz am-

pliada, pero distinto del niimero de incdgnitas, luego es un Sistema Compatible Indeterminado, con infinitas
soluciones.
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Despejando z de la primera ecuacion:
z2=24—x—Yy.

Sustituyendo en la segunda ecuacion:
Xx+2y+4(24—x—y)=40

x+2y+96—4x—4y =40
3x+2y =56

Ecuacién diofantica lineal de dos incégnitas, que tiene soluciones enteras ya que m.c.d.(3,2) = 1.

Calculamos una solucién particular: (x, y) = (0, 28).

Calculamos la solucién general:

= 2t
{;—28—31‘_ para todo t € Z.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion:
z2=24—x—Yy

z2=24—2t—28+3t
z=—4+t

Las soluciones enteras del sistema de ecuaciones son:

(x,y,2)=(2t,28—3t,—4+t), paratodo t € Z.
Pero x, y, z tienen que ser nimeros positivos:
m x>20=>2t>0=>t>0.
28
= y20:>28—3t20:>2823t:?Zt:>92t.
" z22>20=>—-4+t=>0=>t=4.

Las soluciones naturales del sistema de ecuaciones son:

(x,y,2)=(2t,28 —3t,—4+1t), 4 <t <0O.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega






Capitulo III

Ecuaciones diofanticas cuadraticas

9. ECUACION x?>—y2=t

Se trata de una ecuacion de segundo grado con dos incégnitas x e y, es decir, una ecuacion diofantica
cuadratica, que podemos escribir:
(x+y)x—y)=t.

Podemos descomponer el nimero entero t de todas las formas posibles:
t= t]_ . tz,

donde t; y t, son a la vez pares o a la vez impares, pues la suma y diferencia de dos enteros x e y son de
igual paridad. Asi:

{x +y=1t;
X—Y = tz
Sumando las ecuaciones calculamos x:
t1+ty
2
Restando las ecuaciones calculamos y:
S )
YT

El razonamiento anterior nos muestra que existe solucion si y solamente si ¢t se puede descomponer como
producto de nimeros con las misma paridad:

= Sit esimpar, siempre existira solucidn, ya que solo se puede escribir como producto de niimeros impares.

= Si a es par, hay que hacer las siguientes observaciones:

e t no es divisible entre 4. Esto significa que el 2! estd en la descomposicién factorial de t, y en
cualquier producto de dos factores, uno sera par y el otro impar. No existe solucién en este caso.

e ¢ si es divisible entre 4. En este caso se podrd expresar como producto de dos factores pares. Si
existe solucidn.

Al ser t; y t, de igual paridad, la ecuacion no admitira soluciones si t siendo multiplo de 2 no lo fuese
de 4.
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La interpretacién geométrica de la solucién de la ecuacién dioféntica x2 — y? = t es obtener los puntos de
coordenadas enteras de la grafica de la correspondiente hipérbola equilatera.

Ejercicio. 9.1.
Halla las soluciones enteras de la siguiente ecuacion:

SOLUCION.

Se trata de una ecuacién diofantica de dos incégnitas, donde la diferencia de cuadrados se escribe como suma
por diferencia:
(x+y)x—y)=098.

La descomposicién factorial del ntiimero 98 es: 98 = 2 - 72, nlimero par pero no divisible por 4. Por lo tanto la
ecuacién no tiene soluciones enteras.

Lo comprobamos:
Descomponemos 98 como producto de dos factores: 98 =t - t4:

L] t1=1,t2=98.

x+y=1
x—y =98
Sumamos las ecuaciones, entonces:
1498 99
X = = —
2 2
Por lo tanto x ¢ Z.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_1-98  —97
YT T T
Por lo tanto y ¢ Z.
L] tl :2,t2:49.
x+y= 2
x—y =49
Sumamos las ecuaciones, entonces:
_2+49 51
22
Por lo tanto x ¢ Z.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_2-49 47
D 2

Por lo tanto y ¢ Z.
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L] f1:14,t2:7.

x+y=14
x—y= 7
Sumamos las ecuaciones, entonces:
1447 21
22
Por lo tanto x ¢ Z.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_14-7_7
YT T T

Por lo tanto y ¢ Z.

Ejercicio. 9.2.
Halla dos nuimeros enteros cuya diferencia de cuadrados sea igual a 36.

SOLUCION.
Se trata de una ecuacion diofantica de dos incognitas:

x%2—y? =36, donde x,y € Z.
La diferencia de cuadrados se escribe como suma por diferencia:
(x+y)x—y)=36.

La descomposicién factorial del niimero 36 es: 36 = 22-32, ntiimero par divisible por 4. Por lo tanto la ecuacién
tiene soluciones enteras.
Descomponemos 36 como producto de dos factores: 36 =t - to:

= t; =1,t, = 36. No hay solucidn, tienen distinta paridad.

L] t1:2,t2:18.
x+y= 2
{x—y=18

Sumamos las ecuaciones, entonces:
2+18 20
X = =

2 2
x =10.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_2—18 -16
YT Ty
y =-8.
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= t; =4,t, =9. No hay solucidn, tienen distinta paridad.
= t; =12, t, = 3. No hay solucidn, tienen distinta paridad.

L t1:6,t2:6.

{x +y=6
x—y=6
Sumamos las ecuaciones, entonces:
_6+6 12
o2 2
x =6.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_6—-6 0
YT T,
y=0
L] tl :18,t2:2.
x+y=18
xX—y= 2
Sumamos las ecuaciones, entonces:
1842 20
X = = —
2 2
x =10.
Restamos las ecuaciones, entonces:
_18—2 16
YT T T
y =8.

= t; =36,ty, = 1. No hay solucidn, tienen distinta paridad.

Por lo tanto las soluciones enteras son: (x, y) = (10,—8); (6,0); (10,8). O
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10. ECUACION PITAGORICA

Se trata de la ecuacién diofantica x2+ y? = 22, que bajo consideraciones geométricas equivale a obtener todos
los triangulos rectangulos cuyos lados tienen longitudes enteras.

Los primeros nuimeros pitagoricos empleados fueron 3, 4 y 5, y podemos obtener a partir de ellos infinitos
numeros pitagdricos sin mds que multiplicarlos por cualquier entero A : 34,4A,5A.

Si una solucién de la ecuacion es la terna (a;, a,, @3), también lo es (Aa;, Aoy, Aas), para todo A € Z.

Teorema. 10.1.
Si dos valores cualesquiera de los x, y, z tienen un divisor primo comtn, sea t € Z, entonces t sera divisor del
tercero.

DEMOSTRACION.

Sea t tal que:
{ t divide a x, entonces existe t; € Z tal que t;t = x.

t divide a y, entonces existe t, € Z tal que tyt = y.

Sustituyendo en la ecuacidn:
(t16)* + (t1)* = 2°

(2 +t5) =2°
te(t2+1t3)=2°

Por lo que t divide a 22, y como t es primo, entonces t divide a z.
O

Por lo tanto se tratara de buscar las ternas de soluciones de forma que tomados de dos en dos sean primos
entre si. A este tipo de soluciones las conocemos con el nombre de primitivas.

Por otro lado si x e y son impares, entonces:

{x=2n+1
y=2p+1

Sustituyendo en la ecuacion:
2n+1)2+@2p+1)? =22
4n®+1+4n+4p%+1+4p =2>
4(n*+n+p?+p)+2=2

4n*+n+p*+p)=2z*-2
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Por lo tanto:
%2 = 2 (médulo 4),

que no es posible.

Como x e y no pueden ser tampoco a la vez pares (pues tendriamos un divisor comtin), tenemos que uno sera

par y otro impatr.
Supongamos x impar e y par, entonces y = 2k. Sustituyendo en la ecuacion:

x? 4 (2k)? = 22
(2k)?* = 2% — x?
z )2 X )2
(-G
2k 2k

y estamos en el caso de la ecuacién diofantica x? — y? = t.

p4 X Z X
(v 5) G5
2k 2k 2k 2k

Donde:
Z n X _Z+X_Z+X
2k 2k 2k y

Zz X z2—X 2zZ—X

2k 2k 2k y

+ J—
Segun (111.1), X es la fraccion inversa de FmX
Yy
Escribimos:
z . x
2k 2k s
2_X_S
2k 2k j
Sumando miembro a miembro en (II.2):
2,2
Z S +s
—==-+-= ! —,
k s j sj
b4 2 + 52
donde tanto — como — son fracciones irreducibles, entonces:
4y
z=j2+s2
k= sj
Como y = 2k:
Yy .
= =5
5 J
y =2sj.
Restando las igualdades en (I11.2):
2 2

(II1.1)

(I11.2)
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Por lo tanto:

x =j*—s2.

Hemos obtenido tres ecuaciones que son la solucion de la ecuacion pitagorica:

x=j2—32
y= 2sj
z=j%+s2

Tomando pares de valores enteros (j,s) obtenemos las ternas de soluciones buscadas.

Ejercicio. 10.2.
Demostrar que el radio de la circunferencia inscrita en un tridngulo pitagérico de lados enteros es siempre un
numero natural.

SOLUCION.

Llamamos r al radio de la circunferencia inscrita, sean x, y, z las longitudes de los lados del tridngulo rectan-
gulo, donde x, y son los catetos y z la hipotenusa. Aplicando el teorema de Pitdgoras, nos queda la ecuacién
pitagdrica:

x?+y? =22

El drea del tridngulo es: A= %

Si unimos el centro de la circunferencia inscrita con los vértices del tridngulo, éste queda dividido en tres
tridngulos cuya suma de areas es el area del triangulo inicial:

Xy Xxr yr gr

2 2 2 2
xy=xr+yr+zr=xy=r(x+y+z).

Despejando el radio:
Xy

="
x+y+z
La solucion de la ecuacién pitagorica es:
x = j2 _ 52
y= 2sj
gz =j% 452

Donde j y s son numeros naturales, j > s para que las soluciones sean enteros positivos.

Sustituyendo:

25j(j*—s%) _ 25j(j*—5%) _ 3 +s)(G—s) —s(j—s)
J2—s2+2sj+j2+s2  2j242sj jG+s) ’

que es un numero natural. m|
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11. ECUACION DEL PELL

La llamada ecuacién de Pell es la ecuacién diofantica cuadratica que tiene la forma x2—Dy? =t.

Brahmagupta estudi6 la ecuacién diofantica x? = 1 + py?, que fue resuelta en algunos casos particulares por
el también hindu Bhaskara.

Fue estudiada, entre otros, por Leonhard Euler, que fue quien le atribuyé el nombre. El matemadtico francés
Pierre Fermat la planted en el siglo XVII, y en el caso de que t =1 y D > 0, siendo D un natural que no posee
cuadrados en su descomposicién factorial, conjeturd que esta ecuacion tiene infinitas soluciones enteras, ade-
mas de la trivial x = £1, y = 0, demostracion realizada por Joseph Louis Lagrange a finales del siglo XVII.

La solucion de esta ecuacion se realiza, suponiendo x > 1,y > 0, y haciendo uso de la ecuacién equivalente:
(x+vDy)(x—+vDy)=1.
Si D = d? es un cuadrado perfecto no hay soluciones distinta de la trivial, ya que la ecuacién queda:
X —(dyP =1,

y la diferencia de dos cuadrados solo puede ser 1 si el minuendo es 1 y el sustraendo es 0. Pero si D no es un
cuadrado perfecto, la solucidn tiene infinitas soluciones.

Vamos a mostrar como a partir de una solucion particular pueden generarse las demas soluciones. Asociamos
a cada solucién (x, y) el nimero x + /Dy, de tal manera que:

x2—Dy?=(x++vDy)(x—vVDy)=1.

Si x,y > 0 entonces se tiene:
x++vDy>1, x—+/Dy<1.

Sea u, v otra solucién de la ecuacién, entonces:
u? —Dv? =+ vDv)(u—vDv)=1.
Si multiplicamos miembro a miembro:
(x + VDy)u+ vDv)(x —VDy)u—+VDv) =1,

es decir,
(x + vVDy)u+ vDv) = (xu+Dyv) + (xv+ yu)vVD,

es el valor asociado a la solucién (xu + Dyv, xv + yu). En particular, si a partir de una solucién (x;,y;) se
definen x, e y,, mediante la igualdad:

Xn +yn‘\/B: (Xl +y1 \/B)n.
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Se tienen infinitas soluciones (x,, ¥,), que pueden escribirse explicitamente como:

Xp = %((Jﬁ +y1VD)" + (x; — y, VD).

Vo= %«x1 +1,VDY — (1 — y1 VD).

Es claro que si (x, y) es solucién, entonces (—x, y), (x,—y) y (—x,—y) también lo son.

Por lo tanto es suficiente con buscar las soluciones (x, y) con x > 0, y > 0. Entre éstas, suponemos que (x;, y;)
es aquella para la cual x; + y; v D es minimo. En este caso las soluciones (x,, y,) son todas las soluciones
positivas de la ecuacién de Pell. En efecto, como:

1<x;+y;¥VD < (x;+y;VD)? < (x; + y; VD) < ...

si u, v es otra soluciéon que no coincide con ninguna (x,, y,), entonces u+ v+ D debe estar comprendido entre
dos términos consecutivos de la sucesion anterior, es decir,

(x1 4+ y1 VD) <u+vvD < (x; + y; VD) 1.
Multiplicando todo por (x; — y; /D) resulta:
1< (u+vvD)(x; —ylx/ﬁ)k <x1+y,vD.

Como el término medio es mayor que 1, entonces corresponde a una solucién positiva. Pero esto es absurdo
por la forma en que se tomd (x1, ¥1)-

La importancia de la ecuacién de Pell estd en que todas las ecuaciones cuadréticas en dos variables se pueden
reducir a una de Pell:

ax?+bxy+cy*+dx+ey+f =0, paratodo a,b,c,d,e, f € Z.
ax?+(by +d)x+(cy?+ey+f)=0.
Ecuacién de segundo grado en x que tiene soluciones enteras si el discriminante es un cuadrado perfecto.
(by +d)?>—4a(cy?+ey + f) =w?, paratodow € Z,

entonces:
(b%2 —4ac)y?+ (2bd —4ae)y + (d® —4af)—w? = 0.

Llamando b2 —4ac = p; 2bd —4ae = q; d?> —4af =r, se tiene:
py?+qy +r—w?=0.
Ecuacién de segundo grado en y que tiene soluciones enteras si el discriminante es un cuadrado perfecto.
q?> —4p(r —w?) = 2%, para todo z € Z, entonces 22 —4pw? = q*> —4pr-.

Ecuacién de Pell con D =4p y t = q> —4pr.
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12. TEOREMA DE LAGRANGE m = x2 + xJ + x; + x

En 1621, Bachet de Méziriac conjeturé que todo nimero natural se puede escribir como suma de cuatro cua-
drados, dando numerosos ejemplos. Posteriormente, en el siglo XVII, Pierre Fermat afirmé haber demostrado
dicha conjetura, aunque no ha llegado su demostracion.

Fue Joseph-Louis Lagrange quien en el siglo XVII dio solucién al siguiente resultado: Dado m natural, la
ecuacién diofdntica m = x% + x§ + x§ + xﬁ tiene solucion.

La demostracién se realiza tomando una identidad de Euler que permite reducir la demostraciéon a los casos
en los que m es un ndmero primo.

A continuacién demuestra que dado cualquier primo m mayor que dos, existen n, xg, Yo € N tales que
m . , .
1<n< B yque mn=1+ x(z) + yg, resultado que, junto con otros resultados de la teoria de congruencias,

dan solucién al problema.

13. OTROS METODOS DE RESOLUCION

Para resolver ecuaciones diofanticas que no se adaptan a los casos anteriormente descritos, se puede aplicar
otras estrategias, como por ejemplo el método de factorizacion o el método de la suma.

s Método de factorizacion

Consiste en factorizar el polinomio que define la ecuacion diofantica en un miembro y usar en el otro la
factorizacién de numeros enteros, determinando las posibles soluciones distinguiendo todos los casos.

Ejercicio. 13.1.
Demostrar que la ecuacién 2x? + 3xy = 7 no tiene solucion entera.

SOLUCION.

Factorizamos el primer miembro:
x(2x+3y)=7.

Consideramos las diferentes factorizaciones de 7:

x 1(7]-1|-7
2x+3y | 7|1 |-7]|-1
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Estudiamos los cuatro casos:
e Caso 1:
X =
2x+3y =7
No tiene solucion entera.
e Caso 2:
X =
2x+3y=1
No tiene solucion entera.
e Caso 3:
b =-1
2x+3y=—7
No tiene solucion entera.
e Caso 4:
X =—7
2x+3y=-1
No tiene solucién entera.
Por lo tanto la ecuacién 2x2 + 3xy = 7 no tiene solucién entera. |

Ejercicio. 13.2.

Determinar todos los niimeros enteros positivos que sean solucion de la ecuacion:

(xy =7 =x%+y2

SOLUCION.

Se trata de resolver la ecuacion diofantica:
(xy =7 =x%+y2
Desarrollamos el cuadrado del primer miembro:

x%y? —14xy +49 = x* + y2.

Sumamos 2xy en ambos miembros para obtener un cuadrado en el de la derecha:

x2y? —14xy +49 +2xy = x2+ y2 4+ 2xy

x%y?—12xy +49 = (x + y)*.
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Completamos el miembro de la derecha para obtener un cuadrado:

(xy—6)2 +13=(x +y)2.

Agrupamos los niumeros en el miembro de la derecha y los términos que contienen variables en el de la
izquierda:

(xy —6)% —(x+y)>=-13.

En el miembro de la izquierda tenemos una diferencia de cuadrados, que la escribimos como suma por
diferencia:

(xy—6+x+y)xy—6—x—y)=-—13.

Consideramos las diferentes factorizaciones de -13:

xy+x+y—6]| 1 -1 113 |-13
Xy—x—y—6|-13 |13 | -1 1

Estudiamos los cuatro casos:

e Caso 1:

xy+x+y—6=1 N xXy+x+y=17
Xy—x—y—6=-13 Xy—x—y=-—7

Sumamos las ecuaciones: 2xy = 0.
Restamos las ecuaciones: 2x + 2y = 14.

Tenemos dos posibles soluciones:
{x =0,y=7
x=7,y=0

Las soluciones tienen que ser positivas, por lo tanto no son solucién del ejercicio.

Caso 2:

{xy+x+y—6=—1 xXy+x+y=25
=
Xy—x—y—6=13 xy—x—y=19

Sumamos las ecuaciones: 2xy = 24.
Restamos las ecuaciones: 2x + 2y = —14.
Despejando y sustituyendo obtenemos la ecuacién de segundo grado x2 + 7x + 12 = 0.

Resolvemos y tenemos dos posibles soluciones:

{x:—4, y=-3
x=-3,y=—4

Las soluciones tienen que ser positivas, por lo tanto no son solucién del ejercicio.
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e Caso 3:

xXy+x+y—6=13 N xy+x+y=19
Xy—x—y=35

Xy—x—y—6=-1

Sumamos las ecuaciones: 2xy = 24.

Restamos las ecuaciones: 2x + 2y = 14.

Despejando y sustituyendo obtenemos la ecuacién de segundo grado x2 — 7x + 12
Resolvemos y tenemos dos posibles soluciones:

{x=4,y=3
x=3,y=4

Soluciones positivas, por lo tanto son solucién del ejercicio.

e Caso 4:
xXy+x+y—6=-—13 Xy+x+y=-—7
=
Xy—x—y—6=1 Xy—x—y=17
Sumamos las ecuaciones: 2xy = 0.
Restamos las ecuaciones: 2x + 2y = —14.

Tenemos dos posibles soluciones:
x=0,y=-7
x=-7,y=0

Las soluciones tienen que ser positivas, por lo tanto no son solucién del ejercicio.

Por lo tanto las soluciones positivas son (x,y) = (4,3); (3,4).

=0.
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Ejercicio. 13.3.
Hallar todas las soluciones de la siguiente ecuacion diofdntica:

(y—1D+y*(x—1)=1.

SOLUCION.

Queremos expresar el miembro de la izquierda como un producto. Para ello hacemos un cambio de
variable:

Llamamos: x —1=a; y—1=b;esdecir x=a+1,y=b+1.

La ecuacién queda:
(a+1)?b+(b+1)%a=1.

Desarrollando los cuadrados:
(a®?+2a+1)b+(b*>+2b+1)a=1

a’b+2ab+b+ab*+2ab+a=1

a’b+ab*+4ab+a+b=1

Sacando factor comun ab:
abla+b+4)+a+b=1.

Sumando 4 en ambos miembros:
abla+b+4)+a+b+4=1+4
(a+b+4)ab+1)=5

Hemos obtenido un producto en el primer miembro. Consideramos las diferentes factorizaciones de 5:

a+b+4|1|-1|{5|-5
ab+1 S5|1-5|11]-1

Estudiamos los cuatro casos:

e Caso 1:
a+b+4=1 a+b=-3
ab+1 =5 ab = 4

Despejando y sustituyendo obtenemos la ecuacién de segundo grado: a® + 3a +4 = 0.
Resolvemos y vemos que no tiene soluciones enteras.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas




SEC. 13. OTROS METODOS DE RESOLUCION 41

e Caso 2:
a+b+4=-1 a+b=-5
ab+1 =-5 ab =—-6

Despejando y sustituyendo obtenemos la ecuacién de segundo grado: a® 4+ 5a —6 = 0.
Resolvemos y tenemos dos posibles soluciones:

a=—-6,b= 1
a= 1,b=—6
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién son:
x=-5y= 2
x= 2,y=-5
e Caso 3:

a+b+4=5$ a+b=1
ab+1 =1 ab =0

Tenemos dos posibles soluciones:

{a =0,b=1
a=1,b=0
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién son:
{X—Ly
x=2,y=1

e Caso 4:

Despejando y sustituyendo obtenemos la ecuacién de segundo grado: a® 4+ 9a —2 = 0.
Resolvemos y vemos que no tiene soluciones enteras.

Por lo tanto las soluciones de la ecuacién son:
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s Método de la suma

Es un método similar al de factorizacion, pero se obtiene en uno de los miembros de la ecuacién una
suma de potencias. Considerando los diferentes casos obtenemos la solucion.

Ejercicio. 13.4.
Hallar dos niimeros enteros cuya suma de cuadrados sea igual al doble de la suma de dichos niimeros.

SOLUCION.

El enunciado se puede expresar mediante la siguiente ecuacion diofantica, llamando x, y a los nimeros
pedidos:
>+ y*=2x+y).

Desarrollamos el producto del segundo miembro y completamos cuadrados:
x4+ y2 =2x+2y
x2—2x+y2—2y =0
x2—2x+1+y*—2y+1=1+1
(x—172+(y—1)2*=2
Hemos obtenido una suma de cuadrados en el primer miembro y un ntimero en el segundo. Pero el
numero 2 solo se puede expresar como suma de cuadrados en los siguientes casos:
e Si2=12+12. Entonces:
x—1=1, por lo tanto x = 2.
y—1=1, porlo tanto y = 2.

e Si2 =12+ (—1). Entonces:
x—1=1, por lo tanto x = 2.

y—1=-—1, porlo tanto y =0.

e Si2=(—1)%+ 12. Entonces:
x —1=-—1, por lo tanto x = 0.

y—1=1, porlo tanto y = 2.
e Si2=(—1)?+(—1)%. Entonces:
x —1=-1, por lo tanto x = 0.

y—1=-—1, porlo tanto y =0.

Las posibles soluciones son:
(x,¥)=1(0,0); (0,2); (2,0); (2,2).
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Capitulo IV

Ecuaciones diofanticas de otros grados

14. PROBLEMA DE HILBERT-WARING

En el afio 1770, Edward Waring conjeturd que las ecuaciones diofanticas:
_ 2., .2, 2 2
m=x7+ x5+ x5+ x}
3. .3, .. .4.3..3
m=xj+x,+ + Xxg + Xg
A A4 4
m=x]+x5+ -+ x5+ Xy
tenian solucion. Es decir, todo natural puede escribirse como suma de 4 cuadrados, 9 cubos o 19 bicuadrados.

El gran matematico de comienzos del siglo XX, David Hilbert, generalizé estos resultados demostrando que
para todo n € N existe otro nimero natural k, de forma que la ecuacién diofantica:

— 4N no... n n
m=xj+xy -t xg g Fxp
admite solucidn con valores naturales.

El problema con el que se trabajé a lo largo del siglo XX fue determinar, dado un n € N el minimo de los k,,
validos para el teorema de Hilbert, que lo denotaremos por g(n). Es decir, encontrar el minimo valor posible
g(n) para que siempre exista solucién de la ecuacién diofdntica m = x| + x5 +--- + xg(n)_l + xg(n), ya que el
teorema anterior demostraba la existencia, pero no daba una estimacién para k,,.

Por ejemplo, el teorema de Lagrange afirma que g(2) = 4, ya que la ecuacién m = x% + x% + x% + xﬁ siempre
tiene solucion. También se ha llegado a demostrar que m = xf + xg’ +--4 xg +xg siempre tiene solucién, por
lo que g(3) = 9. Los valores g(4) y g(5) todavia no son conocidos. Solamente se sabe que 19 < g(4) <35,y
que 37 < g(5) < 40.

Otro aspecto con el que se trabajé durante el siglo pasado fue el estudio de, dado n € N, el menor de los
valores G(n) para que la ecuacién diofdntica m = x7' + x5 +--- + X?;(n)—l + xg(n) tenga solucién salvo para un
conjunto finito de posibles valores de m.
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Es decir, la diferencia entre g(n) y G(n) es que la primera aseguraria la solucién de la ecuacién diofantica
para todo m € N y en el segundo caso garantizaria la solucién para todos los valores m € N salvo un conjunto
finito de estos. Por tanto, G(n) < g(n).

Se ha demostrado que todos los niimeros, salvo 23 y 239, se pueden expresar como suma de 8 cubos, por lo
que tendriamos que G(3) < 8. Posteriormente, en 1942, Yuri Linnik demostré que G(3) = 7.

También se ha demostrado que todo numero de la forma 8N + 7 no puede ser expresado como suma de tres
cuadrados, por lo que G(2) = 4. En 1939 se demostr6 que G(4) = 16 de la mano de Harold Davenport.

15. GRAN TEOREMA DE FERMAT

Pierre Fermat (francés, siglo XVII) se dedicd, por aficidn, a las matematicas, contribuyendo a la fundacién de
la geometria analitica, al cdlculo de probabilidades y la aritmética moderna. Gran parte de su obra matematica
se conoce solo a través de su correspondencia y de anotaciones marginales en sus libros; en ella abundan los
resultados formulados sin demostracién, cuyo ejemplo mas famoso es el de su conjetura.

Su estudio de las técnicas de analisis numéricos introducidos por Diofanto le llevo a varios descubrimientos
importantes de la teoria de los numeros, entre los que cabe mencionar el método del descenso infinito, asi
como toda una serie de proposiciones y teoremas.

NUMERO DE FERMAT

Son los niimeros F,, tal que F, =22" 4+ 1, paran=1,2,3,...

Los introdujo creyendo que se trataba de nimeros primos para todo n. Sin embargo, se sabe con seguridad
que no lo son para 5 < n < 16, asi como para algunos valores superiores de n.

TEOREMA DE FERMAT

Se conoce también con el nombre de “pequeiio teorema de Fermat”. Nos dice que dado un niimero entero
a cualquiera no divisible por p, siendo p primo, entonces aP~! — 1 es divisible por p, es decir a?~* = 1 (p),
que se conoce como congruencia de Fermat.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas



SEc. 15. GRAN TEOREMA DE FERMAT 45

EL GRAN TEOREMA DE FERMAT
Llamado también conjetura de Fermat.

Teorema. 15.1.
Sin es un numero entero mayor que 2, la ecuacion x™ + y™ = 2™ no tiene solucion entera positiva distinta de
x=y=z2=0.

Enuncié este teorema anotdndolo en un ejemplar de la obra de Diofanto, en el margen de una pagina, indi-
cando que se hallaba en posesidn de una “magnifica demostraciéon” que, sin embargo, no podia anotar dado el
estrecho del margen. La anotacion de Fermat decia: “es imposible escribir un cubo como suma de dos cubos,
una cuarta potencia como suma de dos cuartas potencias, y en general, cualquier potencia superior a la segun-
da como suma de dos potencias similares. Para esto he descubierto una prueba verdaderamente maravillosa,
pero el margen es demasiado pequefio para contenerla ...”

Los trabajos para su demostracién fueron impresionantes:

= Cien afios después, Leonhard Euler trabaja en su resolucidn, aunque solo logra una demostracion errénea
para el caso n = 3.

= En 1825, Johann Peter Gustav L. Dirichlet y Adrien-Marie Legendre demostraron el caso n = 5.
= En 1840, Gabriel Lamé lo hizo paran=7.

= En 1847, Ernst Kummer demuestra el teorema nada menos que para todos los valores de n menores o
iguales a 100, excepto los casos 37, 59 y 67.

= En 1854, la Academia de Ciencias de Paris, promueve un premio de 300.000 francos de oro para aquel
que pudiese demostrar el teorema. Este premio queda desierto, reduciéndolo simplemente a la conde-
coracién de Ernst Kummer en 1857.

= Los medios informaticos utilizados en el siglo XX permitieron la demostracién del teorema para valores
de n de varias decenas de miles.

Pero la solucion al Gran Teorema de Fermat llegd antes de la finalizacion del siglo XX. Fue el inglés Andrew
Wiles quien, a partir del estudio de curvas elipticas, logré una demostracién de este teorema en 1995. El
logro de Wiles comportaba una solucién parcial de otro dificil problema, conocido por conjetura de Shimura
Taniyama-Weil, publicada en 1955, que afirmaba que toda curva eliptica de la forma y? = ax®+ bx? +cx +d
podia ser interpretada como una forma modular (un objeto topolédgico altamente simétrico). El hecho de que
esta conjetura fuese cierta, implicaria la solucion del teorema de Fermat.
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Un comentario sobre la ecuacion x" —2y" = 1.

Ejercicio. 15.2.
Estudiar si existen soluciones enteras para la ecuacion:

x"—2y"=1, dondex >1, n> 2.

SOLUCION.
Sin = 2, estamos en el caso de la ecuacién:

que es una ecuacién de Pell.
Si n = 3, la ecuacién queda:
x3— Zy3 =1.

Boris Delone (1930) y Trygve Nagell (1928) demostraron que para cualquier nimero entero d distinto de
cero, la ecuacién x> —dy3 = 1 tiene a lo sumo una solucién entera (x,y) ademds de la trivial (1,0), sin
ninguna restriccién en los signos de x e y. En particular, ya que la ecuacién x® —2y2 = 1 tiene la solucién
entera (—1,—1), no hay soluciones enteras positivas.

Este teorema fue ampliado para el exponente n = 4 por Wilhelm Ljunggren (1942), y para n > 5 por Charles
Leonard Bennett (2001): paran > 3 y d # 0, la ecuacién |x" —dy"| = 1, tiene a lo sumo una solucién en
numeros enteros positivos.

En particular, |[x" —2y"| = 1 tiene a lo sumo una solucién entera positiva. Ya que (x,y) = (1,1) es una
solucidn, esta es la tnica. Pero x™ —2y"™ = —1 cuando (x,y) = (1, 1), por lo tanto para n > 3 no hay solucién
para la ecuacién inicial cuando x e y son nliimeros enteros positivos. |
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Primer nivel. Olimpiadas Locales

16. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

Una vez vista la teoria y los ejercicios relacionados con la ecuaciones diofanticas, nos centramos en los proble-
mas de esta temadtica en las Olimpiadas Matemadticas. Empezamos con problemas propuestos en la fase local,
los cuales conllevan un menor grado de dificultad.

Ejercicio. 16.1. (2014)
Hallar las soluciones enteras de la ecuacion:

x*+ y4 = 3x3y.

SOLUCION.
La primera solucién que vemos es la trivial, para x = 0 entonces y* = 0, por lo tanto y = 0.
Si x # 0, podemos dividir todos los términos de la ecuacién por x*:

x*+ y* _ 3xy?

x4 x4
1+ (3—')4 =3.2
x x
Hacemos el cambio de variable z = J—/:
* 14+2%=3z
z"—3+1=0

Las soluciones enteras de la primera ecuacion son las soluciones racionales de la segunda. Segtin el teorema de
la raiz racional, de tener soluciones racionales, el denominador de la fraccién debe ser divisor del coeficiente
de mayor grado, z*, y el numerador un divisor del término independiente, 1. Los candidatos a raices son 1y
-1, que no verifican la ecuacion.
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Por lo tanto no hay soluciones racionales, y la ecuacién x* + y* = 3x%y no tiene soluciones enteras distintas

de la trivial x =0,y = 0.

O

Ejercicio. 16.2. (2015)

Dados tres nimeros enteros positivos x, Y, %, hallar el valor de su producto xyz sabiendo que cumplen:

xX+2y=z2

x*—4y*+2%=310

SOLUCION.
De la primera ecuacion despejamos 2y :

2y =z —Xx.

Sustituimos en la segunda ecuacion:

x2—(z—x)*+2%2 =310

x2— (22 —2xz+x?)+ 2% =310

2

x?2—22+2xz—x%2+2%2 =310

2xz =310

xz =155

Hemos obtenido un producto en el primer miembro. Descomponemos 155 en sus factores primos:

155=5-31

Consideramos las diferentes factorizaciones con nimeros positivos de 155:

1

5

31

155

z | 155

31

5

1

Estudiamos los cuatro casos:

m Caso1: x =1, 2 =155.

y:

2

z—x 155—1
= 3 =

77.

Los tres nimeros son enteros positivos, luego su producto es xyz = 11935.

m Caso 2: x =5, z=31.
y:

2

z—x 31-5

— =13.

2

Los tres nimeros son enteros positivos, luego su producto es xyz = 2015.
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s Caso 3: x =31, 2 =05.
z—x 5-—31
= = =-13.
Y 2 2

No es solucion ya que y tiene que ser un nimero entero positivo.

s Caso 4: x =155, z=1.
z—x 1—155

2 2

No es solucion ya que y tiene que ser un numero entero positivo.

—77.

y:

Por lo tanto los posibles valores el producto son 11935 y 2015. m|

Observacion. 16.3.
Se puede plantear un problema para resolver una ecuacién diofdntica lineal con dos incégnitas en el que
intervenga un pardmetro desconocido, como por ejemplo el siguiente problema:

Ejercicio. 16.4.

Un rey quiere dividir a sus empleados en grupos de forma que el primer grupo pueda formar un rectangulo
de cinco en linea, y el segundo grupo un rectdngulo de siete en linea. Si durante nueve dias no se repite el
numero de empleados en cada grupo, écudl es el nimero minimo de empleados?

SOLUCION.

En primer lugar planteamos la ecuacion que nos pide el enunciado. Llamamos:

x: numero de filas del rectangulo que tiene cinco en linea.

y: numero de filas del rectdngulo que tiene siete en linea.

c: nimero de empleados.

Todos son ntimeros enteros positivos, por lo tanto se trata de una ecuacién diofantica.

En el primer rectangulo hay cinco empleados en linea, lo que quiere decir que tiene 5 columnas y x filas. En
el segundo rectangulo hay siete empleados en linea, lo que quiere decir que tiene 7 columnas e y filas. El
numero total de empleados es c, luego:

Sx+7y=c

Las soluciones de esta ecuacién son las mismas de la ecuacién 5x + 7y = 1 multiplicadas por c.
Calculamos una solucién particular de 5x + 7y = 1.

Vemos si la ecuacion diofdntica tiene solucién: m.c.d.(5,7) = 1, la ecuacién tiene soluciones enteras.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega
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Solucién particular:
Y= 1-7y

5

Los numeros 0, 1,2, 3,4, forman un sistema completo de ntimeros incongruentes médulo 5. Sustituimos estos
valores en la incégnita y. El resultado cuya division euclidea para 5 tiene resto O es:

1-7-3  —20
5 5

—4.

Siy=3, x=

Luego la solucién particular es (xg, yo) = (—4, 3).
Una solucion particular de la ecuacién inicial es (cxg, cyy) = (—4c, 3¢).
Por lo tanto, la solucién general sera:

{X = At Tt para todo t € Z.

y=3c—5t
Pero x e y tienen que ser nimeros enteros positivos:

. . 4c
Si —4c+ 7t > 0, entonces 7c > 4c, y se tiene t > 7

3c
Si 3¢ — 5t > 0 entonces 3¢ > 5t, y se tiene = > t.

. . 4c 3c
Entonces t tiene que estar comprendido entre esos valores: - <t< =
El nimero de empleados c tiene que ser minimo para que haya nueve soluciones diferentes, ya que durante
nueve dias no se repite el nimero de sirvientes en cada grupo. Por lo tanto tenemos 9 valores diferentes de t,
es decir, la diferencia entre los extremos de la desigualdad tiene que ser mayor que 9.
Ademads para que t sea un nimero entero, ¢ tiene que ser multiplo del minimo comun multiplo de los deno-
minadores 7 y 5, es decir m. c. m.(5,7) = 35.

Damos valores a c:

4c 3c | 3¢ 4c
‘171515 7
35 20 21 1
70 | 40 | 42 2
105 | 60 | 63 3
140 | 80 84 4
175 | 100 | 105 5
210 | 120 | 126 6
245 | 140 | 147 7
280 | 160 | 168 8
315 | 180 | 189 9
350 | 200 | 210 10
Luego el niumero minimo de empleados es 350. m|
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Ejercicio. 16.5. (2005)
Demostrar que la ecuacion

x> +y*—2>—x—3y—2—4=0

posee infinitas soluciones en los niimeros enteros.

SOLUCION.
Se trata de resolver una ecuacién diofdntica de segundo grado con tres incdgnitas.
Vamos a operar en la ecuacién para buscar cuadrados:

1\ 1 3} 9 1\* 1
x—=| —=+[y—-2) =Z—|z+=] +=—4=0
2 4 2 4 2 4

(2] +(-2) () -%
x—— | +ly—z) —|z+z] ——=0
2 2 2 4

Organizando la ecuacion, queda dos diferencias de cuadrados en ambos miembros:

(336

Podemos escribirlos como suma por diferencia:

( 1 1)( 1 1) (5 3)(5 3)
X——+z+-||x—c—2z—<|=(z+y—<]||z—y+z
2 2 2 2 2 2/\2 2

(x+z)(x—2z—1)=(Q+1)4—-y)
Six—2z—1=y+1; x+2=4—y, la ecuacion tiene solucién.
Se trata de resolver el sistema de ecuaciones diofanticas:

{x—z=y+2
X+z=4—y

Que tiene infinitas soluciones. Tomamos como pardmetro y = A, para todo A € Z.

Sumando las dos ecuaciones:
2x =6 = x=3.

Restando las dos ecuaciones:
—22=—2+4+2A > z=1—A.

Las ternas (3,A,1 — A), con A € Z, son soluciones de la ecuaciéon. Por lo tanto se ha demostrado que tiene
infinitas soluciones de nimeros enteros. O
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Ejercicio. 16.6. (2006)
Sabiendo que un niimero real positivo x verifica la ecuacion

].
2
X +_ 7,

1 ,
demostrar que x° + — en un niimero entero y calcular su valor.
5
X

SOLUCION.

2
Calculamos el valor de (x + %) :

12, 1
Xt- | =x"+—-+2=7+2=9
X X

1
x+—=3
X

. 1 1)\°
Si elevamos al cubo x + —, tenemos (x + —) =33,
x x

1\3
Desarrollamos (x + —) :
X

12 5 1 1 ;5 1
x+—] =x"+—=+3|x+—|=x"+—+3-3.
X x3 X x3

1
Luego x3+—3 =27—-9=18.
x

Multiplicamos y desarrollamos:

1a — [ 2 1 3, 1\_ s 1 1 5,1
7-18=|x +—2 X +—3 =x+ +x+—5—x +—5+3
X X X X X

5 1
x°+—=7-18—-3=123
xs

1
Por lo tanto el valor de x> + —es 123. O
X
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Observacion. 16.7.
A partir de operaciones con polinomios se pueden plantear ecuaciones diofdnticas, como es el siguiente ejer-
cicio:

Ejercicio. 16.8.
Determinar los niimeros enteros x que verifican que x* + 2 es un muiltiplo de x + 2.

SOLUCION.
Hacemos la divisién del polinomio x* + 2 entre el polinomio x + 2, que da de cociente x> —2x2 +4x —8 y de
resto 18.

Por lo tanto podemos escribir:
x*4+2=(x%—2x%+4x—8)(x +2)+18.

Dividimos todos los términos por x + 2:

4
+2 18
T (P —2x?+4x—8)+ ——.
x+2 xX+2

Para que x + 2 divida a x* + 2, el segundo miembro tiene que ser un niimero entero.

18 . . :
Por lo tanto P tiene que ser un numero entero, es decir:
X

18
x+2

=z, para todo z € Z.

Con lo que hay que resolver una ecuacion diofantica con dos incégnitas:
18=(x+2)-2

Hemos obtenido un producto en el segundo miembro. Consideramos las diferentes factorizaciones de 18:

x+2| 1 (2(3|6|9|18| -1 |-2|-3|-6]|-9]-18
P4 18(9|6(3(2|1|-18|-9|-6|-3|-2]|-1

Si x +2 es cada uno de esos valores, los niimeros enteros x que verifican que x* + 2 es un multiplo de x + 2,
se obtienen despejando x en cada caso.

Por lo tanto,
x=-1,x=0,x=1,x=4 x=7,x=16, x=-3, x=—4, x=-5, x=-8, x =—11, x =—-20,

son las soluciones. O
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Ejercicio. 16.9. (2014)
Hallar para qué valores del niimero entero a, todas la raices del polinomio x® — 2x? — 25x + a son niimeros
enteros.

SOLUCION.
Se trata de ver para qué valores de a tiene soluciones la ecuacidn diofantica de una incégnita:

x3—2x%—25x +a=0.
Si a, B y y son soluciones enteras de la ecuacién, aplicando las férmulas de Cardano Vieta tenemos:
a+fB+y=2
ap +ay+pfa=-—25
afy=-—a
Desarrollamos el cuadrado:
(a+B+7)?=0a’+ B2+ 12 +2ap +2ay + 2By
a2+ Bi+yi=(a+p+y)*—2(af +ay+py)=2>—2(—25)=4+50=54
Es decir, tenemos que encontrar ternas de valores que verifiquen:
at+pB+y=2
a*+p2+y*=54
Las posibles soluciones enteras de la segunda ecuacién son:

(£1,+2,£7), (£2,45,+5), (+3,+£3,46).

Solo la primera terna verifica la primera ecuacion.

En este caso:
a=—afy=—(2-5-(—-5)) =—(—50) = 50.

Luego el valor de a es 50.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas




SEC. 16. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS 55

Ejercicio. 16.10. (2016)
Encontrar Ia solucidn entera mds pequefia de la ecuacion:

[i] — [i} + [i} =210, siendo [x] la parte entera de x.
8 40 240

SOLUCION.
Si dividimos x entre 240, obtenemos un cociente ¢; y un resto ry:

x = 240c¢; + 14
Si dividimos r; entre el otro denominador, 40, obtenemos un cociente ¢, y un resto ry:
r1 =40cy + 1y
Si dividimos r, entre el ultimo denominador, 8, obtenemos un cociente c3 y un resto rs:
r9 =8c3+ 13

Con 0 < ry <240, y por lo tanto 0 < ¢, < 6.
Con 0 < ry <40, y por lo tanto 0 < c3 < 5.
Con0<r3<8.

Sustituyendo en x = 240c¢; + ry:

X = 240C1 + ry = 240C1 + 40C2 + ro = 240C1 + 40C2 + 8C3 + rs

Sustituimos el valor de x en la ecuacion inicial:

210_[)(] [X i|+|: X ]_[240C1 +40C2+8C3+r3] |:240C1+4OCZ+863+F3]+|:24061 +40C2+8C3+’"3i|
~Lsl L40d L2401 8 40 240

Nos quedamos con las partes enteras de cada término:
210 =(30c¢; + 5¢c9 +c3) —(6¢1 +¢5) + ¢ =25¢; +4cy + ¢35
Sabiendo que 0 < ¢, < 6 y 0 < ¢3 < 5, podemos probar los diferentes valores y la inica solucion es para:
c1=28,cy=2, c3=2.
Por lo tanto, sustituyendo en x = 240c; + 40c, + 8¢5 + r3:
x=240-8+40-2+4+8-2471r3=2016+r3, donde 0 <r3 <8.

Dando valores a r3, la solucién entera mas pequefia es x = 2016.

TFM: Estudio y discusién sobre problemas de Olimpiada A. M. Ortega




56 CAP. V. PRIMER NIVEL. OLIMPIADAS LOCALES

Ejercicio. 16.11. (2010)
Halla todos los niimeros naturales n que verifican la ecuacion:

2
[g} + [?n] =n+ 335, siendo [x] la parte entera de x.

SOLUCION.
El minimo comun multiplo de los denominadores es m.c.m.(2,3) = 6.
El nimero n puede ser de las siguientes formas:

6k, 6k+1, 6k+2, 6k + 3, 6k +4, 6k +5, para todo k € N.
Y estudiamos los diferentes casos segun el valor de n:

n=6k = I:%k]+|:1sik]:6k+335 = 3k +4k =6k+335 = k=335.

n=6-335=2010.

2 3
3k + 4k =6k + 336 = k =2336.

k+1 12k + 2
m n=6k+1 = |:6 + :|+|: ki

]:6k+1+335 > [3k+%]+[4k+%]:6k+336 =

n=6-336+1=2017.

6k +2 12k +
m n=6k+2 = [ 2 ]+[ 3 4}:6k+2+335 = [3k+1]+[4k+g]:6k+337 =

3k+1+4k+1=06k+337 = k=335.

n=6-335+2=2012.

12
ek o [557] [12k0

2 3
3k+1+4+4k+2=06k+338 = k=335.

3
}:6k+3+335 = [3k+§]+[4k+2]:6k+338 =

n=6-335+3=2013.

k 12k
m n=6k+4 = [6 ;4]+[ 3+8}:6k+4+335 = [3k+2]+[4k+§]=6k+339 =

3k+2+4k+2=06k+339 = k=335.

n==6-335+4=2014.

n=6k+5 > 6k+5]+[%]=6k+5+335 => [3k+;]+[4k+?]=6k+340 =

3k+2+4k+3=6k+340 = k=335.

n=6-335+5=2015.

6 de septiembre de 2017 Curso 2016-2017. Ec. Diofanticas




SEC. 16. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS 57

Por lo tanto los nimeros naturales que verifican la ecuacién son 2010, 2012, 2013, 2014, 2015 y 2017. O

Ejercicio. 16.12. (2011)
Calcula todos los niimeros enteros a, b y ¢ tales que:

a’=2b%+3c>.

SOLUCION.

Una solucién es la trivial (0, 0, 0).

Vamos a demostrar que no hay solucién distinta de la trivial.

Suponemos que existe una solucion (a, b, ¢) distinta de (0,0, 0), con |a| + |b| + |c| minimo.

Tomamos la igualdad con ntimeros congruentes mddulo tres, tenemos:
a’>=2b?> (mod 3)

Como a? y b? solo pueden ser congruentes con 1 o 0 médulo 3, entonces a y b son multiplos de 3. Por lo tanto
3c? es multiplo de 9, asi que ¢ también es muiltiplo de 3.

abc , Ly . a, b, |c .
Pero entonces 33’3 seria otra solucion de la ecuacién, con | 3 | + \ 3 | + | §| < |a|+|b|+|c|, 1o que contradice

la hipétesis supuesta.
O

Observacion. 16.13.
Siguiendo el mismo método de resolucién, podemos proponer el siguiente problema:
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Ejercicio. 16.14.
Probar que la ecuacion:
2, 2 _ar2 2
x4y =3(z°+u),

no tiene soluciones enteras positivas.

SOLUCION.

Suponemos que existe una solucion.

Elegimos la solucién de tal manera que x2 + y? sea minimo.
Suponemos que (a, b, c,d) es la solucion elegida. Entonces:

a®+b*=3(c? +d?).

Vemos que 3 divide a a? + b2, entonces 3 divide a a y 3 divide a b.
Por lo tanto existe a;, b, tales que a = 3a; y b = 3b;. Sustituimos:

a*+b*=3(c*+d?)
3%a} +3%b2 =3(c* +d?)
9(a? +b?) =3(c*+d?)

c®+d*=3(a®+b?)

Hemos encontrado una nueva solucién (c,d, a;, b;), donde ¢ +d? < a® + b2, pero es una contradiccién de la
hipétesis inicial.
Por lo tanto no tiene soluciones enteras positivas. O

Ejercicio. 16.15.
Encuentra niimeros enteros positivos de dos cifras que sean iguales a tres veces el producto de éstas.

SOLUCION.
LLamamos N al numero de dos cifras, que se puede escribir:

N =10a + b tal que a # 0.
Podemos plantear la ecuacién diofdntica de dos incdgnitas:

10a + b =3ab
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Despejamos la incdgnita a:

a(10—3b)+b=0
_—=b Db
~10—3b 3b—10

Sabemos que 0 < a < 9. Por lo tanto 3b — 10 tiene que ser positivo:

a

3b—10>0

3b> 10
10
3
b>4

b>

Entonces 4 < b < 9. Estudiamos los diferentes casos dando valores a b:

m Si b =4, entonces a = =2
12—-10
N=10-2+4=24.
. 5
m Sib=25, entonces a = =1
15—-10
N=10-1+5=15.
6 6
m Si b=6, entonces a = =—,
18—10 8
No es solucion ya que no es un nimero entero.
= Si b=7, entonces a = ’/ = 1
21-10 11
No es solucion ya que no es un nimero entero.
8 8
= Si b =8, entonces a = =—
24—10 14
No es solucién ya que no es un nimero entero.
= Sib=09, entonces a = 2 = 2
27—10 17

No es solucién ya que no es un nimero entero.

Por lo tanto los nimeros que de dos cifras que son iguales a tres veces el producto de éstas son 15 y 24.
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Ejercicio. 16.16. (2004)
Hallar todas las posibles formas de escribir 2003 como suma de dos cuadrados de niimeros enteros positivos.

SOLUCION.
Se trata de buscar las soluciones enteras positivas de la ecuacion diofantica:

x%+y?=2003
Vemos los nimeros congruentes médulo 4. Los cuadrados de los numeros enteros positivos:

Si x = 1, entonces x2 = 12 = 1 congruente con 1 médulo 4.

Si x = 2, entonces x“ = 2% = 4 congruente con 0 mddulo 4.

Si x = 4, entonces x“ = 4* = 16 congruente con 0 médulo 4.

2=1
2=2
Si x = 3, entonces x2 = 3% = 9 congruente con 1 médulo 4.
2=4
Si x = 5, entonces x? = 5% = 25 congruente con 1 médulo 4.
2

2

Si x = 6, entonces x“ = 6 = 36 congruente con 0 médulo 4.

Y asi sucesivamente. Es decir, si x e y son ntimeros enteros, entonces x2 e y2 pueden ser congruentes con 0
o0 1 modulo 4.

Luego la suma de los cuadrados x? + y? puede ser congruente con 0, 1 0 2 médulo 4.
Dividimos 2003 entre 4, y vemos que 2003 es congruente con 3 médulo 4.

Por lo tanto no es posible escribir 2003 como suma de dos cuadrados de nimeros enteros positivos. m|

Observacién. 16.17.
Nos preguntamos que ocurre si en vez de 2003 el término independiente es 2017.

Es decir, la ecuacion seria:
x%+y?=2017

En este caso dividimos 2017 entre 4, y vemos que 2017 es congruente con 1 médulo 4, por lo que es posible
que tenga solucion.

La solucion en este caso es x =9, y =44.
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Ejercicio. 16.18. (2013)
Hallar todas las soluciones enteras (x, y) de la ecuacion:

yE=x2+x,

donde k es un nimero entero mayor que 1.

SOLUCION.
Es una ecuacion diofantica de dos incoégnitas. Sacamos factor comun x:

yE=x(x+1)

El segundo miembro es el producto de dos nimeros enteros consecutivos. Su maximo comun divisor es 1.
Para que y sea un nimero entero, x y x + 1 deben ser potencias k-ésimas de un nimero entero.

Tenemos que buscar dos niimeros enteros consecutivos que sean potencias k-ésimas, con k > 1.
Las tnicas opciones son los numeros -1 y 0; y por otro lado 0 y 1.

Las soluciones son:
Six =—1, entonces y =0

Si x =0, entonces y = 0.

Ejercicio. 16.19.

Una persona compra doce piezas de frutas entre peras y melocotones por 99 céntimos. Si una pera cuesta
3 céntimos mds que un melocoton, y compra mds peras que melocotones, {cudntas piezas compra de cada
fruta?

SOLUCION.

Llamamos:

x al nimero de peras.

y al nimero de melocotones.

p al precio de un melocotén.

Planteamos las ecuaciones con los datos del enunciado:

x+y =12
(p+3)x+py =99
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Sacando factor comun p en la segunda ecuacién:

x+y =12
3x+p(x+y)=99

Sustituyendo el valor de la primera ecuacién:
3x+12p =99
x+4p =33
x=33—4p

Sustituyendo en la primera ecuacioén:
y=12—x

y=12—-33+4p
y=4p-—21

Compra més peras que melocotones, entonces x > y, sustituyendo:

33—4p>4p—21
33+21>4p+4p
54> 8p
AR
8 p
6=>p
Por otro lado, x e y tienen que ser positivos:

33—4p>0

33>4p
3,
7 2P

8=p

4p—21>0

4p = 21
P>£
T4
p=6

Por lo tanto solo puede ser p = 6. Sustituyendo calculamos los valores de x =9 e y = 3.
Luego compra 9 peras y 3 melocotones a un precio de 9 y 6 céntimos la pieza respectivamente.
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Ejercicio. 16.20.
Encuentra las soluciones de la siguiente ecuacion diofdntica:
2(x+y)=xy +9.
SOLUCION.
Vamos a buscar las soluciones enteras de la ecuacién. Desarrollamos y despejamos x:
2x+2y =xy+9
x(2—y)=9—-2y
9—2y
X =
2-y
2y —9
X =
y—2
5
x=2———r0
y—2
. S . .
Para que x sea un numero entero, — tiene que ser un nimero entero k, entonces:
y —
5
L
y—2
> _y—2
P y
=242
YTk
. S . . .
Para que y sea un nimero entero, % tiene que serlo también. Estudiamos los cuatro casos:
. 5 5
m Sik=1,entoncesy=—-+2=7,x=2———=1.
1 7—2
. 5 5
= Sik=—1,entonces y = —+2=—-3,x =2— =3.
-1 —-3-2
. 5 5
m Sik=5,entoncesy=-+2=3, x=2— ——=-3.
5 3—-2
. 5 5
m Sik=—5,entoncesy =—+2=1,x=2———=7.
-5 1—-2
Por lo tanto las soluciones son:
(X, }’) = (15 7): (3) _3)’ (_35 3)) (7, 1)
O
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Capitulo VI

Segundo nivel. Olimpiadas Nacionales

17. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

En este capitulo vamos a analizar los problemas propuestos en la fase nacional, los cuales conllevan un grado
de dificultad mayor que en la fase local.

Ejercicio. 17.1. (1995)
Encontrar todas las soluciones enteras posibles x,y de la ecuacion

p(x + y) =xy, donde p es un niimero primo.

SOLUCION.
Si p es un numero primo, entonces p divide a x o divide a y.
En este caso x e y son simétricos, podemos suponer que p divide a x, y por lo tanto existe un ntimero k € Z
tal que x = kp.
Sustituyendo en la ecuacién queda:

p(kp+y) =kpy

kp+y =ky
0=ky—kp—y
0=k(y—p)—y

Sumando p en ambos miembros, podemos obtener un producto de dos factores en el segundo miembro:
p=k(y—p)—y+p
p=(k—=1)(—p)

Siendo p un numero primo, consideramos las diferentes factorizaciones de p:

k—1|—p]| -1 ]1]p
y—p|-1|—p|p]|1
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Estudiamos los cuatro casos:

= Caso 1:
k—1=—p = k=1—p = x=p(1—p).
y—-p=-1=y=p—1L

= Caso 2:
k—1=-1 = k=0 = x=0.
y—p=-p = y=0.

= Caso 3:
k—1=1= k=2 = x=2p.
y—p=p = y=2p.

= Caso 4:
k—1=p = k=p+1 = x=p(p+1).
y—p=1= y=p+1.

Por lo tanto hay cuatro soluciones enteras.

Observacion. 17.2.
Nos podemos plantear el problema anterior si tenemos dos niimeros primos positivos en la ecuacién. Veamoslo
en el siguiente ejercicio:

Ejercicio. 17.3.
Hallar las soluciones enteras positivas de la ecuacion

1 1 1 , . ..
— + — = —, donde p,q son nuimeros enteros primos positivos.
y

X bq

SOLUCION.
Operamos para quitar los denominadores de la ecuacion:

y+x_i
Xy  pq
pq(y +x)=xy

Pqy +pgx =xy
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Buscamos poner el primer miembro como producto de dos factores para estudiar los diferentes casos. Suma-
mos en ambos miembros p2q?:

xy —pqx —pqy + p*q*> = p°q*
(x —pq)(y —pq) = p*¢*

Consideramos las diferentes factorizaciones de p2q?:

X —pq 1 p q |p P°q | pq° | P°q
2.2 2 2

Y—pq | pq |P9g P99 [P q p

Q

Estudiamos los casos:

= Caso 1:
x—pqg=1=>x=1+pq.
y—pq=p*¢* =y =pq(pq+1).

m Caso 2:
x—pq=p=x=p(l+q).
y—pq=pq*=y=pq(q+1).

= Caso 3:
x—pq=q=x=q(1+p).
y—pq=p*q=y=pq(p+1).

= Caso 4:
x—pq=p*=x=p(p+q).
y—pq=¢*=y=q(p+q).

= Caso 5:
x—pq=q*=>x=q(p+q).
y—pq=p*=y=p(p+q).

= Caso 6:
x—pq=p*¢=>x=pq(p+1).
Yy—pqg=q=>y=q(p+1).

s Caso 7:
x —pq =pg* = x =pq(q +1).
Yy—pq=p=>y=p(@+1).

= Caso 8:
x —pq =p*q* = x =pq(pqg + 1).
y—pq=1=y=pqg+1.

Por lo tanto las soluciones son todas las anteriores al ser p,q nimeros enteros positivos.
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Ejercicio. 17.4. (2009)
Determina justificadamente todos los pares de niimeros enteros (x, y) que verifican la ecuacion:

x2 —y*=2009.

SOLUCION.
Se trata de una ecuacién diofdntica con dos incdgnitas, en la que el primer miembro es una diferencia de
cuadrados, por lo que podemos escribirlo como suma por diferencia, y factorizar el nimero del segundo

miembro.
(x — y3)(x + y?) = 2009.

La descomposicion factorial del nimero 2009 es:
2009 = 7% - 41

Consideramos las diferentes factorizaciones de 2009:

X — y2 1 2009 7 287 | 49 | 41 -1 -2009 -7 -287 | -49 | 41
x+ y2 2009 1 287 7 41 | 49 | -2009 -1 -287 -7 -41 | -49
Estudiamos los diferentes casos:

= Caso 1:
x—yr= 1
x +y? =2009
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x = 2010
x = 1005
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y? =-2008
y? =1004
No tiene solucion entera.
= Caso 2:
x —y?=2009
x+yr= 1
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x = 2010
x = 1005
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y2 =2008
y? =—-1004

No tiene solucién entera.
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m Caso 3:

Sumamos las ecuaciones, entonces:

Restamos las ecuaciones, entonces:

No tiene solucién entera.

m Caso 4:

Sumamos las ecuaciones, entonces:

Restamos las ecuaciones, entonces:

No tiene solucién entera.

= Caso 5:

Sumamos las ecuaciones, entonces:

Restamos las ecuaciones, entonces:

No tiene solucién entera.

= Caso 6:

Sumamos las ecuaciones, entonces:

x—y*=7
x+y2 =287

2x =294
x =147

—2y? =—280
y? =140

x—y? =287
x+y*=7

2x =294
x =147

—2y? =280
y*=-140

x—y2=49
x+y2=41

2x =90
x =45

x—y*=41
x+y2=49

2x =90
x =45
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Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y?=-8

y?=4
Luego tiene solucion entera y = 2.

m Caso 7:

x—yr= -1
x +y?=-2009

Sumamos las ecuaciones, entonces:

2x = —2010
x =—1005
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y?% =2008
y? =-1004

No tiene solucién entera.

= Caso 8:
x —y?=-2009
x+y*= -1

Sumamos las ecuaciones, entonces:

2x =-2010
x =—1005
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y? = —2008
y2 =1004
No tiene solucién entera.
m Caso 9:
x—y?*= -7
x +y?=-287
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x =—294
x =—147
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y?% =280
y2=-140

No tiene solucién entera.
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= Caso 10:
x—y?=-287
x+y*= -7
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x =—294
x =—147
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y? =—280
y? =140
No tiene solucién entera.
m Caso 11:
x—y*=—49
x+y2=-41
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x =—90
x =—45
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y*=-8
y =4
Luego tiene solucidén entera y = %2.
= Caso 12:
x—y*=—41
X+ y2=-—49
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x =—90
x =—45
Restamos las ecuaciones, entonces:
—2y?=38
y*=—4

No tiene solucién entera.

Por lo tanto las soluciones enteras son:

(x,y)=(45,2); (45,—2); (—45,2); (—45,—2).
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Observacion. 17.5.
Podemos modificar la ecuacion para un posible problema para préximas olimpiadas como en el siguiente
ejercicio:

Ejercicio. 17.6.
Determina justificadamente todos los pares de niimeros enteros (x, y) que verifican la ecuacion:

x*—y*=2017.

SOLUCION.
Al igual que en el ejercicio anterior, se trata de factorizar ambos miembros y estudiar los diferentes casos.

(x2 4+ y?)(x? = y?) = 2017.
El nimero 2017 es un nimero primo.

Consideramos las diferentes factorizaciones de 2017:

+y? | 1 2017 -1 |-2017
x2—y2 2017 1 [-2017] -1

Estudiamos los diferentes casos:

= Caso 1:
X2+ _y2 = 1
x?—y?=2017
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x% =2018
x% =1009
Restamos las ecuaciones, entonces:
2y%? =-2016
y?=-1008

No tiene solucién entera.
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m Caso 2:

x2+y?=2017
2 2 _

Sumamos las ecuaciones, entonces:

2x2 =2018
x?=1009
Restamos las ecuaciones, entonces:
2y%=2016
y2=1008
No tiene solucion entera.
= Caso 3:
x2+ _y2 = -1
x?—y?=-2017
Sumamos las ecuaciones, entonces:
2x? =—-2018
x?=-1009
Restamos las ecuaciones, entonces:
2y% =2016
y?=1008

No tiene solucién entera.

m Caso 4:

2 2

x2+y?=-2017
x“—=y* = -1

Sumamos las ecuaciones, entonces:

2x% =-2018
x? =-1009
Restamos las ecuaciones, entonces:
2y?=-2016
y?=-1008
No tiene solucién entera.
Por lo tanto no tiene soluciones enteras. O
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Ejercicio. 17.7. (2005)
Sean a y b nimeros enteros, demostrar que la ecuacion

(x—a)(x—b)(x—3)+1=0

admite a lo sumo una solucion entera.

SOLUCION.

Pasando el 1 al segundo miembro, queda una ecuacién diofdntica de tercer grado con una incégnita, donde
el primer miembro es un producto de tres factores:

(x—a)(x—b)(x—3)=-1.

Suponemos que p es el nimero entero soluciéon de la ecuacion.
El producto de tres niimeros enteros tiene que ser -1. Estudiamos los casos:

= Sip—3=1 entonces p = 4.

e p—a=-1 = a=4+1=5.
p—b=1= b=4-1=3.

La ecuacién queda (x — 5)(x —3)(x — 3) = —1. Desarrollando el producto:
(x=5)(x2—6x+9)=—-1
x> —6x%+9x —5x*+30x—45+1=0
x?—11x*+39x—44=0

Quitando la solucién entera x = 4, queda la ecuacién de segundo grado x? —7x + 11 = 0, cuya
7£4/5

solucion es x = , que no tiene soluciones enteras.

e p—a=1=a=4—-1=3.
p—b=—1 = b=4+1=5.

Queda la misma ecuacion que en el caso anterior.

= Sip—3=-1 entonces p = 2.

ep—a=1=>a=2-1=1.
p—b=1=b=2-1=1

La ecuacién queda (x — 1)(x — 1)(x —3) = —1. Desarrollando el producto:
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(x2—2x+1)(x—3)=-1
xP=2x24+x—3x%24+6x—3+1=0
x3—5x%2+7x—2=0

Quitando la solucién entera x = 2, queda la ecuacién de segundo grado x2 —3x + 1 = 0, cuya
3+4/5

solucion es x = , que no tiene soluciones enteras.

e p—a=—-1=a=2+1=3.
p—b=—1=b=2+1=3.
La ecuacién queda (x —3)® = —1. Desarrollando el cubo:
x2—9x2+27x—27+1=0
x> —9x%?+27x —26=0

Quitando la solucién entera x = 2, queda la ecuacién de segundo grado x? — 7x + 13 = 0, cuya

. 7+v—3 . .
solucion es x = — que no tiene soluciones enteras.
Por lo tanto, la ecuacién admite una solucién entera. O

Ejercicio. 17.8. (1997)
Sea p un niimero primo. Determinar todos los niimeros enteros k tales que / k2 —kp es un niimero natural.

SOLUCION.
Planteamos la ecuacion diofantica, llamando al nimero natural n:

k2 —kp =n.
Elevando los dos miembros al cuadrado:
k%2 —kp = n?
k2—kp—n?=0
Ecuacién de segundo grado en la incégnita k que resolvemos:

_ pE+/p2+4n?
- 2

k

Para que k sea un numero natural, el discriminante tiene que ser un cuadrado perfecto. Le llamamos a.

p* +4n* = a?
p? = a? —4n?
p? = (a+2n)(a—2n)

En el segundo miembro tenemos un producto de dos factores.
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Como p es un numero primo y ademds a + 2n > a — 2n, estudiamos los dos casos:
» a+2n=p?ya—2n=1.

. P
Sumando las dos ecuaciones queda a =

Restando las dos ecuaciones queda n = P

Como n es natural, exige que p # 2.

Sustituyendo el valor de a en la ecuacion k =

5 2
p°+1 2
+ p-+1

pEv/p2+4n?
5 :

k= _ 2
2 2
X _p2+2p+1 _(p+1)2
a0 T2
p2—2p+1 (p—l)z
k2=— = —
4 2

m a+2n=pya—2n=p.
Sumando las dos ecuaciones queda a = p.

Restando las dos ecuaciones queda n = 0.

pEv/p2+4n?

Sustituyendo el valor de a en la ecuacion k =

2
L PEVP®_pEp
2 2
k1:
k2=

Por lo tanto si p = 2 entonces las soluciones son k =0 o k = p.

+1)? —1)?
Sip#21assolucionessonk=(pT) ,k:—(pT) ,k=00k=p. m|
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Ejercicio. 17.9. (2012)
Hallar todos los niimeros enteros positivos n y k tales que:

(n+1)"=2n*+3n+1.

SOLUCION.

Para n =1 la ecuacion queda:
2=2"+4 = —2=2f

Que no tiene solucién para ningtn valor de k.
Paran > 2:
(n+1)"—1=2n*+3n.

Desarrollando el primer miembro mediante el binomio de Newton:

(n+1)"—1= (g)1+(T;)n+(g)n2+(g)n3+...+(Z)n”—1 = n2+(g)n2+(g)n3+...

Todos los términos son divisibles por n?. Por lo tanto el primer miembro es multiplo de n?.

Vemos dos casos:

m Sik=1:
(n+1)"—1=2n+3n

(n+1)"—1=5n
Entonces n? divide a 5n, es decir, n divide a 5. Por lo tanto n = 5.
6°—1=25
Igualdad que no es cierta.

" Sik>2:
(n+1)"—1=2n"+3n

Entonces n? divide a 2n* + 3n, pero como divide a 2n*, también tiene que dividir a 3n.

Luego n divide a 3, y entonces n = 3.
43-1=2-3k+9

43-10=2-3F
27 = 3k

Cuya solucién es para k = 3.

Por lo tanto la solucion es paran =3y k = 3.

+ (n)n” —1.
n

O
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Ejercicio. 17.10.

Una mujer cobra un cheque por e euros y ¢ céntimos en un banco. El cajero, por error, le da ¢ euros y e
céntimos. La mujer no se da cuenta hasta que gasta 23 céntimos y observa que en ese momento tiene 2e euros
¥ 2¢ céntimos. {Cudl era el valor del cheque?

SOLUCION.
Pasando los euros a céntimos, planteamos la ecuacion en el momento que se da cuenta del error:

100c +e =200e + 2¢c + 23

98¢ —199e = 23

Ecuacion dioféntica lineal con dos incdgnitas. Tiene solucién ya que el maximo comun divisor de 98 y 199 es
1, que es divisor de 23.

Para encontrar una solucién particular, utilizamos el algoritmo (extendido) de Euclides:
199=2-9843 = 3=(—2)-98+1-199
98=32-3+2 = 98=32(—2:98+1-199)+2 = 98=—64-98+32-199+2 = 2=65-98—32-199
3=1-24+1 = —2-9841-199=1:(65-98—32-199)+1 = (—67)-98+33-199=1

Entonces ¢ = —67 y e = —33 es solucién de la ecuacién 98c —199e = 1. Multiplicando esta solucién por 23
tenemos una solucion particular de 98¢ —199e = 23, es decir, c = —1541 y e = —759.

La solucion general es:

c=-—1541+199t
e= —759+98t

Pero e y ¢ son valores enteros positivos, luego:

1541
—1541+ 199t >0 = 199t > 1541 = t>% = t>8.

—759+98t >0 = 98t > 759 = t>7’;89 = t>8.

Parat=8,c=51ye=25.
Para t =9, c = 250 y e = 123. Como vemos, para valores mayores a 8, ¢ es mayor que 100, que no puede ser.

Por lo tanto, el valor del cheque era de 25 euros y 51 céntimos. O
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Ejercicio. 17.11.
Encuentra de cudntas maneras diferentes podemos sumar 5 euros con 100 monedas de 1, 10 y 20 céntimos,
indicando el nimero de monedas en cada caso.

SOLUCION.

Llamamos:

x: numero de monedas de 1 céntimo.

y: nimero de monedas de 10 céntimos.

z: nimero de monedas de 20 céntimos.

Planteamos el sistema de ecuaciones diofanticas con los datos del enunciado:

{x + y + z =100
x +10y + 20z =500
Para resolver el sistema restamos las dos ecuaciones:
9y + 19z = 400
Resolvemos esta ecuacion diofantica lineal con dos incdgnitas mediante el algoritmo de Euclides:

19=2-9+1

9y +(9-2+ 1)z =400
9y +9-2-2+2 =400
400 —z

y=—2z+

Para que y sea entero, tiene que ser un nimero entero p:

400—z

9 p
400—2z=9p
z=400—9p

Sustituyendo el valor de z en y en funcién del parametro p:

400 — 400 + 9p
9

y=-—800+18p+p

y =—2(400—9p) +

y =—800+ 19p
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Sustituyendo los valores de y, 2z en la primera ecuacién en funcién de p:
x=100—y —z
x =100+ 800—19p —400+ 9p
x =500—10p
Pero x, y, z son valores positivos, luego:

x>0 = 500—10p >0 = 500> 10p = 50> p.
800
Y20 = —800+19p>0 = 19p 2800 = p>—~ = p=43.

400
520 = 400-9p>0 = 400> 9p = ~=>p = 442p.

Luego tenemos dos formas diferentes de obtener 5 euros con 100 monedas de 1, 10 y 20 céntimos:

m Sip=43:
x =70
y=17
z=13
= Sip=44:
x =60
y =236
z=4

Las dos maneras son:
70 monedas de 1 céntimo, 17 monedas de 10 céntimos y 13 monedas de 20 céntimos.
60 monedas de 1 céntimo, 36 monedas de 10 céntimos y 4 monedas de 20 céntimos. |
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Ejercicio. 17.12.
Demuestra que existen infinitos niimeros naturales x,y,z de manera que

Xysz
X+y+z

es un numero natural.

SOLUCION.
Se pide que busquemos las soluciones enteras positivas de la siguiente ecuacion diofantica:

xXyz
X+y+z
siendo n cualquier nimero natural.
Sea a cualquier nimero natural, llamamos:
X =2n
y=2n+a
z=a

Si sustituimos estos valores en la ecuacion:

2n-(2n+a)-a
2n+2n+a+a

I
=

n~(4n+2a)~a_n

4n+ 2a
na=n
a=1

Por lo tanto, son soluciones (x, y,z) = (2n,2n + 1, 1), para cualquier valor del nimero natural n.
Para obtener otras soluciones basta con dar diferentes valores a los nimeros naturales a, n, cuya solucién es
(x,y,2)=(2n,2n+a,a).

O
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Capitulo VII

Tercer nivel. Olimpiadas Internacionales

18. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

En este capitulo vamos a analizar los problemas propuestos en la fase internacional de la Olimpiada Matema-
tica, los cuales conllevan un grado de dificultad mayor que en la fase nacional.

Ejercicio. 18.1.
Resuelve en niimeros enteros positivos la siguiente ecuacion:

x2+y2=157(x —y).

SOLUCION.
Escribimos la ecuacion de la siguiente manera:

(x+y)P2+(x—y)P=2-157-(x —y).
Completamos cuadrados:
(x+y)?+x%2—2xy +y?—314x + 314y + 1572 = 1572
(x+y)?+(157—x +y)?> =1572
Llamamos a = x +y, b =157 —x + y, y la ecuacién queda:
a®+b*=1572

Ecuacidn pitagdrica cuya solucion es:

a=j?—s2

b = 2sj
157 = j* + s>
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Donde j y s son nimeros naturales, j > s para que las soluciones sean enteros positivos.
La tnica manera de satisfacer la ecuacién 157 = j2 + 52, es para j = 11 y s = 6. Sustituimos los valores y
calculamos a y b:

a=11>—6>=85

b=2-11-6=132

También puede ser a =132y b = 85.

Vemos los dos casos posibles:

= Caso 1:
x+y = 85 N x+y =285
157—x+y =132 x—y=25

Sumando las dos ecuaciones:
2x =110, luego x = 55.

Restando las dos ecuaciones:
2y =60, luego y = 30.

= Caso 2:
x+y =132 N x+y=132
157—x+y= 85 x—y= 72

Sumando las dos ecuaciones:
2x = 204, luego x = 102.

Restando las dos ecuaciones:
2y =60, luego y = 30.

Por lo tanto las dos soluciones son:
(x,y)=(55,30), (102,30).
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Ejercicio. 18.2. (IMO 2006)
Determine todas las parejas de enteros (x,y) tales que:

1+2% 422 = y2,

SOLUCION.
Para x < 0, la ecuacién no tiene solucién entera.

Para x = 0, se tienen dos soluciones:
1420421 =y2

1+1+2=y?
4=y>
y==2

Suponemos ahora que x > 0, y también y > 0, ya que (x, y) es solucion si y solo si (x,—y) lo es.

Pasamos el 1 al segundo miembro:
2X +22X+1 — y2 _ 1

Y como el segundo miembro es una diferencia de cuadrados:

2°1+2"Y)=(y+D(y—-1)

Los dos factores del segundo miembro son de la misma paridad, y no pueden ser impares. Luego son pares, y
por lo tanto uno tiene que ser multiplo de 4. Entonces x > 3.

Uno de los factores de la derecha tiene que ser divisible entre 2*~!. Podemos escribir:
y =2""1m+k, donde m es impar, k = £1.
Sustituyendo en la ecuacién original:
2142 =2 " m+k)?—1=222m2+2- 2 "mk + k2 — 1 =222m? + 2*km
Dividiendo todos los términos por 2*:

142 =22m2 4 km

1— km — 2x—2m2 _ 2X+1

1—km=2""2(m?-8)
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» Para k = 1, m?> — 8 < 0, entonces m = 1, pero sustituyendo su valor en 1 —m = 2*2(m? — 8), vemos
que no tiene solucion.

» Para k = —1, la ecuacion queda:
1+m=2""2(m?—-8)>2(m?>—-28)
1+m>2m*—16
2m*—m—17<0
Resolviendo, m < 3. Como para m = 1 no satisface la ecuacion, nos queda m = 3. Sustituimos:
1+3=2"2(3*-8)
4=2"72
x—2=2
x=4

Calculamos el valor de y:
y=2%¥13-1
y=2%-3-1
y=24—-1
y =23

Por supuesto (4,—23) también es solucién de la ecuacidn.

Por lo tanto las soluciones enteras (x, y) son (0,2), (0,—2), (4,23), (4,—23). m|
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Ejercicio. 18.3.
Prueba que x? + y? + 22 = x + y + 23 tiene infinitas soluciones en los niimeros enteros.

SOLUCION.
Hay una solucién que es obvia: (1,1, 1). Vamos a ver que hay mas soluciones.
Para reducir el nimero de incégnitas, suponemos z = —x. La ecuacién queda:

xZ+y2+x2=x?’+y3—x3

2x2 4+ y% = 3
2x2 = y3 — 2
2x* =y*(y—1)

2 _ 2_}’_1
YTy

X

Y .
Para que tenga solucidn, tiene que ser un cuadrado perfecto:

2
y=2k?+1
Donde k es cualquier nimero entero. Calculamos el valor de x en funcién de k:

)2.2k2+1—1

x?2=(2k*+1
2

x = (2k%2 + Dk

Por lo tanto z = —k(2k? + 1).

Hemos encontrado infinitas soluciones de nimeros enteros, segin los distintos valores de k:

(x,y,2) = (k(2k? 4+ 1), 2k? + 1, —k(2k? + 1)).
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Ejercicio. 18.4. (IMO 2003)
Determinar todas las parejas de enteros positivos (x, y) tales que

%2
2xy2—y3+1

es un entero positivo.

SOLUCION.
Sea t un nuimero entero positivo. La ecuacién diofantica a resolver es:

x? _,
2xy2—y3+1
Estudiamos diferentes casos:

= Si y =1, la ecuacion queda:

Entonces 2x divide a x2, y 2 divide a x.
Por lo tanto x es par, x = 2k, para todo k > 1 entero positivo.

En este caso la solucién es (2k, 1).

= Six =1, la ecuacién queda:
1

- =t
2y2—y3+1
Entonces 2y2 — y® + 1 divide a 1. Tenemos dos opciones:

° 2y2 —y3 +1 =1. Entonces y2(2 — y) =0, que tiene dos soluciones: y =0, y = 2.
Como piden soluciones enteras positivas la solucién es (1,2).
e 2y2—y3+1=—1. Ecuacién que no tiene soluciones enteras.
= Suponemos x,y > 1. Desarrollamos la ecuacién inicial:
x2=t2xy?—y3+1)
x2= 2txy2 — ty3 +t
x2—2ty2x+ ty3—t =0
Ecuacion de segundo grado en la variable x, que si resolvemos:

2ty? & /(2ty2)2 —4(ty3 —t)
X =
2

LLamamos D? al discriminante, que para que x sea un nimero entero, tiene que ser un cuadrado per-
fecto.
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Vamos a demostrar entre qué dos cuadrados se encuentra D?:
e Vemos si (2ty?—y —1)? < D2
2ty? -y —1)* <(2ty*)* = 4(ty® —t)
42yt —aty?(y + 1)+ (y + 1) < 4t3y* —4ty> + 4t

—4ty> —aty? +(y +1)> < —4ty> + 4t

(y +1)? < 4t + 4ty?

¥ 4+2y+1<4t(y*+1)
2y <4t(y>+1)—(y*+1)
2y < (y2+1)(4t—1)

Desigualdad que es cierta ya que (y —1)? > 0, entonces y? +1 > 2y y ademds 4t —1 > 0, se tiene
que 2y < (y2+1)(4t —1).

e Vemossi (2ty?—y +1)? > D2
2ty*—y+ 1> (2ty?)?* —4(ty* — 1)
4t2y* — a4ty (y — 1)+ (y —1)? > 4t2y* —4ty® + 4¢
—4ty3 + 41‘.y2 +(y— 1)2 > —4«‘.y3 + 4t
(y —1)? > 4t —4ty?
(y —1*>—4t(y*—1)
(y—12>—4t(y+1)(y—1)
y—1>—4t(y+1)
1—y<4t(y+1)

Desigualdad que es cierta ya que t,y > 1.

Entonces se tiene que (2t y>—y—1)? < D? < (2ty2—y+1)?, es decir, es un cuadrado entre su cuadrado
antecesor y su cuadrado sucesor, por lo que D? = (2t y? — y)?:

2ty*) —4(ty* —t)=(2ty*—y)?

4t2y* — 4ty + 4t = 42yt —4ty3 + y?
4t = y?

Como son niimeros enteros positivos, t = k2, con k positivo:
b
y?* = 4k*

y =2k
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Calculamos x sustituyendo D?:

2ty? £ 4/(2ty2—y)?
x =
2

2ty? £ (2ty*—y)
x =
2
Tenemos dos soluciones para x, donde y =2k, t = k?:

_ 2ty? +2ty?—y

xl )
4ty*—y
X =—
2
4k2(2k)? — 2k
X1 =—
2
16k* — 2k
X =—F7
2
Xl = 8k4 — k

_ 2ty2 —2ty2 +y

X9 = 5
Yy

XZ—E

2k

XZ—?
X2:k

Por lo tanto las soluciones enteras positivas (x,y) son (2k,1), (k,2k), (8k* —k,2k), donde k es un entero
positivo.

O
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Ejercicio. 18.5. (IMO 1998)
Encuentra todos los pares de niimeros positivos (a, b) tales que ab® + b + 7 divide a a®b +a + b.

SOLUCION.
Ambos son nimeros positivos, entonces:

ab>+b+7<a*b+a+b
7 <a(ab+1—b?)
Como a > 0, el otro factor también es positivo:
1<ab+1-0b?
b*<ab
b<a
Por el algoritmo de la divisién, podemos dividir a entre b, dando de cociente q y de resto r:
a=qb+r
Sustituimos el valor de a en las expresiones iniciales:
ab>+b+7=(qb+r)b2+b+7=qb>+rb*>+b+7
a?b+a+b=(qb+r)?b+(gb+r)+b=q?b>+2qrb*>+r?b+qb+r+b
Las siguientes condiciones son equivalentes:
ab®>+b+7 divideaa’b+a+b
qb3 +rb? + b+ 7 divide a ¢2b> +2qrb2 + r’b+qb+r+b
qb% 4+ rb%+ b+ 7 divide a ¢®b> + 2qrb® + r2b+qb+r+b—q(qgb> +rb>+ b +7)
qb® +rb%+ b+ 7 divide a ¢°b3 +2qrb2 +r’b+qb+r + b —q?b® —qrb*—qb—7q
qb%+rb%2+b+7divide a qrb®>+r?b+r+b—7q
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Estudiamos diferentes casos:

Si b =1, entonces r = 0, y la condicidn anterior es equivalente a las siguientes:
q+8divideal—7q

q+8divideal—7qg+7(q+8)
q+8divideal—7q+7q+56
q + 8 divide a 57
g+ 8dividea 3-19

Como q + 8 > 3, las dos soluciones posibles son:

g+8=19 = g=11yporlotanto a =11.

q+8=57 = q=49ypor lo tanto a = 49.
Las soluciones en este caso son (11,1) y (49,1).
Si b > 2, suponemos que r = 0. Entonces la condicién anterior se escribe ¢b® + b + 7 divide a b — 7q.
Tenemos las siguientes desigualdades:

qb®+b+7>b—-7q
qb®+b+7>8q+b+7>79—b

Entonces qb® + b + 7 > |b— 7q|, lo que significa que b —7q = 0, y por lo tanto b = 7q. Calculamos a.

a=bq+r=7q9q=7q>

Las soluciones en este caso son (7q2, 7q).

Suponemos que b no divide a a, es decir r > 1.

Si b =2y r =1 lacondicién anterior implica:
qgb® +rb?2+b+7divideaqrb>+r?b+r+b—7q

8q + 13 divide a 5 —3q
8q + 13 divide a 8(5—3q) + 3(8q + 13)
8q + 13 divide a 79

Que no es posible, ya que 8 no divide a 66.
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Suponemos b > 3.
qb®+rb*+b+7<qrb*+r’b+r+b—7q

qb® +rb?2—qrb* —r’b<r—7q—7

b(gb®>+rb—qrb—r?<r—7q—7

b(gb(b—r)+r(b—r))<r—7q—7
b(b—r)(gb+r)<r—7q—7

Que no es posible, ya que r —7q—7 < gb+r < b(b—r)(gb + r). No hay mds soluciones.

Por lo tanto las soluciones (a, b) son (11,1), (49,1) y (792, 79).

Ejercicio. 18.6. (IMO 1997, Alemania)
Determina todos los niimeros primos p para los cuales el sistema

p+1=2x?
p2+1=2y2

tiene solucion en numeros enteros.

SOLUCION.

Es un sistema de ecuaciones diofanticas con dos incégnitas.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que x,y >0

Vemos que si p + 1 = 2x2, entonces p + 1 es par, y por lo tanto p es impar, es decir, p # 2.

Por otro lado 2x2 = 1 = 2y2 médulo p, lo que implica que x = £y médulo p, ya que p es un ntimero primo
impar. Como x < y < p, entonces tenemos que x +y = p. Sustituyendo y = p —x en la segunda ecuacién del

sistema de ecuaciones:
p2+ 1= 2(p—x)2

p?+1=2p%—4px + 2x>
p2+1=2p2—4px—i—2x2
p>+1=2p>—4px+p+1

4px =p*+p
4x=p+1

4x = 2x2

0=x(x—2)

Las posibles soluciones son x = 0, x = 2.
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Calculamos los valores de p:
p=2x>—-1=0—1=-1.

Pero p = —1 no es un ntimero primo.
p=2x*—-1=8-1=7.

Por lo tanto, el Unico niimero primo para que el sistema tenga solucién entera es p = 7.
La solucién del sistema es (x, y) = (2,5). O

Ejercicio. 18.7. (IMO 1988)

Sean a y b enteros positivos tales que (ab + 1) divide a a® + b?. Demostrar que
a? + b?
ab+1

es el cuadrado de un entero.

SOLUCION.
Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.
Si (ab + 1) divide a a® + b2, entonces existe un niimero entero positivo k tal que:

a2+b2_
ab+1

Entonces:
a’?+b%2=k(ab+1)

a’—kab+b*>=k

Suponemos que k no es un cuadrado perfecto.

Vemos que a y b son no nulos, si uno es cero, k es un cuadrado perfecto. Ademdas ambos tienen el mismo
signo, ya que entonces ab < 0 y en consecuencia a® —kab + b? > k.

Suponemos que a y b son enteros tales que:

s a®—kab+b%=k.
= a>b>0.

= g minimo.

Esto no resta generalidad pues la ecuacién es simétrica en a, b.
Observamos primero que a > b, pues si a = b entonces (2 — k)a? = k, y el miembro izquierdo es no positivo.
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Consideramos ahora la expresion:
a®?—kab+b* =k

como una ecuacion cuadratica en a.

Tiene entonces dos soluciones a y a;. Como a + a; = kb, entonces a; es un entero.
Tenemos un nuevo par que satisface la ecuaciéon (a;, b). Como b > 0 entonces a; > 0.
Ademds aa; = b? —k, por lo tanto:

En consecuencia el par (aq, b) satisface la ecuacién pero a; < a, lo cual contradice la minimalidad de a.

NOTA: Esta solucidn gand el premio a la soluciéon original en la IMO del afio 1988. O

Ejercicio. 18.8. (IMO 2001)
Sean a > b > ¢ > d enteros positivos y supongamos que

ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Probar que ab + cd no es primo.

SOLUCION.

Vamos a comprobar que:
ab+cd >ac+ bd>ad+ bc

Ya que:
(ab+cd)—(ac+bd)=ab+cd—ac—bd =a(b—c)—d(b—c)=(a—d)(b—c)

Por las condiciones del enunciado a > b > ¢ > d:

(a—d)(b—c)> 0 entonces ab + cd > ac + bd
Por otro lado:
(ac+bd)—(ad + bc) =ac+bd—ad—bc=a(c—d)—b(c—d)=(a—Db)(c—d)
Por las condiciones del enunciado a > b > ¢ > d:

(a—b)(c—d) > 0 entonces ac + bd > ad + bc
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Desarrollamos la ecuacién inicial:
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+¢c)
ac+bd = b?>+bd —ab + bc+bd +d?—ad +cd +ab +ad —a® +ac — bc —cd + ac — c?
a*—ac+c*=b?*+bd +d*
Multiplicamos (ac + bd)(b? + bd + d?):
ac(b? + bd + d?) + bd(b% + bd + d?)
Sustituimos a® —ac + ¢ = b? + bd + d*:
ac(b? + bd + d?) + bd(a® —ac +¢?)

ab?c +abed + acd?® + a?bd — abced + bc?d
ab(bc +ad)+ cd(ad + bc)
(ab+ cd)(ad + bc)
Es decir, (ac + bd)(b? + bd + d?) = (ab + cd)(ad + bc).
Entonces (ac + bd) divide a (ab + cd)(ad + bc).

Suponemos que (ab + cd) es primo. Como es ab + cd > ac + bd, no puede tener factores comunes con
(ac + bd). Por lo tanto (ac + bd) debe dividir al otro factor (ad + bc), pero esto es una contradiccién ya que
ac + bd > ad + bc.

Por lo tanto (ab + cd) no es primo. |
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Ejercicio. 18.9.
Demuestra que la ecuacion
x2 +y2 +22 = 2xyz

no tiene soluciones enteras excepto x =y =z =0.

SOLUCION.

Como el segundo miembro es par, los términos del primer miembro o son los tres pares o uno par y dos im-
pares. Si uno fuera par, el lado derecho es divisible por 4, el de la izquierda solo por 2. Por lo tanto los tres
términos son pares.

Podemos escribir x = 2x;, y =2y, 2 = 2z;, y sustituyendo:
2 2 2 _
4x1 +4y1 +4Zl =2- 2x1 . 2y1 . 221
2, .2, .2
X7+ y; 2] =4x1y1%
Haciendo el mismo razonamiento anterior, tenemos x —1 = 2x,, y; = 2Y5, 2; = 225, y sustituyendo:
2 2 2 _
4x2 +4_y2 +422 = 4 . ZXZ . 2y2 . 222
2, .2, .2
Xy +y5 25 =8x2y02%)

Continuando de manera sucesiva tenemos:

x=2x;=2%x,=23x3=...=2"x, = ...
y=2y, =22y, =28y, =...=2"y, =...
22221:2222:2323:.”:2“2’1:”.

Si (x,y,%) es una solucién, entonces x, y,z son divisibles por 2" para cualquier n. Pero esto es solo posible
parax =y =z=0.
O
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Observacion. 18.10.
Nos planteamos si la ecuacién tiene soluciones enteras cuando el segundo miembro es 3xyz; tenemos el
siguiente problema:

Ejercicio. 18.11.
Encuentra soluciones enteras de la ecuacion

x2+y2-+-z2 =3xyz

distintasde x =y =z =0.

SOLUCION.
Una solucién es obvia, (x,y,z) =(1,1,1).
Ahora fijamos como parametros y,z. Entonces es una ecuacién cuadratica en x:

x> —3yzx +y*+2>=0

Tiene dos soluciones x, x; que satisfacen:
x+x,=3yz

X1 =3yz—x

Entonces x; es un numero entero también. Si hay tres numeros (x, y, z) que son solucién de la ecuacién, debe
haber otros tres, (3yz — x, y,2) que serdn solucién de la ecuacién. Lo comprobamos:

Byz—x)?+y?+22=3Byz—x)yz
9y222 —6xyz+x2 + y? +22 =9y%22 —3xyz
x2+y?+22=3xyz

Por lo tanto, a partir de una solucién (x, y,z), las infinitas soluciones de numeros enteros de la ecuacién son
Byz—x,y,2):

x|12]|1]5(2(13]| 5 | 34
y|1|(1]12]12|5|5 |13]13
z |1{1(1|1]1] 1 1 1

Y asi sucesivamente. O
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Ejercicio. 18.12.
Estudia si tiene solucion la ecuacion diofdntica:

x2+x+1:yN.

SOLUCION.
Para el caso particular N = 2, es estudiar si x2 + x + 1 es un cuadrado perfecto:

rx+1= yz.
Pasando todo al segundo miembro, tenemos una ecuacién de segundo grado en la variable x:
2+x+1-—y?=0.

Cuya solucién es:

_—14/12-4(1—y2)
N 2

X

Para que tenga soluciones enteras el discriminante tiene que ser un cuadrado perfecto, lo llamamos k?:
1—4(1—y?) =k>
1—4+4y*=k?
4y —k*=3
El primer miembro es una diferencia de cuadrados, que escribimos como suma por diferencia:
2y+k)(2y—k)=3

Consideramos las diferentes factorizaciones de 3:

2y+k|[3]1]-1]-3
2y—k [1]3]-3]-1

Estudiamos los diferentes casos:

m Caso 1:
2y +k=3
2y—k=1
Sumamos las ecuaciones, entonces:
4y =4
y=1
Restamos las ecuaciones, entonces:
2k=2
k=1

Por lo tanto las soluciones son (x,y) =(0,1), (—1,1).
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m Caso 2:
2y+k=1
2y —k=3
Sumamos las ecuaciones, entonces:
4y =4
y=1
Restamos las ecuaciones, entonces:
2k =—-2
k=-1

Por lo tanto las soluciones son (x,y) =(0,1), (—1,1).

= Caso 3:
2y +k=-1
2y —k=-3
Sumamos las ecuaciones, entonces:
4y =—4
y=-1
Restamos las ecuaciones, entonces:
2k =2
k=1

Por lo tanto las soluciones son (x,y) = (0,—1), (—1,—1).

= Caso 4:
2y +k=-3
2y —k=-1
Sumamos las ecuaciones, entonces:
4y =—4
y=-1
Restamos las ecuaciones, entonces:
2k =—2
k=-1

Por lo tanto las soluciones son (x,y) = (0,—1), (—1,—1).
Las soluciones son (x,y)=(0,1), (—1,1), (0,—1), (—1,—1).

Para N > 2, la ecuacién x2 + x + 1 = y" se puede escribir:

x3—1 —yN

x—1
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La ecuacién diofantica:
x"—1

x—1

=yl dondex>1, y>1,n>2,q>2,

fue estudiada por T. Nagell en 1920. Veinte afios mas tarde, W. Ljungren clarificé algunos aspectos y completo
la demostracién del siguiente resultado:

x"—1 3*—1 7t —1 183—1
La ecuacién = y4 no tiene otras soluciones enteras que = 112, 1 202, T 3 si
x — — — [—
se cumplen cualquiera de las siguientes condiciones:
| ] q = 2.
= 3 divide a n.
= 4 divide a n.
= ¢ =3y nno es congruente con 5 modulo 6.
Esto implica que solo hay una solucién de la ecuacién x? +x +1 = yV:
x=18, y=7, N=3.
O
Ejercicio. 18.13. 2 2 2
el z Ve a b c
¢Existen niimeros enteros positivos a, b, c, tales que m.c.d.(a,b,c) = 1, y que sean

o - b+c a+c a+b
también nimeros enteros positivos?

SOLUCION.

En primer lugar vemos que a, b y ¢ deben ser ntimeros primos dos a dos.

Si el niimero primo p divide a m.c.d.(a, b), entonces que (a + b) divida a c? implica que p divide a c, pero es
una contradiccion ya que el m.c.d.(a, b,c) =1.

Como son divisores de numeros primos dos a dos, entonces a + b, b + ¢, a + ¢, son también primos dos a dos.

2 entonces a+ b, b+c, a+c divide a:

Por otro lado, como a + b divide a c?, a + ¢ divide a b?, b + ¢ divide a a
D=(a+bP+(a+c)+(b+c)P—a®>—b>—-c2
Vamos a ver que a + b divide a D. Desarrollamos dos de los cuadrados de D:

D=(a+bP+a®+2ac+c2+b%>+2bc+c?>—a®>—b2—c?

D =(a+ b)?>+2ac+c?+2bc
D=(a+b)*>+2c(a+b)+c?
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Los tres términos son divisibles por a + b, por lo tanto divide a D.
Andlogamente se hace paraa+cy b+c.
Entonces el producto (a + b)(a + ¢)(b + ¢) también divide a D.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que a < b <c,yque a+ b <a+c < b+ c. Entonces:
(a+b)la+c)b+c)<D

Y como:
D=(a+bP+(a+c)l+b+c)P—a®—b>—c?<3(b+c)?—a®?—b>—c? <3(b+c)

Entonces:
(a+b)a+c)b+c)<D<3(b+c)
(a+b)la+c)<3(b+c)

Por lo tanto:
(a+b)c<(a+b)la+c)<3(b+c)<3b+3c<6b¢

Lo que implica que:
a+b<6

Como a y b son primos entre si, su suma es menor que 6 y a < b < ¢, el tnico caso posible es:

a=2,b=3,c2>3

Pero si sustituimos los valores:
4 9 2

34+4c¢’ 2+¢’ 5

Vemos que es imposible, por lo tanto no tiene soluciones enteras positivas. |
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