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Introduccion

Las desigualdades son esenciales en numerosos campos de la matematica. Mediante las desigualda-
des, se pueden encontrar numerosas aplicaciones incluso fuera de las matemaéticas en varios dmbitos
tedricos y practicos. En secundaria, la atencion se centra en las desigualdades lineares, cuadraticas
y las inecuaciones que involucran al valor absoluto, pero hacen menos énfasis en la manipulacién
algebraica de las desigualdades o en los métodos para demostrar desigualdades.

El presente documento va dirigido a los estudiantes de bachillerato que quieran prepararse para com-
petir en las Olimpiadas Matematicas que se celebran en nuestro pais y en el extranjero. Los problemas
que involucran desigualdades son cada vez mas numerosos en estas competiciones. En particular, en
la Fase Nacional de la Olimpiada Matematica Espafiola (OME) es bastante probable la aparicion de
problemas uno de estos tipos.

En este Trabajo Fin de Méster nos centraremos en las desigualdades numéricas, ya que las desigualda-
des geométricas podrian formar otro TFM por si mismas. Sin embargo, apareceran algunas interpre-
taciones geométricas que ayudaran a la comprension de los conceptos. Nos centraremos en algunas
desigualdades importantes, como la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad de reordenamiento, la desigualdad de Jensen y el Teorema
de Muirhead, entre otros.

Incluidos en el desarrollo tedrico de los resultados aparecen ejemplos en los que se muestra como
proceder en problemas que asi lo necesiten. Ademds, en cada seccién del documento, aparecen pro-
blemas seleccionados de las secciones finales del documento: problemas extraidos de competiciones
matematicas a tres niveles diferenciados: fases locales, fases nacionales y fases internacionales. Los
problemas vienen resueltos y, en la medida de lo posible, vienen redactados de la forma mas com-
prensible y didé4ctica posible.
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Desigualdades

Bien sabemos que el conjunto R de los nimeros reales tiene la estructura algebraica de cuerpo junto a
las operaciones se suma y producto. Recordamos que podemos establecer unos axiomas de orden en
R. La relacion < de orden en donde a < b significa a < b, a # b que establece una ordenacion entre
los nimeros reales y que satisface las siguientes propiedades:

Proposicion

(a) Se verifica una y sélo una de las relaciones x =y, x <y, x > y.
(b) Six <y, entonces para cada z, se tiene que x+z < y+z.
(¢) Six>0ey>0,entonces xy > 0.

Si x es un numero real, el valor Absoluto de x es:

x| = x si x>0
] —x si x<O0.

El valor absoluto verifica las siguientes propiedades:

Proposicion

Sean a, b, x son nimeros reales:
(a) |x| >0y escerosiy sélosix=0.

(b) | —x| = |x|
© | = ).
(d) |ab| = |al|b].
© 151= 13-

A la hora de resolver desigualdades es muy util utilizar Desigualdad Triangular.

Proposicion: Desigualdad triangular

Sean a y b nimero reales. Se verifica que
|a+b| < lal +b].

La igualdad sélo se da si y sélo si ab > 0.




CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Demostracion. Como |a+ b|, |a| y |b| son nimeros positivos, basta probar la desigualdad para sus
cuadrados:

la+b|* = (a+b)?
= a®>+b*+2ab
= |a|* +|b|* + 2ab
< laf* + |b|* +2|ab]
= (|al +b])*.
Observa que tnicamente aparece una desigualdad, la correspondiente a ab < |ab|, y tendremos una

igualdad cuando ab > 0, que ocurre cuando ambos tienen el mismo signo o uno de ellos es nulo.

]

Proposicion: Desigualdad triangular generalizada

Sean x1, ...,x, nimeros reales. Entonces se verifica

)}

n
Xi
1

=

n
<Y -
i=1

La igualdad se da si y sélo si todos los x; tienen el mismo signo.

J

Una desigualdad muy ttil es x> > 0, valida para todo x € R. Podemos extender esta idea para optimizar
las funciones cuadraticas ax® + 2bx + ¢, con a > 0. Utilizando propiedades basicas de la derivada,
obtenemos que, si a > 0, la funcién ax* + 2bx + ¢ alcanza un minimo en x = — _7”, y el valor minimo

., 2
de la funcién es ¢ — %.

Si x,y son nimeros positivos con x +y = 2a, prueba que el producto xy es maximo cuando
xX=y=a.

Una forma de hacer este ejercicio es utilizando célculo diferencial. Busquemos otra resolucion basada
en la deduccion anterior.

x+y=2a,
y=2a-—x,

— _ 2 _ 2 2
xy=x(2a—x)=—x"+2ax=—(x—a) +a

2

Que es maximo cuando x = a, y en este caso ay = a“, esto es, y = a.

Para practicar los conceptos de esta seccién pueden ser ttiles los problemas [2.1]

2.6, B-31B.13, B.1]y -

Py e PO PO et o aa oo o PPN




CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.1. DESIGUALDAD DE LAS MEDIAS.

1.1. Desigualdad de las medias.

Teorema: Desigualdad de la media aritmética-geométrica (MA-MG)

Dados dos niimeros reales no negativos a, b se verifica:

b
“; > /ab,

y la igualdad sélo ocurre cuando a = b. De forma mas general, si tenemos n numeros reales no

negativos:
a1+ +an

n

> \"/Cll"'an,

y la igualdad ocurre cuando a; = - - - = a,,.

Prueba que la suma de un nimero y su inverso es mayor o igual que 2.

1 X+~ 1
Tomemos en MA-MG, a = x, b = 1 /x, tenemos que x+ — > 2, y por lo tanto, 5 X>1=4/x =~
X X

Sean a, b, c nimeros reales positivos, probar que

(ab+bc+ca)® > 27a*b*c>.

Reacomodamos el 27(3 -3 - 3) en el primer miembro:

(MA-MG)
(ab+ l;c +ca) (ab+ 1930 +ca) ab+ b3€ +ca M A ER A R — PR,

Sean a, b, c nimeros reales positivos, probar que

a*b+b*c+c*a §a3+b3+c3.

Haciendo uso de MA-MG obtenemos:

3 3
@b = Va3adh3 < 2a ;_b ,

3 3
pe = Ve < 2 ;c :

2¢3 +a?
a=V33d3 < 3
y sumando las tres desigualdades tenemos el resultado querido.
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1.2. TEOREMA DE MUIRHEAD. CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Teorema: Desigualdad de la media geométrica-armoénica

Sean ay, ...,a, nimeros positivos. Entonces,

Teorema: Desigualdad de la medias ponderada

Dados ay,...,a, >0y wy,...,w, tales que Y\, w; = 1, se tiene que

wiar+ -+ waan > ay’l - -ap.

Para practicar los conceptos de esta seccion pueden ser itiles los problemas [2.3] [2.4]

2.7 2.8, 2.9, B.18} B-26) B-29A.10} B.5, .16, B3 B4y B3]

. N N

vaPuaPIee¥ - . . v - o

1.2. Teorema de Muirhead.

Consideremos, en primer lugar, expresiones del tipo

F(oy,...,o)(ay,a,...,ay) = Fy(a) = a?lagz...aff”,

donde ay,...,a, >0y o,...04 > 0. Denotaremos por Y ;,, F (@) a la suma de los n! términos obteni-

dos de Fy(a) calculando las posibles permutaciones de {aj,...,a,}, es decir:

Y Fula)=Y F(ou,...,o)(0(a1),...,0(an)).

sim oES,

Por ejemplo, en tres variables x,y, z:

szy = xzy +x%z+ yzx + yzz +22x+ zzy.

sim

Finalmente definimos la media simétrica como:

1
[a] = [, ..., 0] = n_!ZFO‘(a)'
sim
Es claro que [¢¢] es invariante bajo cualquier permutacién de (¢, . . ., &), luego dos conjuntos (@, . .
y (o,..., 04)son del mismo tipo si difieren por reacomodo. Veamos algunos casos particulares:
n—1)! 1 &
[1,0,...,0] = ( - ) (a1+...+ay) = ZZai =MA
: i=1

-5 Oy)



CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.2. TEOREMA DE MUIRHEAD.

Definicion
Diremos que (¢ ...,04) < (Bi...,By) cuando se pueden reordenar de tal manera que:

@ Y a=) B
i=1 i=1

k k
(b) Para cada 1 < k < n se tiene Z o < Z Bi.
i=1 i=1

Teorema: (De Muirhead)

[B] < [a] para cualesquiera valores no negativos de las variables (aj,...,a,) si 'y sélo si (f) <
(a). Laigualdad s6lo se tiene cuando (@) y () son idénticos o cuando todos los a; son iguales.

Veamos algunos ejemplos:
= [2,0,0] > [1,1,0] & x? +y? + 2% > xy+xz+yz.
2,0] > [1,1] < x% +y? > 2xy.
3,0,0] > [1,1,1] < x> +y* + 73 > 3xyz.
[
[

5,00 > [3,2] & x° +y° > xy? +x%y.

2,2,0] > [2,1,1] & x2y% + 22 + 229% > x2yz + y?*zx + 22xy.

Ejemplo

Sean a, b nimeros reales positivos. Prueba que

a b’
3+;z\/a+\/l3.

Seax=+/a,y= V/b. Simplificando, tenemos que probar que

.

4y > xy(x+y).

Por el teorema de Muirhead, [3,0] = 1 (x3 +%) > Jxy(x +y) = [2,1].

Si a, b, c son nimeros reales no negativos, probar que:

1
@ +b+ +abe> §(a+b+c)3.

No es dificil ver que:
(a+b+c)* =3[3,0,0]+18[2,1,0] +6[1,1,1].

Luego, se tiene que demostrar que

3[3,0,0] +[1,1,1] > =(3[3,0,0] + 18[2,1,0] + 6[1,1,1]),

3| -

esto es,

18 6 13
—13,0,0 I--[1,1,1] > —[2,1,0].
7[,,]+( 7)[,,]_7[,,]

7



1.3. DESIGUALDAD DE REORDENACION CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Equivalentemente

17—8([3,0,0] —[2,1,0) + (1 - g) [1,1,1] = 0.

Esto se sigue usando las desigualdades [3,0,0] > [2,1,0] y [1,1,1] > 0.

Si a, b, c son nimeros reales no negativos, prueba que:

2 2 2 2 2 2 3 3 3

a“+b b +c c“+a a b c
b < < — 4 .
a+b+c< e + a +c b _bc+ca+ab

Las desigualdades son equivalentes a lo siguiente
2(a*be + ab*c + abc?) < ab(a* 4 b*) + be(b*c + ) 4 ca(c? +a) < 2(a* + b* + ).

que a su vez es equivalente a [2,1,1] < [3,1,0] < [4,0,0]. Usando el teorema de Muirhead, obtene-
mos el resultado querido.

Para practicar los conceptos de esta seccion pueden ser tiles los problemas [4.2] y

PN o . PN P N P o o~ BESEN
- \ < — -

1.3. Desigualdades de reordenacion.

Consideremos dos colecciones de nimeros reales ordenados de forma creciente:
ap<ay<---<ay by <by <-< by

i i6n (a’,a,,...,a iene:
Para cualquier permutacién (a},d5, ...,a),) se tiene

(1) 2
aiby +ashy + -+ +apby > dyby +adsby+ -+ dapby > apby +an_1by+ -+ +ayby.

Que son las llamadas desigualdades de reordenacion. Ademas:

(1) esunaigualdad siy sélosi (a},...,a,) = (ai,...,an).

(2) es unaigualdad siy sélosi (a},...,d,) = (an,...,a1).

Para cualquier permutacién (a},...,da,) de (ay,...,ay) se tiene:

/ /
a%+~--+a,% > ayay + ... +aua,.

Para cualquier permutacién (a},..,a,,) de (ay,...,an), se tiene:



CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.3. DESIGUALDAD DE REORDENACION

Ejemplo: IMO, 1975.

Consideramos dos colecciones de numeros x; < --- < x, e y; < --- <y, y una permutacion
(z1,---y2n) de (y1,...,yn). Demostrar que:

1=y + ot (G —yn)® < (1 —21)> 4+ (o —20)*

Desarrollando: ; i " " n n
e Yt <Y 2 ey
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Usando que )7, yl T lzl , obtenemos:

n n
Y xizi <Y xivi,
i=1 i=1

que es la aplicacion del teorema.

Ejemplo: IMO, 1978.

Sean xp, ..., x, enteros positivos distintos. Prueba que:

Sea (ay,...,a,) una permutacion (xi, ..., x,) talque a; < ... <ayysea (b1,b...,b,) = (n—lz, ﬁ, ey 1%),
1

esto es b; = CES—E Vi =1,...,n. Consideremos la permutacién (a/,d,...,a,) de (ai,az,...,an)
n+1—i
definida por d; = x,+1—, Vi = 1,...,n. Aplicamos el teorema:
X1 X2 Xn
1—!+2—!+"'+;—611b1+ —|‘Clb
>apb1 +---+aib,
:alb +a2bn 1+"'+Clnb1
12 + » 2 4. +
Como 1 <a,2<ay,...,n<ay, setiene que
Vypgpbsa, a1 2y ]
12 n? = 12 n2 =12 22 n? 1 n'

Teorema: Desigualdad de Chebyshev

Sea {a;}! | y {b;}!_, dos sucesiones de nimeros positivos. Entonces:
= Si las sucesiones estan ordenadas de la misma manera (ambas crecientes o ambas decre-

cientes):
aiby +---+ayby N ap+---+ay " bi+--+b,

n - n n

= Si las sucesiones estdn en orden inverso (una creciente y otra decreciente):

arby+---+aub, <a1+---+an Xb1+...bn
n - n n '




1.4. DESIGUALDAD DE JENSEN CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Sia,b,c > 0, probar que:

3@ +b03+) > (a+b+c)(@®+b*+c2).

Aplicamos la desigualdad de Chebyshev a (a,b,c) y a (a*,b?,c?), que tienen el mismo orden:
@+t atbtc y a?+b*+c?
3 - 3 3 '
Multiplicamos por 9 y tenemos el resultado querido.

Sia>b>c>0y0<x<y<z probar que:

b ¢ a—l—b—l—c(l 1 I)MA—MG lMA;MG3(a+b+c)
Xy z - '

a
-—+-+-2= >
Xy z 3 xyz xX+y+z

Sean a, b, c,d nimeros reales positivos con a*+b*+c? +d* = 4. Prueba que:

@+ ++d>a+b+ce+d.

Aplicamos la desigualdad de Chebyshev a (a,b,c,d) y (a*,b*, c* d*):

@ +b++d _atbtetd a*+b*+c* +a
4 - 4 4 '
Ahora, aplicamos la Desigualdad de Chebyshev a (a?,b%,c?,d?) y (a®,b?,c?,d?):
at+bt+cttdt b+l +d P+ td
4 - 4 4 B
Sustituyendo en la primera ecuacién, obtenemos el resultado querido.

1.

Para practicar los conceptos de esta seccion pueden ser itiles los problemas [4.3] 4.4}

-6l E.7y 3.2

BN e PPN o
-y . g o

1.4. Funciones convexas. Desigualdad de Jensen.

Sea f: [a,b] — R. Diremos que f es convexa en el intervalo I = [a, b] si para cada 7 € [0, 1] se tiene
la desigualdad

floy+(1—1)y) <tf(y)+ (1 —1)f(x).

10



CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.4. DESIGUALDAD DE JENSEN

Geométricamente, la desigualdad indica que el grafo de f se encuentra por debajo del segmento que
une los puntos (x, f(x)) y (y,f(y)), como se puede ver en la figura Diremos que una funcién
f :[a,b] — R es funcién concava si — f es convexa.

Un subconjunto % del plano es convexo si para cualquier par de puntos A, B € €, el segmento deter-
minado por esos puntos estd contenido por completo en €.

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de la convexidad

Proposicion

1. Si f es convexa en un intervalo [a,b], entonces es convexa en cualquier subintervalo
[x.y] € [a,b].
2. Si f es convexa en [a,b| para cualesquiera x,y € [a,b], se tiene que

£(52) =30 @+700,

3. Desigualdad de Jensen Si f es convexa en [a,b], entonces para cualesquiera t1, ...,1, €
[0,1] tales que Y7 ,#; = 1,y para xi,...,x, € [a,b], se tiene que

f(tlxl +"'+tnxn) < tlf(x1)+"'+tnf(xn)-

4. En particular, para xi,...x, € [a,b], podemos afirmar que

n n

f(ﬂi;iﬁ)élﬁ@0+m+ﬂﬁﬂ

Veamos ahora algunos criteros para decidir si una funcién es convexa o no:

Proposicion: Criterios de convexidad

1. Una funcién f : [a,b] — R es convexa si y s6lo si el conjunto {(x,y) : x € [a,b], f(x) <y}
€s convexo.
2. Una funcién f : [a,b] — R es convexa si y s6lo si, para cada xy € [a,b] la funcién P(x) =
J(x) — f(xo)
X — X
3. Si una funcién f : [a,b] — R es derivable con derivada no decreciente, entonces f es
convexa. En particular, si f es dos veces derivable y f”(x) > 0, la funcién es convexa.

es no decreciente para x # xj.

11



1.4. DESIGUALDAD DE JENSEN CAPITULO 1. DESIGUALDADES

La funcion f(x) = x", n > 1 es convexa en R y la funcién f(x) = x", con n par es convexa en
R.

Esto se sigue del hecho de que f”(x) = n(n— 1)x"~2 > 0 en cada caso. Bas4ndonos en este hecho,
podemos sacar las siguientes conclusiones:

2 2 . 2 2 .
1) Como ("—erb)2 < %, podemos deducir que # < \/#, que es la desigualdad entre las
medias aritmética y cuadrética.

11) Como (#)" < M, podemos deducir que a" 4 b" > 2,,1_1 para a y b nimeros positivos tales
quea+b=1.

La funcién exponencial f(x) = ¢* es convexa en R.

Esto se prueba facilmente ya que f”(x) = ¢* > 0 para todo x € R. Utilizando esta funcién podemos
probar algunas desigualdades:

1) (Desigualdad aritmético-geométrica ponderada) Sean xi,...,x,,1,...,1, positivos tales que
Y ti=1. Entonces t
x| c X <X X

, 1 . . .
Asi es, como x; = elilogxi y e es convexa, se tiene que:
xtll - xzz — e’l logx; - 'eznlogx,, _ etl logx+---+t,logx,
<118 o 1,08 =
En particular, si tomamos #; = % para 1 < i < n, podemos obtener otra demostracion de la
desigualdad aritmetico-geométrica.

1) (desigualdad de Young) Sean x e y nimeros reales positivos. Si a, b > 0 satisfacen que % + l—l, =
1, entonces xy < éx" + %yb . S6lo tenemos que aplicar (I) como sigue:

1 1

Xy = (xa)l/a(yb)l/b < ;xa_|_b b.

y

1) (desigualdad de Holder) Sean x1,...,x,,y1,...,y, nimeros positivos y a,b > 0 tales que Lll + 1—17,

entonces
1/a 1/b
n n n b
Y oy < Y Y vi -

En primer lugar, asumamos que Y | x¢ =Y, yf’ = 1. Usando (II), x;y; < %x? + %yﬁ’ , entonces

i i 21 i p 11 {
Xyi< =) Xit+to Q) yvi=—+,-=1L
i=1 a5t & a b

Ahora, supongamos que Y} a; = Ay ¥l b; = B. Definimos x; = 37 e y; = 5. Como

n n n b
1 X / i=1Yi

Y =EE oy ypr =By



CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.5. DESIGUALDADES DE C-S Y NESBITT.

podemos deducir que
P> SXY ¢
leyl IZIAI/GBI/b;xiyi'
ASf, ):,?:lx,-yi < Al/aBl/b.

1V) (desigualdad de Minkowski) Sean ay,...,a,,by,...,b, nimeros positivos y p > 1, entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z (ax +by) ) < (Z(ak)p> + <Z(bk)p> :
= =1 =1

(@ +br)” = ar(ax+b)P ™'+ by(ag+by) P!

Notemos que

Por lo tanto,
n

Z(ak+bk Zak (ax +bp)P~ 1+Zbk (ap+bp)P~
k=1 k=

Aplicamos la desigualdad de Holder en cada término de la suma de la derecha con g tal que

1,1 _ .
- + = 1 para obtener:
p s, Va
<ak>"> (Z ax-+ by )>
1 :

p s, 1/q
) (Z ax+by)? )> .

Sustituyendo estas desigualdades en la dltima igualdad, y utilizando que g(p — 1) = p, se tiene
la desigualdad pedida. Notese que la desigualdad de Minkowski es una igualdad si permitimos
p=1.Para0 < p < 1, la desigualdad cambia de sentido.

ngE
(ngE

k=1

k

ak(ak—l—bk)p*l < (

M:

ar(ap + b))~ < (

HM:

k=1

Para practicar los conceptos de esta seccién pueden ser dtiles los problemas 2.3] 2.9]

1.5. Desigualdades de Cauchy-Schwarz y Nesbitt.

En esta parte del documento, trataremos dos desigualdades que usualmente aparecen al tratar con
un problema de competicién. Para probar ambas, usaremos la desigualdad de reordenacién, aunque
existen otros métodos.

Teorema: (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Para nameros reales xp,...,x,,y1,...,Y, se tiene la desigualdad

(£or) < () (£4).

La igualdad se da cuando existe A € R tal que x; = Ay; paratodoi=1,2,...,n

13



1.6. DESIGUALDAD C-S EN FORMA DE ENGEL CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Sixi=xp=---=x,=0ey =y, =--- =y, =0, el resultado es evidente. En otro caso, sea § =
" x}y T =,/Y"y? donde estd claro que S,T # 0. Tomemos a; = T Y Qpyi =% parai=

1,2,...,n. Aplicando el primer corolario de la desigualdad de reordenacion,

n xZ n yZ 2n 5
2=Y 5 +Y fa=Xa
i= i= i=

> ajay1 +a2ap 2+ +Hapa2napp1ay + -+ axpay
X1y1+x2y2 + -+ Xn¥n
ST

=2

. . , . . } . . . . S
La igualdad se da siy solo si a; = a,; parai = 1,...,n, 0 equivalentemente, si y solo si x; = 7y; para
i=1,...,n

Ejemplo: Desigualdad de Nesbitt

Par a,b,c € R, se tiene que:

a+b+c
a+b b+c a+b

3
> —.
-2

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a < b < ¢, de donde se sigue que a+b <c+a <b-+c

i 1 1 . s
Y i < o < a5 Usando la desigualdad de reordenacion:

a n b n c S b . c . a
b+c c¢c+a a+b " b+c c+a a+b
a b c S c a b

b+c+c+a+a+b_b+c+c+a+a+b'
) a n b n c > b+c+c+a+a+b _3
b+c c+a a-+b b+c c+a a-+b

1.6. Desigualdad de Cauchy-Schwarz en forma de Engel

De donde

Sea P el polinomio cibico
P(x) = x> — (a+b+c)x* + (ab+ bc + ca)x — abe,
donde a, b y ¢ son las raices del polinomio. Sustituyendo a, b y ¢ en el polinomio, obtenemos
a® — (a4 b+c)a® + (ab+ be + ca)a — abe = 0,

b> — (a+b+c)b* + (ab+ bc+ ca)b — abc =0,
¢ —(a+b+c)c® + (ab+ bc+ ca)c — abe = 0.

Sumando las tres ecuaciones, se tiene
a4+ b3+ —3abe = (a+b+c)(a* +b* +c* —ab—be — ca). (%)
De donde se tiene que si a+ b+ c = 0, entonces a’ + b + ¢® = 3abc. Nétese también que la expresién
> +b*+c*—ab—bc—ca

14



CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.6. DESIGUALDAD C-S EN FORMA DE ENGEL

puede ser escrita como
1
a?+b*+c* —ab—bc—ca= 5[(a—b)2—|—(b—c)2—|— (c—a)?. (G %)

Asi, otra manera de escribir (%) es

1
a4+ b3+ —abc = E(a—i—b—f—c)[(a—b)z—l—(b—c)

o~ — PPN
L o oy -— -y i - g o>

Demostracion. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene:
5 a J b 2 at>  b?
a+b :(— X+— y) §<—+—> x+y),

que es una igualdad so y sélo si ¢ = % [

Usando la desigualdad anterior dos veces, podemos extender la desigualdad a tres pares de nimeros:

£+19_2+£2(a+b)2 2 (a+b+c)2.
X y Z

Mediante un sencillo argumento inductivo podemos obtener el siguiente resultado:

Teorema: desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel

Para numeros reales a ...,a, y x,...,x, > 0, se tiene que
2 2 2 2
a a a ai+ay+---+a
0Dy n)”
X1 X Xn X1 +X2 4+ Xp
con igualdad si y sélo si
aj . ar . . a_n
XX Siy
Sean ay,...,ay,by,...,b, nimeros reales positivos. Entonces:
a a ay+ - +ay)?
() _1_|_..._|__"Z (a1 n) .
ai a 1 ap a
(b) 7+---+—;Z—(—+---+—") .
by b; —ar+---+a, \ b1 b,

15



1.7. EXTENSIONES DE LA DESIGUALDAD DE HOLDER. CAPITULO 1. DESIGUALDADES

Para practicar los conceptos de esta seccion pueden ser itiles los problemas [3.9] [3.6]

B21 B.14 B.10y 324

e "y g WPV S yverary S g

1.7. Extensiones de la desigualdad de Holder.

Teorema

Sean x1,X2,..., X0, V1,Y25 -+, Yn,21,22, - - - , Zn NUMeETros reales positivos.

1. Sia,b,c son reales positivos tales que % + % = %, entonces

" 1/c " Va ¢ 1/b
{g(xi)’i)c} S{;X?} {;yf)} :

2. Sia,b,c son reales positivos tales que é +F % + % = 1, entonces

" " 1/a " 1/b " 1/c
el 5] 12
i=1 i=1 i=1 i=1

Demostracion. 1. Aplicamos la desigualdad de Holder a los nimeros x9,...,x5,){,...,y, Con
/I __a ' __ b

2. Procedemos como en la demostracion de la desigualdad de Holder. Lo tinico nuevo que tene-
mos que probar es que x;y;z;i < %xf + %yf’ + %zf, pero esto es claro a partir de la desigualdad

ponderada de las medias aritmética y geométrica.

]

1.8. Cambio de variable.

La sustitucion es una estrategia util para resolver problemas que involucren desigualdades. Reali-
zar un cambio de variable adecuado puede, por ejemplo, cambiar los términos complicados de una
inecuacioén, simplificar expresiones o reducir términos. En esta parte veremos algunos ejemplos de la
numerosa casuistica de ejemplos para aplicar cambios de variable. Como se ha venido haciendo, la
mejor forma es a través de ejemplos.

Una sugerencia util para problemas que contienen en la hipétesis una condicién extra, es usar esa
condicidn para simplificar el problema. En el siguiente ejemplo aplicaremos esta técnica para eliminar
denominadores y hacer el problema mds fécil.

Si a, b, c son reales positivos menores que 1, con a+ b+ ¢ = 2, entonces

(1) (%) () =

16




CAPITULO 1. DESIGUALDADES 1.8. CAMBIO DE VARIABLE.

Después de realizar la sustitucion x=1—a,y=1—b,z=1—c, obtenemos que x+y+z=3— (a+
b+c)=1l,a=1—x=y+z,b=z+x,c=x+y. Asi, la desigualdad es equivalente a

()5 (2)

Esta tltima desigualdad puede probarse aplicando tres veces MA-MG bajo la forma (x +y) > 2, /xy

Si a, b, c son reales positivos con ab + bc 4 ca = 1, pruébese que

a i b i c
Va2+1 Vb2+1 Ve2+1

3
< -
2

En primer lugar, notemos que a*> + 1 = a®> + ab+ bc + ca = (a+b)(a+c). De forma similar, b> + 1 =
(b+c)(b+a)yc?+1=(c+a)(c+b). Ahora, la desigualdad a probar es equivalente a

a b c
V(a+b)(a+c) * V(b+c)(b+a) * V(c+a)(c+Db)

Usando MA-MG aplicada a cada sumando del lado izquierdo, tenemos

<

(NS RON)

a b c

\/(a+b)(a+c) T \/(b+c)(b+a) - \/(c+a)(c—|-b)
<1 a__ _a >+l< b N b )—i—l( c ,_¢ >:§
—2\a+b a+c 2\b+c b+a 2\c+a c+b 2

Para hacer un cambio de variable, a veces es necesario trabajar un poco antes, como podemos ver
en el siguiente ejemplo. Este ejemplo también ayuda a ver que podremos necesitar hacer mds de una
sustitucion.

Sean a, b, ¢ son reales positivos con , pruébese que

(a+b)(a+c)>2+\/abc(a+b+c).

Dividiendo ambos miembros por a? y haciendo x = g, y= g, la desigualdad se transforma en

(1+x)(1+y) =2/ xy(1 +x+y).

Ahora, dividiendo ambos miembros por xy y haciendo la sustitucion r = 1+ %, s=1+ %, la desigual-
dad a probar viene dada por
rs > 2vVrs— 1.

Esta tltima desigualdad es equivalente a (rs —2)? > 0, que resulta equivalente al elevar ambos miem-
bros al cuadrado y realizar algunas manipulaciones algebraicas.

Para practicar los conceptos de esta seccion pueden ser itiles los problemas [3.22] [3.11]

B7 B.12 B.27, B.15, 3.17, 323 y B.2§

. PN o — o PR PSP
== N i g \a e o ST= o
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Problemas de la Fase Local

En este capitulo plantearemos el andlisis de problemas de la Fase Local de la Olimpiada Matemadtica
Espafiola, la que corresponde al nivel mds elemental. Los problemas de esta seccién se basan, en su
mayoria, en la desigualdad de las medias, que es utilizada para resolver ecuaciones.

Problema 2.1: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2004

Demuestra que si —1 <x < 1, —1 <y < 1, entonces:

x—y |+
1—xy| = 1+ |0y

Si x,y tienen signos opuestos, se tiene |x —y| = |x| + [y|, |1 —xy| = 1 —xy = 1 + |xy|. Asi pues, la

desigualdad es, realmente, una igualdad.

’

Si la desigualdad se cumple para un par de nimeros (x,y), se cumple para el par opuesto (—x, —y).
Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x,y > 0.

Si la desigualdad se cumple para un par de nimeros (x,y), se cumple para el par simétrico (y,x). Por
tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 <y < x.

En este caso,x—y >0,1—xy >0x>0,y >0, xy >0,y la desigualdad que debemos probar queda
(x=y) (I +xy) < (x+y)(1 —xy).
Si expandimos los términos, esta desigualdad es la misma que
x—y-l—xzy—xy2 < x+y—x2y—xy2.
Si simplificamos, obtenemos la desigualdad equivalente
2x2y <2y

que, puesto que x> < 1 e y > 0 es cierta.

Problema 2.2: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2005

Se considera la inecuacion
lx—1] < ax

donde a es un pardmetro real.
a) Discute la inecuacion segtn los valores de a.
b) Caracteriza los valores de a para los cuales la inecuacion tiene exactamente dos solucio-
nes enteras.

19



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

a) En principio distinguiremos dos casos, segin que x > 1 o x < 1.

Caso I: x > 1. La desigualdad es equivalente a la siguiente:

x—l<axs (l—a)x< 1.

s Caso I.1: Supongamos 1 —a > 0, es decir, a < 1. Entonces x < T2 1 >1<a>0.
—a l—a
Por lo tanto,

O<a<1,1<x< .
1—a

s Caso |.2: 1—a=0<«a=1yladesigualdad se escribe como 0-x < 1. Porlo tanto a = 1,
x> 1.

m Caso 1.3: 1 —a <0< 1 <a=-x>1.Ladesigualdad equivalente a | —x < ax < 1 <
(a+1)x

Caso Il: x < 1. La desigualdad es equivalente a la siguiente:

l—x<ax& 1< (a+1)x.

1 1
m Casoll.l:a+1 >0 a>—-1, —— <1< a>0.Porlotanto, a >0, — < x < 1
a+1 a+1
cuando —1 < a <0.

» Caso ll.2:a+1=0<a=—1=1<0 No hay solucién.

1 1

m Casoll.3:a+1<0sa<-1=x< < 0.Porlotanto,a < —1,x < .

a+1 a+1

Resumiendo: |
v Sia < —1, entonces x < ——.
a+1

v' Si —1 <a <0, no hay solucién.

1
v Si0 < a< 1, entonces <x< .

a+1 a—1

v Sil <a,entonces 1 <ux.

b) Por el andlisis efectuado en a), la desigualdad puede tener dos soluciones enteras sélo si 0 <
a < 1. Ya que en estos casos se tiene

<l<

0<
1+a 1—a

Y

habré dos soluciones enteras si y s6lamente si

Por lo tanto la respuesta es

Problema 2.3: Olimpiada Matematica Espanola (fase local), 2008

Sean a, b, c tres nimeros positivos de suma uno. Demuestra que

2 2 2 1
a“ +2cabb +2abcc +2ab > §
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CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

Dado que a+b+c = 1, entonces (a+ b+ c)> = a> + b> + c* +2(ab + ac + bc) = 1. Ademis,

1 1 1 1 1 1
In <a2— + bZE +cP—+ Zabl—) +2bc— + 2ca—> =1n3. Aplicando la desigualdad de Jensen a la fun-
a & C a

10 x) =Inx ) inio (x , | :
cion Inx que es concava en su dominio (x > 0), se tiene que

1 1 1 1 1 1
In3=1In(a*- +b*=+c*= +2ab— +2bc— +2ca— >
a b c b c a
1 1 1 1 1 1
>dPIn( =)+ =) +PIn( =) +2caln( =) +2abIn| =) +2bcIn| =
a b c a b c
1 a?+ca 1 b2+2ab 1 +be
& G ) ]

Teniendo en cuenta que la funcion f(x) = Inx es inyectiva, resulta que

1 a*+ca 1 b2 +2ab 1 c2+bc
@G C) =
a b c

=In

o equivalentemente,

aa2+26abb2+2abcc2+2bc > 1
3
) 1
La igualdad se alcanza cuandoa =b =c = 3

Problema 2.4: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2008

Halla todas las ternas (x,y,z) de nimeros reales que son solucion de la ecuacion

V35 +72) + /(77 +35) + /T2 +5) = V23 + 5 +79).

Hay veces que para resolver una ecuacion puede ser ttil resolver una desigualdad no estricta, ya que
sabemos en qué ocasiones se dan las igualdades, como es en el caso de la desigualdad de las medias
aritmética y geométrica, como veremos en este problema.

Poniendo a = 3%, b = 5" y ¢ = 7%, la ecuacién se convierte en:

Va(b+c)+/b(c+a)++/clat+b)=vV2(a+b+c)

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica resulta:

Valrra<vi(5+25),

msﬁ(§+cj“>,
\/mg\/i<§+“:b).

Sumando las desigualdades anteriores se obtiene

Vab+c)+/b(c+a)++/cla+b) <V2(a+b+c).

21



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

La igualdad tiene lugar cuando a = b = c. Por tanto, las soluciones buscadas son aquellas para las que
3*=15Y ="7% 1o que equivale a que xIn3 = yIln5 = zIn7. Es decir, las soluciones de la ecuaciéon dada

son: 1 1 1
=t y=—t 7=— teR.
T3t T st T mr <

Problema 2.5: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2011

Halla todas las ternas (x,y,z) de nimeros reales que son soluciones del sistema de ecuaciones:

3.0 —1=2"42%
3.20—1=2427
3.25—1=28427¢

.

Haciendo la sustitucién 2* = a, 2 = b, y 2° = ¢, se observa que a,b,c > 0 y se obtiene:

(@+1+1)
(b+1+1)
(c+1+1)

Q o &
I
W= W= Q| —

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, resulta

| 1, 1
b=-(a+1+-)>{a1-—=1
3(a-l— -I-a)_ a ; ,

y por tanto, b > 1/b. Andlogamente,a > 1,a > 1/a,y ¢ > 1y ¢ > 1 /c. Teniendo en cuenta lo anterior,
de la primera ecuacion resulta que:

(a+a+a)=a,

W =

1 1
b=— 1+-)<
3(a+ +a)_

y de las otras dos que ¢ < by a < c¢. Combinando las desigualdades anteriores, se obtiene a < ¢ <
b<a.Esdecira=b=c.

Ahora tenemos

1 1
a:g(a+1+—)<:>2a2—a—1:(a—l)(2a+l):O,
a

que tiene por soluciéon a = 1 y a = —1/2. Como sélo nos vale la solucién positiva, tenemos que
a=>b=c=1y por tanto, (x,y,z) = (0,0,0) es la tnica terna solucién del sistema.

Problema 2.6: Olimpiada Matematica Espaniola (fase local), 2012

Sean a,b y c tres nimeros reales positivos cuyo producto es 1. Demuestra que, si la suma de
estos nimeros es mayor que la suma de su inversos, entonces exactamente uno de ellos es
mayor que 1.

1 1
Puesto que abc=1ya+b+c > _+E+ —, tenemos que
a c

(a—1)(b—1)(c—1)=abc—ab—bc—ca+a+b+c—1=
1

1 1
:a+b—|—c—(—+—+—) > 0.
a b ¢
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CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

La desigualdad se cumple cuando uno de los factores del nimero (a — 1)(b—1)(c — 1) es positivo o
los tres factores son positivos. Si fuesen positivos los tres, tendriamos que a > 1,b > 1y ¢ > 1, cosa
que no es posible, ya que abc = 1. Por tanto, sélo uno de ellos es mayor que cero y esto acaba la
demostracion.

Problema 2.7: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2013

Obtén los dos valores enteros de x mas préximos a 2013°, tanto por defecto como por exceso,
que cumplen esta ecuacion trigonométrica:

2sen2x + zcoszx — 2\/5'

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica resulta

253112X + 20052X > 24/ zsenzx . 20052x =2 2sen2x+coszx — 2\/5_

. 2 2 .
La igualdad se alcanza cuando 25" * = 2°°5"*_ Es decir, cuando sen?x = cosZx 0 senx = +cosx. Los

valores de x que satisfacen la igualdad anterior son x = 45 4 90° con k € Z. Denotando [x] la parte
entera de x, los valores pedidos se obtienen para

2013° —45° 2013° 4-45°

[ e[

90° 90° =22,

y son x; = 1935° y xp = 2025°.

Problema 2.8: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2013

Resuelve la ecuacién exponencial

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica y, después, una de de sus mas
conocidas consecuencias ( la suma de un ndmero real positivo y su inverso es siempre mayor o igual
que 2, y la igualdad sélo se da para el nimero 1) tenemos,

6=2"+3"" 427737 >2/213572x35 =6,
Y la igualdad se dard cuando los nimeros mediados sean iguales:
237" =273 027 =37 a5 =5

esto es, cuando x = 0 que ser4, pues, la unica solucion de la ecuacion.

Problema 2.9: Olimpiada Matematica Espaiiola (fase local), 2014

Sean a, b nimeros positivos. Probar que:

a® + b?

a—l—bZ\/cE%— >

.

Solucién 1: La desigualdad equivale a

Vab+ #<a+b
2 - 2
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CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

Si aplicamos la desigualdad entre las medias aritmética y cuadritica al miembro de la izquierda,
obtenemos:

2
Vab + /<5t /b+“+" \/2ab+a +b? \/(a+b)2_a+b
B 22 2

Solucién 2: Con el cambio de variable a = s%, b = t* (s,¢ > 0) obtenemos la desigualdad equivalente

4 4
ST+t
st + T<s2

+£2.

Aislando la raiz cuadrada ye levando al cuadrado, también es equivalente

s* —l—t4

< st 52— 253 — 283,
Multiplicando por 2 e igualando a 0 el miembro de la izquierda, es equivalente a probar que
0< s* 1t 4+ 6527 — 457t — Afs.
Finalmente, gracias al binomio de Newton,
sttt 46577 —4s = (1 —s5)* > 0.

Solucién 3: Denotamos

b 24 b7
A:”Z G=Vab Q= “; .

Con esta notaciéon debemos probar que
G+0O<2A

0, equivalentemente
0-A<A-G.

que expresamos, multiplicando por el conjugado en cada uno de los términos, como

QZ_A2 <A2_G2
O+A — A+G

Puesto que Q > G, se tiene que Q+A > A+ G > 0. Como Q > A, tenemos que Q2 — A% > 0. Puesto
que A > G, tenemos que A2 — G> > 0. Asi pues, basta probar que

0> — A< A2 G2,
que equivale a
0%+ G? <24
Es decir, basta probar que

) 2
a“+b fab< (a+D)

Simplificando observamos que esta tltima expresion es, en realidad, una igualdad.

24



CAPITULO 2. PROBLEMAS DE LA FASE LOCAL

Solucién 4: La desigualdad equivale a

1 1 |a*>+b* a+b
—vab+ - < .
VTN T =

Puesto que la funcién f(x) = \/x es céncava, gracias a la desigualdad de Jensen

1 1 |a®+b? 1 la>+b* a+b
“Vab+ = <\|zab+= =277
2V +2\/ 2 —\/2“ 372 2

Problema 2.10: Olimpiada Matematica Espanola (fase local), 2015

Demuestra que
(ax+by)? < ax® + by?,

para cualesquiera x,y € R y cualesquieraa,b € Rcona+b =1, a,b > 0. ;En qué casos se da
la igualdad?

Para acotar un cuadrado de una suma, a veces es util usar la desigualdad de Jensen. La funcién
f(z) = 7% es claramente convexa, con lo que por la desigualdad de Jensen, para cualesquiera reales
no negativos a y b, y cualesquiera reales x,y se tiene:

af(x)+bf(y) ax? + by?
a+b  a+b

(ax—H)y)2 = flax+by) <

Usando que a+ b = 1, se obtiene el resultado pedido, ddndose la igualdad bien si uno de los dos
puntos “desaparece” (es decir, a =0 o b = 0), 0 en caso contrario si ambos puntos coinciden (es decir,
xX=y).

Otras formas de resolver el problema es usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz con los vectores
(v/a,/b) y (/ax,\/by) o llevar todo a un miembro y usar la positividad del cuadrado.
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Problemas de Olimpiadas Nacionales

En este capitulo abordaremos una seleccion de problemas que corresponden a fases nacionales de
olimpiadas, con un nivel de dificultad superior a la seccién anterior.

Problema 3.1: Olimpiada Matematica Espaiiola, 1971

Consideremos cuatro numeros reales x,y, p, g tales que p,g > 0y p+¢q < 1. Demostrar que

(px+qy)? > px* +qy*.

SOLUCION 1: Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los vectores u = (\/p,/q) y v =
(x\/P,y/q). Obtenemos que:

(Px+qy)* = (u-v)* < (w-w)(v-v) = (p+q) (px* + @)
Como p+ g < 1, deducimos la desigualdad del enunciado.

SOLUCION 2: Apliquemos la desigualdad de Jensen a la funcién convexa f (1) = 12 sobre los valores

y 4 (que suman 1), respectivamente. Tenemos entonces que
r+tq  ptq

2 2 2
pX+qy> p q p q px”+qy
:f( X+ y>§ )+ —1—f(y) = =1
< P+q p+q ptg P+q ®) p+q ) p+q

x ey sobre los pesos

Multiplicando ambos miembros por (p +¢)? y usando que p + ¢ < 1, obtenemos la desigualdad del
enunciado.

Problema 3.2: China, 1989

Demuestra que para cualesquiera reales positivos xi, .. .,x, tales que }.?' ; x; = 1, se tiene:

En primer lugar, observamos que la funcién f(x) = \/1)67 es convexa en el intervalo (0,1), ya que

—x
f"(x) > 0. Asi, por la desigualdad de Jensen:

Xi

1 & "1 1 1
lmﬁ;f(’”)zf@;"f) ()= s

27
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CAPITULO 3. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS NACIONALES

de donde

s

Falta por probar que Y7 ,/x; < /n, pero esto se obtiene ficilmente usando la desigualdad de

Cauchy-Schwarz: Y | /x; < /Y xiy /X 1 = /n.
Problema 3.3: Rusia, 1991

Sean x,y,z nimeros reales no negativos. Demostrar que:

(x+);+z) > x5+ YT+ 2/

Usando MA-MG , tenemos xy + yz > 2y+/xz. Sumando los resultados similares obtenemos

2(xy+yz+zx) > 2(x\/yz2+yvV2x +20/2).

Nuevamente por MA — MG, se tiene que x> + x> +y> 47> > 4x,/yz. Sumando los resultados similares
obtenemos

4y 422 > 0Ty 2/

Sumando el primer resultado tenemos

(x+);+z) > X374 T+ 2/

Problema 3.4: Rusia, 1992

Demostrar que para cualesquiera nimeros reales x,y > 1, se tiene que:

2 2
X Y
> 8.
y—1+x—1_
Por MA-MG, tenemos que:
2 2
s T >3
y—1 —1 x—1H—-1)

Ahora, nétese que \/;_—1 >2,yaque (x—2)>2>0

SOLUCION ALTERNATIVA: Seana = x— 1, b = y— 1, que son positivos y la ecuacién que queremos

2
demostrar es equivalente a (‘Hl;l) +— (bH) > 8. Ahora bien, por MA — MG, tenemos que (a +1)2>4a

2
y (b+1)? > 4b. Luego, (HTI) + (bH) >4(5+ 5). Lo dltimo que nos falta ver es que § a b o > 2, pero
esto es bien facil, usando nuevamente MA — MG:

Problema 3.5: Rusia, 1992

Para ndmeros reales positivos x,y, z, demostrar que:

Ayt 22 > V8uyz.
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Por la desigualdad MA-MG, se tiene que x* + y* > 2x%y?. Usando MA — MG nuevamente, 2x>y” +
2> \/gxyz. Sumando las desigualdades:

2 2 4.4 4

4/ X°y'2Z
>4
x+y+2+2_ 1

= V/8xyz.

Problema 3.6: Sudafrica, 1995

Para a,b, c,d nimeros reales positivos, demuestra que

11416 64

_+b+ v d _a+b+c—|—d

Utilizamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel para establecer que

1 1 4 16 (1+1+2+4)2_ 64

Jtrteta s at+bt+c+d a+tbtct+d
Problema 3.7: Corea, 1998

Si a,b,c,d son nimeros reales positivos tales que a + b+ ¢ = abc, demuestra que

1 1 1 3
<

+ + <:.
V1i4+a?2 V1+b2 V14272

Realizando la sustitucién x = %, y= Z—IJ, 7= %, la condicién a + b + ¢ = abc se convierte en xy + yz +
zx = 1 y la desigualdad se transforma en

W

X y z
+ + <z,
V241 y2+1 V21T 2

que es un resultado probado en el segundo ejemplo del apartado “Cambio de variable”. Nétese que la

desigualdad de Jensen no puede ser aplicada porque la funcién f(x) = ﬁ no es céncava en R™

Problema 3.8: Hungria-Israel, 1999

Sean k y I dos numeros enteros positivos dados y sean a;;, 1 <i<ky 1< j </, kI nimeros
reales positivos dados. Demuestra que si ¢ < p > 0, entonces

1/q 1/p

i(iiaZ)q/p S i<ia%>p/q

J=1

. J

Definimos b; = Zle af} para j = 1,2,....] y denotemos el lado izquierdo de la desigualdad pedida
por Ly el derecho por R. Entonces:

e

[
Yo
=1

2( ()
E(xe))

.
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Usando la desigualdad de Holder, obtenemos que:

La desigualdad L < R se obtiene dividiendo ambos lados de L? < L97PRP por L9™? y tomando la raiz
p—_ésima.

Para a, b, c enteros positivos, demuestra la desigualdad

a+ b i c .
2¢c c+2a a+2b

Obsérvese que

a n b n c a? . b? n c?
b+2c c¢+2a a+2b ab+2ab  bc+2ab  ca+2bc

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel en la forma de Engel, se tiene
que
a’ b? c? - (a+b+c)?
ab +2ab - bc+2ab * ca+2bc ~ 3(ab+bc+ca) ~

Ademads, sabemos que

1
@ +b*+c*—ab—bc—ca= E[(a—b)z—i-(b—c)z—i-(c—a)z] >0,

estoes, (a+b+c)? > 3(ab+ b+ ca). Usando esta desigualdad, completamos la demostracion.

Problema 3.10: Bielorusia, 2000

Demuestra que, para todos los nimeros positivos a, b, ¢, x,y,z se da la siguiente desigualdad

c (a+b+c)
z 3(x+y+z)'

Usando la extension de la desigualdad de Holder, tenemos que

3 b 1/3
(;4—7—1-?) A+1+D)"Px+y+2)' P >a+b+e

Elevando al cubo ambos lados y dividiendo ambos miembros por 3(x+y+ z), obtenemos el resultado
pedido.
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Problema 3.11: India, 2002

Si a, b, c son reales positivos, demuestra que

a b b b
_+_+£Zc+a a-+ —I—c.
b ¢ a c+b at+c b+a

Haciendo el cambio de variable x = %, y= ’f, 7= g, el lado izquierdo de la desigualdad se simplifica
notablemente, quedando x 4 y 4 z. Veamos cémo queda el segundo miembro:

c+a:1+%:1+%§:1+xy:x l—x
c+b 14+ 142 14y 14y

De forma anéloga:

at+b +1—y b+c +1—z
ate 2112 bta T 1tx
Asi, la desigualdad es equivalente a

x—1 y—1 z—1>
I+y 14z 1+4+x~—

Y

con la condicién xyz = 1. La dltima desigualdad puede ser escrita como
(= DD+ =D+ 1)+ = 1)+1) >0,
que se transforma en
Y+ Py +x+Y + 2 > x+y+z+3.

Ahora, usando, la desigualdad aritmético-geométrica, resulta que x%z + y>x + 72y > 3¢/x3y373 = 3.
También, x> +)* + 22 > H(x+y+2)? = T (x+y+2) > Jayz(x+y+z) =x+y+z de donde la
primera desigualdad se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel .

Problema 3.12: Rumania, 2002

Si a, b, ¢ son reales positivos en el intervalo (0, 1), demuestra que

Vabe++/(1+a)(1-b)(1—c) < 1.

Haciendo la sustitucién a = cos?A, b = cos?B, ¢ = cos>C, con A, B,C en el intervalo (0, %), obtene-
mos que 1 —a=+/1—cos?A =senA, /1 —b=senBy /1 —c=senC. Asi pues, la desigualdad
a probar es equivalente a probar

cosAcosBcosC+senAsenBsenC < 1.
Pero obsérvese que

cosAcosBcosC+senAsenBsenC < cosAcosB+senAsenB = cos(A —B) < 1.

Problema 3.13: Repiblicas Checa y Eslovaca, 2004

Sean a, b, c,d nimeros reales con a + d = b+ c. Demuestra que:

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) >0
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Basta observar que

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c)=2(a—b)(c—d) =2(a—b)* > 0.

Problema 3.14: Croacia, 2004

Sean x,y,z nimeros reales positivos. Demuestra que

X2 y2 Z2

) | Db rs | o)

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel para obtener

L R A (x+y+2)?
(x+y)(x+z)  O+2)+x)  (z+x)(z+y) ~ 2+y?+2 30y +yz+zax)

Por otra parte, la desigualdad

(x+y+2)?
x2+y2+ 22+ 3(xy+yz+zx)

es equivalente a x> + y> +z> > xy + yz + zx,que bien sabemos que es cierta (Véase la seccién [1.6).

Problema 3.15: Rusia, 2004

Sin>3yxy,x,...,X, son nimeros reales positivos con xx; . ..x, demuestra que

1 1 1

+ +ood—>1.
14+x14+x1x0  14x+xx3 14 x, +x,x1

Usamos la sustitucién x; = Z—f, Xy = Z—z, . Xy =21 Yaque
n
1 1 al
Tlra2ada ’
xi+xxy 1+24+20 artartas

y repitiendo el proceso en los términos semejantes del miembro de la izquierda, deberemos probar
que se da la desigualdad

ay as An
+ +ot——>1.
ait+ar+az ay+az+ay ap+a+a
Pero esta desigualdad es facil de probar. Es facil observar que paratodo i = 1,...,n tenemos

aj+air1taj2 <ayt+ax+-+ap.

Problema 3.16: Repiblicas Checa y Eslovaca, 2005

Sean a, b, c numeros positivos que satisfacen abc = 1, demostrar que

a b c
@rDG+D) T e+ | er D@t
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Noétese que

a N b N c _ @+ )+ 1)(c+1)-2
(a+1)(b+1) (Bb+1)(c+1) (c+1)(a+1) (a+1)(b+1)(c+1)
2 3
—1- > >

(a+1)(b+1)(c+1) — 4
siysélosi (a+1)(b+1)(c+1) > 8,y esto tltimo es inmediato, haciendo uso de MA — MG, de la

desigualdad
1 b+1 1

Problema 3.17: Polonia, 2006

Sean a, b, c enteros positivos tales que ab + bc + ca = abc. Demuestra que

a*+b* bt +c* *+a
+ - > 1.
ab(a®+b3)  be(BP+c3)  ca(cd+a?)

,y= %, 7= %, la condicién ab + bc + ca = abc se transformaen x+y+z =

Q=

Usando la sustitucion x =
1 y la desigualdad queda:
x4+y4 y4+z4 At
x3 _|_y3 y3 +Z3 Z3 +x3

>l=x+y+z

Utilizando la desigualdad de Chebyshev , podemos ver que

x4yt - ¥+ x4y
2 - 2 2’

y asi:
x4—|—y4 y4+z4 4 xt >x+y y+z z+x
x3+y3 y3+z3 Z3+x3 - 2 2 2

Problema 3.18: Olimpiada Matematica Espaiiola, 2007

al+a -2

Sea a # 1 un niimero real positivo y z un entero positivo. Demostrar que n®> < P —
ar+a —

n -n_9
La desigualdad dada n®> < a _—:a_l 7 es equivalente a
a+a

2 gn2)’
( )

2
n
2 )
(al/2—a-1/2)
o' —a"
que a su vez es equivalente a que n < a—a T’ siendo @ = y/a. Entonces usando la desigualdad

entre las medias aritmética y geométrica, se tiene la desigualdad pedida:
a'— o " al—nazn_l

o—oa! a2—1

> ol R/ A (2n-2) — gl el = g

a1+l ot a7 >
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Problema 3.19: Olimpiada Matematica Espaiola, 2007

Sean ag,ay,az,a3,as cinco nimeros positivos en progresion aritmética de razén d. Demuestra
que

(a3 +4a3 +4a3 +al).

SOLUCION 1: La desigualdad dada puede escribirse como
10a§ < ag —|—4a% —I—4a% + ai,
y sumando 6a% a ambos miembros se convierte en
a3 < (@} +4a} + 643 +4d3 +a3).

Por otro lado como ag,ay,as,as,as estan en progresion aritmética, entonces

(B (O s (s (-t (3 (3
o)l )+ () ()] -2

Aplicando la desigualdad de Jensen a la funcién f(t) = >, convexa en RT, con t; = (i) % resulta

k=0

4 4
f (Z Pkak> <Y pif(ap),
k=0

o equivalentemente,

1 |/4 4 4 4 4 1
ag < % {(0>a8—|— <1)a?+ (2>ag+ <3)a§+ (4>af{} = 1—6(a8+4a?+6a%+4a%+a2).

Obsérvese que la igualdad se tiene cuando los cinco nimeros son iguales y hemos terminado.

SOLUCION 2: Llamando a al término central y d a la diferencia, la progresién es a —2d,a —d,a,a +
d,a+2d y tenemos:

ay = (a—2d)* = a® — 6a*d + 12ad* — 84°

a; = (a+2d)° = &’ +6a%d + 12ad” + 84°
4a} = 4(a—d)’ = 4a® — 12a°d + 12ad* — 4d°
4a3 = 4(a+d)* = 4a® + 12d*d + 12ad* — Ad°

sumando:
a3 +4a3 + 4a3 + a3 = 10a® + 48ad”,

dividiendo por 10 queda

1 2
To(@+Haal +4a +ai) —a’ = ad’ > 0,

con independencia del valor de d.

SOLUCION 3: Como se trata de cinco términos en progresion aritmética, se tiene

ap+a4 =2ay = a +as,
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o también
apayq = (a2 — 2d) (a2 + Zd).
Entonces
a3+ a3 = (ag+as)® — 3apay(ap + as) = 8a3 — 6agasas,
y

a3 +a3) = al(ar +a3)’ = 3aiaz(a; + a3)] = 4(8a3 — 6aapa).
Entonces, lo que hay que probar es
1

3
<
“2>10

(Sag — 6agaiar + 32a% —24aya3ay),

cuyo segundo miembro es

6
4a% — Eag (apas +4aya3);

trasponiendo términos, la desigualdad a probar se escribe como

3
gaz(a% —4d* + 4a} — 4d*) < 3a3
24
30% — ?dz S 30%
24
—d4*<o.
sd° <

La tdltima desigualdad es cierta y hemos terminado.

Problema 3.20: Rumania, 2007

Para los ndmeros reales no negativos x, y, z, demuestra que

P+ +73

2L >yt 6= )6 - =)l

Sea p =|(x—y)(y —z)(z—x)|. Recordemos las identidades

X4y +2 =3z = (x+y+2)(F +y* + 22 —xy—yz—zx), (%)

1
Kyt —ay—yz—ae= S [(e—y) (- 2) + (e %)),
Aplicando MA-MG, se tiene que
3
Ay P —xy—yz x> 5\3/p2. (%)
Ahora, como [x—y| <x+y, |y—z| <y-+z |z—x| <z+x, se sigue que

24y +2) = |[(x=y)(y—2)(z—x)|.

Volviendo aplicar MA-MG:
2(x+y+2z) >3/p. (®)

El resultado se sigue de sustituir (&) y (#) en (x) y dividir por 3.
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Problema 3.21: Moldavia, 2007

Sean w, x, y,z nimeros reales positivos. Demuestra que

LA S —— T —
x+2y+3z y+2z+3w  z4+2w+3x  w+2x+3y

2
> —.
—3

Expresamos el lado izquierdo de la desigualdad como sigue:

w2 x2 y2 ZZ

+ + +
xw42yw+3zw - xy+2xz+3xw  yz+2yw+3xy  zw+2xz+3yz

y usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel :

w N X " y i <
x+2y+3z  y+2z+3w  z+2w+3x  w+2x+3y
(w+x+y+2)?

>
~ A(wx+xy+yz+zw+wy+az)
Asi pues, nuestra labor se reduce a probar que

(w+x+y+2z)? U3
A(wx+xy+yz+zw+wy+xz) — 2

Y

que es equivalente a 3(w? 4 x? 4 y? 4+ %) > 2(wx +xy + yz + zw + wy + xz). Esta desigualdad puede
deducirse utilizando MA-MG seis veces a los términos bajo forma x> 4 y> > 2xy.

Problema 3.22: México, 2007

Si a, b, c son reales positivos tales que a + b + ¢ = 1, demuestra que

Va+bc+vVb+ca+Ve+ab<2.

Usando la condicién a+ b+ ¢ = 1, tenemos que
a+bc=ala+b+c)+bc=(a+b)(a+c),

asi, usando MA-MG, se tiene que

2a+b—+c

Va+bc=+/(a+b)(a+c) < 5

De forma andloga

2b 2 b
b—l—caS# \/C%-dbﬁ%.

Sumando las tres desigualdades tenemos:

2a—|—b—|—c+2b—l—c—l—a+2c—|-a+b B da+4b+4c B
2 2 2 N 2 N
Laigualdad se dacuandoa+b=a+c,b+c=b+ayc+a=c+b,estoes,cuandoa=b=c = %

Problema 3.23: Irlanda, 2007

Sean x,y,z nimeros reales positivos. Demuestra que

2,12, .2
l l£+g+@ S a-+b“+c >a—|—b—|—c.
3\ a b c /) 3 - 3
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La desigualdad de la izquierda se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel
. Para la segunda desigualdad, la sustituciéon x = %, y= %, 7= % transforma la desigualdad en

X+y+z > yZ+ 22X+ Xxy
3 - \/ 3 '

Elevando al cuadrado ambos miembros, obtenemos 3(xy 4 yz +zx) < (x +y-+2z)?, que es vélido si y
s6lo si xy + yz + zx < x% +y? + 72, hecho que sabemos que es cierto.

Problema 3.24: Grecia, 2008

Para x1,x7,...,x, enteros positivos, demuestra que

n
(X%JFX%JF"'JFX%) s
X1+x2+---+x, -

donde k = max{xy,x2,...,x,} y t = min{xy,xp,...,x,}. (Bajo qué condiciones se da la igual-
dad?

. J

Usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma de Engel para obtener:

x%—l—x%—i—...x,z, o x% n x% ey x,%
Xp+x2+-+x, XpEx2+ Xy XpEX2 X Xy +x2+ Xy

- (x1+x24+-42x,) _xntxote 4w
Tl x4+ x,) n '

Asi, es suficiente probar que

kn
Xp+x2+-+x,\ !
Z xl . x2 ..... xn
n
Como k = méxxy,...,x, > minxy,...,x, = f, ttnemos que ]% > n'y como w > 1, porque todos
los x; son enteros positivos, es suficiente probar que
n
X1 +x2+-+x,
Z ‘xl .X2 ----- xn,
n

que es equivalente a la desigualdad aritmético-geométrica. Como todas las desigualdades intermedias
son igualdades cuando x| = x; = - - - = x;,, concluimos que la igualdad se da cuando x| =x, =--- = x;,.

Problema 3.25: Reino Unido, 2008

Encuentra el minimo de x> + y* 4 z2, donde x,y,z son nimeros reales que verifican x> + y°> +
2 —3xyz=1.

Tomemos la igualdad
By +2 —3xyz=(x+y+2) (P +y + 22 —xy—yz—2x)
La condicién x> +y® +z°> — 3xyz = 1, puede ser escrita como
(x+y+2)( P +y*+ 2 —xy—yz—z) = L. (%)
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Sean A = x> +y* + 72 y B = x4y +z. Nétese que B> — A = 2(xy + yz + zx). Por la igualdad

1
xl+f+%2—mhﬂw—zx=EKx—yV+%y—ZV+%Z—XVL

tenemos que B > 0. Y la igualdad (%) se convierte en

B( _BZZ—A> _

Asi pues, 34 = B> + %. Como B > 0, aplicamos la desigualdad entre las medias aritmética y
geométrica para obtener

2 11
BA=B*+ - =B +—-+—->3
"B Tt

esto es, A > 1. Asi, el minimo A = 1 se alcanza, por ejemplo, cuando (x,y,z) = (1,0,0)

Problema 3.26: Olimpiada Matematica Espanola, 2008

Demuestra que para cualesquiera nimeros reales a,b tales que 0 < a,b < 1, se cumple la de-
sigualdad siguiente:

Vab £a2b+ ) (1-a)(1 = b+ (1 —a)2(1—b) < V2.

b
Se verifica que y/x < /x para todo x € (0, 1). Teniendo en cuenta que 0 < % < 1, utilizando la
desigualdad anterior y aplicando MA-MG, se tiene:

a+b

ub a+b < ab a+b <a+b+( 2 )_cH—b
2 2 )= 3 2

Jﬂ—ﬂxl—w(l—“;b><¢Vu—ﬂx1—m(1_“;b>

b
l—at+1-bpt1-2F
- 2
= 3
a+b
—1— .
2

Sumando las expresiones anteriores resulta

ab (0N L a—aa—p (1298 <,
2 2
o equivalentemente

1
55 (Ve Ju—aa-sr e -apa-n)) <1,

de donde se obtiene inmediatamente la desigualdad del enunciado.

38



CAPITULO 3. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS NACIONALES

Problema 3.27: Kazajistan, 2008

Sean x,y,z nimeros reales positivos tales que xyz = 1. Demuestra que

1 o\ 1 n 1 3
yz+z zx+x  xy+y 2

v

Con la sustituciéon x = ;—7’, y= If, 7= g, la inecuacidn toma la forma

a n b n c 3
b+c c+a a+b 2

que es la desigualdad de Nesbitt.

Problema 3.28: Rumania, 2008

Sean a, b, c nimeros reales positivos tales que abc = 8. Demuestra que

a—2+b—2 c—2
at+1l b+1 c+1—

Noétese que

a—2+b—2+c—2<0<:>3_3< 1 n 1 N 1 )<0
at+l b+1 c+17 a+1 b+1 c+1) ™
1< ! + ! + L
“a+l b+1 c+1

Usando el cambio de variables a = 27’6, b= %, c= %, obtenemos:

1 1 1 1 1
a+1+b—|—1+c—|—1 - 2y_x+1+2?y+1+%+1
Yy 2 X
C 2x+y * 2y+7 T i
_ y? . 2 . 52
2xy+y* 27422 2zx4x?
< (x+y+2)? _q
= 2xy+y* 4 2yz+ 22 4 220+ X
La tnica desigualdad de la expresion se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma
de Engel .

Problema 3.29: Olimpiada Matematica Espaiola, 2009

Sean a, b, c nlimeros reales positivos tales que abc = 1. Demuestra que

2 2 2
a i b o c >§
1+ab 1+bc l4ca) — 4

2 2 2
> :( ca ) :( ca > . Andlogamente se obtienen

abc +c 1+c¢

b 2_ ab \? c 2_ be \?
l+bc)  \l+a l+ca) \1+b

39
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. Por lo tanto, la desigualdad requerida se convierte en:
ab \* . be \? L ca \* S 3
l+a 1+b l4+c) — 4
ab \?* n be \? n ca \?
1+a 1+b I+c¢
Usando ahora la desigualdad entre las medias aritmética y cuadratica, se obtiene
ab 2+ bc 2+ ca \? >1 ab 4 bc n ca
l+a 1+ l+c¢ “3|\Il+a 1+b I+c/)|

. . a bc ca
Asi es suficiente demostrar que + +
I4+a 140 1+c

equivalente a

1
3

1
3

3 :
> 5 o equivalentemente

abc n abc n abc
c(l+a) a(l4+db) b(1+c)

v

3
57
que a su vez es equivalente a

1 1 1
c(lta) a(l+b) b+o)

3
> —.
-2

Poniendoa = -, b = J yc= E, en la dltima desigualdad resulta
Z

X

x x\ ! y oy - z 2\ '3
(0) o) (0 3
y z z X x y 2

1 1 1
Sustituyendo ahora @ = —, y = — y ¥ = —, se llega a la desigualdad de Nessbit:
y Z

<=

=

a B 14
[3+y+y+a+a+ﬁ

Laigualdad se alcanzasiy s6losia=b=c=1.

Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demuestra que

a i b i c i ab—l—bc+ca>5
b+c c+a a+b N a+b2+c2 =2

(Cuéndo se alcanza la igualdad?

Notese en primer lugar que, en virtud de desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, se

tiene:
2
1a2+b2—|—c2+ ab+bc—|—ca> 5| @+ b* + 2 ab+bc+ca _3
2ab+bc+ca N a®+b2+c2 “\lab+bc+ca\\ a®+b2+c2 | 2’
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déndose la igualdad si y s6lo si a + b*> 4 ¢? = ab + bc + ca, o equivalentemente si (a — b)% + (b —
¢)?+ (c—a)* = 0, es decir, si y s6lo si a = b = c. Nos bastarfa entonces, para concluir el problema,
con demostrar que Y,
a n b n c 21_i_la—I—b—l—c.
b+c c+a a+b 2ab+bc+ca
Esto puede conseguirse por fuerza bruta, viéndose en primer lugar que el miembro de la derecha
puede escribirse como

@+ b3+ +abe
(a+b)(b+c)(c+a)
y a partir de aqui comparando las fracciones restantes, llegandose a la conclusion tras algo de célculo.

Sin embargo, se puede obtener el resultado deseado de una forma mas elegante, ya que podemos
escribir:

Y

a+b+c_ az+bz+c2
b+c c¢+a a+b ab+ca bc+ab ca+bc

() () + ()
o 2(ab+ be+ca) = (\/M)2+ <\/m)2+ (m)z’

y por la desigualdad del producto escalar se tendria

b
\/2(ab—|-bc+ca)\/ a ¢

>
b+c+c+a+a+b -

a b c
>—Vab+ca+ ——=Vbc+ab+ ——=Vca+bc=a+b+c
T Vab-+ca vVbc+ ab vea+ be

a b c_ o (a+b+c)? a’ +b*+c?

b+c+c+a+a+b ~ 2(ab+bc+ca)  2(ab+bc+ca)

con lo que se concluye el problema. Nétese que la igualdad se da en la dltima desigualdad si y sélo si

es decir,

Vab Vb b V b
YEOLE Vab+ea =0 Jherab = Y Vea b,
a c

es decir, si y sélo si a = b = ¢, que es por lo tanto también la condicidén necesaria y suficiente para
que se dé la igualdad en la desigualdad propuesta.

Problema 3.31: Olimpiada Matematica Espanola, 2013

Sean a,b y n enteros positivos tales que a > by ab = 1 —n*>. Demuestra que
a—b>vdn—3.

Indica justificadamente cudndo se alcanza la igualdad.

\. .

Supongamos que el resultado a demostrar fuera falso. Entonces (a+ b)? = (a —b)? +4ab < 4n —

3+4(n*+1) = (2n+1)% Pero como a+b es entero y a+b < 2n+ 1, entonces a +b < 2n 'y por

a+b
2

2
desigualdad entre las medias aritmética y geométrica n’> + 1 = ab < ( ) = n?, que es una

contradiccion. Luego el resultado a demostrar es cierto.
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El caso de la igualdad requiere que (a+ b)?> = 4n—3+4(n>+ 1) = (2n+1)?, debido a la identidad
(a+b)? = (a—b)*+4ab. Por tanto a+ b = 2n+ 1. La igualdad @ — b = v/4n — 3 se alcanza cuando
el radicando sea necesariamente un cuadrado perfecto impar; es decir 4n — 3 = (2u+ 1)? para algiin
entero no negativo u, con lo que

n:u2+u+1 a—b=2u-+1.

Ademids, b=n—u=u?>+1, luego a = b+ 2u+ 1 = u> + 2u+ 2. Se comprueba ficilmente que en
efecto ab = u* +2u® + 3u® + 2u+2 = (u> +u+1)?> + 1 = n> + 1. Luego hay igualdad si y sélo si

a:u2+2u—|—2, b=u>+1 y n:u2+u+1,cona—b:2u—|—1,

para todo entero no negativo u.

Problema 3.32: Olimpiada Matematica Espanola, 2016

Sea n > 2 un nimero entero. Determinar el menor niimero real positivo ¥ de modo que pa-
ra cualesquiera nimeros reales positivos xp,x»,...,X,, y parta cualesquiera nimeros reales
Y1,Y25 - ¥mncon 0 < yi,y2,..., ¥, < 5 que cumplan xy +xp + -+ X, =y +y2 4+ +yp =1
se tiene que

X162+ X S Y(X1Y1 +X2y2 + - X))

J

M
Sean M = x1xp---x, y X = — para 1 <i < n. Consideremos la funcién ¢ : (0, +) — R definida por
i
o) = ~ que es convexa como se prueba facilmente. Como los nimeros no negativos y;, (1 <i <n)
son tales que y; +y> +---+y, = 1, entonces aplicando la desigualdad de Jensen a la funcién ¢ se

tiene:
o (Z)’ixi) < ZYi(P(xi)a
i=1 i=1

-1
n n
M- (ZWG) < =) yiXi. (1)
i=1 i i=1

Abhora se trata de encontrar la menor cota superior del término de la derecha de (1). Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que x; < xp < --- < Xx, ey >y > --- >y, Entonces se tiene que
X; > X, > -+ > X como se comprueba inmediatamente. Aplicando la desigualdad de reordenacion,
sabemos que entre todas las sumas de la forma )} | y;X; la que alcanza el valor madximo es la que se
obtiene cuando y; >y, > --- >y, y X1 > X> > --- > X,,. Ahora observamos que

es decir,

1=
=

1

n
Y viXi = yiXi+ (Xo 4+ yaXa) <yiXi+ 2+ 30X = i X+ (1—y)Xo.

Al ser 0 <y; <1/2, se tiene que

p—

1

é (X1 +X,) = ;(()q +x2)x3...x,) < 5 (

2

(x1+x2)+x3+“-+xn)"_l 1( 1 )"_1

n—1 - n—1

[\)

donde se ha utilizado la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica y la condicion x; +
x2+++++x, = 1. De lo anterior y (1), resulta

e () () ) ()
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y
<= .
7—2(;1—1)
Si tomamos ! ! e ! 0
1 X1 = X = ’x — X4 = =Xy = — = -, = — e = =V,
1 =X2 2(n—1) 3=X4 n= T eI T2 TS84 Yn
entonces

y 1/ 1\ 1
=X1X) Xy = — — —
=g \n=1 2

y se concluye que

VRS
S
| —
—
~_
3
|
VS
=
—_
=
+
<
[\)
=
[\)
N—
Il
N —
VR
S
| —
[S—
~
3
L
=
=
=

Problema 3.33: Olimpiada Matematica Espanola, 2017

Determina el mdximo valor posible de la expresion

27abc+a\/a2 +2bc+b\/b2 +20a—|—C\/c2 +2ab,

. .. 1
siendo a, b, c, nimeros reales positivos tales que a+b+c = —.

V3

. 2
el valor que toma la expresiéon es ——=, lo

33

1
En primer lugar, se observa que cuandoa =b =c = ——=
P £ a 33

cual sugiere conjeturar que

2
27abe +av/ a4+ 2bc +b\/ b2 +2ca+ c\/ 2 +2ab < 33

Para probar esta conjetura, se puede aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (ii-v)? < ||i||?||V]|?

a los vectores i = (v/a,v/b,/c) y ¥ = (v/bc,+/ca,\/ab), obteniéndose que
9abc = (Vabc +Vabe +Vabc)* < (a4 b+ c)(be +ca+ ab).

Multiplicando por 3 ambos miembros de la desigualdad anterior y teniendo en cuenta la restriccion,
resulta

27abe < 3(a+b+c)(bc+ca+ab) = V/3(bc+ca+ab).

1
Por otro lado, dado que ava? + 2bc = 7 /3a?(a® + 2bc), aplicando la desigualdad entre las me-

dias aritmética y geométrica a los nimeros 3a” y a” + 2bc se obtiene

1 3a*+ (a*+2bc) 1
a a2+2bc—— a®(a*+ 2bc) < = —(2a*+bc).
\/_ - 2 \/§( )

Andlogamente, se tiene que

b\ b2 42ca < — 2b2—l—ca)

§|

cvV et 42ab < — 2cz—|—ab)

g
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Combinando las desigualdades anteriores, y teniendo en cuenta otra vez la restriccidn, se obtiene

27abc—|—a\/a2 —|—2bc—|—b\/b2 —|—2ca—|-C\/c2 +2ab

1
< V3(bc+ ca+ ab) + —(2a* + be +2b* + ca+2¢% + ab)

V3
= i(az—f—bz—}-CZ—{—Zab—i—ZbC—i—CCl) — i(a+b+c)2 _ i
V3 V3 33
2
Esto prueba la conjetura y el maximo de la expresion es m
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Problemas de Olimpiadas Internacionales

En este ultimo capitulo vamos a realizar un estudio de los problemas de olimpiadas que han aparecido
en competiciones internacionales, como puede ser la Olimpiada Matemdtica Internacional (IMO),
Olimpiada Matematica del Pacifico Asidtico (APMO) y la Olimpiada Iberoamericana. La complejidad
a la hora de resolver los problemas es superior a las demés fases, aunque su resolucion resulte breve.

Problema 4.1: IMO, 1960

(Para qué valores reales de x se cumple la siguiente desigualdad?

452

(1 —v1+42x)

> <2x+9.

Para que las expresiones involucradas en la desigualdad tengan sentido es necesario, a priori que
x> —3 y x # 0. Multiplicando el numerador y el denominador por (1 ++/T+2x)? y simplificando,
se tiene que verificar que 21/2x + 1 < 7. Resolviendo para x, se tiene que —% <x< %, por lo que la
solucion de la desigualdad es x € [—%,O) u (0, %).

Problema 4.2: IMO, 1964

Sean a, b, c numeros reales positivos, demostrar que:

a4+ b3+ +3abe > ab(a+b) + be(b+¢) + ca(c+a).

La desigualdad es equivalente a:

@+ + >abla+b—c)+be(b+c—a)+calc+a—Db).

Definimos las variablesx =a+b—c,y=a—b+c, z= —a-+ b+ c. Se tiene que a = Z%, b= )%,
xX= y# Asi pues, la desigualdad a probar es:

1((z+x)3+ (x+y)>+(+2)73) >

g (z+x)(x+y)x+(x+y)(y+2)y+ (@ +2)(z+x)z),

A

que es equivalente a
3Py +y x4 4 27x) > 2y +..) + 6y,

X2y +y2x+y2 2+ 22y + x4+ x22 > 6xyz,
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y aplicando el teorema de Muirhead podemos obtener el resultado si x,y,z son no negativos. Si uno
de ellos es negativo (no puede haber mas de uno al mismo tiempo), obtenemos

(y+z) +y (x42) + 22 (x+y) +x*2c +y*2a+ 7226 > 0,

pero el segundo término 6xyz es negativo, lo cual concluye la demostracion.

Problema 4.3: IMO, 1964

Sean a, b, c las longitudes de los lados de un tridngulo. Demuestra que

a?(b+c—a)+b*(a+c—b)+c*(a+b—c) <3abe.

La expresion es simétrica respecto de a,b y ¢, por lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad
que ¢ < b < a. En este caso a(b+c—a) < b(a+c—b) <c(a+b—c). Por ejemplo, la primera
desigualdad se puede probar de la siguiente manera:

a(b+c—a) <bla+c—b) < ab+ac—a* < ab+bc — b*
& (a—b)c < (a+b)(a—D)
& (a—b)la+b—c)>0

Por la desigualdad de reordenacion:
A (b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c) <ba(b+c—a)+cb(c+a—b)+acla+b—c),

a(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*Ha+b—c) <calb+c—a)+ab(c+a—b)+bcla+b—c).

Asi pues,
2[a?(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*a+b—c)] < 6abe.

Problema 4.4: IMO, 1983

Sean a, b, c las longitudes de los lados de un tridngulo. Demuestra que

a’b(a—b) +b*c(b—c)+cPa(c—a) > 0.

Consideremos el caso ¢ < b < a (los otros casos son similares). Procediendo como en el Problema
tenemos que a(b+c—a) < b(a+c) <c(a+b—c)y como % <} <1 porla desigualdad de
reordenacion:

1 1 1 1

1 1
—a(b+c—a)+l—)b(c+a—b)+—c(a+b—c) > —a(b+c—a)+—b(c+a—b)—|—Ec(a—kb—c).
a c c a

Por lo tanto,
b—c b(c—b cla—c
( )+ ( )_|_ ( )

atbte>? +atbte,
c a b
de donde a(b;c) + b(C;b) + c(al; ) < 0. Multiplicando por abc, obtenemos

a’b(a—b) +b*c(b—c)+ca(c—a) > 0.

SOLUCION ALTERNATIVA: Usando el cambio de variable a = y+2z, b =z+x, c = x+y, para
x,y,z > 0, tenemos:
Oy x4y > Pyt xyiz+ayd,
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o equivalentemente,
2 2 2
XY
—+t—-t—-=2xt+y+gz
y z X

y utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

2 yz 2 )
tztx) | —+—=+—=) > (x+y+2)"
y =X

Problema 4.5: APMO, 1991

Sean ay,ay,...,a,,b1,by, ..., b, nimeros positivos tales que a; +ar +---+a, =by +by+---+
b,. Demostrar que

a% a2
N n_>_(ai+:---+a
ay + b Cln+bn_2(1 n)
2 % .
Sean S, = 'leﬁysb: i=1 a5, Ast:
n aZ_b2

Luego S, = S, = S. Tenemos entonces:
1 (a,- + bi)z !
28 = —)y ——= j
lzi a;+ 2 Z a; + b; Z i

donde en la dltima desigualdad hemos usado que 2(x* +y?) > (x+y)? (Utilicese MA-MG).

Problema 4.6: IMO, 1995

Sean ay,a;y,...,a, nimeros positivos con abc = 1. Demuestra que

1 1 1 3
> =
a*(b+c) * b3(c+a) * A3la+b) — 2
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¢ < b < a. Sean x = %, y= %, 7= % Asi
g 1 n 1 n 1
d(b+c) b(ct+a) S(atb)
B 3 . y3 . 3
1 11 11 1
-+- —+- —+-
y z z x x Yy
2 2 2
X
A -
y+z z4+x x—+y
Como x <y < x, entonces x+y < z+x < y+z, y también
X y Z
< <

y+z T z+x T x+y
Usando la desigualdad de reordenacion, podemos ver que:
2 2 2

x Z Z X
i Yy > Xy n Yy n
y+z z+x x+y y+z z+x x+Yy
$2 y? 2 o yx 2y

+ + = + +
y+z z+x x+y y+z z+x Xx+y
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de lo que se deduce que 28 > x+y+z > 33/xyz = 3. Y por lo tanto S >

[NS][O8]

Problema 4.7: APMO, 1998

Sean a,b,c € RT, demuestra que

(1+g)(1+§)(1+2>22<1+3§££5).

Obsérvese que

b c a+b+c
I+—-)(14+=-)>2(14+ ——
( +C)< +a>_ ( * Vabc >
a

=14 __i_é_}_f + g+£+é +a_bc>2 14_%
b ¢ a c b a abc — Vabc

@a+b+c+a+c+b>2(a+b—l—0)
b ¢ a ¢ b a~  abc

Ahora, definimos a = x>, b = y?, ¢ = 7°. Tendremos que probar que

3 3 3 3 3 3 3 3 3
X 7 X 0z 2 +y° 4z
A AW I P §
Z y X XyZ

Ahora, considerando:
(a17a27a37a47a57a6) = <_7_7_7_>_7_
/ / / / / /
(a17a27a37a47a57a6) = <_7_a_7_a_7_

b 7b 7b 7b 7b 7b =\ 5y vy Ay Ay
(b1,b2,b3,b4, b5, bs) (y2z2x2Z2y2x2

obtenemos el siguiente resultado:

Xy Xz
ATEtatatT s

3 3 3 3 3 .3 2 2 2 2 2 2
o3 X3 3

Problema 4.8: IMO, 1996

Sean a, b, c numeros reales positivos tales que abc = 1. Demuestra que

ab n bc n ca .
ad+bS+ab b+ +bc AS+ad+ca

Como (a® —b*)(a® —b?) > 0, se tiene que @’ +b° > a’b*(a + b), entonces:

ab < ab B abc? B c
aS+b5+ab ~ a*b*(a+b)+ab  a*b c*(a+b)+abc?  a+b+c’
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bc a ca b .
b3 +c3+be S Trbre Y Stdtca < Thre- Ast:

Andlogamente

ab n bc n ca c n a n b B
A+bS+ab b+ +be AS+ad+ca a+b+c a+tb+c a+b+c

Problema 4.9: IMO, 1997

Sean xi,...,x, nimeros reales que satisfacen |x; +---+x,| =1y |x| < % para todo i =
1,...,n. Demuestra que existe una permutacion yy,...,y, de xi,...,x, tal que

n+1
1+2y2+ - +ny,| < —

.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que x; < x; < --- < x,. Como 1 <2 < --- < n, tenemos,
usando la desigualdad de reordenacion, que

A=x1+2x0+ +nx, >nx;+(n—1)xy+---+x,=B.

Entonces, [A+B|=|(n+1)(x;+---+x,)|=n+1,dedonde A+ B=+(n+1).SiA+B= (n+1),
se tiene que B < % <A,ysiA+B=—(n+1),entonces B < —% <A.

Si ahora asumimos que ﬂzl 0 —% se encuentra entre B y A, ya que en caso contrario A o B estarian

en el intervalo [~ 23!, 1] Luego, una de los valores |A| o |B| es menor o igual a 2! y termina el

problema.

Supongamos, por lo tanto, B < —% < % <A.Seayy,...,y, una permutacién de xi,...,x, tal que
ly;+2y,+---+ny, = C toma el valor mas grande con C < —%. Tomemositalquey; <y, <---<y;
Y Yi > Vi+1, y consideremos:

D=y 42+ Fiyip1 + i+ 1)yi+--+ny
D—C =iy + (i+ 1)y — (iyi+ (i+1)yiy1) = yi — yiy1 > 0.

Como |y, [yi+1] < % se tiene que D —C = y; —y;+1 < n+ l.Luego, D < C+n+ 1y entonces
C<D<C+n+1<"f

Por otro lado, D > —"L, pues C es la suma més grande que es menor a —5. Luego, — <D <
D| < il
— 2 .

ity asi

Problema 4.10: Propuesto para la IMO, 1998

Sean ay,a;y, ...,a, nimeros positivos con a; +az + - - - +a, < 1, demostrar que

aray...ap[l — (a1 +az+ -+ +ay)] < 1
(a1+ay+-+a,)(1—a)(1 —az)...(1 —a,) — n*+1

Comencemos demostrando un resultado que necesitaremos:

Lema: Si xq,...,x, > 0 son tales que ﬁxl 4+ 4 ﬁ = 1, entonces
X1 Xy > (n—1)"
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Demostracion. Notemos y; = % Entonces x; = yl —1= % Notese que yj +---+y, = 1 implica
1 l 1
1

que 1 —y; =Y ;;y;, y por tanto, por MA-MG, se tiene que Y ;y; > (n—1) ([T;:y;) "' Por tiltimo

Hxi 11 (1 —yi) _ 1 (Xj2v5) < (n—1)"TT; (T1jzyj) ™" I

; Vi Ly — [Liyi

O]
Para completar el problema definimos a,.1 =1—(a;+---+a,) y xi = 1;_“" parai=1,...n+1y
aplicamos directamente el lema.

Problema 4.11: Lista corta IMO, 1998

Siry,...,r, son nimeros reales mayores que 1, demuestra que:

1 1 1
— +-+ > .
1+n 1+r, — Wr...r,+1

(e Y

En primer lugar, notemos que la funcién f(x) = es convexa en R™, ya que f(x) =

(x) = 6:;&?_5? > 0 para x > 0.

1+e¥

Abhora, si r; > 1, entonces r; = €* para algunos x; > 0. Como f(x) es convexa, por la desigualdad de

Jensen:
1 <1 1 - 1
e AR

1 1 1
< b
vri. o+ 1 7 14n 14+r,

de donde

Problema 4.12: Lista corta IMO, 1998

Sean a, b, c reales positivos tales que abc = 1, demuestra que

a’ b3 A 3
(15140 U+o+a)  (ta)(i+h) =4

Supongamos que a < b < ¢, entonces

1 1 1
(1010 = (190 +a) = (U1a)(1+b)

Podemos usar la desigualdad de Chebyshev para probar que

a b 3
(+b)(110)  (+)(+a) T (+a)1+b)

1 1 1 1
Z§(a3+b3+63)((1+b)(1+c)+(1+c)(1—|—a)+(1+a)(1+b))
1 3y 3t(atbto)
= 3@ ) T T
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Finalmente, usamos que 1 (a®+53 4 ¢%) > (4424€)3 &bt > 1y (1 4a)(14b)(1+c) < (3rarbie)’
para ver que

L d) 34(atbte) _ (atbic)’ 6 6
3 - ( 8

(1+a)(1+b)(1+c) 3 | 4 4tbicy3 Z

atbtc
Para la dltima desigualdad, Gsese que w > %

Problema 4.13: Lista Corta Olimpiada Iberoamericana, 2003

Sean a, b, c nlimeros reales positivos, demostrar que:

3 b3 3
= +5———— >a+b+c
b2—bc+c*? 2—ca+a® at—ab+b? '
Obsérvese que
<« + A + a >a+b+
a c
b*—bc+c*> c¢r—ca+a* a*>—ab+b*>
es equivalente a la desigualdad
aAb+c) b(c+a) Ala+b) Satbie,

b3+C3 c3—|—a3 a3+b3
que es equivalente a
ab+c) @+ @+ b))+ (c+a) (b +3) (@ +bY)+
+(a+b)(d+3) P+
> (a+b+c) (@ +b) (B + ) (3 +ad)

La ultima desigualdad puede ser escrita en términos del teorema de Muirhead como:

[aLm+mam+m3JyH41ﬂz(%QO)(mam+%naﬂ)

=[7,3,0]+[6,4,0] + (6,3, 1] +[4,3, 3]
<[9,1,0] > [7,3,0]

que es cierto por el citado teorema.

Problema 4.14: OMI, 1961 (Desigualdad de Weitzenbock)

Sean a, b, c los lados de un tridangulo con area S. Demuestra que

a* +b* + 2 > 4/38.

Seana=y+z,b=z+x,c=x+yparax,y,z > 0. Ahora, tomemos la Féormula de Her6n para expresar
la superficie en funcién de x,y y z:

_atbt+c y+tztztxt+xty
2 2

p =x+y-+z,

y por lo tanto,

S=/p(p—a)(p—b)(p—c) =20 +y+2)nz

51



CAPITULO 4. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONALES

que puede obtenerse asi:

(y+2)2+ (z+x) + (x +)* = y* + 22+ 2yz+ 27 + 27+ 2zx + 1 + 3 + 2xy
> 2yz+ 2yz+2zx + 2zx + 2xy + 2xy
= 4(yz+zx+xy),

donde hemos usado que p? + ¢> > 2pqg, consecuencia inmediata de MA-MG. Asf, tenemos:
(742> + (242 + (x+)%)* > 16(yz+ 2x+xy)%,

Para continuar, necesitaremos dos observaciones:

Observacion 1: Si a,b y ¢ son nimeros reales, entonces a®+b*+c? > ab+ bc + ca. En efecto, como
(a—b)>+(b—c)*+ (c —a)* > 0, se deduce que 2(a? + b* + c?) > 2(ab + bc + ca), o equivalente-
mente, a + b% + 2 > ab+ bc + ca.

Observacién 2: Si a,b y ¢ son niimeros reales, entonces (a + b+ ¢)? > 3(ab + bc + ca). Usando la
observacion anterior:

(a+b+c)? =a*+b*+c* +2(ab+ bc + ca)
> ab+bc+ca+2(ab+ bc+ca) = 3(ab+ bc + ca).

Ahora, podemos terminar la resolucién del problema:

16(yz+zx+xy)2 >16-3(xy-yz+yz-zx+xy-yz) = 48(x+y+2)xyz.

Problema 4.15: APMO 2004

Demuestra que para a, b, c nimeros reales positivos se tiene

(a® +2)(b* +2)(c* +2) > 9(ab+ bc + ca).

Tomamos A,B,C € (0,%), con a = Vv2tanA, b = v/2tanB, ¢ = v/2tanC. Usando que 1+ tan® o =

—1 . podemos reescribir la desigualdad como
cos~ X

4
) > cosAcosBcosC(cosAsinBsinC + sinAcos BsinC + sinAsinBcosC).

Usando la identidad trigonométrica
cos(A+B+C) = cosAcosBcosC — cosAsinBsinC — sinA cos BsinC — sinA sinBcosC,

podemos escribir la desigualdad como
4
5 > cosAcosBcosC(cosAcosBcosC —cos(A+B+C)).

Sea 0 = /H%%. Usando MA-MG vy la desigualdad de Jensen, tenemos:

cosAcosBcosC 3
3 > cos” 6.

cosAcosBcosC < (
Ahora, tendremos que demostrar que
4
§cos3(9) > cos® 0(cos® 6 —cos 36).
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Usando la igualdad trigonométrica
c0s30 =4cos’ 0 —3cosB, cos’ O —cos30 =3cosH — 3cos’ 0,

la desigualdad se convierte en

que es cierta gracias a MA-MG:

20 cos20 31 /cos?® cos?0 1
(cos2 .cosz -(l—cosze)) Sg(Cos | cos +(1—c0829)):§.

La igualdad se da si y sélo si tanA = tanB = tanC = \/LE’ es decir, cuandoa =b =c = 1.

Problema 4.16: IMO 2001

Sen a, b,c numeros reales positivos. Demuestra que

a b c

> 1.
\/a2+8bc+b2+80a+c2+8ab -

—a y__b __c
atbtc’ Y = atbrer T atbte

Hacemos la sustitucion x = . Dividiendo por a + b + ¢ Asi pues, tenemos

xf (x4 8yz) +yf (v +8zx) +2f (2% + 8xy) > 1,

donde f(t) = % Como f es convexa en RT y x+y-+z = 1, aplicamos la desigualdad de Jensen para
obtener

xf (x> +8yz) +yf(y? + 82x) + 2 (2% + 8xy) > f(x(x* 4 8yz) + y(y* + 82x) + z(z* + 8xy)).
Noétese que f(1) = 1. Como f es estrictamente decreciente, es suficiente probar que
1> x(x* + 8yz) +y(»* + 8zx) +z(z* + 8xy).

Usando que x4y +z = 1, podemos homogeneizar la desigualdad como (x 4y +z)> > x(x? + 8yz) +
y(y? 4 82x) + z(z* + 8xy).Sin embargo, podemos verlo como

(x+y+2) —x(x®+8yz) — y(y* +82x) — 2(2* + 8xy) = 3[x(y —2)* +y(z —x)* +2(x —¥)*] = 0
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de Young, [12]

triangular, [3]
triangular generalizada, 4]

funcién
céncava, [I1]
convexa, [10]

media simétrica, [6]
subconjunto convexo, L]

valor absoluto, 3]
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