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Introduccion general

This text is a compilation of Extensiones de cuerpos.
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Parte 1

Extensiones de cuerpos






Introduccion

Uno de los problemas fundamentales en la Matematica actual es el determinar las raices de una
ecuacion polindmica, en una variable, o de sistemas de ecuaciones polindmicas en varias variables.
El segundo caso corresponde a la Geometria Algebraica, mientras que el primero es el que vamos a
estudiar en este curso.

La teoria clasica trata de determinar las raices y expresiones de las mismas; fue Kronecker quien cam-
bio el paradigma, después de Kronecker se trata, mas que de determinar las raices, ver qué relaciones
verifican sin necesidad de determinarlas explicitamente. Por esta razon, y ya que los polinomios se
supone que tienen coeficientes en un cuerpo, trataremos de trabajar con las raices considerandolas
en un cuerpo extension finita del cuerpo base.

La teoria pues esta dedicada al estudio de cuerpos y sus extensiones, finitas o infinitas. A este respecto
tenemos que destacar que hasta el momento las inicas herramientas que tenemos para trabajar con
un cuerpo son los espacios vectoriales, la pena es que sélo con espacios vectoriales no podemos
distinguir entre cuerpos; esto nos obligard a introducir nuevas herramientas asociadas a extensiones
de cuerpos.

Dada una extension de cuerpos K C F, tenemos que F es un espacio vectorial sobre F y también
sobre K. En este segundo caso tenemos informacién importante que podremos explorar, por ejemplo
la dimension; el valor de la dimensién ya nos da una primera forma de clasificar cuerpos. También
F es una K-dlgebra, por tanto para cada x € F tendremos expresiones del tipo a,x" +---+a;x +a,,
con los q; € K; si dimy(F) < 00, entonces existen expresiones a,x" +---+a;x +a, = 0 en las que no
todos los coeficientes a; son nulos; esto es, x es una raiz del polinomio f (X) = a, X"+ -+ a;X +a,.
Puede ser que x sea raiz de un polinomio f(X) incluso cuando dimg(F) no sea finita. Esto nos da
una clasificacién de los elementos de F en términos de K.

Observa los siguientes ejemplos: en la extensién R € C todo elemento de C es raiz de un polinomio
no nulo con coeficientes en R; diremos que los elementos de C son algebraicos sobre R. En cambio,
en la extension Q € R esto no ocurre, por ejemplo 7 € R no es raiz de ningun polinomio no nulo
con coeficientes en QQ; diremos que 7 es un elemento trascendente sobre Q. La existencia de ele-
mentos algebraicos o trascendentes produce una nueva clasificacién de las extensiones de K. Mas
herramientas irdn apareciendo a lo largo del texto.






Capitulo I

Extensiones de cuerpos

1 Teoria de CUBTPOS . . . . . o v it e e 7

2 Clausura algebraica . . ... ... ... ... e 33

3 Construcciones con regla Y COMPAS . . .« v v v v v v v i vt i e et e ettt e e e 45

4 Lactubicay Tartaglia. . . . . . . .o o it it e e 61
Introduccion

En el estudio de las estructuras algebraicas, la principal herramienta que hemos utilizado ha sido la
de mddulos, esto es, hemos utilizado representaciones del anillo y del grupo para obtener propieda-
des de los mismos. En el caso de cuerpos podemos comprobar que el simple estudio de los espacios
vectoriales no es suficiente, pues sélo con espacios vectoriales no podemos distinguir entre cuerpos;
los espacios vectoriales tiene la misma estructura sobre todos los cuerpos. Por esta razén, vamos a
estudiar homomorfismos entre cuerpos, esto es, subcuerpos y extensiones, para ubicar a cada cuerpo
en la clase de todos los cuerpos.

Existen cuerpos que contiene una copia de QQ; son aquellos que también contiene una copia de Z: los
cuerpos de caracteristica cero. Por otro lado, hay cuerpos, como F,, que no contienen una copia de Z.
En este caso FF, contiene una copia del grupo aditivo Z,. Tenemos pues una primera clasificacién de
cuerpos atendiendo a su caracteristica. El resultado fundamental es que si dos cuerpos no tienen la
misma caracteristica no puede existir un homomorfismo entre ellos. Otro resultado, también obvio,
es que todo cuerpo finito de caracteristica p tiene exactamente p", para r € N.

El tener la misma caracteristica no garantiza la existencia de un homomorfismo entre dos cuerpos;
este es el caso de Q(v2) y Q(+/3), 6 de F, y IF,. Més tarde veremos que, en el caso de cuerpos finitos,
dos cuerpos con el mismo nimero de elementos son isomorfos.

Dados dos cuerpos K y F y un homomorfismo f : K — F, tenemos que f es siempre una aplicacién
inyectiva, y por tanto F es un espacio vectorial sobre K. Cuando dimy(F) < oo tenemos que cada
elemento x € F es raiz de un polinomio no nulo con coeficientes en K ; estos elementos son esenciales
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6 CAr I. EXTENSIONES DE CUERPOS

en nuestro estudio, y los llamaremos elementos algebraicos sobre K. Puede ocurrir que todos los
elementos de F sean algebraicos sobre K y que dimy(F) sea infinita.

Si 0 # x € F es un elemento algebraico sobre K, entonces el conjunto de los polinomios en K[X ] de
los que x es una raiz es un ideal principal, ya que K[X ] es un DIB por lo que toda la informacién
sobre x estd en el generador de este ideal, sea f(X). Como f(X) es irreducible sobre K[X ], ya que
tenemos la siguiente situacion:

KIX] ﬂ( Im
(f (X))

en donde K[x] es un dominio de integridad. Como K[X ] es un DIB entonces (f (X)) es un ideal
maximal, y K[X] es un cuerpo. Si 0 # x € F no es algebraico sobre K, entonces f(X) = 0, y
(f (X)) = 0 es un ideal primo que no es maximal, y por tanto K[x ] no es un cuerpo; éste es el caso
de Q[7] € R. Los elementos que no son algebraicos se llaman trascendentes.

Amén de la introduccién ya sefialada sobre la teoria de extensiones de cuerpos, en este capitulo
veremos dos desarrollos. El primero tedrico: veremos que cada cuerpo K estd contenido en una
extensién K C F en la que todo elemento de F es algebraico sobre K y F es algebraicamente cerrado,
esto es, todo polinomio no constante con coeficientes en F tiene una raiz en F; se dice que F es una
clausura algebraica de K.

El segundo desarrollo tiene un aspecto mds practico y trata de un problema clésico: las construcciones
con regla y compds. Reduciremos el problema al estudio de las dimensiones de ciertas extensiones
finitas de cuerpos que construiremos dentro de C, el cuerpo de los nimeros complejos.

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16



SEC. 1. TEORIA DE CUERPOS 7

1. Teoria de cuerpos

Si K y F son dos cuerpos y K es un subcuerpo de F, diremos que F es un cuerpo extension de K, y
lo representaremos por F/K 6 K C F. Llamaremos a F /K una extension de cuerpos de K.

Lema. 1.1.
Si F /K es una extension de cuerpos, entonces F tiene estructura de espacio vectorial sobre K.

DEMOSTRACION. Tenemos un homomorfismo de anillos K < F, luego todo espacio vectorial sobre
F es un espacio vectorial sobre K. a

Si F /K es una extension de cuerpos, llamamos grado de F sobre K a la dimensién de F como espacio
vectorial sobre K, lo representamos por [F : K]. Cuando [F : K] es finito, decimos que la extension
es finita; en otro caso la extension se llama infinita.

Una cadena de subcuerpos de un cuerpo F =F,,

FoCF, C---CF,=F,

se llama una torre de cuerpos, el cuerpo F, se llama cuerpo base.

Lema. 1.2.
SiK C F C E es una torre de cuerpos, son equivalentes:

(a) E/K es una extension finita.
(b) F/K y E/F son extensiones finitas.

Ademads en este caso se verifica: [E : K] =[E : F][F : K].

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si E/K es una extension finita, supongamos que [E : K] = r, entonces,
ya que F es un K-subespacio vectorial de E, tenemos que [F : K] < r. Por otro lado, existe una base
de E como K-espacio vectorial, sea {e,...,e.}; estos elementos e; son un sistema de generadores de
E como F-espacio vectorial, y por tanto [E : F] < r.

(b) = (a). Supongamos que [F : K] =ny[E : F] = m, consideramos bases de F como K-espacio vec-

torial y de E como F-espacio vectorial {f;,...,f,} v {e1,-...,e,} respectivamente. Para un elemento
x € E existen x4, ..., X, € F verificando:
m
X = Z X;e;.
i=1

4161-01.tex
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8 CAr I. EXTENSIONES DE CUERPOS

Para cada x;, 1 <i <n, existen y; ,...,y; € K verificando

X; = Z)’ijfj-
j=1

Tenemos la expresion de x siguiente:

x=inei=Z(Zyijfj) e; =Z yijfjei'

i=1 j=1

Como consecuencia {fje; | 1 < j<m,1<1i < n} esun sistema de generadores de E como K-espacio
vectorial. Para comprobar que [E : K] = [E : F][F : K], basta ver que es un sistema linealmente
independiente. Supongamos que tenemos una combinacidn lineal igualada a cero.

Zzzijfjei =0,

i=1 j=1
con z;; € K, entonces tenemos

0-3,

m
i=1

(anzijfj) €,
j=1

luego Z;l:lzijfj =0, ya que {e;,...,e,} es una F-base de E. Como {f;,..., f,,} €s una K-base de F,

tenemos z;; = 0 para cada par de indices i, j. |

Corolario. 1.3.
SiF, CF, C--- CF, esuna torre de cuerpos, siendo F,, /F; una extension finita para0 <i <m—1,
entonces F,, /F, es una extension finita y

[Fm:FO]:[Fm:Fm—l]”'[Fl:FO:l-

Este hecho es importante, ya que limita el nimero de posibles cuerpos intermedios entre dos cuerpos
dados K CE. Asi, si la extension es finita, los cuerpos intermedios F han de verificar

[E:K]=[E:F][F:K].

En particular, [F : K] es un divisor de [E : K], y si [E : K] es un nimero entero primo, entonces las
posibles extensiones intermedias son tnicamente K/K y E/K.

Si F/K es una extension de cuerpos e Y es un subconjunto de F, el subanillo generado por K e Y
se representa por K[Y ], sus elementos son expresiones del tipo

Z{kil...iryil Yl ki i €K, Y5y €YY,

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 1. TEORIA DE CUERPOS 9

son polinomios en y; € Y con coeficientes en K, y ademds coincide con la interseccion de todos
los subanillos de F que contienen a K y a Y. El subcuerpo generado por K e Y es el cuerpo de
fracciones de K[Y ], que se representa por K(Y). Cuando Y = {uy,...,u,}, entonces K[Y ] se escribe
como K[uy,...,u,],y K(Y) como K(uy,...,u,).

Lema. 1.4.

Si F /K es una extension de cuerpos e Y y Z son dos subconjuntos de F, entonces
(1) K[YUZ]=K[Y][Z]=K[Z][Y]y

(2) K(YuZz)=K(Y)(Z)=K(Z)(Y).

DEMOSTRACION. Tenemos que K[Y UZ] contieneaK,aY ya Z,luego K[Y] CK[Y UZ]y también
K[Y][Z]CK[YUZ]. O

Proposicion. 1.5.
Sea F/K una extension de cuerpos, e Y un subconjunto de F, entonces para cada elemento de
a € K(Y) existe un subconjunto finito Z C 'Y, tal que a € K(Z).

DEMOSTRACION. Si a € K(Y), existen f(y,...,¥,) vy 0 # g(yy,...,¥,) € K[Y] tales que a =
f(.ylzo..7.yr)/g(y1)-._)yr)7 entonces a EK(Z)J donde Z = {.)’1,..,,.)’r}- g

Si F/K es una extension de cuerpos, un elemento a € F se llama algebraico sobre K si existe un
polinomio no nulo f(X) € K[X] tal que f(a) = 0. Un elemento a € F que no es algebraico sobre K
se llama trascendente sobre K. Si todo elemento de F es algebraico sobre K, entonces la extensién
F /K se llama algebraica.

Lema. 1.6.
Si F /K es una extension de cuerpos y a € F, definimos un homomorfismo de anillos

h, : K[X]— F mediante h,(f (X)) = f(a), para cada f(X) € K[X].

h, se llama homomorfismo de evaluacidn y verifica que un elemento a € F es algebraico (resp.
transcendente) si, y sélo si, Ker(h,) # 0 (resp. Ker(h,) =0).

DEMOSTRACION. El homomorfismo h, es el inducido por el morfismo inclusién de K en F, y por el
elemento a € F, (propiedad universal del anillo de polinomios).

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




10 CAP I. EXTENSIONES DE CUERPOS

Caso 1. Si a € F es algebraico, existe 0 # f(X) € K[X] tal que f(a) = 0, luego f(X) € Ker(h,). El
reciproco es inmediato.

Caso 2. Si a € F es trascendente, entonces no existe 0 # f(X) € K[X] tal que f(a) = 0, luego
Ker(h,) = 0. El reciproco es inmediato. a

En general tenemos que Im(h,) es el anillo de F generado por K y a, al que representdbamos por
K[a], por tanto K[a] es un dominio de integridad. Su cuerpo de fracciones es el menor subcuerpo
de F que contiene a K y a y se representaba por K(a).

Proposicion. 1.7.

Sea F /K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K, existe un polinomio
irreducible f (X) € K[X] verificando f (a) = 0.

Este polinomio f (X) estd determinando de forma tnica, salvo asociados en K[ X ], y es el polinomio
de K[X ] de menor grado del que a es una raiz.

DEMOSTRACION. Consideramos el homomorfismo h, dado en el lema. Ya que K[X] es un dominio
euclideo, en particular es un dominio de ideales principales, y el nucleo de h, estd generado por un
polinomio f(X). Ya que a es algebraico sobre K, f(X) es un polinomio no nulo, y tampoco es un
polinomio constante. Si f (X) se factoriza en la forma f (X) = g;(X)g,(X) con g,(X), g,(X) € K[X],
entonces g;(a)g,(a) =0, luego g;(a) =0 6 g,(a) = 0, y tenemos que g,(X) 6 g,(X) pertenece a
(f (X)), entonces g,(X) 6 g,(X) es una unidad en K[X ], y f (X) es un polinomio irreducible en K[X ].
Por otro lado si g(X) es un polinomio de grado minimo tal que g(a) = 0, entonces g(X) € (f (X)),
luego f(X)yg(X) son asociados. O

El polinomio f(X) determinado en la proposicién anterior verifica:

Corolario. 1.8.
Sea F /K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K, entonces existe un
isomorfismo de cuerpos entre K[X ]/(f (X)) y K(a). En particular K[a] = K(a).

DEMOSTRACION. Ya que Ker(h,) = (f (X)), existe un morfismo de anillos de K[X]/(f (X)) en F, su
imagen es un cuerpo, (ya que por ser f(X) un polinomio irreducible en K[X], el ideal (f (X)) es
maximal), ademas contiene a K y contiene a a, y ya que coincide con la imagen de h,, es el menor
subanillo de F que contiene a K y a a. En particular es el menor subcuerpo de F que contiene a K y
aa. |

El polinomio determinado en esta proposicion podemos suponer que tiene coeficiente lider igual
a 1, es un polinomio mdnico. Este polinomio estd asi univocamente determinado, se llama poli-
nomio minimo 6 polinomio mdnico irreducible de a sobre K, y se representa por Irr(a,K,X) 6
simplemente por Irr(a, K).

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 1. TEORIA DE CUERPOS 11

Proposicion. 1.9.
Sea F /K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K. Si gr(Irr(a,K)) = n,
entonces [K(a) : K] = n y una base de K(a) como K -espacio vectorial es {1,a*,...,a" '}.

Si a es algebraico, llamamos a n = gr(Irr(a, K)) el grado de a sobre K.

DEMOSTRACION. Por el Corolario (1.8.) cada elemento de K(a) es imagen por f, de un g(X) € K[X],
luego es de la forma g(a) = by + bya + ...+ b,a™. Si f(X) = Irr(a,K), tenemos que g(X) =
g2.(X) (mod f(X)) para algtin g;(X) € K[X ]y gr(g,(X)) = r < n con coeficientes k,, k;,...,k, €K,
entonces tenemos

gla)=gi(a)=ky+kja+...+k.a",

y por tanto {1,a,...,a" '} es un sistema de generadores de K(a). Para ver que es una base, supon-
gamos que existen ko, ky,...,k,_; € K tales que k, + kya + ...+ k,_;a"! = 0, entonces el polino-
mio f(X) = ko + kX + ...+ k,_; X" verifica f,(a) = 0, luego f;(X) € Ker(f,) = (f (X)), ya que
gr(f(X))=n>n—1=gr(f;(X)), tenemos f,(X) =0, y por tanto k, =k, =...=k,_; =0. O

Proposicion. 1.10.
Toda extension finita de cuerpos F /K es una extension algebraica.

DEMOSTRACION. Basta ver que cada elemento a € F es algebraico sobre K. Ya que la extension es
finita, [F : K] =n < 00, los elementos 1, a, ..., a" no son linealmente independientes, luego existen
ko, ki, ..., k, € K, no todos nulos, tales que k,+k;a+...+k,a" =0, entonces a es raiz del polinomio

fX)=ky+kX+...+ kX",
y a es algebraico sobre K. O

Si E y F son dos subcuerpos de un cuerpo L que contienen un subcuerpo comun K, llamamos el
compuesto de E y F en L, al menor subcuerpo de L que contiene a E y F, lo representamos por EF.

L
EF F
RN

E F K(ay,...,a,)
NS
K K

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




12 CAP I. EXTENSIONES DE CUERPOS

Si F /K es una extension de cuerposy a,,...,a, € F, el menor subcuerpo de F que contiene a K y a
a,...,a, lo representdbamos por K(a,, ..., a,).

Una extensiéon F/K se llama de generacidn finita sobre K si existen elementos a,...,a, € F tales
que F =K(a,,...,a,). Sin =1, la extension se llama simple. Como consecuencia, toda extension
de cuerpos F /K es la composicion de todos los subcuerpos de generacion finita sobre K.

Lema. 1.11.
Toda extension finita F /K es una extension de generacion finita.

DEMOSTRACION. Consideramos una base de F como K-espacio vectorial, {a,,...,a,}, entonces F =
Klaq,...,a,] =K(ay,...,a,). O

El reciproco es cierto cuando los generadores son algebricos.

Proposicion. 1.12.
Sea F =K(a,,...,a,) una extension de generacion finita y cada a;, 1 < i < n, es algebraico sobre
K, entonces F /K es una extension finita.

DEMOSTRACION. Podemos construir una torre de cuerpos
KC<K(a;)<...CK(ay,...,a,) =F;

basta ver que K(a;)/K es una extension finita. Ya que a, es algebraico sobre K, tenemos que K(a;) =
K[a;]y[K(a;):K]=n, siendo n = gr(Irr(a,,K)). O

Teorema. 1.13.
Toda extension generada por elementos algebraicos es una extension algebraica.

DEMOSTRACION. Supongamos que F /K es una extension y que F estd generado sobre K por elemen-

tos algebraicos {a; | i € I}. Para cada a € F, por la Proposicién (1.5.), existen iy, ...,i, €I tales que
a €K(a;,...,q; ); por la proposicién anterior la extensién de generacién finita K(a, ,...,a; )/K es
algebraica, luego a es algebraico sobre K. a

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 1. TEORIA DE CUERPOS 13

Teorema. 1.14.

(1) SiK CF CE es una torre de cuerpos, son equivalentes:
(a) E/K es una extension algebraica (resp. finita);
(b) E/F yF/K son extensiones algebraicas (resp. finitas).

(2) SiK CLCEyKCF CE son dos torres de cuerpos, y L /K es una extension algebraica (resp.
finita), entonces LF /F es una extension algebraica (resp. finita).

(3) SiK CLCEyKCF CE son dos torres de cuerpos y L/K, F /K son extensiones algebraicas
(resp. finitas), entonces LF /K es una extension algebraica (resp. finita).

(1) (2) LF (3) LF

RS P— -
~
h
o

DEMOSTRACION. Caso de extensiones finitas.
(1). Ya fue realizado en el Lema (1.2.)

(2). Si L/K es una extension finita, en particular es finitamente generada y algebraica. Supongamos
que L =K(uy,...,u,), entonces LF = FK(uy,...,u,) =F(u,,...,u,), y ya que cada u; es algebraico
sobre K, y por tanto también sobre F, resulta que LF /F es una extension finitamente generada por
elementos algebraicos, resulta pues, aplicando la Proposicién (1.12.) que es una extension finita.
(3). Si L/K es finita, entonces (2) LF/F es finita, y ya que F/K es finita, por (1) resulta que LF /K
es finita.

Caso de extensiones algebraicas.
(1).

(a) & (b). Si E/K es una extension algebraica, entonces es evidente que F/K y E/F son también
algebraicas.

(b) & (a). Para a € E, existe f(X) € F[X] no nulo tal que f(a) =0, ya que E/F es una extension

algebraica. Si f(X) = ay+ a;X + ... + X", entonces a es un elemento algebraico sobre el cuerpo
K(ay,ay,...,a, 1), y por lo tanto la extension

K(ay,aq,...,a,1,a)/K(ay,as,...,a,1)

es finita. Ademads existe una torre de cuerpos

K € K(ay) €K(ay,a;) ... CK(ay,ay,...,a,_1) € K(ag,ay,...,a,_;,a),

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




14 CAr I. EXTENSIONES DE CUERPOS

ya que F /K es una extension algebraica, tenemos que cada extension

K(a09 a,.. ->ai+1)/K(a03 ap,.. -Jai)

algebraica, y por tanto finita, entonces la extensién K(ay, a,,...,a,_1,a)/K es finita, luego algebrai-
ca.

(2). Si L/K es una extension algebraica, para cada a € L la extension K(a)/K es finita, entonces
aplicando (2) para extensiones finitas, tenemos que FK(a)/FK es una extension finita, pero FK(a) =
F(a), y FK = F, luego resulta que F(a)/F es una extension finita, y por tanto que a es algebraico
sobre F. Ya que todo elemento de LF puede escribirse como un polinomio en los elementos de L, con
coeficientes en F, LF = F[L]. La extensién LF /F es algebraica, ya que estd generada por elementos
algebraicos.

(3). Por (2) resulta que LF /F es algebraica, y como F /K es también algebraica, por (1) tenemos que
LF /K es algebraica. |

Una clase de extensiones que verifica las condiciones del teorema se llama una clase distinguida de
extensiones. Las condiciones del teorema se pueden expresar graficamente mediante:

(1) (2) LF (3) LF

PR J— O
h
~
o
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1.1. Ejercicios

Teoria de cuerpos

Ejercicio. 1.15.
Sea F un cuerpo finito de caracteristica p. Demuestra que |F| = p" para algiin entero positivo n.

Ref.: 4161e 001 SOLUCION

Ejercicio. 1.16.
Razona, sabiendo que m y e son trascendentes, cuales de los siguientes niimeros complejos son
algebraicos o trascendentes sobre Q.

(1) V7.
2) V3.
(3) m2.
(4) e*+1.
(5) Vi+2.

Ref:: 4161e 002 SOLUCION

Ejercicio. 1.17.
Sea F/K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K. Demuestra que los
elementos a + 5 y a? son algebraicos sobre K. En cada uno de los casos, ¢es cierto el reciproco?

Ref:: 4161e 003 SOLUCION

Ejercicio. 1.18.

Sea K un cuerpo, K[X] el anillo de polinomios con coeficientes en K, y K(X) su cuerpo de fracciones.
Demuestra que cada elemento de K[X ], que no estd en K, es trascendente sobre K. Demuestra el
resultado andlogo para K(X).

Ref.: 4161e 004 SOLUCION
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Ejercicio. 1.19.
Demuestra que el polinomio f (X) = X3+ 3X + 1 es irreducible en Q[X]. Si a es una raiz de f (X) en
una extension de Q, calcula (1+a)(1+a+a®) y(1+a)/(1+a+ a?).

Ref.: 4161e 005 SOLUCION

Ejercicio. 1.20.
Demuestra que el polinomio f(X) = X3 +X +1 es irreducible sobre F,[X]. Si a es una raiz de f (X)
en una extension de IF,, calcula todas las potencias de a.

Ref:: 4161e_006 SOLUCION

Ejercicio. 1.21.
Calcula Irr(a, Q) en los siguientes casos:

(1) a=2++/5.
(2) a=+5++/5.
(3) a=+v2+ V4.

Da en cada caso una QQ-base de F = Q(a).
Ref.: 4161e_007 SOLUCION

Ejercicio. 1.22.

Calcula Irr(a, Q) en los siguientes casos:

(1) a=f?—1, siendo f3 una raiz del polinomio X> —2X — 2.
(2) a=p*+ B, siendo 3 una raiz del polinomio X* + 3X*—3.
(3) a=1/p2, con 3 una raiz del polinomio X* +X + 1.

Da en cada caso una Q-base de F = Q(a).
Ref:: 4161e_008 SOLUCION
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Ejercicio. 1.23.
Calcula [F : Q] en los siguientes casos:

(1) F=Q(V7,1).

(2) F =Q(V5,vV-2).

(3) F=Q(v18,v2).

(4 F =Q(+/8,3+ +/50).

(5) F=Q(+v2,v3).

(6) F=Q(v3,V—5,v7).

(7) F =Q(«2,B), dondeIrr(B,Q) = X* +6X + 2.

En cada uno de los casos da una Q-base de F.
Ref.: 4161e_009 SOLUCION

Ejercicio. 1.24.
Razona si el elemento a genera cada una de las siguientes extensiones de Q:

(1) a=+v2++/5€Q(v2,5).

(2) a=2++v9eQ(/3).

(3) a=21eqQ(v2).

(4) a=p*+pB+1€Q(p), dondelrr(f,Q) =X3+5X —5.

Ref.: 4161e 010 SOLUCION

Ejercicio. 1.25.
Demuestra que si f(X) es un polinomio irreducible sobre K de grado n y si F /K es una extension
finita de grado primo relativo con n entonces f (X) es irreducible sobre F.

Ref.: 4161e 011 SOLUCION

Ejercicio. 1.26.
Demuestra que si F/K es una extension de grado primo entonces para todo a € F \ K, se tiene
F =K(a).
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Ref: 4161e 012 SOLUCION

Ejercicio. 1.27.
Demuestra que si [K(a) : K] es impar entonces K(a) = K(a?).

Ref: 4161e 013 SOLUCION

Ejercicio. 1.28.
Sea F =Q(uy,...,u,) donde ul.2 €Q parai=1,...,n. Demuestra que v2 ¢ F.

Ref: 4161e 014 SOLUCION

Ejercicio. 1.29.

Demuestra que Q(vi) = Q(i, v2).
Ref: 4161e 015 SOLUCION

Ejercicio. 1.30.
Prueba que Q(v2+1) = Q(v/2)(i) =: Q(v2, 7).
Ref.: 4161e 081 SOLUCION

Ejercicio. 1.31.
Calcula

(D) Ir((—2+1v3)/2,Q) ¥
(2) Irr(v/t +1,F4(t)), siendo t trascendente sobre FF.

Ref: 4161e 016 SOLUCION
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Ejercicio. 1.32.

Calcula el polinomio ménico irreducible de a = +/t3 + 1 sobre F5(t), donde t es trascendente sobre
Fs.

Ref.: 4161e 051 SOLUCION

Ejercicio. 1.33.
Demuestra que cualquier dominio de integridad conteniendo a un cuerpo K, y contenido en una
extension algebraica de K, es un cuerpo.

Ref.: 4161e 017 SOLUCION

Ejercicio. 1.34.
Sea F /K una extension de cuerpos. Sia € F es un elemento algebraico sobre K(f3) para algtin 3 € F
y a es trascendente sobre K entonces demuestra que f3 es algebraico sobre K(a).

Ref.: 4161e 018 SOLUCION

Ejercicio. 1.35.
Sea F /K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K. {Debe necesariamente
Irr(a,K) factorizarse en factores lineales en K(a)?

Ref.: 4161e 019 SOLUCION

Ejercicio. 1.36.
Sea f € K[X] un polinomio irreducible de grado n. Sea g € K[X] arbitrario. Demuestra que todo
factor irreducible del polinomio h(X) = f(g(X)) tiene grado divisible por n.

Ref.: 4161e 020 SOLUCION
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Ejercicio. 1.37.
Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, f (X) = X? + aX + b un polinomio irreducible en K.
Demuestra que existe un d tal que d*> € K y f (X) se factoriza en K(d).

Ref.: 4161e 050 SOLUCION

Ejercicios complementarios

Ejercicio. 1.38.
Sean F, /K, y F, /K, extensiones de cuerpos y h : K; — K, un homomorfismo de cuerpos.

(1) h induce un homomorfismo de h : K;[X] — K,[X ] mediante h(X) = X.

(2) Sih se extiende a un homomorfismo h’ : F; — F,, para cada polinomio f (X) € K,[X], y cada
a € F, tal que f(a) =0, se tiene que h’'(a) es una raiz de h(f (X)).

Ky[X] K,[X]

ﬁ .

. ) GeO)” |

(4) Si a € F, es una raiz de f(X) y f(X) € K,[X] es irreducible, entonces h se extiende a un
homomorfismo h’ : K;(a) — K,(f (a)).

(3) h se extiende a un homomorfismo h :

Ref.: 4161e 086 SOLUCION

Ejercicio. 1.39.

Si F /K una extension de cuerpos y f (X) € K[X ] es un polinomio, se verifica:

(1) Sih:F/K— F/K es un automorfismo y a € F es una raiz de f (X), entonces h(a) es también
una raiz de f (X).

(2) Sif(X) € K[X] es irreducible y a, 3 son raices de f(X), existe un isomorfismo h : K(a)/K —
K(B)/K que verifica h(a) = 3.

Ref: 4161e 087 SOLUCION

Ejercicio. 1.40.
Sea f(X)=X?+X + 1 € F;[X]. Consideramos el anillo cociente K = Fs[X]/(X*+ X + 1).

(1) Prueba que K es un cuerpo extension de Fs.
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(2) Prueba que f(X) no tiene raices en F pero si en K.
(3) Prueba que K =TFs(a) siendo a una raiz de f (X) en K.
(4) Prueba que f(X) es irreducible en F y reducible en K. Halla una factorizacion de f(X) en K.

Ref.: 4161e 021 SOLUCION

Ejercicio. 1.41.

Sea C/K una extension de cuerpos, siendo K = Q, Q(i), Q(1) 6 Q(+/2). Clasifica como algebraico o
transcendente sobre K cada uno de los siguientes elementos

(1) %2,

2) 1+i.

(3) V2+ 3.

@ V1+42.

(5) m2.

(6) V.

Ref:: 4161e 022 SOLUCION

Ejercicio. 1.42.
Se considera la extensién de cuerpos Q(+/3, v5)/Q.

(1) Demuestra que cualquier elemento de Q(+/3, v/5) puede expresarse, de forma tinica, como a +
bv3+cv/5+d+/15, donde a,b,c,d € Q.

(2) Prueba que a = +/3 + +/5 genera la extension, y calcula Irr(a, Q).

(3) Calcula explicitamente el inverso de 3 =1+ v/3—+/15.

Ref.: 4161e 023 SOLUCION

Ejercicio. 1.43.
Demuestra que Q(v/2)/Q es una extension finita de cuerpos. Halla una base de ella y expresa

(D) (Va+5v2) ",
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1+ Y2+ V4
(2) ety

1 _Va_
G watew

en funcién de los elementos de la base hallada.
Ref.: 4161e 024 SOLUCION

Ejercicio. 1.44.
Encuentra una base de Ila extensién Q(v 2 + +/2). Expresa en funcién de dicha base el inverso de

V2442

Ref:: 4161e 025 SOLUCION

Ejercicio. 1.45.

Demuestra que Q(v/5,+/2)/Q es una extension finita de cuerpos. Halla una base de ella y expresa
(v/5+ +/2)7! en funcién de los elementos de la base.

Ref:: 4161e 026 SOLUCION

Ejercicio. 1.46.
Estudio de la extensién Q(v/2, v/3)/Q.

(1) CalculaIrr(v/2+ v3,Q).

(2) Demuestra que +/3 ¢ Q(+/2). Deduce que [Q(v2,+/3) : Q] = 4.
(3) Demuestra que Q(v2,v/3) = Q(v/2 + v3).

(4) Describe dos bases diferentes de Q(+/2,v/3)/Q.

Ref.: 4161e 027 SOLUCION
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Ejercicio. 1.47.
Sean n y m dos nimeros naturales distintos mayores que 1 y libres de cuadrados.

(1) Demuestra que v/'m ¢ Q(4/n).

(2) Demuestra que [Q(+/n, ym): Q] = 4.

(3) Demuestra que /nm € Q(/n + /m).

(4) Demuestra que ny/m+ my/n € Q(v/n+ ym).
(5) Demuestra que /m, v/n € Q(v/n+ y/m).

(6) Demuestra que Q(4/n, ym) = Q(v/n + y/m).
(7) Calcula Irr(v/n+ vm, Q) e Irr(v/n, Q(v/m)).

Ver también el Ejercicio (1.57.)
Ref.: 4161e 028 SOLUCION

Ejercicio. 1.48.
Extensiones de Q de grado 2.

(1) Demuestra que siIrr(a,Q) =X?—2 e Irr(f3,Q) = X? —4X + 2, entonces Q(a) = Q(f).

(2) SiQ(a)=Q(pB) es una extension de grado 2 sobre Q, y f (X) = Irr(a, Q), calcula Irr(3, Q).

(3) Determina el polinomio Irr(v/3 + 3, Q).

(4) ¢Es g(X)=X"+7X + 7 irreducible sobre Q(+/3)?

(5) Prueba que si F /Q es una extension de grado 2, existe d € Q tal que F = Q(a), para a una raiz
de X?—d.

Ref: 4161e 029 SOLUCION

Ejercicio. 1.49.

Sea a una raiz de X® + 2X + 2 € Q[X]. Demuestra explicitamente (mediante un polinomio) que Ios
elementos siguientes son algebraicos sobre Q. ¢Cudles son sus grados?

(1) a+1.

(2) o’

Ref.: 4161e 030 SOLUCION

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




24 CAr I. EXTENSIONES DE CUERPOS

Ejercicio. 1.50.

Sea E /K una extension de cuerpos y a € E un elemento algebraico sobre K. Demuestra, mediante
un polinomio, que los elementos a+ 1 y a® son algebraicos sobre K. ¢Es cierto que si alguno de esos
elementos es algebraico sobre K, entonces lo es a?

Ref:: 4161e 031 SOLUCION

Ejercicio. 1.51.
Sea F /K una extension de grado [F : K] =n.

(1) Para todo u € F definimos A, : F — F como la multiplicacion por u, esto es: A,(v) = uv.
Demuestra que A, es una aplicacion K -lineal.

(2) Demuestra que F es isomorfo a un subcuerpo del anillo .#,(K) de matrices cuadradas n x n con
coeficientes en K.

(3) Razona que #,(K) contiene una copia isomorfa de toda extension F /K de grado n.

Ref:: 4161e 032 SOLUCION

Ejercicio. 1.52.

Sea M, la matriz de la transformacion A, definida en el Ejercicio (1.51.). Demuestra que u es raiz
del polinomio caracteristico de M,,.

(Observacion. Esto da un procedimiento efectivo para determinar una ecuacion de grado n del que
u € F sea una raiz). Usa este procedimiento para obtener el polinomio mdnico irreducible de 1 +
V2+ V4 eQ(Vv2).

Ref.: 4161e 033 SOLUCION

Ejercicio. 1.53.
Determina el conjunto de los polinomios monicos irreducibles sobre R.

Ref:: 4161e 052 SOLUCION
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Ejercicio. 1.54.

Sea F /K una extension. Si X" —a € K[X] es irreducible, a € F es una raiz, y m € N un divisor de
n, demuestra que el grado de a™ sobre K es n/m. ¢{Cudl es el polinomio ménico irreducible de a™
sobre K ?

Ref: 4161e 053 SOLUCION

Ejercicio. 1.55.

Sea F /K una extension y sean a, 3 € F algebraicos sobre K de grados, respectivamente n y m.

(1) Demuestra que K[(a,):K]<n-m.

(2) Demuestra que si n y m son primos relativos, entonces [K(a,3) : K]=n-m.

(3) Sin ym son primos relativos y a, b € Z mayores que 1. Demuestra que [Q(+y/a, Vb) : Q] =n-m.

Ref: 4161e 054 SOLUCION

Ejercicio. 1.56.
Sea p un entero primo positivo. Prueba que existe a lo sumo un nuimero finito de polinomios monicos
irreducibles de grado n en IF,,. Describe un método para obtener estos polinomios.

Ref.: 4161e 055 SOLUCION

Ejercicio. 1.57.

Sean p,q € Z primos positivos distintos y F = Q(/p, +/q). Prueba que:
(1) [F:Q]l=4y{1,.D,/q,+/Pq} es una Q-base de F.

2 I(p+ vy =X"—(p+X*+(p—q)*.

(3) F=Q(y/P+ v

4 Q(vp) # Q).

Ver también el Ejercicio (1.47.).
Ref: 4161e 056 SOLUCION
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Ejercicio. 1.58.
Determina los polinomios mdnicos irreducibles sobre F, yF5 de grados 1, 2, 3 y 4. Construye cuerpos
finitos de 2, 4, 8, 16, 25 y 27 elementos.

Ref.: 4161e 057 SOLUCION

Ejercicio. 1.59.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, y q una potencia de p. Definimos K¢ = {a? | a € K}. Prueba
que K? es un cuerpo y que la aplicacion a — a? es un isomorfismo de K en K9.

Ref: 4161e 058 SOLUCION

Ejercicio. 1.60.
Demuestra que existen infinitos polinomios ménicos irreducibles sobre Q[X ].

Ref.: 4161e 059 SOLUCION

Ejercicio. 1.61.
Determina el polinomio ménico irreducible de a = +/2 + v/2 sobre Q.

Ref.: 4161e 061 ver Ref.: 203e_56 SOLUCION

Ejercicio. 1.62.
Determina el polinomio ménico irreducible de a = +/2 + v/2 sobre Q.

Ref.: 4161e_062 ver Ref.: 203e_57 SOLUCION
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Ejercicio. 1.63.

Sean a, 3 elementos algebraicos no nulos sobre un cuerpo K con polinomios irreducibles f (X) =
Irr(a,K) y g(X) =1Irr(f3,K), respectivamente. Determina:

(1) EI polinomio irreducible de y = a + 3.

(2) EIl polinomio irreducible de y = af3.

(3) EIl polinomio irreducible de y = 1/ a.

Ref: 4161e 063 SOLUCION

Ejercicio. 1.64.

Sea F /K una extension de cuerpos de grado finito y o : F — F’ un homomorfismo de cuerpos.
Demuestra que [F : K] =[F° : K9].

Ref:: 4161e_066 SOLUCION

Ejercicio. 1.65.
Sea F /K una extension de cuerpos de grado finito. Demuestra que cada endomorfismo de K —dlgebras
de F deja fijo K y es un automorfismo.

Ref.: 4161e 067 SOLUCION

Ejercicio. 1.66.
Demuestra que todo automorfismo de un cuerpo deja elementalmente fijo al subcuerpo caracteristi-
co.

Ref:: 4161e_068 SOLUCION

Ejercicio. 1.67.
Demostrar que las extensiones Q(v2)/Q y Q(+/3)/Q no son isomorfas.

Ref.: 4161e 069 SOLUCION
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Ejercicio. 1.68.
Demostrar que el polinomio X*—2X?— 2 es irreducible sobre Q[X ], y encontrar dos pares de raices
que generan extensiones no isomorfas.

Ref.: 4161e 070 SOLUCION

Ejercicio. 1.69.

Encontrar, si es posible, en cada uno de los casos siguientes un elemento a tal que Irr(a,K) sea el
polinomio dado:

(1) X?—4, siendo K =R.

(2) X*+1, siendoK =T,.

(3) X*+1, siendo K =TFs.

(4) X7 —3X°+4X%—X —1, siendoK =R.

Ref: 4161e 071 SOLUCION

Ejercicio. 1.70.
Si a es una raiz del polinomio X? + X + 1 € Q[X], expresa 3a® +

como un polinomio en a.
at+4

Ref.: 4161e 072 SOLUCION

Ejercicio. 1.71.

Sea F /K una extension de cuerpos y a € F un elemento algebraico sobre K, se tiene que toda
expresion polinémica no nula de a con coeficientes en K es un elemento algebraico sobre K. Prueba
el resultado reciproco: si f (a) es una de tales expresiones que es algebraica sobre K, entonces a es
algebraico sobre K.

Ref: 4161e 073 SOLUCION
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Ejercicio. 1.72.
Demostrar que v'2 + +/3 no es un niimero racional, pero es algebraico sobre Q. ¢(Cudl es su grado?

Ref.: 4161e 074 SOLUCION

Ejercicio. 1.73.
Demostrar que el polinomio X* — 2X? + 9 es irreducible sobre Q.

Ref.: 4161e 075 SOLUCION

Ejercicio. 1.74. . B
Encuentra el polinomio irreducible de a = 1+ 27 +---+ 2% sobre Q.

Ref:: 4161e 082 SOLUCION

Ejercicio. 1.75.
Se considera a = v/2+ v/3+ v/5 € F = Q(v/2, V3, V/5).

(1) Prueba que [Q(v2,+3,+/5):Q]=S8.

(2) Prueba que F = Q(a).

(3) Calcula Irr(a, Q).

(4) Encuentra elementos 3 € F, de grado cuatro sobre Q.

Ref: 4161e 083 SOLUCION

Ejercicio. 1.76.

Se considera a = v/2+ V2 € F = Q(v/2, V2).
(1) Prueba que F = Q(a).

(2) Calcula Irr(a, Q).
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Se considera ahora la extension Q(v/—3, v/2).
(3) Estudia si existe un isomorfismo Q(v'2, v2)/Q = Q(v—=3,v2)/Q

Ver también los ejercicios (1.72.) y (1.61.).
Ref: 4161e 084 SOLUCION

Ejercicio. 1.77.
Hallar Irr(u + v, Q) para

(D u=+v2,v=+3

@ u=i,v=+v2
(3) u=+vV5,v=+7
Ref:: 4161e 088 SOLUCION

Ejercicio. 1.78.
Consideramos Z. C Q y f (X) € Z[X ] un polinomio de grado positivo.

(1) Sif(X) e Z[X] es irreducible, prueba que f (X) es irreducible sobre Q.
X

2) (521' é‘ (Ij( ) € Z[X] es irreducible, entonces F = (f(—X))

(3) Sillamamos x =X + (f (X)) € F, prueba que x es una raiz de f (X) € F[X].

es un cuerpo y tenemos inclusiones 7. C

Ref.: 4161e_089 SOLUCION

Ejercicio. 1.79.

F,| X
Describe los elementos del cuerpo 2 X]

X3+X+1)
Ref.: 4161e_090 SOLUCION

completando las tablas de la suma y el producto.
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Ejercicio. 1.80.
Calcula el polinomio ménico irreducible de a = +/t% + 1 sobre F5(t).

Ref.: 4161e_091 SOLUCION

Ejercicio. 1.81.

Se considera f (X) = X*+X+1 € F,[X] y el cuerpoF,¢ =

Fie.

(1) Prueba que a es una raiz de X*+X + 1 en Fys.

(2) Prueba que el orden de a enF}, =T \ {0} es 15.

(3) Observa que a® es un elemento de orden 5 y que a® es un elemento de orden 3. Haz un listado
de todos los elementos de orden 3 y de todos los elementos de orden 5.

(4 En T}, hay pues ocho elementos de orden 15. Cualquiera de ellos es un elemento primitivo.
Determina un elemento primitivo 3 € F, que no sea raiz de f(X) =X*+X + 1.

(5) El polinomio g(X)=X*+X*+X?*+X + 1 € F,[X] es un polinomio irreducible, si y es una raiz
de g(X), entonces y es elemento de orden 5.

(6) Observa que Fyq = Fy(a) = F,(B) = Fy(y), y Fs = (o) = (B) # (1)

(7) Los elementos de IF}, se clasifican por sus polinomios irreducibles. Completa el siguiente cuadro:

F,[X]

— 2 - Seaa=X=X+(X*+X+1) €
X++X+1)

| Polinomio irreducible | Raices |
X—1

X?+X+1
X*+X+1
X*+Xx3+1

X'+ X2+ X*+X+1

Ref:: 4161e_092 SOLUCION

Ejercicio. 1.82.
Se considera a una raiz del polinomio X® — 3X3 — 6 € Q[X]. Determina el grado [Q(a?+ 1) : Q].

Ref:: 4161e_093 SOLUCION
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Ejercicio. 1.83.

Sea f € K[X] un polinomio irreducible de grado n y F /K una extension de grado m. Sea d =
mcd{n, m} y g € F[X] un factor irreducible de f . Prueba que

(1) g divide a gr(g) y

(2) f tiene como mdximo d factories irreducibles en F.

Ref:: 4161e_094 SOLUCION

Ejercicio. 1.84.
Se considera F; (resp. F,) el subcuerpo de R (resp. C) de todos los elementos algebraicos sobre Q.

(1) Prueba que F;/Q es una extension algebraica.
(2) Prueba que [F, : F,] = 2.

Ref:: 4161e_095 SOLUCION
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2. Clausura algebraica

Teorema. 2.1. (Teorema de Kronecker)
Sea K un cuerpo y f(X) € K[X] un polinomio no constante, existe una extension F /K en la que
f (X) tiene al menos una rarz.

DEMOSTRACION. Si f(X) € K[X] es un polinomio no constante con coeficientes en un cuerpo K, va-
mos a determinar una extension F /K en la que f (X) tenga una raiz. Si g(X) es un factor irreducible,
en K[X ], de f(X), entonces toda raiz de g(X) es una raiz de f (X ), podemos entonces considerar que
f(X) es un polinomio irreducible. Consideramos la proyeccion canénica 7 : K[X ] — K[ X ]/(f (X)),
por ser f(X) irreducible, E = K[X]/(f (X)) es un cuerpo, llamamos a = ©(X) y tenemos que a es
raiz del polinomio 7t(f (X)) = f™(X), ya que

fHa@) = fH(n(X)) = n(f (X)) = 0.

Consideramos el conjunto S = E\7(K), y llamamos F a la union disjunta de K y S, es claro que
F es biyectivo con E. En E definimos dos operaciones de forma que la aplicacién w : F — E sea
isomorfismo de cuerpos y w = 7 y w|s = ids. Tenemos pues una extensién de cuerpos F/K. En
F el polinomio f(X) tiene una raiz a, ya que w(f(a)) = f™(a) = 0, y por ser w un isomorfismo,
f(a)=0. O

Corolario. 2.2.
Sea K un cuerpo y f,(X),..., f,(X) € K[X] polinomios no constantes, existe una extensién F /K en
la que cada f;(X), 1 <i < n, tiene al menos una raiz.

DEMOSTRACION. Sin =1, el resultado es cierto. Si el resultado es cierto para i > 1, entonces existe
un cuerpo E extension de K tal que f;(X),..., f;(X) tienen al menos una raiz en E, consideramos
fii(X) € K[X] € E[X], existe un cuerpo F extension de E tal que f;,,(X) tiene al menos una raiz
en F. Es claro que f;(X),..., f;(X) también tienen al menos una raiz en F. Por induccién se obtiene
el resultado. O

Sea K un cuerpo, y f (X) € K[X ] un polinomio no constante. f (X) se dice que descompone en K si
admite una expresién como un producto de un elemento de K y polinomios de K[X ] de grado igual
al.

f)=aX—-—ay)...X—a,); a,aq,...,a, €K.

4161-03.tex
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Lema. 2.3.
Sea K un cuerpo, son equivalentes:

(a) Todo polinomio no constante f (X) € K[X] tiene al menos una raiz en K.
(b) Todo polinomio no constante f(X) € K[X] descompone en K.

(c) Los polinomios no constantes irreducibles en K[X ]| son de grado uno.
(d) K no tiene extensiones algebraicas propias.

(e) No existen extensiones algebraicas F /K con F #K.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si f(X) € K[X] es un polinomio no constante, entonces existe una raiz
a, € K, y por tanto f(X) = (X —a,)f,(X), con f;(X) € K[X]; si f(X) no es constante, existe una
raiz a, € K tal que f;(X) = (X — a,)f,(X), con f,(X) € K[X], y asi seguimos hasta que f,(X) sea
un polinomio constante, entonces f (X ) admite la expresion f(X) = (X —a;)...(X —a,)f,,(X), con
frX) €K.

(b) = (). Si f(X) € K[X] es un polinomio no constante e irreducible y gr(f (X)) = n, entonces f (X)
admite la expresion f(X) =a(X —a;)...(X —a,), con a, a4,...,a, €K, lo que implica que n = 1.
(c) = (d). Si F/K es una extension algebraica de K y existe a € F\K, entonces f (X) = Irr(a,K) es un
polinomio irreducible de grado mayor que 1, lo que es una contradiccion, entonces necesariamente
F =K.

(d) = (a). Si f(X) € K[X] es un polinomio no constante, entonces existe una extension F /K en la
que f(X) tiene al menos una raiz a, entonces K(a)/K es una extension algebraica de K, y por la
hipétesis K(a) =K, luego a € K y f(X) tiene una raiz en K. a

Un cuerpo verificando las condiciones del lema se llama un cuerpo algebraicamente cerrado.
Vamos a ver que cada cuerpo K estd contenido en un cuerpo algebraicamente cerrado; y que para ca-
da cuerpo K podemos elegir una extensién algebraica F /K en la que F es un cuerpo algebraicamente
cerrado.

Teorema. 2.4. (Teorema de Steinitz)
Si K es un cuerpo, existe un cuerpo algebraicamente cerrado F extension de K.

DEMOSTRACION. [Artin] Dado un polinomio f(X) € K[X] no constante, le asociamos la indeter-
minada X . Llamamos S al conjunto de todas estas indeterminadas, y construimos el anillo K[S].
El ideal generado por todos los polinomios de la forma f(X,) no es el anillo total, ya que si esto
ocurriese, existiria una combinacion

&1 1iXp) + -+ 8,.(S)f (X)) =1, (I.1)
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con g,(S),...,2.(S) € K[S]. En este caso, si consideramos el subconjunto de S formado por las
indeterminadas X; = X;, 1 < i < r, las indeterminadas que aparecen en los polinomios g;(S),
1 <i <r yuna extension F/K en la que cada f;(X) tenga al menos una raiz a;, 1 <i < r, al hacer
la evaluacién del anillo K[S] que aplica X; en a;, 1 < i < r, y las demés indeterminadas a cero,
entonces el primer miembro de la expresién (I.1) se aplica en cero, y el segundo se mantiene en 1,
lo que es una contradiccidn.
Llamamos m a un ideal maximal de K[S] que contiene al ideal anterior, tenemos que K[S]/m es un
cuerpo, y existe un homomorfismo sobreyectivo de anillos ¢ : K[S]— K[S]/m.
Dado un polinomio no constante f(X) € K[X], el polinomio ¢(f (X)) tiene una raiz en K[S]/m.
Tenemos que si identificamos K con su imagen por ¢, entonces E; = K[S]/m es una extension de K
en la que cada polinomio no constante tiene al menos una raiz.
Podemos construir ahora una extensién E, de E; en la que todo polinomio no constante con coefi-
cientes en E; tenga al menos una raiz. Este proceso se puede continuar. Se obtiene asi una torre de
cuerpos

KCE,CE,C--CE,C---,

en la que cada polinomio no constante con coeficientes en E, tiene al menos una raiz en E, ;. Si
llamamos F = U{E, | n € N*}, resulta que F es un cuerpo algebraicamente cerrado que es extensién
de K. a

Corolario. 2.5.
Si K es un cuerpo, existe una extension de K que es algebraica y algebraicamente cerrada.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Steinitz, existe una extension F /K, con F algebraicamente ce-
rrado. Llamamos E a {a € F | a es algebraico sobre K}; es un cuerpo intermedio. Falta ver que es
algebraicamente cerrado, para ello, supongamos f(X) € E[X ] un polinomio no constante, f(X) tie-
ne al menos una raiz en F, llamémosla a, entonces a es un elemento algebraico sobre E, y también
sobre K, luego a pertenece a E y E es un cuerpo algebraicamente cerrado. a

Una extension de cuerpos F /K se llama una clausura algebraica de K si

(1) es una extension algebraica y
(11) F es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Como consecuencia del corolario, todo cuerpo K tiene al menos una clausura algebraica. Méas tarde
veremos que las clausuras algebraicas verifican una cierta unicidad.

Vamos a estudiar propiedades elementales de homomorfismos de cuerpos para aplicarlos al estudio
de la clausura algebraica.

SiF/K y F’/K’ son extensiones de cuerposy w : K = K’ es un isomorfismo de cuerpos, un homomor-
fismo de anillos ¢ : F —> F’ se llama un homomorfismo de cuerpos sobre w si ¢(k) = w(k) para
todo k € K. Cuando w = 1, en vez de homomorfismo de cuerpos sobre 1, usamos homomorfismo
de cuerpos sobre K, y se representa por ¢ : F/K — F'/K.
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Lema. 2.6.
Sea ¢ : F/K — F /K un homomorfismo de cuerpos sobre K, si F /K es una extension algebraica,
entonces ( es un automorfismo.

DEMOSTRACION. Basta probar que ¢ es sobreyectivo. Dado a € F, llamamos f(X) = Irr(a,K); si
E es el subcuerpo de F generado sobre K por todas las raices de f(X) en F, resulta que E es una
extension finita de K ya que estd generada por un numero finito de elementos algebraicos sobre K.
Ademas la imagen por ¢ de una raiz de f (X) es también una raiz de f(X), ya que f (X) es invariante
por ¢. Como consecuencia ¢(E) C E, y por ser E una extension finita y ser la K-dimensién de E y
de p(E) iguales, tenemos que ¢(E) = E. Existe entonces 8 € E C F tal que ¢(f) = a, y por tanto ¢
es sobreyectiva. a

Proposicion. 2.7.

Sea w : K = K’ un isomorfismo de cuerpos, F /K y F' /K’ extensiones de cuerpos, a € F un elemento
algebraico sobre K con f(X) = Irr(a,K). Llamamos f “(X) a la imagen de f (X) por el isomorfismo
w : K[X] = K'[X] inducido por w. Entonces para cada 5 € F’ tal que f“(f3) = 0 existe un tinico
isomorfismo de cuerpos ¢ : K(a) = K'(p) sobre w tal que p(a) = 3.

F
anyd
K(@)- -~ 1%~ ~K'(p)

NN

K w

/

K'/

DEMOSTRACION. Ya que f“(X) es imagen de f(X) por un isomorfismo y f (X) era irreducible, tam-
bién f“(X) es irreducible en K'[X]. Luego si f ?(f) = 0, tenemos que f“(X) = Irr(3,K’), entonces
tenemos K'() = K'[X]/(f “(X)), y por tanto

K(a) =K[X]/(f (X)) =KX/ (f (X)) = K'(B).

a—X+(fX)N—=X+(f“X)—p

La unicidad de ¢ se deduce de que p(a) =8 y de que g = w. a
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Corolario. 2.8.
En la situacion anterior, si F' es algebraicamente cerrado, existen exactamente r extensiones de w a
K(a), donde r es el numero de raices distintas de f (X).

DEMOSTRACION. Es claro que para cada raiz § de f “(X) existe un homomorfismo de K(a) en F’ que

extiende a w , y que cada homomorfismo estd asociado a una raiz de f3 por la proposicién anterior,

ademads dos raices distintas determinan homomorfismos distintos, por tanto tenemos el resultado.
O

Procedamos ahora a estudiar las propiedades de la clausura algebraica de un cuerpo K respecto a
homomorfismos sobre K.

Lema. 2.9.
Sean w : K = K’ un isomorfismo de cuerpos, K C E C F una torre de extensiones algebraicas y K’

una clausura algebraica de K’, entonces cualquier homomorfismo de cuerpos ¢ : E/K —> K'/K’
sobre w se puede extender a un homomorfismo ) : F/K — K’ /K’ sobre w.

K‘/

DEMOSTRACION. Llamamos
I'={(E;,%;) | E; cuerpo, E CE; CF,%,; : E, — K’ sobre w,y 1/Ji|E = p}.

Ya que (E, ) €T, tenemos que I' # @. En I' consideramos la relacion de orden “<” definida por
(E;,¢;) < (Ej,¢p;) siE; CE; y ¢z = ¢;. T es entonces un conjunto inductivo, (cada cadena ascen-
dente de elementos de T tiene una cota superior en I'). Aplicando el lema de Zorn, existe en I un
elemento maximal, lo llamamos (E,, y),). Si E, # F, entonces existe a € F \ E,. Sea f (X) = Irr(a, E,),
su imagen por v, es f¥o(X) € K/[X], luego tiene en K’ una raiz 3. Aplicando la Proposicién (2.7.)
existe un isomorfismo v : Eg(a) = v(E,)(f) sobre v, siendo 1(a) = f3, entonces ¢y = ¢, y por
tanto ¢ extiende a p, luego (Ey(a),y) €T, lo que es una contradiccién, ya que (Ey, Y,) < (Ey(a), )
y (Ep,4,) es un elemento maximal de T'. m|
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Corolario. 2.10.
Si K es un cuerpo y K’, K" son dos clausuras algebraicas de K, existe un isomorfismo ¢ : K' /K —
K" /K sobreK.

DEMOSTRACION. Tenemos que K’/K es una extension algebraica y K” /K es una clausura algebraica,
luego existe un homomorfismo ¢ : K'/K — K” /K sobre K. Aplicando el lema (2.6.) se obtiene que
¢ es un isomorfismo. |

Como la clausura algebraica es tinica salvo isomorfismo, la representamos por K.

Si K es un cuerpo con clausura algebraica K, y E, F son dos cuerpos intermedios, K C E,F C K.
Decimos que E y F son K—conjugados si existe un isomorfismo ¢ : K/K — K /K tal que ¢(E) =F.
Dos elementos a, f € K decimos que son K—conjugados si existe un isomorfismo ¢ : K/K — K /K
tal que p(a) = p.

Lema. 2.11.

Sea K un cuerpo, K una clausura algebraica de K, y a, p € K, son equivalentes:
(a) a yp son K-conjugados;

(b) TIrr(a,K) =1Irr(B,K);

(c) Existe un isomorfismo 1) : K(a) — K(f3) sobre K tal que n(a) = f3;

(d) Existe un homomorfismo ) : K(a) —> K sobre K tal que y(a) = .

DEMOSTRACION. (a) = (b). Existe un isomorfismo ¢ : K/K — K/K tal que ¢(a) = B, para

f(X) = Irr(a, K) tenemos 0 = ¢(f (a)) = f(p(a)) = f(B), luego Irr(B,K) | f(X), ya que f(X) es
monico irreducible, resulta que Irr(f,K) = f (X) = Irr(a, K).

(b) = (o). Silrr(a,K) = f(X) =Irr(3,K), entonces existe un isomorfismo 7
K[X]
(f (X))

K(a) K(B)

o X+ (X)) ——f

(c) = (d). Si existe un isomorfismo 7 : K(a)/K — K(p)/K tal que n(a) = 8, ya que K(B) €K, n
se prolonga a un homomorfismo 1 : K(a)/K — K /K, entonces y)(a) = .

(d) = (a). Siexiste ) : K(a)/K — K /K tal que ¢(a) = 3, es posible extender 1/ a un homomorfis-
mo ¢ : K/K — K/K, ya que K/K es algebraica, resulta que ¢ es un isomorfismo, luego a y 8 son
K-conjugados. O

Dos notas sobre cardinalidad de conjuntos y cuerpos.
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Observacion. 2.12.

(1) SiK es un cuerpo finito, entonces K no puede ser algebraicamente cerrado, ya que si K tiene
p elementos, todos sus elementos verifican x? = x (6 equivalentemente x?~! = 1), luego el
polinomio X? —X +1 no tiene raices en K. Como consecuencia todos los cuerpos algebraicamente
cerrados tienen cardinal infinito.

(2) Si F/K es una extension algebraica, entonces conocemos una cota para el cardinal de F, esta
es card(K[X ]) card(N), ya que F estd contenido en la unién de los conjuntos formados por las
raices de todos los polinomios con coeficientes en K. Entonces si card(K) es finito, tenemos que
card(K[X]) = X, = card(N), luego card(F) < RX,. Si card(K) es infinito, entonces card(F) =
card(K).

Teorema de Steinitz

Este ultimo resultado nos permite desarrollar una demostracidn alternativa del Teorema de Steinitz.

Lema. 2.13.
Sea K un cuerpo con cardinal a, y p > a un cardinal infinito; si F /K una extension algebraica,
entonces card(F) < 3.

DEMOSTRACION. Como card(K) < 3, se tiene card(K[X]) < 3. Por otro lado, como cada polinomio
tiene un numero finito de raices, el cardinal del conjunto de cualquier extensién algebraica F /K esta
acotado por f3 - card(N) = f3; esto es, card(F) < fB. O

Teorema. 2.14. (Teorema de Steinitz)
Dado un cuerpo K, existe una extension algebraica F /K en la que F es algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION. Supongamos que card(K) = a, y sea # > a un nuevo cardinal. Consideramos un
conjunto C de cardinal 2° con dos elementos distinguidos: 0y 1. Para cada cuerpo F con card(F) < f3
existe una aplicacién inyectiva v : F — C tal que v(0) = 0y v(1) = 1. A Im(») podemos dar
estructura de cuerpo mediante la biyeccién v : F — Im(v); llamamos a Im(v) un “subcuerpo” de
C.

En el conjunto de los subcuerpos de C definimos un orden parcial mediante F; < F, si F; C F, es
un homomorfismo de cuerpos y la extension F,/F; es algebraica. Dada una cadena de subcuerpos
{F; | i €1}, con un primer elemento F,, consideramos F’ = U,F;; es claro que F’ es un subcuerpo
de C, y para cada x € F’ existe i €I tal que x € F;, como tenemos una torre finita de extensiones
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algebraicas: F, C --- C F,, se tiene que x es algebraico sobre F,. Por tanto F’'/F, es una extension
algebraica. Aplicando el lema de Zorn tenemos que cada subcuerpo F de C esta contenido en uno
maximal F’ tal que la extensién F’/F es algebrica.

En particular, existe un subcuerpo maximal F de C que contiene a K y tal que la extension F /K es
algebraica, por tanto card(F) < 3, y se tiene F G C. Falta ver que F es algebraicamente cerrado; si
existe F(a)/F algebraica propia, como card(F(a)) < 8, podemos meter F(a) en C extendiendo a F,
y llegariamos a que F no es maximal, lo que es una contradiccion. O
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2.1. Ejercicios

Clausura algebraica

Ejercicio. 2.15.
Sea E/K una extension algebraica tal que para cualquier extension finita F /K existe un K-
homomorfismo o : F /K — E /K. Demuestra que entonces E es una clausura algebraica de K.

Ref:: 4161e 043 SOLUCION

Ejercicio. 2.16.

Sea F /K una extension algebraica con la propiedad de que cada polinomio no constante con coe-
ficientes en K descompone en F (factoriza en factores lineales). Demuestra que F es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Ref.: 4161e 044 SOLUCION

Ejercicio. 2.17.
Demuestra que la clausura algebraica de Q no es una extension finita de Q.

Ref: 4161e 045 SOLUCION

Ejercicio. 2.18. B
Prueba que la clausura algebraica Q de Q es numerable.

Ref:: 4161e 078 SOLUCION

Ejercicio. 2.19.
Sea K C E C F una torre de cuerpos. Demuestra que F es una clausura algebraica de K si, y sdlo si,
F es una clausura algebraica de E y E /K es algebraica.

Ref.: 4161e 046 SOLUCION
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Ejercicio. 2.20.

Demuestra que existe una clausura algebraica de Q(+/2) que Io es también de Q(+/7). Deduce que
cualquier clausura algebraica de Q(+/2) es isomorfa a cualquier clausura algebraica de Q(v/7).
Ref.: 4161e 047 SOLUCION

Ejercicio. 2.21.
Demuestra que las extensiones Q(+/2) y Q(+/5) de Q tienen clausuras algebraicas isomorfas.

Ref: 4161e 048 SOLUCION

Ejercicio. 2.22.

Sea K una clausura algebraica de K. Demuestra que toda extensién algebraica de K es K—isomorfa
a una subextension de K.

Ref: 4161e_049 SOLUCION

Ejercicio. 2.23.
Sea F /K una extension con F algebraicamente cerrado. Si [lamamos

E ={a €F | a es algebraico sobre K},

demuestra que E es una clausura algebraica de K.
Ref.: 4161e_060 SOLUCION

Ejercicio. 2.24. _
Construir un subcuerpo K g R tal que K =C.

Ref.: 4161e 080 SOLUCION
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Ejercicio. 2.25.
Prueba que ningtin cuerpo algebraicamente cerrado es de cardinal finito.

Ref.: 4161e 079 SOLUCION

Ejercicios propuestos que involucran a capitulos posteriores
Cuerpos finitos.

Ejercicio. 2.26.
SiK=F,=1%
cuerpos:

p» con p € Z primo, y E/F, es una clausura algebraica, tenemos varias torres de

F,C- CF, CF, C---CE.

(1) Observa queF . # Z,2, ya que el segundo no es un dominio de integridad.

(2) Prueba que si F,. € F,, entonces tls.

(3) Utilizando que, salvo isomorfismo, sdlo existe un cuerpo con p" elementos, prueba que E =
u,F

n pTl-

Ref:: 4161e_085 SOLUCION

En una extension finita F /K de cuerpos finitos, un elemento a € F es una raiz primitiva para la
extension si a genera el grupo multiplicativo F* = F \ {0}, en particular F = K(a).

Ejercicio. 2.27.
Encuentra una raiz primitiva 8 de F1q = Fo[X]/(X*+X> +X*+ X + 1).

Nota. Observa que x = [X] no es una raiz primitiva, ya que x> = 1.
Ref.: 4161e_064 SOLUCION

Ejercicio. 2.28.
Sea K una extension de F, de gradon > 1, y f(X) € F,[X ] un polinomio no constante.

(1) Prueba que si a € K es una raiz de f(X), entonces {a2,a*,a8,a'®,...,a* '} son raices de f(X)
enk.
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(2) Prueba que, en general, {a, a2, a*,a8,a'®,...,a* '} no son todas las raices de f (X) enK.
(3) Prueba que si f es una raiz primitiva de K, que es raiz de f (X), entonces el grado de f(X) es
mayor o gual que n.

Ref: 4161e 065 SOLUCION

Ejercicio. 2.29.
Si y/a es una raiz del polinomio X" —a,

(1) Determina Irr(v/2,F,) e Irr(v/2,Fs).
(2) DeterminaIrr(v/2 + v/2,F;) e Irr(v/2 + v/2, Q).

Ref:: 4161e_096 SOLUCION
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3. Construcciones con regla y compas

Las construcciones geométricas han sido desde la antigiiedad una fuente de problemas amén de una
forma amena de entretenerse y pasar el tiempo. Con la regla y el compés es posible construir un
gran numero de figuras en el plano, por ejemplo todo el mundo recuerda como en la escuela se
construian perpendiculares a una recta dada pasando por un punto exterior, se bisecaba un angulo 6
se construia un hexdgono regular. (Es conveniente sefialar que la regla inicamente sirve para trazar
rectas y no para medir.)

La construccién de poligonos regulares de n lados es el problema que mayor atractivo ha tenido.
La construccion para n = 3,4,5 6 6 es bien conocida; sin embargo, como mds adelante veremos, la
construccion para n = 7 es imposible.

Existen otros problemas relativos a las construcciones con regla y compds, que son también insolu-
bles, y que ya fueron estudiados por los sabios griegos, estos son:

= la triseccién del dngulo,
= la duplicacién del cubo y
= la cuadratura del circulo.

Todos estos problemas tienen como justificacidon practica la medicidn de tierras, la arquitectura 6
simplemente el pasar de forma agradable el tiempo en las largas noches de invierno, y al no encontrar
solucién con regla y compds se impulso el desarrollo de nuevas herramientas de dibujo, y también
sirvieron para desarrollar la matematica.

El problema que nos ocupa ahora, es el de estudiar la posibilidad o la imposibilidad de hacer ciertas
construcciones geométricas con regla y compas; por ejemplo, el determinar si un poligono regular
de p lados, con p primo, es construible con regla y compés'. Es de sefialar que la importancia de la
construccion con regla y compds de poligonos regulares es puramente tedrica, ya que en la prdctica
los errores aportados por los instrumentos junto con el nimero de operaciones que es necesario
realizar hacen que sea impensable la construccién explicita en la mayor parte de los casos.

El problema de las construcciones con regla y compas es el siguiente: dado un conjunto de puntos
X ={P,,...,P,} enel plano euclideo E, definimos nuevos conjuntos de puntos X; de forma recursiva
mediante;

X, =X,

para un nimero natural i > 1; supuesto que tenemos X;, definimos:

(1) R; el conjunto de puntos que son interseccion de rectas que contienen al menos dos puntos de
X,

(2) CR; el conjunto de puntos interseccion de rectas que contienen al menos dos puntos de X; y
circunferencias con centro puntos de X; y radios iguales a segmentos determinados por puntos
de X;,

4161-02.tex
Esto fue hecho por Gauss (a la edad de 19 afios), para conmemorar esto en Gottingen existe una estatua en su honor
con pedestal en forma de poligono de 17 lados, (17 es el nimero de lados del primero de los poligonos, con gran nimero
de lados, para los que Gauss descubri6 una construccién con regla y compds).
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(3) C; el conjunto de puntos interseccién de las circunferencias descritas anteriormente.

Finalmente definimos X;,; como la unién de X;, R;, CR; y C;.
Un punto P € E se llama construible (con regla y compas) a partir de X = {P,,...,P,} si pertenece
al conjunto C(X) = U{X; | i € N}.

Formulacion algebraica

Para evitar trivialidades consideramos n > 2, y elegimos un sistema de coordenadas de E de for-
ma que P, y P, tengan de coordenadas (0,0) y (1,0) respectivamente. A cada punto P € E de
coordenadas (x, y) le asociamos el numero complejo x + iy, y por tanto identificamos el plano E
con el conjunto C de los ntiimeros complejos. Asi el conjunto X = {P,,...,P,} se identifica con el
conjunto X = {zy,...,2,} de numeros complejos, siendo z; = 0, y 2, = 1. Los ntimeros complejos
que corresponden a los elementos del conjunto C(X) se llaman, por extensién, nimeros complejos
construibles a partir de z,,...,2,, y lo representamos también por C(X).

Lema. 3.1.
Con las notaciones anteriores, C(X) es el subcuerpo mds pequeiio de C que contiene a los niimeros
complejos z,, .. .,%,, y es cerrado para tomar raices cuadradas y conjugados.

DEMOSTRACION. C(X) es cerrado para la suma. Si z,2" € C(X), entonces z + 2’ se obtiene como

la interseccién de las circunferencias centradas en z y en 2’ y de radios los médulos de 2’ y de z
respectivamente, luego z + 2z’ € C(X).

7

z'

N

Figura I.1: Suma
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%)

Figura I.2: Opuesto

C(X) es cerrado para tomar opuestos. Si z € C(X), entonces —z se obtiene como la interseccién de
la recta que pasa por 0 y z y la circunferencia de radio el médulo de z.

C(X) es cerrado para el producto. Si z,z” € C(X), entonces escribiéndolos en forma polar tenemos
0 0’

z=rell yz' =r'e
(1). Construimos A € C(X) como la interseccién de la circunferencia, centrada en O y de radio el

modulo de z, y el eje real.
(2). Construimos B como la interseccién de la recta que pasa por 0 y 2’ con la misma circunferencia.

(3). Construimos C como la interseccion de la circunferencia anterior y la circunferencia con centro
z y radio el médulo de B —A. De esta forma tenemos que el dngulo ZAOB es igual al 4ngulo Zz0C,
por tanto tenemos que C es un elemento de C(X) de argumento 6 + 6.

Para comprobar que el producto zz’ € C(X), basta encontrar en C(X) un elemento cuyo médulo sea

rr’.

(4). Podemos construir un punto en el eje imaginario el punto ir, y trazar la recta 1, ir.

(5). Trazamos una paralela a esta recta que pase por el punto r’; esta nueva recta corta al eje ima-
ginario en irr’. Por tanto existe en C(X) un punto cuyo médulo es rr’. Trazamos la circunferencia
con centro en 0 y radio rr’, su interseccién con la recta OC es el punto pedido.

C(X) es cerrado para tomar inversos de elementos no nulos. Si 0 # z € C(X), consideramos la cir-
cunferencia con centro en 0 y radio el médulo de z; esta circunferencia corta el eje real en r, el
modulo de z. Consideramos la circunferencia con centro en r y radio el médulo de z —r, la otra
interseccién con la circunferencia anterior determina un elemento gz’ de C(X) con argumento —6.
Para ver que podemos construir un elemento de C(X) de médulo r*, consideramos el punto i y la
recta i, r; construimos una recta paralela a ella que pasa por el punto 1; su interseccién con el eje
imaginario es el punto ir~'; tenemos pues el resultado.

C(X) es cerrado para tomar raices cuadradas. Sea z € C(X), si la forma polar de z es re!, entonces
1+ r puede ser construido y también (1 +r)/2, consideramos la circunferencia con centro (1+r)/2

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara



48 CAr I. EXTENSIONES DE CUERPOS

z'

Figura I.3: Argumento

y radio (1 + r)/2, la interseccion de esta circunferencia con la recta paralela al eje imaginario que
pasa por el punto 1, determina un punto B, y el médulo de B —1 es 4/r. La demostracién de este
hecho es por semejanza de tridngulos. Falta comprobar que podemos construir un elemento de C(X)
con argumento 8 /2, consideramos z + r, tenemos que z + r tiene argumento 6 /2.

C(X) es cerrado para tomar conjugados. Si z € C(X), ya sabemos que existe un elemento de C(X)
con argumento —6, asi pues la construccion de z es inmediata.

Si K es un subcuerpo de C que contiene a z;,...,2, y es cerrado para tomar raices cuadradas y
conjugados, entonces —1 € K, luego i = +/—1 € K, y por ser un cuerpo contiene a todos los niimeros
complejos de la forma p + iq, con p, ¢ € Q. Una recta que pase por dos puntos de K tiene una
ecuacion

aX+bY+c=0, cona,b,ce RNK.

Una circunferencia con centro un punto de K y radio la distancia entre dos puntos de K, (éste en un
numero real que pertenece a K), tiene una ecuacién

X?>+Y?+dX+eY+f =0, cond,e,f €eRNK.

Los puntos interseccién de dos rectas (de K) tienen coordenadas en R N K (son las soluciones al
sistema

a1X+b1Y+C1 :O

a2X + sz +C2 - O.

Los puntos interseccidon de una recta y una circunferencia (de K) tienen también coordenadas en
R NK (son soluciones reales al sistema

X?>+Y2+dX +eY+f=0
aX +bY +c=0,

que se expresan en funcién de los coeficientes y raices cuadradas de los mismos). Los puntos inter-
seccién de dos circunferencias (de K) tienen también coordenadas en R N K. Entonces, ya que se
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i

T AN
Figura I.4: Mddulo

verifica X C K, también X; CK, i € N, y por tanto C(X) € K. Como consecuencia C(X) es el menor
subcuerpo de C que contiene a K y es cerrado para raices cuadradas y conjugados. O

Una propiedad del cuerpo C(X), que se desprende de la demostracién, es que C(X) contiene todos
los nimeros complejos de la forma p + ig, con p, g € Q, y por tanto C(X) es un subconjunto denso
de C, para la topologia usual.

Teorema. 3.2.

Sizy,...,2, € Cyllamamos K = Q(z;,...,%,,%1,-..,%,), €Ntonces para un nimero complejo z son

equivalentes:

(a) z€C(2,...,2,);

(b) Existe una torre de cuerpos K € K(u;) € --- € K(uy,...,u,) talqueu; € C,1 <i <r,z €
K(uy,...,u,) yu? €K(uy,...,u; ;).

DEMOSTRACION. (a) = (b). Llamamos H al conjunto de los niumeros complejos que verifican la
condicién (b). Si z,2” € H con z € K(uy,...,u,) y 2 € K(v,,...,v,), entonces z + 2’, zz’, 27! €
K(uy,...,u,,vq,...,Vv,), y tenemos una torre de cuerpos

KCK) S - CK(uy,...,u,) CK(Up, vy, 1) S - SK(Up, e vy Upy Veyee ey V)

que verifica la condicién (b). Entonces H es un subcuerpo de C.
Si se verifica que z € K(uy,...,u,), entonces /z € K(uy,...,u,, 4/%%), y por tanto y/z € H.

Es cierto que el conjugado de K es igual a K, y se verifica que el conjugado de K(uy,...,u,) es
K(uy,...,u,), luego el conjugado de cada elemento de H pertenece a H.
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Figura I.5: Argumento

Por tanto H contiene a C(2,...,2,); por la minimalidad de este subcuerpo, ya que siempre tenemos
C(2q,...,2,) C H, se verifica H=C(2,...,2,).

(b) = (@). Es inmediato que K = Q(21,...,%,,%1,---,%,) € C(21,...,%,), ¥ si 2 € K(uy,...,u,) con
u? € K(uy,...,u;_1); por induccién tenemos que u; € C(2y,...,%,), y por tanto z € K(uy,...,u,) C
C(215.--,2,)- O

Corolario. 3.3.

Siz € C(zq,...,2,), entonces z es algebraico sobre K = Q(z1,...,%,,%1,-..,%,) ¥V Su grado es 2° para
algins € N.

DEMOSTRACION. Como z € C(2,...,%,), existe unatorre K C K(u;) C --- € K(uy,...,u,),conuy; € C
y ul.2 € K(uy,...,u;1), 1 <i <r, parala que z € K(uy,...,u,), entonces [K(uy,...,u,) : K] =27,
ya que K € K(2) € K(uq,...,u,), tenemos que [K(z) : K] es un divisor de 2", luego es de la forma
A O

El reciproco de este resultado no es cierto, como mas adelante comprobaremos.

Aplicaciones.

Proposicion. 3.4.
No es posible dividir un dngulo, arbitrario, en tres dngulos iguales con regla y compads.
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i ‘”I'\

(9] 1

L

Figura 1.6: Modulo

DEMOSTRACION. Consideramos el dngulo de 8 = 60°, 6 equivalentemente los puntos del plano
complejo z, =0, 2y =1y 2z, =cos(0) +isen(0) = 1/2+i/2. Dividir 6 en tres dngulos iguales es
determinar el punto z; = cos(6/3) +isen(6/3), y hacerlo con regla y compas es equivalente a que
25 € C(2y,21,2,). Si esto ocurre, entonces las componentes de z; también pertenecen a C(2y,2;,%,), ¥
por tanto tienen grado una potencia de dos sobre el cuerpo K = Q(zy, 21, 29,29, 21,%2) = Q(0,1,1/2+
iv/3,1/2—i+v/3) = Q(v—=3), ya que [K : Q] = 2, el grado de las componentes reales de z, sobre Q
es también igual a una potencia de 2. Sin embargo de las relaciones

sen(a + ) = sen(a)cos(B) + cos(a) sen(f3)

y
cos(a + f3) = cos(a) cos(f) —sen(a)sen f3),

se obtiene que cos(0) = 4 cos3(6/3) — 3 cos(0/3), tenemos la relacién
1/2 =4cos*(8/3)—3cos(6/3),

y por tanto cos(6/3) es raiz del polinomio 4X> —3X — 1/2, que es irreducible sobre Q, por tanto el
polinomio ménico irreducible de cos(6/3) sobre Q es 4X° —3X —1/2, y su grado es igual a 3, que
no es una potencia de 2. Tenemos que cos(8/3) no es construible sobre {2, 2;,2,}. O

Proposicion. 3.5.
No es posible duplicar un cubo, de lado uno, con regla y compas.

DEMOSTRACION. Duplicar el cubo de lado igual a 1 exige construir un segmento de longitud v2, 6
equivalentemente probar que 2 es construible sobre el conjunto {0, 1}, lo que implica que el grado
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A\z o

Figura [.7: Argumento

de /2 sobre Q sea una potencia de 2, pero el polinomio X> — 2 es irreducible en Q, y por tanto el
grado de +/2 sobre Q es igual a 3. a

Proposicion. 3.6.

No es posible construir un cuadrado, con regla y compds, con el mismo drea que un circulo arbitrario
dado.

DEMOSTRACION. Si consideramos el circulo de radio 1, construir un cuadrado con drea igual al drea
del circulo es equivalente a probar que 7 es un nimero construible sobre el conjunto {0, 1}, como
consecuencia tiene grado una potencia de 2 sobre QQ, en particular es un elemento algebraico sobre
Q, pero es bien conocido (Teorema de Lindemann, 1882) que 7 no es algebraico sobre Q. |

Poligonos regulares.

El otro problema clésico relativo a construcciones con regla y compés es el de la construccién de
poligonos regulares. Vamos a estudiar un caso particular, cuando el nimero de lados es igual a un
numero primo p. Construir con regla y compds un poligono de p lados es equivalente a construir
el numero complejo z = cos(27/p) + isen(27/p). Este nimero z verifica z¥ = 1, luego es raiz del
polinomio X? —1 = (X —1)(X?~! +---+ X + 1), entonces z es raiz del polinomio X?~! +--- + X + 1.
Este polinomio es irreducible en Q, y por tanto el grado de z sobre Q es p — 1. Por los resultados
estudiados anteriormente, una condicién necesaria para poder construir el poligono de p lados es
que p — 1 sea una potencia de 2, 6 equivalentemente que p sea de la forma 2° + 1.

Como consecuencia los poligonos regulares de 7, 11, 13, 19, 23, 29, 31, 37, 39, 41, 43, 47, 49, 51,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, ...lados no pueden ser construidos con regla y compds. Una condicién
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B-1 B
x b
a r 1+r
0 1 (1+1)/2

Figura 1.8: Médulo

necesaria para que 2° + 1 sea primo es que s sea de la forma 2', para algin t € N, ya que si s = uv
con u impar, para cualquier entero positivo impar se verifica

X'+1=X+DX“" =X+ + (DX +-- =X +1),
y por tanto 2° + 1 tiene la factorizacién
241=2"+1=(2"+ 1)WY —2@2V L (1) 2V ... —2V 4+ 1).

Entonces los nimeros primos p para los que puede ser posible construir un poligono regular con regla
7 t . . s, .

y compds son de la forma 22 + 1. Estos primos se llaman primos de Fermat porque este matematico

los estudié. Fermat conjeturé que para todo t > 0, 2% +1 es un primo. Esto ocurre para los primeros

valores:

t:Jo[1[2] 3 | 4
F,=2% +1:|3|5|17|257| 65537

Pero el siguiente nimero Fy = 22 41 = 4294967297 = 641 x 6700417 no es primo. (La demostraciéon
maés corta es la siguiente: El nimero 641 = 5*+ 2% =5 x 27 + 1 divide a los dos ntiimeros siguientes:
a=5%"x2%8+2%yp=5%x228—1ypor tanto divide a su diferenciaa— b =23 +1 =F..)

Queda abierta la cuestion de si F, es primo para algun valor de t mayor que 5. Se ha demostrado
que F, es primo si, y sélo si, F, divide a 3%"«"1/2, Utilizando este criterio (y efectuando los calculos
por ordenador) se ha demostrado que F, es compuesto para todo 5 < t < 22.

Mads adelante, cuando desarrollemos la teoria de Galois, veremos que esta condiciéon también es
suficiente. Pero ahora vamos a analizar un poco maés esta construccién. Es curioso que histéricamente
se demostro antes la suficiencia de esta condicién que su necesidad. (Teorema de Gauss—Wantzel.)
Si se puede construir un poligono de n lados con regla y compas, es también posible construir poli-
gonos de 2n, 2%n, ...lados, ya que con regla y compés podemos hacer la biseccién de un dngulo, y
también poligonos de m lados, para m un divisor de n. Como consecuencia se pueden construir con
regla y compads poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados.
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Vamos a estudiar la construccién de un poligono regular de 10 lados, y como consecuencia de uno
de 5 lados. Consideramos el plano complejo, los puntos 0 y 1, y la circunferencia de radio 1. Sea
z € C un namero complejo tal que el segmento 1, z es un lado del poligono, con centro en z y radio
el médulo de 1 —z construimos una circunferencia, que corta al eje real en el punto 1 y en el punto
x. Los tridngulos 0, 1, z y 2, x, 1 son semejantes, ya que el dngulo z,0,1 es de 36° y los dngulos
0,z,1y2,1,0 son de 72°. Asi mismo, al ser el tridngulo z, x, 1 isdsceles, y ser el dngulo x,1,z de

72°, tenemos que el dngulo x,z,1 es de 36°, y los tridngulos son semejantes como ya habiamos

1 X
anunciado. Entonces se verifica — = T que da lugar a la igualdad x>+ x — 1 = 0, y que tiene
x —X

por raiz real positiva a x = . Entonces x puede ser construido con regla y compds a partir del

conjunto {0, 1}.
Como nota histdrica, el numero x era llamado por los pitagéricos el numero de oro 6 la razén

aurea. En el Renacimiento se llegé a considerar al rectdngulo que tiene x como proporcién entre
sus lados es el rectdngulo mds bello.

Poligonos regulares de n lados, con n compuesto

Hasta ahora hemos estudiado sélo las construcciones de poligonos regulares de n lados cuando n es
primo. El caso general se reduce a éste por las observaciones siguientes:

Sin =mgqy el poligono regular de n lados es construible, y P,P; - - - P,_; son los vértices. El poligono
regular de m lados estd formado por los vértices PyP, - - - Py(;,_1), y POr tanto es construible. Asi por
ejemplo, el poligono mds facil de construir es el hexdgono regular, y el tridngulo equilétero se obtiene
uniendo los vértices alternos del hexdgono (Hay dos de tales tridngulos, formando una estrella de
David).

Por otra parte, supongamos que mcd{m,n} = 1 y que el poligono regular de m lados y el poligono
regular de n lados son construibles. Existen r,s € N tales que sn —rm = 1 y dividiendo por mn

1 s r

mn m n

Asi que para construir la mn-ésima parte de la circunferencia, tomamos a partir de un punto de la
circunferencia s lados del poligono regular de m lados y r lados del poligono regular de n lados.
Su diferencia es el lado del poligono regular de mn lados. Euclides en Elementos IV.16 procede de

. I 1 171 1 , . . .
manera ligeramente distinta: =337 5) asi que a partir de un punto A de la circunferencia

construye un vértice del pentdgono regular B y un vértice del tridngulo equilédtero, sea C. Biseca el
arco BC, sea E el punto medio y cada uno de los segmentos BE y BC es un lado del pentadecdgono
regular.

Naturalmente, si el poligono regular de m lados es construible, también lo es el poligono regular
de 2m lados: Basta bisecar cada uno de los dngulos centrales del poligono regular de m lados, y la
bisectriz de un dngulo es construible con regla y compas.

Estas tres observaciones demuestran la mitad del siguiente teorema:
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Teorema. 3.7. (Teorema de Gauss-Wantzel, [17, p. 274])
Un poligono regular de n lados es construible con regla y compds si, y sdlo si, n = 2°p, - - - p, donde
e > 0 y los p; son primos de Fermat distintos.

DEMOSTRACION. Si el poligono regular de n lados es construible con regla y compas, entonces ¢(n)
es una potencia de dos, por tanto cada factor primo p de n verifica ¢(p) = p — 1 es una potencia de
dos: es un primo de Fermat. Si el exponente de p en n es e, entonces p* !(p — 1) = p(p¢) = 2°, de
donde se deduce que e =1 6 p = 2, y por tanto n = 2°p, ---p, donde e > 0 y los p; son primos de
Fermat distintos.

Sin = 2°p,;---p, donde e > 0 y los p; son primos de Fermat distintos, y £ es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad, entonces [Q(&) : Q] = ¢(n) es una potencia de 2, y en consecuencia & es un
numero complejo construible. a

Construcciones algebraicas explicitas

Hasta finales del siglo XVIII no se conocian mds poligonos regulares constructibles que los expuestos
en los Elementos. Pero el 30 de Marzo de 1796 el joven Gauss (tenia 19 afios) escribe en su diario
que habia hallado “el principio sobre el que se basa la divisién de la circunferencia y en particular la
division de la misma en 17 partes”. En otras palabras, habia demostrado que el poligono regular de
17 lados es construible. Posteriormente decia que este descubrimiento le habia influido con fuerza
para dedicar su vida a las matematicas.

Vamos a describir directamente la construccién del pentdgono y del heptadecdgono regular. Como
dice Jacob Steiner, haremos nuestras construcciones “simplemente por medio del lenguaje”. Es decir,
no nos interesa realizar explicitamente las construcciones geométricas mds elegantes, sino asegurar-
nos de que esas construcciones son realmente posibles.

La construccion del pentdgono regular equivale a la de la raiz quinta de la unidad & = cos(27/5) +
isen(27/5). Sabemos que £ es raiz del polinomio ®; = X*+X3+X%?+X+1.Seaa =E+E 1 = E+&%
Un poco de manipulacién muestra que a esraizde X?+X —1€Q[X]y & esralzde X>—aX +1€
Q(a)[X]. Tenemos la torre de extensiones cuadraticas

Q€)>Q(@)>Q

Por el Teorema (3.7.) & es construible.
En[17, p.222-223] se describe en detalle la construccion del heptadecdgono regular. Resumiéndola,

definimos sucesivamente los numeros
&= cos(2m/17) +isen(2m/17)
y=E+&1=E+&"
p=E+e+E 4"
a=E+E + 8+ T+ 2487
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y formamos la torre
QE)2QM>QB)>Q(@)>Q

donde cada paso es una extension cuadrdtica, ya que se verifican las siguientes ecuaciones cuadra-
ticas:

E2—yE+1=0
r*—Br—(B°—6B+3)/2=0
p?—ap—1=0
a+a—4=0

Recientemente se ha publicado una construccion algebraica explicita del poligono regular de 257
lados, donde los célculos se han realizado con ayuda del programa de ordenador MAPLE V.

Construcciones geométricas explicitas. Curiosidades

Cada una de las construcciones algebraicas anteriores se pueden trasladar paso a paso a una cons-
truccién geométrica, pero como ya hemos dicho, dicha construccion no serd ni la mds corta ni la mds
elegante de todas las posibles. Ademads de las construcciones expuestas en los Elementos, Ptolomeo
y Richmond (1893) dieron construcciones del pentdgono regular mas sencillas que las de Euclides.
Richmond (1909) también describe una construccién sencilla del heptadecdgono regular.

Richelot y Schwendenwein construyeron en 1832 el poligono regular de 257 lados y J. Hermes
invirtié diez afios sobre el de 65537 lados; deposité su trabajo en una gran caja que atin se encuentra
en la Universidad de Gottingen.
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3.1. Ejercicios

Construcciones con regla y compds

Ejercicio. 3.8. \
Demuestra que u= V' 1+ v2— v/3 + V5 + V6 es un niimero construible.

Ref.: 4161e_034 SOLUCION

Ejercicio. 3.9.
Demuestra la imposibilidad de construir con regla y compads:

(1) Un dngulo de 1°.

(2) Un 9-gono regular.

(3) La triseccion de un dngulo cuyo coseno sea 2/3.

(4) El radio de una esfera cuyo volumen sea la suma de los volimenes de dos esferas de radios
construibles.

(5) Un tridngulo isésceles dados su perimetro y su drea.

Ref: 4161e 035 SOLUCION

Ejercicio. 3.10.
Determina los enteros n € N tales que el dngulo de n grados es construible con regla y compads.

Ref:: 4161e 036 SOLUCION

Ejercicio. 3.11.
Sea 6 un dngulo tal que cos(0) = 11/16. Demuestra que 9 si puede trisecarse con regla y compas.

Ref.: 4161e 037 SOLUCION
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Ejercicio. 3.12.
Encuentra un dngulo a que no pueda construirse con regla y compds, pero que, supuesto que estd
construido, si pueda trisecarse con regla y compds.

Ref.: 4161e 038 SOLUCION

Ejercicio. 3.13.
Sean n y m enteros positivos y M = mcm{n, m}, demuestra que los poligonos regulares de n y m
lados son construibles con regla y compads si, y sdlo si, lo es el de M lados.

Ref: 4161e 039 SOLUCION

Ejercicio. 3.14.
¢Es posible construir con regla y compads el radio de un circulo cuyo drea sea igual a la suma de las
dreas de dos circulos de radios conocidos?

Ref:: 4161e_040 SOLUCION

Ejercicio. 3.15.
¢Es posible “cuadrar el tridngulo”? (Es decir, dado un tridngulo arbitrario, ¢es posible construir con
regla y compds el lado de un cuadrado que tenga la misma drea?)

Ref:: 4161e 042 SOLUCION

Ejercicio. 3.16.

Sea F /R una extension de cuerpos y P,S dos puntos del plano euclideo cuyas coordenadas pertenecen

a F. Demostrar que:

(1) Lalinea recta que pasa por P y S tiene una ecuacion de la forma aX +bY +c =0 cona,b,c €F.

(2) La circunferencia con centro P y radio el segmento PS tiene una ecuacién de la forma X*+Y?+
aX+bY+c=0,cona,b,c€F.

Ref: 4161e 076 SOLUCION
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Ejercicio. 3.17.
Sean c y d numeros reales construibles. Demostrar que:

(1) c+d yc—d son construibles.

(2) Sid # 0, entonces c/d es construible.

(3) cd es construible.

(4) Los numeros reales construibles forman un subcuerpo de R.
(5) Sic es construible, entonces también lo es +/c.

Ref.: 4161e 077 SOLUCION
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4. La cubica y Tartaglia

Polinomios cuadraticos

Vamos a trabajar con polinomios f(X) € K[X ], con coeficientes en un cuerpo, y sus raices. Veamos
el caso en el que K = Q.

Alahora de calcular las raices de f (X) € Q[X ], si f (X) es de grado dos, conocemos un procedimiento
que nos da explicitamente las mismas. Sea, por ejemplo, f(X) =X?+ bX + c; en este caso las raices

de f(X) son
b+ Vb4 _b— VB —4c
2 y*= 2 '

Una forma de llegar a esta férmula es mediante el método de completacidon de cuadrados.

a, =

2 2
X2+bX +c=X2+22x+(2) - (&) +¢
=X +22 - —40).

i ‘ ; —b+4/ b2—4c
Si a es una raiz, se tiene a0 = —% + (g —4c) ===

Polinomios cubicos

En el caso de polinomios de grado tres podemos seguir un método similar. Dado f(X) = X3+ bX?%+
cX +d € Q[X], desarrollando por Taylor en a € Q, resulta

2f (a) 3f (a)

f&X)=f(a)+Df(a)(X —a)+ X —a)’+ ——X—a)’.

Si tomamos a tal que D*f (a) = 0, tendremos un nuevo polinomio en el que el coeficiente de X? es
nulo. Este cambio podemos hacerlo, si b # 0, directamente mediante X — Y — g En este caso se
tiene 5
b b
X3+ bX2+cX+d=(Y—-2) +Zb(Y—§) +c(Y—2)+d
=7°+(c—%)v + % (26°—9bc +27d)
=Y3+pY +q.

en donde p = £ (3c—b?), y g = 5 (2b° — 9bc +274d).
Hemos reducido el problema a considerar un polinomio de grado tres de la forma X*+pX +q € Q[X].
Supongamos que X = u + v; desarrollando se tiene

X4+pX+q=wWw+v)P+plu+v)+qg=1+3uv(u+v)+v*+plu+v)+q.

4161-04.tex
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. 3
Como consecuencia u® +v3 +q =0y 3uv +p = 0, y por tanto u>v® = — (). Entonces u® y v° son

raices del polinomio de grado dos X2 + gX — (%)3, y se tiene:

u3_—q+VA2 3 —q—VA?
2 Y 2
Donde A? es el discriminante del polinomio de grado dos anterior, esto es, A = g + 4 (%)3.
Caso 1: A2=0.
SiA2=0,q*= —4(%’)3, entonces u®> = 5! = v>. Siu = y/ 3, es real, como uv = £, entonces v

también es real, luego v = u. Si u es complejo no real, sea u = w4/ %q, entonces v es complejo no

real, y es de la forma w? \3/ <. Las raices del polinomio de grado tres son:

al _+ —= —= -,
p— 3/ q 23[ q __ 3/ q __ / 14
J— 23/ q 3[ q __ 3[ q __ / p
a w _+6() —= J— — —_.

2
Como % = 7, la anterior expresién es:
3

a1 == ?q,

— =3¢
az - 2_,

B
3 2p *

Tenemos que el polinomio tiene tres raices reales: una simple y otra doble.
Caso 2: A*> 0.

3 _q+4/A2
2

_q_,/AZ
2

. N 3
Si A% > 0, consideramos u = real, y por tanto v =

uv:\J—qu«/F\J—q—«/F: (—p)?’ —p

2 2 3

, ya que se tiene

h }) zatva
2

P _ hij_q"“’Az kil_q_VAz_ ik —P
— ="'\ —— | ———— =" —,
3 2 2 3
de donde h+ k=0 (mod 3). Como consecuencia las raices del polinomio de grado tres son:
3/ —q+v/A2 | 3[/—q—V/A2
a, = \/ S \/ S
oy = w;/ _—q+2m + w? \3/ —_q_zm,
s/ g/ | 3 —q VP
a3 = w5+ wy/ =
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Tenemos una raiz real, a,;, y dos complejas no reales, a, y a5.
Caso 3 A% <0.

. 3f_ 2 . .z .
Si A® < 0, entonces u = 4/ %‘/A_ es complejo no real, y v es también complejo no real por ser

— . y2

u, siendo

3lul? 3ul?
P u € R,y se tiene P _ 1; en particular v = u. Una de las

3lul? 3lul?

_p =

raices es u + . El resto de las raices se obtienen como w"u + w*u, y por ser w'u + w*u = 5 Tl

p ,
uy = 3 Tenemos entonces v = € R. Por otro lado, una de las raices es real,

seau+veR, entoncesu+v=u-+

con 0 <h,k <3, entoncesh+ k=0 (mod 3). Las raices son

a;, =u+u,
a, = wu + WU = wu + wu,
a; = wu + Wl = w?u + wu.

En este caso las tres raices son reales, ya que cada una es una suma de un numero complejo y su
conjugado.

Es importante sefialar, en este caso, que de los seis valores: u, wu, w?u, U, wit, w?u, solo hay tres
parejas (los conjugados) cuya suma es un numero real, y éstas son las raices del polinomio.

Polinomios de grado mayor

El siguiente paso es encontrar férmulas que permitan calcular las raices de un polinomio de grado
cuatro. El método ideado por Ferrari consiste en reducir a un polinomio de grado tres, calculando sus
raices y construyendo las raices del polinomio original. Mas adelante vernos un método diferente.

El caso de grado dos se debe a matemadticos de la antigiiedad: babilonios, griegos, etc. El caso de
grado tres se debe a Tartaglia, y la formula encontrada se llama la férmula de Cardano. El caso de
grado cuatro se debe a Ferrari, discipulo de Cardano.

Para polinomios de grado cinco no conocemos una férmula que nos dé las raices en funcién de
los coeficientes del polinomio, y a esto se dedicaron los esfuerzos de los matematicos en los siglos
XVI, XVII y XVIII. La solucidn final del problema pasa, como ya hemos comentado, por determinar
propiedades de las raices y no por dar férmulas explicitas, en términos de radicales, de las mismas;
formulas que, por otro lado, vamos a probar que no existen en el caso general.

La cuartica

Dado un polinomio f(X) = X*+bX3+cX?+dX +e € Q[X ], vamos a hallar sus raices mediante el uso
de radicales de los coeficientes. Primero reducimos a un polinomio del tipo X*+pXr+qgX +r € Q[X].
Para hacer esto simplemente hacemos el desarrollo de Taylor de f(X) en un punto a € Q:

fe0=r@+ 20—y + 2L —ay+ x—a,

brjta) 21; (a) X —a)

D3f(a) 3, D*f(a)
3! 4
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y elegimos a de forma que D3f (a) = 0, por tanto a ser4 una raiz del polinomio D*f (X) = 24X +6b,
estoes, a = _Tb. Si hacemos el cambio X — Y + %, obtenemos un polinomio, en Y, con el coeficiente
de grado 3 igual a cero. Podemos suponer entonces que f(X) =X*+ pX?+gX +r.

A continuaciéon vamos a expresar f (X) como una diferencia de cuadrados. Para ello escribimos:

2
f(X)=X4+pX2+qX+r:(X2+§+a)2—(2aX2—qX+(a2+pa+pZ—r))

2
Tomamos a de forma que 2aX?—qgX +(a®+pa+ F-—r) sea un cuadrado; esto ocurre si el discriminate

2
del polinomio 2aX?* — X + (a* + pa + &- —r) es igual a cero, esto es, si

2
q2+4x2a(a2+pa+pz—r)=O;

como es un polinomio en a de grado 3, basta tomar a como una de sus raices reales. A continuacion

2
observamos que, fijado a en ese valor, el polinomio 2aX? — gX + (a® + pa + E- —r) tiene una raiz

4 . — 4
doble, y ésta es: a = 4.

Como consecuencia, se tiene:

f(X)Z(X2+§+a)2—2a( —i)z.

4a

por tanto es la suma por la diferencia, esto es,
FX) = (X2+B+a+ \/2a(X—i))(X2+l—)+a—\/2a(X—i)).
2 4a 2 4a

Para calcular las raices de f(X) basta calcular las raices de estos dos polinomios cuadraticos en el

cuerpo Q(v2ya).
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4.1.

Cuestiones

En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” 6 “FALSO” y haz un breve razonamiento para
justificar la respuesta.

€3]

(2
(3)
€))

()

6)

(7)

®)

9

El conjunto de los elementos no nulos de un cuerpo es un grupo ciclico para el producto.

(Ref.: 4161q_001)

Todo cuerpo infinito tiene caracteristica cero. (Ref.: 4161q_002)

El poligono regular de 9 lados es construible con regla y compas. (Ref.: 4161q_003)

Sea F /K una extension finita de cuerposy a, 8 € F;si[K(a) :K]=ay[K(B):K]=ben

ente

ros primos relativos, entonces [K(a, ) : K] = ab. (Ref.: 4161q_004)

Si t es un elemento trascendente sobre un cuerpo K, entonces t+1 es también trascendente

sobr

e K. (Ref.: 4161q_005)

Para toda extension F/K y a, 3 € F ,elementos arbitrarios siempre existe un automorfismo

(NS

Aut(F /K) tal que ¢(a) = 3. (Ref.: 4161q_006)

Q(i) y Q(+/5) son Q-espacios vectoriales isomorfos, pero no son cuerpos isomorfos.

(Ref.: 4161q_007)

Para toda extension F /K y para todo ¢ € Aut(F /K) el conjunto F¥ = {x € F | ¢(x)= x}

es un cuerpo. (Ref.: 4161q_008)

Para todo entero primo positivo p existe un torre de cuerpos F, € F,. € F,; € ---

(Ref.: 4161q_009)

(10) Si F es un cuerpo en el que todo polinomio de grado dos es reducible, entonces F es un
cuerpo algebraicamente cerrado. (Ref.: 4161q 010)

(11) Sea K un cuerpo y a, 3 elementos algebraicos sobre K. Si K(a)/K = K(f8)/K, entonces
Irr(a, K) = Irr(B,K). (Ref.: 4161q 011)

(12) Si K es un cuerpo de caracteristica cero en el que todo polinomio de grado mayor ¢ igual
que 3 es reducible, entonces la extensién K/K es siempre de grado 1 6 2. (Ref.: 4161q_012)

(13) Toda extensidn finita de un cuerpo es una extension algebraica. (Ref.: 4161q 013)

14 Toda extension algebraica de un cuerpo es una extension finita. (Ref.: 4161q 014)

(15) SiK C F C E esuna torre de cuerposy E/K es finita, entonces F /K es finita. (Ref.: 4161q_015)

4161-99.tex
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(16) Algunos angulos se pueden trisecar con regla y compas. (Ref.: 4161q_016)
17 La clausura algebraica de Q es C. (Ref.: 4161q 018)
(18) Ningun cuerpo finito es algebraicamente cerrado. (Ref.: 4161q _019)
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Introduccion

Vamos a fijar el tipo de extensiones que serdn objeto de nuestro estudios; éstas son las extensiones

finitas que son normales y separables, a las que llamaremos extensiones de Galois.

Una extensién F /K es normal si F es el cuerpo de descomposiciéon de un polinomio f(X) € K[X];
la propiedad importante de este tipo de extensiones es que si g(X) € K[X] un polinomio que tiene
una raiz en F, entonces g(X) descompone completamente en F. Las extensiones separables F /K se
caracterizan por ser invariantes por automorfismos de clausuras algebraicas de K. Otra propiedad
importante es que para cada extension intermedia K C E C F todo homomorfismo ¢ : E/K — F /K

se puede extender a un automorfismo de F /K.
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5. Cuerpos de descomposicion. Extensiones normales

Sea K un cuerpo y E/K una extension de cuerpos. Un polinomio f(X) € K[X] descompone en E si
en E[X] se factoriza como un producto de polinomios lineales, esto es;

fX)=aX—a;)--X—a,), conacKya,,...,a, €E.

Llamamos cuerpo de descomposicion de f (X) sobre K a un cuerpo E extension de K en el que f (X)
descompone, y verifica la propiedad de que f(X) no descompone en ningin subcuerpo intermedio
F,talque K CF CE.

Consecuencias inmediatas de la definicién son:

(1) Si E es un cuerpo de descomposicién de f(X) € K[X], entonces E = K(a,...,a,), donde
a,,...,a, son las raices de f(X). Entonces E/K es una extension finita, y su grado estd acotado
por n!, donde n es el grado de f(X).

(2) Todo polinomio f(X) € K[X ] tiene un cuerpo de descomposicion sobre K. Para probar esto basta
considerar una clausura algebraica K de K, la descomposicién de f(X) en K: f(X) = a(X —
a;)--(X —a,) y definir E = K(a,,...,q,). Evidentemente E es un cuerpo de descomposicién
de f(X) sobre K.

Lema. 5.1.
Sea K un cuerpo, f(X) € K[X] un polinomio y E, /K, E,/K dos cuerpos de descomposicion de f (X)
sobre K, entonces existe un isomorfismo o : E;/K — E, /K.

Para cada elemento a € E;, escribimos a” para representar a o(a), su imagen por o; y de forma
similar, escribimos E; para representar a o'(E;).

DEMOSTRACION. Llamamos K a una clausura algebraica de E,, entonces K es también una clausura
algebraica de K, ya que E,/K es una extension finita. Existe pues un homomorfismo o : E; /K —
K/K. Sila factorizacién de f(X) en E; es f(X) = a(X —a;)---(X — a,), y la factorizacién en E,/K
es f(X) =aX —p,):--(X —B,), entonces p°(X) = f(X) implica que los conjuntos {f;,...,5,} v
{a],...,a’} son iguales. Entonces EJ = K(a7,...,a’). Pero E, es un cuerpo de descomposicién de
f(X) sobre K y est4 contenido en K, luego la factorizacién de f(X) en K es también la factorizacién
de f(X) en E,, y por tanto tenemos

fX)=alX —af)- (X —a]) € E[X],

lo que implica que af,...,a’ € E,. Como consecuencia EJ C E,, y ya que E, = K(af,...,a7),
tenemos que EY = E,. a

4162-01.tex
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Sea K un cuerpo, una extensién E/K se llama normal si E es el cuerpo de descomposicion de un
polinomio f(X) € K[X].

Es de destacar que las extensiones normales no son una clase distinguida de extensiones, ya que si
K C F C E es una torre de cuerpos y E/K es una extension normal, no necesariamente F /K es una
extensién normal. Un ejemplo de que esto es asi lo proporciona el polinomio f(X) =X>—2 € Q[X].
Su cuerpo de descomposicién es Q(+/2, &), donde £ es una raiz quinta de la unidad distinta de 1. Si
tomamos K = Q y E = Q(v/2,&), entonces E/K es una extensién normal. Sin embargo, el cuerpo
intermedio F = Q(+/2) no es normal sobre K.

Ocurre sin embargo que si K € F C E es una torre de cuerpos y E/K es una extensién normal,
entonces E/F también lo es.

Las extensiones normales pueden ser facilmente caracterizadas mediante las condiciones equivalen-
tes siguientes:

Teorema. 5.2.

Sea K un cuerpo y E /K una extension finita, son equivalentes:

(a) E/K es una extension normal. .

(b) Paracadao : E/K — K /K, dondeK es una clausura algebraica de K que contiene a E, se tiene
E° =E.

(c) Todo polinomio irreducible f (X) € K[X] con una raiz en E descompone en E.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que E es el cuerpo de descomposicién sobre K de un
polinomio g(X) € K[X], entonces E = K(ay,...,a,), donde a,...,a, son las raices de g(X). Si K
es una clausura algebraica de E, entonces para cualquier homomorfismo o : E/K — K /K tenemos
que a] esraiz de g(X) en K, y por tanto af € {a,...,a,}, entonces {a,,...,a,} ={af,...,a’},y
por tanto E? = E.

(b) = (c). Supongamos que f(X) € K[X] tiene una raiz en E, y que las raices de f(X) en K son
Bis---5Pm, con By € E. Definimos o : K(B,)/K — K(B;)/K, 1 <i < m, mediante o(f3;) = ;. Com-
poniendo con la inclusién, tenemos un homomorfismo o : K(3;)/K — K/K, y podemos extender
o a un homomorfismo & : E/K — K /K. Aplicando que E/K es una extensién normal, se verifica
E° =E, y por tanto f3; = o(f3,) = o(p3,) € 0(E) = E.

(c) = (a). Por ser F /K finita, supongamos que E = K(a4,...,a,). Para cada a;, 1 <i < n, llamamos
gi(X) = Irr(a;,K), y gX) = g,(X)--- g,(X). Ya que cada g;(X) es irreducible y tiene una raiz en
E, resulta que g;(X) se descompone en E, luego g(X) descompone en E y no existe ningiin cuerpo

intermedio propio en el que descomponga, por tanto E es el cuerpo de descomposicion de g(X) sobre
K. |

La propiedad (b) se puede también enunciar de la siguiente forma:
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Para cada o : K/K — K /K, donde K es una clausura algebraica de K que contiene a E, se tiene E° = E.

Las siguientes son propiedades inmediatas que verifican las extensiones normales:

Lema. 5.3.
SeanK CECL yK CF CL dos torres de cuerpos con E/K y F /K extensiones finitas. Se verifica:
(1) SiE/K y F/K son extensiones normales, entonces EF /K también Io es.

(2) SiE/K yF/K son extensiones normales, entonces E N F /K también Io es.
(3) SiE/K es una extension normal, entonces EF /F también Io es.

DEMOSTRACION. Consideramos una clausura algebraica de K que contengaa EyaF.

(1). Sea o : EF /K — K /K un homomorfismo, entonces o :E/K— K/Ky op:F/K— K/K,
por tanto E° = Ey F° = F, entonces (EF)° = E°F° =EF.

(2).Seanoc : ENF/K — I?/K un homomorfismo, entonces extendemos ¢ hasta K, obteniendo un
homomorfismo & : K/K — K /K, entonces E° = Ey F® =F, y es claro que (ENF)° =(ENF)° C
E° NFC. Por otro lado, si y € E° N F, existen e € Ey f € F tales que o(e) = y = o(f), por ser o
inyectiva se tiene e = f € ENF, luego y € (ENF)° = (ENF)°.

(3). Supongamos que o : EF/F — K /F, entonces o también es un homomorfismo sobre K, y por
tanto E = E, de donde (EF)° = E°F° = EF. O

Lema. 5.4.
Sea K C F C E una torre de extensiones finitas con E/K una extension normal, entonces todo
homomorfismo o : F/K — E /K se puede extender a un automorfismo ¢ : E/K — E/K.

DEMOSTRACION. Consideramos una clausura algebraica K de K que contiene a E, y prolongamos
o hasta, o : F/K — K /K. Por ser E/K algebraica (es finita) existe una extensiéon de o hasta E,
G : E/K — K /K. Ya que E/K es una extensién normal, tenemos E° = E, luego resulta que & es la
extension de o buscada. O

Teorema. 5.5.

Si F /K es una extension finita, entonces existe una extension normal E /K verificando:
(1) FCE.

(2) Para cada extension normal H/K con F C H C E se tiene H = E.
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DEMOSTRACION. Como la extension F/K es finita, supongamos F = K(a,...,a,). Para cada a;,
1 <i < n, llamamos g;(X) = Irr(a;,K), y g(X) = g,(X)--- g,(X). Si K es una clausura algebraica
de K que contiene a todos los a;, 1 < i < n, llamamos E = K({a;/j € J}), donde {a;/j € J} es el
conjunto de todas las raices de g(X) en K. El cuerpo E es un cuerpo de descomposicién de g(X)
sobre K, luego E/K es una extension normal, y es claro que F C E. Supongamos ahora que H/K es
una extensién normal y que F € H C E, entonces cada g;(X), 1 < i < n, descompone en H y por
tanto g(X) descompone en H, pero E es un cuerpo de descomposicién de g(X), luego H = E. O

Si F/K es una extension finita, una extension E /K verificando las condiciones del teorema se llama
una clausura normal de F sobre K.

Vamos a probar que la clausura normal tiene una cierta unicidad.

Proposicion. 5.6.
Sea F /K una extension finita y E; /K, E, /K clausuras normales de F sobre K, existe un F -isomorfismo
o:E,/F—E,]/F.

e K
E, - S E,
i 8
K K

DEMOSTRACION. YaquelaextensidnE;/F,1 <i < 2, es finita, consideramos una clausura algebraica
K; de K que contenga a E;. Por la construccién del teorema, E; es el cuerpo de descomposicién en
K, de un polinomio g(X) € K[X]. Prolongamos la identidad en F hasta K, y por ser E,/F finita,
podemos extenderla hasta un homomorfismo o : E;/K — K,/K. La imagen E] de E; contiene
a F y es un cuerpo de descomposicién de g(X) contenido en K,, entonces E] = E,, y tenemos el
F-isomorfismo pedido. a

Una consecuencia importante de esta proposicion es que dada una extension finita F /K, toda clau-
sura normal E de F sobre K es una extension finita de K.

Si volvemos al ejemplo de Q(+/2, &), recordemos que Q(v/2, £5)/Q es una extensién normal y que
Q(+/2)/Q no lo es. Podemos caracterizar las subextensiones normales de una extensién normal me-
diante el siguiente teorema.
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Teorema. 5.7.
Sea K C F C E una torre de extensiones finitas y E /K una extension normal. Son equivalentes:

(a) F/K es una extension normal.
(b) Para cada homomorfismo o : E/K — E/K se tiene F° =F.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Dado un homomorfismo o : E/K — E /K, consideramos su prolonga-
cién a una clausura algebraica de K que contenga a E, y su restriccién a F, tenemos asi un homo-
morfismo o : F/K — K /K, ya que F /K es normal tenemos F’ =F.

(b) = (a). Consideramos un homomorfismo o : F/K — I?/K, por ser E/K finita podemos ex-
tenderlo hasta E. Supongamos que & : E/K — K/K es una extensién de o. Ya que E/K es una
extensién normal, E° = E, y por tanto podemos suponer que o : E/K — E/K, aplicando (b), se
tiene F = F° = F°, O
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5.1. Ejercicios

Cuerpos de descomposicion

Ejercicio. 5.8.
Razona que existe un isomorfismo o : Q(v/2) = Q(iv/2) tal que o(v/2) = iv/2.

Ref.: 4162e_001 SOLUCION

Ejercicio. 5.9.
Razona que no existe ningtin homomorfismo de cuerpos o : Q( V2)— Q( V3).

Ref.: 4162e_002 SOLUCION

Ejercicio. 5.10.
Demuestra que los cuerpos Q(i) y Q(+/2) no son isomorfos.

Ref:: 4162e_003 SOLUCION

Ejercicio. 5.11.
Determina todos los homomorfismos de cuerpos Q(+/2,i) — C que existan. Halla sus imdgenes.

Ref:: 4162e_004 SOLUCION

Ejercicio. 5.12.
Sea a una raiz del polinomio f(X) = X° + X3 + 1 € Q[X]. Determina todos los homomorfismos de
cuerpos Q(a) — C que existan. Halla sus imdgenes. (Pista: f (X) divide al polinomio X° —1).

Ref.: 4162e_005 SOLUCION
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Ejercicio. 5.13.
Demuestra que el polinomio X* —2X? —2 es irreducible sobre Q. Encuentra dos pares de raices que
generen extensiones no isomorfas.

Ref.: 4162e_006 SOLUCION

Ejercicio. 5.14.
Demuestra que el cuerpo de descomposicion de un polinomio de grado n estd generado por n—1 de
sus raices.

Ref.: 4162e_007 SOLUCION

Ejercicio. 5.15.
Calcula el grado del cuerpo de descomposicidn de X® + 1 sobre F,.

Ref.: 4162e 008 SOLUCION

Ejercicio. 5.16.
Calcula el grado de los cuerpos de descomposicion de los siguientes polinomios sobre Q:

(1) X?-2,
(2) X?>—1,
(3) X?>+X+1,
(4) X3 —-X2—-X-2,
(5) X*—1,
6) X*+1,
(7) X*+2,
(8) X*+4,
9) X*—7,
(10) X°—2,
(1D (X*—2)(X*—2),
(12) X*+X3—4X2—-5X -5,
(13) X°—1,
(14) X®+1,
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(15) X°—3,
(16) X%+ 3.

Ref.: 4162e_009 SOLUCION

Ejercicio. 5.17.

Calcula el grado de los cuerpos de descomposicion de los siguientes polinomios sobre Q:
(1) X*—2.

(2) X*—7.

(3) (X?—-2)(X?-5).

Ref:: 4162e 010 SOLUCION

Ejercicio. 5.18.
Demuestra que el cuerpo de descomposicion del polinomio X" — 1 sobre Q es una extension simple
de Q. Determina un elemento que genere la extension (elemento primitivo).

Ref.: 4162e 011 SOLUCION

Ejercicio. 5.19.
Sea p un entero primo positivo.

(1) Determina el cuerpo de descomposicion F del polinomio X ?* 1 sobre el cuerpoK =F,. Calcula
el grado [F : K].

(2) Determina el cuerpo de descomposicion F del polinomio X P’ _X sobre el cuerpoK =TF,. Calcula
el grado [F : K].

Ref.: 4162e 012 SOLUCION
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Ejercicio. 5.20.

Sea K un cuerpo y f(X) € K[X] un polinomio de grado n que se expresa f(X) = f;(X)--- f,(X),
siendo cada f;(X) € K[X ] un polinomio irreducible de grado d;, y f;(X)  f;(X), sii # j. Da una cota,
que se alcance, del grado de la extension K(f (X))/K.

Ref:: 4162e 093 SOLUCION

Ejercicio. 5.21.
Sea K un cuerpo y f(X) € K[X] un polinomio de grado n. Prueba que si el grado del K(f)/K es
igual a n!, entonces f (X) es irreducible.

Ref:: 4162e 094 SOLUCION

Ejercicio. 5.22.
Sea f(X) € K[X] y E su cuerpo de descomposicion. Pon ejemplos de polinomios para los cuales se
tengan las relaciones

(D [E: K] < gr(f (X))
(2) [E:K]=gr(f (X))
(3) [E : K]z gr(f (X))

Si f (X) es irreducible. ¢Es cierta siempre alguna de las relaciones anteriores?.
Ref.: 4162e 116 SOLUCION

Ejercicio. 5.23.

Sea K C E C F una torre de cuerpos y supongamos que d,...,a, son algunas de las raices de
f(X)eK[X]yE=K(aq,...,a,). Demuestra que F es el cuerpo de descomposicion de f (X) sobre
K si, y sélo si, F es el cuerpo de descomposicion de f(X) sobre E.

Ref.: 4162e 117 SOLUCION

Extensiones normales
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Ejercicio. 5.24.
Demuestra que toda extension de grado 2 es normal.

Ref.: 4162e 013 SOLUCION

Ejercicio. 5.25.
Consideramos la torre de cuerpos Q(v/2) > Q(v/2) > Q.

(1) Demuestra que las extensiones Q(+/2)/Q(v2) y Q(+/2)/Q son normales.
(2) Demuestra que la extension Q(+/2)/Q no es normal.

Ref.: 4162e 014 SOLUCION

Ejercicio. 5.26.

Dada una torre de cuerpos K C F C E, sabemos que si las extensiones E/F y F /K son algebraicas,
también lo es la extension E /K, y viceversa. En cambio, para extensiones normales este resultado
no se verifica.

(1) SilaextensionE /K es normal, no necesariamente la extension F /K es normal. Puedes considerar
el ejemplo siguiente: K = Q, F = Q(v/2) y E = Q(w, ¥'2), donde w es una raiz ciibica primitiva
de la unidad. Justifica este hecho. Observa que si E /K es normal, siempre E/F es normal.

(2) Si las extensiones E/F y F/K son normales, no siempre la extension E/K es normal. Puedes

considerar el siguiente ejemplo: K = Q, F = Q(+/2) yE = Q(V 1/2) = Q(+/2). Estudia por qué
no es normal.

Ref:: 4162e 095 SOLUCION

Ejercicio. 5.27.
Estudia si la extension F /Q es normal para F cada uno de los siguientes cuerpos:

(1) Q(V5),
2) Q(v/5),
(3) Q(/5,V5),
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4) Q(v/2,/5),

(5) Q(v2,v/=3),

(6) Q(v2,vV/=5),

(7) Q(V4),

(8) Q(V8),

(9) Q(v/27),

(10) Q(v16),
(1D Q(yay, va, - -, /@)

Ref.: 4162e 015

SOLUCION

Ejercicio. 5.28.
Estudia la normalidad de las siguientes extensiones:

(1) Q(WV=7)/Q.

2 QW=7)/Q.

(3) Q(vV7,v3)/Q.

4) Q(vV3)(V=7)/Q(V3).

Ref.: 4162e 016

SOLUCION

Ejercicio. 5.29.
Calcula la clausura normal de cada una de las siguientes extensiones:

(1) Q(v2,v5)/Q,
2) Q(v2)/Q,

3) Q(V5)/Q,

4) Q(+/5,v5)/Q,
(5) Q(v2,v/=3)/Q,
6) Q(v2)/Q(v2).

Ref.: 4162e 017

SOLUCION
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Ejercicio. 5.30.
Determina todas las extensiones de grado 3 de F,. Estudia la normalidad de cada una de ellas.
Encuentra un isomorfismo explicito entre aquellas que sean isomorfas.

Ref.: 4162e 019 SOLUCION

Un polinomio f(X) € K[X ] es normal si su cuerpo de descomposicion estd generado por una de sus
raices.

Ejercicio. 5.31.
Demuestra que todo polinomio f € K[X ] irreducible de grado 2 es normal.

Ref:: 4162e_020 SOLUCION

Ejercicio. 5.32.
Demuestra que ®, = X'+ XP?+..-+ X +1 € Q[X] con p primo es un polinomio normal.

Ref:: 4162e 021 SOLUCION

Ejercicio. 5.33.
Sea a una raiz del polinomio f(X) = X®—3X + 1 € Q[X]. Demuestra que a* — 2 es otra raiz de f .
¢Es f (X) normal?

Ref.: 4162e 022 SOLUCION

Ejercicio. 5.34.
¢Es la extension Q ( V24 1/—5) /Q normal?

Ref.: 4162e_100 SOLUCION

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 5. CUERPOS DE DESCOMPOSICION. EXTENSIONES NORMALES 81

Ejercicio. 5.35.
Sea E /K una extension (finita) verificando que todo elemento a € E estd contenido en un subcuerpo
intermedio F, que es normal sobre K. Demuestra que E /K es una extension normal.

Ref.: 4162e 118 SOLUCION

Ejercicio. 5.36.
Prueba que toda extension F /K generada por elementos de grado dos es una extension normal.

Ref.: 4162e 135 SOLUCION

Ejercicio. 5.37.

Sea E/K una extension normal y f (X) € K[X] un polinomio (mdnico) irreducible. Si f (X) se fac-
toriza en E como producto de dos polinomios (ménicos) irreducibles f,(X) y f,(X). Demuestra que
existe un homomorfismo o : E/K — E/K tal que f(X) = f,(X).

Ref: 4162e 119 SOLUCION

Ejercicio. 5.38.
Sea E /K una extension, demuestra que son equivalenes:

(a) La extension E/K es normal.
(b) Cada polinomio irreducible f(X) € K[X] factoriza en E[X] como un producto de polinomios
irreducibles, todos del mismo grado.

Ref:: 4162e 120 SOLUCION

Ejercicio. 5.39.

Sea a € Q y n un numero entero positivo impar tal que /a € R\Q. Demuestra que la extension
Q(+/a)/Q no es normal.

Ref.: 4162e 121 SOLUCION
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Ejercicio. 5.40.

Si f(X) € K[X] es un polinomio de grado n y E/K es su cuerpo de descomposicion, prueba que
[E :K]|n!

Ref.: 4162e 134 SOLUCION

Ejercicio. 5.41.

Sea K C F una extension normal finita y f(X) € K[X] un polinomio irreducible. Si f = gh es una
factorizacion en F[X ], con g,h polinomios mdnicos irreducibles, demuestra que existe un automor-
fismo o € Aut(F /K) tal que o(g) = h.

Ref:: 4162e 123 SOLUCION

Ejercicio. 5.42.
Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado impar mayor que uno.

(1) Prueba que f tiene al menos una raiz real.
(2) Sia es la tnica raiz real de f, prueba que Q(a)/Q no es una extension normal.

Ref.: 4162e 141 SOLUCION
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6. Extensiones separables. Cuerpos perfectos

Sea K un cuerpo, ya conocemos que existe un unico homomorfismo del anillo Z de los nimeros
enteros en K, la imagen de este homomorfismo es un subanillo de K; es el subanillo S de K generado
por el elemento 1. Yaque S C K, tenemos que S es un DI, y su cuerpo de fracciones es un subcuerpo de
K, llamémoslo C. Este subcuerpo C tiene una propiedad muy interesante: C estd contenido en cada
subcuerpo de K, es mds, C es la interseccidn de todos los subcuerpos de K. Asi pues para cada cuerpo
K el cuerpo C estd completamente determinado, y se le suele llamar el subcuerpo caracteristico o
el subcuerpo primo de K.

Ademads, ya que C es el cuerpo de fracciones de un cociente de Z, que es DI, tenemos que C ha
de ser isomorfo a Q, el cuerpo de los niimeros racionales, 6 a Z,, el cuerpo de las clases de resto
modulo p, para algin nimero entero primo p. Recordemos que la caracteristica de un anillo R es el
menor entero positivo n que verificaba n1 = 0, en caso de no existir este nimero entero positivo, la
caracteristica de R era igual a cero; 6 equivalentemente, la caracteristica de un anillo R es el entero
positivo 6 nulo que genera el nucleo del iinico homomorfismo existente de Z en R. Podemos pues
enunciar el siguiente resultado, cuya demostracion es inmediata.

Lema. 6.1.
Sea K un cuerpo, la caracteristica de K es cero si, y solo si, su cuerpo caracteristico es isomorfo a Q,
Y es p, un ndimero entero primo positivo, si su cuerpo caracteristico es F,,.

Sea f(X) € K[X] un polinomio no constante, y sea F /K un cuerpo de descomposiciéon de f(X). En
F el polinomio f (X) se factoriza en la forma

f)=X—a)™ (X —a)™,

siendo a,...,a, las raices de f(X) en F, todas distintas, y los m; las multiplicidades de la raices,
m=>1,1<i<r.
Si E/K es otro cuerpo de descomposicion de f(X), y f(X) se factoriza E en la forma

fE)=&X =" (X =B,

con f3y,..., B las raices de f(X) en E, todas distintas, y los n; verificando n; > 1, 1 < j <'s, enton-
ces existe un isomorfismo de F/K en E/K que aplica biyectivamente el conjunto {a,,...,a,} en el
conjunto {f3;,..., 5;}. Luego r = s y ademas existe una permutacién o € S, que verifica m; = n,,
1 <i < r. Como consecuencia la multiplicidad de las raices de un polinomio no depende del cuerpo
en el que éste descomponga, sino que depende Unica y exclusivamente de él mismo y del cuerpo K
en el que estan sus coeficientes.

Vamos a estudiar la multiplicidad de las raices de un polinomio no constante f(X) € K[X]. Recor-
demos el siguiente resultado, en donde Df (X) es la derivada de f(X) con respecto a X.

4162-02.tex
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Lema. 6.2.
Sea f (X) un polinomio con Df (X) # 0 y con coeficientes en un cuerpo K, son equivalentes:

(a) Todas las raices de f (X) son simples.
(b) f(X) yDf(X) son primos relativos.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sitodas las raices de f (X ) son simples, en un cuerpo de descomposicién
F de f(X) tenemos que f(X) tiene la expresidn siguiente:

fX)=aX—a))- (X —a,),

con todos los a; distintos. Si calculamos Df (X) tenemos
Df(X)=a) (X—a;) (X —a )X =) (X —a,).
i=1

Como paracadai, 1 <i<r,setiene (X —a;)tDf(X),y Df(X) # 0, tenemos que f(X) y Df (X)
son primos relativos.

(b) = (a). Llamamos d(X) al maximo comun divisor de f(X) y Df(X). Tomamos F un cuerpo de
descomposicion de f(X) y a € F una raiz de multiplicidad m, mayor ¢ igual que 2. En F[X ] tenemos
fX)=(X—a)"g(X), con g(X) € F[X]. Por tanto Df (X) = (X —a)"Dg(X) + m(X —a)" 'g(X),y
X —adividea f(X)yaDf(X), en F[X], por lo tanto no son primos relativos en F[X ], y tampoco lo
son en K[X]. |

Consecuencia de este hecho es:

Corolario. 6.3.

(1) SiK es un cuerpo de caracteristica cero, entonces todo polinomio no constante e irreducible
tiene todas sus raices simples.

(2) SiK es un cuerpo de caracteristica p(# 0), entonces un polinomio no constante e irreducible
f (X) tiene raices muiltiples si, y slo si, Df (X) = 0.

En el segundo caso el polinomio f (X) es de la forma g(X?) para algtin polinomio g(X) € K[X].

DEMOSTRACION. (1). Por ser f(X) irreducible tenemos que f(X) y Df (X) son primos relativos, ya
que f(X) no puede dividir a Df (X) por ser de grado menor, por tanto las raices de f(X) son todas
simples.

(2). (=).SiDf(X) # 0, entonces f(X) y Df (X) son primos relativos, y por tanto todas las raices de
f(X) son simples.
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(). Si Df(X) = 0, entonces toda raiz de f(X) es también raiz de su derivada, y por tanto es una
raiz multiple.

SiDf(X) =0y f(X) = ap + a;X + -+ + a,X", entonces para cada indice 0 < i < n, se tiene

ia; = 0, en particular para cada i verificando 0 < i < ny p {1 se tiene a; = 0, luego f(X) =
ag+a,XP + -+ a, XP =a,+a,(XP) +- - +a, (XP). O

No podemos asegurar que todos los polinomios irreducibles, al igual que en caso de caracteristica
cero, tengan raices simples, pues puede ocurrir que la derivada sea igual a cero. Un ejemplo de que
es posible encontrar un polinomio irreducible con raices multiples es el siguiente:

Ejemplo. 6.4.

Sea K un cuerpo de caracteristica p(# 0), y T una indeterminada sobre K. Consideramos el anillo de
polinomios K[ T ]y su cuerpo de fracciones K(T). En el anillo K(T)[X] el polinomio f(X)=X?—T
es irreducible (aplicar el criterio de Eisenstein) y su derivada es cero. Si F/K(T) es un cuerpo de
descomposicion de f(X),y B € F es una raiz, se verifica

0=f(B)=p"—T,

entonces, en K(T)(B)[X] se tiene f(X) =XP — T = XP — P = (X — B)?. Como consecuencia, f (X)
tiene raices multiples.

Vamos a buscar condiciones, sobre el cuerpo K, para que todos los polinomios irreducibles tengan
todas sus raices simples. Para ello introducimos el endomorfismo de Frobenius. Si K es un cuerpo
de caracteristica p(# 0), definimos ¢ : K — K mediante ¢(x) = xP, para cada x € K. Asi definido
¢ es un homomorfismo de cuerpos; ademads si K es finito, entonces ¢ es un automorfismo. Este
endomorfismo nos va a permitir dar una caracterizacién de los cuerpos que andamos buscando.

Teorema. 6.5.
Sea K un cuerpo de caracteristica p(# 0), son equivalentes:

(a) Todo polinomio irreducible no constante f (X) € K[X] tiene todas sus raices simples.
(b) El endomorfismo de Frobenius es un automorfismo.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Dado a € K consideramos el polinomio f(X) = X? —a € K[X]. Si a
es una raiz de f(X) en un cuerpo de descomposicion F /K, entonces en F[X ] tenemos la siguiente
expresion para f(X):

fX)=X—a),

y por tanto cada factor irreducible, sobre K, de f(X) tiene también una tnica raiz, posiblemente
con multiplicidad > 1. Aplicando (a), resulta que el tnico factor irreducible de f(X) en K[X] es
X —a. Luego a € K y a = o, asi pues el endomorfismo de Frobenius es sobreyectivo y por tanto un
automorfismo.
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(b) = (a). Supongamos que f(X) € K[X] es irreducible y no constante, si Df (X) = 0, entonces
existe g(X) € K[X] tal que f(X) = g(X?), supongamos que g(X) = by, + b;X +---+ b, X", entonces
para cada b;, 0 <i < r, existe ¢; tal que ¢ = b;, y tenemos pues f (X) = c; +¢; (XP)+---+cP(XP) =
(co+ci X +---+¢,X"), lo que es una contradiccion. Asi pues Df (X) # 0y f(X) tiene todas sus raices
simples. a

Los cuerpos que verifican las condiciones equivalentes del teorema se llaman cuerpos perfectos.
Es claro, de los comentarios anteriores, que todo cuerpo de caracteristica cero es perfecto y que
también lo es todo cuerpo finito; no lo es en cambio la extensién de un cuerpo de caracteristica p
por un elemento trascendente, como nos muestra el Ejemplo (6.4.).

Sea K un cuerpo, un polinomio f(X) € K[X] es un polinomio separable sobre K si sus factores
irreducibles, sobre K, tienen todas sus raices simples.

Sea F /K una extension de cuerpos, un elemento algebraico a € F es un elemento separable sobre
K si el polinomio Irr(a, K) es separable.

Una extension algebraica F /K es una extension separable si cada elemento de F es separable sobre
K. (Mds adelante veremos que una extension F /K es separable si estd generada por elementos separa-
bles.)

Observa que el polinomio X?—T? € K(T)[X] es separable, pero X? —T? € K(T?)[X ] no es separable,
cuando T es una indeterminada sobre K.

Consecuencia inmediata de estas definiciones es que un cuerpo es perfecto si, y sélo si, todo polino-
mio es separable.

Las extensiones separables permiten caracterizar a los cuerpos perfectos.

Proposicion. 6.6.
Sea K un cuerpo, son equivalentes:
(a) K es un cuerpo perfecto.

(b) Toda extension algebraica de K es separable.
(c) Toda extension finita de K es separable.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si F/K es una extensién algebraica, para cada a € F tenemos que
Irr(a, K) es un polinomio separable sobre K, luego a es un elemento separable sobre K, y por tanto
F /K es separable.

(b) = (c). Es evidente, ya que cada extensidn finita es algebraica.

(c) = (a). Si f(X) € K[X] es un polinomio irreducible no constante, consideramos un cuerpo de
descomposicion de f (X) sobre K, entonces F /K es una extension finita y por tanto separable. Como
consecuencia cada raiz de f(X) es separable sobre K, y f (X) es pues un polinomio separable. a

Como consecuencia todo cuerpo algebraicamente cerrado es un cuerpo perfecto.

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 6. EXTENSIONES SEPARABLES. CUERPOS PERFECTOS 87

Proposicion. 6.7.
Sea K C F C E una torre de cuerpos, siendo E /K una extension algebraica y separable, entonces
E/F y F /K son extensiones separables.

DEMOSTRACION. F/K es separable ya que cada elemento a € F es también un elemento de E, y
por tanto es separable sobre K. Para probar que E/F es una extension separable, consideremos un
elemento 3 € E, entonces se verifica Irr(f3, F) | Irr(8,K), ya que Irr(f3,K) es separable, resulta que
Irr(f3, F) también lo es. Luego f3 es separable sobre F. |

Teorema. 6.8.
Todo cuerpo, extension algebraica de un cuerpo perfecto, es un cuerpo perfecto.

DEMOSTRACION. Supongamos que K es un cuerpo perfecto y F/K es una extension algebraica,
para cada extension algebraica E/F tenemos que E/K es una extension algebraica, y por tanto es
separable, como consecuencia E/F es una extension separable, y por tanto F es un cuerpo perfecto.

O

Para seguir nuestro estudio de las extensiones separables necesitamos nuevos elementos en la teoria;
en particular, estamos interesados en caracterizar las extensiones separables finitas en términos del
numero de automorfismos de la extension.
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6.1. Ejercicios

Extensiones separables. Cuerpos perfectos

Ejercicio. 6.9.
Sea K un cuerpo.

(1) Prueba que para cualquier familia de subcuerpos {K; | i € I} se tiene que N;K; es un subcuerpo
deK.

(2) Para cada elemento a € K, la interseccion de todos los subcuerpos de K que contienen a o es el
menor subcuerpo de K que contiene a a, lo representamos por ().

(3) Llamamos subcuerpo carateristico o subcuerpo de primo de K al menor subcuerpo de K que
contiene a 1. Existe una tinica aplicacién de anillos f : Z — K, sinZ = Ker(f ), n € Z=°, decimos
que n es la caracteristica de K ; la caracteristica de K es 0 o un nimero primo, y el subcuerpo de
primo de K es Q, si la caracteristica es 0, 6 Z,, si la caracteristica es p # 0.

(4) El subcuerpo primo queda fijo para todo endomorfismo de K.

(5) Si la caracteristica de K es p # 0, entonces ¢, : K — K, definido ¢>p(x) = xP, se llama
el endomorfismo de Frobenius, y tiene como conjunto de elementos fijos los elementos del
subcuerpo primo.

(6) Al considerar F, ={0,1,a,a + 1}, prueba que ¢,(a) = a+ 1.

Ref:: 4162e 018 SOLUCION

Ejercicio. 6.10.
Demuestra que sobre un cuerpo de caracteristica p # 0 el polinomio X? —a ¢ es irreducible 6 es una
potencia de un polinomio lineal.

Ref:: 4162e 023 SOLUCION

Ejercicio. 6.11.

Estudia si los siguientes elementos son separables:

(1) v/23 sobre Q.

(2) V2 sobre Q(v2),

(3) /5 sobre F,,

(4) La indeterminada t sobre F,(t?), con p un entero primo positivo.

Ref.: 4162e_024 SOLUCION
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Ejercicio. 6.12.
Sea F /K una extension finita con m = [F : K] y car(K) = p # 0 tales que p t m. Demuestra que la
extension F /K es separable.

Ref.: 4162e 025 SOLUCION

Ejercicio. 6.13.

Demuestra que una extension no separable de un cuerpo de caracteristica p tiene grado mayor o
igual a p.

Ref.: 4162e 026 SOLUCION

Ejercicio. 6.14.
Sea a € F, un elemento distinto de cero y f(X) = X? —X + a € F,[X]. Demuestra que si a es una
raiz de f (X) entonces también lo es a + 1. ¢Es f (X) separable?

Ref.: 4162e 027 SOLUCION

Ejercicio. 6.15.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0 y a un elemento algebraico sobre K. Demuestra que:

(1) Existe unn> 0 tal que a es separable sobre K(a""). ,
(2) a es separable sobre K si, y solo si, K(a) =K(a?)=K(a? ) ="--

Ref.: 4162e 028 SOLUCION

Ejercicio. 6.16.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Si un elemento a de una extension de K es separable sobre
K(a?), demuestra que a € K(a?).

Ref.: 4162e 114 SOLUCION
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Ejercicio. 6.17.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, F/K una extension de cuerpos, yK, = {a € F | a* €
K, para algin r > 0}. Demuestra que:

(1) K, es un subcuerpo de F.
(2) SiF es perfecto, entonces también lo es K,,.
(3) Todo automorfismo de F /K deja fijo a K, elemento a elemento.

Podemos aplicar este mismo ejercicio al caso del subcuerpo caracteristico de K.
Ref:: 4162e 029 SOLUCION

Ejercicio. 6.18.

Sea K un cuerpo de caracteristica 2. Demuestra que cualquier extension separable de grado dos
sobre K puede generarse por una raiz de un polinomio X* + X +a, con 0 # a € K. Reciprocamente,
un polinomio del tipo anterior es separable sobre K. Ademads si u es una raiz del polinomio anterior,
también lo esu+1. Demostrar que los automorfismos de K(u)/K son la identidad y o, con o(b+cu) =
b+c+cu, para b,c €K.

Ref.: 4162e 030 SOLUCION

Ejercicio. 6.19.

Sea K un cuerpo de caracteristica 2. Demuestra que cualquier elemento u, no separable de grado dos
sobre K, es raiz de un polinomio de la forma X* + a con a € K un elemento que no es un cuadrado
en K. Reciprocamente, demuestra que cualquier polinomio del tipo anterior no es separable sobre
K.

Ref.: 4162e 031 SOLUCION

Ejercicio. 6.20.
Sea K un cuerpo de caracteristica 2, y F /K una extension separable de grado 2. Prueba que existe
a€F talqueF =K(a) ya* +a €K.

Ref.: 4162e 101 SOLUCION

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 6. EXTENSIONES SEPARABLES. CUERPOS PERFECTOS 91

Ejercicio. 6.21.
Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2.

(1) Demuestra que toda extension de grado dos sobre K es separable y puede ser generada por una
raiz del polinomio X* — a, con a € K un elemento que no es un cuadrado en K.

(2) Reciprocamente, si u es una raiz del polinomio anterior, entonces K(u)/K es separable.

(3) Demuestra que cualquier automorfismo sobre K es la identidad ¢ el definido por ¢(b + ac) =
b—ac, parab,c €K.

(4) Encuentra los automorfismos de K(u)/K.

Ref.: 4162e 032 SOLUCION

Ejercicio. 6.22.
Sea K un cuerpo de caracteristicap # 0, ya, b € K. Si se considera el polinomio f (X) = XP—bP1X —
a, prueba que f (X) es irreducible 6 f (X) descompone en K.

Ref.: 4162e_098 SOLUCION

Ejercicio. 6.23.
Demuestra que un cuerpo de caracteristica p # 0 puede tener n raices distintas n—ésimas de la unidad
si, y solo si, p no divide a n.

Ref: 4162e 113 SOLUCION

Ejercicio. 6.24.

Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0 y t una indeterminada sobre K. Prueba que el polinomio
XP —tP € K(tP)[X] es irreducible.

Ref.: 4162e 124 SOLUCION
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Ejercicio. 6.25.
Estudiar si son 6 no ciertas las siguientes afirmaciones:
(1) v—1 es separable sobre F,.

(2) v—1 es separable sobre .
(3) V5 es separable sobre IF,;.

(4) t es separable sobre IF,(t?), siendo p un niimero entero primo positivo y t una indeterminada
sobre ..

Ref.: 4162e 115 SOLUCION
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7. Automorfismos de extensiones de cuerpos

En el estudio de las extensiones de cuerpos F /K una herramienta fundamental van a ser los auto-
morfismos. Su uso es debido a R. Dedekind, quién pas6 de considerar la teoria basada en el estudio
de raices de polinomios, debida esencialmente a E. Galois, a estudiar las extensiones mediante los
homomorfismos a una clausura algebraica de K.

Aqui vamos a considerar dos extensiones F /K y E/K de un cuerpo K. Para cada homomorfismo de
cuerpos o : F/K — E/K tenemos que o0 : F — E es un homomorfismo de K—espacios vectoriales.
Sillamamos Hom(F /K, E /K) al conjunto de los homomorfismos de cuerpos de F /K a E/K, existe una
inclusion Hom(F /K, E/K) € Homg(F, E), donde Hom(F, E) es el conjunto de los homomorfismos
K-lineales de F a E. Es claro que podemos dar a Hom(F, E) estructura de E—espacio vectorial si
definimos para e € E y para cada ¢ € Homy(F, E)

(e@)(f) =e(¢(f)), paracada f € F.

Ahora podemos estudiar la dependencia o independencia lineal, sobre E, de los elementos del espacio
vectorial Hom(F /K, E/K). El primer resultado que estudiamos es debido a Dedekind y caracteriza
los conjuntos de elementos de Hom(F /K, E/K) que son linealmente independientes (sobre E).

Lema. 7.1. (Lema de independencia de Dedekind)
Sean F /K y E/K dos extensiones de cuerpos, cada familia de elementos de Hom(F /K,E/K) es E—
linealmente independiente en Hom (F, E), (sobre E), si y sélo, si todos sus elementos son distintos.

DEMOSTRACION. (=). Es inmediato.

(). Sea {o; | i €I} una familia de elementos distintos dos a dos de Hom(F /K, E/K). Si la familia
consta de un sélo elemento o4, es claro que {0} es linealmente independiente. Supongamos ahora
que cada subconjunto de menos de n elementos de la familia es linealmente independiente, y con-
sideremos el conjunto {0,...,0,} € {o;| i €1}, sie;o,+:--+e,0, es una combinacién igual a
cero con coeficientes e; € E, 1 < i < n, entonces para cada x € F se puede escribir

e,0.(x)+---+e,0,(x)=0. (I.1)

Ya que 0, # 0, existe y € F tal que 0,(y) # 0,(y), por tanto podemos suponer o,(y) # O.
Consideramos las siguientes identidades

0=¢e;0:(xy)+ - +e,0,(xy)=e,0(x)o1(y)+ - +e,0,(x)o,(¥).
Tenemos entonces

O = 610'1(x)0'1(J’)0'n(J’)_1 +-t en—lO-n—l(x)o-n—l(y)o-n(y)_l + eno-n(x)' (112)
4162-03.tex
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La diferencia entre (II.1) y (II.2) es:
0=[e;—e;01(¥)o,(¥) o1 (x) + - + [en1 — €n10, 1 ()0 (8) " 1oa ().
Ya que es valido para cada x € F, tenemos
0=1[e;—e;0,(y)o,(y) oy +--+ ey — €10, 1 ()0, (¥) o,

que es una combinacién lineal de n — 1 miembros distintos de la familia, entonces todos los coefi-
cientes son nulos, en particular

0=e,—e;0,(¥)0,(y) " =e;(1—0,(y)o,(y)™),

esto es cierto si, y sélo si, e = 0 6 0,(y) = o0,(y). La segunda posibilidad esta en contra de la
hipdtesis, luego necesariamente e; = 0, y por tanto tenemos

€09+ +e,0,=0,

que es otra vez una combinacion lineal de n —1 miembros distintos de la familia, entonces todos los
coeficientes son nulos, y tenemos el resultado. O

Podemos ahora contar los elementos de Hom(F /K, E/K) y relacionar este nimero con el grado de
la extension. En particular tenemos:

Corolario. 7.2.
En la situacién anterior, si F /K es una extension finita de grado [F : K] = n, entonces se verifica:
|Hom(F /K,E/K)| < n.

DEMOSTRACION. Supongamos que en Hom(F /K, E /K) existen mas de n elementos. Sean oy, ...,0,
elementos distintos de Hom(F /K, E/K). Si existe una combinacidn lineal con coeficientes en E igual
a cero, por ejemplo

eyooteo,+--+e,0,=0,

para una base {f,..., f,} de F como K-espacio vectorial se verifica:

eo0o(f1) teo.(f1)+--+e,0,(f1)=0

eoT0(fs) + e101(fu) -+ encra(fu) = 0

V ey, €1,---,€, €suna solucion del sistema

Xooo(f1) +X0.(f1)+--+X,0,(f1)=0

}(Oo-o(fn) +X101(fn) +-- +Xnan(fn) =0
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que tiene n ecuaciones y n + 1 incégnitas. Por ser homogéneo, es compatible indeterminado y existe
al menos una solucion no trivial. Existen ey, e;,...,e, € E, no todos nulos, que son una solucién del
sistema. Se verifica e,0,+ - +e¢,0,, = 0 y éstos no son linealmente independientes, por lo tanto no
son distintos y necesariamente | Hom(F /K, E/K)| es menor o igual que n. |

Corolario. 7.3.
Si F /K es una extension finita entonces | Aut(F /K)| < [F : K].

Vamos a contar ahora el nimero de homomorfismos de cuerpos de una extension finita F /K a una
clausura algebraica K de K.

Proposicion. 7.4.
SiK C F C E es una torre de extensiones finitas de cuerpos y K es una clausura algebraica de K que
contiene a E, se verifica:

|Hom(E/F,K/F)| - |Hom(F /K,K/K)| = |Hom(E /K,K/K)|.

DEMOSTRACION. Sean Hom(E/F,K/F) = {t,,...,7,} y Hom(F/K,K/K) = {0,,...,0,}, para cada
0;, 1 <i <s, existe una extensién de o; a K, a la que llamaremos &;; cada T; es un automorfismo.
Podemos definir entonces homomorfismos de E/K a K/K mediante 7,7 pparal<i<s, 1<j<t.
Vamos a ver que si i # h'y j # k, entonces 0,7; # 0,T,. Supongamos que 0;T; = 0Ty, entonces

para cada f € F se verifica:

o(f)=0:7;(f) = opmi(f) = o3 (f),

luego 0; = 0. Tenemos pues 0,;7; = 0,7 ¥, ya que 0; es un automorfismo, se verifica 7; = 7.

E

K
F:F
K K

Falta probar que todo homomorfismo de E/K a K/K es de esta forma. Sea y € Hom(E/K ,K/K), si
Y = 0,7;, se debe verificar 7; = () 'y, y éste debe ser un homomorfismo de E/F a K/F. Vamos a
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ver cémo definimos o;. Ya que para cada f € F se ha de verificar f = 7,(f) = (o;,)""y(f), tenemos
que y(f) =07,(f), podemos tomar o; = vz, con esta eleccién el resultado es inmediato.

K

O

En particular, si F /K es una extension finita, el niimero de elementos de Hom(F /K, K /K) nos permite
dar una condicién necesaria y suficiente sobre la separabilidad de la extensién. Asi tenemos:

Lema. 7.5.
Sea F /K una extensién finita y K una clausura algebraica de K que contiene a F, son equivalentes:

(a) F/K es separable.
(b) |Hom(F/K,K/K)|=[F :K].

DEMOSTRACION. (a) = (b). Ya conocemos que |Hom(F/K,K/K)| < [F : K]. Si la extensién F /K es
separabley [F : K] = 1, el resultado es cierto. Supongamos que también es cierto para toda extensién
L/K de grado menor que n, y sea [F : K] = n. Consideramos a € F \K, y llamamos f (X) = Irr(a, K),
con gr(f (X)) = m > 1. Tenemos una torre de cuerpos K C K(a) CFy[F : K(a)] =n/m < n. Ya que
K es también una clausura algebraica de K(a), podemos aplicar la hipétesis de induccién, y por tanto
|Hom(F /K (a),K /K(a))| = n/m. Por otro lado, ya que a es separable sobre K, el polinomio f(X)
tiene exactamente m raices, y como consecuencia existen m homomorfismos de K(a)/K en K /K, ya
que la imagen de a ha de ser una raiz de f(X) y para cada raiz de f(X) tenemos un homomorfismo;
asi pues |Hom(K (a)/K,K /K)| = m. Aplicando la Proposicién (7.4.) tenemos |Hom(F /K,K/K)| =
m(n/m) =n.

F n K m/’l?
K(a) =—=K(a)
K=——K
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(b) = (a). Si F/K es una extension finita de grado n no es separable entonces existe a € F tal que
f(X) = Irr(a, F) no es separable sobre K, y por tanto el numero de raices distintas m, de f(X) es
menor que m = gr(f (X)) y |Hom(K(a)/K,K/K)| = m, < m. Tenemos |Hom(F /K(a),K/K(a))| <
[F :K(a)] =n/m, luego

n=|Hom(F/K,K/K)|
= |Hom(F /K(a),K/K)| - |Hom(K(a)/K,K/K)|
<(n/m)m=n,

lo que es una contradiccidn. a

Corolario. 7.6.
Sea K C F C E una torre de extensiones finitas, son equivalentes:

(a) E/K es separable.
(b) E/F y F/K son separables.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Ya fue probado.

(b) = (a). Consideramos una clausura algebraica K de K que contenga a E. Por ser F /K separable
tenemos |Hom(F/K,K/K)| = [F : K]. Por ser E/F separable tenemos |Hom(E/F,K/F)| = [E : F].
Juntando ambos resultados tenemos:

[E:K]=[E:F][F:K]
= |Hom(E/F,K/K)| - |Hom(F/K,K/K))|
= |Hom(E/K,K/K)|,

entonces E/K es una extension separable. |

Como consecuencia, para cada extensién F /K, y cada elemento a € F se tiene a es separable sobre
K si, y sdlo si, la extension K(a)/K es separable, y en general tenemos el siguiente corolario.

Corolario. 7.7.
Una extension algebraica F = K(a,,...,a,) es separable si, y solo si, los elementos a,...,a, son
separables sobre K.

Siguiendo con la relacién existente entre el grado de una extension y el nimero de automorfismos,
tenemos que siguiente resultado.
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Teorema. 7.8. (Teorema de Artin)
Sea E un cuerpo y G C Aut(E) un grupo finito de automorfismos de E, entonces el conjunto

E®={e€E| o(e) =e para todo o € G}

es un subcuerpo de E y verifica [E : E]=|G]|.

DEMOSTRACION. Es fécil probar que E€ es un subcuerpo de E. Para probar la igualdad procedemos
como sigue: ya que G C Hom(E/E®,E/E®), si E/EC es finita se verifica

|G| < |Hom(E/E®,E/E®)| < [E : E°],

y si E/EC no es finita, es claro que |G| < [E : E®]. Falta pues probar la otra desigualdad. Supongamos
que G ={04,...,0,} sonlos elementos de G. Si e, e, ..., e, € E son linealmente independientes sobre
el cuerpo E¢, entonces el sistema homogéneo

o1(eg)Xo+---+04(e)X, =0

On(eO)XO +eet+ On(en)Xn =0,

tiene n ecuaciones y n + 1 incégnitas, por lo tanto es compatible indeterminado y tiene solucion no
trivial en E. Supongamos que tenemos una solucion con el menor niimero de términos no nulos; ya
que podemos ordenar los elementos ey, e, ..., e, segun queramos, podemos suponer que la solucién
€S 805815+ -+>S, CON Sy,87,...,5, nonulosys,,.; =---=s, =0. Se verifica:

o1(eg)so+---+oi(ey)s, =0

(1)

On(eO)SO +eet o-n(en)sn = O’
si aplicamos un elemento o € (G a estas expresiones, tenemos

ooq(eg)o(se) +---+ooi(e,)ols,) =0

00,(eg)o(s) +---+00,(e,)o(s,) =0,
yyaque o0, para 1 <i < n, recorre todos los elementos de G, tenemos

o1(eg)o(se) +---+oi(e,)o(s,) =0

(+2)

0(66)0(50) + -+ + 0 (en)o(5) = O,
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Multiplicamos (*1) por o(s,) y restamos (*2) multiplicado por s,, obtenemos

2?20[0'1(31')510'(80) - O'l(ei)O'(si)so] =0

.Z:?:O[O'n(ei)sio'(so) —o,(e)o(s;)sg] =0

Agrupando los elementos tenemos

Z?:o o,(e)s;o(sg) —o(s;)se] =0

S (e 5i0(50)— (60501 = 0

Por lo tanto, si llamamos s; = 5;0(sq) —0(s;)sg, 1 < i < t, resulta que s, =0 =35, = -+ =5,
$1,---,5;, es también una solucion al sistema y tiene un elemento menos no nulo. Tenemos una
soluciéns,, . ..,s, para cada uno de los o € G. Si todas fuesen iguales a cero, entonces o' (s;/s,) =5;/5,
para cada o € G, llegamos a que s;/s, € E; supongamos ahora que id; = o, entonces, en (*1), la
primera expresién es:

epSot+e;s;+---+es, =0,
de donde se deduce que
eo = —(s1/50)e; — - —(s,/50)e,,
y e, es una combinacién lineal, con coeficientes en E°, de e,,...,e,, lo que es una contradiccién.

Al obtener una solucién del sistema con menos elementos nulos, llegamos a una contradiccién con
la eleccién de la solucidn s, s, .. .,s,. Como consecuencia no pueden existir n + 1 elementos en E,
linealmente independientes sobre E°, por tanto [E : E°] < n = |G|. Entonces |G| = [E : E€]. O
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7.1. Ejercicios

Automorfismos de extensiones

Ejercicio. 7.9.

Sea K un cuerpo de caracteristica cero, y G el grupo de automorfismos generado por 1 : K(X) —
K(X), definido n(X) = X + 1. Demuestra que G es un grupo ciclico infinito, calcula el cuerpo fijo F
de K(X) bajo G, y calcula [K(X) : F].

Ref.: 4162e 033 SOLUCION

Ejercicio. 7.10.

SiK es un cuerpo perfecto, demuestra que el cuerpo fijo de K bajo todos los automorfismos de K es
perfecto.

Ver el Ejercicio (6.17.).

Ref.: 4162e 034 SOLUCION

Ejercicio. 7.11.
Sea E /K una de las siguientes extensiones de cuerpos:

(1) K =Q(t), E=Q(t,1)
(2) K =Q(t?), E = Q(t,i) donde t es transcendente sobre Q e i* = —1.

Calcula G = Aut(E/K), el grupo de automorfismos de E/K; determina el cuerpo fijo F bajo los
automorfismos de G y calcula el grado [E : F].

Ref.: 4162e 035 SOLUCION

Ejercicio. 7.12.
Sea E un cuerpo con infinitos elementos, G un grupo finito de automorfismos de E y F el cuerpo fijo
por G. Razona que F es necesariamente infinito.

Ref.: 4162e 036 SOLUCION
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Ejercicio. 7.13.
Calcula los grupos de automorfismos Aut(E/Q) y Aut(F /Q), paraE = Q(w, v2) yF = Q(w, V2, ¥/5).

Ref.: 4162e 037 SOLUCION

Ejercicio. 7.14.
Para las siguientes extensiones de QQ y los siguientes Q—automorfismos, calcula los cuerpos fijos.

(1) E=Q(v2,v3,5), 0,: V2 —2; /3 V/3; /5 /5.

(2) E=Q(v2,V-2) Oy V2 /25 /=2 —/=2.

(3) E=Q(v2,v2), O3: V2 —/2; V2 V2.

(4) E=Q(w,V2), 04: V2 wV2; w— w.

Ref.: 4162e 038 SOLUCION

Ejercicio. 7.15.
Sea K un cuerpo, y considera los automorfismos de K(X)/K,

0,: X—1-X y 0,:X—1/X.

(1) Demuestra que el grado de K(X) sobre F = K(X)", el cuerpo fijo de H = (o, 0,), es 6.
(2) Comprueba que a = (X?>—X +1)3/(X?—X)? pertenece a F y usa este hecho para encontrar un
polinomio con coeficientes en F del que X sea raiz.

Ref.: 4162e_039 SOLUCION

Ejercicio. 7.16.
Sea K un cuerpo y t un elemento trascendente sobre K. Determina

()] mleon()

Ref.: 4162e 083 SOLUCION
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Ejercicio. 7.17.
Sean f, g € K[X] polinomios primos relativos, no constantes. Demuestra que se verifica:

(1) X es algebraico sobre K(f /g).

(2 [K(X): K(f/g)]= méx{grad(f), grad(g)}.

(3) SiE #K es un cuerpo intermedio, K C E C K(X), entonces [K(X) : E] es finito.

(4) EI homomorfismo ¢ : K(X) — K(X), definido ¢(X) = f /g, con f,g € K[X] no constantes
primos relativos, es un K-automorfismo si, y solo si, max{grad(f), grad(g)} = 1.

+b
(5) Aut(K(X)/K) estd formado por todos los K-automorfismos inducidos por X — < d’ con
c
a,b,c,d €K yad —bc #0.

Ref.: 4162e_109 SOLUCION
Ejercicio. 7.18.

Sea E un cuerpo y {¢4,...,¢,} un conjunto de n automorfismos distintos de E. Llamamos K = {e €
E| p;(e)=e, 1 <i<n}. Demuestra que [E:K]>n

Ref.: 4162e 110 SOLUCION

Ejercicio. 7.19.
Sea E /K una extension de cuerpos (algebraica y normal) y f € K[X] un polinomio irreducible. Si
f = f1f> es una factorizacion en dos irreducibles en E[X ],

(1) Prueba que existe un automorfismo o : E/K — E/K tal que f’ = f,, y por tanto f = f;.

(2) Considera el polinomio f = X*—2 = Q[X], y el cuerpo E = Q(v2). En E/K tenemos la factori-
zacion en irreducibles f = X* —2 = (X2 — +/2)(X% + v/2) = f,f,. Describe o en este caso.

(3) Justifica que Q(v/2)/Q y Q(+/2)/Q(+/2) son extensiones normales y que Q(+/2)/Q no Io es.

(4) Determina la clausura normal F/Q de Q(+/2)/Q.

(5) Calcula el grupo Aut(F /Q), y los automorfismos que dejan fijo a Q(v/2).

Nota: Ver también los ejercicios (5.37.) y (5.26.)
Ref:: 4162e 139 SOLUCION

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 7. AUTOMORFISMOS DE EXTENSIONES DE CUERPOS 103

Grados de separabilidad e inseparabilidad. Extensiones puramente separables

Ejercicio. 7.20.
Sea F /K una extension algebraica. Definimos

F,={a €F | a esseparable sobre K}.

Demuestra que F,/K es una extension separable.
Ref:: 4162e 075 SOLUCION

Ejercicio. 7.21.

Sea F /K una extension algebraica. Se llama grado de separabilidad de F /K a [F, : K], y se repre-
senta por [F : K]..

Demuestra que [F : K], es igual al cardinal de Hom(F /K,K /K).

Ref.: 4162e 076 SOLUCION

Ejercicio. 7.22.

Sea F(K una extension algebraica. Se llama grado de inseparabilidad de F/K a [F : F,], y se
representa por [F : K];.

Sea K C F C E una torre de extensiones algebraicas, demuestra que se verifica:

[E:F],[F:K],=[E:K].
[E:F][F :K];=[E:K].

Ref.: 4162e 077 SOLUCION

Ejercicio. 7.23.

Sea f (X) € K[X ] un polinomio irreducible sobre K, y F el cuerpo de descomposicion de f (X) sobre
K. Si a es una raiz de f (X), prueba que la multiplicidad de a, y por tanto de todas las demds raices
de f(X), es[K(a) : K];.

Ref.: 4162e 078 SOLUCION
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Ejercicio. 7.24.

Sea F /K una extension algebraica; un elemento a € F es puramente inseparable sobre K silrr(a.K)
es una potencia de un polinomio lineal en F[X ], esto es, Irr(a,K) = (X — a)"

Demuestra que un elemento a € F es separable y puramente inseparable sobre K si, y sélo si, a € K.
Ref.: 4162e_079 SOLUCION

Ejercicio. 7.25.

Una extension algebraica F /K es puramente inseparable si todo elemento de F es puramente in-
separable sobre K .

Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, para cada extension algebraica F /K son equivalentes:

(a) F/K es puramente inseparable.

(b) Para cada a € F se tiene que Irr(a, K) es de la forma XP" —a € K[X].

(c) Sia €F, existen €N tal que a" €K.

(d) Los tnicos elementos de F separables sobre K son los elementos de K.

(e) F estd generado sobre K por un conjunto de elementos puramente inseparables.

Ref.: 4162e_080 SOLUCION

Ejercicio. 7.26.
Demuestra que si K un cuerpo de caracteristica p # 0 y F /K una extension algebraica finita pura-
mente inseparable, entonces [F : K] = p", para algtinn € N.

Ref.: 4162e 081 SOLUCION

Ejercicio. 7.27.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0 y F /K una extension algebraica; definimos

F,={a € F | a es puramente inseparable sobre K}.

Demuestra que:

(1) F,/K es una extension separable.
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(2) F/F, es una extension puramente inseparable.
(3) F;/K es una extension puramente inseparable.
(4) F,NF, =K.

(5) F/F; es separable si, y solo si, F = F,F,.

Ref.: 4162e 082 SOLUCION

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara







SEC. 8. EXTENSIONES FINITAS DE GALOIS 107

8. Extensiones finitas de Galois

Supongamos que E es un cuerpo y G € Aut(E) es un grupo de automorfismos de E. Para cada
subgrupo H C G definimos:

Ef ={x€E| o(x)=x paratodo o € H}.
Y para cada subcuerpo F C E definimos:
G" ={o €H| o(x)=x para todo x € F}.

Ya conocemos que Ef es un subcuerpo de E, y es facil probar que G' es un subgrupo de G. Llamamos
a EM el cuerpo fijo de H y a G* se llama el subgrupo de los F-automorfismos de E en G.
Si llamamos % (E) al conjunto de los subcuerpos de E y ¢4(G) al conjunto de los subgrupos de G. En
cada uno de estos conjuntos consideramos la relacion de orden, definida por la inclusiéon conjuntista.
Existen dos aplicaciones

GO #(E)— ¥(G);F — GF

ED: 9(G) — H(E); H— E",

que verifican las siguientes propiedades.

Lema. 8.1.
En la situacion anterior se tiene:
(1) SiF, CF,, entonces G 2 G, para cualesquiera F,, F, € % (E).
(I') SiH, C H,, entonces E™ D E™: | para cualesquiera H,,H, € 9(G).
(2) FC E(GH) para cada F € # (E).
(2) H € G¥") para cada H € 4(G).
H
(3) E€" ) =EH para cada H € 9(G).
F
3) GE°)) = GF, para cada F € #(E).

DEMOSTRACION. (1). Si F; C F,, para x € G'2, se tiene que para cada o € F,, entonces o(x) = x,
luego en particular, para cada o € Fy, se tiene o(x) = x, y por tanto x € G™.

(2). Si x € F, entonces para cada o € G se tiene o(x) = x, y esto ocurre si, y sdlo si, x € E@D,
p y y
H
(3). Aplicando (2) tenemos E C EG) También aplicando (2") tenemos H C G(EH), luego por (1)
H
se tiene la inclusién E€" ) ¢ EH ; juntando ambas obtenemos la igualdad. a

Las aplicaciones E©) y GO se dice que definen una conexién de Galois entre .# (E) y ¥(G).

Vamos a buscar condiciones sobre subcuerpos F de E y subgrupos H de G para que se verifiquen las

propiedades siguientes:
4162-04.tex
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(C-1) GE" =H.
(C-2) E¢ =F.

Existe una biyeccion entre los subcuerpos que verifican (C-2) y los subgrupos que verifican (C-1)
dada por F — G*, y su inversa estd definida por H — E". Ademas los subcuerpos que verifican (C-2)
forman un subreticulo de 2# (E) y los subgrupos que verifican (C-1) forman un subreticulo de ¥4(G).
Para determinar estos subcuerpos y subgrupos necesitamos antes algunas definiciones.

Veamos ahora el caso de extensiones finitas.

Una extension finita de cuerpos E/K se llama una extension de Galois si existe un subgrupo G C
Aut(E) tal que K = E€. Una extensién de Galois E/K se puede caracterizar mediante propiedades
intrinsecas a E/K.

Teorema. 8.2. (Caracterizacion de extensiones de Galois)
Sea E/K una extension finita, son equivalentes:

(a) E/K es una extension de Galois.
(b) E/K es una extension normal y separable.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea E/K una extensién de Galois con K = E¢ para un subgrupo G C
Aut(E).

Recordemos que una extensién E/K es separable si, y sélo si, |Hom(E/K,K/K))| = [E : K]. Por el
Lema de Artin tenemos [E : K] = [E : E°] = |G|, y sabemos que |Aut(E/K)| < [E : K]; ya que
G C Aut(E/K) se tiene [E : K] = |G| < |Aut(E/K)| < [E : K].

Cada elemento de Aut(E/K) se prolonga a un homomorfismo hasta K /K, y por tanto

|Hom(E/K,K/K)| > |G| =[E : K],

la otra desigualdad se deduce, por ejemplo, del corolario al lema de Dedekind. Como consecuencia
E/K es separable.

Dado un morfismo o : E/K — K /K, ya que o proviene de un automorfismo de E/K, tenemos que
E° = E,y E/K es una extension normal.

(b) = (a). Si suponemos que E/K es una extension normal y separable y [E : K] = n; por ser
separable tenemos |Hom(E/K,K/K)| = n; y por ser normal E/K, tenemos que E° = E, para cada
o € Hom(E/K,K/K), y restringiendo el codominio obtenemos: | Hom(E/K, E/K)| = n; por ser E/K
una extensién algebraica Hom(E/K,E/K) = Aut(E/K), y se tiene |Aut(E/K)| = n. Si llamamos
G = Aut(E/K) y F = E®, se tiene K C F C E; por el teorema de Artin, [E: F]=|G|=nyF =K,
esto es, E/K es una extension de Galois. O
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Corolario. 8.3.
Sea K C F C E una torre de extensiones finitas, si E/K es una extension de Galois, entonces E/F es
una extension de Galois.

Mas adelante veremos una condicién necesaria y suficiente para que la extensién F /K sea también
una extension de Galois. En general F /K no es una extension de Galois, como el siguiente ejemplo
prueba.

Ejemplo. 8.4.

Se considera las extensiones Q € Q(v2) € Q(v/2, w), donde w es una raiz ctibica primitiva de la
unidad. La extensién Q(+/2, w)/Q es de Galois, y también lo es Q(v/2, w)/Q(+/2), pero la extensién
Q(v/2)/Q no es de Galois.

El siguiente resultado nos proporciona otra caracterizacién interesante de las extensiones finitas de
Galois.

Teorema. 8.5.
Sea E /K una extension finita, son equivalentes:

(a) E/K es una extension de Galois.
(b) E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable sobre K.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Ya que E/K es una extensidon normal, resulta que E es el cuerpo de
descomposicién de un polinomio f(X) € K[X], ya que E/K es una extension separable, resulta que
f(X) es separable sobre K.

(b) = (a). Si E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio f(X) € K[X], separable sobre K,
entonces E/K es una extensién normal, ademds por ser f(X) separable sobre K, resulta que E/K es
una extension separable. O

Como consecuencia tenemos un método facil de construir extensiones de Galois. Asi, si K es un cuer-
po perfecto, para cada polinomio irreducible f (X), su cuerpo de descomposicion es una extension de
Galois. En particular, Q(v/2, £)/Q, el cuerpo de descomposicién de f(X) = X°—2, es una extensién
de Galois de Q.

Si E/K es una extension finita de Galois, llamamos grupo de Galois de E/K al grupo
Aut(E/K) ={o € Aut(E) | o(x)=x, para cada x € K},

y se representa por Gal(E/K).
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Proposicion. 8.6.

Sea E /K una extension finita de Galois con grupo de Galois G = Gal(E/K), se verifica:
(1) K =E°.

(2) G es el tinico subgrupo de Aut(E) tal que K = ES.

DEMOSTRACION. (1). Es claro de la definicién.
(2). Si H C Aut(E) verifica K = E¥, entonces H C G. Por el teorema de Artin |[H| = [E : EF] =[E :
K] =G|, y por tanto H = G. |

Corolario. 8.7.
Si E/K una extension finita, son equivalentes:

(a) E/K es una extension de Galois.
(b) K = ES, para G = Aut(E/K) C Aut(E).

Teorema. 8.8. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois)
Sea E/K una extension finita de Galois con grupo de Galois G = Gal(E/K). Llamamos % (E/K) al
reticulo de las extensiones F /K con K C F C E. Consideramos la conexion de Galois entre % (E/K)
v %(G) definida

H — EH,

F — GF.

La conexion de Galois establece una biyeccion, que invierte el orden, entre # (E /K) y 4(Gal(E/K)).

DEMOSTRACION. Dada una sub—extension F /K de E/K, ya que E/K es normal y separable, también
E/F es normal y separable, y por tanto de Galois. Consideramos

G" ={o €Gal(E/K)| o(x)=x, paracada x € F},

este grupo es precisamente Gal(E/F), que por el Corolario (8.7.) estd univocamente determinado.
Se tiene que F = ECaE/F),
Dado un subgrupo H C G = Gal(E/K), tenemos que E es un subcuerpo de E, y que E/E" es una
extension de Galois, ya que es normal y separable; su grupo de Galois, Gal(E/E™), es precisamente
H debido a la Proposiciéon (8.6.). Tenemos pues la biyecciéon anunciada.

F — Gal(E/F)— F = ECE/D)

H— Ef —H=gGal(E/E").
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Veamos algunas consecuencias de la conexidn de Galois en una extension de Galois.

Observacion. 8.9.
Sea E/K una extensién de Galois.
(1) Si F/K es una extension intermedia, K € F C E, y si Gal(E/F) = H, entonces se verifica:

[E:F]=|H|.
_ _[E:K]_H_ .
[F:K]= [E:F]_IHI_(G'H)'

(2) Ya que la conexion de Galois es un homomorfismo de reticulos que invierte el orden, para F, /K,
F,/K extensiones intermedias, se verifica:

Gal(E/F,F,) = Gal(E/F,) N Gal(E/F,).

Gal(E/(F, NF,)) = Gal(E/F,) V Gal(E/F,).

Teorema. 8.10.
Sea E/K una extension de Galois, y sea G = Gal(E/K). Si H,, H, son los subgrupos de G que
corresponden a los cuerpos intermedios F, y F, respectivamente. Son equivalentes:

(a) H, y H, son subgrupos de G conjugados.
(b) F, yF, son cuerpos conjugados; existe o € Gal(E/K) tal que F, = o(F,).

Como consecuencia si F es un cuerpo intermedio, son equivalentes:

(a) F/K es una extension de Galois.
(b) Gal(E/F) es un subgrupo normal de G.

Ademads en este caso existe un isomorfismo Gal(F /K) = G/ Gal(E/F).

DEMOSTRACION. Por definicién H; = {o € Gal(E/K) | o(x) = x para todo x € F;} = Gal(E/F,),
1<i<2.

(a) = (b). Si H, y H, son conjugados, entonces existe o € G tal que H; = cH,0 ™!, 6 equivalente-
mente H, = 0 'H,0.

Para x € F, y h € H, se tiene x = 0 *ho(x), por tanto o(x) = ho(x), y tenemos que o(x) € Fy,
luego o(F,) C F,. De forma andloga o '(F;) C F,. En consecuencia, F; = o (F,).

(b) = (a). Supongamos que F, = o(F,) para o € Gal(E/K).

Para h € H, y x € F, tenemos h(o(x)) = o(x), luego o *ho(x) = x, y por tanto o *ho € H,; luego
o 'H,o C H,. De forma andloga cH,o~! C H;. En consecuencia, H; = cH,o ™. O
Para probar la segunda parte veamos algunos pequefios hechos para un cuerpo intermedio K C F C
E.
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Hecho 1 La extension F /K es siempre separable, y es de Galois si, y sélo si, es normal, esto es; para
cada morfismo o : F/K — K /K, se tiene o(F) =F.

F /K es de Galois si, y sélo si, 0(F) = F para cada o : F/K — K/K.

Hecho 2. Supongamos que K es una clausura algebraica de K que contiene a E, todo homomorfismo
o : F/K — K /K se puede extender a un homomorfismo & : E/K — K /K, y ya que E/K es
una extension normal, tenemos ¢ (E) = E, y por tanto o(F) C E, esto es, todo homomorfismo
o : F/K — K/K tiene su imagen en E. Por el Hecho 1, la extensién F/K es de Galois si, y
solo si, o(F) = F para cada homomorfismo o : F/K — E/K.

F /K es de Galois si, y s6lo si, c(F) = F paracada o : F/K — E/K.

Hecho 3. Ya que cada homomorfismo o : F/K — E/K se puede extender a un automorfismo
de E/K, resulta que F/K es una extension de Galois si, y s6lo si, o(F) = F para cada o €
Gal(E/K).

F /K es de Galois si, y solo si, c(F) = F para cada o € Gal(E/K).

(a) = (b). Si F/K es una extension de Galois, oc(F) = F para cada o € Gal(E/K), ver (Hecho
2). Aplicando la primera parte tenemos o Gal(E/F)o ™! = Gal(E/F), y por tanto Gal(E/F) es un
subgrupo normal de Gal(E/K).

(b) = (a). Si suponemos que Gal(E/F) es un subgrupo normal de Gal(E/K), entonces por la primera
parte, resulta que para cada o € Gal(E/F) se tiene o(F) = F, luego F /K es una extensién de Galois.
Si Gal(E/F) es un subgrupo normal de Gal(E/K), definimos una aplicacion

v: Gal(E/K) — Gal(F /K)

mediante (o) = o p; esto es posible hacerlo por el Hecho 2. Es f4cil probar que v es un homomor-
fismo de grupos. Es claro que v es sobreyectivo, Hecho 3. Falta calcular su nucleo, es claro que se
tienen las equivalencias:
Wo)=1oop=1< o eGal(E/F),
Gal(E/K)

luego Ker(v) = Gal(E/F), y por tanto tenemos el resultado: Gal(F /K) = Gal(E/F)’ O

Veamos el comportamiento de las extensiones de Galois con respecto a la composicién de cuerpos.
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Proposicion. 8.11.
Sean E /K, F /K extensiones finitas, siendo E /K una extension de Galois. Se verifica:

(1) EF/F es una extension de Galois.
(2) Los grupos de Galois son isomorfos: Gal(EF /F) = Gal(E/ENF).

. _[E:K][F:K]
(3 [EF:K]= [E:ENF]
F

>
Sy

E

DEMOSTRACION. (1). Como E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable sobre K,
también EF es el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable sobre F, por tanto EF /F es
una extension de de Galois.

(2). Definimos 6 : Gal(EF /F) — Gal(E/K) mediante: 6(c) = 0. Si oy = 1, entonces 0(e) = e
para cada e € E, y se tiene o = 1, luego 6 es inyectiva.

Llamamos H = Im(0). Es claro que ENF C EY. Por otro lado, EXF C EF queda fijo por cada
o € Gal(EF/F), y se tiene EXF = F, esto es, E¥ C F, y por tanto Ef C ENF C E”, de donde
ENF =E" yse tiene Im(0) = Gal(E/ENF).

[E:K] [EF : K]

(3). Es inmediato, ya que [EnF.K] =|Gal(E/ENF)| =|Gal(EF /F))| = [F:K]

O
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Proposicion. 8.12.
Sean E, /K, E,/K subextensiones finitas de Galois de una extension E /K. Se verifica:

(1) E;NE,/K es una extension de Galois y su grupo de Galois es

Gal(E, /K)
Gal(E,/E;NE,)

Gal(E, N E,/K) &

(2) E,E,/K es una extension de Galois, y su grupo de Galois es

Gal(E, E,/K) = {(o,7) € Gal(E, /K) x Gal(E,/K) | O\|EnE, = T|E10E2} =H.

ElEZ
E, E,
\ Gal
Gal E1 n EZ Gal
TGal
K

DEMOSTRACION. (1). Basta ver que E; NE,/K es normal. Dado f(X) € K[X] irreducible con raiz en
E,NE,, esta raiz estd en E;, luego todas estan en E;, y por tanto en E; N E,. El resto es consecuencia
de la correspondencia de Galois.

(2). Cada E; es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable f;(X) € K[X ], entonces E; E,
es el cuerpo de descomposicion de f;(X)f,(X) y por tanto es una extensién normal.

Definimos 6 : Gal(E; E,/K) — Gal(E; /K) x Gal(E,/K) mediante 6(c) = (0g,, O}, )-

El ntcleo de 0 es trivial, tenemos Ker(0) = {o € Gal(E,E,/K) | o, = 1,0, = 1}, esto es, o
fijaa E; y a E,, luego 0 = 1. La imagen de 6 estad contenida en el subgrupo H del enunciado, ya
que (0 )ig,nE, = OjgnE, = (05, )ip,nE,- Vamos a contar los elementos de H. Dado o € Gal(E,/K)
tenemos exactamente | Gal(E,/E,; N E,)| elementos de la forma (o, 7) en H, donde 7 es un elemento
de Gal(E,/E; N E,) que verifica 0| g, = T|g,ng,- COMO consecuencia se tiene:

— . _ ) [E; : K] _[E1:K][E2:K]_ .
I = | Gal(Ey /K0 | GalEa/ Ey Byl = By Kl = = Fe e < [y K

Entonces Gal(E,E,/K) =Im(6) =H. |
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Corolario. 8.13.
Sean E, /K, E,/K extensiones finitas de Galois tales que E; N E, = K, entonces

Gal(E, E,/K) = Gal(E, /K) x Gal(E,/K).

Podemos probar también el reciproco de este tltimo resultado.

Proposicion. 8.14.
Si E/K es una extension finita de Galois y Gal(E/K) = H, x H,, entonces

E=EHE" yEhNER =K,

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la correspondencia de Galois. Ver la observacién (8.9.2) en la
pagina 111. O

Dada una extension finita separable F /K, tenemos que

(1) F estd contenido en una extension de Galois E /K ; basta considerar el cuerpo de descomposicion
de los polinomios irreducibles de un sistema de generadores de F /K.

(2) Existe una subextension K € F C F’ C E tal que F’/K es de Galois y es minimal entre las
subextensiones de Galois de E/K que contienen a F. En efecto, F’ puede construirse como la
interseccion de todas las subextensiones de Galois de E/K que contienen a F ya que s6lo hay
un ndmero finito de ellas. Llamamos a F’ la clausura de Galois de F /K.
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8.1. Ejercicios

Extensiones finitas de Galois

Ejercicio. 8.15.
Comprueba que las siguientes extensiones son de Galois. Encuentra los grupos de Galois y los re-
ticulos de subgrupos y subcuerpos y determina la correspondencia de Galois para cada una de ellas:

(1) Q(i,v5)/Q,

2 Q(i, V5)/Q(),

(3) Q(v2,+/5,w)/Q, donde w?+w+1=0.

4) Q(v2,w)/Q, donde w?+ w+1=0.

(5) Q(v/2,£)/Q, con & = &, una raiz sexta primitiva de la unidad.

(6) E/F, donde E es el cuerpo de descomposicidn del polinomio X* + X + 1 sobre F,.

Ref.: 4162e_043 SOLUCION

Ejercicio. 8.16.
Sea E = Q(v 2 + v/2). Demuestra que E/Q es de Galois y que Gal(E/Q) = 7Z,.

Ref:: 4162e 049 SOLUCION

Ejercicio. 8.17.
Determina el grupo de Galois de E/Q donde E es el cuerpo de descomposicién del polinomio X* —
14X%+9.

Ref:: 4162e_048 SOLUCION

Ejercicio. 8.18.
Calcular el grupo Aut(F/Q), siendo F = Q(+/2,w), donde w es una raiz cibica primitiva de la
unidad.

Ref.: 4162e 111 SOLUCION
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Ejercicio. 8.19.
Sea F = Q(+v2, v/3). Comprueba que la extension F/Q es de Galois y determina G = Gal(F/Q) y el
reticulo de cuerpos intermedios.

Ref.: 4162e_060 SOLUCION

Ejercicio. 8.20.
Determina el grupo de Galois de Q(+/2,+/3,4/5)/Q, el cuerpo de descomposicién del polinomio
(X? —2)(X?—3)(X%2—5) sobre Q. Determina todos los subcuerpos de dicho cuerpo.

Ref.: 4162e_047 SOLUCION

Ejercicio. 8.21.

Sea Q(f) el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio f = (X? —2X — 1)(X? — 2X — 7).
Determina el grupo Gal(f /Q) = Gal(Q(f)/Q), y todos los cuerpos intermedios de la extension.
Ref.: 4162e_068 SOLUCION

Ejercicio. 8.22.
Se considera & = e una raiz quinta primitiva de la unidad sobre Q.

(1) Razona que [Q(&s) : Q] =4.

(2) Prueba que cos(271/5),isen(21/5) € Q(&s).

(3) Determina [Q(cos(27/5)) : Q].

(4) Determina el reticulo de subgrupos de Gal(Q(&5)/Q) y los cuerpos asociados.

2mi/5

Ref.: 4162e 084 SOLUCION

Ejercicio. 8.23.

Se considera £, = e*™/7

una raiz séptima primitiva de la unidad sobre Q.
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(1) Razona que [Q(&,): Q] =6.

(2) Prueba que cos(21/7),isen(21/7) € Q(&-).

(3) Determina [Q(cos(27t/7)) : QI.

(4) Determina [Q(isen(27/7)) : Q].

(5) Determina el reticulo de subgrupos de Gal(Q(&,)/Q) y los cuerpos asociados.

Ref.: 4162e 085 SOLUCION

Ejercicio. 8.24.
Prueba que no existe ninguna extensién de Galois K /Q con grupo de Galois C, tal que Q € Q(+/3) C
K.

Ref.: 4162e 091 SOLUCION

Ejercicio. 8.25.

Sea Q € L € C una torre de cuerpos.

(1) SiL/Q esuna extension de Galois (finita), entonces para cada a € L se tiene @ € L (el conjugado
complejo).

(2) SiL/Q es una extension de Galois, prueba que o : L/Q — L/Q, definido o(a) = a tiene orden
162

Ref.: 4162e 090 SOLUCION

Ejercicio. 8.26.

Sea K € C un cuerpo, y o el automorfismo de conjugacion en C. Prueba que se verifica:
(1) QCK.

(2) SiL/Q es una extension finita de Galois, para cada a € K se tiene o(a) =a € K.
(3) o € Gal(K/Q) tiene orden 1 6 2.

(4) Sio € Aut(K/Q), entonces ord(c) = 2 si, y sdlo si, K € R.

(5) Sio € Aut(K/Q), entonces [K? : K] =1 6 2 segtin que K CR 6K Z R.

Ref.: 4162e 092 SOLUCION
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Ejercicio. 8.27.
Demuestra que el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X° + 3 sobre Q es isomorfo al
grupo diédrico D5. Determina los reticulos de subgrupos y de cuerpos intermedios.

Ref.: 4162e 051 SOLUCION

Ejercicio. 8.28. (Extensiones Bicuadraticas)

Sea K un cuerpo de caracteristica # 2. Si F = K(4/D;, v/D,) donde D;,D, € K tienen la propiedad
de que D,,D, y D;D, no son cuadrados en K. Demuestra que F /K es una extensién de Galois con
grupo de Galois isomorfo al grupo de Klein. Reciprocamente, demuestra que cualquier extension de
Galois con grupo de Galois isomorfo al de Klein es del tipo antes descrito.

Las extensiones de la forma anterior se llaman extensiones bicuadraticas.

Ref:: 4162e 066 SOLUCION

Ejercicio. 8.29.
Dados a, b € Z libres de cuadrados, prueba que Q(v/a, v'D) = Q(+/a + VD).

Ref.: 4162e_086 SOLUCION

Ejercicio. 8.30.

Sea f(X) =X*+ bX?+ ¢ € Q[X] un polinomio bicuadrético irreducible.

(1) Prueba que Gal(Q(f)/Q) es isomorfo aV, C4 6 D,.

(2) Se considera n,m € Q tales que n,m,nm no son cuadrados. Prueba que Gal(Q(+/n, +/m)/Q) es
isomorfoaV.

(3) Determina el polinomio Irr(4/n + +/m,Q), y prueba que es un polinomio bicuadratico.

(4) (Opcional)Prueba que si Gal(F/Q) = V, entonces existen n,m, como en (1) tales que F =
Q(v/n, ym).

(5) Da ejemplos de polinomios bicuadrdticos f; € Q[X] tales que Gal(Q(f;)/Q) = V,
Gal(Q(f2)/Q) = Cy, y Gal(Q(f3)/Q) = D,.

(6) Prueba que si v/c € Q, entonces Gal(Q(f)/Q) = V.

(7) Prueba que si v b2 —4c,/c € Q, entonces Gal(Q(f)/Q) = C,. (Estos dos casos son excluyentes,

ya que Vb2 —4c ¢ Q.)
Ref.: 4162e 132 SOLUCION
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Extensiones finitas de Galois. Ccuerpos de caracteristica p

Ejercicio. 8.31.

Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Sea a € K tal que para todo b € K se tiene b? — b # a.
Determina E el cuerpo de descomposicion de f = XP —X —a sobre K y G = Gal(E/K).

(Pista: Sea a una raiz de f . {Cudnto vale f(a+1)?)

Ref.: 4162e 054 SOLUCION

Ejercicio. 8.32.

Prueba que existe un cuerpo K y un polinomio f (X) € K[X] tal que el cuerpo de descomposicion de
f(X) sobre K no es una extension de Galois.

Ver también los Ejercicios (10.25.) y (10.14.).

Ref:: 4162e 089 SOLUCION

Ejercicio. 8.33.
Se considera el cuerpo F,(Y) y el subcuerpo F,(Y?+Y). Prueba que la extension F,(Y)/F,(Y?+7Y)
es de Galois.

Ref.: 4162e 104 SOLUCION

Ejercicio. 8.34.

Sean K = F, y E = K(a;,a,,a3), con a;, 1 < i < 3, raices del polinomio X* + X + 1. Calcular
Gal(E/K).

Ref.: 4162e 107 SOLUCION

Extensiones finitas de Galois. Grupos de orden mayor
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Ejercicio. 8.35.
Estudia el grupo de Galois del polinomio X* — 3 sobre Q.

Ref.: 4162e 136 SOLUCION

Ejercicio. 8.36.
Demuestra que f(X) = X*—2X?—2 es irreducible sobre Q y que las raices de esta cudrtica son

a1:V1+\/§, a2=\/1—1/§, a3:—\/1+«/§, y a4=—\/1—«/§.

Sean K1 = Q(a;), K, = Q(a,), y K = Q(+/3).

(1) Demuestra que K, # K, y que K; NK, = Q(+/3) =K.

(2) Demuestra que K, /K, K,/K y K;K,/K son de Galois, con Gal(K,K,/K) isomorfo al grupo de
Klein.

(3) Describe explicitamente sus elementos. Determinar todos sus subgrupos y sus correspondientes
subcuerpos fijos.

(4) Demuestra que el cuerpo de descomposicién de X* — 2X? — 2 sobre Q es de grado 8, con grupo
de Galois isomorfo al diédrico D,.

Ref.: 4162e_067 SOLUCION

Ejercicio. 8.37.
Demuestra que el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X® — 3 sobre Q es isomorfo al
grupo diédrico Dg. Determina los reticulos de subgrupos y de cuerpos intermedios.

Ref.: 4162e_050 SOLUCION

Ejercicio. 8.38.

Sea { = e*™/20 una raiz vigésima primitiva de la unidad y sea E = Q({). Razona que E/Q es de
Galois. Calcula Irr(¢, Q) y demuestra que Gal(E/Q) = Z, x Z,. Determina los reticulos de subgrupos
y de cuerpos intermedios.

Ref.: 4162e 052 SOLUCION
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Ejercicio. 8.39.

Sea E /K una extension de Galois con grupo G = Zqy X Z,.

(1) ¢Cudntos cuerpos intermedios F existen tales que [F : K] =4?
(2) ¢Cudntos tales que [F : K] =6?

(3) ¢Y cudntos tales que Gal(E/F)=Z,?

(4) &Y cudntos tales que Gal(F /K) = Z,?

Ref:: 4162e_069 SOLUCION

Ejercicio. 8.40.
Prueba que existe una extension K /Q de grado cuatro que no tiene subcuerpos intermedios.

Ref.: 4162e 087 SOLUCION

Ejercicio. 8.41.

Comprueba que la extension Q(v/2,&)/Q, con & = &, una raiz sexta primitiva de la unidad, es
de Galois; encuentra el grupo de Galois y los reticulos de subgrupos y subcuerpos y determina la
correspondencia de Galois..

Ref.: 4162e 137 SOLUCION

Ejercicio. 8.42.
Describe una clausura normal E/Q de Q(v/2 + +/2)/Q. Calcula el grupo de Galois Gal(E/Q) y Ios
reticulos de subgrupos y subcuerpos.

Ref:: 4162e_046 SOLUCION
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Ejercicio. 8.43.
Da un ejemplo de una extension de Galois E /K con grado [E : K] = 20 de tal forma que tenga un
cuerpo intermedio F tal que F /K no sea de Galois.

Ref:: 4162e 053 SOLUCION

Ejercicio. 8.44.

Sea E = Q(v/2,1).

(1) Demuestra que la extension E/Q es de Galois y determina Gal(E/Q).

(2) SeanF, = Q(i), F, = Q(v/2) y F; = Q(v/—2). Demuestra que Gal(E/F,;) = C,, Gal(E/F,) =D, y
Gal(E/F;) = D,.

(3) Determina todos los cuerpos intermedios Q € F C E para los que F/Q es una extension de
Galois.

Ref.: 4162e 044 SOLUCION

Ejercicio. 8.45.
Sea { una raiz octava primitiva de la unidad.

(1) Razona que Q(+/3,{)/Q, es una extension de Galois y calcula su grupo de Galois.
(2) Determina Gal(Q(+/3,¢)/Q(i), el reticulo de sus subgrupos y el reticulo de subcuerpos de la
extension Q(v/3,2)/Q(1).

Ref.: 4162e 045 SOLUCION

Ejercicio. 8.46.
Sea K = Q(w), siendo w una raiz cubica primitiva de la unidad. Prueba que no existen extensiones
de Galois E/Q tales que K C E y Gal(E/Q) = Q, el grupo cuaternio de 8 elementos.

Ref:: 4162e 097 SOLUCION

Los siguientes ejercicios proporcionan un ejemplo de una extensiéon de Galois E/K con grupo de
Galois G isomorfo al grupo cuaternio Q,.
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Ejercicio. 8.47.
Seaa=(2+v2)(3++v3)yF=Q(2,V3).

(1) Comprueba que a € F = Q(+2,+/3). Deduce que los conjugados de a también estdn en
Q(v2,v3).

(2) Determina el subgrupo de G que deja fijo a a. Deduce que Q(a) = F = Q(+/2,+/3), y con-
cluye que tanto los conjugados de a como los generadores v/2,+/3 se pueden expresar como
polinomios en a.

Ref.: 4162e 061 SOLUCION

Ejercicio. 8.48.
Seafp=+a=+(2+vV2)(3+V3) yseaE = Q(B).

(1) Demuestra que f3 ¢ Q(a); (pista: utilizar normas).

(2) Calcula los conjugados de 3 sobre Q.

(3) Comprueba que para cualquier vy, conjugado de 3 sobre Q, se tiene yf3 € Q(a). Deduce que
E/Q es una extension de Galois. Calcula | Gal(E/Q)|.

Ref.: 4162e 062 SOLUCION

Ejercicio. 8.49.

Seay = \/(2 —+/2)(3+ v3) yo € Gal(E/Q) el automorfismo definido por o(f3) = .
(1) Demuestra que o(f32) = y2. Concluye que o(v/2) = —+/2 y que o(v/3) = V3

(2) Demuestra que o(f3y) = —py. Deduce que o(y) =—p3.

(3) Demuestra que el orden de o es 4. Determina el cuerpo fijo bajo o .

Ref.: 4162e_063 SOLUCION

Ejercicio. 8.50.
Sea 5 = +/(2+ V2)(3— v/3) y T € Gal(E/Q) el automorfismo definido por T(f8) = 6&.

(1) Demuestra que ©(B2) = 62. Concluye que ©(v2) = v/2 y que 7(v/3) = —+/3
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(2) Demuestra que T(f6) =—p 6. Deduce que t(6) = —p.
(3) Demuestra que el orden de T es 4. Determina el cuerpo fijo bajo 7.

Ref.: 4162e 064 SOLUCION

Ejercicio. 8.51.
Demuestra que o> = 2 y que 07 = 170°. Concluye que Gal(E/Q) = (o, 1) £ Q,.
Ref.: 4162e_065 SOLUCION

Extensiones finitas de Galois. Otras construcciones

Ejercicio. 8.52.
Sea E /K una extension de Galois de grado [E : K] = p" con p primo. Razona que para todo i < n
existe por lo menos un cuerpo intermedio F tal que [F : K] = p'.

Ref.: 4162e_055 SOLUCION

Ejercicio. 8.53.

Suponemos conocido que T y e son numeros trascendentes. Sea K(f) el cuerpo de descomposicion
del polinomio f = X3+ mX +6 sobre el cuerpo K = Q(7t). Demuestra que [K(f) : K] = 6. Demuestra
que K(f) es isomorfo al cuerpo de descomposicion de g = X3 + eX + 6 sobre Q(e), mediante el
isomorfismo (t) = Q(e) que lleva it ae..

Ref.: 4162e_070 SOLUCION

Ejercicio. 8.54.

Sea f € K[X] un polinomio irreducible y separable de grado n. Sea K(f) el cuerpo de descomposi-
cion, a € K(f) una raiz de f y F /K cualquier extension de Galois tal que K € F C K(f). Demuestra
que
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(1) f =f,--f,, donde los f; € F[X] son irreducibles sobre F,
(2) todos los f; son de gradod =[F(a):F],ym= 3 =[K(a)NF :K].

(Pista: Demuestra primero que la factorizacion de f sobre F es la misma que sobre F N K(a). Si
H = G € G = Gal(K(f)/K) entonces los factores de f sobre F corresponden a las drbitas bajo H de
las raices de f .)

Ref.: 4162e 071 SOLUCION

Ejercicio. 8.55.
Sea f € K[X] irreducible de grado primo p. Demuestra que para cada extension de Galois E /K se
tiene que f es irreducible sobre E o descompone en factores lineales sobre E.

Ref:: 4162e 072 SOLUCION

Ejercicio. 8.56.

Sea E /K una extension finita y F,, F, dos cuerpos intermedios. Demuestra:

(1) SiF,/K de Galois, entonces F,F,/F, es de Galois y Gal(F,F,/F,) = Gal(F, /F, (| F,).

(2) SiF,/K yF,/K son de Galois entonces F,F,/K es de Galois. Ademds si F|( |F, = K, entonces
Gal(F,F,/K) = Gal(F,/K) x Gal(F,/K).

(3) SiF,/K yF,F,/K son de Galois y F,(|F, =K, entonces

Gal(F,F,/K) = Gal(F,F,/F,) x Gal(F,F,/F,).

Ref.: 4162e 058 SOLUCION

Si G es un grupo, H,N C G subgrupos de forma que N < G es normal, NH = Gy NNH = {1},

entonces G es el producto semidirecto de N y H, esto es, existe un homomorfismo 6 : H — Aut(N),
. . .7 7 hl

y la multiplicacién en G = N x H estd dada por (n,,h,)(n,,h,) = (nn,', hyh,).

Ejercicio. 8.57.

Se considera el producto semidirecto G = D, X Z,, siendo D, = (0,7 | c*=1>=0ototr=1)y
0(1)(c) = o3, 6(1)(7) = To. Observa que G es un grupo de orden 16. Supongamos que G es el
grupo de Galois de una extension E /K.
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(1) Determina el reticulo de subgrupos de D, X Z,.
(2) Determina los subgrupos normales de G.

Ref.: 4162e 129 SOLUCION

Si G es un grupo, H,N C G subgrupos de forma que N < G es normal, NH = Gy N NH = {1},
entonces G es el producto semidirecto de N y H, esto es, existe un homomorfismo 0 : H — Aut(N),
y la multiplicacién en G = N x4 H esta dada por (n,, h;)(n,, h,) = (n;0(h,)(n,), h1hy) = (nlngl, hih,).

Ejercicio. 8.58.
Se considera el producto semidirecto G = Zg Xy Z,, siendo 6(1)(1) = 3. Observa que G es un grupo
de orden 16. Supongamos que G es el grupo de Galois de una extension E /K.

(1) ¢Cudntos cuerpos intermedios F /K, con K C F C E, existen de grado 8? {Cudntos con grupo de
Galois Gal(F /K) isomorfo a Zg?

(2) ¢Cudntos cuerpos intermedios F /K, con K C F C E, existen de grado 4? {Cudntos con grupo de
Galois Gal(E/F) isomorfo a Z,? y {cudntos con grupo de Galois isomorfo al grupo de Klein?

(3) ¢Cudntos cuerpos intermedios F /K, con K C F C E, existen de grado 2? {Cudntos con grupo de
Galois Gal(E/F) isomorfo a Zg?

(4) (Opcional). Determina el reticulo de subgrupos de Zg X g Z,.

Ref:: 4162e 130 SOLUCION

Extensiones finitas de Galois. Aplicaciones

Ejercicio. 8.59.
Sea E /K una extension de Galois de grado n. Para cada a € E

(1) Demuestra que el polinomio f(X) =] [{(X —o(a))| o € Gal(E/K)} pertenece a K[X].
(2) Demuestra que f(X) =Irr(a,K) si, y sélo si, E = K(a).

Ref.: 4162e_108 SOLUCION
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Ejercicio. 8.60.
Sea E /K una extension de Galois de grado finito n, y sea Gal(E/K) = {04,...,0,}. Para cada sub-
conjunto {a4,...,a,} C E, prueba que son equivalentes:

(a) {a;,...,a,} es una K-base de E.
(b) La matriz (o(a;));; tiene determinante no nulo.

Ref.: 4162e 122 SOLUCION

Ejercicio. 8.61.

Sea E/K una extension de Galois, F un cuerpo intermedio y H C Gal(E/K) el subgrupo de los
automorfismos de E /K que aplican F en si mismo. Demuestra que H es el normalizador de Gal(E/F)
en Gal(E/K) y describe el grupo cociente H/ Gal(E/F).

Ref.: 4162e 057 SOLUCION

Ejercicio. 8.62.

Sea K = Q(w), siendo w una raiz ctibica primitiva de la unidad. Prueba que no existen extensiones
de Galois E/Q tales que K C E y Gal(E/Q) = Z,.

Ref.: 4162e 096 SOLUCION

Sea f € K[X] un polinomio sin raices multiples; se dice que G C Gal(f /K) actia transitivamente
sobre las raices de f si dadas dos raices cualesquiera a y 8 de f, existe ¢ € G tal que p(a) = .

Ejercicio. 8.63.
Sea f € K[X] un polinomio no constante sin raices multiples y G = Gal(f /K). Prueba que son
equivalentes:

(a) f(X) es irreducible.
(b) G actua transitivamente sobre las raices de f .

Ref.: 4162e 128 SOLUCION
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Ejercicio. 8.64.

Prueba que los subgrupos transitivos de S, son los subgrupos siguientes:
(1) S,, que es normal.

(2) A,, que es normal.

(3) D, =((1234),(13)), y todos sus conjugados.

(4) C,=((1234)), y todos sus conjugados.

(5) V={1,(12)(34),(13)(24),(14)(24)}, que es normal.

El reticulo de los subgrupos transitivos de S, es:

N,
SN

Como consecuencia, si f (X) € Q[X ] es un polinomio irreducible de grado cuatro, el grupo de Galois
de Q(f)/Q es isomorfo a uno de é€stos.

Ref.: 4162e 131 SOLUCION

Ejercicio. 8.65.
Se considera una extension de Galois E /K, con grupo de Galois G = Gal(E /K). Para cada a € E, con
f(X) =1Irr(a,K), prueba que los siguientes conjuntos son iguales:

{e(@)] peGl={xecE] f(x)=0}.

Ref.: 4162e 138 SOLUCION

Ejercicio. 8.66.
Sea E /K una extension finita de Galois y a € E \ K. Vamos a determinar el polinomio irreducible de
a sobreK.
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Consideramos todos los conjugados de a, esto es, el conjunto C = {o(a) | o € Gal(E/K)}, en el que
no hay elementos repetidos ya que es un conjunto, y definimos f (X) =] | pec(X —B). Entonces a es
una raiz de f (X).

(1) Prueba que f(X) € K[X].

(2) Prueba que f(X) es irreducible sobre K. Como consecuencia f (X) = Irr(a, K).

(3) Considera extension Q(v/3,/—3)/Q, prueba que es una extensién de Galois.

(4) Determina Gal(Q(v/3,v—3)/Q) e Irr(v/3 + V=3, Q).

(5) Considera la clausura normal E/Q de Q(+/2)/Q, que es una extensién de Galois; describe E.
(6) Determina Gal(E/Q) eIrr(i + v2 + v/—2,Q).

Ref.: 4162e 140 SOLUCION

Ejercicio. 8.67.

Sea E /K una extension de Galois de grado n con grupo de Galois G y a € E un elemento. Se define
f&X)=Tlpes —0o(x)) € E[X].

(1) Prueba que f(X) € K[X].

(2) Prueba que son equivalentes:

(a) f esirreducible sobre K.
(b) E=K(a).

Ref.: 4162e 142 SOLUCION
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9. La ecuacidn general de grado n

Se trata ahora de construir una extension de cuerpos de Galois E /L cuyo grupo de Galois sea isomorfo
a S,, y como consecuencia, una extensién de Galois E/ES, para cada grupo finito G C S,.. Ya que
para cada grupo finito G existe un n tal que G es isomorfo a un subgrupo de S,, tenemos una forma
de construir una extensién de Galois con grupo de Galois isomorfos a un grupo finito dado G.

Sea L =K(X;,...,X,) el cuerpo de fracciones sobre las indeterminadas X, ...,X

ne

Proposicion. 9.1.
Sea f, € K(X4,...,X,)[Y] el polinomio definido por:

fo=Y"=X Y 4+ (D)X, Y+ (-1)X,

Si E es el cuerpo de descomposicion de f, sobre L = K(X,,...,X,), entonces Gal(E/L) = S,,.

Para hacer la demostracién, primero consideramos la aplicacion
¢
Sn_)AUt(K(Xlz---;Xn)/K); 0= Qs; (PO'(Xl'):XO'(i)

Es claro que ¢ es un monomorfismo de grupos. Si Q = Im(¢) eslaimagende ¢,y F = K(X;,...,X,)%
el cuerpo de los elementos que quedan fijos por €2, por el Teorema de Artin, se verifica:

[K(Xy,...,X,) : K(Xy,..., X)) 1 9QkEn!

Lema. 9.2.

Siey,...,e, son los polinomios simétricos elementales en las indeterminadas X, . ..,X,, resulta que
— Q

K(ey...,e,) =K(Xy,...,X,)".

DEMOSTRACION. Tenemos que K(e;,...,e,) € K(X;,...,X,)® € K(Xy,...,X,). Para ver que son
iguales basta ver que [K(X3,...,X,) : K(ey,...,e,)] < n!
Consideramos el polinomio f =Y" + Z?zl(—l)ieiY”_i. Es claro que f = ]_[?:1(}’ —X;), y por tanto

K(X4,...,X,)=K(eq,...,e,)(Xq,...,X,) es el cuerpo de descomposicién de f, que como tiene grado
n sobre K(eq,...,e,) se tiene que [K(X,...,X,) :K(ey,...,e,)] < n! |
4162-05.tex
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Lema. 9.3.
Existe un isomorfismo v : E/K — K(X,,...,X,)/K tal que v(K(X,...,X,)) = K(e;,...,e,), donde
E es el cuerpo de descomposicion de f, sobre L = K(X4,...,X,).

DEMOSTRACION. El isomorfismo 0 : K[X,,...,X,,] — Kley,...,e,], definido X; — e;, se puede
extender a los cuerpos de fracciones: 1) : K(X4,...,X,) — K(ey,...,e,). Se verifica:

nfu(Y)=n(¥" + (~1)X, ")
=YY"+ (—1)e Y™
= f(¥).
Como E es el cuerpo de descomposicién de f, y L = K(X4,...,X,) es el cuerpo de descomposiciéon

de f, existe un isomorfismo
v:E/K— L/K,

que extiende 7).

>~

E=KXy,....,X,)(f)) >K(ey,...,e )(f)=K(X,,...,X,)=1L
L=K(X,,...,X,) j K(ey,...,e,)
O
DEMOSTRACION. [de la Proposicién] Existe un homomorfismo de grupos:
Gal(E/L) — Gal(L/K(ey,...,e,)); @+ vpv
y ambos grupos son isomorfos. Pero Gal(L/K(e,...,e,)) tiene n! elementos, y por tanto Gal(E/L) =
S, O

Una de las aplicaciones de los resultados de esta seccion es el siguiente teorema.

Sea f € K[X] un polinomio no constante, y E su cuerpo de descomposicién; la ecuacién f(X) =0
es soluble por radicales si el grupo de Galois de la extensién E/K es un grupo soluble.

Teorema. 9.4. (Teorema de Abel-Ruffini)
SiK es un cuerpo de caracteristica cero y n > 4 un entero positivo, entonces la ecuacion general de
grado n sobre K no es soluble por radicales sobre el cuerpo K(X;,...,X,).
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9.1. Ejercicios

La ecuacidn general de grado n

Ejercicio. 9.5.
Demuestra que para todo grupo finito G existe una extension de Galois E /K con grupo de Galois
isomorfo a G.

Ref:: 4162e 059 SOLUCION
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10. Elementos primitivos

Sea F /K una extensién de cuerpos, un elemento a € F se llama primitivo, para la extension F /K,
si F = K(a). Una extension F /K es una extensién simple si existe a € F tal que F = K(a).

Teorema. 10.1. (Teorema de Steinitz)
Sea F /K una extension finita, son equivalentes:

(a) F/K tiene un elemento primitivo.
(b) Existe un nimero finito de cuerpos intermedios.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea F = K(a) y K € L C F un cuerpo intermedio. Llamamos f =
Irr(a,K) y g = Irr(a, L). Entonces g|f, esto es, g divide a f. Llamamos L’ al cuerpo generado por
los coeficientes de g; se verifica:

KCL CL

g =TIrr(a,L’)
F=K(a)=L(a)=L"(a)
[F:L]=gr(g)=[F:L"]

=>L=1L

Entonces el numero de cuerpos intermedios estd limitado por el numero de factores mdnicos de
Irr(a,K) en F[X], y por tanto es finito.

(b) = (@). Si K es un cuerpo finito, entonces F es también un cuerpo finito y estd generado por un
elemento (un generador del grupo multiplicativo).

Si K es un cuerpo infinito, haciendo induccién sobre el nimero de generadores de F, basta analizar
el caso en que F = K(a, 3). Consideramos los subcuerpos de la forma K(a + af3), con a € K. Como
s6lo hay un nimero finito de cuerpos intermedios, existen a,b € K, a # b, tales que K(a + af3) =
K(a+ bp). Se verifica:

B=(a—b)y Y a+af—(a+bB))eK(a+aB)=K(a+Dbp)
a=a+aff—ap €K(a+ap)

entonces K(a, ) = K(a+af3), por lo tanto a + af3 es un elemento primitivo. a

Corolario. 10.2.
Sea F /K una subextension de una extension de Galois finita, entonces F /K es una extension simple.

4162-06.tex
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DEMOSTRACION. SiK C F C E y E/K es de Galois, los subcuerpos intermedios entre F y K corres-
ponden a los subgrupos de Gal(E/K) que contienen a Gal(E/F), y por tanto son un nimero finito.
O

Corolario. 10.3.
Sea F /K una extension separable finita, entonces existe un elemento primitivo.

DEMOSTRACION. Consideramos una clausura normal E /K, entonces E /K es una extension de Galois.
Por el corolario anterior tenemos que F /K es una extension simple. a

Sea E/K una extension de Galois con grupo de Galois G = {¢,...,¢,}, si @ € E es un elemento
primitivo y llamamos a; = ¢;(a) a los distintos conjugados de a, resulta que

Irr(a,K) = l_[(X —a;).

En consecuencia, todos los a; son distintos y podemos utilizar esto como una caracterizacién de
elementos primitivos.

Teorema. 10.4.

Sea E /K una extension de Galois y a € E un elemento de E. Son equivalentes:
(a) a es primitivo.

(b) Todos los conjugados de a son distintos.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Si Gal(E/K) = {¢4,...,¥,}, el grado del polinomio Irr(a,K) es n, y por
tanto E = K(a). |

Bases normales

En general, si a es un elemento primitivo de una extensiéon de Galois E/K, no podemos asegurar
que el conjunto {¢;(a),..., ¢,(a)} sea linealmente independiente sobre K. Cuando este conjunto es
linealmente independiente decimos que es una base normal.

Teorema. 10.5. (Teorema de la base normal)
Cada extension de Galois finita tiene una base normal.

La demostracién de este resultado es diferente segun sea K un cuerpo finito o infinito.
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Caso en el que K es un cuerpo infinito.

Lema. 10.6.
Sea F /K una extension finita y separable de grado n, K /K una clausura algebraica deK, ¢,,..., ¢, :
F /K — K /K homomorfismos distintos, y a,,...,a, € F. Son equivalentes:

(a) Los elementos ay,...,a, € F forman una base.
(b) det(p;(a;)); #O.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Consideramos el sistema de ecuaciones lineales en K

Zn: SOi(aj)Xi = 0}
i=1

Por el lema de independencia de Dedekind los ¢, ..., ¢, son linealmente independientes, entonces si
a,...,a, es una base, la inica solucién del sistema es la trivial, y como consecuencia det(y;(a;));; #
0

(b) = (). Sidet(p;(a;));; = 0, existen x,..., X, € K, no todos nulos, tales que x,a; +---+x,a, = 0.

Se verifica:
PIHCHES =0}
i=1

. n . «7 o .
y por tanto el sistema Zi:l P j(ai )X; = O}j: . tiene una solucién no trivial, lo que es una contra-
diccion. |

j=1,..,n

j=1,...n

Proposicion. 10.7. (Independencia algebraica de automorfismos)
Sea E/K una extension de Galois finita, con K un cuerpo infinito. Si Gal(E/K) = {¢1,...,9,} ¥
f €K[X,,...,X,] verifica f (p,(a), ..., p,(a)) =0 para cada a € E, entonces f = 0.

DEMOSTRACION. Consideramos una K base de E, por ejemplo {a,...,a,} y definimos el polinomio

g(Yln“"Yn) :f (ZHJYI%(QI);,ZHIYQS%(GJ) :f (901 (iyiai>n""(70n (inal))

Se verifica g(b,,...,b,,) =0 cuando b,,...,b, € K, y como K es infinito, se verifica g = 0.
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Como ay,...,a, es una K-base, resulta det(y;(a;));; # 0, y por tanto la matriz (y;(a;));; es una
matriz invertible; sea (b;;);; la matriz inversa. si definimos

Xj=Z<pj(ai)Y}, j=1,...,n,
i=1

entonces ;
YJ-ZZbini, j:].,...,n.
i=1
Y resulta que f(Xy,...,X,) =g (D binXisee oy 2oy binX;) =0 O

DEMOSTRACION. [del teorema. ]
Sea Gal(E/K) = {5, ..., ¢,}. Consideramos indeterminadas X; = X, y el polinomio

f(Xl, . .,Xn) == det(X(Pi_l<Pj)ij'

Es claro que f (X4,...,X,) no es el polinomio cero; basta sustituir X, por 1y las demas indeterminadas
por 0 y obtenemos un ntimero distinto de cero.

Como K es un cuerpo infinito, existe un x € K tal que el sustituir X; por ¢;(x) el resultado es no
nulo (para todo i =1,...,n). Ver Proposicién (10.7.). Tenemos pues det(tpi_lcpj(x))ij # 0.

Si los ¢,(x), ..., ¢,(x) son linealmente dependientes, entonces existen ky, ..., k, € K, no todos
nulos, tales que k; ¢, (x) + -+ k,¢,(x) = 0. Aplicando ¢; ', parai=1,...,n, tenemos que ky, ...,
k, es una solucién no trivial de un sistema homogéneo de n ecuaciones con coeficientes goi_l pi(x)y
determinante no nulo, lo que es una contradiccion. a

Caso en el que K es un cuerpo finito.

DEMOSTRACION. [del teorema. ]

Consideramos la extensiéon de Galois E /K, entonces E es también un cuerpo finito. El grupo Gal(E/K)
es ciclico generado por ¢, el automorfismo de Frobenius, ver Teorema (12.4.). Si K tiene q = p™
elementos, entonces ¢ esta definido ¢(z) = 29, para cada z € E.

Si[E:K]=n, entonces p" =1y los elementos 1, ¢, ..., ¢" ! son todos distintos, y por el Teorema
de independencia de Dedekind, son linealmente independientes sobre E, en particular sobre K; esto
significa que ¢ no anula a ningin polinomio, no nulo de grado menor que n, por lo que el polinomio
de menor grado al que anula ¢ es X" —1.

Como aplicacidn lineal ¢ tiene un tnico factor invariante: X" — 1, y uno o varios divisores elemen-
tales. Existe a € E tal que {a, ¢(a),...,p" (a)} es una base de E sobre K. O

Ejemplos de cdlculo de bases normales

Ejemplo. 10.8. (Calculo de bases normales)
Consideramos la extensién Fg/F,, siendo Fg = F,[X]/(X®+X + 1), y el endomorfismo ¢ : Fg/F, —
Fg/F,, definido ¢ (z) = 2%, para cada z € Fy.
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Observa que si x =X, se tiene ¢(ay + a;x + a,x?) = a2 + a?x* + a2x* = ag + ayx + (a; + ay)x?, esto
100
es, ¢ estd definido por la matrizA=| 001
011
100
Se tiene A= 011 |, A* = 1. Como consecuencia A> — 1 = 0, y A es raiz del polinomio X> — 1.
010

Podriamos pensar que A debe ser una raiz del polinomio X2 + X — 1, pero ésto no ocurre, ya que las
matrices cuadradas 3 x 3 forman un anillo no conmutativo. En efecto, se tiene:

100
A*+A+1=[000 | #0.
000

El grupo de Galois es Gal(Fy/F,) = (¢) = C;.

Para determinar un elemento primitivo, primero observa que el polinomio caracteristico de A es
X3—1=(X—1)(X?>+X+1), y por lo tanto tiene un vectores propio v; = (1,0, 0), y un bloque generado
por v, =(0,0,1)y vy =(0,1,1), siendo ¢(v,) = v,. Por lo tanto, aunque x* es un elemento primitivo,
no define una base normal. Se tiene también que, x es un elemento primitivo, pero tampoco define
una base normal.

Un elemento primitivo, que proporciona una base normal, es a = 1 + x + x?2, que define la base

1 1 1
1,{1],10|;={1+x+x*1+x,1+x?},
1 0 1

en la base {1, x, x2}.

Ejemplo. 10.9. (Calculo de bases normales)

Consideramos la extensién Fy, /F,, siendo Fg, = F,[X]/(X3+X +1), y el endomorfismo de Frobenius
¢ : Fey/Fy —> Fe, /T, definido ¢(z) = z*, para cada z € Fg,. Supongamos que F, = {0,1,a,a + 1},
entonces ¢ estd definido ¢(a, + a,x + a,x*) = aj + ajx* + afx® = ay + (a; + ay)x + a;x?, esto es,

100 100
¢ estd definido por la matriz A= [ 011 |, y se tiene A2 = | 001 |, A> = 1. Como consecuencia
010 011
100
A®—1 =0, pero observa que también en este caso se tiene A2+A+1=| 000
000

El grupo de Galois Gal(F,/F,) = (¢) = C5. En este caso también x es un elemento primitivo, pero
{x, o(x), p*(x)} no es una base.

En general, para calcular un elemento primitivo que genere una base normal, consideramos un
elemento genérico a = a,+a; x +a,x?, calculamos p(a) y ¢*(a), y vemos las condiciones necesarias
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para que a, p(a) y ¢*(a) sean linealmente independientes.

a=a,+a;x +a,x?,
o(a) =ag+ (a; + a,)x + a;x?,
v%(a)=ay+ a,x + (a; + ay)x%

El determinante de la matriz de coeficientes es: a,(a? + a;a, + a2). Este es no nulo, por ejemplo, si
a=1+x.
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10.1. Ejercicios

Elementos primitivos

Ejercicio. 10.10.
Halla elementos primitivos para las siguientes extensiones:

(1) Q(v2,v3)/Q,

2) Q(i,v2)/Q,

(3) Q(v2,V3,V5)/Q,
4 Q(v2,v3)/Q.

Ref.: 4162e_040 SOLUCION

Ejercicio. 10.11.
Determinar un elemento primitivo del cuerpo de descomposicién, sobre Q, del polinomio X° — 2.

Ref:: 4162e 105 SOLUCION

Ejercicio. 10.12.
Se considera la extension F = Q(+/2, v/3,a)/Q, donde a* = (2 + v/2)(3 + v3).
(1) Prueba que F = Q(a), esto es, que a es un elemento primitivo para la extension.

(2) Determina Irr(a, Q) y su cuerpo de descomposicion E sobre Q.
(3) Calcula Gal(E/Q); comprueba que es isomorfo a Q,.

Relacionar con el Ejercicio (8.47.).
Ref.: 4162e 133 SOLUCION

Ejercicio. 10.13.
Sea F /K una extension de cuerpos y a,f3 € F elementos algebraicos sobre K. Prueba que si a es
separable sobre K, entonces existe y € F tal que K(a, 3) = K(y).

Ref.: 4162e 125 SOLUCION
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Ejercicio. 10.14.
Sea F /K una extension separable de grado n (ino necesariamente de Galois!). Demuestra que o € F
es primitivo si, y solo si, tiene n conjugados en cualquier clausura algebraica de K que contenga a F.

Ref.: 4162e 041 SOLUCION

Ejercicio. 10.15.
Sea K un cuerpo y K(a, )/K una extension algebraica. Si a es separable, prueba que K(a, B)/K es
una extension simple (tiene un elemento primitivo).

Ref.: 4162e_099 SOLUCION

Ejercicio. 10.16.
Sea K un cuerpo, y a un elemento algebraico sobre K. Prueba que la extension K(a)/K tiene un
numero finito de cuerpos intermedios.

Ref.: 4162e 126 SOLUCION

Ejercicio. 10.17.

Determina un elemento primitivo a € Q(+/3,®)/Q, donde w es una raiz ctibica primitiva de la
unidad, de forma que {¢(a)| ¢ € Gal(Q(+/3, w)Q)} sea una base normal.

Ref:: 4162e 073 SOLUCION

Ejercicio. 10.18.
Sea E/K una extension de Galois de grado n y a € E. Demuestra que el polinomio

feo= [] -0
o€Gal(E/K)

pertenece a K[X], y que es irreducible si, y sélo si, E = K(a).
Ref:: 4162e_056 SOLUCION
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Ejercicio. 10.19. .

Sea K un cuerpo, K una clausura algebraica de K, y o € Aut(K/K) (o no es necesariamente sobre-
yectivo). Si F = K, y F C E CK verifica que E/F es una extensién finita, entonces que E/F es una
extension de Galois con grupo de Galois ciclico.

Ref:: 4162e 074 SOLUCION

Ejercicio. 10.20.
Dada la extensién E = Q(+/2,+/3)/Q, determina un elemento primitivo a tal que {p(a) | ¢ €
Gal(E/Q)} sea una base normal.

Ref.: 4162e 103 SOLUCION

Ejercicio. 10.21.
Determina la matriz del endomorfismo de Frobenius, respecto a la base {1,x,x?,...}, en cada una
de las extensiones, siendo x la clase de X :

(1) Fy/TF,,
(2) Fy7/Fs,
(3) Frp9/Fs,
(5) Fra9/Fs.

Calcula para cada una de las extensiones un elemento primitivo.
Ref:: 4162e 102 SOLUCION

Ejercicio. 10.22.
Sea K un cuerpo de caracteristicap y F = K(a, ) con a?, B? € K y [F : K] = p%. Demuestra que:

(1) F/K no es simple.
(2) Existe un nimero infinito de cuerpos intermedios en la extension F /K.

Ver también el Ejercicio (10.25.)
Ref.: 4162e 042 SOLUCION
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Ejercicio. 10.23.

Prueba que existen extensiones de cuerpos F /K y elementos a, 3 € F algebraicos sobre K, tales que
K(a,3) no es de la forma K(y), para un y € K(a, ), esto es, la extension K(a,3)/K no es una
extension simple.

Ref.: 4162e 127 SOLUCION

Ejercicio. 10.24.
Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Sis, t son indeterminadas sobre K,

(1) Demuestra que [K(s,t) : K(s?, t?)] = p®.
(2) SiK es infinito, demuestra que hay infinitas extensiones intermedias K(sP,t?) C E C K(s, t).

Ref.: 4162e 112 SOLUCION

Ejercicio. 10.25.

Ejemplo de una extension finita con un nimero infinito de cuerpos intermedios.

Ver también el Ejercicio (10.22.)

Ref.: 4162e 088 SOLUCION
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11. El cuerpo de los numeros complejos es algebraicamente ce-
rrado

El cuerpo C de los ntimeros complejos se define como C = R(i). Cada nimero complejo se escribe,
de forma tnica como z = a+ bi, con a, b € R, y si llamamos |z| = /a2 + b2 al mdédulo de z, entonces
2 = |z|(c + di), con ¢ + di un niumero complejo de médulo uno.

Todo nimero complejo de médulo uno ¢ + di se puede escribir como ¢ + di = cos 0 + isen6, donde

0 < 6 < 2m, que abreviadamente representamos por e'°.

La multiplicacién de e'® por ei” es e!®*™) y como el médulo es multiplicativo, para dos ntimeros
complejos z, = m,e'® y z, = m,e'™, la multiplicacién es: 2,2, = m;m,e!®*™, En consecuencia es facil

determinar la raiz cuadrada de un niimero complejo z = me'?; ésta es: +/z = y/me'z.

Lema. 11.1.
C no tiene extensiones de grado 2.

DEMOSTRACION. Dada una extension F/C de grado 2, sea a € F de grado 2 sobre C, con polinomio
monico irreducible X2 + bX + ¢, entonces

Heacee= (1) (5 )
X +bX+c=|{X+=| —|=—¢/|,
2 2

por tanto F = C(a) = C(3), donde f3 es raiz de un polinomio del tipo X?—d, y por tanto un elemento
de C, lo que es una contradiccidn. a

Veamos ahora que R no tiene extensiones propias de grado impar.

Lema. 11.2.
R no tiene extensiones propias de grado impar.

DEMOSTRACION. Sea F/R una extension propia de grado impar, entonces existe a € F con f(X) =
Irr(a,R) de grado impar. Sea f(X) = X" + Z:& a,X', y tomamos ¢ > max{|q;| | i=0,l...,a, ;}U
{1}. Se tiene:
f(—=nc) = (—nc)* + Z:& a,(—nc)' < (—nc)" + Z:& c(nc)' < (—nc)* +nc(nc)™ ! =0,
f(nc)=(nc)* + Z::; a;(nc)' > (nc)" — Z::; c(nc)t > (nc)*—nc(nc)* ! =0.
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Como consecuencia del teorema de Bolzano, resulta que f (X) tiene una raiz en el intervalo (—nc, nc),
lo que es una contradiccidn. a

Teorema. 11.3.
C es algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION. Sea F/C una extension finita de C; tomamos a € F\ Cy f(X) =Irr(a,C). Si E es
el cuerpo de descomposicion de f(X) sobre C, entonces también E es el cuerpo de descomposiciéon
del polinomio (X% +1)f(X) sobre R, y por tanto E/R es una extensién de Galois. Sea G = Gal(E/R)
su grupo de Galois 2™h su orden, siendo h un entero impar.

Sea H C G un 2-subgrupo de Sylow de G, entonces Ef /R es una extensién, posiblemente no es de
Galois, pero es de grado h, que es impar. Entonces h = 1, y G es un 2-grupo. Todo 2-grupo es soluble,
y por lo tanto tiene una serie de composicion, en este caso con factores de composicién de orden
2, y como la extensién E/R tiene una torre de subcuerpos: R=F, CC=F, CF,C--- CF, =E;
en particular F,/C seria una extension de grado 2, lo que es una contradiccién. Tenemos entonces
F =C, y C es algebraicamente cerrado. |
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11.1. Ejercicios

El cuerpo de los numeros complejos es algebraicamente cerrado

Ejercicio. 11.4.
Probar que C es algebraicamente cerrado.

Ref.: 4162e 106 SOLUCION
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11.2. Cuestiones

En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” 6 “FALSO” y haz un breve razonamiento para
justificar la respuesta.

(1) Un cuerpo K es perfecto si, y s6lo si, es finito o contiene una copia de Q. (Ref.: 4162q_001)

(2) Si E/K y F/K son extensiones de Galois, entonces Gal(E/K) = Gal(F/K) si, y sdlo si,
E =F. (Ref.: 4162q 002)

3 Sea F /K una extension de cuerpos y f € K[X]. Si f es separable sobre F, entonces es
separable sobre K. (Ref.: 4162q 003)

“4) Sea F/K una extension de cuerpos y f € K[X]. Si f es separable sobre K, entonces es
separable sobre F. (Ref.: 4162q 004)

(5) Si E/K es una extension de Galois, entonces E /K tiene un elemento primitivo si, y solo si,
Gal(E/K) es un grupo simple. (Ref.: 4162q_005)

(6) Si F /K es una extension de grado 2 existe un automorfismo o : F /K — F /K cuyo cuerpo
fijo es K. (Ref.: 4162q _006)

(7 Si F/K es una extension de grado 2, con K un cuerpo perfecto, existe un automorfismo
o : F/K — F /K cuyo cuerpo fijo es K. (Ref.: 4162q_007)

(8 Toda extension finita y separable estd contenida en una extensién de Galois. (Ref.: 4162q_009)

9 Toda extension finita y normal F /K estd contenida en una extension de Galois E/K, con
F CE. (Ref.: 4162q 010)

(10) Si E/K una extension finita de Galois, y F un cuerpo intermedio: K C F C E, entonces
F /K es una extension de Galois. (Ref.: 4162q 011)

(11 Si f(X)=X"—aeQ[X],a#0,y& = &, una raiz n-ésima primitiva de la unidad, el
cuerpo de descomposicién de f sobre Q es Q(+/a,&,,). (Ref.: 4162q_012)

(12) La extensién Q(+/3,1) es de Galois. (Ref.: 4162q _013)

(13) Si K C F C E es una torre de cuerpos y E/K es de Galois, entonces F /K es de Galois.

(Ref.: 4162q_016)

14 Si K C F C E es una torre de cuerpos y E/K es de Galois, entonces E/F es de Galois.
(Ref.: 4162q_017)
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(15)
(16)
(17)
(18)
(19)

(20)

(21

(22)

(23)

(24)
(25)
(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31

(32)

Como [Q(v2) : Q] = 4, se que | Aut(Q(v/2)/Q)| = 4. (Ref.: 4162q_018)

Se tiene que | Aut(Q(v/2)/Q)| = 2 aunque [Q(v/2) : Q] = 4. (Ref.: 4162q_019)

El cuerpo Q(+/2) tiene sélo tres conjugados sobre Q. (Ref.: 4162q_020)

El grupo Aut(Q(+/2)/Q) tiene orden 3. (Ref.: 4162q_022)

Toda extension E/K de grado 2 es de Galois. (Ref.: 4162q_023)

Para todo a, elemento algebraico sobre Q de grado m, existen exactamente m automor-

fismos Q(a)/Q — Q(a)/Q. (Ref.: 4162q_024)

Para todo a, elemento algebraico sobre Q, si F/Q es una extensiéon normal, entonces

F(a)/Q(a) es también una extension normal. . (Ref.: 4162q_025)

Si F /K es una extension de Galois se verifica que para cada extension intermediaK C L C F

la extension L/K es de Galois si, y solo si, cada subgrupo de Gal(F/K) es un subgrupo normal.
(Ref.: 4162q_026)

Si K es un cuerpo perfecto, todo polinomio irreducible de grado n tiene n raices distintas

enu

na clausura algebraica de K. (Ref.: 4162q 027)

Toda extension F /K de grado primo p es de Galois. (Ref.: 4162q_029)

Toda extension E/K de grado 3 es normal. (Ref.: 4162q_030)

Toda extension E/K de grado 2 es normal. (Ref.: 4162q 031)

Si K C F C E es una torre de cuerpos y Gal(E/K) es un grupo abeliano, entonces F/K y

EJF

son extensiones de Galois. (Ref.: 4162q_032)

Si K C F C E es una torre de cuerpos, F/K y E/F son extensiones de Galois si, y sélo si,

E/K

es una extension de Galois. (Ref.: 4162q_033)

Si F/K es una extensiéon y Aut(F/K) es finito, entonces F/K es una extension finita.

(Ref.: 4162q_034)

La extensién F /K, con K = (C(Tf | neN)yF =C(T,| neN),no es finita, pero es alge-

braica, por lo que cada subextensidn finitamente generada sobre K es finita. (Ref.: 4162q_035)

Sean X e Y indeterminadas sobre C. La extensién C(X,Y)/C(X3, Y?) tiene grupo de Galois

C3 %

C;. (Ref.: 4162q_036)

La extensiéon Q(X,Y, w)/Q(X3,Y?) tiene grupo de Galois C, x C; x C;, donde w es una

raiz

cubica primitiva de la unidad. (Ref.: 4162q 037)
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(33) Si F/K es una extensién finita y separable y |Hom(F/K,K/K)| = [F : K], entonces la
extension F /K es de Galois. (Ref.: 4162q 038)

(34 Si F/K es una extension finita normal, entonces F/E es una extension normal para cada
subcuerpo K C E C F. (Ref.: 4162q_055)

(35) Si K C K(a) es una extension finita normal simple, entonces Aut(K(a)/K) es un grupo
simple. (Ref.: 4162q_056)

(36) Para una indeterminada X la extensién F5(X'?) C F<(X) es separable. (Ref.: 4162q_057)

37) Todo polinomio irreducible de grado n sobre un cuerpo perfecto K tiene siempre n raices
distintas en K. (Ref.: 4162q_058)

(38) Todo cuerpo K tiene una extensién algebraica K C F que es un cuerpo perfecto. (Ref.: 4162q_059)

(39) Para cada extensién normal K € F C K cada homomorfismo o : F — K define un
automorfismo de F /K. (Ref.: 4162q_060)

(40) Toda extension finita de un cuerpo K es separable sobre K. (Ref.: 4162q 061)

(41) Dado un cuerpo K y un automorfismo de cuerpos f : K — K, el conjunto de todos los
elementos de K que quedan fijos por f forma un cuerpo. (Ref.: 4162q 063)

(42) Sean a,b € F, donde F C K es un cuerpo de descomposicion sobre K, esto es, K C F es
normal. Entonces existe un automorfismo de F /K quelleva a a b si, y sdlo si, Irr(a, K) = Irr(b, K).
(Ref.: 4162q_064)

(43) Todo polinomio de grado n sobre un cuerpo perfecto K tiene siempre n raices distintas en

K. (Ref.: 4162q 065)

~

44 El polinomio X*+1 € K[X ] es siempre separable sea cual sea el cuerpo K. (Ref.: 4162q_066)
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12. Cuerpos finitos

Vamos a estudiar en esta leccion cuerpos que tienen un ntimero finitos de elementos, los llamaremos
cuerpos finitos o cuerpos de Galois. Si el cuerpo F es finito, su caracteristica, car(F ), no es cero, por
lo tanto car(F) es igual a un nimero primo positivo, si suponemos que es p, el cuerpo caracteristico
K de F es isomorfo a F, = Z,, y lo que es mds importante, F es un espacio vectorial de dimensién
finita sobre IF,, por lo tanto el nimero de elementos de F es una potencia de p.

Lema. 12.1.
Si F es un cuerpo finito de caracteristica p que tiene q elementos, existe un numero entero positivo
n tal que q = p".

DEMOSTRACION. Tenemos que F/ F, esuna extension finita de cuerpos, si suponemos que [F : IE‘p] =
n, entonces el numero de elementos de F es p". O

Vamos a estudiar el grupo multiplicativo de un cuerpo finito.

Lema. 12.2.

Sea F un cuerpo, no necesariamente finito, y G un subgrupo finito del grupo multiplicativo F* de
F, entonces G es un grupo ciclico. En particular, el grupo multiplicativo de todos los elementos no
nulos de un cuerpo finito es un grupo ciclico.

DEMOSTRACION. Ya que G es un grupo abeliano finito, sera isomorfo a un producto directo Z, X
-++XZ, ,donde n; divide a n;;;, 1 <i <r.Paracadaq € Z, tenemos a;' = 1 =a;", y todo elemento
de G es raiz del polinomio X" — 1. Como consecuencia el numero de elementos de G estd acotado
superiormente por n,; sin embargo el nimero de elementos de G sabemos que es n;...n,, por lo
tanto |G| = n, y G es un grupo ciclico.

El caso del cuerpo finito es inmediato. a

Vamos ahora a probar que para cada entero primo positivo p y cada niimero entero positivo n existe
salvo isomorfismo un tnico, cuerpo F con p" elementos.
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Teorema. 12.3. (Teorema de Moore)

Sea p un entero positivo primo y n un entero positivo, existe un cuerpo finito F con q = p" elementos.
Este cuerpo F puede ser construido como el cuerpo de descomposicion del polinomio X1 — X sobre
F,. Ademds todo cuerpo finito de q elementos es isomorfo, sobre F,, a F.

DEMOSTRACION. Consideramos el polinomio X?—X sobre I, su cuerpo de descomposicion F tiene
caracteristica p y contiene a todas las raices de X? —X; supongamos que a y 3 son raices, entonces

(a+B)=al+pl=a+p,

(ap)l=alf?=ap,
19=1;

y las raices de X? — X forman un subanillo de F. Ademas, si a # 0 es una raiz, se verifica
(@) =(a) ' =a,
luego las raices forman un subcuerpo de F. Como la derivada del polinomio es:
D(X1—X)=gX1 ' —1=-1,

resulta que las raices de X9—X son simples, y por tanto tenemos un cuerpo de q elementos; contenido
en F en el que el polinomio X?—X descompone, entonces coincide con F y F tiene g elementos.

Supongamos ahora que tenemos un cuerpo F con g elementos; el grupo multiplicativo F* es ciclico
de orden g — 1, entonces para cada elemento a € F* se tiene a?! = 1, por lo tanto para cada a € F
se tiene a? = a, y cada elemento de F es raiz del polinomio X% —X; el numero de raices distintas
de este polinomio es g, entonces F es el cuerpo de descomposicion del polinomio X? —X sobre I,
y por lo tanto todos los cuerpos de q elementos son isomorfos sobre F,,. a

Existe una notacién estandar para el cuerpo finito de g elementos, €ésta es IF, y se llama el cuerpo
de Galois de g elementos. Recordar que q es de la forma p", siendo p y n nimeros enteros positivos
y p ademas primo.

Vamos a estudiar la extension F, /I, identificar sus automorfismos, y ver que es una extensién de
Galois con grupo de Galois ciclico.

Teorema. 12.4.
En la situacion anterior para p, n y ¢ = p", tenemos:

(D F, / IF, es una extension de Galois.
(2) Gal(FF,/F,) es un grupo ciclico de orden n generado por el automorfismo de Frobenius.
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DEMOSTRACION. (1).YaqueT, esun cuerpo finito entonces es perfecto, y por lo tanto toda extension
finita de IF, es separable; en particular F,/F, es una extensién separable. Ya que FF, es el cuerpo de
descomposicién del polinomio X? —X, resulta que la extensién F /IF, es normal. Entonces FF,/F, es
una extension de Galois.

(2). Tenemos [F, : F,] = n, y por tanto |Gal(F,/F,)| = n. Si consideramos ¢ el automorfismo
de Frobenius, tenemos que ¢ € Gal(F,/F,) ya que para a € F, tenemos que ¢(a) = a” = a. Las
potencias de ¢ también pertenecen a Gal(F,/F,), para0 <i <ny a € F, tenemos por induccién:

Pia) =g @)= (¢ (@) =p(a? ) =(a" P =0a"

Vamos ahora a ver ¢° ¢,...,¢" ! son todos distintos. Supongamos que ¢’ = 1, para 0 < i < n,
entonces para cada a € F, tenemos:

a=1(a)=¢'(a) = a”,

/ . . i . .
y por tanto todo elemento de F, es raiz del polinomio X? —X, como consecuencia [, tiene como
maximo p' elementos, lo que es una contradiccion. O

Corolario. 12.5.
Con las notaciones anteriores son equivalentes:

(a) o =a, para cada a € Fpn.
(b) n|r.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si se verifica (a), entonces ¢" = 1, y por tanto n|r, ya que el orden de
¢ € Gal(F,./F,) es n.
(b) = (). Sin|r, entonces ¢" =1 y se verifica (a). O

Proposicion. 12.6.

Sea q = p". Los subcuerpos de F, estan determinados por los divisores de n, esto es; los subcuerpos
de T, son de la forma F ., para m|n. Ademds, para cada entero positivo r son equivalentes:

(a) Fom CF,.

(b) m|r.

En particular, la extensionF,. C I, es de Galois con grupo de Galois ciclico de ordenr /m y generado
por ¢™.
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DEMOSTRACION. Es claro que todo subcuerpo de F,. es de la forma F,» con m < n, y ademads
tenemos
n=[F,u:F]=[Fp:Fpu][Fpm:F,]=[Fu:Fymlm,
por lo tanto m|n, y en particular [F,. : F,n] = 1
(@ = (b). SiF,u CF,,
(b) = (a). Sim|r, entonces supongamos que r = md. Por ser Gal(F, /F,) un grupo ciclico de orden r
generado por el automorfismo de Frobenius ¢, existe un tinico subgrupo H de orden d, que es ciclico
y estd generado por ¢™. En la conexién de Galois H corresponde a un subcuerpo E = (IE‘pr)H , que
estd determinado por Gal(F,./E) = H; ya que H es un subgrupo normal de Gal(F,./F,), tenemos
que E/F, es una extensién de Galois y Gal(E/F,) = Gal(F, /F,)/ Gal(F,. /E) tiene orden r/d = m,

luego E =TF,.; por lo tanto F,» € F,. y Gal(F,. /FF,.) es ciclico de orden r /m generado por ¢™. O

entonces m| r, €s como €n el caso anterior.

Corolario. 12.7.
Si p es un numero entero primo positivo y n, m nimeros enteros positivos, son equivalentes:

(a) m|n.
(b) p"—1[p"—1.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si m|n, entonces F,. C ., y por tanto IF;m c IF;n, luego p™—1|p"—1.

(b) = (a). Supongamos que p™—1|p™ — 1; para una descomposiciéon n = cm+r den,con0 < r <m,
tenemos

p"=pp’,
luego
p"—p =p'(p"—1);

por la implicacién (a)=(b), aplicada a m|cm, tenemos:

pm _ 1 |pcm _
y por tanto
p"—p'=0 (mod p™—1),
p*  =p (mod p™ —1),
p"—1 =p"—1 (modp™—1), ytenemos que
p'—1 =0 (mod p™ —1), lo que implica
p"—=1lp"—1,
pero 0 < r < m, luego necesariamente r =0y n = cm, esto es, m|n. O
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Teorema. 12.8.
Para cualquier cuerpo finito F y cualquier niimero entero positivo m existe un polinomio irreducible
f(X) e F[X] de grado m.

DEMOSTRACION. Supongamos que F = T, ¢ = p", para m existe una extensién F,./F, de grado
m, tenemos que F;n = F,m. El grupo multiplicativo Fnes ciclico; sea a un generador; si a es de

grado r sobre F,, entonces [F (a) : F,] = r, luego F,(a) = F,, y por tanto a verifica al = a,
luego a9 ' =1yq™—1|q"—1, entonces m|r y m = r; tenemos pues F,(a) = F .. Si tomamos el
polinomio irreducible de a sobre F,, Irr(a, F,), entonces Irr(a, F,) tiene grado m. |

Opcional. Teorema de Wedderburn

El dltimo resultado que vamos a estudiar relativo a cuerpos finitos es el Teorema de Wedderburn
(1905) que caracteriza los anillos de division finitos como cuerpos finitos.

Teorema. 12.9.
Todo anillo de division finito es conmutativo.

DEMOSTRACION. [Witt, 1931] Supongamos que F es un anillo de divisién finito, si a € F, llamamos
Cla)={x€F| xa=ax}
al centralizador de a en F, y
Cen(F)={x€F| ax =xaparacadaac F}=n{C(a)| a € F}

al centro de F. Tenemos que Cen(F) es un anillo finito, y ademds es un cuerpo; si x € Cen(F),
entonces x ! € Cen(F):

1 1 1

ax ' =x"'xax' = xlaxx' = x'a, paracada a € F.

Entonces Cen(F) es un cuerpo finito, supongamos que tenga ¢ = p" elementos; ya que F es un
espacio vectorial sobre Cen(F), y es finito, su dimensidn es finita, supongamos que dimc,(F) = m,
entonces F tiene g™ elementos. También C(a) es un espacio vectorial sobre Cen(F), y por tanto el
numero de elementos de C(a) es un nimero de la forma g™+, para m, = dimge,(C(a)), m, < m,

paracadaa €F.
Sim =1, entonces Cen(F) = F y F es conmutativo. Si m # 1, entonces procedemos como sigue:
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El nimero de elementos no nulos de Cen(F) y C(a) son respectivamente q—1y g™ —1, y Cen(F)*,
C(a)* son subgrupos de F*, por lo tanto ¢ —1|q™ —1y q™ —1|q™ — 1, luego m,|m.
Consideramos ahora la relacién de conjugacién en F*, la férmula de las clases se puede escribir

¢"—1=(q—1D)+ > {[F*:Ca)*]| 1<i<r},

donde los a; son representantes de las distintas clases de conjugacién de F* no contenidas en
Cen(F)*, los [F* : C(a;)*] son mayores que 1, los C(a;)* son los normalizadores de los a;, y r
es mayor que 1, ya que n # 1. Tenemos

[F*:Cla)*]=(q" = 1)/(g" = 1),

entonces
¢"—1=(q- 1+ {¢"- /(g™ -1 1<i<r},

donde ahora los m,, verifican m, [my m, # m.
Si consideramos los polinomios ciclotémicos tenemos:

xm—1=] [(@,x)1 dim),

entonces

x"-1)/x =1 =] [{e.X) | elm, yetd};

si d # m, entonces ®, (X) es un factor de (X™—1)/(X¢ —1), y se verifica cuando tomamos d = my,
que
®,.(q) dividea  (¢"—1)/(¢" —1),
y entonces
,(q) dividea > {(¢"—1)/(g"«—1)| 1<i<r},

y ya que ®,,(q) divide a g™ —1, llegamos a que ®,,(q) divide a g—1. Si consideramos estas relaciones
en el cuerpo C de los numeros complejos, tenemos que

® (q)= l_[{q — & | &€ es una raiz m-ésima primitiva de la unidad en C},

ya que m # 1, para cada & tenemos que | —&| > g — 1, y por tanto |®,,(q)| > ¢ — 1, lo que es una
contradiccion con el hecho de que ®,,(q)|q — 1. Como consecuencia no puede ser m # 1 y tenemos
que F es conmutativo. a

Opcional. Cuerpos finitos. Logaritmo discreto

Dado un cuerpo finito F,, sabemos que existe un polinomio ménico irreducible f(X) € F,[X] tal
~ F[X , . .. .

que F, = fﬁ)]. Ademas, sabemos que existe un elemento primitivo a € F, tal que F, = F,(a). Sin

embargo, estamos mds interesados en un generador £ del grupo multipicativo ]F; este elemento &

tendrd asociado un polinomio monico irreducible g(X) = Irr(&, F,).

El primer problema con el que nos encontramos es el de determinar & y/o g(X).
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Problema. 12.10.
Da un algoritmo que, en tiempo polinomial dependiendo de p", encuentre un elemento primitivo de

1
Fyn.

Supongamos que tenemos & y g(X); vamos a ver cémo hacer la aritmética de F, de forma mas
efectiva.

Dado a € IF;, existe e € Z,_, tal que a = £°; esto nos permite definir una aplicacion biyectiva p :
Lyq — ]F; mediante p(m) = £™, que evidentemente lleva sumas a productos: es un antilogaritmo.
De esta forma tenemos controlado el producto en IF;

Para controlar el producto en F, necesitamos el elemento 0 € F,, para lo que agregamos un elemento
nuevo, *, a Z,_;, y extendemos la suma a Z,_, U {*} definiendo * = *+* = m+* = x+ m, para cada
m € Z,_,. De esta forma p : Z,_; U {x} — T, es un homomorfismo biyectivo que lleva sumas en
Z,_, U {x} a productos en F_. La tabla del producto en F, tendrd un andlogo en la tabla de la suma
en Z,_; U {x}.

Para controlar la suma en F, definimos una nueva aplicacién ¢ : Z,_; U {x} — Z,_; U {x}, ala que
llamamos logaritmo de Zech, y que esta definida por la relacién £50™ = £™ + 1 en IF,. Observa que
¢ es una biyeccién y que nos permite controlar la suma den g, ya que se tiene:

g =7+ 18 =g

Veamos cdmo construir, en un ejemplo, las tablas antes mencionadas.
F,[X]

(gX))
Se tiene p(1) = &, y para cada m € Z,_; se ha definido p(m) = ™, que se expresa en la forma f,,(&),
donde f,,(X) es el resto de la divisiéon de X™ or g(X). Para simplificar representamos a f,,(X) por
p(m)(X). Dados s, t € Z,_; tendremos los restos p(s)(X) y p(t)(X), que son polinomios de grados
menor que n. La multiplicacién en IF; de & y&les& et = &5 que se representa por el polinomio que
es el resto de la divisién de X*** por g(X); la representacién de éste es p(s+t)(X), y lo representamos
también como p(s)(X) * p(t)(X). Podemos entonces construir la multiplicaciéon en ]F; en la forma

obvia a partir de la tabla de la suma en Z,_,. Por ejemplo, se tiene p(m+1)(X) = p(1)(X)*p(m)(X).
A continuaciéon podemos extender a la multiplicacion en todo F; y a la suma en Z,_; U {x}.

Supongamos que F, = siendo g(X) € F,[X] irreducible de grado n.

La construccién de la tabla de { es mas o menos directa a partir de la definicién.

Veamos un ejemploconp=2,q=16y g(X)=X*+X+1.Si & unaraizde g(X)=X*+X +1€T,,

1\, Shoup. Searching form primitive roots in finite fields. Math. Comp. 58 (1992), 369-380.
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tenemos:
HEG KOl EREG | {@) |
1|& 4 |9 |&+¢ 7
2| &2 8 [|[10|&2+&+1 5
3|¢&° 14 |11 | &2 +&2+& 12
41&+1 1 |[12 | &3+&2+E+1| 11
5|&2+¢ 10 || 13 | &3 +&2+1 6
6| E3+&2 13 || 14 | & +1 3
71E3+&E+1] 9 01 *
8|&2+1 2 x |0 0

Observa que & es un generador del grupo multiplicativo IF;, ya que en la columna p(i) aparecen
todos los elementos de ]F;
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12.1. Ejercicios

Cuerpos finitos

Ejercicio. 12.11. (Pequeiio teorema de Fermat)

Sea p un entero primo positivo. Demuestra que n® =n (mod ara cada numero entero positivo
2

n.
Ref.: 4163e_083

SOLUCION

Ejercicio. 12.12.
Identificar los grupos F, y F,.

Ref.: 4163e 001

SOLUCION

Ejercicio. 12.13.

Escribe las tablas de sumar y multiplicar para F, y Z, y compararlas.

Ref.: 4163e 002

SOLUCION

Ejercicio. 12.14.

Construir cuerpos con 4, 8 y 16 elementos. Da generadores de los correspondientes grupos multipli-

cativos.

Ref.: 4163e_003 SOLUCION
Ejercicio. 12.15.

Construye una extension de grado cinco sobre 5.

Ref.: 4163e_004 SOLUCION
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Ejercicio. 12.16.
Sea p un primoyn > 1.

(1) ¢Cudntos elementos a de F,. son generadores del grupo ¥, ? (Esto es, verifican F, = (a)).
(2) ¢Cuantos elementos de . son primitivos (generadores del grupo multiplicativo) para la exten-
sionF ./F,?
p p

Ref.: 4163e_005 SOLUCION

Ejercicio. 12.17.
Hallar una raiz decimotercera de 3 en el cuerpo F,.

Ref.: 4163e_006 SOLUCION

Ejercicio. 12.18.
Para cada entero primo positivo p, llamamos &, , al numero de polinomios mdénicos irreducibles de
grado n sobre IF,.

(1) Prueba que p™ = {j?,;| jlm}.

(2) Sim es primo, prueba que se tiene 2, ,, =

m

p —p

(3) Determina el nimero de polinomios mdnicos irreducibles de grado 3 sobre el cuerpo F.
(4) Determina el nimero de polinomios mdnicos irreducibles de grado 6 sobre el cuerpo F.

Ref.: 4163e_007 SOLUCION

Ejercicio. 12.19.
Descompdn, en factores irreducibles sobre F5[ X |, los siguientes polinomios:

(1) X°-X,
(2) X% —X.

Ref.: 4163e_008 SOLUCION
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Ejercicio. 12.20.
Descompdn el polinomio X'® — X en los cuerpos F, y F.

Ref.: 4163e_009 SOLUCION

Ejercicio. 12.21.
Si F es un cuerpo finito, demuestra que para cada entero positivo n existe un polinomio irreducible
de grado n en F[X]. (Similar al resultado de teoria).

Ref:: 4163e 010 SOLUCION

Ejercicio. 12.22.

Da un isomorfismo explicito entre los cuerpos de descomposicién de X* —X +1 y X®>—X — 1 sobre
F,.

Ref.: 4163e 011 SOLUCION

Ejercicio. 12.23.
Sea F un cuerpo finito.

(1) Demuestra que el producto de todos los elementos no nulos de F vale —1.

(2) Deduce el teorema de Wilson: Un nimeron € N, n > 1, es primo si, y solo si, (n—1)! = —1
(méd n).
Ref.: 4163e 012 SOLUCION

Ejercicio. 12.24.
Demuestra que todo elemento de I, tiene exactamente una raiz p-ésima. Demuestra la misma pro-
piedad para F ..

Ref.: 4163e 013 SOLUCION
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Ejercicio. 12.25.

Sea p un primo. Describe los enteros n tales que existen un cuerpo finito F, y un elemento o € F,
con a # 1 pero af = 1.

Ref.: 4163e 014 SOLUCION

Ejercicio. 12.26.
Sean p,q enteros primos positivos. Determina el nimero de polinomios mdnicos irreducibles de
gradoq enF,[X].

Ref:: 4163e 015 SOLUCION

Ejercicio. 12.27.

Sea p primo impar.

(1) Demuestra que exactamente la mitad de los elementos de IE‘; son cuadrados y que siu,v €T,
no son cuadrados, entonces uv es un cuadrado.

(2) Demuestra lo mismo que en el apartado anterior para cualquier cuerpo finito de orden impar.
(3) Demuestra que en un cuerpo finito de orden par todo elemento es un cuadrado.

Ref.: 4163e 016 SOLUCION

Ejercicio. 12.28.
Demuestra que en un cuerpo finito todo elemento es suma de dos cuadrados.

Ref.: 4163e 017 SOLUCION

Ejercicio. 12.29. (Extensiones Bicuadraticas)
Sea K un cuerpo de caracteristicap # 2, y seaF = K(4/d,, 4/d;) cond,,d, € K dos elementos con la

propiedad de que d,, d, y d;d, no son cuadrados en K. La extension K(4/d;, v/d,)/K se llama una
extension bicuadrdtica de K. Ver el ejercicio (8.28.).
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Si K es un cuerpo finito, prueba que no existe ninguna extension bicuadratica F /K.
Ref.: 4163e 019 SOLUCION

Ejercicio. 12.30.
Demuestra que el polinomio irreducible X* + 1 € Z[X] es reducible mddulo cualquier primo p.

Ref.: 4163e_020 SOLUCION

Ejercicio. 12.31.
Sea K = Q(0) = Q(+/d;, 4/ d,) una extension bicuadrdtica, con d,,d, € 7Z tales que d,,d,,d;d, no

son cuadrados enZ y 0 = a + by/d, + c+/d, +d+/d;d,, a,b,c,d € Z. Demuestra que Irr(6,Q) es
reducible mddulo cualquier primo p.

En particular demuestra que el polinomio x*—10x? + 1 es irreducible sobre Z[X ] pero es reducible
mddulo cualquier primo p.
Ref.: 4163e_021 SOLUCION

Ejercicio. 12.32. (F, no tiene extensiones bicuadraticas)

Demuestra que uno de 2, 3 6 6 es un cuadrado en [, para cualquier primo p. Concluir que el
polinomio x®—11x*+36x2—36 = (x*>—2)(x%*—3)(x2—6) tiene una raiz médulo p, para cualquier
primo p pero no tiene una raiz en 7.

Ver Ejercicio (12.29.).

Ref:: 4163e_022 SOLUCION

Ejercicio. 12.33.
Sip es un primo, demuestra que cualquier elemento algebraico sobre F, estd en algun F,. y deducir
que la clausura algebraica de F, es la union (dirigida) de los F,, conn = 1.

Ref.: 4163e 025 SOLUCION
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Ejercicio. 12.34.
Demostrar que X? —X —a con a # 0 es irreducible en F,, y que sobre . es irreducible si, y solo si,
no tiene factores lineales.

Ver también Ejercicio (15.19.).
Ref.: 4163e_026 SOLUCION

Ejercicio. 12.35.
Sea p un primo y sea q = p". Razonar que f =X?—X € F [X] tiene factores de grado n, pero no de
grado superior.

Ref.: 4163e 028 SOLUCION

Ejercicio. 12.36.
Sea q = p" una potencia de un entero primo positivo.

(1) Demuestra que un polinomio irreducible de grado r sobre F, es un factor de X 9" — X si, y solo
Si, r|n.

(2) Deduce que X9 —X = [ I, f:(X), donde f; varia sobre todos los polinomios irreducibles cuyo
grado divide a n.

(3) Demuestra que si t, es el nimero de tales polinomios, entonces ».rt, = q", y deduce una
férmula para t, en términos de q,r y la funcion de Mébius.

Ref.: 4163e 029 SOLUCION

Ejercicio. 12.37.

Sea p un ideal primo no nulo del anillo Z[i] de los enteros de Gauss. Demuestra que Z[i]/p es un
cuerpo finito. Demuestra ademds que los tinicos cuerpos que pueden aparecer son de orden p 6 p*
donde p es un primo. Describe el anillo cociente por los ideales (7), (2 +1) (5). {Cudles de ellos son
cuerpos?

Ref.: 4163e 030 SOLUCION
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Ejercicio. 12.38.
Sea F un cuerpo finito y sean > 1. Demuestra que existe un polinomio irreducible sobre F de grado

n con el coeficiente de X distinto de cero.

Pista: Considera la ecuacidn para un u™*.

Ref.: 4163e_031 SOLUCION

Ejercicio. 12.39.

Factoriza en irreducibles los siguientes polinomios:

(1) X3+X"+X +1enTF,[X].

2) XM +XO+ X"+ X +X°+X*+ X3+ X +1enF,[X] yenF,[X].
(3) X8 +X®—3Xx*—3Xx%+8X2+2X -5 enF;[X].

Ref:: 4163e 032 SOLUCION

Ejercicio. 12.40.

Un polinomio irreducible f € F,[X] se llama primitivo si para una raiz a de f se verifica que
F () = (a).

(1) Demuestra que X* +X + 1 y X* + X3 + 1 son polinomios primitivos sobre F,, mientras que

X*+X*+X%+X + 1 no es primitivo sobre IF,.
(2) Determina todos los polinomios mdnicos primitivos de grado cinco sobre F, y los de grado tres

sobre F.

(3) Enuncia una condicion suficiente para que un polinomio ménico irreducible de F,[X] sea pri-
mitivo.

Ref:: 4163e_033 SOLUCION

Ejercicio. 12.41.
Sea f € F,[X] irreducible de grado m. Demuestra que si a es una raiz, los elementos

a,ab, apz, e, a’""" son todos distintos y que son todas las raices de f .
Ref.: 4163e 034 SOLUCION
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Ejercicio. 12.42.
Sea p un entero primo positivo y q = p". Demuestra que si f (X) € F, es un polinomio irreducible de
grado r, para cada m € N* son equivalentes:

(a) f(X) es un factor deX? —X.
(b) r|m.

Deduce que

X" —x=| {f(X)eF,[X]| f(X) es un polinomio mdnico irreducible cuyo grado divide a m}.
q

Ref.: 4163e_082 SOLUCION

Ejercicio. 12.43. (Criterio de Euler)
Demuestra que para todo m € Z, verificando m Z0 (mod p), son equivalentes:

(a) La congruenciaX?>=m (mod p) tiene solucidn.
-1
() m=T =1 (mod p).

Ref.: 4163e 084 SOLUCION

Ejercicio. 12.44.
Suma de elementos de un cuerpo finito.

(1) Sea G un grupoyn : G — F* un homomorfismo de grupos no trivial. Prueba que se verifica

2in(g) | g€G}=o0.
(2) SeaK =T, donde q = p", demuestra que para cada numero entero positivo m se verifica que

—1 si(g—1)|m.
0 en otro caso.

S(m)= > {a™| aeIFq}:{

Ref.: 4163e_085 SOLUCION
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Ejercicio. 12.45.
Sobre F,, halla raices

(1) cuadradas primitivas de la unidad.
(2) quintas primitivas de la unidad.
(3) décimas primitivas de la unidad.

Ref.: 4163e_027 SOLUCION

Ejercicio. 12.46.

Sea p un entero primo positivo

(1) Sip es un entero primo impar y m > 0, entonces el grupo multiplicativo de la unidades de Z,n
es ciclico de orden p™'(p —1).

(2) Comprueba que (1) es ciertosip=2ym=1062.

(3) Sim > 3, entonces el grupo de las unidades Z,. es isomorfo a Zy & Zym-».

Ref.: 4163e_088 SOLUCION

Ejercicio. 12.47.

Sea F = F, un cuerpo finito y E = E su clausura algebraica. Prueba que para todo automorfismo
o : E/F — E/F de orden finito se tiene o = idy.

Ref.: 4163e 103 SOLUCION

Ejercicio. 12.48.
Sea F [F,,, una extension de grado 2.

(1) Prueba que existe un tinico automorfismo o € Gal(F /Fy,,) cuyo cuerpo fijo es Fyg,-
(2) Prueba que o tiene orden 2.
(3) Determina cudntos elementos de F verifican Ia relacién o(x) = x*.

Ref.: 4163e 117 SOLUCION
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Ejercicio. 12.49. (Pequeiio teorema de Fermat)
Para cada entero primo positivo p y cada potencia positiva ¢ = p°, prueba que x9~' = 1 para todo
x € F,, o equivalentemente x? = x (mod q) para cada entero x € Z.

Ref.: 4163e_102 SOLUCION

Ejercicio. 12.50.
Se considera el cuerpo finito F, y f € F,[X] un polinomio no constante de grado d. Prueba que son
equivalentes:

(1) f esirreducible.
(2) f yX?" —X son primos relativos para cada t < d.

Prueba que Ia condicién (b) no puede sustituirse por f }X? —X para cadat <d.
Ref.: 4163e_104 SOLUCION

Ejercicio. 12.51.

Se considera el cuerpo finito ¥, y f € F,[X] un polinomio libre de cuadrados. Prueba que existe
neN tal que f | X9 —X.

Ref:: 4163e 105 SOLUCION

Ejercicio. 12.52.

Se considera el cuerpo F,., siendo 0 # n € N; sabemos que F., = Z,._,,y que por tanto el nimero
de generadores es (2" — 1). Por otro lado, Gal(F,./F,) = (¢) es el grupo ciclico generado por el
automorfismo de Frobenius.

(1) Dado a € F,,, prueba que grad(Irr(a,F,)) divide a n.

(2) Dado a € F,,, prueba que existe 0 # e € N tal que a® = a, y que si e es el menor de los que

. p 0 0/ —1 i
verifican esta condicion, entonces Irr(a,F,) = nf:o (X —a?), por Io que e = grad(Irr(a, F,)).
(3) Reciprocamente, si Irr(a,F,) tiene grado m > 1, entonces m es el menor entero positivo que
verifica a®" = a.

Ref.: 4163e 106 SOLUCION
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Ejercicio. 12.53.
Cuerpos con nueve elementos.

(1) Construye todos los cuerpos de nueve elementos que se obtienen a partir de los polinomios
monicos irreducibles de grado dos sobre F5[x]. Llama a estos polinomios f;, parai=1,2,...

(2) Construye isomorfismos entre los cuerpos de nueve elementos F(Bg].

Ref.: 4163e_107 SOLUCION

El siguiente ejercicio nos asegura la existencia de polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos. Ade-
mas nos permite determinar el grado del polinomio irreducible de una raiz n—ésima primitiva de la
unidad sobre F,.

Ejercicio. 12.54.
Sea t el orden de 2 modulo n.

(1) Prueba que cada raiz n—ésima de la unidad sobre F, pertenece a F,.

(2) Prueba que cada raiz n—-ésima primitiva de la unidad sobre F, genera la extension F.. /FF,.

(3) Prueba que si & es una raiz n—-ésima primitiva de la unidad sobre F, entonces Irr(§,TF,) tiene
grado t.

(4) (Es este resultado valido para un primo p # 2?

Ref.: 4163e 118 SOLUCION

Ejercicio. 12.55.
Determina un polinomio irreducible el de grado 15 sobre F,.

Ref.: 4163e 119 SOLUCION

Ejercicio. 12.56.
Sea F un cuerpo finito y 0 # a € F. Prueba que existen elementos a, b € F tales que 1+a*—ab*=0

Ref.: 4163e 111 SOLUCION
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Ejercicio. 12.57.

Sea p un entero primo positivo impar. Determina el grado del cuerpo de descomposicion sobre I,
del polinomio (X*—1)(X*—2)---(X*—(p—1)).
Ref.: 4163e 114 SOLUCION

Ejercicio. 12.58.

Sea p un entero primo positivo, p > 3. Vamos a estudiar los posibles valores del grado del cuerpo de
descomposicién, sobre F,, del polinomio (X*> —1)(X*—2)---(X*—(p—1)).

(1) Estudia la aplicacion v : IF; — IF; definida v(x) = x3, y caracteriza cuando es sobreyectiva, y
cuando no lo es, en términos de raices cubicas de la unidad.

(2) Determina los posibles valores del grado sobre I, del cuerpo de descomposicion.

(3) Determina para que valores de p el cuerpo de descomposicion sobre F, tiene grado 2.

(4) Determina para que valores de p el cuerpo de descomposicion sobre F, tiene grado 3.

Ref.: 4163e 115 SOLUCION

Ejercicio. 12.59.
Si f €, es irreducible de grado d, son equivalentes:

(a) f esirreducible en F .
(b) mcd{d,m} =1.

Ref: 4163e 116 SOLUCION
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13. Extensiones ciclotomicas. Raices de la unidad

Supongamos que K es un cuerpo y K una clausura algebraica; las raices, en K, del polinomio X" —1
se llaman raices n—ésimas de la unidad sobre K. Tenemos que las raices de la unidad son todas
distintas si, y sélo si, f (X) = X"—1 es primo con su derivada, y ya que ésta es Df (X) = nX""!, resulta
que esto ocurre si, y solo si, la caracteristica de K no divide a n; en particular, si la caracteristica de
K es cero.

Cuando car(K) =p # 0, sin =mp", con p 4 m, entonces X" —1 = (X™—1)"', y en este caso existen
Unicamente m raices n—ésimas distintas de la unidad, todas de multiplicidad p”. Asi pues, en lo que
sigue, vamos a suponer que la caracteristica de K es cero o no divide a n y que, por lo tanto, existen n
raices n—ésimas distintas de la unidad.

Proposicion. 13.1.
Para cada cuerpo K las raices n-ésimas de la unidad forman un subgrupo ciclico de orden n del grupo

multiplicativo de K .

DEMOSTRACION. Primero veamos que las raices n—ésimas de la unidad forman un subgrupo. Para
esto, sean & y ¢ dos raices n—ésimas de la unidad, se verifica:

(€ =¢"d"=1.

Vamos ahora a ver que este grupo es ciclico; tomamos m el menor entero positivo tal que ™ =1,
para cada raiz n-ésima de la unidad, entonces m < n y m|n; el polinomio X™ — 1 tiene m raices,
en K. Como las rafces n—ésimas de la unidad son también raices de este polinomio, tenemos n < m.
Como consecuencia n = m. a

Utilizando este hecho, definimos una raiz n—ésima primitiva de la unidad como una raiz n—ésima de
la unidad que genera el grupo de las raices n—ésimas de la unidad, esto es; su orden es precisamente
n.

Cada raiz de la unidad es una raiz primitiva de la unidad para algun entero, mas explicitamente:

Lema. 13.2.
Sea & una raiz n—-ésima primitiva de la unidad sobre un cuerpo K, para cada divisor entero positivo
d de n, £"4 es una raiz d-ésima primitiva de la unidad sobre K.

4163-02.tex
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DEMOSTRACION. Tenemos que £™9 es una raiz d-ésima de la unidad ya que (§"/9)? = 1, ademas
£"/4 tiene orden d, luego es una raiz d-ésima primitiva de la unidad. a

Recordemos la definicién de ¢, la funcidn tociente de Euler. Para cada nimero entero n, tenemos
que ¢(n) es igual al nimero de enteros positivos menores 6 iguales que n y primos relativos con n.

= Si consideramos el grupo ciclico Z,, entonces ¢(n) es el nimero de generadores de Z,.

= Si n y m son nimeros enteros positivos primos relativos, entonces ¢(nm) = ¢(n)ep(m). La
demostracion de este hecho se basa, por ejemplo, en contar el nimero de generadores del
grupo ciclico Z, x Z,, = Z,,,. Un generador es un par (a, b), donde a es un generador de Z, y
b es un generador de Z,,,.

» Para cada ntimero entero positivo primo p se tiene p(p¢) = (p —1)p* .

» Ya que cada niimero entero positivo n, que se puede expresar en la forma n = p;' - -- p;r con
P1,---,P, enteros positivos primos y distintos dos a dos, tenemos

() = o} py) = 0y o) =] Joi—1pi

= Se tiene n = > {p(d) | d|n}. Vamos a hacer la demostracién. Para cada entero positivo n
definimos ®(n) = >.{¢(d) | d|n}. Siny m son primos relativos, entonces ®(n)®(m) = &(nm).
La demostracion se hace teniendo en cuenta que cada divisor de nm es de la forma d,d,, con
d,|n y d,|m. También podemos probar que ®(p°) = p¢, y como consecuencia ®(n) = n. Ya que
se tiene:

()= ()= (p—1p/ =1+ (p—1)(A+--+p)=p°.

f<e f<e

Llamamos una extension ciclotémica de K a un cuerpo de descomposicién, sobre K, de un polino-
mio del tipo X" — 1. Ya que cada raiz n-ésima primitiva de la unidad genera a las restantes, tenemos
que cada extension ciclotémica es una extensién simple generada por una raiz primitiva.

Teorema. 13.3.
Sea n un entero positivo, K un cuerpo y F /K una extension ciclotomica, cuerpo de descomposicion
del polinomio X" — 1. Se verifica:

(1) F/K es una extension de Galois.
(2) Gal(F /K) es isomorfo a un subgrupo del grupo multiplicativo de las unidades de Z,,, por lo tanto
su orden es un divisor de ¢(n).

DEMOSTRACION. (1). Tenemos que F/K es una extension normal, ya que F es el cuerpo de des-
composicion del polinomio X" — 1 sobre K, y por hipétesis, como vimos al inicio de esta seccién,
car(K) = 0 6 no divide a n; resulta que X" — 1 es un polinomio con todas sus raices simples, luego
la extensidn es separable. Entonces F /K es una extension de Galois.
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(2). Supongamos o € Gal(F/K); ya que F = K(&), para £ una raiz n—ésima primitiva de la unidad,
tenemos que o esta determinado por o(&). Supongamos que

o(&)=¢&, 1<i<n,

y que |
o i(&)=¢&, 1<j<n,

tenemos

E=0"0()=0"1(E)=0"1(8) =&,
y por tanto ji =1 (mod n). Entonces i es invertible médulo n, y existe una aplicaciéon de Gal(F /K)
en el grupo Z* de las unidades de Z,, definida:

n:Gal(F/K)—Z, n(c)=1i, talque (&) = gt
7 es un homomorfismo de grupos, ya que si 7 € Gal(F/K) esta definida por 7(£) = &, entonces
To(&)=1(E) =1(&) =& = &%,

luego n(o 1) =ik =n(o)n(r).

Tenemos que 7 es una aplicacién inyectiva. Si o € Ker(n) se tiene (&) = &' = &, luego o = id;.
Como consecuencia, Gal(F /K) es isomorfo a Im(n) € Z*. Ya que el orden de Z* es ¢(n), resulta que
| Gal(F /K)| divide a ¢(n). O

Para cada numero entero positivo n y cada cuerpo K, si F/K es el cuerpo de descomposiciéon de
X" —1, se define el n-ésimo polinomio ciclotémico sobre K como el polinomio

®,X)=X—-&) - (X=¢)),

donde &,...,&, son las raices n-ésimas primitivas de la unidad en F.

Proposicion. 13.4.

En Ia situacion anterior se tiene:

D x"—1=[]{e,X)| dIn}.

(2) Los coeficientes de ®,(X) pertenecen al cuerpo caracteristico de K. Ademds, si car(K) = 0,

entonces los coeficientes de ®,(X) pertenecen a Z.
(3) El grado de ®,(X) es (n).

DEMOSTRACION. (1). Sea & € F una raiz n—ésima primitiva de la unidad; el grupo de las raices
n—ésimas de la unidad contiene al grupo de las raices d-ésimas de la unidad para cada divisor d de
n; ademds una raiz n-ésima de la unidad & es una raiz d-ésima primitiva de la unidad si, y sélo si, el
orden de & es d, y entonces

®,(X)= l_[ {X —& | & es una raiz n—ésima de la unidad y ord(§) =d}.
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Entonces

X"—1=[]{(X—&)| & es una raiz n-ésima de la unidad}
=[T{IT{& — &) | & es una raiz n-ésima de la unidad y ord(§) =d} | d|n}
=[1{®2,(X) | dIn}.

(2). Hacemos induccion sobre n. Para n = 1 tenemos ®,(X) = X —1 es un polinomio sobre el cuerpo
caracteristico. Supongamos ahora que el resultado es cierto para cada k < n, llamamos

Fe0 =] {2,001 din, d #n}.

Cada ,(X) es un polinomio sobre el cuerpo caracteristico de K, y por tanto también lo es f(X).
Tenemos, por (1), que X" —1 = f(X)®,(X), y ®,(X) es un polinomio sobre el cuerpo caracteristico
de K. Para probar esto hacemos la divisién con resto en el cuerpo caracteristico, tenemos X" —1 =
f(X)c(X) + r(X), si hacemos la divisiéon con resto en F[X], tenemos X" — 1 = f(X)®,(X), luego
r(X) = 0, y por tanto en el cuerpo caracteristico se tiene X" —1 = f(X)c(X), luego ®,(X) = c(X)
y pertenece al cuerpo caracteristico. Si car(K) = 0, y tomamos el cuerpo caracteristico igual a Q,
entonces haciendo el mismo razonamiento, ahora para Z, tenemos que ®,(X) pertenece a Z[X ].

(3).Yaque ®,(X) =(X—&;):--(X—&,),siendo &,,..., &, las raices primitivas n—ésimas de la unidad
en F, fijada una de ellas, por ejemplo &, las demads se pueden escribir en la forma & il, paral <i <n,
con i primo relativo con n, luego existen ¢(n), y el grado de ®,(X) es ¢(n). O

Con estos resultados obtenemos un método para construir los polinomios ciclotémicos de forma f4cil.
De la expresién X" — 1 =[ [{®4(X) | d|n} obtenemos

X"—1
[[{@,) | din, d #n}

Definimos la funciéon de Moebius sobre enteros positivos de la siguiente forma:

¢H(X) =

1 sin=1
u(n) =< (—1)" sin es el producto de r enteros primos distintos
0 si n es divisible por el cuadrado de un entero primo

Se verifica:
p(n)= > {d u(n/d)| d|n}.

La demostracién se puede hacer aplicando que ¢(nm) = ¢(n)yp(m) si n y m son primos relativos y
probando el resultado para n = p¢, siendo p un entero positivo primo.

Aplicando la funcién de Moebius al cdlculo de polinomios ciclotomicos, obtenemos la siguiente ex-
presion:

@,(x) =] J{ect = 1)@/ | dn}.

Podemos estudiar mds propiedades de los polinomios ciclotémicos. Por ejemplo al estudiarlos sobre
Q resulta:
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Teorema. 13.5.
Para cada entero positivo n el polinomio ®,(X) es irreducible sobre Q.

DEMOSTRACION. Sea & una raiz n—ésima primitiva de la unidad y f(X) = Irr(&,K); vamos a rela-
cionarlo con ®,(X).

Tenemos f(X)|®,(X)y f(X)|X™"—1, entonces X"—1 = f(X)g(X), en Q[X]. Ya que f(X) es mdnico,
también g(X) lo es; aplicando el Lema de Gauss tenemos que f (X) y g(X) tienen coeficientes en Z.
Para cada entero primo positivo p que no divide a n tenemos que f (&) = 0, ya que si f(&P) # O,
entonces g(&P) = 0, y por tanto f(X)|g(XP?), entonces g(X?) = f(X)r(X), por un razonamiento
analogo al anterior tenemos que r(X) tiene coeficientes en Z. Si reducimos mddulo p, aplicando
que para cada a € Z, se verifica a’ = a, tenemos FXOFX) = @ = g(X)?, y por tanto f(X)y
g(X) no son primos relativos en Z,[X ]. Entonces existen raices comunes de F(X) y de g(X), esto

es, X" — 1 tiene raices multiples, pero al derivar tenemos nX""!, que no es cero y no tiene factores
comunes con X" —1, por lo cual, llegamos a una contradiccién. Como consecuencia &? es raiz de
f&X).
Vamos a comprobar que toda raiz n—€ésima primitiva de la unidad se puede escribir en la forma &7, pa-
ra algun entero primo positivo que no divide a n. Consideramos los primeros enteros positivos primos
P1--+>Py(m)—1 que no dividen a n y verifican p; # p; (mod n), sii # j. Entonces &,&, ..., EPvm1
son raices n—€simas primitivas distintas de la unidad; por lo anterior, f(X) tiene ¢(n) raices como
minimo, por lo tanto gr(f (X)) = ¢(n) = gr(®$,(X)), entonces ®,(X) = f(X), y ®,,(X) es irreducible.
O

Este resultado no es necesariamente cierto si el cuerpo tiene caracteristica p # 0, esto es, puede que
®,(X) no sea un polinomio irreducible.

Ejemplo. 13.6.
Tomamos p =11, n = 12, el polinomio ciclotémico ®,, es reducible:

d,(X)=X"—X?>+1=(X*-5X+1)(X*+5X +1).
Tomamos p = 13, n =12, el polinomio ciclotémico ®,, es reducible:

d,(X)=X"—X?>+1=(X—-2)(x+2)(x —6)X +6).
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13.1. Ejercicios

Extensiones ciclotémicas

Ejercicio. 13.7.
Calcular los polinomios ciclotomicos ¢,(X) sobre Q, paran = 3, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 24, 34,
50.

Ref.: 4163e_035 SOLUCION

Ejercicio. 13.8.
Determinar los polinomios ciclotémicos siguientes:

(1) ¢5(X) sobreT,.
(2) ¢4(X) sobre F,.

Ref:: 4163e_046 SOLUCION

Ejercicio. 13.9.
Sean > 2 y sea { una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre Q. Demuestra que

(1) [QZ+CY):Q]=¢(n)/2, donde p(n) es el valor de Ia funcién de Euler en n,
2) Q¢+ H=Q)NR.

Ref:: 4163e_036 SOLUCION

Ejercicio. 13.10.
Sea ¢ la funcion tociente de Euler.

(1) Demuestra que @ (n) es par para todon > 2.
(2) Determina todos los n > 0 tales que p(n) = 2.
(3) Determina todos los pares de enteros positivos n y p tales que p es primo y ¢(n) =n/p.

Ref.: 4163e 037 SOLUCION
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Ejercicio. 13.11.

Determinar los enteros n para los que una raiz n-ésima primitiva de la unidad tiene grado 2 sobre
Q.

Ref.: 4163e 038 SOLUCION

Ejercicio. 13.12.
Sea K un cuerpo de caracteristica cero y n > 1 un nimero impar. Demostrar que si K contiene una
raiz n-ésima primitiva de la unidad, también contiene una raiz 2n-ésima primitiva de la unidad.

Ref.: 4163e_039 SOLUCION

Ejercicio. 13.13.
Demostrar que el cuerpo F,5 contiene todas las raices decimosegundas de la unidad. Calcular ¢,(X)
y factorizarlo en irreducibles en F,5. (Obsérvese que no es irreducible).

Ref.: 4163e_043 SOLUCION

Ejercicio. 13.14.
Determina el grupo de Galois de las extension de F, por las raices n-ésimas de la unidad en los
siguientes casos (ver el ejercicio (15.17.)):

(1) p=7, n=5.
2) p=11, n=12.
(3) p=13, n=12.
(4) p=7, n=28.
(5) p=5% n=6.

Ref.: 4163e_072 SOLUCION
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Ejercicio. 13.15.

Sea I, el cuerpo con q = p", p primo, y sea m un entero positivo primo relativo con q; llamamos
E al cuerpo de descomposicion de X™ — 1 sobre F, demuestra que [E : F,] = r es el menor entero
positivo que verifica m|q" — 1.

Ref: 4163e_078 SOLUCION

Ejercicio. 13.16.

Calcular Gal(Q({)/Q), los reticulos de subgrupos y de subcuerpos intermedios, para { una
raiz 72, 12, 177, 182, 20° y 24°primitiva de la unidad.

Ref.: 4163e_044 SOLUCION

Ejercicio. 13.17.

SeaE=Q(f) conl = es = cos(z?") + isen(z?“), una raiz quinta primitiva de la unidad.

(1) Demuestra que E/Q es de grado 4 con grupo de Galois ciclico generado por el automorfismo
que lleva { en (2.

(2) Demuestra que E tiene un tnico subcuerpo K con Q € K C E y [K : Q] = 2. Verifica que
a={+{"yp ={>+ forman una Q-base de K.

(3) Determina los polinomios Irr(a, Q) e Irr(f, Q).

Ref.: 4163e_045 SOLUCION

Ejercicio. 13.18.

Sean {, y {,, raices n-ésima y m-ésima primitivas de la unidad respectivamente. Demostrar
(1) Q,,Z,,) =Q(Ly), con k = mcm{n,m} y {, una raiz k-ésima primitiva de la unidad.
(2) Simcd{n,m} =1, entonces Q(Z,)NQ(,,)=Q

(3) Sin|m, entonces Q(Z,) € Q(Z,,)

(4) Sin es impar, entonces Q(Z,) = Q(Z,,).

Ref.: 4163e 047 SOLUCION
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Ejercicio. 13.19.
Sea { una raiz décimo tercera primitiva de la unidad. Calcular un elemento primitivo para cada una
de las extensiones intermedias de Q({)/Q

Ref.: 4163e_048 SOLUCION

Ejercicio. 13.20.
Sea { una raiz del polinomio X? —5X + 1 € F;,[X] en alguna clausura algebraica.

(1) Demuestra que { es una raiz primitiva decimosegunda de la unidad sobre F;.
(2) Descompon en factores primos el polinomio ciclotémico ¢,(X) sobre F;.

Ref:: 4163e 049 SOLUCION

Ejercicio. 13.21.
Sea K el cuerpo de descomposicion de todos los polinomios de grado 4 en Q[ X ]. ¢Para qué valores
de n € N la n-ésima raiz primitiva de la unidad {, pertenece a K?

Ref:: 4163e 069 SOLUCION

Ejercicio. 13.22.
Sea K /Q una extension finita, demuestra que existe un nuimero finito de raices de la unidad conte-
nidas en K.

Ref.: 4163e_086 SOLUCION

Ejercicio. 13.23.
Determina qué raices de la unidad pertenecen a las siguientes extensiones de Q).

(D QM)/Q.
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2) Q(vV-2)/Q.
(3) Q(v2)/Q.
4 Q(v-3)/Q.
(5) Q(V3)/Q.
(6) Q(v-5)/Q.

Ref.: 4163e_087 SOLUCION

Ejercicio. 13.24.

Sea Q el cuerpo de de los nimeros racionales.

(1) Determina el polinomio ciclotomico ¢,,(X) sobre Q.

(2) Determina el grupo de Galois Gal(Q({,;)/Q, donde {,, es una raiz 27-ésima primitiva de la
unidad.

(3) Determina el reticulo de subcuerpos intermedios.

Ref:: 4163e 040 SOLUCION

Ejercicio. 13.25.
Sea p un entero positivo primo, y {, una raiz p—ésima primitiva de la unidad. Se consideraE = Q({,,)
y el grupo de Galois G = Gal(E/Q). Prueba que se tiene:

__ [p—1si & no es una raiz p—€sima primitiva de la unidad,
Z{a(&) | @SE= {—1 si & es una raiz p—ésima primitiva de la unidad.

Ref.: 4163e_041 SOLUCION

Ejercicio. 13.26.
Comprueba las siguientes propiedades de los polinomios ciclotémicos:

(1) Sip es un entero primo y k es un entero positivo, entonces

P(X) = (X7 ).
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(2) Sin=p] ...p,*, con los p; enteros positivos primos distintos, y e; > 0, entonces

il ek

$a(X) = ¢, , (XPI P,

(3) Sin es impar, entonces ¢,,(X) = ¢,(—X).
(4) Sip es primo y no divide a n, entonces

Pn(XP)
¢, (X) = —=.
g Pn(X)
; k
_[psin=p*, k>0,
) ¢a(1) = {1 en otro caso.
Ref:: 4163e 089 SOLUCION

Ejercicio. 13.27.
Para n > 2 prueba que se verifica la relacion siguiente para polinomios ciclotomicos:

¢, (X)=X*Me, (X ).

esto es, ¢,(X) es un polinomio reciproco.
Ref.: 4163e_042 SOLUCION

Ejercicio. 13.28.
Funcion totiente de Euler.

(1) Prueba que sip =2%+1, con k €N, es un entero primo positivo, entonces k es una potencia de
dos. Estos nimeros primos se llaman primos de Fermat.

(2) Prueba que p(n) es una potencia de 2 si, y solo si, n = 2°p;...p,, cons € N, y los p; primos de
Fermat, distintos dos a dos.

Ref.: 4163e_096 SOLUCION
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Ejercicio. 13.29.
Estudia si V7 € Q(& ).

Ref.: 4163e_108 SOLUCION

Ejercicio. 13.30.
Se considera § = &,,, una raiz primitiva décimo cuarta de la unidad, sobre Q.

(1) Calcula el polinomio ciclotémico ¢,4(X), y describe los elementos de Q(&)/Q. En particular
queremos conocer el grado de esta extension.

(2) Calcula el grupo G = Gal(Q(&)/Q), y el reticulo de subgrupos.

(3) Da un generador o del grupo G; sdlo tienes que dar la imagen de &.

(4) Observa que la extension Q(&)/Q(E) NR es de grado 2, y que por tanto corresponde a un
subgrupo N de G de orden 2 e indice 3, generado por o>.

(5) Comprueba que Q(§) NR = Q(& + &1). Estamos interesados en calcular Irr(&£ + E71,Q); da
un método para calcularlo. Entre otras formas puedes calcularlo: (1) resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales haciendo uso de las potencias, (2) directamente utilizando los conjugados,
0 (3) haciendo uso de la resultante.

(6) A partir del subgrupo H, de orden 3, de G, determina el cuerpo intermedio Q C F € Q(&) tal
que [Q(&) : F] =2, y da un generador 6 de la extension F /Q. Calcula el polinomio irreducible

Irr(6, Q).

Ref: 4163e 112 SOLUCION

Ejercicio. 13.31.
Se considera £ = &5, una raiz primitiva décimo quinta de la unidad, sobre Q.

(1) Calcula el polinomio ciclotémico ¢,5(X), y describe los elementos de Q(&)/Q. En particular
queremos conocer el grado de esta extension.

(2) Calcula el grupo G = Gal(Q(&)/Q), y el reticulo de subgrupos.

(3) Da un sistema de generadores {c T} del grupo G; sélo tienes que dar la imagen de £. (Tomaremos
o de orden 4 y T de orden 2.)

(4) Observa que la extension Q(&)/Q(E) NR es de grado 2, y que por tanto corresponde a un
subgrupo N de G de orden 2 e indice 4, en este caso serd (7).

(5) Comprueba que Q(£)NR =Q(& +&™Y), y calcula Irr(£ + £71, Q).

(6) Determina todos los cuerpos intermedios Q C F C Q(&), y da un generador para cada extension

F/Q.
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(7) Describe la correspondencia de Galois entre los reticulos de subgrupos de G y de las extensiones
intermedias.

Ref.: 4163e 113 SOLUCION

Ejercicio. 13.32.

Sea p un entero primo positivo y & = &, una raiz p—€sima primitiva de la unidad. Llamamos E =
Q(&).

(1) Prueba que existen extensiones intermedias Q C F; C F, C E tales que [E : F,] =[F; : Q] = 2.
(2) Determina a, € E tal que F, = Q(a,).

(3) Determina a, € E tal que F; = Q(a;).

Ref.: 4163e_120 SOLUCION

Construcciones con regla y compds

Ejercicio. 13.33.
Enumerar los poligonos regulares de 100 lados o menos que son contructibles con regla y compds.

Ref.: 4163e_050 SOLUCION

Ejercicio. 13.34.
Sea { = {,, una raiz 17°primitiva de la unidad sobre QQ. Determinar explicitamente la sucesion de
raices cuadradas que generan el cuerpo Q({ +{71).

Ref.: 4163e_051 SOLUCION
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14. Norma y traza

En lo que sigue vamos a considerar extensiones finitas y separables.

Sea F/K una extension finita y separable con [F : K] = n, llamamos K a una clausura algebraica de
K que contiene a F. Ya que la extension F /K es separable, existen exactamente n homomorfismos
de F aK sobre K,

Hom(F/K,K/K)={0,,...,0,}.

Para a € F se define la norma de a relativa a F/K, y se representa por N (a), como

Ne(@ =] [{o@ | 1<i<n},

y se define la traza de a relativa a F /K, y se representa por Ty /x(a), como

Tep@) =) {o@)| 1<i<n}.

La norma y la traza son elementos de K, y pertenecen a F cuando F /K es una extensiéon normal.

Proposicion. 14.1.
SiF /K es una extension de Galois (finita), entonces para cada a € F tenemos Ny i (a), Tr/x(a) € F.

DEMOSTRACION. Ya que la extensiéon es de Galois, en particular es normal, y por tanto los ho-
momorfismos de F en K sobre K tienen sus imédgenes en F. Podemos suponer que {0;,...,0,} =
Aut(F /K) = Gal(F /K), entonces para cada i se tiene o;(a) € F, y tenemos el resultado. m|

Recopilamos en el siguiente resultado las propiedades de norma y traza.

Proposicion. 14.2.
Sea F /K una extension finita y separable de gradon, a €K y a, 3 € F. Se verifica:

(1) Npsc(af) = Npx(a)Np/x(B). (1) Tpx(a+B) = Tp(a) + Tr/(B)

2) NF/K(a) =a". 2) TF/K(a) = na.

(3) Ny (@) €K. (3) Ty jla) €K.

(4 Ng(aa)=a"Ng;(a). (4) Tpx(aa) =naTy(a).
4163-03.tex
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DEMOSTRACION. (1). Tenemos

NF/K(aﬂ) = 1_[{0'1(0‘/3) | 1<i<n}
= l_[{o'i(a)ai(/j) | 1<i<n}
=[[oi@l1<i<n}[[{oB)| 1<i<n}
:NF/K(a)NF/K(ﬂ)-

(1"). Para Ty se hace de forma similar.
(2). Tenemos

New@=] [foi@l 1sisn}=] [tal 1<i<n}=a".

(2). Para T se hace de forma similar.

(3). Para la extension finita y separable F /K vamos a suponer que F = K(a,...,a,). Si llamamos
fiX) =Irr(a;,K) y f(X) = f1(X)...f.(X), resulta que existe un cuerpo de descomposicién E de
f(X) sobre K que contiene a F, esta contenido en K y tal que la extensién E/K es de Galois.

Los homomorfismos o; : F/K — K/K se pueden extender a homomorfismos &; : E/K — K/K, y
ya que E/K es una extensién normal tenemos ademds que E° = E, y por tanto o, € Gal(E/K).

Si consideramos el subgrupo H = Gal(E/F) que corresponde al subcuerpo F, entonces (G : H) =
[F : K] =n. Ya que para i # j se tiene 0;; # o_le, entonces 0;H # 0 ;H y por tanto las clases a la
izquierda de H en G son {0;H,...,0,H}. Para cada 7 € Gal(E/K) y cada i, 1 < i < n, existen un
w(i), 1 < w(i) <ny7; €H tales que T 0; = 0 ;T;, entonces cuando restringimos a F se verifica
la igualdad siguiente: T0; = 0 ;. Fijado 7, tenemos que w define una permutacién del conjunto
{1,...,n}. Después de establecer estos hechos, para cada a € F se verifica:

T(Npx(@)=1([[{o(a)| 1<i<n})
=[[{ro(a)| 1<i<n}
=[Houp(a)| 1<i<n}
:NF/K(a)-

(3). Para T i se hace de forma similar.
@). Ngjc(aa) =[[{oi(aa)| 1<i<n}=[[{ao,(a)| 1 <i<n}=a"Np(a).
(4). Para Ty i se hace de forma similar. O

Vamos a estudiar ahora la norma y la traza en torres de extensiones de cuerpos, obtendremos las
llamadas férmulas de transitividad.

Proposicion. 14.3.
Sea K C F C E una torre de cuerpos, y E/K una extension finita y separable, entonces para cada
a € E se verifica:

(1 NF/K(NE/F(a)) = NE/K(a)-
2 TF/K(TE/F(a)) = TE/K(a)-

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 14. NORMA Y TRAZA 191

DEMOSTRACION. (1). Supongamos que K es una clausura algebraica de K que contiene a E, supon-

gamos que [E : F]=my que [F : K] =n. Llamamos 7,,..., T, a los homomorfismos (distintos) de
E enK sobre Fyoq,...,0, alos homomorfismos (distintos) de F en K sobre K.
— 5 —
K K
E g
F F
K K
Definimos
®ii E—K, ¢;; =0, T, parai, j verificando 1 <i<n,1<j<m.

Estos son todos los homomorfismos (distintos) de E en K sobre K. Para cada a € E se verifica:

NE/K(a): H{Soij(a) | 1<i<nl1<j<m}
=[H{orj(@)| 1<i<n1<j<m}
=[Ho:(I{rj(@| 1<j<mp| 1<i<n}
=[] [{o:(Ng/p(a@)) | 1<i<n}
:NF/K(NE/F(a))-

(2). Para la traza se hace de forma similar. O

Corolario. 14.4.
Sea K C F C E una torre de cuerpos, y E/K una extension finita y separable, entonces para cada
a € F se verifica:

(1) Ngj(a) = (Np/(a)EL
(2) Tgx(a) =[E: F]Tp ().

DEMOSTRACION. (1). Tenemos:
NE/K(a) = NF/K(NE/F(a)) = NF/K(a[E:F]) = (NF/K(a))[E:F]~

(2). Para la traza se hace de forma similar. |

El cdlculo de la norma y de la traza de un elemento algebraico puede hacerse de forma sencilla si
conocemos su polinomio moénico irreducible como prueba el siguiente lema.
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Proposicion. 14.5.
Sea F /K una extension finita y separable de grado n, para a € F, si

Irr(o, K) =X"+a, X" ' +...+a,; X +ay,

entonces tenemeos:

(1) NF/K((X) = (_1)n(a0)n/r.
(2) Tpx(a)= —(n/r)a,_;.

DEMOSTRACION. Ya que el grado de Irr(a,K) es r, resulta que [K(a) : K] = r, entonces [F : K(a)] =
n/r.
(1). Aplicando el Corolario (14.4.) a la torre de cuerpos K € K(a) C F, tenemos:

Ng (@) = Ny (@) = Ni(ayx (@)
=([Hail 1<i<r})” = (1) =(1ra".

(donde aj, ..., a, son las raices de Irr(a, K) en K).
(2). Para la traza se hace de forma similar. O

Otro resultado de interés, ahora sobre la traza, es el siguiente:

Proposicion. 14.6.
Sea F /K una extension finita y separable, entonces existe a € F tal que Ty (a) # 0.

DEMOSTRACION. Sioy, ..., 0, sonlos homomorfismos distintos de F en K sobre K y no existe ningtin
a € F tal que Ty k(@) # 0, entonces se verifica Y{o;| 1<i<n}=0,lo que contradice el lema de
independencia de Dedekind. m|

Utilizando la traza podemos dar una caracterizacién facil de bases para extensiones separables.

Lema. 14.7.
Sea F /K una extension finita y separable de grado n. Para a,,...,a, € F son equivalentes:

(a) {ay,...,a,} es una base de F como espacio vectorial sobre K.
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(b) Los elementos siguientes elementos son linealmente independientes sobre F

By = (o,(ay),...,0q(a,))

B, =(o,(ay),...,o,(a,)).

(c) El determinante de la matriz (Ty x(a;a;));; es no nulo.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Siguiendo con las notaciones precedentes, consideramos el sistema de
ecuaciones lineales

..... n

Si{a;,...,a,} es una base, el sistema unicamente admite la solucién trivial, ya que si (x,...,X,) €s
una solucidn, entonces obtenemos una combinacién de los homomorfismos o ;;

o1X;+--0,x,=0,

lo que, por el lema de independencia de Dedekind, implica que x; = --- = x, = 0. Entonces ha de
ser el sistema compatible determinado, y por tanto el determinante de la matriz del sistema es no
nulo; det (Gi(aj)) ’ # 0.

i
(b) = (a). Supongamos que {a4,...,a,} no es una base, entonces no son linealmente independien-
tes, y existen elementos a; € K, 1 <i < n, no todos nulos, tales que

a;a; +---+a,a,=0,

entonces
a,0,(a;)+--+a,0,(a,) =0,para todo i tal que 1 <i < n.
Entonces el sistema tiene solucion no trivial, y por tanto el determinante de la matriz del sistema es
nulo; det (oi(aj))l.j =0.
Queda por ultimo relacionar los dos determinantes, el de (b) y el de (c). Se verifica

Ty (oya;) = Z{O'k(ai)o'k(aj) | 1<k<n};

este es el elemento (i, j) del producto de las matrices (ak(ai));a. (ak(aj))kj. Por lo tanto tenemos

det (TF/K(aiaj))ij = [det(ak(ai))ki]z )

y det(TF/K(aiaj))ij # 0 si, y sélo si, det(o(a;)); # O, si, y sélo si, {a;,...,a,} es una base de
F. O

A la luz de este resultado, dada una extensién finita y separable F/K, se define una aplicacion
T : F x F — K mediante T(a, ) = Tp/x(af).
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Proposicion. 14.8.
Sea F /K una extension finita y separable, entonces

T:FxF—K, definida T(a,3) = Ty /x(af),

es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre F con valores en K.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que es bilineal:

T(a+a,B)=Trx((a+a)B) = Tpx(ap +a'pB)
= Tp(af)+ Tpx(a’'B) =T(a, )+ T(a', B).
T(aa,pB)= TF/K(aaﬂ) = aTF/K(aﬁ)
=aT(a,B),

para cualesquiera a ,a’, f € F y a € K. De forma andloga se puede probar que es lineal en la segunda
variable.

Evidentemente es simétrica.

Vamos a probar que es no degenerada, para esto utilizamos el Lema (14.7.). O

i
cuerpos, por cuanto sirve para caracterizar bases. Vamos a llamarlo el discriminante de la extension
relativo a la base {a,,...,a,}. El primer problema que nos podemos plantear es cémo cambia el

discriminante ante un cambio de base, esto lo resolvemos facilmente mediante el siguiente lema.

El determinante det(TF /K(aiaj)) ; es de interés en el estudio de extensiones finitas y separables de

Proposicion. 14.9.
Sea F /K una extension finita y separable de grado n, si {ay,...,a,} Yy {B1,-..,P,} son dos bases de
F, como espacio vectorial sobre K, con matriz de cambio de base A, entonces se tiene

det (TF/K(aiaj))ij = [det(A)]* det (TF/K(ﬁiﬁj))ij .

DEMOSTRACION. Hacer como ejercicio. O

Como consecuencia, si en la situacion anterior existe una base con discriminante no nulo, éste es
no nulo para cada base. Una extension F /K diremos que tiene discriminante no nulo si existe una
base que tiene discriminante no nulo.
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Proposicion. 14.10.
Sea F /K una extension finita y separable de grado n, entonces el discriminante de la extension es
no nulo.

Finalmente vamos a estudiar un discriminante de una extensién simple K(a)/K, y ver que esta
relacionado con el discriminante del polinomio irreducible Irr(a, K).

Teorema. 14.11.
Sea K(a)/K una extension finita y separable de grado n. El discriminante de la extension K(a)/K
relativo a Ia base {1, a,...,a" '} coincide con el discriminante de Irr(a, K).

DEMOSTRACION. Supongamos que a; = @, Q,,...,a, son las raices de Irr(a,K) en una clausura
algebraica de K. Consideramos la base {1,a,...,a" '}; los homomorfismos de K(a) en K sobre K
estan definidos por las imédgenes de a y son precisamente

{o4,...,0,| definidos o;(a) =a;, 1 <i < n}.
Se verifica:
log--ait i<
der(o@)), =dec| i: i |=[Jw-alrsinsn. {350
la,--- az—l
entonces
det(TF/K(akOtj))kj = [det (o-i(aj))ij]z = Discr(Irr(a, K)). {(1) i ;{)S] T;’ n—1.

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




196 CAP. III. EXTENSIONES ESPECIALES

14.1. Ejercicios

Norma y traza

Ejercicio. 14.12.
Sea E = Q(v/2, v/3). Calcula Ny o(a) y Tg/o(a) para

(D) a=v2,

(2) a=v2+ 3,

(3) a=+6,

4) a=2.

Ref.: 4163e_052 SOLUCION

Ejercicio. 14.13.
Sea E = Q({) con { una raiz quinta primitiva de la unidad y 5 = { + {~'. Calcular

(1) Ngso(B),
(2) Tge(B),
(3) Ngjg)(0),
(4) Tgiqp)(0)-

Ref:: 4163e_053 SOLUCION

Ejercicio. 14.14.
Sea K un cuerpo finito y F /K una extension finita. Demuestra que Ny y Ty son aplicaciones
sobreyectivas de F en K.

Ref.: 4163e 054 SOLUCION

Ejercicio. 14.15.
Sea K un cuerpo finito y F /K una extension finita. Calcula el nicleo de

NF/K:FX —)KX.
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Ref.: 4163e 055 SOLUCION

Ejercicio. 14.16.
Sea F /K una extension ciclica de grado n, con grupo de Galois G = (o). Si 3 € F es un elemento de
norma uno, encontrar todas las soluciones 3 = x /o (x).

Ref.: 4163e_056 SOLUCION

Ejercicio. 14.17.
Sea { una raiz n-ésima primitiva de la unidad y sea F = Q({).

(1) Si¢& es una raiz p"—€ésima primitiva de la unidad, determina ¢ ,.(X) = Irr(&, Q).

(2) Sin=p", donder =1, es una potencia de primo, demostrar que Ng,o(1—{) = p.

(3) Sip?|n, se tiene ¢, (X) = ©np(XFP); sipln yp?4n, entonces ©n(X)|@n/,(XP) es un factor propio.

(4) Da una férmula para al cdlculo del ¢, ..., (X), siendo los p; enteros positivos primos distintos
dos a dos.

(5) Sin es divisible, por al menos dos primos distintos, demostrar que Ng,o(1—) = 1.

Ref.: 4163e 057 SOLUCION

Ejercicio. 14.18.

Sea & una raiz q—ésima de la unidad, siendo q = p", con p primo yn € N\ {0}. Si K = Q(&), calcula
NK/Q(]- —&).

Ref:: 4163e_068 SOLUCION

Ejercicio. 14.19.
Si F = K(u) es una extension separable de K y f (x) = Irr(u,K) con grad(f (x)) = n, demuestra que
el discriminante de la base {1,u,...,u" '} de F /K viene dado por

n(n—1)

(=1)" % Ngyx(Df ()
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Ref.: 4163e 090 SOLUCION

Ejercicio. 14.20.
Sea F una extension separable finita de K y sea {u,,...,u,} una base de F sobre K. Parau € F, sea
¢, : F = F el K-homomorfismo de espacios vectoriales dado por

n

uui: E al]uJ

j=1

a; €K,i=1,...,n. Sea A= (a;;). Demostrar que Ny ;(u) = |A| y Ty, (u) = Traza(A)
Ref.: 4163e_091 SOLUCION

Ejercicio. 14.21.
Sea F es una extension separable y finita de K. Si o es un isomorfismo de F en algtin cuerpo o(F)
yu € F entonces

Na(F)/o(K)(O'(u)) = O'(NF/K(U)) y Ta(F)/o(K)(U(U)) = O'(TF/K(U))-

Ref:: 4163e_092 SOLUCION

Ejercicio. 14.22.
Demuestra que el polinomio X?' + X + 1 es reducible sobre F,, paran > 3.

Ref.: 4163e 023 SOLUCION

Ejercicio. 14.23.
Demuestra que XP" — X + 1 es irreducible sobre F,solosin=1on=p=2.
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(Ndtese que si a es una raiz, también lo es a + a para cualquier a € F,.. Demuestra que esto implica
que F,(a) contiene a F,. y que [F,(a) : F,.]=p.)
Ref.: 4163e 024 SOLUCION

Extensiones ciclicas, norma y traza.

Ejercicio. 14.24.

Sea E/K una extension ciclica de grado n, con Gal(E/K) = (t). Sea F un cuerpo intermedio con
[F:K]=myn=tm. Siexiste a € K tal que a' = Ny (), para algiin a € E, prueba que existe
B € F tal que c = Ng (3).

Ref:: 4163e 075 SOLUCION

Ejercicio. 14.25.

Sea K un cuerpo contiene p raices distintas p-ésimas de la unidad, p es un entero positivo primo.
Sea F [K una extension ciclica de grado p" > 1. Demuestra que si existe un torre E O F D K donde
E/K es ciclica de grado p™**, para cada raiz p—ésima primitiva de la unidad { entonces existe un
a € F tal que Ny i (a) = .

Ref.: 4163e_058 SOLUCION

Ejercicio. 14.26.
Demostrar que si F = Q(4/m) con m € Z y m < 0, entonces no existe ninguna extension cudrtica
ciclicaE/Q con E D> F D Q.

Ref:: 4163e_059 SOLUCION

Ejercicio. 14.27.
Con las mismas notaciones que en el ejercicio (14.25.), sea Gal(F /K) = (o). Supongamos que existe
un elemento a € F tal que Ny x(a) = {. Demostrar que
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(1) Existe un elemento 3 € F tal que o () = a?p.

(2) XP—kp € F[X] es irreducible para cada k € K \ {0}. En particular, 3 no es una p-ésima potencia
enkF.

(3) SiE=F(y) cony? = f3, entonces E /K es ciclica de grado p™**.

(4) SiK C F CE es una extensidn ciclica de grado p™™', existe k € K \ {0} tal que E es el cuerpo de
descomposicion de X? —kf3 sobre F.

Ref.: 4163e_060 SOLUCION

Ejercicio. 14.28.

Notese que los Ejercicios (14.25.) y (14.27.) implican el siguiente

Teorema. Si K contiene p raices p-ésimas distintas de la unidad (p primo) y si F /K es ciclica de grado
p" > 1, entonces E puede sumergirse en una extensién ciclica de grado p™* sobre K si, y sélo si, una
raiz p-ésima primitiva de la unidad { es la norma de algtin elemento de F.

Utilizar este teorema para demostrar que si la caracteristica de K es distinta de 2 y F = K(+/c) #K,
entonces F /K puede sumergirse en una extension cudrtica ciclica de K si, y sélo si, ¢ es la suma de
dos cuadrados de elementos de K.

Ref.: 4163e_061 SOLUCION

Ejercicio. 14.29.
Sea F /K una extension ciclica de grado p", y { € K una raiz p™—ésima primitiva de la unidad,
n > m > 1. Son equivalentes:

(b) Existe una torre K C F C E tal que E/K es ciclica de grado p™™.

Ref.: 4163e_076 SOLUCION

Ejercicio. 14.30.
Sea F /K una extension ciclica de grado p", y £ una raiz p™—ésima primitiva de la unidad. Son
equivalentes:
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(a) Existe a € F tal que Ny () = &.
(b) Existe una extension E 2 F 2 K tal que E /K es ciclicay [E : F]=p™.

Ref.: 4163e 074 SOLUCION

Ejercicio. 14.31.
Determina el grupo de Galois de la extensién Q(w, v/3)/Q, donde w # —1 es una raiz de X° + 1.
Construye una serie de composicion de G, si la hay, y la torre de subextensiones asociada.

Nota: Posibles grupos: Ss, As, F,o = ((12345),(1243)), D; = ((12345),(14)(23)), Cs =
(12345)).

Ref.: 4163e_100 SOLUCION
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15. Extensiones ciclicas y radicales

Extensiones ciclicas

Una extensién E/K se llama

= ciclica si es de Galois y su grupo de Galois es ciclico, y
= abeliana si su grupo de Galois es un grupo abeliano.

Teorema. 15.1. (Teorema 90 de Hilbert)
Sea E /K una extension ciclica de grado n con grupo G = Gal(E/K) = (o) y sea 3 € E. Son equiva-
lentes:

(@ Ngi(B)=1;
(b) Existe 0 # a € E tal que p = a/o(a).

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos N ,x(8) = 1, lo que implica 3 # 0. Los automorfismos
1,0,...,0" ! son distintos y por tanto linealmente independendientes sobre E. Luego la aplicacién

T=1+pBo+(Bo(B))o’+ -+ (Bo(B)...o"*(B))o"

no es la aplicacion cero. Por tanto existe 6 € E tal que 7(0) # 0; llamamos a = 7(6), y calculamos:

o(a)=0(7(0))=0(0)+0o(B)o*(0)+-+(a(B)...c"(B))o"(0)

Multiplicando por f3, y teniendo en cuenta que o™ = 1y que o (B)---0c™1(B) = 1, nos queda
po(a)=a.

(b) = (a). Si B = a/o(a), obtenemos:

NE/K(a)

NenlP) = (ota)) ~

Teorema. 15.2. (Teorema de Lagrange)
Sea K un cuerpo, n un entero positivo que es primo con la caracteristica de K, si ésta es no nula, y
supongamos que existe una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ en K. Se verifica:

4163-04.tex
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(1) SiE/K es una extension ciclica de grado n, entonces existe a € E tal que E = K(a) elrr(a,K) =
X" —a para algin a € K.

(2) Alainversa, seaa € K. Si a es una raiz de X" —a, entonces K(a)/K es una extension ciclica de
gradod, cond|n y a €K.

DEMOSTRACION. (1).Sea G = Gal(E/K) = (o), y sea & € K una raiz n-ésima primitiva de la unidad,
entonces Ng /K(g—l) = £ = 1. Por el teorema 90 de Hilbert, existe a € E tal que o(a) = £a. Por
induccion sobre i, se verifica o'(a) = £'a. Luego los elementos £'a son los n conjugados distintos de
a, por lo que [K(a) : K] = n, y como K(a) C E, tenemos que E = K(a). Ademas, o(a") = o(a)" =
(Ea)" =a", luego a = a" es fijo bajo o y todas sus potencias, por lo que a € K.

(2). Sea a una raiz de X" —a € K[X], y sea £ € K la raiz n-ésima primitiva de la unidad en K.
Entonces &'a también es rafz del mismo polinomio y todas estas raices son distintas. Luego K(a) es
el cuerpo de descomposicion sobre K del polinomio X" —a, y por tanto K(a)/K es una extension
de Galois. Sea G = Gal(K(a)/K), para todo o € G, se tiene que o(a) también es raiz de X" — a.
Luego o(a) = w,a, siendo w, una raiz de la unidad (no necesariamente primitiva). La aplicacién
o — w, es obviamente un monomorfismo de G en el grupo de las raices n-ésimas de la unidad, y
como éste es un grupo ciclico de orden n, entonces G es un grupo ciclico de orden d, un divisor de
n. Sea G = (o). Entonces w, es una raiz d-ésima primitiva de la unidad, y o(a?) = (w,a)? = af,
luego a? € K ya que es fijo bajo G = Gal(K(a)/K). a

Teorema. 15.3. (Teorema 90 de Hilbert, forma aditiva)
Sea K un cuerpo y E /K una extension ciclica de grado n con grupo G = Gal(E/K) = (o) yseap €E.
Son equivalentes:

(@) Tgc(B)=0;
(b) Existe a € E tal que p = a— o(a).

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sea TE/K(/S) = 0. Existe 6 € E tal que TE/K(G) # 0. Sea

o= 1
Tk (0)

Calculando se ve que o(a) = a— 3.
(b) = (a). Alainversa, sea 3 = a — o(a). Calculemos:

TE/K(ﬁ) = TE/K(a) - TE/K(U((X)) =0.

(Bo(@)+(B+0(BNo*(O) + -+ (B+a(B)+--+0"*(B)o"(6))

O
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Teorema. 15.4. (Teorema de Artin—Schreier)
Sea K un cuerpo de caracteristica p. Se verifica:

(1) SiE/K es una extension ciclica de grado p, entonces existe a € E tal que E = K(a) yIrr(a,K) =
XP —X —a para algina €K.

(2) A la inversa, para a € K el polinomio X? — X — a tiene una raiz en K, en cuyo caso todas las
raices estan en K, o es irreducible; en este caso, si a es una raiz, la extension K(a)/K es ciclica
de grado p.

DEMOSTRACION. (1). T x(—1) = p(—1) = 0. Por el teorema 90 existe a € E tal que —1 = a—o(a),
esto es, o(a) = a + 1. Luego para todo i, se verifica c'(a) = a +i y a tiene p conjugados distintos.
Entonces, por el teorema del grado, [K(a) : K] =p y E = K(a). Calculamos:

ol@—a)=c(@f—-c(a)=(a+1—(a+1)=a’—a.

Luego a = af —a es fijo bajo o y todas sus potencias, y estd en el cuerpo fijo bajo G que es K. Luego
a es raiz de X? —X —a € K[X] que tiene que ser irreducible (razonando sobre el grado).

(2). Si a es una raiz de f = X? —X —a, entonces a + i también lo es para todo i. Luego f tiene p
raices distintas. Si una raiz estd en K, todas estan en K. Supongamos que no hay ninguna raiz en
K y que f es reducible. Sea f = g-h con g,h € K[X] no triviales. Como d = gr(g) < gr(f) = p,
entonces g serd el producto de d factores de la forma (X — (a +i)). El coeficiente de X¢™! es de la
forma —da + j para algun entero j. Pero d # 0, luego a estd en K, lo que es una contradiccion.

Sabemos ahora que si a no estd en K, entonces f es irreducible. Por el mismo razonamiento que
antes todas las raices de f estan en K(a) que es por tanto una extensiéon normal de K. Como a+1 es
también una raiz de f, existe un o € Gal(K(a)/K) tal que o(a) = a+ 1. Las potencias de o nos dan
todas las demds raices: o'(a) = a+i. Luego (o) tiene orden p y por tanto Gal(K(a)/K) = (o). O

Como consecuencia de estos resultados, tenemos caracterizadas las extensiones ciclicas en todos los
casos.
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Extensiones solubles y radicales

Una extension finita y separable F /K se llama

= soluble si existe una extension de Galois finita E/K con grupo G = Gal(E/K) soluble tal que
KCFCE.

La anterior definicidn es equivalente a decir que la clausura normal de F/K tiene grupo de Galois
soluble.

La siguiente proposicién no es necesaria para la demostracion del Teorema (15.8.), del cual se deduce
inmediatamente.

Proposicion. 15.5.

(1) Sea F/K una extension soluble, y sea L/K una extension arbitraria. Entonces FL/L es una
extension soluble.

(2) Sea L 2 F 2 K una torre de extensiones separables y finitas. Entonces L /K es soluble si y solo
si L/F y F /K son solubles.

(3) Sean F/K y L/K extensiones solubles. Entonces FL /K es soluble.

(1) LF (2) L (3) LF
s/ I
2 7\
s/ I
L F L ! F
N \ s
N N | p 7/
N
F K K
7
e
e
K
Una extensidn finita y separable
» F/K se llama soluble por radicales si existe una torre de extensiones finitas
K=E,CE,CE,C---CE, =E (II1.1)

tal que F C E y que cada paso E,,,/E; es de uno de los tipos siguientes:
(1) E;;; = E;(&) con & raiz de la unidad.
(2) E;;; = E;(a) con a raiz de un polinomio X" —a € E;[X ] y n primo relativo con car(K), si

ésta es no nula, y existe & € E; raiz n—ésima primitiva de la unidad.
(3) E;;; = E;(a) con a raiz de un polinomio X? —X —a € E;[X] y p = car(K).
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Proposicion. 15.6.

(1) SeaF /K una extension soluble por radicales, y sea L /K una extension arbitraria. Entonces FL/L
es una extension soluble por radicales.

(2) Seal 2 F 2 K una torre de extensiones separable y finitas. Entonces L /K es soluble por radicales
si, y sélo si, L/F y F /K son solubles por radicales.

(3) Sean F /K y L/K extensiones solubles por radicales. Entonces FL /K es soluble por radicales.

(1) LF (2) (3) LF

SN

N
N
N
N

g

7
s
7
7

L
L F L
K

\

\

!

\

\

\

\
K

DEMOSTRACION. (1). Sea
K=E,CE CEC---CE,=E

la torre de extensiones del tipo (II1.1) con F C E. Definimos una nueva torre:

— / / /!
L=E,CE/CE,C---CE =E

m

siendo E] = E,L. Es evidente que E; = KL = L, que E/ = EL > FL y que si E;,;, = E;(a), entonces
E!,, = E{(a) es del mismo tipo. Luego la extensién FL/L es soluble por radicales.

(2). Sea L /K soluble por radicales. El mismo cuerpo E que contiene a L también contiene a F. Luego
F /K es soluble por radicales. Por otra parte, aplicamos el punto anterior a las extensiones L/K (que

es soluble por radicales por hipétesis) y L/F. Nos queda que L = LF/F es soluble por radicales.

Ala inversa, sean L/F y F /K solubles por radicales. Sea E el cuerpo que contiene a F y que permite
la torre (II1.1). La extension LE/E es soluble por radicales por el punto anterior. Sea

E=E, CEpy CEpy - CE,=LE
la torre que verifica las condiciones de (III.1). Pegamos ambas torres y obtenemos la torre:
K=E,CE,CE,C---CE,=LEDIL,

donde cada paso es de uno de los tipos permitidos. Luego L/K es radical.
(3). Es consecuencia inmediata de los dos puntos anteriores. O
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Corolario. 15.7.
Sea F /K una extension separable y finita. Entonces F /K es soluble por radicales si, y sélo si, existe
una torre

K=LySL,CL,C-CL,=L2F

donde cada paso es de uno de los tipos descritos en (I11.1), y ademads la extension L /K es de Galois.

DEMOSTRACION. Sdlo hay que demostrar la tultima propiedad. Sea F /K soluble por radicales, y sea
K=E,CE,CE,C---CE, =E
la torre que lo muestra. Para todo o : E/K — I?/K (clausura algebraica de K), la torre
K =E,Co(E)Co(E)C - Ca(E,) = o(E)

tiene cada paso del mismo tipo, ya que o(E;,;) = 0(E;)(o(a)). Luego o(E)/K es soluble por radi-
cales. Sea L = [ [, o(E). Por el tercer punto de la proposicién anterior, L posee una torre del tipo
buscado. Ademas, L/K es la clausura normal de E/K y por tanto es de Galois. |

Teorema. 15.8. (Teorema de Galois)
Sea F /K una extension separable y finita. son equivalentes:

(a) F/K es soluble por radicales;
(b) F/K es soluble.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Sea F/K soluble. Sea E/K una extension de Galois con grupo soluble
tal que E 2 F, y sea m el producto de todos los primos que dividen al orden de Gal(E/K). Sea £ una
raiz m-ésima primitiva de la unidad. Llamamos L = K(&). La extensién EL/L es de Galois con grupo
isomorfo a un subgrupo de Gal(E/K), luego también soluble. Tomamos una serie de composicion:

Gal(EL/L):G0>G1D"'DGn:]..

Cada cociente G;/G,,, es ciclico de orden primo divisor de |G,|. Por la correspondencia de Galois,
obtenemos una torre de cuerpos:

KclL=L,cL,C---CL,=ELDF,

donde cada eslabon es una extensién de Galois con grupo Gal(L,,,/L;) = G;/G,,; ciclico de orden
primo, y L; 2 L contiene todas las raices de la unidad necesarias. Aplicando los Teoremas (15.2.)
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0 (15.4.) segun sea el primo, vemos que cada extensién es de uno de los tipos definidos en (III.1).
Luego F /K es soluble por radicales.

(a) = (b). Sea ahora F /K soluble por radicales. Por el corolario anterior, existe una extension de
Galois E/K tal que F C E y que existe una torre

K:EOCE1CE2C"'CEm:E,
donde cada eslabdn es de uno de los tipos descritos en (III.1). Igual que antes, sea m el producto
de todos los primos que dividen a |Gal(E/K)| y sea & una raiz m-ésima primitiva de la unidad.
Llamamos L = K(&). L/K es de Galois con grupo abeliano y EL/L también es de Galois. Llamamos
L; = E;L. Obtenemos la torre

L:LOCL1CL2C"'CLm:EL,
donde cada paso es de uno de los tipos requeridos. Por la correspondencia de Galois, le corresponde
una serie de subgrupos:

Gal(EL/L) =Gy > G, > Gy B> ---G,, = 1,

m

donde cada cociente G;/G;,; = Gal(L;,,/L;) es abeliano para el primer tipo de (III.1) y ciclico pa-
ra cada uno de los otros por los Teoremas (15.2.) y (15.4.). Luego Gal(EL/L) es soluble. Como
Gal(L/K) = Gal(EL/K)/ Gal(EL/L) es abeliano, el grupo Gal(EL/K) es soluble y la extensién F /K
es soluble, ya que F C EL. a
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15.1. Ejercicios

Extensiones ciclicas y radicales

Ejercicio. 15.9.
Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Dar una condicidn necesaria y suficiente sobre ele-

mentos a, 8 € F para que F(y/a) = F(1/B). Usar esta condicion para determinar si Q(v 1 —+/2) =
Q(i, v2).
Ref.: 4163e 062 SOLUCION

Ejercicio. 15.10.
Sea F = Q(+/a), cona € Q, a > 0 tal que que [F : Q] = n. Sea E cualquier subcuerpo de F tal que
[E : Q] = d. Demostrar que E = Q(+v/a).

Nota: considerar N z(+/a) € E.
Ref.: 4163e 063 SOLUCION

Ejercicio. 15.11.

Sea F como en el Ejercicio (15.10.). Demostrar que si n es impar entonces F no tiene extensiones
intermedias de Galois sobre QQ y que sin es par, la unica extension intermedia de F que es de Galois
sobre Q es Q(v/a).

Ref.: 4163e_064 SOLUCION

Ejercicio. 15.12.

Sea L la clausura de Galois del cuerpo F en los dos ejercicios anteriores. Demostrar que [L : Q] =
ny(n)

np(n) 6 —

Nota: Q({,)NF es una extension de Galois sobre Q.
Ref.: 4163e_065 SOLUCION
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Ejercicio. 15.13.

Sea { € K una raiz n—-ésima primitiva de la unidad y car(K) t n. Sea F /K una extension ciclica con

[F : K] =d|n. Prueba:

(1) Setiene F = K(+/a), paraa €K.

(2) Sea Gal(F/K) = (o), grupo ciclico de orden d, se tiene o(a) = £a, para & una raiz d—ésima
primitiva de la unidad.

n i J
(3) Si F = K(y/a) = K(+/b), entonces %«/&) = (G(«H/‘/T?)) , para j entero primo relativo con d.
a

Como consecuencia +/a/ Jb eK.
(4) K(v/a) =K(¥/b) si, y sélo si, a y b generan el mismo subgrupo de K* /K*" si, y sélo si, existen
h,keNyc,d €K tal que a = b"c" y b = akd".

Ref.: 4163e 077 SOLUCION

Ejercicio. 15.14.

Sean p,q,r enteros primos positivos con q # r. Sean {/q y {1 las raices de los polinomios X —q y
XP —r. Demuestra que Q({/q) # Q).

Ref.: 4163e_066 SOLUCION

Ejercicio. 15.15.
Sea K un subcuerpo de R, a € K y a = y/a una raiz n-ésima real de a. Demuestra que:

(1) Sin=p es primo, entonces [K(a): K] es 16 p.
(2) SiK(a)/K es de Galois entonces [K(a) : K] < 2.

Ref.: 4163e 067 SOLUCION

Ejercicio. 15.16.
Se considera el polinomio (X'*—1)(X'°> —2) € Q[X].

(1) Prueba que Q(&,,) NQ(&15) = Q.
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(2) Prueba que Q( v2)NQ(&15) = Q.

(3) SiE es el cuerpo de descomposicion determina el grado de la extension E /Q.

Ref.: 4163e 070 SOLUCION

Ejercicio. 15.17.

Sea p un entero primo positivo. Determina el grupo de Galois de la extension de IF, por las raices
n-ésimas de la unidad, siendo p {n.

Pista.

(1) Si&y,&;,...,&,_ son la raices n—ésimas de la unidad, prueba que F,(&,,&;,...,&,_1)/F, estd
generado por una de las raices &; cada uno de los generadores se llama una raiz n—ésima
primitiva de la unidad sobre F,,.

(2) Tenemos que el grupo de las raices n—ésimas de la unidad, {&,,&;,...,5,.1}, €s un subgrupo
del grupo multiplicativo de F,(§) = F .. Para determinar el grupo de Galois hay que averiguar
el valor de s; el grado de la extensién F,(§)/F, es igual as, y por lo tanto el grupo de Galois
pedido es el grupo ciclico de orden s.

(3) Como & € F,(§) =T, se verifica X" — 1 | XP"~1 —1, por lo tanto n|p* — 1. Para terminar, solo
queda probar que s es el menor entero positivo que verifica n|p’ —1

Ref.: 4163e 071 SOLUCION

Ejercicio. 15.18.
Sea K un cuerpo. Si K(a)/K, K(f8)/K son extensiones de Galois abelianas, entonces K(a + 3)/K es
una extension de Galois abeliana.

Ref:: 4163e 073 SOLUCION

Ejercicio. 15.19.
Demostrar que f(X) =X —X —a € F,[X], a # 0, es irreducible sobre F, o descompone completa-
mente.

Demostrar que f(X) € F,.[X] es irreducible sobre F . si, y sdlo si, no tiene factores lineales.
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Ver también Ejercicio (12.34.).
Ref:: 4163e_079 SOLUCION

Ejercicio. 15.20.
Sea K un cuerpo que no contiene una raiz cuarta primitiva de la unidad. Para a € K \ K? se define

F =K(v/a), y para p € F \ F? se define E = F(1/PB).
SiNp(B)=a (mod F*2), prueba que se verifica:

(1) a es una suma de dos cuadrados de K.
(2) La extension E /K es una extension ciclica

Ref.: 4163e 018 SOLUCION

Ejercicio. 15.21.
Sea F un cuerpo extension separable de K de grado n. Demostrar que un elemento de F es primitivo
si, y solo si, tiene n conjugados en una clausura algebraica de K conteniendo a F.

Ref.: 4163e 093 SOLUCION

Ejercicio. 15.22.
Hallar un elemento primitivo sobre Q para

(1) Q(v2,+3).
2) Q(i,v2).
(3) Q(V5,v7).

Ref:: 4163e 094 SOLUCION
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Ejercicio. 15.23.

Sean ny,...,n, € Z positivos mayores que 1, libres de cuadrados y primos relativos dos a dos, en-
tonces dim(Q( /1y, ..., /7)) = 2.
Ref.: 4163e_081 SOLUCION

Ejercicio. 15.24.
Sean p,,...,p, son enteros primos positivos distintos dos a dos. Prueba que

(1) Gal(Q(y/Pr,-.., yP?)/Q) = ZL.
@) Q(yP1s---5+/P0) = QP71+ + /DO)-

Ref.: 4163e_080 SOLUCION

Ejercicio. 15.25.
Demostrar que Q(+/5,i) es una extensién ciclica de Q(i) y encontrar un generador de

Gal(Q(+/5,1)/Q).
Ref.: 4163e_095 SOLUCION

Ejercicio. 15.26.
Prueba que la extensién Q(v 2 + v/2)/Q es ciclica de grado cuatro.
Compara con el Ejercicio (12.45.).

Ref:: 4163e 097 SOLUCION

Ejercicio. 15.27.
Se considera la sucesion {a,},, definida:

a():O,
A1 = +/2+a, para todon € N.
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Prueba que Ia extension Q(a,)/Q es una extension ciclica de grado 2".
Ref.: 4163e_098 SOLUCION

Ejercicio. 15.28.
Prueba que existe un cuerpo K, que no es algebraicamente cerrado, tal que toda extension finita
algebraica F /K es una extension ciclica de grado una potencia de 2.

Ref.: 4163e 109 SOLUCION

Ejercicio. 15.29.
Prueba que existe un cuerpo K, que no es algebraicamente cerrado, tal que toda extension finita
algebraica es de orden una potencia de 3.

Ref.: 4163e 110 SOLUCION

Ejercicio. 15.30.

Sea f(X) € K[X] un polinomio irreducible separable y F el cuerpo de descomposicion de f(X).
Prueba que si Gal(F/K) es un grupo ciclico, entonces F = K(a), esto es, F/K es una extension
simple.

Ref.: 4163e_099 SOLUCION

Ejercicio. 15.31.
Sea F = K(a)/K una extension finita separable. Si f (X) = Irr(a,K) y llamamos D f (X) a su derivada,

sea f% =by+b,X+---+b, X" € F[X]. Prueba que la base dual de {1,a,...,a" '} es

G oot

Ref.: 4163e_101 SOLUCION
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15.2. Cuestiones

En las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” 6 “FALSO” y haz un breve razonamiento para
justificar la respuesta.

(D Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0 que tiene n raices n—ésimas distintas de la unidad,
entonces n no es multiplo de p. (Ref.: 4163q_001)

(2) Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, para cada entero positivo n siempre existe una
extension F /K que contiene n raices n—ésimas distintas de la unidad. (Ref.: 4163q_002)

3 Si E =Q(i, v/5), entonces NE/Q(i{Vg) = 25. (Ref.: 4163q_003)

(@)) Si la extensién K(4/a)/K es de Galois, entonces es ciclica. (Ref.: 4163q_004)

(5) SiF un cuerpo finito, todo polinomio sobre F es soluble por radicales sobre F. (Ref.: 4163q_005)
(6) F,, tiene un unico subcuerpo propio. (Ref.: 4163q_006)

7 Sea K C F C E una torre de cuerpos, si E/K es una extension abeliana, tiene grupo de

Galois abeliano, entonces F /K es una extension de Galois. (Ref.: 4163q_000)

(8 Existe una extensién ciclotéomica E /Q con grupo de Galois isomorfo a S;. (Ref.: 4163q_008)
)] Toda extensidn ciclotémica de Q es ciclica. (Ref.: 4163q_009)
(10) El grupo de Galois, sobre Q, del polinomio X*—1 es abeliano de orden 12. (Ref.: 4163q_010)
an El grupo de Galois, sobre Q, del polinomio X3°—1 es ciclico de orden 12. (Ref.: 4163q 011)
(12) Existe una extensiéon K /F5 con grupo de Galois isomorfo a S;. (Ref.: 4163q_012)
(13) Si & = &, es una raiz decimosexta primitiva de la unidad, entonces Q(£) € Q(v/2).

(Ref.: 4163q_013)

14 SiFpn y Fpm son cuerpos finitos tales que n < m, entonces Fpn CFpm. (Ref.: 4163q_014)
(15) SiK/FF, es una extension finita, para todo 0 # a € K se tiene Ny 5, (a) = 1. (Ref.: 4163q_015)
(16) Si ¢10 € Q[X] es el polinomio ciclotémico, entonces ¢, = X* — X3 —X? —X — 1.

(Ref.: 4163q_016)
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(17)

(18)

(19)

(20)

(21

(22)

(23)

(24)

(25)
(26)
(27)

(28)

(29)

(30)

(31

(32)

(33)

La extension Fg, /F3 = F3. /4 tiene un exactamente 4 cuerpos intermedios. (Ref.: 4163q 017)

Si & = &, es una raiz n—ésima primitiva de la unidad, se tiene Gal(Q(§)/Q) = C,_; si, y
solo si, n es un entero positivo primo. (Ref.: 4163q_018)

Existe una extension ciclotémica E/Q con grupo de Galois C;. (Ref.: 4163q_019)

Todas las extensiones ciclotomicas no triviales E de Q contienen un cuerpo real F de grado

[E: Q]
2

. (Ref.: 4163q_020)

Para toda extension ciclotomica no trivial E/Q se tiene [E : ENR] = 2. (Ref.: 4163q_021)

El grupo de Galois, sobre Q, del polinomio X3°—1 es isomorfo a C, x C,. (Ref.: 4163q_022)

Sea p un entero primo positivo; si & es una rafz p‘—ésima primitiva de la unidad en F,,
entonces & € F,. (Ref.: 4163q_023)

Si p es un entero primo positivoy £ € F

i, entonces & es una raiz p‘—ésima de la unidad.
(Ref.: 4163q_024)

Sea p un entero primo positivo; todo elemento de F,: es unaraiz de la unidad. (Ref.: 4163q_025)

El grupo de Galois Gal(X?” —1/Q) es isomorfo a Cy5. (Ref.: 4163q_026)

El grupo de Galois Gal(X?” — 1/Q) es isomorfo al ciclico C,s. (Ref.: 4163q_027)

Si p es un entero primo positivo, toda extensién finita F /I, es normal. (Ref.: 4163q_028)

Si p es un entero positivo y K es un cuerpo de caracteristica p, toda extension finita F /K
es de Galois. (Ref.: 4163q_029)

Sea p un entero primo positivo, y K un cuerpo de caracteristica p. Si F; /K y F, /K son exten-
siones finitas del mismo grado, ¢existe un isomorfismo F; /K = F, /K sobre K. (Ref.: 4163q_030)

Si f € Q[X] es un polinomio irreducible de grado p, siendo p un entero primo positivo,
entonces Gal(f /Q) = Z,. (Ref.: 4163q_031)

SiX*—a € Q[X] es un polinomio irreducible, entonces Gal(X*—a/Q) = D,. (Ref.: 4163q_032)

Si p un entero primo positivo impar, y &,, es una raiz 2p—€sima primitiva de la unidad,
entonces [Q(&,,) : Q] = 2p — 1. (Ref.: 4163q_033)
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(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
(46)

(47)

(48)

(Ref.

F/K

(Ref.

(Ref.

(Ref.

(Ref.:

(Ref.:

Frobenius ¢ : F,s — F

SiQ € K C Q(&) es una torre de cuerpos y & una raiz de la unidad, entonces K/Q es una

extension de Galois. (Ref.: 4163q 034)

Sea p un entero primo positivo; todo elemento no nulo de . es una raiz de la unidad.

: 4163q_035)

Si E/K es una extension de Galois soluble y K C F C E es un cuerpo intermedio, entonces
es una extension de Galois soluble. (Ref.: 4163q_036)

Si £, es una raiz n—ésima primitiva de la unidad, se tiene Q(&,) N Q(&15) = Q(&,)-
4163q 037)

Si &, es una raiz n—ésima primitiva de la unidad, se tiene Q(&;5) N Q(&15) = Q(&1,).
4163q_038)

Para todas extensién simple K(a)/K, que es de Galois, se tiene que Gal(K(a)/K) es un

grupo simple. (Ref.: 4163q_039)

El grupo de Galois de la extensién F,/F,, con s|t, es un grupo ciclico de orden <.

PS>

: 4163q_040)

El grupo de Galois de la extensién F,./F,. estd generado por ¢, el automorfismo de

4, definido ¢(x) = x? para cada x € F 4. (Ref.: 4163q_041)

El grupo de Galois de la extensién . /¥, esta generado por ¢, el automorfismo ¢ : F,, —

IF,, definido plx)= xP’ para cada x € F 4. (Ref.: 4163q_042)

Para todo cuerpo finito I de caracteristica p y cada extension finita L/F, el grado [L : ]

es necesariamente una potencia de p. (Ref.: 4163q_043)

El grupo de Galois del polinomio ciclotdmico ¢, sobre Q es siempre un grupo ciclico de

orden ¢(n). (Ref.: 4163q 044)

Cada raiz en C de ¢, (X) es una raiz n—-ésima primitiva de la unidad. (Ref.: 4163q_054)
Cada raiz en C de X" — 1 es una raiz n—€sima primitiva de la unidad. (Ref.: 4163q_055)

El grupo de Galois del cuerpo de descomposicion de ¢,(X) € K[X] tiene orden ¢(n).

: 4163q_053)

El grupo de Galois de una extensioén finita de un cuerpo finito es un grupo soluble.

:4163q_065)

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara






Capitulo IV

Grupo de Galois de un polinomio

16  Grupo de Galois como grupo de permutaciones . . ... .. ... ...........
17 Célculodel grupode Galois . . .. ... ...ttt
18 Resoluciéon de ecuaciones solubles . . . ... ... .. ... .. o oL,
19  Apéndice: Resolucion de polinomios ciclotomicos . . . . .. ... ... ... ...,

Introduccion

Introduccién.

4164-00.tex






SEC. 16. GRUPO DE GALOIS COMO GRUPO DE PERMUTACIONES 223

16. Grupo de Galois como grupo de permutaciones

Hasta ahora hemos estudiado las extensiones finitas de cuerpos en términos de su grupo de automor-
fismos. Vamos ahora a aplicar esta teoria al estudio de las soluciones de una ecuacién polindémica.
Consideramos a lo largo de este tema un polinomio separable f (X) con coeficientes en un cuerpo K;;
si llamamos E al cuerpo de descomposicién de f(X) sobre K, la extension E/K es una extensién de
Galois.

Supongamos que las raices de f(X), en una clausura algebraica K de K, son a;, ..., a,, el cuerpo de
descomposicion de f sobre K es E = E(f /K) =K(a,...,a,). Sea G = Gal(E/K).

Cada o € Gal(E/K) estd completamente determinado por su accién sobre a,...,a,, que son las
raices de f(X), por eso la imagen de un a; por o es otra a;; en consecuencia, cada o € Gal(E/K)
define una permutacioén 7, de {1,...,n} mediante

7, (i) = j tal que o(a;) = q;

Lema. 16.1.
Existe un homomorfismo inyectivo de grupos de Gal(E/K) al grupo simétrico S,,.

DEMOSTRACION.
an, )= 0T(a) = 0(ar i) = Anr i)

|

Tenemos que Gal(E/K) es isomorfo a su imagen en S,,. Vamos a llamar a esta imagen Gal(f /K). La
diferencia entre estos dos grupos es que el primero es un grupo de automorfismos y el segundo es
un grupo de permutaciones.

Observacion. 16.2.

El grupo Gal(f /K) no esta determinado de manera tnica por la extensidn, sino que depende de la
numeracién elegida para las raices: Si cambiamos el orden de las raices, cambiamos Gal(f /K) por
otro grupo, conjugado suyo dentro de S,,. A pesar de ello, para simplificar la notacién normalmente
identificamos o € Gal(E/K) con su imagen en S,, y pasamos libremente de Gal(E/K) a Gal(f /K)
y viceversa. En cada caso el contexto dejara claro si o es un automorfismo o una permutacion.
Representamos a ambos grupos por la letra G.

Ejemplo. 16.3.
SeaK=Q, f(X)=X*—5X?+6 = (X?>—2)(X?—3). Las raices de f(X) son:

al - ‘/E, az ES _'\/E, (13 - '\/§, a4 - _'\/g.

4164-01.tex

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara
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El cuerpo de descomposicién de f es E = Q(+/2,+/3) y el grupo de Galois es G = Gal(E/Q) =
{1,0,,0,,0,0,}, donde

01(vV2)=—v2, 0,(¥3)=V3,

o,(V2)=v2, 0,(v¥/3)=—+3.

Entonces Gal(f /Q) = {1,(1 2),(3 4),(1 2)(3 4)}. Si hubiésemos escogido otra numeracién para las
raices, obtendriamos un grupo distinto, pero conjugado del anterior.

Ejemplo. 16.4.

SeaK =Qysea f(X)=X3®—2e€ Q[X]. Si a es una raiz de f(X) y w una rafz ctibica primitiva de

la unidad. El cuerpo de descomposicién de f es E = Q(a, w). Las raices de f(X) son a, wa, w?a 'y

tenemos [E : Q] = 6.

(1) Cualquier permutacion de las raices define un automorfismo, luego Gal(f /K) = S;.

(2) Sobre K = Q(w) el grupo es Gal(f /Q(w)) = A;: en este caso las raices pueden permutarse de
forma ciclica y no de otra manera.

(3) Sobre Q(a), Gal(f /Q(a)) es ciclico de orden 2: a debe permanecer fija, y podemos intercambiar

way wa.

El primer problema a estudiar es como calcular el grupo de Galois de un polinomio. Vamos a obtener
propiedades del polinomio f (X) a partir de su grupo de Galois Gal(f /K), y a la inversa, restricciones
para posibles valores del grupo de Galois a partir de propiedades del polinomio.

Proposicion. 16.5.

Sea f(X) € K[X] un polinomio de grado n, sin raices miiltiples, y sea G = Gal(f /K) su grupo de
Galois, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) f(X) es irreducible;

(b) Gal(f/K) C S, es un subgrupo transitivo.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Supongamos que E = K(a,...,a,) es el cuerpo de descomposiciéon
de f(X), cuyas raices son a4, ..., a,. Dadas dos raices distintas, por ejemplo a; y a;, existe un
isomorfismo

¢ : K(ay) i’K(ai)

que induce un homomorfismo ¢’

=l
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Como E es una extension normal de K, entonces ¢’ se factoriza por E, produciendo un automorfismo
o € Gal(E/K). Es claro que o(a;) = a;.

(b) = (a). Si G es un subgrupo transitivo de S,, sea a una raiz de un factor irreducible g(X) de
f(X). En caso de ser g(X) un factor propio, existe una raiz 3 de f(X) que no es raiz de g(X); por
hipétesis existe o € Gal(f /K) tal que o(a) = 3, obteniéndose que 8 es una raiz de g(X), lo que es
una contradiccidn. O

Corolario. 16.6.

Sea f(X) € K[X] sin raices multiples. Sea f (X) = f;--- f, la factorizacién en irreducibles sobre K.
Dos ceros a;,a; de f(X) son raices del mismo f si, y solo si, i, ] estdn en la misma Jrbita bajo
G = Gal(f /K)

DEMOSTRACION. Supongamos que i,j estdn en la misma érbita. Entonces existe o € G tal que
o(a;) = a;. Luego a;, a; son conjugados y por tanto son raices del mismo polinomio irreducible.

Sean ahora a;, a; raices del mismo polinomio irreducible. Entonces son conjugados. Luego existe
o €G tal que o(a;) = a; y j = o(i) estd en la 6rbita que i. |

Sea f(X) € K[X ] un polinomio separable, si F /K es una extensién de cuerpos, entonces el polinomio
f(X) es también separable sobre F y tenemos una extensién de Galois F(a,,...,a,)/F. De cara a
relacionar los dos grupos de Galois Gal(f /K) y Gal(f /F) tenemos:

Proposicion. 16.7. (Teorema de los irracionales naturales)
En la situacién anterior, existe un homomorfismo inyectivo de grupos Gal(f /F) — Gal(f /K).

DEMOSTRACION. Consideramos una clausura algebraica F de F y supongamos que las raices a;,
..., a, pertenecen a F, entonces podemos construir el siguiente diagrama conmutativo, donde E =
K(ay,...,a,)

1

F(ay,...,a,) F(aq,...,a,)

N\

%
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Dado ¢ € Gal(F(ay,...,a,)/F), como ¢ aplica cada a; en otro a;, entonces ¢(E) € E y por tanto
¢z € Gal(E/K). Es claro que la aplicacién ¢ — | es inyectiva y es un homomorfismo de grupos.
O

Corolario. 16.8.
Si Gal(f /K) es un grupo simple, para cada extension F /K tenemos que Gal(f /F) = Gal(f /K) ¢ es
trivial.

Podemos aplicar este resultado en el caso en el que Gal(f /K) tiene orden un nimero primo.

Dentro de los subgrupos de Gal(f /K) tenemos el subgrupo Gal(f /K)NA,,; este subgrupo es de indice,
como maximo, dos, por lo tanto es siempre normal. Estamos interesados en calcular el subcuerpo
fijo asociado a este subgrupo. Para este fin vamos a recordar la definicién de discriminante de un
polinomio f (X).
n2—n
Diser(f (X)) =[ [ —a? =] J(-1)= (i —a)),
i<j i#]

y por tanto, para cada permutacién 7 € S,, tenemos que Discr(f (X)) queda invariante. Como con-
secuencia Discr(f (X)) es invariante ante los elementos de Gal(f /K), esto es, Discr(f (X)) € K. En
cambio, si consideramos A, la raiz cuadrada de Discr(f (X)),

A=] J@—ap,

i<j

veamos que A queda fijo ante todo automorfismo en Gal(f /K)NA,,.

Teorema. 16.9.
Si f(X) es un polinomio que no tiene raices multiples y K es un cuerpo de caracteristica distinta de
2, entonces K(A) es el cuerpo fijo asociado a Gal(f /K) NA,,, o equivalentemente Gal(f /K)NA, =

Gal(f /K(A))

DEMOSTRACION. Llamamos G* = Gal(f /K)NA,y F = ES". Para cada o € Gal(f /K) NA, tenemos
que o(A) = A, ya que el niimero de cambios a; — a; — a; — a; es par por lo que no varia el signo
del producto. En consecuencia A € F y por tanto K(A) C F. Si se verifica [F : K] = (G : G*) =1,
entonces F = K(A) = K y tenemos el resultado. En cambio, si [F : K] = (G : G") = 2, entonces
existe una permutacién impar o € G que debe verificar c(A) = —A, por lo tanto A € K(A)\K, y
tenemos K(A) =F. O
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Corolario. 16.10.
En la situacion anterior, el grupo de Galois de f (X) estd incluido en A, si, y solo si, Discr(f (X)) es
un cuadrado en K.

DEMOSTRACION. Si el grupo de Galois de f(X) estd incluido en A,, entonces G* = G y tenemos
A € K, luego Discr(f (X)) = A? es un cuadrado en K. Por otro lado, si Discr(f (X)) es un cuadrado
en K, entonces A € K y por tanto G* = G, luego G CA,. O
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16.1. Ejercicios

Grupo de Galois como grupo de permutaciones

Ejercicio. 16.11.
Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 en el que —1 es un cuadrado. Sea d € K tal que

Vd ¢ K. Demuestra que v/d no es cuadrado en K(v/d).
Ref.: 4164e 030 SOLUCION

Ejercicio. 16.12.
Prueba que K = Q(iv/2, +/3) es una extensién de Galois de Q.

Ref.: 4164e 019 SOLUCION

Ejercicio. 16.13.
En la Proposicion (8.11.) tenemos que si E /K es una extension finita de Galois, para cada extension

E:K][F:K
finita F /K se verifica [EF : K] = % Da un ejemplo en el que se pruebe que la condicidn
de Galois es necesaria. '
Ref.: 4164e 023 SOLUCION

Cubicas

Ejercicio. 16.14.
Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y f(X) € K[X] una ctbica con discriminante un
cuadrado en K. Demuestra que f (X) 6 es irreducible 6 se descompone completamenteen K.

Ref.: 4164e 031 SOLUCION
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Ejercicio. 16.15.
Demuestra que sobre cualquier cuerpo K, el polinomio X* — 3X + 1 es irreducible o descompone
completamente.

Ref.: 4164e_006 SOLUCION

Ejercicio. 16.16.

SeaK C R y f(X) € K[X] una ctibica irreducible con discriminante A?> = Discr(f(X)). Demuestra
que

(1) Si f(X) tiene tres raices reales, entonces Discr(f (X)) > 0.

(2) Si f(X) tiene exactamente una raiz real, entonces Discr(f (X)) < 0.

El reciproco de este resultado es también cierto ya que una ctibica tiene o una o tres raices reales y
su discriminante o es positivo o es negativo.

En el caso de K = Q tenemos entonces que si f(X) tiene exactamente una raiz real, entonces
Gal(f/Q) = S;. Por el contrario, si f tiene tres raices reales, puede ser que A € Q, y por tanto

Gal(f/Q)=A; 6 A ¢ Q, y se tiene Gal(f /Q) = S,.
Los siguientes ejemplos ilustran los casos posibles:

| 0O | Discr(f (X)) |+/Discr(f (X)) € Q| Gal(f /Q) |

X3—3Xx+3| -135 NO S,, una sola raiz real
X*—5X+3 257 NO Ss, tres raices reales
X°—3X+1 81 SI A,, tres raices reales
Ref:: 4164e 008 SOLUCION

Ejercicio. 16.17.
Calcula

(1) Gal(X®—X —1) sobre Q y sobre Q(v—23).

(2) Gal(X®—10) sobre Q, Q(v—3) y Q(v2).

(3) Gal((x®—2)(X®—3)(X?—2)) sobre Q(v—3).
(4 Gal((X®—2)(X%—3)(X?>—5)(X2—7)) sobre Q.
(5) Gal((X®—2)(X2—5)) sobre Q.

(6) Gal((X>®—2)(X2+3)) sobre Q.
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Ref.: 4164e 032 SOLUCION

Ejercicio. 16.18.
Sea K un cuerpo finito de caracteristica # 2 y f = X® + pX + q € K[X] un polinomio irreducible.
Demuestra que —4p*® — 27q* es un cuadrado en K.

Ref:: 4164e_005 SOLUCION

Ejercicio. 16.19.
Sea a una raiz del polinomio X® +2X + 1 € Q[X]. Si K = Q(a), ¢tiene el polinomio X* + X + 1 una
raizenK?

Ref:: 4164e 028 SOLUCION

Ejercicio. 16.20.

Sea f(X) € K[X] un polinomio irreducible separable de grado 3 con grupo de Galois S, sobre K y
raices a,, @y, a3 € F, siendo F el cuerpo de descomposicion de f (X) sobre K. Prueba que los cuerpos
intermedios entre K y F son K, K(a,), K(a,), K(as), K(A), F.

Ref:: 4164e 033 SOLUCION

Cudrticas

Ejercicio. 16.21.
Calcula

(1) Gal(X*—5) sobre Q, Q(v/5), Q(+'5,1), Q(i).

(2) Gal(X*+ 3X3+ 3X —2) sobre Q.

(3) Gal(X*+2X?+X + 3) sobre Q.

(4) Gal(X*—a) sobre Q cona € Z, a # 0,+1 y libre de cuadrados.
(5) Gal(X*+ 2) sobre Q, Q(i).
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(6) Gal(X*—t) sobre C(t), R(t) con t un elemento transcendente.
(7) Gal(X*—3X2+ 4) sobre Q.
(8) Gal(X*+ 5X?+ 6) sobre Q.
(9) Gal(X*+ 4X3+ 6X?+4X — 1) sobre Q.
(10) Gal(X*—2)(X?—3)(X%—5)(X2—7)) sobre Q.

Ref.: 4164e_001 SOLUCION

Ejercicio. 16.22.
Sea f(X) una cudrtica irreducible y separable sobre un cuerpo K y sea a una raiz de f . Demuestra
que no existe ningtin cuerpo intermedio entre K y K(a) si, y sélo si, Gal(f /K) es S, 0 A,.

Ref.: 4164e 010 SOLUCION

Ejercicio. 16.23.
Sea f (X) una cudrtica irreducible sobre un cuerpo K C R. Demuestra que si f (X) tiene exactamente
dos raices reales entonces Gal(f /K) es S, 6 A,.

Ref.: 4164e 011 SOLUCION

Subgrupos transitivos

Ejercicio. 16.24.
Prueba que si G C S,, es un subgrupo transitivo, entonces n divide a |G|.

Ref:: 4164e 036 SOLUCION

Ejercicio. 16.25.
Prueba que S, estd generado por el ciclo o = (1...n) y la trasposicion T = (12).

Ref.: 4164e 037 SOLUCION
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Ejercicio. 16.26.
Demuestra que el tinico subgrupo transitivo de S, que contiene a una transposicion y a un ciclo de
ordenn—1esS,.

Ref.: 4164e_003 SOLUCION

Ejercicio. 16.27.
Sea p un entero primo positivo.

(1) SiG C S, esun subgrupo (no necesariamente transitivo) que contiene a un elemento de orden
p y a una transposicion entonces G =S,,.

(2) Sip es primo, demuestra que el tinico subgrupo transitivo de S, que contiene a una transposicion
essS,.

Ref.: 4164e_038 SOLUCION

Ejercicio. 16.28.

Prueba que si G C S, es un subgrupo transitivo que estd generado por trasposiciones, entonces
G=S,.

Ref:: 4164e 039 SOLUCION

Ejercicio. 16.29.
Prueba que si G C S, es un subgrupo transitivo y abeliano, entonces |G| = n

Ref.: 4164e_040 SOLUCION

Ejercicio. 16.30.
Sea f € K[X] un polinomio irreducible y separable con cuerpo de descomposicion E. Prueba que
existe ¢ € Gal(E/K) tal que p(a) # a para cada raiz a de f .

Ref.: 4164e 041 SOLUCION
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Quinticas

Ejercicio. 16.31.
SeaK C R y f(X) € K[X] un polinomio irreducible de grado p primo.

(1) Demuestra que si f tiene exactamente dos raices no reales, entonces Gal(f /K) = S,,.
(2) Calcula el grupo de Galois de X> — 6X + 3 sobre Q.

Ref.: 4164e_004 SOLUCION

Séxticas

Ejercicio. 16.32.

Encuentra el cuerpo de descomposicién F sobre Q del polinomio f (X) = X®+ X3+ 1. Demuestra que
Gal(f /Q) es ciclico y que tiene un tnico subgrupo H de orden tres. Encuentra el cuerpo fijo para H.
Ref.: 4164e_007 SOLUCION

Ejercicio. 16.33.
Consideramos el polinomio f (X)=X°®—2X3—2 e Q[X], y sea F su cuerpo de descomposicion.

(1) Demuestra que f es irreducible sobre Q y que sus raices son las tres raices ctibicas de 1 + +/3.

(2) Demuestra que F contiene una raiz ctubica primitiva de la unidad y deduce que contiene a la
extension bicuadrdtica L, = Q(i, v/3).

(3) Tomando el producto de dos raices de f deduce que F contiene a la extension L = Q(i, v/3, v'2).

(4) Tomando el cociente de dos raices reales del polinomio f(X), deduce que los nimeros reales

\3/2+\/§y\3/2—«/§estén en F. Demuestra que el elemento y = V2+V3+V2—V3€Fes
una raiz real de la ciibica X* — 3X — 4 cuyo discriminante es —2?3* y concluye que la clausura
normal de Q(y) contiene a Q(i); en particular Q(y) # Q(+/2).

(5) Demuestra que [L : Q] = 12 y deduce que [F : Q] =12 6 36.

(6) Sisuponemos que [F : Q] = 12, demuestra que todo F contiene exactamente tres subextenioens
de grado tres sobre Q lo que es imposible.

(7) Prueba que F = Q(w, Vi+ V3, v/2), y describe los elementos de Gal(F/Q).

(8) Prueba que G = S5 x S;.

Ref:: 4164e 013 SOLUCION
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Ejercicio. 16.34. (Un caso curioso)
Prueba que existen polinomios irreducibles f (X ) € Q[X ] de grado 6 tales que Gal(f /Q) es un grupo
isomorfo a Ss.

Ref.: 4164e 017 SOLUCION

Raices

Ejercicio. 16.35.

Sean a y 3 raices de un polinomio irreducible f (X) € K[X ], siendo K un cuerpo perfecto.

(1) Prueba que [K(a):K]=[K(B):K].

(2) Prueba que K(a)/K =K(f)/K.

(3) Sea E un cuerpo de descomposicion de f(X) sobre K tal que a, € E. ¢(Existe siempre un
automorfismo o : E/K — E /K tal que f(a)=f3?

(4) (¢Existe siempre o : E/K — E/K tal que o(a) = y o(pB) = a, dejando las demds raices fijas.

(5) (¢Existe o : E/[K — E/K, o # id, tal que o(a) = a?

Ref.: 4164e_024 SOLUCION

Ejercicio. 16.36.
Sean a y 3 raices de un polinomio irreducible f (X) € K[X] tal que a" € K. Prueba que 3 verifica
esta misma relacion.

Ref:: 4164e_025 SOLUCION

Ejercicio. 16.37.
Sea K un cuerpo de caracteristica p, y a € K. Prueba que si el polinomio X? — a no tiene raices en
K, entonces XP — a es irreducible sobre K.

Ref.: 4164e 026 SOLUCION

Grupo de Galois
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Ejercicio. 16.38.

Se consideran a,b,d € Z tales que d y a®> — db? son libres de cuadrados. Determina el grupo de
Galois de la extensién Q(V a + bv/d)/Q.

Ref.: 4164e 027 SOLUCION

Ejercicio. 16.39.

Sean pi,...,p, € Z enteros primos positivos distintos dos a dos. Prueba que se verifica:
Gﬂl(@(m, \/p_27"'7\/p_t))gZZt'
Ref.: 4164e 018 SOLUCION

Ejercicio. 16.40.
Sea f(X) un polinomio (irreducible) de grado n con grupo de Galois Gal(f /Q) = S,. Si a es una
raiz de f (X), y F = K(a), prueba que no existen cuerpos intermedios en la extension F /K.

Ver Ejercicio (8.40.).
Ref.: 4164e 021 SOLUCION

Ejercicio. 16.41.
Sea f(X) € K[X] un polinomio separable y g un factor irreducible de f. (Actda transitivamente
G = Gal(f /K) sobre las raices de g?

Ref.: 4164e_035 SOLUCION

Ejercicio. 16.42.
Estudia la extension Q(&4,)/Q; determina el reticulo de subgrupos de Gal(Q(&5,)/Q) y los cuerpos
fijos para los subgrupos de orden 2 y 3.

Ref.: 4164e_051 SOLUCION
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Ejercicio. 16.43.

Sea w una raiz cubica primitiva de la unidad, y £ = & una raiz quinta primitiva de la unidad.
Llamamos E = Q(w, &).

(1) Prueba que E/Q es una extension de Galois, y determina [E : Q].

(2) Prueba que { = wé& es una raiz décimoquinta primitiva de la unidad, por tanto E = Q({).

(3) Determina G = Gal(E/Q).

(4) Da generadores y relaciones de G = Gal(E/Q), y una lista de sus elementos.

(5) Da una lista de los subgrupos de G indicando su orden.

(6) CEs ciertoquei € E?

(7) Tenemos que v—3 € E; para demostrar que +/5 € E, determina el polinomio Irr(£ + £,Q), y
prueba que Q(& + &) = Q(V5).

(8) Sillamamos a = & + &, tenemos una torre de cuerpos: Q € Q(a) € Q(&) € Q(¢) en la que cada
extension es de grado dos. Ya conocemos Irr(a,Q); determina Irr(&,Q(a)).

(9) Utilizando los apartados anteriores, da una expresion por radicales (de elementos de Q) de &.

(10) Para cada subgrupo H de G de orden cuatro determina el cuerpo fijo EX.

Ref.: 4164e_052 SOLUCION
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17. Calculo del grupo de Galois

Vamos a trabajar sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de 2 y a utilizar polinomios separables
sobre K que no tienen raices multiples.

Ecuaciones cuadraticas

Sea f (X) =X*+ a,X + a,, su discriminante es A*> = a? —4a, entonces se verifica:

Ss, si af —4a, no es un cuadrado en K
G, =Gal(f /K) =
A, = {1}, si a®—4a, es un cuadrado en K

En el primer caso, el polinomio es irreducible, y en el segundo es reducible.

Ecuaciones cubicas

Sea f(X) = X3+ a,X? + a, X + a,, su discriminante es

2

A% = —4a§’a0 + afag + 18aya,a, — 4af —27a;.

Puede ocurrir que f (X ) sea reducible, en este caso tiene una raiz y por lo tanto existe una factoriza-
cién f(X) = (X — a)g(X). Como a queda fijo por Gal(f /K), resulta que Gal(f /K) = Gal(g/K) y el
problema se reduce al caso cuadratico.

Si el polinomio es irreducible, entonces su grupo de Galois es un subgrupo transitivo de S;; como
Unicamente tenemos dos: A; y S5, se verifica:

S5, si A? no es un cuadrado en K
G, = Gal(f /K) =
A,, si A% es un cuadrado en K
Ecuaciones cuarticas
Sea f(X) =X*+ asX® + a,X? + a, X + a,, su discriminante es
A* =—4ala® —128a2a} + 16aja, — 4ada? — 27aial + 256a) — 27at — 6aia’a,
—192asa,a? + 18asa’a, + 144aya5a; + asaza; —4aja’a, + 144a,aa,

2431
2 3
—80asa,a;a, + 18a;a;a,a,.

Puede ocurrir que f (X) sea reducible. Se presentan dos casos:

4164-02.tex
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Caso 1. f(X) tiene una raiz, en este caso f(X) = (X —a)g(X), y como a queda fijo por Gal(f /K),
resulta que Gal(f /K) = Gal(g/K) y el problema se reduce al caso ctibico.
Caso 2. Si f(X) = g;(X)g,(X), con g;(X) irreducibles de grado dos, tenemos la siguiente situacion

Como E(g;)/K y E(g,)/K son extensiones normales, los grupos Gal(f /E(g,)) v Gal(f /E(g,)) son
subgrupos normales de Gal(f /K).

Tenemos que Gal(f /K) es un subgrupo del grupo ((1 2),(3 4)). Para ver qué grupo es estudiamos
los discriminantes de g, y g,, en efecto tenemos:

((12),(34)) si, y sélo si, 4/Discr(g,) Discr(g,) ¢ K.
((12)(3 4)) si, y sélo si, 4/Discr(g,) Discr(g,) € K.

Si el polinomio es irreducible, entonces su grupo de Galois es un subgrupo transitivo de S,. En este
caso tenemos cinco tipos de subgrupos transitivos:

S4, normal en S,.
Ay, normal en S,.
V =1{1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}, normal en S,,.
C,=1{1,(1234),(13)(24),(1432)} = C,, y sus conjugados en S,.

D,=VuU{(12),(34),(1423),(1324)} =D,, vy sus conjugados en S,.

N
NN

Podemos suponer C, = ((1234)), D, = ((1234),(14)), V = ((12)(34),(13)(24)). Observa-
mos que cuatro de estos tipos contienen al subgrupo V; estudiamos entonces el comportamiento de
Gal(f /K) con respecto a V de la siguiente forma.

Llamamos
B = aia, + asay,
By = aia; + ayay,
PBs =a 0, + aas.

Estos elementos quedan fijos por V y a la inversa, si una permutacion deja fijos a todos los f3;,
entonces esta permutacion pertenece a V.
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Definimos un nuevo polinomio, la resolvente ctibica de f (X),

gX) =X —BX — )X — B3).

Es posible expresar los coeficientes de g(X) en términos de los coeficientes de f(X), ya que son
polinomios simétricos en las raices de f (X). En nuestro caso si g(X) = X3+ b,X2+ b, X + b, resulta

b2 = _az
by = —ala, + 4aya,—a?

Se verifica pues Gal(f /E(g)) = Gal(f /K) N V. En efecto, si llamamos G = Gal(f /K), se tiene

n/m E(g)

en donde m = |GNV|y |G| =n. Entonces [E®" : K] =n/m. Si consideramos el elemento f; —f3, y
la accion de S, sobre él, su 6rbita es:

ﬁl - /32: (1 2 3)(ﬁ1 - ﬁz); (1 3 2)(/31 _/32)9 (1 2)(ﬁ1 - ﬁz); (1 3)(/371 - ﬁz): (2 3)(/31 - /52)

En este caso
{1,(123),(132),(12),(13),(23)}
es un conjunto de representantes de clases a la izquierda de V en S,. Tenemos

= Stabg, (8, — B,) =V, entonces Stabg(; —f,) =GN V.
= La érbita de 3; — 3, tiene | Orbg(B; — B,)| =[G : Stabs(B; — B2)] =[G : GN V] elementos.
» f3, — 3, tiene [G : GNV] conjugados, y [E®"V : K]>[E(g):K]>[G:GNV]=[ES" :K].

De aqui se deduce que ES"V = E(g), y por lo tanto G NV = Gal(f /E(g)).
En consecuencia, tenemos los isomorfismos:

Gal(E/K) ~ Gal(f /K) ~ G
Gal(E/E(g)) Gal(f/K)NV GNV’
Resulta que g(X) y f(X) tienen el mismo discriminante, lo que nos permite determinar facilmente
el grupo de Galois de g(X), y a partir de éste calcular el grupo de Galois de f(X).

Podemos entonces enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Gal(E(g)/K) (V1)
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Teorema. 17.1.
Sea f (X) un polinomio irreducible de grado 4 con resolvente ctibica g(X). Se verifica

(1) Sig(X) es irreducible y A* no es un cuadrado en K, entonces Gal(g/K) =S5, y Gal(f /K) = S,;
(2) Sig(X) esirreducible y A* es un cuadrado en K, entonces Gal(g/K) =A,, y Gal(f /K) = Ay;
(3) Si g(X) tiene tres raices en K, entonces Gal(g/K) =1, yGal(f /K) = V;

(4) Sig(X) tiene una tnica raiz en K, entonces Gal(g/K) = C,, y Gal(f /K) es isomorfo a C, 6 a D,.

DEMOSTRACION. Del isomorfismo (IV.1) obtenemos la igualdad siguiente:
| Gal(f /K)| = | Gal(g/K)| - | Gal(f /K) N V| (Iv2)

(1). Tenemos Gal(g/K) = S;, entonces de (IV.2) se deduce que | Gal(f /K) | es un multiplo de 6, y
por tanto Gal(f /K) =S, 6 A,. Si Gal(f /K) = A,, entonces Gal(f /K)NV =V y tenemos

| Gal(f /K) |=| Gal(g/K) | - | Gal(f /K) NV |= 6 x 4 = 24.

(2). Tenemos Gal(g/K) = A,, entonces de (IV.2) obtenemos que | Gal(f /K) | es un multiplo de 3, y
por tanto Gal(f /K) =S, 6 A,. Pero como

| Gal(f /K) |=| Gal(g/K) | - | Gal(f /K) NV |< 3 x 4 =12

se obtiene Gal(f /K) =A,.

(3). Tenemos Gal(g/K) = {1}, entonces de (IV.2) obtenemos Gal(f /K) € V, y por tanto Gal(f /K) =
V.

(4). Tenemos Gal(g/K) = C,, y por tanto Gal(f /K) tiene orden 2 | Gal(f /K) NV |. Los posibles
valores para | Gal(f /K) NV | son 2 6 4, siendo entonces | Gal(f /K) | igual a 4 u 8. Vamos a buscar
un criterio que permita discernir cual es el caso en cada ocasién. Tenemos en este caso que E(g) =
K(4/Discr(f)).

Si Gal(f /K) = C,, entonces | Gal(f /E(g)) |=| Gal(f /K)NV |= 2y por tanto [E : E(g)] = 2, lo que
implica que f(X) es reducible en E(g).

Si Gal(f /K) = D,, entonces | Gal(f /E(g)) |=| Gal(f /K) NV |= 4 y por tanto Gal(f /K)NV =V,
como V actda transitivamente sobre las raices, resulta que Gal(f /E(g)) actia transitivamente sobre
las raices de f, y por tanto f(X) es irreducible sobre E(g). O

Vamos a buscar un criterio sencillo para discriminar entre los grupos D, y C,.

Proposicion. 17.2.
Sea f(X) € K[X] un polinomio irreducible con resolvente ctibica g(X) y Gal(g/K) = C,. Si 3, =
a,0a5 + a,0,, es la dnica raiz de g que hay en K, son equivalentes:
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(@) Gal(f/K)=CG,.
(b) o, + as,a,a5,a,+ oy, a,a, € K(4/Discr(f)).
(¢) El polinomio h = (X?+ a;X + (a, — 3,))(X*— B,X + a,) tiene todas sus raices en K(4/Discr(f)).

(d) +/a3—4(ay— o), v/ B7 — 4ay € K(+/Discr(f)).

DEMOSTRACION. Estudiamos el comportamiento del elemento (13)(24). Construimos el polinomio
X —(a;+as3)) (X —(a,+ a4)) X —a,as3) (X — a2a4) .

Observa que para cualquier cuerpo F 2 K se tiene: Gal(f /F) C ((1 3)(2 4)) si, y sélo si, las cuatro
raices de este polinomio estdn en F. Calculando los coeficientes de los productos de los dos primeros
factores y los dos ultimos, nos queda que es precisamente el polinomio h del enunciado. Finalmente,
los dos factores cuadréticos formados tienen sus coeficientes en K y descompondran en factores
lineales en F si, y sdlo si, las raices cuadradas de sus discriminantes pertenecen a F. m|

Ejemplo. 17.3.
Calculo del grupo de Galois de polinomios bicuadréticos. Sea f (X) = X*+aX?+b € K[X ] irreducible
sobre K. Tenemos:

(1) Resolvente ctibica: g(X) = X° —aX?—4bX + 4ab = (X —a)(X%—4b)
(2) K(4/Discr(f)) = K(v/D).

Entonces Gal(f /K) = V si, y sélo si, Gal(g/K) = {1}, si, y sélo si, v'b € K. En otro caso, Gal(g/K) =
C,; en la Proposicién (17.2.) los dos elementos del ultimo apartado son:

v/0—4(a—a)=0, a2—4b

El primer elemento siempre pertenece a K, y el segundo nunca pertenece a K, porque en otro caso

f(X) seria reducible. Luego v/a2 —4b € K(v/b) si, y sélo si, 1/ b(a?—4b) € K. En resumen:

(VbeK= Gal(f/K)=V,

{ Vb(@2—4b)eK= Gal(f/K)=C,,
vbé¢K

\ Vb(@—4b)¢ K= Gal(f/K)=D,.

Ejemplo. 17.4.

Calculo del grupo de Galois de los polinomios reciprocos. Sea f (X) = X*+aX>*+bX?*+aX+1 € K[X]

irreducible sobre K. Tenemos:

(1) Resolvente ctibica: g(X) = X3—bX?*+(a*—4)X +(—2a*+4b) = (X —2)(X*+(2—b)X +(a*—2b).

(2) El discriminante del segundo factor es: (2—b)?>—4(a®>—2b)=(2+b)*—4a®>=(2+b+2a)(2+
b—2a).
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(3) Los discriminantes cuadréaticos de la Proposicién (17.2.) son: a*> —4(b—2) = a>—4b+8y
22 —4=0.

Andlogamente al ejemplo anterior, el segundo elemento siempre pertenece a K y la raiz cuadrada
del primero nunca pertenece a K porque en otro caso f(X) seria reducible con factorizacion:

a+ a2—4(b—2)X+1) (X2+a—\/a2—4(b—2)X+1).

f(X)=(X2+ 5 5

Finalmente, analizamos qué ocurre cuando /a2 —4(b—2) € K(+/(2+ b)2—4a?2); en este caso te-
nemos: +/(a2—4(b—2))((2+ b)>—4a?) € K. Observa que si a,8 € K, y v/a € K(4/B), existen

a,b € K tales que v/a = a+ b4/, y se tiene y/ap = (a + b* —a®)/2b € K. Como consecuencia,
los distintos caso son:

(V@2+b)2—4a2eK= Gal(f/K)=V.

] V(@2 —4(b—2))((2+b)>*—4a>) eK= Gal(f/K)=C,.
VTP ¢ K

\ V(@2—4(b—2))((2+b)2—4a2)¢ K= Gal(f/K)=D,.

Aplicacion de Mathematica

El siguiente es un método alternativo para determinar el grupo de Galois de un polinomio cuadrético.
Si consideramos un polinomio f (X) € K[X ] de grado 4, para calcular su grupo de Galois procedemos
como sigue.

Calculamos la descomposicién en irreducibles de f (X).
Caso 1. Si f(X)=(X —a;)(X —a,)(X —a3)(X —ay,), el grupo de Galois es trivial.
Caso 2. Si f(X) =X —a)(X —a,)f;(X), el grupo de Galois es C,.

Caso 3. Si f(X) = (X —a)f;(X), entonces f;(X) es de grado 3 e irreducible, luego basta calcular el
discriminante y comprobar si 4/Discr(f;(X)) € K, o equivalentemente 4/Discr(f (X)) € K.

Caso 4. Si f(X) = f1(X)f,(X), ambos de grado 2, el grupo de f(X) es C, x C,, si 4/Discr(f) ¢ K o
equivalentemente 4/Discr(f,) Discr(f,) ¢ K, y es C,, si 4/Discr(f) € K o equivalentemente

si 4/Discr(f,)Discr(f,) € K.

Caso 5. f(X) es irreducible, en este caso el grupo de f(X) es un subgrupo transitivo de S,; es uno

de los siguientes:
S4
1% Cy
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Tomamos una raiz a, de f(X). Al estudiar el polinomio f(X) en K(a,), su grupo de Galois es uno

de los siguientes:
S
N
Ag Cy
NN
{1} {1}

y el polinomio se escribe, como producto de polinomios irreducibles, en una de las siguientes formas,
lo que permite identificar el grupo de Galois:

( V/Discr(f)¢ K= Gal(f/K)=S,.
fX)=X—a)fi(X)
+/Discr(f) e K= Gal(f /K) =A,.

LX) =X —a)[X)f(X) = Gal(f/K) = D,.

+/Discr(f) ¢ K= Gal(f /K) =C,.
fX)=X—a)f1(X)f,(X)f3(X)
\ v/ Discr(f)e K= Gal(f/K)=V.

Es claro que para poder hacer esto es necesario poder estudiar polinomios en la extension K(a,).

Polinomios de grado 5

Sea f(X) € K[X] un polinomio de grado 5.

Quintica reducible

Caso 1. f(X)= (X —a)f;, tenemos que Gal(f /K) = Gal(f,/K), que es una cudrtica ya discutida.

Caso 2. f(X) = f,f, con f; irreducible, gr(f;) =3, gr(f,) = 2. Si a;, @, a; son las raices de f;(X), y
a,, as las de f,(X), entonces

(1) G =Gal(f/K) es un subgrupo de H = {(1 2 3),(1 2),(4 5)).

(2) G actta transitivamente sobre el conjunto {1, 2,3} y también sobre el conjunto {4, 5};
entonces 6 | |G]|.

(3) Como H = S; xS, = Dg, €l grupo H es de orden 12 y contiene exactamente tres sub-
grupos de orden 6. De todos ellos, S; = ((1 2 3), (1 2)) no es transitivo sobre {4, 5}, asi
que solo nos quedan tres posibilidades, que podemos distinguir por los discriminantes

de f1y f>:
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(((123),(12)) =S, = No puede ocurrir, no es transitivo sobre {4,5}

HNAs =((123),(12)(45)) =S, = +/Discr(f,) Discr(f,) €K.

H=A; xS, = 4/Discr(f;), v/Discr(f,) Discr(f,) ¢ K.
L ((123),(45)) ZA, xS, = 4/Discr(f;) € K, 4/Discr(f,) Discr(f,) ¢ K.

En los dos tltimos casos se tiene 4/Discr(f;) Discr(f,) ¢ K, y resulta que G = Gal(f, /K) x Gal(f,/K).

Quintica irreducible

El grupo G es un subgrupo transitivo de Ss. Los subgrupos transitivos de Ss son:

Ss, normal.
As, normal.
Fyp=1{((12345),(1243)) =N (Cs), y susconjugados.
Cs=((12345)), y sus conjugados.
D;=(<(12345),(14)(23)>), y sus conjugados.

A/S\Fm
\,

Cs

Para distinguir en este caso buscamos un elemento primitivo para el cuerpo fijo bajo G N F,,. Para
ello formamos los elementos:

Y1 :a1a2+a2a3 +a3a4+a4a5 +a5a1,

v1=01243)y; =ay0,+a,0 + a0+ az0s + asa,,
1

Bi= Z(Yl _Yll)z-

Se tiene que f3; es fijo bajo F,,. Consideramos sus conjugados bajo S:

B, By = (12 3)/51: ﬁs =(13 2)/51: ﬁ4 =(1 z)ﬁh /55 =(1 3)/51: /56 =(2 3)ﬁ1-

y formamos el polinomio g = ]—[f’zl(X — f;), al que llamamos la resolvente séxtica de la quintica
f(X). Como Stabg (f8;) = F,, entonces Gal(E(g)/K(f1)) S Fy, y se verifica: el grupo G es un
subgrupo de F,, si, y solo si, g tiene una raiz en K. Resumiendo, tenemos una primera tabla de
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clasificacion:

| +/Discr(f)| B | Gal(f/K)|
¢K ¢K Ss
€K ¢K As
¢K €K Fy
€K €K Ds, Cs

Observa que tenemos el problema de discriminar entre Ds y Cs.

Los coeficientes de g son polinomios simétricos en los a; y por tanto se pueden calcular como poli-
nomios en los coeficientes de f (X). En general este cdlculo es largo y tedioso y la expresion obtenida
bastante grande. S6lo vamos a citarla en un caso sencillo. Sea

f(X)=X°+aX +b.
Entonces d = Discr(f) = 4*a® + 5°b* y la resolvente séxtica es:

g(X) = (X®—5aX?+15a%X + 5a°)* — dX.

Encontrando elementos de Gal(f /K)

En las secciones anteriores hemos acotado el grupo Gal(f /K), es decir, hemos obtenido criterios para
que Gal(f /K) sea un subgrupo de otros grupos conocidos de Ss. En esta seccién vamos a acotarlo
por abajo, o sea, determinaremos condiciones para que Gal(f /K) contenga elementos (y por tanto
subgrupos) de S:.

Empezamos describiendo un método constructivo general para calcular el grupo de Galois sobre
cualquier cuerpo en el que sepamos factorizar polinomios y a partir de él expondremos un método
rapido y util cuando K =Q yn =5.

Sean ty,...,t, indeterminadas en numero igual al grado de f(X), y a4,...,a, las raices de f(X).
Formamos las extensiones K’ = K(t;,...,t,)YE' =K'E=K'(a,,...,a,).
Lema. 17.5.

La extension E' /K’ es de Galois, y Gal(E’/K’) = Gal(E/K).

DEMOSTRACION. Por las propiedades de traslacion de las extensiones normales y separables, E'/K’
es de Galois y Gal(E’/K’) = Gal(E/E NK’). Pero ENK’ = K, ya que es una subextension algebraica
de K'/K y K es algebraicamente cerrado en K'. O

Consideramos el elemento 6 = a,t; +---+ a,t, € E’. Para todo o € S, tenemos

o(0) =a,mt;+ + Apyty = Ay toagy + o+ Aty
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Lema. 17.6.
Sean o, T € S,.. Entonces o(6) = 7(0) si, y sélo si, 0 = 7.

DEMOSTRACION. Los polinomios 0(60) = a,qyt; + -+ + ayt, ¥ T(0) = ayqyt; + - + aygyt, son
iguales si, y solo si, tienen los mismos coeficientes: a, ;) = ;) para todo i. Pero esto ocurre si, y
sélo si, o = 7. O

Corolario. 17.7.
0 es un elemento primitivo para E' /K.

Definimos ®; = Irr(0,K’) € K'[X]; su grado es: gr(®,) = [E' : K'] = [E : K] = |Gal(f /K)|; el
desarrollo de ¢, es:

o= |] &x-o(o)).

oe€Gal(f /K)
Para describir el grupo de Galois Gal(f /k) hacemos actuar S, sobre K’ mediante o(h(t,,...,t,)) =
h(toys - s tom)-

Teorema. 17.8.
Gal(f/K)={r €S, | 7(®;)=2,}.

DEMOSTRACION. Calculemos:

r(<1>1)=r( [ x—cton=[] (X—w(e))),

oe€Gal(f /K) oe€Gal(f /K)

asi que 7(®,) = @, si, y sélo si, para todo o € Gal(f /K) existe o, € Gal(f /K) tal que To =0, si, y
sélo si, T = 0,07 € Gal(f /K). O

Es claro que ¢, es un divisor de

o=][x-c()eK. (IV.3)

o€S,

Los coeficientes de ¢ son polinomios simétricos en los a; y conocemos algoritmos para expresarlos
como polinomios en los coeficientes de f (X).
Del Teorema (17.8.) podemos extraer un algoritmo general para el cdlculo del grupo de Galois de

FX):
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(1) Formamos el polinomio .

(2) Descomponemos $ en factores irreducibles en K’[ X ]. (Existen algoritmos para ello siempre que
K sea “calculable”, p.e., si K = Q o cualquier extension finitamente generada de Q).

(3) Tomamos uno de los factores irreducibles ®, (cualquiera de ellos, sélo se diferencian en el orden
de numeracién de las raices). El Teorema (17.8.) nos dice que o € Gal(f /K) si, y s6lo si, o(®,) =
;.

Desgraciadamente gr(®) = n!, muy alto para los célculos précticos (por ejemplo, si gr(f(X)) =5
tendriamos que factorizar un polinomio de grado 120 en seis indeterminadas: X, t4, ..., ts). Incluso
para grados inferiores es pesado factorizar el polinomio ®. Por ejemplo, si f(X) = X>—3X + 1, el
polinomio factoriza como ¢ = $;®, siendo:

@) =X —3((t; + ty+ t3)* = 3(tyty + tyta + tat )X + ((t; + ty + £5)° —9(2t, + t2t5 + t31,)),
@, =X —3((t; + ty+ t3)* = 3(tyty + tota + tat )X + ((t; + ty + £5)° —9(t1 5 + t5t2 + t5t2)).

Pero si K es el cuerpo de fracciones de un DFU, obtenemos una consecuencia muy util.

Sean D un dominio de factorizacién tnica, K su cuerpo de fracciones, p un ideal primo de D. Lla-
mamos R al anillo cociente D/p (que es un dominio de integridad) y K al cuerpo de fracciones de
D. Supongamos que f (X) es ménico y con coeficientes en D. Llamamos f € K al polinomio que se
obtiene reduciendo los coeficientes de f(X) médulo p. Suponemos ademds que f no tiene raices
multiples (con lo que f(X) tampoco las puede tener).

Teorema. 17.9.
Con una numeracion adecuada de las raices,

Gal(f /K) C Gal(f /K).

DEMOSTRACION. En este caso los coeficientes del polinomio ¢ de (IV.3) son polinomios en los a; y por
tanto estdn en D. Los factores irreducibles sobre K también estan en D por el lema de Gauss. Asi que
®=®,...%, con &; € D. Reduciendo médulo p, obtenemos ¢ = &, ..., con ¢, € D. Naturalmente,
estos <f> pueden ser reducibles. Sea <I>’ un factor irreducible de <i>1 Por el Teorema (17.8.), o €
Gal(f /K) si, y sélo si, o(®,) = &, mlentras que si o ¢ Gal(f /K), o(®,) = &, que no tiene ningtin
factor en comun con ®,. Por otra parte, para todo o € Gal( f /K) tenemos que 0(<I> ) = @/ que divide
a ®,. Luego debe verificarse que o(®,) = &, y por tanto o € Gal(f /K). |

Para aplicar el teorema anterior, tomamos D = Z, K = Q, p = pZ, con p primo,y D =K = Z
Obtenemos:

p
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Corolario. 17.10.

Sea f(X) € Z[X] ménico y p € Z un primo tales que p } Discr(f (X)). Sea f = f;...f, la factori-
zacion en factores irreducibles de f € F,[X], y sean n; = gr( f.). Entonces Gal(f /Q) contiene una
permutacion conjugada con

1...n)(n;+1...n;+n,)--(ny+---+n,_,+1 ... ny+---+n,).

DEMOSTRACION. Todo consiste en ver que Gal(f / IF,) es ciclico y que sus 6rbitas tienen longitudes
Ny,...,N;. d

Ejemplo. 17.11.

Sea f(X)=X>—X—1.

Reduciendo médulo 2 tenemos, f(X) = (X2 +X + 1)(X3 + X2+ 1) (mod 2), asi que Gal(f/Q)
contiene una permutacién del tipo o = (1 2)(3 4 5). Elevando al cubo o = (1 2) € Gal(f /Q).
Moddulo 3 tenemos que f(X) es irreducible. No tiene raices y si tuviese un factor cuadratico, tendria
un factor en comtin con X° —X = X(X* + 1)(X* — 1) que es el producto de todos los polinomios
irreducibles de grado 1y 2 sobre IF5. Pero entonces tendria un factor en comin con X°>—X 6 X° +X,
luego un factor en comtn con —1 6 2X + 1, que obviamente no tiene. Luego Gal(f /Q) contiene un
5-ciclo y una transposicién y por tanto es Ss.

Ejercicio. 17.12.
Para todo n positivo existen infinitos polinomios f (X) € Z[X ] con Gal(f /Q) = S,,.

SOLUCION. Todos los polinomios que vamos a considerar son ménicos. Sea f;(X) un polinomio de
grado n irreducible médulo 2. Sea f,(X) el producto de un polinomio de grado 2 irreducible médulo
3 con polinomios de grado impar irreducibles médulo 3. Sea f5(X) el producto de X por un polinomio
de grado n — 1 irreducible médulo 5. Finalmente, sea f(X) € Z[X] un polinomio congruente con
f1(X) moédulo 2, con f,(X) mddulo 3y con f;3(X) mddulo 5 (hay infinitos de tales polinomios por el
teorema chino del resto). Entonces Gal(f /Q) es transitivo, contiene una transposiciéon y un (n—1)-
ciclo. Luego es S,,. O

Existen algoritmos muy eficientes para factorizar polinomios médulo p. Por ejemplo, el Corola-
rio (17.10.) es un procedimiento efectivo para determinar los tipos de descomposicidn en ciclos de
algunos elementos de Gal(f /Q). iCUIDADO! Al usar el Corolario (17.10.), no se puede suponer que
una permutacién particular pertenece a Gal(f /Q), sino sélo que existe una permutacion de ese tipo.
Por ejemplo, una factorizacion puede implicar la existencia de una permutacién del tipo (1 2)(3 4)
y otra la existencia de una transposicion. No se puede concluir que esta transposicion sea (1 2) y no
(13) 6 (3 4) o cualquier otra. La eleccién de (1 2)(3 4) para representar la primera permutacién fija
un orden particular de las raices, y puede que respecto a este orden la transposicién no sea (1 2).
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Aplicacién de Mathematica

Si consideramos un polinomio f (X) € K[X ] de grado 5, para calcular su grupo de Galois procedemos
como sigue.

Calculamos la descomposicién en irreducibles de f (X).

Caso 1. Sif(X)=(X—a)f;(X), entonces f;(X) es de grado 4, y podemos aplicar el estudio realizado
para la cuértica.

Caso 2. Si f(X) = f1(X)f,(X), de grados 3 y 2 respectivamente, ambos irreducibles, el grupo de
f(X) esigual a:

( +/Discr(f) €Ky

+/Discr(f;) Discr(f,) € K

v/ Discr(f;) €K'y
+/Discr(f,) Discr(f,) ¢ K

v/ Discr(f;) €Ky
| v/Discr(f;) Discr(f,) ¢ K

} = G=5,2((123),(12)4D5)).

}:> G=5,%8,=((123),(12),(45)).

}:,, G=A;xS,=((123),(45)).

Q(f1)
Qg(fz) Q(f1) Q(f2) Q(f1) Q(f2)
R N N

Caso 3. f(X) es irreducible, en este caso el grupo Gal(f /K) es un subgrupo transitivo de Ss. Luego

es uno de los siguientes:
Ss
AS FZO

Tomamos una raiz a; de f(X). Al estudiar el polinomio f(X) en K(a,), el grupo de Galois es
Gal(f /K(a,)), y es el subgrupo de Ss interseccién de Gal(f /K) con el subgrupo que fija el elemento

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara



250 CAP IV. GRUPO DE GALOIS DE UN POLINOMIO

1. (Es evidente que los subindices de las raices pueden cambiar). En cualquier caso el diagrama de
los subgrupos transitivos de S5 se transforma en el siguiente diagrama de subgrupos de S,.

N
N,

{1}

que corresponde a las siguientes factorizaciones de f (X) en K(a,).

VDiscr(f)¢ K= Gal(f /K) =S5 6 Fy,.
v/Discr(f) e K= Gal(f /K) =As.

| f) =X —a)fi(X)fr(X) 6
fX)=X—a))X —a,)X —a3)f1(X)

)
fX)=X—-a))f(X) {

} +/Discr(f) € K (isiempre!) = Gal(f/K)=Ds.

L) =X —a)X —a)X —a3)X—a))X—as) = Gal(f/K)=0Cs.
Como consecuencia, si en K(a,) tenemos dos raices, entonces estan todas.

En el caso en que f(X) = (X —a,)f; y v/ Discr(f) ¢ K, entonces para dilucidar cuél es el grupo de
Galois, S 6 F,,, consideramos otra raiz a, y estudiamos el polinomio f (X) en K(a,, a,). Estudiamos
la interseccion de Gal(f /K) con el subgrupo L = S5(3,4,5) que fija {1,2}; las posibilidades son que
esta interseccion es trivial 6 es L. Tenemos entonces que si f (X) descompone en K(a4, a,), su grupo
de Galois es F,, y si f (X) no descompone en K(a,, a,), su grupo de Galois es Ss.

( : V/Discr(f) ¢ K(ay,a,) = Gal(f/K) =S..
FX) =X —a)f,x) | VPSTIEK { JDiscr(f) €K(ay, @) = Gal(f/K) = Fypy.
J/Discr(f) e K = Gal(f/K) =As.

fX) =X =a))fi(X)fo(X) 6 . - B
FX) = (X — ab(;{ - az)(X _ as)f1(X)} v/Discr(f) €K (isiempre!) = Gal(f/K)=Ds.

)= —a)X —a)X —as)X —a)(X —as) = Gal(f/K)=Cs.

Es claro que para poder hacer esto es necesario estudiar polinomios en las extensiones K(a;) y
K (ala az)-

Una consecuencia de este estudio es que el cuerpo de descomposicién de un polinomio irreducible
de grado 5 estd generado por dos raices si, y solo si, el grupo de Galois es soluble.

La combinacion del estudio de la resolvente séxtica con el tratamiento en Mathematica simplifica el
estudio del grupo de Galois y no es necesario estudiar la factorizacién en la extensién K(a4, a,). Un
método también efectivo es el estudio médulo varios primos.
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17.1. Ejercicios

Cubica

Ejercicio. 17.13.

Determina un polinomio mdnico irreducible f en Q, de grado 3 y tal que Gal(f /Q) sea isomorfo a
Cs.

Ref.: 4164e_048 SOLUCION

Cudrtica

Ejercicio. 17.14.

Sea X*+ aX? + b € K[X] un polinomio irreducible, con K un cuerpo de caracteristica # 2, y sea G
su grupo de Galois. Demuestra que:

(1) sib es un cuadrado en K, entonces G =V = Z, X Z,.

(2) sib no es un cuadrado en K y b(a®> —4b) si lo es, entonces G = Z,.
(3) sib y b(a*—4b) no son cuadrados en K, entonces G = D,.

Ref.: 4164e_002 SOLUCION

Ejercicio. 17.15.
Determinar el grupo de Galois y el reticulo de subcuerpos de la extension de QQ por el cuerpo de
descomposicién del polinomio X* —3X? + 4

Ref.: 4164e_029 SOLUCION

Ejercicio. 17.16.
Estudia el grupo de Galois de X* — 2X* — 2 sobre Q.

Ref:: 4164e 042 SOLUCION

Quintica
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Ejercicio. 17.17.

Sea f € Q[X] una quintica irreducible tal que G = Gal(f /Q) € S contiene un ciclo de longitud 3.
Prueba que G =A; 6 G =Ss.

Ref.: 4164e 045 SOLUCION

Ejercicio. 17.18.

Sea f € Q[X] una quintica irreducible con dos raices complejas no reales y tres raices reales. Prueba
que Gal(f /Q) =Ss.

Aplicalo al polinomio X> —4X + 2 € Q[X].

Ref:: 4164e 046 SOLUCION

Ejercicio. 17.19.

Sea f € K[X] un polinomio irreducible y separable de grado cinco, y E = K(f) su cuerpo de des-
composicion. Si existe ¢ € Gal(E/K) que fija tres raices de f y permuta las otras dos, prueba que
Gal(E/K) = Ss.

Ref.: 4164e 049 SOLUCION

Séxtica

Ejercicio. 17.20.
Se considera f = X®—5 € Q[X]. Llamamos E = Q(f) al cuerpo de descomposicién de f sobre Q.

(1) Determina un sistema de generadores de la extension E /Q.

(2) Determina [E : Q].

(3) Describe G = Gal(E/Q) probando que tiene dos elementos, o y T de ordenes 6 y 2, respectiva-
mente. ¢A qué grupo es isomorfo G?

(4) Sea F = Q(w, v/5) C E. Determina el subgrupo L = G*. Observa que como F/Q es de Galois,
entonces L € G es un subgrupo normal.

(5) Considera o® y ©, ambos de orden 2, y el subgrupo H = (c®,7) € G. {Cudl es el orden de H?

(6) Determina el cuerpo fijo de H. ¢éEs H C G un subgrupo normal?

(7) Ya conocemos que G contiene un subgrupo ciclico de orden 6. Prueba que G contiene mds
subgrupos de orden 6 aunque no sean ciclicos. {Cudntos?
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(8) Para cada subgrupo del apartado anterior determina el cuerpo fijo.

Ref:: 4164e 050 SOLUCION

Cdlculo del grupo de Galois

Ejercicio. 17.21.
Sea K /Q una extension de cuerpo de grado 4 que no es de Galois. Prueba que no siempre existe una
extension de Galois E/Q de grado 8 tal que Q C K CE.

Ref.: 4164e 015 SOLUCION

Ejercicio. 17.22.
Sea f(X) € Q un polinomio de grado 4 con grupo de Galois, sobre Q, igual a S,. Si a es una raiz de

fX),

(1) Prueba que K = Q(a)/Q tiene grado 4; evidentemente no es de Galois.
(2) Prueba que K no tiene subcuerpos propios (distintos de K y de Q).
(3) Prueba que toda extension de Galois E/Q de grado 4 tiene subcuerpos intermedios.

Ref.: 4164e 016 SOLUCION

Ejercicio. 17.23.
Sea a € C tal que [Q(a) : Q] = 2. Prueba que existe d € Q tal que Q(a) = Q(vVd).

Ref:: 4164e 022 SOLUCION

Ejercicio. 17.24.
¢Existen elementos a € C tales que [Q(a) : Q] =2, y @ no es contruible sobre Q?

Ver Ejercicio (8.40.).
Ref.: 4164e 020 SOLUCION
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Ejercicio. 17.25.
Supongamos que XP —a € Q[X ] es irreducible. Demostrar que el grupo de Galois de X? —a sobre Q
es isomorfo al grupo de transformaciones de Z, de la forma y — ky +{, conk,l € Z, y k # 0.

Ref.: 4164e 034 SOLUCION

Grupo de Galois el simétrico

Ejercicio. 17.26.
Se considera f € Q[X], un polinomio de grado seis tal que Gal(f /Q) = S¢. Llamamos E = Q(f ), al
cuerpo de descomposicion de f .

(1) Determina cudntos cuerpos intermedios Q C F C E existen tales que [E : F]=9.

(2) Prueba que la interseccion de los cuerpos F, del apartado anterior, contiene propiamente a Q.
(3) Sia, €E es una raiz de f, prueba que Gal(E/Q(a;)) = Ss.

(4) Prueba que Q(a;) no estd contenido en ningtin F .

(5) Sia, # a, €E es otra raiz de f, prueba que Irr(a,, Q(a,) tiene grado 5.

Ref.: 4164e 043 SOLUCION

Ejercicio. 17.27.
Se considera f € Q[X ], un polinomio de grado siete tal que Gal(f /Q) = S,. Llamamos E = Q(f ), al
cuerpo de descomposicion de f .

(1) Determina cudntos cuerpos intermedios Q C F C E existen tales que [E : F] = 9.

(2) Prueba que la interseccion de los cuerpos F, del apartado anterior, contiene propiamente a Q.
(3) Sia, € E es una raiz de f, determina a cudntos de los F pertenece a; .

(4) Sia, # a, €E es otra raiz de f, prueba que Irr(a,, Q(a,)) tiene grado 6.

Ref.: 4164e_044 SOLUCION

Ejercicio. 17.28.
Sea f € Q[X] una quintica irreducible con grupo de Galois isomorfo a Ss.

3 de febrero de 2018 Curso 2017-2018. NOTAS DE TRABAJO, 16




SEC. 17. CALCULO DEL GRUPO DE GALOIS 255

(1) Determina cudntas extensiones cuadraticas de Q existe en E = Q(f).
(2) Describe un generador de cada una de ellas.

Ref.: 4164e 047 SOLUCION
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18. Resolucion de ecuaciones solubles

Consideramos un polinomio soluble f(X) sobre un cuerpo K, esto significa que si E es el cuerpo
de descomposicién de f(X), entonces el grupo de Galois G = Gal(f /K) es un grupo soluble. Como
consecuencia, existe una serie de composicién {1} G H; G --- & H, = G, con factores de composicién
grupos abelianos simples. Dado el factor H,,,/H,, la extensién E™i /E¥i+1 es una extensién de Galois
ciclica de grado un niimero primo, p. Para cada a € E"i\E"i1 | se tiene E™+1 G E™iv1(a) C E™i, por ser
p primo, se tiene Ei = Ef1(a); si g(X) = Irr(a, EF+1), entonces g(X) es un polinomio irreducible
de grado p con grupo de Galois ciclico. Si probamos que las raices de g(X) se pueden calcular por
radicales sobre Efi+1 entonces las raices de f(X) se podrdn calcular por radicales sobre K.

Proposicion. 18.1.
Sea K un cuerpo, igual a QQ o a una extension algebraica de Q, y f(X) un polinomio sobre K, irre-
ducible de grado n con Gal(f /K) ciclico. Entonces f (X) es soluble por radicales.

DEMOSTRACION. Hacemos la demostracion por induccién sobre n. Sin =1, 2, el resultado es cierto.
Supongamos que es cierto para todo polinomio de grado menor que n > 2. Si consideramos una raiz
n—ésima primitiva de la unidad &, su polinomio irreducible es ®,, y ya que su grado es menor que
n, tenemos que es soluble por radicales, y £ se puede calcular mediante radicales.

Consideramos ahora f(X) =X"+a, X" '+---+a,X +a, € K[X], de grado n con raices a;,...,a,,
ordenadas de forma que Gal(f /K)=((12 ... n)), y llamamos ¢ = (12 ... n). Para calcular los a;,
vamos a definir nuevos polinomios;

fl(X):a1+a2X+"'+aan_1

fiX)=a,+a, X+ +a,, X" T=0"1f(X)
Al evaluar en &, una raiz n—ésima de la unidad, no necesariamente primitiva, se tiene:
f)=ay+azE+--+ a8 = ETHf(8),

y en general:
f(8)= 5_1f1(€)
f:(&)=&E7%£&)

()= L1 (8).

4164-03.tex
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En consecuencia:

(F1(E))" = (fo(E))" = -+ = (£ (ED)"

Al considerar éste como un polinomio en &, y hacer actuar (o), se tiene:

o(f(E)" = o (o f1(8))" = (o' f1(E))" = (furn (ED)" = (f:(ED)",
esto es, (f;(§))" € K(&), ya que K es el cuerpo fijo para Gal(f /K). Como consecuencia podemos

calcular f;(&),..., f,(&§) como las raices n—ésimas de (f;(&))". Para simplificar, llamamos a este ele-
mento h(&) = (f;(&))" € K(&). Esto podemos hacerlo para cada raiz n—ésima de la unidad.
Sea {&;| i=1,...,n} ={&;,...,&,} el conjunto de todas las raices n-€simas de la unidad; se tiene

.7 n 7 o e
la relacién 21:1 &; =0. Ademds, para f; se verifica:

Z;l:lfl('gj) = Z;;l(al =+ a2€j + ... 4 aﬂg;—l)
— n n n 1
= Z%‘l:l aq + Zj:lnazgj + -4+ Z]‘:] gngy 1
:Zj=1 a +azzj:1 € '|-"~+ocnzjz1 g

=na,.
En general se tiene:
n
D> A(E) =na.
j=1

Y como conocemos los valores de f;(£;), las raices n—ésimas de h(&;), podemos calcular los valores
de los a; en funcién de radicales de elementos de K(&), y por tanto de K.

El problema que queda por resolver es encontrar el valor de h(&). Consideramos representantes de
las clases de resto de G € S,; si éstas son 1,0,,...,0,, entonces tenemos t conjugados de h(&):

hl = h(§)) h2 = O-Zh(g)) DK} ht = Gth(g)
Consideramos la ecuacidn:
H=(Y—h;)(Y—hy)...(Y—h,)=0,

que tiene como raices, en K(&), a los h;. Ya que el polinomio H es invariante por S,, sus coeficientes
son funciones de los coeficientes del polinomio original, y por tanto son elementos de K. Ademas
h, = h(&) es una raiz de H y pertenece a K(&), luego el polinomio tiene una raiz en K(&). Una vez
calculado h(&), el resto es inmediato. m|

Resolucion de la cubica

Ejemplo. 18.2.
Sea f(X) =X?—3X +1 € Q[X]. Es un polinomio de grado 3 irreducible, ya que no tiene raices en
Q. Para calcular su grupo de Galois basta con calcular su discriminante:

Discr(X® + bX +¢) = —4b% —27¢?
Discr(X® —3X + 1) = 81 (es un cuadrado en Q)
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Como consecuencia se tiene Gal(f /Q) = A;. Las raices ctibicas de la unidad son: 1, w y w?. En este
caso f; es:

fil€)=a; +a&+ a3§2,

h(&)= (f1(€))3 = (o + a8+ aggz)g

=ad+al+al+38(dda, + adas + aZay) + 38% (a2 + a,ak + azal) + 60, a,as.
Observa que h(&) queda fijo por A;, y no por S;. Tenemos que h(&) pertenece al cuerpo K(§), y el
hecho de no ser invariante por S; nos dificulta el célculo de una expresion explicita de h(§).

Particularizando para £ = 1, w, w?, y utilizando que se obtienen polinomios simétricos en los a;,
veremos que se tiene:

h(1)=0
h(w) =—27w
h(w?) = —27w?

Vamos a ver como se calculan estos valores.

(1) La expresién h(1) es facil, ya que h(1) = (a; + a, + a3)® = 0° =0.
(2) Para h(w) tenemos:

h(w)=a’+a+ a3+ 3w(ata, + ajas + aa;) + 3w?(a, a2 + aya2 + asa2) + 6a,a,04
=a’+aj+aj +6a,a,0; +3w(aia, + adas + alay) + 3w?(a ) + ayal + aza?)
=—3—6+3Bw + 3Aw? = —9 + 3Bw + 3Aw?

En donde hemos aplicado que

ol +al+a)=e’—3ee, +3e;=—3a,+ 30,0, — a3 =—3

a,a,a5 = e; = —a, = —1 y definido
— 2 2 2

A= ()leoc2 + a22a3 + (théoc1

B =aja, +aj0;+aja,

(3) En la misma forma, para h(w?) tenemos:
h(w?) = + o) + a) + 3w*(alay, + aas + a2a;) + 3w(a,af + a,a; + a;a’) + 6a,a,a,

=al +aj +aj +6a,a,a; + 3w (ala, + aias + aZa;) + 3w(a,af + ayal + aza?)
=—3—6+3Aw + 3Bw? = -9+ 3Aw + 3Bw?

La orbita de h(w) por S, tiene s6lo dos elementos, ya que A, lo estabiliza, y el indice de A; en S5 es
igual a 2; estos son: h(w) y (1 2)h(w). Lo mismo ocurre para h(w?). En este caso se verifica:

(12)h(w)=h(w?) v (12)h(w?*)=h(w).
Tenemos entonces la ecuacion

H(Y) = (Y —h(w))(Y —h(w?) =0,
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que en K(w) tiene dos raices: h(w) y h(w?) = (1 2)h(w). Desarrollamos y resolvemos esta ecuacion:

(Y — (=9 + 3Bw + 34Aw?))(Y — (=9 + 3Aw + 3Bw?))
=Y2+Y(18+3A+3B)+ (81 +27A+ 9A% + 27B — 9AB + 9B?)
=Y2+Y(18+3(A+B))+ (81 +27(A+B)+ 9(A*>—AB + B?)

Los elementos , , ,
A= 0L12()c2 + a22a3 + a32a1
B=aja, +aja;+a;a,

son fijos por A; pero no por S,, en cambio A+ B y A — AB + B? son invariantes por Sj.

A2 —AB +B2 = ee’ —3e] Befe3 +12e,e,e5 — 18e2 = —18a2 — 3a> + 12aya,a, + ala’ — 3a,a; = 63

La ecuacién se escribe:
Y2+Y(18+3(A+B))+(81+27(A+B)+9(A>—AB+B?*)=Y2+27Y + 729 =Y?+27Y + 27> =0

Como se tiene (Y —27)(Y2+27Y +272) = Y3—273, las raices de H(Y) son: w27y w?27, y por tanto
h(w) = 27w y h(w?) = 27w?. Esto es:

h(1) =A@ =HDP =AY =
h(w) =(fi(w))’ =(fo(w))® =(f(1))°= 2760
h(w?) = (fi(@?)’ = (fo(0?))’ = (f3(1))* = 27"

y resulta:
f1(0) =0, f£(1)=0, f3(1)=0
fl@)=V270,  f(w)=wV2Tw, f(w)=w’V2
fi(0?) = 0?V2702, fo(w?) = V2702, fy(w?) = 1/—

Tenemos entonces, de 27:1 fi(&;) =na;, que

A+ fi(w) + fi(w?) =3a,
fo(1) + fo(w) + fo(w?) = 3a,
f3(1) + f3(w) + f3(w?) = 3a;

en nuestro caso:

0+ v27w+ w?V27w? =3a,
0+ wv27w+ wv27w? = 3a,
0+ w?v27w+ vV27w? =3a,

Esto es
, Jo +o*Vvol=a
wyw +ovw? =a,
W Jo+Vw?  =a,
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8

Jo +oVol=a,=w’+w?
Wi +wv 2—a2—w3+a)3
VD +V0?  =ay=wi+w?

9]

1 1
A =w3+w 3
4 _4
ay,=w3+w 3
2 2
AQ;=w 3+ w3

Ejemplo. 18.3.
Sea f(X) =X3—3X + 3 € Q[X]. Es un polinomio de grado 3 irreducible, ya que no tiene raices en
Q. Para calcular su grupo de Galois basta con calcular su discriminante:

Discr(X® + bX +¢) = —4b% —27¢?
Discr(X® —3X + 3) = —135 (no es un cuadrado en Q)

Como consecuencia se tiene Gal(f /Q) = S,. Una serie de composicién de S; es {1} G A; G Ss. Las
raices de f(X) son a;, a,, a;, ordenadas de forma que S; = (o = (1 2 3), 7 = (1 2)). El cuerpo fijo
paraA, es (4/Discr(p)) = Q(3v/—15) = Q(v—15), y tenemos la torre de cuerpos: Q € Q(v—15) C E.
Es claro que la extension Q(v'—15)/Q es ciclica, v —15 se obtiene por radicales a partir de elementos
de Q. Tenemos pues que estudiar la extension E/Q(+/—15), que es ciclica de grado 3. Observa que E
es el cuerpo de descomposicién del polinomio f(X) = X* —3X + 3 sobre K = Q(+/—15), y podemos
aplicar el desarrollo del ejemplo anterior.

Las raices ctibicas de la unidad son: 1, w y w?. En este caso f; es:

[1(8) = a; + ay& + a2,

h(&) = (f1(8))’ = (a; + @& +as&?)°

=a+al+al+38(dla, + adas + aZay) + 38% (a2 + a,ak + azal) + 60, a,as.

Observa que h(&) queda fijo por A5, y no por S;. Tenemos que h(&) pertenece al cuerpo K(&), y el
hecho de no ser invariante por S; nos dificulta el calculo de una expresion explicita de h(&).
Particularizando para £ = 1, w, w?, y utilizando que se obtienen polinomios simétricos en los a;, se

tiene:
h(1)=0

h(w)=Z(-3-+5)
h(w?)=Z(-3++/5)

Vamos a ver como se calculan estos valores.

(1) La expresién h(1) es facil, ya que h(1) = (a; + a, + a3)* = 0° =0.

(2) Para h(w) tenemos:

h(w)= o+ a3+ a + 3w(aa, + aias + aja,) + 3w (a5 + a,a2 + azal) + 6a,a,a,
=al +aj +aj +6a,a,a; +3w(aia, + asa; + ajay) + 3w?(a,a; + ayal + aza?)
=—9—18+3Bw + 3Aw? = —27 + 3Bw + 3Aw?
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En donde hemos aplicado que

ol +aj+aj =e’—3ee, +3e; =—3a,+3a,a, —a3 =—9
a,a,a5 = e; = —a, = —3 y definido
_ 2 2 2
A= 0L12()c2 + a22a3 + a32a1
B =aja, +aja;+a;a,

(3) En la misma forma, para h(w?) tenemos:
h(w?)= o + o) + o) + 3w (Ca, + das + a2a;) + 3w(a,af + a,a} + azal) + 6a,a,a,

=al+a)+a) +6a,a,0; + 30 (dla, + dias + aZa)) + 3w(a,ai + a,al + aza?)
=—9—18+ 3Aw + 3Bw? = —27 + 3Aw + 3Bw?

La orbita de h(w) por S; tiene sélo dos elementos, ya que A, lo estabiliza, y el indice de A; en S es
igual a 2; estos son: h(w) y (1 2)h(w). Lo mismo ocurre para h(w?). En este caso se verifica:

(12)h(w)=h(w?) v (12)h(w?*)=h(w).
Tenemos entonces la ecuacion
H(Y) = (Y —h(w))(Y —h(»?)) =0,
que en K(w) tiene dos raices: h(w) y h(w?) = (1 2)h(w). Desarrollamos y resolvemos esta ecuacion:

(Y — (=27 + 3Bw + 3Aw?))(Y — (=27 + 3Aw + 3Bw?))
=Y2+Y(54+3A+3B)+ (729 + 81A+ 9A% + 81B — 9AB + 9B?)
=Y2+Y(54+3(A+B))+ (729 + 81(A+ B) + 9(A> —AB + B?)

Los elementos , , ,
A= a12a2 + a22a3 + a32a1
B =aja, +aj0;+aza,

son fijos por A;, pero on por S;, en cambio A+ B y A> — AB + B? son invariantes por S;.

A?—AB +B? = ele2 —3e) —3ede; + 12e,e,e5 — 182 = —18a? — 3a’ + 12a,a,a, + a’a} — 3ayal = —81

La ecuacion se escribe:
Y24+Y(544+3(A+B))+(729+81(A+B)+9(A2—AB+B>) =Y2+81Y +729=Y2+3%Y +3°=0
Las raices son: & (=3 — v/5) y Z (=3 + +/5), y por tanto h(w) = Z (=3 — v/5) yh(w?) = Z (-3 + V/5).
Esto es:

h(1) =(HQ)7 =HDP =) =0

h(w) =(fi(w))® =(f(w)® =(H1)°=Z(-3-V5)

h(w?) = (fi(w?))® = (fo(w?))* = (f:(1))* = F (-3 + V5)
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y resulta:

f£(0)=0, f(1)=0, f5(1)=0
)= EE0R),_ fie) =i TTE—T), 5= ZE—75)
Ale?) =y F(=3+V5), fo(0”) = 0/ F (-3+V5), falw)) = F (-3 +V5)

Tenemos entonces, de Z;lzl fi(&;) =na;, que

A+ fi(w) +f1(w2) =3
fo(1) + fo(w) +f2(‘02) =3a,
f3(1) + fy(@) + f3(w*) = 3a;

0+ 4/ Z(=3—v5)+w?{/Z(-3++/5) =3a,
0+wyZ(-3—v5)+w{/Z(-3++5)=3a,

0+w?yZ(—3—v5)+Z(-3++5) =3a,

a;=/3(-3-+5) +w?{/3(-3++5)
ay=w4y/3(—3—+5) +wi/3(-3+V5)
ay= 13— v5)+i/L (=31 v5)

Supongamos que tenemos una extension ciclica F/K con Gal(F/K) = (o) tal que &£ € K, para una

raiz n-ésima primitiva de la unidad, sea F = K(a,o(a),...,c" (a), las resolventes de Galois se
definen

en nuestro caso:

Esto es,

n—1
=Z§‘ifaf(a), i=0,1,...,n—1.

j=0

Lema. 18.4.
En la situacién anterior se verifica:

(1 0'(/51') = ‘giﬂi-
@ oM@ =" 5B eSO K

DEMOSTRACION. (1). Tenemos:

o(p)= 0(27‘3 Eoi(a))
=25 €—lfof“(a)
=gy £ (a)
=g Z;l:l £ Gt (o)
=&'p;.
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(2). Tenemos: f; = Z;:é £~ (a), si multiplicamos por £ se verifica:

n—1 ~; n—1 .; n—1 o :: i
2ico Ehp = Dico g Zj=0 & ol(a)
n—1 n—1 w_;iL; .
= Zi:(i Zj:({ 5 l]-HhO-](a)
n— N1 o ,
= Zi:o o £ i(j h)O'](a)

=3 (X P) ol(a)

= Z:‘:.O O.J(a)
=no’(a)
.. : 1 i n(—h)_
ya que si j —h # O se tiene Z?:é g0 = Egj_h_ll =0. O

Ejemplo. 18.5.
Consideramos ahora el caso de una ctibica general

f=X*+a,X*+a,X+a,=X—a,)X —a,)(X —a;)

ysea E = Q(a4, a,, a3) su cuerpo de descomposicion.

El discriminante es:

la, a4 a; O
- 01 a, a; qq

A=(—1)"7 |32a, a; 0 0|€eQ(ay,a;,a,)=K

0 3 2a,a;, O

00 3 2a,q

y G=Gal(f/Q) =Ss.
Una serie de composicion para este grupo es: S; > A; > {1}, y los cuerpos fijos bajo los grupos de
esta serie forman la torre:

K CK(VA)CE.

La primera extensién es cuadratica.

Para aplicar el teorema de Lagrange, extendemos todos los cuerpos adjuntando una raiz cubica de la
unidad w = (—1 + +v/—3)/2. Las raices a; pertenecen a E' = E(w) que es ciclica de grado tres sobre
K(V'A, w), con grupo generado por o = (12 3). Formamos las resolventes de Lagrange:

[))0 = al + az + a3
Bi=a; + wo(a;) + w?c?(a;) = a; + wa, + wa;,
By =a; + w?o(a;) + wo?(a;) = a; + w?a, + was,

Sus cubos pertenecen a K(v' A, w). Teniendo en cuenta que los polinomios simétricos elementales
de los a; son los coeficientes de f, salvo el signo, tenemos:

B =ad+a)+ad+6a,0,a; + 3w(dia, + ajas + asay) + 3w (@, + ayal + aza?)
=(a;+a,+a3)* +3(w—1)A+3(w?*—1)B, (IV4)
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donde
A=dla, +dlas + dlay,
B = a a2+ aya5 + aza;
Tenemos que
A—B=(a;—a)(a; —a)(a,—a3) =VAy
A+B=(2,a)(>, a;a;) —3a,a,0s.

Sustituyendo los polinomios simétricos por los coeficientes de f nos queda:

A+B :_a2a1 +3a0 B = % (_azal +3a0_ '\/Z).

Simplificamos ahora IV4 (Nétese que w — w? = v/—3):

9 3 —2a+9a,a, —27a, 3
By ==}~ (A+B)+ (w—w)A-B)= 2 22 . O+§ —3A

Andlogamente obtenemos:

3 —2a%+9a,a, —27a, 3
/323=—a§’—§(A+B)+E(coz—co)(A—B): YT

Tenemos el sistema:

3/ —2a3+9a,a,—27a
2T/ q; 0 3 /—
\/—2 +35vV—3A
3/ —2a3+9aya;—27a
i e Sl I I
\/ 5 5vV—3A

a; + wa, + wia, =

a;, + wla, + way;=f,

cuyas soluciones son las raices de f:

3/ —2a3+9a,a;—27q 3/ —2a3+49a,a;—27q,
o :%(—az_}\/%_kgd_gA{_\/%_% —3

T >

| N
w

>

1 3 —2a349a,a;—274 3 3 —2a34+9a,a;—274 3
azzg(—a2+w2\/%+§v—3A+w %-5

)
)

En el caso particular en que f = X3+ aX + b, es decir cuando a, = 0, a, = a, a, = b, las anteriores
expresiones se reducen a las férmulas de Cardano.

>

3[ —2a3+9a,a;—27q 3) —2a3+49a,a;—27q,
Ay = % (—az + w\/% + %v—BA-I— wz\/%—% -3

Ejemplo. 18.6. (Férmula de Tartaglia—Cardano)
Sea f(X) =X*+aX?+ bX +c € C[X] un polinomio de grado 3. Primero observa que podemos hacer
el desarrollo de f(X), obteniendo:

f'(y)
1!

(2 3
AT A T}

FE)=F )+ -

X—-y)+

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara



266 CAP. IV GRUPO DE GALOIS DE UN POLINOMIO

Haciendo f?(y) = 0, resulta 6y + 2a = 0, y tenemos el valor y = —?a- De esta forma tenemos un
polinomio (X + §)°* + f(F)(X + §) + f(3), y haciendo el cambio de variable X + § — Y, tenemos
un polinomio de la forma Y3 + bY +c.

Consideremos pues que f(X) =X>+ bX +c € C[X]. Sea X = x — y, desarrollando f(X) tenemos:

flx=y)=(@x—=y)P+blx—y)+c
=x>—y>—3xy(x—y)+b(x—y)+c,

. . 3
que puede resolverse mediante x> — y® + ¢ =0y 3xy — b = 0. Como consecuencia, x’y® =L y se

3
b —c+ C2+4b

: 53—
tiene x*(x°+c¢) = 3, esto es, (x3)2+c(x3)—g = 0de donde x* = 5 27— ?:I:,/%+12’—;.

De la misma forma se tiene (y* —c)y® = g, y por tanto, (y3)? —c(y3) — g—; = 0, de donde y3 =
C 2 b3
2 £V 5+ 5
Tenemos entonces la raiz
3| —c ¢z b3 3c c2 b3
—+\ ==\ +\ ==
2 4 27 2 4 27
Ejemplo. 18.7. (Férmula de Ferrari)
Sea X*+ aX?+ bX + c € C[X], para cada u € C se tiene la relacién:

X2+ 2+ u)? =X+ (2)" + 12 + aX? + au + 2ux>
= —ax2—bX —c +(2)" +u? +aX? + au + 2ux>
=—bX—c+(%)2+u2+au+2uX2

Z(\/ZX—Z;Z—H)Z—I’—Z—C-F(%)Z-FUZ-FGIJ

. 2 P 2 2
Se tiene entonces (X*+ § +u)* = (\/ZuX — %) si, y sélo si, —g—u —c+ (%) +u*+au=0, esto es,

tenemos una relacion cubica de u, que podemos determinar siguiendo el proceso del Ejemplo (18.6.).

Resolucion de la cuartica

Ejemplo. 18.8.
Consideramos un polinomio general de grado cuatro

fi=X"+a X’ +a,X*+a; X +ap=(X —a;)(X —a,)(X —a3)(X — ).

Sea
4 =X°+ b2X2 + b1 X + by = (X — )X — B)X — 5)

la resolvente ctibica. Una serie de composicion para el grupo de Galois de f sobre Q(as,a,,a;,a,) es

G=S,2A,>VE<(13)(24)>>1
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El cuerpo fijo para V es Q(f3;, B,, B3), y las raices de g pueden construirse por radicales ya que es
una ctbica. Tenemos pues que estudiar la extension Q(a,, a,, as, a,)/Q(f, B2, B3), cuyo grupo es
V. Para construir las raices a; seguimos un proceso que trata simétricamente a los tres subgrupos de
orden 2. Consideramos los elementos:

(ay+a,—as—a)* = ;) —4(B, + By) = a§ —4a, + 4,
(0‘1_0‘2"‘0‘3_0‘4)2 (Za) —4([31+[33)—a§—4a2+4[32
(@ —ay—as+ay)* = o) —4(By + ) = a; —4a, + 4P,

Formamos ahora el sistema:
a1+a2+a3+a4:_a3
a4 ay—ay—a,= /a2 —4a, +4pB;

al—a2+a3—a4=\/a§—4a2+4ﬂz
a;—ay —as +a,=4/a2—4a, + 4B

y al resolverlo tenemos las raices de f:

oy =1 (—as + y/aF —4a, + 4Bs + /@l —4a, + 4B, + /a3 —4a, + 4B,

2_%( a3+\/a 4a2+4ﬁ3_\/a 4a2+4[)’2 \/a _4a2+4ﬁ1

)
)
)
0= 1 (~as — /@l —day + 4f; — /T~y + 4P, + /T —da; + 4F;)

Observa que no son posibles todas las combinaciones de signos.
Cuando a; = 0, tenemos la solucién dada por el método de Euler.
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18.1. Ejercicios

Resolucidn de ecuaciones por radicales

Ejercicio. 18.9.
Resolver por radicales sobre Q la ecuaciéon X*—2X%—8X —3 =0.

Ref.: 4164e_009 SOLUCION

Ejercicio. 18.10.
Usar las férmulas de Cardano para resolver la ecuacién X* +X?—2 = 0. En particular demostrar que
esa ecuacion tiene la raiz real

%(\3/26+15«/§+ V26—15v/3—1)

Determinar por la regla de Ruffini directamente las raices de la ecuacion anterior y explicar lo que
ocurre, comprobando que

V26+15v3=2++3, V26—15/3=2—4+3,

Ref:: 4164e 012 SOLUCION

Ejercicio. 18.11.
Discriminante.

(1) Demostrar que el discriminante del polinomio f(X)=X"+aX + b es

n(n—1)

A(f)=(1)"7 (" + (1) (n—1)"a).
(2) Calcular el grupo de Galois de los siguientes polinomios sobre Q:
0 X°—X-—1,
(11) X° + 20X + 16.
Ref:: 4164e 014 SOLUCION
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19. Apéndice: Resolucion de polinomios ciclotémicos

Veamos como resolver algunos polinomios ciclotémicos; esto seria parte de la teoria general de
resolucion de ecuaciones polindmicas, sin embargo las relaciones existentes entre las raices hacen
que la resolucién de los polinomios consideramos sea especialmente f4cil.

Ejemplo. 19.1.
Se considera

4
=200 =x*+X>+X>+X +1=] Joxx— &)
i=1
el quinto polinomio ciclotémico. Si las raices son &; = &'. El cuerpo de descomposicién es E = Q(&),
el discriminante vale A = 5% y el grupo G = Gal(f /Q) es ciclico de orden cuatro generado por
o =(1243). La tnica serie de composicion de G es: G >< (14)(23) > 1. La torre de cuerpos que
le corresponde es:

Q< Q(V5) CE.

Como las extensiones intermedias son de grado 2, ya estdn en QQ todas las raices de la unidad nece-
sarias. Formamos las resolventes de Galois:

By =E+(-1o*&)=&—¢*
Br=8*+(-1o?(&?) =& —-¢°

Calculamos:
pr=E+& -2,
By =&*+&—2

que son raices del polinomio
(X —BHX—p2)=X>+5X +5.

Por otro lado, & + £* y £2 + &3 son raices del polinomio:
X—(E+ENX—(E2+EN=X>+X~1
Resolviendo ambos polinomios formamos el sistema:

4 _ =145
£+gt=TS

con lo que llegamos a la expresioén final:

1(—1+«/§ —5+«/§)
525 + .

4164-04.tex
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Ejemplo. 19.2.
Sea

6
f=2,00=X+X5+X*+X°+ X2+ X +1=] [(x—¢&)
i=1
el séptimo polinomio ciclotémico. Su discriminante vale A = —7° y el grupo G = Gal(f/Q) =<

(132645) > donde llamamos &; = £'. G tiene dos series de composicién y podemos resolverlo por
cualquiera de ellas:

(1) Tomamos en primer lugar la serie
G><(124)(365)>>1.

El grupo intermedio es G NAg por lo que su cuerpo fijo es F = Q(+/—7). Nos queda la tltima ex-
tension. Empezamos adjuntando la raiz ctibica de la unidad w = (—1+ +/—3)/2. Las resolventes
de Lagrange que necesitamos son:

Po=E+E%+¢*
Pr=E+wE® + e
By=E+ e + w*

El primero es raiz del polinomio X2 +X + 2, luego 3, = (—1+ +/—7)/2. Calculando las potencias
cubicas, tenemos:

B+ B =14

(B2 —PB3) =224+ 84w.

Estableciendo y resolviendo el sistema lineal correspondiente nos queda:

1(—1+v=7 )
g=—(+—7+\/7+ 56+21w+\/7—\/56+21w)

3 2
Esta expresién se puede simplificar (¢o complicar?) observando que v/56 + 21w = (1+3w)v—7.
(2) La otra serie de composicion es la siguiente:
G>< (16)(25)(34) >> 1.

En este caso el cuerpo fijo bajo el grupo intermedio es Q N F = Q(& + &°). Adjuntando la raiz
cubica w, procedemos en dos pasos: En primer lugar, formamos el sistema

5"‘56 =&
(5_56)2:ﬁ1
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El grupo cociente actia sobre &; y 3; ddndonos tres conjugados. En cada caso formamos las
resolventes de Lagrange correspondientes:

Yo=(E+EN+(E3+EN+(E2+ &%)
71 =(E+E)+ (& + &)+ w?(E* + &)
Ya=(E+E)+ (& + &N+ w(E*+&°)

Oy =(E—E°)+ (&2 —&")* + (8% —&°)?
0, =(E—E°P + w(&> — &) + w? (&> — &%)
Op = (£ —E°)P + w?(&® — £ + w(§> — &°)?
y calculamos:
0 = _1 90 == _7
ri=—7—2lw 6} =—7—2lw
3 _ 2 3 _ 2
y;=—7—21w 0;,=—7—-21w
Resolviendo los sucesivos sistemas lineales:

E+&0=1(—14V=7—2lw+V/—7—21w?)
£—80=/1(-7+ V=T 21w+ vV—7—21u?)

£ = 1(1(—1+ V—7—21w+ f/—7—21w2)+\l%(—7+ V=7—2lw+ \3/—7—210)2))

2\3

Ejemplo. 19.3.
Consideramos ahora el undécimo polinomio ciclotdmico. Sea

10
f=o,= l_[(X—ii),

siendo & una raiz undécima primitiva de la unidad. Sea E = Q(&) su cuerpo de descomposicién.
Numeramos a las raices como &; = &'. El discriminante vale A = —11° y G = Gal(E/Q) =< o |
o (&) = &2 > es ciclico de orden 10. Tiene dos series de composicién. Vamos a usar la siguiente:

G<o?>>1.
El grupo intermedio es ciclico de orden 5. La torre de cuerpos que le corresponde es:
QCQW-11)CE.

El primer eslabdn es una extension cuadrdtica que ya estd expresada explicitamente, asi que nos
concentramos en el segundo que es una extension ciclica de orden 5. Adjuntamos una raiz quinta
primitiva de la unidad & para poder aplicar el teorema de Lagrange. Formamos las resolventes de
Galois siguientes:

Br=E+E0*(E)+E2 0 E)+E200(E)+E'0B(E) =E4+EETHER+E3ET+ £
By =0(&)+E03(E)+E20°(E) + E307(E) + E* 0 (E) = E2 + EEB + E2E10 + £387 + &0,
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Los elementos 37, B> son conjugados y pertenecen a Q(+/—11,&). Para encontrar su expresion ex-
plicita calculamos el polinomio

h=(X—B)X—B5)=X>—(110&% + 220 + 264)X + (3135&° — 165E° + 2035 + 1738)
y lo resolvemos por radicales. Nos queda:

B2 = (552 + 110& + 132) + (10&3 + 40&2 + 208 — 7)v/—11
B =(55E%+110& + 132) — (10&° + 40E2 + 208 — 7)v/—11

Para encontrar la expresion explicita para & resolvemos el sistema:

E+EY+E5 4%+ &8 =1(-1+v-11)
E+EE 4 8285 + 380+ £423 = /(5582 + 110& + 132) + (10&3 + 402 + 20& — 7)v/—11
E+ 8284+ E4E5 + EE% + 8383 = /(5584 + 11082 + 132) + (10& + 40E4 + 20E2 — 7)+/—11
E+E3E 4 EES + E4E% + £28% = 1/ (55E + 110&3 + 132) + (10&4 + 40E + 2083 — 7)+/—11
E+EE+ B35 4 £28° 4+ £83 = /(5583 + 11084 + 132) + (102 + 4083 + 2084 — 7)v/—11

y la suma de todas las ecuaciones dividida por cinco proporciona la expresion buscada. Este es el

primer ejemplo de resolucién por raices quinticas que encontramos, y siendo el mds sencillo de todos,
implica cdlculos bastante pesados.

Para acortar la presentacién de los cdlculos, cuando tengamos una extensién cuadrdtica, ctiibica u
otra que hayamos tratado con anterioridad, calcularemos un polinomio cuyas raices generen dicha
extensién, pero no hallaremos expresiones explicitas para ellas.

Ejemplo. 19.4.
Sea

f=d= l_[(X—Ei),
i=1

siendo & una raiz decimotercera primitiva de la unidad. El discriminante vale A = 13!, Como antes,
numeramos las raices como &; = £'. Sea E = Q(&) el cuerpo de descomposicién y sea G = Gal(E/Q).
Sabemos que G =< ¢ >, donde o(&) = &2. Este grupo tiene tres series de composicién, de las que
escogemos la siguiente:

GE<o’>><o’>>1.

Los indices de esta serie son 2, 3, 2. Como permutacion de las raices, o es un ciclo de longitud
12, luego es impar, mientras que o2 es par. Por tanto el segundo grupo de la serie anterior es la
interseccion de G con A;5. Al tercer grupo le corresponde el cuerpo E N F. En resumen a la serie de
composicion anterior le corresponde la torre de cuerpos siguiente:

QCQWI3)CQE+E)CE.
El elemento £ se obtiene a partir de a = £ + £ ! como raiz del polinomio (X —&)(X — &™) =

X? —aX + 1. Resolviendo:
_at+t+va?—4

c 2

(IV.5)
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La primera extension ya estd expresada por un radical cuadratico, asi que sélo nos falta la interme-
dia. Sea w = (—1 + +¥/—3)/2 una raiz ctibica primitiva de la unidad. La adjuntamos y formamos la
resolvente de Galois:

B=a+wo*(a)+w ot a)=(E+EN)+w(E*+E) +w?(E7+E70).
El elemento f3° pertenece a Q(+/13, w). Elevando al cubo y reduciendo los coeficientes nos queda
B3 =13+ 1/13(7 + 150) = 13 + (4 + 3w)V13.
Por otra parte, calculamos los coeficientes del polinomio:
X —(a+c%(a)+c*a)X—(c(a)+c(a)+0°(a) =X*+X -3
de donde obtenemos la expresion explicita de sus raices. Finalmente establecemos el sistema lineal:

a+o?(a)+o*(a) =1(—1+v/13)
a+ wo(a) + w?ct(a)=v/13 + (4 + 3w)V13
a+ w20(a) + wot(a)= V13 + (4 + 3w2)V/13

Sumando las ecuaciones de este sistema y dividiendo por tres, obtenemos la expresién explicita para
a que sustituida en (IV.5) proporciona la expresion por radicales para &.

Ejemplo. 19.5.
Sea el decimoséptimo polinomio ciclotémico:

16
f=ae=] Jx-&),
i=1

ysea E = Q(&) su cuerpo de descomposicién. El grupo G = Gal(E/Q) es ciclico de orden 16 generado
por o tal que o(&) = &3. La tnica serie de composicién es:

G<o?l>><ot>>p<ol>>1

Todos los factores de composicidn son ciclicos de orden 2, asi que las raices de la unidad necesarias
son 1y -1. La torre de cuerpos correspondiente es:

QS Q(r) cQ(B) cQa) CE,

siendo:
a=E+08%(8) =E+&°
p=a+o(a)=E+E +E°+E°
Yy =B+0*(B)=E+E2+E +E8+ 0+ ER +EP + £
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Obsérvese que Q(y) debe ser Q(v/'17) y que Q(a) = ENF. Cada uno de los elementos anteriores es
raiz del polinomio correspondiente siguiente:

X-8X—-08&)) =X?>—aX +1

X —a)X —o*(a)) =X*— BX + 3(—p> + 6B —3)
X -B)X—0*(B))=X>—yX—1
X—-7)X—-0() =X*+X—-4

Resolviendo hacia arriba por las férmulas de Baskhara:

_ —1+4/17
r=""

_rt4/r2+4
/3 - 2

\/ﬁ
o= B+4/2B3+p2+125—6

2

£ /o

2

Realizando todas las operaciones obtenemos explicitamente:

a:%(—1+\/1_7+\/2(17—\/1_7)+2\/17+3\/1_7—\/2(17—\/1_7)—\/2(17+ \/1_7))

y a partir de esta expresion podemos obtener una expresion explicita para £. Obsérvese la eleccion
de signo de los radicales, que no son todos los posibles como ya se explica antes.
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19.1. Ejercicios

Resolucidn de polinomios ciclotémicos
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19.2. Cuestiones

En

las siguientes cuestiones responde “VERDADERO” ¢ “FALSO” y haz un breve razonamiento para

justificar la respuesta.

€8]

(2)

(3)

4

)

6)

)

8

)

Si f(X) € Q[X] es una cubica irreducible y Gal(f /Q) = Z,, entonces todos los ceros de
f(X) =0 son reales. (Ref.: 4164q _001)

Si Car(K) = 0, entonces X8 + aX®+ bX* + cX?+d = 0 es soluble por radicales sobre K.
(Ref.: 4164q_002)

La ecuacién X° + X°> + X* + X3+ X2 + X + 1 = 0 es soluble por radicales sobre Q.
(Ref.: 4164q_003)

Si f € Q[X] es una ctibica irreducible con una tnica raiz real, entonces Gal(f /Q) = S,.
(Ref.: 4164q_004)

Si f (X) un polinomio sobre QQ con grupo de Galois isomorfo a D,, entonces f (X) es soluble
por radicales. (Ref.: 4164q_005)

Si f(X) un polinomio sobre @Q con grupo de Galois isomorfo a A, entonces f (X) es soluble
por radicales. (Ref.: 4164q_006)

Si F es un cuerpo de caracteristica p todo polinomio irreducible f(X) € F[X] es soluble
por radicales. (Ref.: 4164q_007)

Si f(X) € K[X] es un polinomio separable de grado n, car(K) # 2, y Discr(f (X)) es un
cuadrado en K, entonces Gal(f /K) =A,,. (Ref.: 4164q_008)

Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado n < 5 tal que Q(f) = Q(a), siendo a una
raiz de f. En este caso siempre se tiene Gal(f /Q) = C,,. (Ref.: 4164q_009)

10 El grupo de Galois de Q(X° —5)/Q es isomorfo a Ds. (Ref.: 4164q_010)

1D El grupo de Galois de Q(X° —5)/Q es isomorfo a F,,. (Ref.: 4164q_011)

(12) Para el polinomio f(X) = X*—1 € Q[X] se verifica que Gal(f /Q) es un subgrupo transitivo
de S;. (Ref.: 4164q 012)

(13) Para cada extensién E/Q, ciclica de grado 3 (de Galois), existe un elemento a € E tal que
E=K(a)elrr(a,Q)=X>—a € Q[X]. (Ref.: 4164q_014)

(14) Recordar que si f(X) es un polinomio en QQ con cuerpo de descomposicion E, el grupo de
Galois de f(X) es el grupo de la extensién E/Q. El grupo de Galois de X*+27X> —3X + 6 sobre
Q tiene orden un multiplo de 4. (Ref.: 4164q_026)

4164-99.tex
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(15) Las raices de un polinomio ctibico sobre un cuerpo K de caracteristica cero pueden siem-
pre obtenerse mediante suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas a
partir de elementos de K. (Ref.: 4164q _051)

(16) SiK esun cuerpo de caracteristica cero, un polinomio f (X) € K[X ] es soluble por radicales

si, y s6lo si, su cuerpo de descomposicién E en K verifica que Gal(E/K) es un grupo soluble.
(Ref.: 4164q_052)

a7 Gal(X'” —5/Q) es un grupo soluble. (Ref.: 4164q_062)
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20. Operador dimension

Dado un conjunto C, consideramos £ (C), el conjunto potencia de C, esto es, el conjunto de todos
los subconjuntos de C.
Un operador dimension en C es una aplicacién d : Z(C) — 2 (C), que verifica las siguientes
propiedades, en las que representamos d(X) = X¢ para cada X C C:
(1) Para cada X C C se tiene X C X¢.

(1) Para cada X C C se tiene X9 = X%,

(1) SiX CY CC, entonces X C V<.

(1v) Para cada X C C se tiene X¢ = U{Y? | Y € #.(X)}, donde 2.(X) es el conjunto de los

subconjuntos finitos de X.
(V) (Axioma de intercambio). Para cada X C C,si y € (X U {x})¢\ X, entonces x € (X U {y})?.

Ejemplo. 20.1.
Para cada conjunto C, la aplicacién identidad id : 2 (C) — £ (C), es un operador dimensién.

Ejemplo. 20.2.
Para cada conjunto C, la aplicacién d. : 2(C) — 2 (C), definida d.(X) = C, para cada X C C, es
un operador dimensidn.

Ejemplo. 20.3.

Para cada espacio vectorial V sobre un cuerpo K definimos g : (V) — & (V) mediante g(X) = KX,
el subespacio vectorial generado por X; se tiene que g es un operador dimension. En este caso (v)
se conoce como la propiedad de intercambio de Steinitz.

Dado un operador dimensién d en un conjunto C, un subconjunto X C C se llama:
= un subconjunto d-libre, si para todo x € X se tiene x ¢ (X \ {x})°.
» un subconjunto d—-denso, si X¢ = C.
= una d-base, si es d-libre y d—denso.

En lo que sigue omitiremos el uso de d el referirnos a estos conceptos.

Ejemplo. 20.4.
Para el operador dimensién id del Ejemplo (20.1.) todo subconjunto de C es libre y el inico subcon-
junto denso es el propio C, por lo tanto C es una base.

Ejemplo. 20.5.
Para el operador d; del Ejemplo (20.2.) el unico subconjunto libre es &, y todos los subconjuntos
son densos, por lo tanto & es una base.

Ejemplo. 20.6.

Para el operador dimensién del Ejemplo (20.3.), un subconjunto es libre si, y sélo si, es linealmente
independiente, y es denso si, y sélo si, es un sistema de generadores; por lo tanto las bases son
los subconjuntos linealmente independientes que son sistemas de generadores, esto es, las base del
espacio vectorial.
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Ejemplo. 20.7.
Para cada operador dimension d sobre un conjunto C se tiene que & es siempre libre y C es siempre
denso.

Lema. 20.8.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, se verifica:
(1) SiXCY CC eY eslibre, entonces X es libre.

(2) SiX CY CC yX esdenso, entonces Y es libre.
(3) SiX C C, entonces X es denso si, y solo si, X? es denso.

Lema. 20.9.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, si {X; | i € I} es una familia dirigida superiormente
de subconjuntos libres de C, entonces U;X; es libre.

DEMOSTRACION. Supongamos que U,Xi no es libre, existe x € U.X; tal que x € (U,X; \ {x})¢, por
tanto existe F C U.X,, finito, tal que x € F¢, y F U {x} € U,X; es finito, por lo que existe un indice j
tal que FU{x} CX;,ysetiene X CX;\{x}yx € FicC X;\ {x})¢, por lo que X; no serfa libre, lo
que es una contradiccién. O

Corolario. 20.10.
Sea d un operador dimensién en un conjunto C, si X C C, y cada subconjunto finito de X es libre,
entonces X es libre.

DEMOSTRACION. Tenemos que X es la unién de sus subconjuntos finitos. a

Proposicion. 20.11.
Sea d un operador dimensién en un conjunto C, siX C C es libre y x € C \ X9, entonces X U {x} es
libre.
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DEMOSTRACION. Si X U {x} no es libre, existe y € X U {x} tal que y € ((X U {x}) \ {y}?. Ya que
x ¢ X9, se tiene x ¢ X. Existen dos casos posibles:

Caso 1. x = y, entonces x € (X U {x})\ {x}? =X9, lo que es imposible.

Caso 2. x # y, entonces y € X, y como X es libre, se tiene y ¢ (X \ {y})?. Se tiene (X U{x})\{y} =
X\ {yDu{x},yportanto y € (X \{yHDU{x}DI\ (X \{y})¢, y como consecuencia, ver axioma (v),
se tiene x € (X \ {yD U {y}? =X4, lo que es una contradiccién. O

Proposicion. 20.12.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, y B € C un subconjunto, son equivalentes:
(a) B es una base.

(b) B es minimal en el conjunto de los subconjuntos densos.
(c) B es maximal en el conjunto de los subconjuntos libres.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Si B es una base y no es un subconjunto denso minimal, existe un sub-
conjunto denso D g B,seax € B\ D, entonces x ¢ (B\{x})! 2 D¢ = C, lo que es una contradiccién.
(b) = (c). Primero veamos que B es libre. Si B no es libre, existe x € B tal que x € (B\{x})¢, entonces
B=(B\{x})uU{x} < B\ {x})¢ yportanto B\ {x} es denso, lo que contradice la minimalidad de
B. Veamos ahora que B es maximal entre los subconjuntos libre. Si B g L, veamos que L no es libre.
Tomamos x € L \ B, luego B C L\ {x}, y se tiene que L \ {x} es denso, por tanto x € (L \ {x}).

(b) = (a). Tenemos que ver que B es denso. Si BY # C, sea x € C \ B; vamos a ver que BU {x} es
libre, lo que es una contradiccién. Para y € BU{x},si y € (BU{x})\ {y})%, estudiamos dos casos:
Caso 1. x = y, entonces x € ((B\ {x}) U {x})” = B9, lo que es una contradiccién.

Caso 2. x # y, entonces y € (BU {x})\ {yN? = (B\ {yD U {x})?, ademds y ¢ (B\ {y})?, ya que
B es libre. Por el axioma (v) se tiene x € ((B\ {y}) U {y})? = B¢, lo que es una contradiccién. Como
consecuencia B U {x} es libre. O

Teorema. 20.13.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, L € C un subconjunto libre y D € C un subconjunto
denso. Existe un subconjunto B C D tal que BU L es una base yBNL = @.

DEMOSTRACION. Llamamos ' ={X € D | X UL eslibreyX NL = @&}. Es claro que @ € T' y que
si {X; | i €I} es una cadena en I, por el Lema (20.9.), se tiene que U,X; € T, por lo tanto I es un
conjunto inductivo y existen en I' elementos maximales. Sea B € I' maximal.

Por hipétesis B U L es libre, veamos que es denso. Supongamos que B U L no es denso, entonces
D ¢ (BUL), seax € D\ (BUL) Como B UL es libre, por la Proposicién (20.11.) se tiene que

EXTENSIONES DE CUERPOS. Teoria de Galois P. Jara




284 CAP V. EXTENSIONES TRASCENDENTES

B UL U {x} es libre. Por tanto, al considerar B U {x} C D, si probamos que L N (B U {x}) = @,
tendremos un elemento de I" que contradice la maximalidad de B. Es claro que se tiene LN(BU{x}) =
(LNB)U(LN{x}) =@. m|

Corolario. 20.14.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, L € C un subconjunto libre y D C C un subconjunto
denso tales que L C D, existe una base B C C verificando L. € B C D.

Corolario. 20.15.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, se verifica:
(1) Cada subconjunto libre estd contenido en una base.

(2) Cada subconjunto denso contiene una base.
(3) Existe una base en C.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del corolario anterior y de que & es un subconjunto libre y C un
subconjunto denso. O

Teorema. 20.16.
Sea d un operador dimension en un conjunto C, cada dos bases de C tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION. Estudiamos dos casos.
Caso 1. Existe una base con cardinal finito.

Sea B una base finita, podemos tomar B con el menor nimero de elementos, sea E otra base; si
|B| < |E|, existe x € E\B; por la hipétesis E \ {x} no es denso, y se tiene B ¢ (E \ {x})?. Sea
y € B\ (E\ {x})¢, entonces (E \ {x}) U {y} es libre; vamos a ver que es denso. Se tiene y € E9 \
(E\{x})? = ((E\{xDU{xH\(E\ {x})%, y por el axioma (v), se tiene que x € ((E\ {x}) U {y D"
Entonces C = E¢ = (E\ {xDU{xPD? C((E\ {xDU{yDL vy (E\ {x})U{y} es denso. De este forma
tenemos una nueva base, (E \ {x})U{y} con los mismos elementos que E, y que tiene en comtn con
B un elemento mas que la base E; repitiendo el proceso llegamos a dos bases: B C E con |B| < |E|,
lo que es una contradiccidn.

Caso 2. No existen bases con cardinal finito.
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Sean B y E dos bases, ambas infinitas, veamos que |B| < |E|. Tenemos E C B¢, luego para cada
x € E existe un conjunto finito B, C B tal que x € (B, ). Si llamamos B’ = U{B, | x € E} C B, se
tiene E C (B')¢, por lo que B’ es un subconjunto denso, y por ser B una base, se tiene B’ = B; en
consecuencia |B| < |E|. |

Referencia: Bastida, [3].
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21. Extensiones trascendentes

Dada una extensién de cuerpos F /K, vamos a introducir un operador dimensién d = dy en F definido
como di(X) = clausura algebraica en F de K(X).

Lema. 21.1.
Con la notacidn anterior, d = di es un operador dimension.

DEMOSTRACION. Vamos a probar el axioma (iv). Dado X € F y x € X9, se tiene que x es al-
gebraico sobre K(X), y existen xi,...,x, € X tales que x es algebraico sobre K(x,...,x,), luego
x €K(xy,...,x.)%

Vamos a probar el axioma (v). Dado X C Fy x,y € F tales que y € (X U {x})?\ X9, esto es, y
es algebraico sobre K(X U {x}), y por tanto existen x,,...,x, € X tales que y es algebraico so-
bre K(xi,...,X,,Xx), y es trascendente sobre K(X). Existe una expresion Zf:o fiyt =0, con f, €
K[xy,...,x,,x], no todos nulos; si f; = Z;‘:o g;x’, entonces 0 = > g;;xy’, con los g; €
K[x4,...,x,] no todos nulos. Tenemos la expresion 0 = iji g;;y'x’, y como no todos los g;;
son nulos, tenemos que algin . gij y'# 0, ya que y es trascendente sobre K(x,,...,X,). Tenemos
entonces que x es algebraico sobre K(x,,...,x,,y), luego x € (X U {y}). a

Vamos a identificar los subconjuntos libres y densos en una extension de cuerpos F /K. Recordemos
que un subconjunto X C F es algebraicamente independiente si para cada subconjunto finito
{x4,...,x,} €X el homomorfismo h : K[X;,...,X,] — F, definido por h(X;) = x; parai =1,...,¢t,
tiene nucleo zero.

Proposicion. 21.2.
Sea F /K una extension de cuerpos y d = d, el operador dimension en F. Para X C F se verifica:

(1) X CF es denso si, y solo si, F/K(X) es una extension algebraica.
(2) X CF es libre si, y solo si, X es algebraicamente independiente sobre K.

DEMOSTRACION. (1). Tenemos que X C F es denso si, y s6lo si, X¢ = F si, y sélo si, F/K(X) es una
extensién algebraica.

(2).

(=). Supongamos que X C F es algebraicamente dependiente, existen x;,...,x, € X y un polinomio

no nulo f € K[X,,...,X,] tales que f(x;,...,x,) = 0. Supongamos que t es el minimo, y vamos a
4165-02.tex
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probar que Y = {x;,..., x,} no es libre, por lo que tampoco lo serd X. Hacemos la demostracién por
induccién sobre t. Si t = 1, entonces x; es algebraico sobre K, y se tiene x; € K(@) = @%; en este
caso @ =Y \ {x;}. Supongamos que t > 1, y que el resultado es cierto para t —1, vamos a probar que
x. € (Y \ {x}?%. Escribimos 0 = f(x;,...,x.) = >o_, fix}, con f; = fi(xy,...,x,1) €K[xy,..., %, 4]
Si fi(xq,...,x,.1) =0, entonces f;(X;,...,X,_;) =0, ya que {x,...,Xx,_1} es algebraicamente inde-
pendiente, por lo que no todos los f;(x,,...,x,_;) son nulos. Tenemos entonces que X, es raiz de
0 # Zifi(xl,...,xt_l)Xi € K(xy,...,x,.1)[X], y x, es algebraico sobre K(x,...,Xx,_;), esto es,
x, € (X \ {x.
(<). Supongamos que X C F no es libre, existe un subconjunto finito Y C X que no es libre. Seax € Y
tal que x € (Y \ {x})%, esto es, x es algebraico sobre K(Y \ {x}). Si llamamos {x1,...,x,} =Y \ {x},
existe una expresion 0 = Zizofi(xl,...,xt)xi, con fi(xq,...,x,) € K[x4,...,x,] no todos nulos.
Vamos a ver que Y es algebraicamente dependiente. Hacemos induccién sobre t. Si t = 0, entonces
x es algebraico sobre K. Supongamos que t > 0, y que el resultado es cierto para t — 1. De la
expresion 0 = Z?:o fi(x1,...,x,_1)x" se obtiene un polinomio no nulo f = Zj:o fiXy,...,. X, )X e
K[X,,...,X,_;,X] tal que f(xq,...,x,_1,x) =0, y por tanto Y es algebraicamente dependiente.

O

Dada una extension F /K, una base de trascendencia es una base de F para el operador dimensién
d = dg, llamamos grado de trascendencia de la extension, y lo representamos por tgr(F/K) al
cardinal de una base de trascendencia.

Proposicion. 21.3.

Sea F /K una extension finitamente generada, se verifica:

(1) tgr(F/K) es finita.

(2) SiB es una base de trascendencia de la extension F /K, entonces [F : K(B)] es finito.

DEMOSTRACION. (1). Como tenemos F = K(X), para un conjunto finito X C F, entonces X C F es
un subconjunto denso, y por tanto existe una base B C X, que necesariamente es finita.

(2). Como F = K(X) para un conjunto finito X C F, entonces F = K(B)(X), y como F/K(B) es una
extension algebraica finitamente generada, resulta que F/K(B) es finita. |

Corolario. 21.4.
Sea F /K una extension finitamente generada, B C F una base de trascendencia, y X C F un subcon-
junto tal que F = K(X). Existe Y C X, finito, talque F =K(BUY)yBNY =@.

DEMOSTRACION. Consideramos la torre de cuerpos K € K(B) C F, ya conocemos que [F : K(B)]
es finito, y para cada Y € X \ B, finito, tenemos K(B) € K(B)(Y) C F, y podemos tomar Y con
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[K(B)(Y) : K(B)] maximo. Vamos a probar que K(B)(Y) = F. Si existe x € F \ K(B)(Y), podemos
tomar x € X \ B; si definimos Y’ =Y U {x}, es claro que Y C X \B y K(B)(Y) & K(B)(Y') € F, lo
que es una contradiccién. En consecuencia, K(B)(Y) = F, y tenemos el resultado. |

Proposicion. 21.5.
Sea K C F C E una torre de cuerpos, se verifica:

(1) SiBy y Bg son bases de trascendencia de las extensiones F /K y E /F, respectivamente, entonces
Br NBy = @ y By UBy es una base de trascendencia de la extension E /K.
(2) tgr(E/K) =tgr(F/K)+tgr(E/F).

DEMOSTRACION. Es claro que By NB; = @y que B UBj es algebraicamente independiente. Veamos
que E/K(By U By) es algebraico. Por hipdtesis tenemos

K —K(By) F F(By) —=E

~. | 7

K —> K(By) — K(Bz UBg) F(Bg) E

Como E/F(Bg) es algebraica y F/K(By) es algebraica, entonces F(B;)/K(By)(Bg) es algebraica, y
F(By)/K(By UBg) es algebraica, entonces E/K(By N By) es algebraica. |

Proposicion. 21.6.
Sean K C F,,F, C E torres de cuerpos, se verifica:

(1) tgr(F,F,/K) < tgr(F;/K).
(2) tgr(F,F,/K) < tgr(F,/K) + tgr(F,/K).

DEMOSTRACION. Sea B; una base de trascendencia de F,/K, entonces F,/K(B;) es algebraica, y
también lo es F,F,/K(B,)F, = F,F,/F,(B;), y por tanto B; contiene una base de trascendencia B de
F,F,/F,. Como consecuencia tgr(F,F,/K) = |B| < |B,| = tgr(F,/K). |

Veamos el comportamiento de los homomorfismos en extensiones de cuerpos trascendentes.

Proposicion. 21.7.
Sean F,;/K; extensiones de cuerpos, i = 1,2, con F; algebraicamente cerrado. Si tgr(F,/K;) =
tgr(F,/K,), entonces cada isomorfismo h : K; — K, se extiende a un isomorfismo h’ : F; — F,.
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DEMOSTRACION. Sea B; una base de trascendencia de F;/K;, como existe una biyecciéon B; = B,,
existe un isomorfismo h : K(B;) — K(B,). Como F;/K(B;) es una extension algebraica y F; es
algebraicamente cerrado, entonces F; es una clausura algebraica de K;, entonces h se puede extender
a un isomorfismo h’ : F; — F,.

F———F
]
Ki(By)----- = K,(B,)
L]
K; K,

Corolario. 21.8.
Sea K un cuerpo y F, /K, F,/K extensiones de cuerpos con F; algebraicamente cerrado y tgr(F,/K) =
tgr(F,(K), existe un isomorfismo F, /K = F, /K.

Corolario. 21.9.
Sea K un cuerpo y F /K una extension de cuerpos con F algebraicamente cerrado, entonces todo
automorfismo de K se extiende a un automorfismo de F.

Proposicion. 21.10.
Sea F /K una extension de cuerpos con tgr(F /K) < oo y E/F una extension con E algebraicamente
cerrado. Todo homomorfismo h : F/K — E /K se extiende a un K-automorfismo de E /K.

DEMOSTRACION. Consideramos h : F/K — E/K y h(F) C E, entonces tgr(F /K) = tgr(h(F)/K), y
se verifica

tgr(E/K) = tgr(E/F) + tgr(F /K) = tgr(E/h(F)) + tgr(h(F)/K),

y por la igualdad anterior, se tiene tgr(E/F) = tgr(E/h(F)), y podemos definir un automorfismo h’
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que extiende a h.

Corolario. 21.11.
Si F /K es una extension con F algebraicamente cerrado y tgr(F /K) < oo, entonces todo endomor-
fismo de F /K es un isomorfismo.

Dada una extension F /K y B C F un subconjunto finito algebraicamente independiente, tenemos que
K(B) es un cuerpo de funciones racionales, y es isomorfo a K(X), el cuerpo de fracciones de K[X],
para un conjunto finito de indeterminadas X verificando |X| = |B|. Si X = {X;,...,X,}, entonces el
grado de trascendencia de K(X)/K esigual a t.

Una extension trascendente F /K es una extension trascendente pura (puramente trascendente) si
existe una base de trascendencia B C F tal que F = K(X); en este caso F es el cuerpo de funciones
racionales sobre B; por extension llamamos a B una base trascendente pura.

Teorema. 21.12.
Una extension F /K es trascendente pura si y solo si F es un cuerpo de funciones racionales sobre K.

Dada una extensién trascendente F /K, siempre existe una extension trascendente pura K(B)/K ve-
rificando K C K(B) C F, y la extensién F /K(B) es una extension algebraica.

Existe un problema que es de interés: Si F /K es una extension trascendente pura, para cada cuerpo
intermedio K C E C F, ¢es la extension E /K trascendente pura? En este sentido tenemos:

(1) En el caso de tgr(F/K) =1 el teorema de Liiroth asegura que si.

(2) SiF/K esuna extension con tgr(F /K) = 1, entonces la extensién es trascendente pura. Teorema
de Weber-Igusa.

(3) SiK es algebraicamente cerrado, cada extensién F /K con tgr(F/K) = 2 es una extension tras-
cendente pura. Teorema de Castelnouvo—Zariski.

(4) Si K no es algebraicamente cerrado, existen extensiones F /K con tgr(F/K) > 2 que no son
trascendentes puras.
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(5) SiK es algebraicamente cerrado, existen extensiones F /K con tgr(F/K) > 2 que no son tras-
cendentes puras.

Otro problema relativo a extensiones trascendentes puras es el propuesto por Nether. Sea F /K una
extension trascendente pura con tgr(F/K) = n, entonces el grupo simétrico S, se puede embeber
en Aut(F/K). Es conocido que para G = S,, se tiene F5» = K(e,,...,e,), el cuerpo de funciones
racionales sobre {e;,...,e,}, el conjunto de los polinomios simétricos elementales en {X;,...,X,}.
El problema es si para cada subgrupo H C S, se tiene que F" /K es una extensién trascendente pura.

Swan prueba que si n = 47, existe un subgrupo transitivo H C S, tal que F" /K no es trascendente
pura.

Referencia: Bastida, [3, p. 219-226].
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22. Funciones aritméticas

Una funcidn aritmética es una aplicacién f : N* — N; una funcidén aritmética f se llama multipli-
cativa si f (nyn,) = f(n;)f (n,) cuando n; y n, son primos relativos.

Lema. 22.1.
Si f es una funcién multiplicativa, entonces la funcién definida F(n) = >.{f(d) | d|n} es una
funcidn aritmética multiplicativa.

DEMOSTRACION. Si ny,n, € N son primos relativos, entonces cada divisor d de n,n, factoriza en la
forma d = d,d,, siendo d;|n;, i = 1,2. Tenemos entonces:

Flun)= Y, fld)= D>, fldid)= Y, fld)f(d)=),f(d) ), f(f,)=Fn)F(n,).
d|nyny dy|ny,dy|ny dy|ny, dy|n, dy|ny dy|ny
O

Ejemplo. 22.2. (La funcidn divisor)
Para cada n € N* se define 6(n) = ntimero de divisores de n; esto es, 6(n) = >.{1| d|n}. Tenemos
que 6 es una funcién aritmética multiplicativa.

Tenemos una forma explicita para §.

Lema. 22.3.
Sin = p{'---p;', siendo los p; primos distintos dos a dos, y los e; € N*, se tiene 6(n) = [ [{e; + 1 |
i=1,...,t}.

Ejemplo. 22.4. (La funcién de Mersenne)
Para cada n € N* se define n(n) = la suma de los divisores de n; esto es, n(n) = >{d | d|n}.
Tenemos que 7 es una funcién multiplicativa.

Lema. 22.5.
Existe una expresion explicita paran; sin = p}' ---p;', siendo los p; primos distintos dos a dos, y los

e;j+1
! 1

e; € N*, se tiene n(n)z]—[{pip__; | i= 1,...,t}.

4166-01.tex
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DEMOSTRACION. Por ser multiplicativa, basta estudiar el caso n = p¢; los divisores de p® son:

. _pe+1_l
1,p,...,pe,ysusumaes.1+p+---+pe—pT. O

Un numero n € N* se llama perfecto si (n) = 2n. Podemos caracterizar a los numeros perfectos
que son pares.

Proposicion. 22.6.
Sea n € N* un nimero par, son equivalentes:

(a) n es perfecto.
(b) n=2""1(2"—1), con 2™ —1 primo.

DEMOSTRACION. (b) = (a). Si 2™ —1 es primo, entonces n(n) = n(2™ (2" —1)) = n(2™ Hn(2™—
1) = (2" —1)&U=l — (om —1)2m = 2p,

(a) = (b). Supongamos que n es par y perfecto, escribimos n = 2™ 'h, con h impar. Se verifica
2n = n(n) = n(2™ Hn(h) = (2™ — 1)n(h), por tanto (2™ — 1)n(h) = 2™h = (2™ —1)h + h, y se tiene
n(h)=h+ th_l. Como 7n(h) € N*, se tiene zmh_l € N*, y los tinicos divisores de h son: h y 1, por tanto
zmh_1 =1, y tenemos h = 2™ — 1. otra vez por la relacién n(h) =h + % se tiene que h = 2™ —1 es

primo. O

Observa que si 2™ — 1 es primo y m > 2, entonces m es impar. En efecto, si 2 < m = 2h, se tiene
h > 2, y podemos escribir 2™ —1 = 22" —1 = (2" —1)(2" + 1), y ninguno de los factores es igual a 1,
lo que es una contradiccién. Se tiene la siguiene lista de primos:

m2" -1 [m[2"—1 |
1|1 (no es primo) || 6|63 (no es primo)
213 71127

3|7 8 |255 (no es primo)
415 (no es primo) || 9 |511 (no es primo)
5|31 10{1023 (no es primo)

El mismo resultado se tiene si m > 3 es compuesto impar.

Ejemplo. 22.7. (La funcién de Moebius)
Para cada n € N* se define

1 sin=1,
u(n) =< (—1)" sin esun producto de t primos distintos,
0 si n es divisible por el cuadrado de un primo.

Tenemos que u es una funcion aritmética multiplicativa.
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Lema. 22.8.
Para cada n € N*, si se define F(n) = de wu(d), se verifica

F(n)={1 s1:n:1,

0sin>1,

DEMOSTRACION. Sea n > 1, podemos considerar que n = p°, entonces

F(p®) =u(1) +u(@) + u@®) +---+up@) =u1)+u(p)=1-1=0.

Teorema. 22.9. (Férmula de inversion de Moebius)
Si f,F son dos funciones aritméticas relacionadas por la férmula F(n) = >.{f(d) | d|n}, entonces

se tiene: f(n)=Z{ (d)F( )| dln} Z{M(E)F(d” dln}.

DEMOSTRACION. Tenemos la siguiente relacién:

dzmuw(g) =D ud) Y f ) =Z(Z u(d)f(c)).

d|n 4k d|n g

Como d|ny c|g, se tiene c|n y d |, y podemos reescribir la expresién anterior como

ZZu(d)f(C)—Zf(C)(Zu(C)) D) DL wd=) ) > ud)=F(n).

cln d|2 cln cln d|%,d=1 cld d|z, 2=1
O
Como consecuencia, si f es una funcién aritmética multiplicativa, entonces F(n) = > {f(d) | d|n}

también lo es. Por otro lado, la formula de inversién de Moebius nos permite probar que cuando F
es multiplicativa, también f lo es.

Teorema. 22.10.
Dada una funcidn aritmética f, se define F(n) = > {f(d) | d|n}, si F es multiplicativa, también f
lo es.
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DEMOSTRACION. Dados n;,n, € N* primos relativos, dada divisor d de n;n, es de la forma d,d,,
siendo d;|n;, entonces

fung) =241, n, W(A)F (%)= D dsiny. dyin, M(d1d2)F (Z_i Z_j)
= Yty MDA (3 ) F (2) = 3y, t(d)F (3) S, 0, w(d)F (5)
:f(n1)f(n2)-

O

Ejemplo. 22.11. (La funcidn totiente ¢ de Euler. La funcion indicatriz de Euler)

Para cada n € N* se define ¢(n) = numero de naturales menores que n y que son primos con n, o
equivalentemente, ¢(n) = |Z|. Tenemos que ¢ es una funcién multiplicativa, y si p es primo, se
tiene p(p¢) = p¢—p* ! = p°(1— %). Como consecuencia, si n = p{'---p;', se tiene ¢(n) = n(1—

L)1)

Lema. 22.12.
Para cada n € N* se verifica » {¢(d) | d|n} = n.

DEMOSTRACION. Para cada 1 < a < n existe 1 < ¢ < n tal que mecd{a,n} = c, y por tanto
mecd{7, %} = 1, estoes, ¢ es primo relativo con . Establecemos una aplicacién Z, — {divisores de n}
mediante a — d tal que d = m. Esta aplicacion es sobreyectiva, y dado un divisor d de n con
n=dc, para cada 1 < b < d, se obtiene un elemento bc verificando 1 < bc < n; se determinan asi

¢(d) elementos. En consecuencia se tiene n = Y. dln p(d). O

Tenemos entonces una funcién aritmética multiplicativa ¢, que define una funcién aritmética (tam-
bién multiplicativa): id(n) = F(n) = Zdln p(d).

Corolario. 22.13.
En la situacién anterior se tiene p(n) = > {u(d)% | d|n} =>{du(2)| d|n}.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del Lema (22.12.) y de la férmula de inversion de Moebius.
O
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Proposicion. 22.14.
Sea f una funcion aritmética multiplicativa, paran =p{*---p;* > 1 se tiene:

D df(d) =0 —Fp)--A—F (o).

d|n

DEMOSTRACION. Definimos una funcién aritmética g(n) = de w(d)f (d). Como uy f son multi-
plicativas, también g, por tanto basta probar el resultado para n = p¢, una potencia de un primo. Se
tiene:

g(p®) = > p(d)f (d) = p(1)f (1) + u(p)f (p) + -+~ + u(p)f (p°) = u(1)f (1) + u(p)f ()1 — £ (p)-

d|pe
O

Tenemos entonces las siguiente relaciones:

Corolario. 22.15.
Paran=p;'---p;* > 1 se tiene:

(1) Sié es la funcion numero de divisores, se tiene de uw(d)é(d) = (—1)-.
(2) Sin esla funcién suma de divisores, se tiene de w(d)n(d) =(—=1)'p;--p,.

(3) de@:(l—p%)---(l—plt):@,
() S8 = (17 p)-+- (1= p) = (1) 502

Teorema de Euler-Fermat

Teorema. 22.16. (Teorema de Euler-Fermat)
Sean a,n enteros positivos primos relativos, entonces a®*™ =1 (mod n).

DEMOSTRACION. Tenemos que ¢(n) es el orden del grupo multiplicativo Z*; y por ser a primo
relativo con n, entonces a + nZ € Z:. O
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Ejercicio. 22.17.
Dado un entero primo positivo p, un polinomio irreducible f € F,[X ], de grado n, se llama primitivo
si una raiz a de f es un generador del grupo multiplicativo F;n.

(1) Sif esun polinomio irreducible primitivo de grado n, prueba que cada raiz de f es un generador
del grupo multiplicativo IE‘;H.
(2) Determina el nimero de polinomios irreducibles de grado n sobre F,.

SOLUCION. (1). Sea f un polinomio irreducible primitivo de grado n, y sean a y 8 dos raices. Si a
es un generador de Z;n, entonces ord(a) = p" — 1; si 8 no es un generador, existe h|p™ — 1, divisor
propio, tal que 3" = 1, por tanto f8 es raiz del polinomio X" —1, y como f |X" — 1, también lo es a,
lo que es una contradiccidn.

(2). Supongamos que f es una polinomio irreducible primitivo de grado n, y que a es una raiz de
f.Paracada 1 <t < n, primo relativo con n se tiene que a' es también un generador.

Como el automorfismo de Frobenius es un generador del grupo de Galois de FF,./FF,, los conjugados
de a son a,a?,...,a" yportanto f(X) =X —a)--- (X — apH). Por la hipétesis se tiene f(X) =
(X—a)---(X—a""). Al considerar a', su polinomio irreducible es f,(X) = (X —a')--- (X — at?" ™.
Tenemos entonces que todos los polinomios irreducibles de grado n sobre F, son de la forma f,(X),
para algtn t.

Para calcular cuantos hay basta dividir por n el nimero de generadores de F*,. Como IE‘;n = ZLpn_s,
ya que es ciclico, el numero de polinomios irreducibles primitivos de grado n sobre F, es:

o(p"—1)
—_—

Ejercicio. 22.18.
Dado un entero primo positivo p, determina cudntos polinomios irreducibles de grado n existen
sobre F,.

SOLUCION. Tenemos que si f es un polinomio irreducible de grado n, entonces f es un factor de
XP" —X. Por otro lado, los factores irreducibles de X?" — X son todos los polinomio irreducibles de
grado d, un divisor de n.

Llamamos P,(n) al nimero de polinomios irreducibles de grado n sobre F,, entonces se tiene p" =
de dP,(d). Si consideramos la funcién aritmética Q,(n) = %Pp(n), se tiene p" = de Q,(d), y por
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la férmula de inversién de Moebius, resulta Q,(n) = > dln u(d)pi, y por tanto

P = > u(d)pt.

d|n

Producto de convolucion de Dirichlet

Dadas dos funciones aritméticas f y g, se define el producto de convolucién f * g mediante

(Fxg)m) = f(d)g(n/d)

dln

1sin=1

Observa que el producto de convolucién es conmutativo, y la aplicacion 1, definida 1(n) = { Osin£1’

es un elemento neutro.

Lema. 22.19.
El producto de convolucidn es:

(1) asociativo; f x(g+xh) =(f *g)*h,
(2) distributivo respecto a la suma: f *(g+h)=f xg+ f xh

para cualesquiera f, g y h funciones aritméticas.

DEMOSTRACION. (1). Se tiene:

(f *(g:))(n) = 24, 4,=n f (d1)(g ¥ h)(d2)
= Zdldzzn f(dy) Zd3d4=d2 g(ds)h(d,)
= Zdldzdgznf(dl)g(dz)h(dg)
= =((f xg)xh)(n).

(2). Se tiene:
(f * (g + (M) = 24,4, f (d1)(g +M)(d2)
= Daia,=n S (1) (g(d3) +h(dy))
= Yiaydy=n S (d1)8(d2) + 204 4= £ (d1)R(d5))
= (f xg)(n) + (f xh)(n).
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Lema. 22.20.
Cuando f es una funcion aritmética con f (1) # 0, entonces f tiene un inverso para el producto de
convolucion.

DEMOSTRACION. Definimos una funcién aritmética f~! como sigue: f~1(1) = j% Supongamos

1
que f~! estd definida para todo x < n y queremos ver que propiedad verifica f ~'(n), para n > 1.
Supongamos que f ! estd definida y que se tiene f~! x f = 1, entonces se tiene

D F7Hd)f () =1(n) =0.

dl d2=n

Se tiene f 1 (n)f (1) + 24 g, —na,2n f (d1)f (dy) = O, esto es,

-1
frm)=—— f7Hd)f (dy),
f(l) dldzzzn,;il#n 1 ’

lo que permite definir, por recurrencia, el inverso de f. a

Lema. 22.21.
Si f es una funcion aritmética multiplicativa no nula, entonces f (1) = 1.

DEMOSTRACION. Existe n tal que f(n) # 0, entonces se tiene f(n) = f(n---1) = f(n)f (1), y por
tanto f(1) = 1. O

Observacion. 22.22.
Como consecuencia, el conjunto de las funciones aritméticas multiplicativas tiene estructura de gru-
po para el producto de convolucién.

La funcién de Moebius tiene por inversa a la funcidn constante igual a 1, a la representamos simple-
mente por 1. Es consecuencia del Lema (22.8.).

Prueba de la formula de inversion de Moebius.

DEMOSTRACION. Dada una funcién aritmética f se define una nueva funcién F mediante F(n) =
Zdlnf(n), entonces F =1xf,ysetiene yxF=ux1xf =1xf =f. a
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Parte entera

Para cada r € R se define la parte entera de r como el mayor entero menor o igual que r, y
se representa por [r]. Se verifica x —[x] € [0, 1[, o equivalentemente, [r] es el Uinico entero en
Ir—1,r].

Para cada entero primo positivo p y cada entero m se define v,(m) como el exponente de la mayor
potencia de p que divide a m.

Teorema. 22.23.

* 2 —N'° | n
Para cada n € N* se tiene v,(n!) = >~ [pi ]

DEMOSTRACION. Tenemos que los multiplos de p que aparecen en la lista 1,2, ..., n son los siguien-
tes: p,2p,..., [g] p. Ahora consideramos la lista 1,2, . [ﬂ] los multiplos de p que aparecen en la
misma son: p,2p, ..., [["/p]]p Vamos a probar que [["/p]] [[%] En efecto, se tiene:
n
[[ /p]]p [ ]p <m,
p p

por tanto [[nép]] < [p ] Y también

A

p2 )P =™
por tanto [ ]p < [ ] y se tiene [ ] < [[nﬁf’ﬂ].
Analizando las listas que se van construyendo, y haciendo induccién tenemos el resultado. O

Teorema. 22.24.
Sean f y F funciones aritméticas tales que F(n) = ). anf (d). Para cualquier n € N* se verifica:

SR =30 FD[].

DEMOSTRACION. Tememos

ZF(z) =SS @)= Zf(d)[ |

i=1 d|i

yaquesil<i<nyd]|i,entonces 1 <d < n,y el nimero de éstos d’s es [%], que es el numero de
multiplos de d que son menores o iguales que n. O
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Ejercicio. 22.25.
Sean n,p € N*, siendo p primo. Si escribimos n en base p, esto es, n = a,+ a;p + -+ + a,p‘, con
m—(a0+---+a,)

p—1

0 < a; < p, prueba que la mayor potencia de p qge divise a n! es

> [i] Observa que

SOLUCION. Tenemos que v,(n) = >~ >

[n]_a1p+---+atpf
b b

=a+a@p+--+ap,

y en general se tiene

ni_ t—i
i =a;+aqupt---t+tap .

por tanto se tiene

v,(n)= Zzl(ai +ag,p+--+ap)
=a,+a,(p+1)+a;(p*+p+ 1)+ +a (" t+--+p+1)

2
p —1 p3—1

p'-1

:a1+a2 _1 +a3p_1 +"'+atpT_1
_alp—D+a@*—1)+---+ap'—1)
p—1
_n—(ap+a;+---+a,)
= 1 )
O
Ejercicio. 22.26.
Determina la mayor potencia de 5 que divide a 2018!
SOLUCION. Escribimos 2018 en base 5: se tiene 2018 = 13335, por tanto
2018 —(1+3+3+3
v5(2018) = ( ; ) _ 500,
O
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Ejercicio. 22.27.
Determina la mayor potencia de 2 que divide a 2018!

SOLUCION. Escribimos 2018 en base 2: se tiene 2018 = 11111011010, por tanto

2018—(1+14+14+14+140+1+1+0+1+0)

v,(2018) = . =2010.
O
Ejercicio. 22.28.
Determina la mayor potencia de p que divide a2 x 4 x --- x 2n.
SOLUCION. Llamamos m =2 x 4 x --- X 2n; se tiene m = 2"n!, entonces p|m si p|n! é p|2".
Cuando p = 2 se tiene v,(m) = n + v,(n!).
Cuando p # 2, se tiene v,(m) = v,(n!). O
Ejercicio. 22.29.
Determina la mayor potencia de p que divideal x 3 x --- x (2n—1).
. _ L _ (=1 _ (2o
SOLUCION. Llamamos m=1x3 x -+ x (2n—1); se tiene m = P ey el
Cuando p = 2 tenemos v,(m) = v,((2n)!) —n—v,(n!).
Cuando p # 2 tenemos v,(m) = v,((2n)!) —v,(n!). |

Ejemplo. 22.30.
Consideramos la funcién definida por f(n) = 1, para cada n € N, entonces F(n) es el numero de

divisores de n, esto es, F = 0, y se tiene 2?21 o(i) = 23;1 [?]

Ejemplo. 22.31.
Consideramos la funcién definida por f(n) = n, entonces F(n) es la suma de los divisores de n, esto

es, F = 1,V se tiene Z?:l ’i’](l) = 23;1][?]
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Ejercicio. 22.32.
Prueba que el producto de n enteros positivos consecutivos es divisible por n!

SOLUCION. Tenemos la siguiente relacién:

(x+1)---(x+n)=

(x+n)!  (x+n) (x+n)
= n! = n!
x! n!x! n

Ejercicio. 22.33. 1
Prueba que para cada n € N* se verifica

SOLUCION. Observa que los divisores de n estdn emparejados en la siguiente forma: d; ~ d, si
d1d, = n. Por tanto se tiene que ., |, = Yg,in G2 =n(n), y se tiene

n(n)=Zd=Zg=nZ%.

d|n d|n d|n
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