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Introducción general

Este texto de Álgebra Conmutativa Básica es la continuación natural del de Álgebra Conmutativa
Elemental. Mientras que en el primero exponíamos los rudimentos de la aritmética de los enteros y
de los polinomios en una variable, y por ende de los Dominios de Ideales Principales, acabando con
el estudio de la estructura de los módulos finitamente generados sobre un DIP, la intención primera
de este texto es el estudio de los anillos de polinomios en varias indeterminadas con coeficientes en
un cuerpo.
Haremos un uso extensivo de las técnicas de computación que nos proporciona la división en es-
tos anillos, lo que nos conducirá a la introducción de las bases de Groebner. Con esta herramienta
estudiaremos las propiedades de los ideales sobre anillos de polinomios.
Para el estudio de los conjuntos de puntos asociados a ideales, y obtener una buena relación entre
ideales radicales y conjuntos algebraicos necesitaremos que el cuerpo base sea algebraicamente ce-
rrado: Teorema de los ceros de Hilbert. Probamos este resultado estableciendo previamente el Lema
de normalización de Noether. Esta teoría se completa con el estudio de las cadenas de ideales primos
y la noción de dimensión de Krull.
De forma paralela, y un tanto marginal, introducimos los módulos sobre un anillo y caracterizamos
éste mediante propiedades elementales de sus módulos.



.
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Parte I

Álgebra Conmutativa Básica





Introducción

Este texto recoge las nociones básicas de Álgebra Conmutativa y los rudimentos de Geometría Al-
gebraica. Desde el primer momento en él hacemos hincapié en el maridaje existente entre nociones
abstractas y nociones computacionales, tratando de profundizar en cada una de ellas, y centrándonos
en el cálculo efectivo de los invariantes que vamos introduciendo.
En cada capítulo hacemos primero un desarrollo de la teoría procurando incluir en el mismo un gran
número de ejemplos que ilustren los conceptos introducidos, y lo cerramos con una sección dedicada
a ejercicios; la gran mayoría de los cuales se exponen acompañados de una solución, que aparece
en la última sección del capítulo.





Capítulo I

Anillos e ideales

1 Definición de anillo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2 Homomorfismos de anillos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3 Producto de anillos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4 Ideales primos e ideales maximales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5 Radical de un ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6 Álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Introducción

En este capítulo se introducen, entre otros, los conceptos de anillo y homomorfismo de anillos; y en
particular aquellos que tienen relación con los ideales,
Los anillos objeto de este estudio son anillos conmutativos abstractos, por lo que los ideales estudia-
dos son ideales biláteros. Esto hace especialmente sencillo el estudio de su estructura a través de los
ideales primos y maximales y los correspondientes radicales: el nilradical y el radical de Jacobson.
Se extiende el radical de un anillo al radical de un ideal utilizando la correspondencia biyectiva,
para cada homomorfismo f : A−→ B, entre los ideales de Im( f ) y los ideales de A que contienen a
Ker( f ). En particular se estudian la extensión y la contracción de ideales para un homomorfismo de
anillos.
El capítulo concluye con una sección dedicada a las álgebras sobre un anillo; introducimos los anillos
de series formales y nos centramos especialmente en las álgebras finitamente generadas y los anillos
de polinomios.

1121-00.tex
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1. Definición de anillo

Un anillo 1 es un grupo abeliano (A,+) junto con una operación binaria

×: A× A−→ A,

llamada producto o multiplicación, verificando las siguientes propiedades:
(A-I) Es asociativa, esto es; para cualesquiera a, b, c ∈ A se tiene a× (b× c) = (a× b)× c.

(A-II) Tiene elemento uno, esto es; existe un elemento 1 ∈ A tal que para cualquier elemento a ∈ A
se tiene a× 1= a = 1× a.

(A-III) El producto es distributivo respecto a la suma, esto es; para cualesquiera a, b, c ∈ A se tiene
a× (b+ c) = (a× b) + (a× c) y (b+ c)× a = (b× a) + (c × a).

Ejemplos. 1.1.
Hay dos ejemplos arquetípicos de anillo; uno es el anillo Z de los números enteros, y otro es el que
proporciona el anillo End(M) de los endomorfismos de un grupo abeliano M , en el que la suma está
definida punto a punto, la multiplicación es la composición y el uno es la identidad.

Si además el producto verifica la propiedad:

(A-IV) Conmutativa, esto es; para cualesquiera a, b ∈ A se tiene a× b = b× a;

entonces el anillo se llama un anillo conmutativo.
Dado un elemento a de un anillo (A,+,×, 1), un elemento inverso de a es un elemento b ∈ A tal
que a× b = 1= b× a. Un elemento a ∈ A que tiene inverso se dice que es invertible o también que
es una unidad.

1121-01.tex
1 El nombre de anillo (ring en inglés) es debido a David Hilbert (Königsberg-1862, Göttingen-1943). La historia que

conduce a la introducción de la estructura abstracta de anillo tiene su punto culminante en 1888, cuando Hilbert, a la
edad de 26 años, asombra a la comunidad matemática resolviendo el “problema de Gordan". Veinte años antes Paul Gor-
dan (Breslau-1837, Erlander-1912) prueba que las formas binarias tienen una base finita, y se plantea el mismo problema
para formas ternarias, ... La demostración dada por Gordan era larga y complicada y no susceptible de aplicación para
la resolución del problema. La solución que presenta Hilbert es elegante y novedosa y además supone un cambio en el
paradigma de la resolución de problemas en Matemáticas.
Primero introduce el concepto de Zahlring (anillo de números), que engloba al los anillos de números: enteros, raciona-
les, reales, etc. y los ejemplos nuevos: polinomios sobre éstos. Los anillos son la estructura que recoge las propiedades
de estos conjuntos y las operaciones suma, producto y uno.
Segundo establece que si un anillo R verifica la propiedad de que todo ideal, introducido por R. Dedekind (Braunschweig-
1831,1916), es finitamente generado, esta propiedad también es cierta para el anillo de polinomios R[X ], y posterior-
mente extiende este resultado a anillos R[X1][X2] . . . [Xn].
A diferencia de la prueba de Gordan, establece que si un ideal de R[X ] no fuese finitamente generado, se llegaría a una
contradicción; pero no da una construcción explícita de base alguna. Este es el punto esencial para el desarrollo de la
Matemática, ya que establece que no es necesario utilizar métodos constructivos.
Son claras las ventajas de este nuevo método (de reducción al absurdo o de contradicción) para construir la Matemáti-
ca. Sin embargo esto no fue así advertido en un principio, pues el mismo Gordan decía: “Das ist nicht Mathematik, das
ist Theologie". Aunque finalmente reconoce que también la Teología tiene ventajas para el desarrollo de la Matemática,
después de que Hilbert en 1892 da una prueba constructiva para el problema de Gordan.
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8 CAP. I. ANILLOS E IDEALES

Un anillo A en el que todo elemento no nulo tiene un inverso decimos que es un anillo de división,
y un anillo de división conmutativo decimos que es un cuerpo.

Lema. 1.2.
El conjunto A× de los elementos invertibles de un anillo A, junto con la multiplicación, es un grupo
(abeliano si A es conmutativo).

En este texto vamos a trabajar con anillos conmutativos, a los que designaremos simplemente como
anillos. Para cualesquiera elementos a, b ∈ A el elemento a × b lo representaremos por ab y lo
llamaremos el producto ó multiplicación de a por b.
Los siguientes resultados son obvios a partir de las definiciones anteriores, y puede decirse que
constituyen la base de la aritmética de los anillos (conmutativos).

Lema. 1.3.
Sea A un anillo, los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Los elementos cero y uno están determinados de forma única;
(2) Para cada elemento a ∈ A el opuesto y el inverso, si éste último existe, están determinados de

forma única.

DEMOSTRACIÓN. (1). Si x e y son ceros de A, entonces x = x + y = y .
Si x e y son unos de A, entonces x = x y = y .
(2). Si x e y son opuestos de a ∈ A, entonces x = x + 0= x + (a+ y) = (x + a) + y = 0+ y = y .
Si x e y son inversos de a ∈ A, entonces x = x1= x(a y) = (xa)y = 1y = y . �

El elemento cero se representa por 0, y el elemento uno se representa por 1. El opuesto de un
elemento a ∈ A se representa por −a, y si a 6= 0, el elemento inverso de a, si existe, se representa
por a−1.

Proposición. 1.4.
Sea A un anillo, se verifica:
(1) a 0= 0 para todo a ∈ A.
(2) A tiene más de un elemento si, y sólo si, 0 6= 1.
(3) (−a)b = −(ab) = a(−b), para todos a, b ∈ A. En particular (−1)a = −a.
(4) (n · a)b = n · (ab) = a(n · b), para todos a, b ∈ A y n ∈ Z.
(5) (

∑n
i=1 ai)(

∑m
j=1 b j) =

∑n
i=1

m
j=1ai b j, para todos ai, b j ∈ A y n, m ∈ N∗.

(6) Fórmula de Newton. (a+ b)n =
∑n

i=0

�n
i

�

ai bn−i, para todos a, b ∈ A y n ∈ N.
(7) (ab)n = an bn y (an)m = anm, para todos a, b ∈ A y n, m ∈ N.

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6
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DEMOSTRACIÓN. (1). Para cada a ∈ A se tiene a = a1= a(1+0) = a1+ a0= a+ a0, luego a0= 0.
(2). Si 0 6= 1 en A, entonces A tiene más de un elemento. Si 0= 1, entonces para cada a ∈ A se tiene
a = a1= a0= 0.
(3). Para a, b ∈ A se tiene 0 = a0 = a(b − b) = ab + a(−b), luego a(−b) = −(ab). Y de la misma
forma (−a)b = −(ab).
(4). Para n ≥ 0 se hace por inducción sobre n. Si n < 0, entonces 0 = 0a = (n− n)a = na + (−n)a,
luego (−n)a = −(na), lo que permite completar el resultado.
(5). Por inducción sobre n y m.
(6). Por inducción sobre n.
(7). Por inducción sobre n y m. �

Corolario. 1.5.
Sea A un anillo, para a, b ∈ A y para n, m ∈ Z se verifica:

(n · a)(m · b) = (nm) · (ab).

Según hemos visto, cuando el elemento 1 coincide con el elemento 0, entonces todos los elementos
del anillo son iguales. Estos anillos se llaman anillos triviales. Los anillos que vamos a considerar
son, en general, anillos no triviales.

Observación. 1.6.
Observar que la existencia de elemento uno forma parte de la definición de anillo. Así el conjunto
2Z, junto con la suma y el producto usuales, no es un anillo, ya que no tiene elemento uno.

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara
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1.1. Ejercicios

Definición de anillo

Ejercicio. 1.7.
Sea X un conjunto, en P (X ) se consideran las operaciones:

A+ B = (A∪ B) \ (A∩ B) y
A× B = A∩ B, .

para cualesquiera A, B ∈ P (X ).
(1) Prueba que P (X ), con las operaciones anteriores y elemento uno igual a X , es un anillo con-

mutativo. ¿Cuál es el elemento cero?
(2) Observa que en este anillo se tiene A2 = A para cada A∈ P (X ), y que por tanto se tiene 2A= 0.
(3) Un anillo en el que para cada elemento a se tiene a2 = a se llama un anillo de Boole.

Ver Ejercicio (4.40.).
Ref.: 1121e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 1.8.
Dado un anillo (A,+,×, 1), definir sobre A dos operaciones ⊕ y ⊗ de forma que (A,⊕,⊗, 0) sea un
anillo con el elemento 1 como cero. Determina las propiedades que verifica este nuevo anillo.
Ref.: 1121e_036 SOLUCIÓN

Ejercicio. 1.9.
Se consideran F1, F2, G ∈ K[X1, . . . , Xn].
(1) Prueba que ((Fi) : G) es un ideal principal. Determina un generador.
(2) Como ((Fi) : G) ⊆ ((F1) + (F2)) : G, entonces ((F1) : G) + ((F2) : G) ⊆ ((F1) + (F2)) : G. Estudia

si es siempre cierta la igualdad.

Ref.: 1121e_063 SOLUCIÓN

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6
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Ejercicio. 1.10.
Determina los elementos invertibles de los siguientes anillos:

(1) Z.
(2) K (cuerpo arbitrario).
(3) Z[i].
(4) Z[

p
−5].

(5) A[X ] (A un dominio de integridad).
(6) Zn.

Ref.: 1121e_088 SOLUCIÓN

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara
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2. Homomorfismos de anillos

Sean A y B anillos, una aplicación f : A−→ B se llama un homomorfismo de anillos si verifica las
siguientes propiedades:

(HA-I) Para cualesquiera a, b ∈ A se tiene f (a+ b) = f (a) + f (b).
(HA-II) Para cualesquiera a, b ∈ A se tiene f (ab) = f (a) f (b).

(HA-III) f (1) = 1.

Proposición. 2.1.
Para cada anillo A existe un único homomorfismo de anillos f : Z −→ A.

Proposición. 2.2.
Si f : A−→ B y g : B −→ C son homomorfismos de anillos, entonces la composición g ◦ f : A−→ C
es un homomorfismo de anillos.
La composición de homomorfismos de anillos es asociativa.

Proposición. 2.3.
Para cada anillo A existe un homomorfismo idA : A → A definido idA(a) = a para cada elemento
a ∈ A; este homomorfismo verifica:

(1) Para cada homomorfismo f : A→ B se tiene f ◦ idA = f y
(2) Para cada homomorfismo g : C → A se tiene idA◦g = g.

Subanillos

Si f : A−→ B un homomorfismo de anillos el subconjunto

Im( f ) = { f (a) ∈ B | a ∈ A}

de B verifica las siguientes propiedades:
1121-02.tex
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14 CAP. I. ANILLOS E IDEALES

(SA-I) Es un subgrupo de B.
(SA-II) Es cerrado para la multiplicación en B.

(SA-III) 1 ∈ Im( f ).

En general un subconjunto A′ de un anillo A verificando las propiedades (SA-I), (SA-II) y (SA-III) se
llama un subanillo de A.
El conjunto de los subanillos de un anillo A verifica algunas propiedades de interés. Entre ellas
destacamos la siguiente:

Lema. 2.4.
Si {Aα | α ∈ Γ } es una familia de subanillos de A, entonces también lo es su intersección ∩αAα.

Como consecuencia, dado un subconjunto X de A podemos considerar el menor subanillo de A que
contiene a X , éste es simplemente la intersección

∩{B | X ⊆ B, y B es un subanillo de A}.

Se llama el subanillo generado por X .

Ejercicio. 2.5.
Prueba que los elementos del subanillo generado porX son las expresiones polinómicas en elemen-
tos de X ∪ {1} con coeficientes en Z.

Este subanillo generado por X se representa por 〈X ∪ {1}〉; y también por Z[X ].

Ideales

Por otro lado, dado un homomorfismo de anillos f : A−→ B, el subconjunto de A

Ker( f ) = {x ∈ A | f (x) = 0}

verifica las siguientes propiedades:
(ID-I) Es un subgrupo de A;

(ID-II) Para cualesquiera a ∈ A y x ∈ Ker( f ) se tiene ax ∈ Ker( f ).

En general definimos un ideal de un anillo A como un subconjunto a de A verificando las propiedades
(ID-I) y (ID-II). Un ideal a de A es propio si a 6= A, y no trivial si a 6= {0}.
Los ideales verifican algunas propiedades interesantes. Por ejemplo:
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Lema. 2.6.
(1) La intersección de una familia de ideales {aα | α ∈ Γ } es un ideal y
(2) la suma de una familia de ideales, {aα | α ∈ Γ }, definida como,

∑

{aα | α ∈ Γ }=
¦∑

aα j
| α j ∈ F ⊆ Γ finito, aα j

∈ aα j
, para todo α j ∈ F

©

es un ideal.

Decimos que el ideal a es menor que el ideal b si a ⊆ b. Esto define una relación de orden, a≤ b, en
el conjunto, L (A), de todos los ideales del anillo A. Respecto a este orden el ínfimo de una familia
de ideales es la intersección y el supremo es la suma.
Dado un subconjuntoX de A, existe un menor ideal, representado por AX ó (X ), que contiene aX ,
y que se puede definir como la intersección de todos los ideales de A que contienen a X . Se llama
el ideal generado por X y el conjunto X se dice que es un sistema de generadores de AX .

Ejercicio. 2.7.
Prueba que los elementos de AX son todas las expresiones (finitas) de la forma

∑

i ai x i, con ai ∈ A
y x i ∈ X .

En el caso en el que X = {x}, la descripción de (X ) es especialmente sencilla:

(X ) = (x) = {ax | a ∈ A}= Ax .

Llamaremos a (x) = Ax el ideal principal generado por x .
Un ideal a de A se llama finitamente generado si existe un subconjunto finito X de A tal que
a= (X ).
Existe otra operación entre ideales, el producto de ideales, definido de la siguiente forma: sean a y
b ideales de un anillo A, definimos ab como el conjunto de todas las expresiones finitas de la forma
∑

{ai bi | ai ∈ a, bi ∈ b}. Es claro que ab es el ideal generado por los productos ab con a ∈ a y b ∈ b

y está contenido en la intersección de a y b.
Dados dos ideales a y b se define un nuevo ideal, el ideal residual de a por b

(a : b) = {x ∈ A | xb ⊆ a}.

Lema. 2.8.
Para cada dos ideales a y b se tiene que (a : b) es un ideal que contiene a a.
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16 CAP. I. ANILLOS E IDEALES

Anillo cociente

Sea a un ideal de un anillo A. En el grupo cociente A/a podemos definir una operación binaria
mediante:

(a+ a)(b+ a) = ab+ a,

con esta operación A/a tiene estructura de anillo, con elemento uno igual a 1 + a, y la aplicación
canónica

p : A−→ A/a

es un homomorfismo de anillos. El anillo A/a se llama el anillo cociente de A por el ideal a.
Este proceso de la construcción del anillo cociente está determinado de forma única en el siguiente
sentido. Sea A un anillo, una relación de equivalencia ∼ se llama compatible con las operaciones de
A si verifica:

si a ∼ b y a′ ∼ b′, entonces a+ b ∼ a′ + b′,
si a ∼ b y a′ ∼ b′, entonces ab ∼ a′b′.

Es claro que si ∼ es una relación de equivalencia en un anillo A, entonces ∼ es compatible si, y sólo
si, en A/∼ podemos definir una estructura de anillo mediante:

[a] + [b] = [a+ b],
[a]× [b] = [a× b],

y donde el elemento uno es [1]. Esto es, tal que la proyección p : A−→ A/∼ sea un homomorfismo
de anillos.
Además una relación de equivalencia compatible ∼ determina un ideal a de A en la siguiente forma:

a= {a ∈ A | a ∼ 0},

y recíprocamente, dado un ideal a de A, la relación ∼ definida por a ∼ b si a− b ∈ a es una relación
de equivalencia compatible.

Proposición. 2.9.
Para cada anillo A existe una correspondencia biyectiva entre:

(I) relaciones de equivalencia compatibles en A,
(II) ideales de A.

Propiedad universal del anillo cociente
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Proposición. 2.10. (Propiedad universal del anillo cociente)
Dado un anillo A y un ideal a ⊆ A, para cada homomorfismo de anillos f : A−→ B tal que f (a) = 0
existe un único homomorfismo de anillos f ′ : A/a −→ B tal que f = f ′ ◦ p. Esto es, el siguiente
diagrama conmuta.

A
p //

f ��======== A/a

∃1 f ′~~|
|

|
|

B

Un homomorfismo de anillos f : A −→ B es un isomorfismo si existe un homomorfismo de anillos
g : B −→ A tal que f ◦ g = idB y g ◦ f = idA, o equivalentemente si f es una aplicación inyectiva y
sobreyectiva, esto es, una biyección.

Proposición. 2.11. (Primer teorema de isomorfía)
Dado un homomorfismo de anillos f : A−→ B, existe un único homomorfismo natural f ′ que com-
pleta el siguiente diagrama:

A
f //

p
��

B

A/Ker( f )
∃1 f ′

//______ Im( f )

i

OO

Además f ′ es un isomorfismo.

Proposición. 2.12.
La imagen del único homomorfismo f : Z −→ A se llama el subanillo característico de A.
El núcleo de f es un ideal de Z, por lo tanto es de la forma nZ, para n ≥ 0. Llamamos a n la
característica del anillo A.

Ejemplo. 2.13.
Para cada ideal nZ el anillo Z/nZ se representa por Zn, y está formado por las clases de Z módulo
n. Como consecuencia del Primer Teorema de Isomorfía, si A tiene característica n > 0, entonces
contiene un subanillo isomorfo a Zn; y si tiene característica cero, entonces contiene un subanillo
isomorfo a Z.
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2.1. Ejercicios

Homomorfismos de anillos

Ejercicio. 2.14.
¿Se deduce la condición f (1) = 1, en la definición de homomorfismo de anillos, de las dos condi-
ciones f (a+ b) = f (a) + f (b) y f (ab) = f (a) f (b) para todos a, b ∈ A?
En caso afirmativo da una demostración de este hecho, y en caso negativo da un ejemplo en el que
no se verifique esta condición.
Ref.: 1121e_067 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.15.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Si Z[
p

2] es el subanillo generado por
p

2 en C, demuestra que Z[
p

2] = {a+ b
p

2 | a, b ∈ Z}.
(2) Igual para

p
3 en vez de

p
2.

(3) Demuestra que no existe ningún homomorfismo de anillos de Z[
p

2] a Z[
p

3].

Ref.: 1121e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.16.
Sean N ⊆ M un submódulo de un A–módulo M , y a ∈ A, m ∈ M . Prueba que se verifica:

(1) Existe un isomorfismo N+Am
N
∼= A
(N :m) .

(2) Existe un isomorfismo N+aM
N
∼= M
(N :a) .

Observa que hemos utilizado la siguiente notación: (N : m) = {a ∈ A | am ∈ N} es un ideal de A;
(N : a) = {m ∈ M | am ∈ N} es un submódulo de M .
Ref.: 1121e_055 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.17.
Determina los siguientes conjuntos:
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(1) { f : C→ R | f es un homomorfismo de cuerpos}.
(2) { f :Q→ Zp | f es un homomorfismo de cuerpos}, p ∈ Z primo.
(3) { f :Q→ K | f es un homomorfismo de cuerpos}, K un cuerpo (fijo).
(4) { f :Q[i]→Q[i] | f es un homomorfismo de cuerpos}.
(5) { f :Q[i]→ R | f es un homomorfismo de cuerpos}.
(6) { f : Q[

p
2]→Q[

p
3] | f es un homomorfismo de cuerpos}.

(7) { f : Q[ 3p2]→Q[ 3p2] | f es un homomorfismo de cuerpos}.
(8) { f : C→ C | f es un homomorfismo de cuerpos tal que para todo a ∈ R, f (a) = a}.
(9) { f : R→ R | f es un homomorfismo de cuerpos}.

Ref.: 1121e_087 SOLUCIÓN

Ideales

Ejercicio. 2.18.
Dados ideales a,b, c ⊆ A, prueba los siguientes resultados para los ideales residuales:

(1) Demuestra que (a : b) = {x ∈ A | xb ⊆ a} es un ideal de A que contiene a a.
(2) Si b ⊆ c, entonces (a : b) ⊇ (a : c).
(3) Si b ⊆ c, entonces (b : a) ⊆ (c : a).
(4) ((a : b) : c) = (a : bc).
(5) ((a∩ b) : c) = (a : c)∩ (b : c).
(6) (a : (b+ c)) = (a : b)∩ (a : c).

Los resultados (4) y (5) son también válidos para intersecciones y sumas de conjuntos infinitos de
ideales.
Ref.: 1121e_050 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.19.
En Z[X ], para cada entero positivo k podemos encontrar ideales ak generados por k elementos y no
por menos.
Ref.: 1121e_054 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 2.20.
Sean m, n ∈ Z enteros positivos.

(1) ¿Cuándo es cierto que ((m) : (n)) = (m/n)?
(2) ¿Cuándo es cierto que ((m) : (n)) = (m)?
(3) ¿Qué otros casos pueden ocurrir?

Ref.: 1121e_064 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.21.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Calcula HomZ(Z30,Z21).
(2) Demuestra que HomZ(Zn,Zm)∼= Zd donde d =mcd{n, m}.

Ref.: 1121e_065 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.22.
Si f : A−→ B es un homomorfismo sobreyectivo de anillos,

(1) Prueba que no necesariamente se verifica f (a∩ b) = f (a)∩ f (b), para ideales a,b ⊆ A.
(2) Prueba que son equivalentes:

(a) A es un anillo aritmético, un anillo en el que el retículo de los ideales es distributivo).
(b) Para cada homomorfismo sobreyectivo se verifica f (a ∩ b) = f (a) ∩ f (b), para todos los

ideales a,b ⊆ A.

Ref.: 1121e_137 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.23.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Dado un ideal a ⊆ A de un anillo A, se tiene que a[X ] = {
∑

i aiX
i | ai ∈ a} es un ideal de A[X ],

y se verifica A[X ]/a[X ]∼= (A/a)[X ].
(2) Dado el ideal b= 2XZ[X ], describir los elementos de Z[X ]/b y su multiplicación.
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(3) Dado el ideal b= 2X 2Z[X ], describir los elementos de Z[X ]/b y su multiplicación.
(4) Dado el ideal b= (2X 2 + aX + b)Z[X ], describir los elementos de Z[X ]/b y su multiplicación.

Ref.: 1121e_053 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.24.
Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones. Prueba que la aplicación f : A→ K ,
definida por f (a) = a

1 es monomorfismo de anillos.

Ref.: 1121e_089 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.25.
Prueba que son equivalentes:

(a) D es un dominio de integridad.
(b) Existe un monomorfismo de anillos f : D→ L, para algún cuerpo L.
(c) El anillo D[X ] es un dominio de integridad.

Ref.: 1121e_090 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.26.
Determina el cuerpo de fracciones de los siguientes dominios de integridad:

(1) Z.
(2) Z[i].
(3) Z[

p
2].

(4) A[X ] (A un dominio de integridad.
(5) K (K es un cuerpo).

Ref.: 1121e_091 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 2.27.
Se consideran a1 ⊆ a2 ideales de un anillo A.

(1) Prueba que existe un único homomorfismo de anillos sobreyectivo p : A/a1 → A/a2 tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

a1

j=incl

��

j1=incl // A
p1 //

id
��

A/a1

p
��

a2 j2=incl
// A p2

// A/a2

(2) ¿Cómo está definido p?
(3) Prueba que a1 = a2 si, y sólo si, p es un isomorfismo.
(4) Sea b ⊆ A[X ], un ideal, y a= b∩ A. Tenemos que a[X ] ⊆ b. Observa que

A[X ]
b
=
�

A+ b

b

�

[x]∼=
A
a
[x],

donde x = X + b y
�

A+b
b

�

[x] es el menor subanillo que contiene a A+b
b y a x . Prueba que existe

un homomorfismo de anillos sobreyectivo A
a[X ]→

A
a[x].

(5) Prueba que a[X ] 6= b si, y sólo si, x es un elemento algebraico (raíz de un polinomio no nulo)
sobre A

a .

Ref.: 1121e_115 SOLUCIÓN

Ejercicio. 2.28.
Sea A un anillo (conmutativo) y x ∈ A un elemento tal que Ax es un ideal idempotente.

(1) Prueba que Ax es un anillo (no necesariamente un subanillo de A).
(2) Prueba que existe un elemento y ∈ A tal que x = x2 y e y = x y2.
(3) El elemento y verificando la condición anterior es único.
(4) Si e ∈ Ax es el elemento uno de Ax , entonces e es un elemento idempotente y Ax = Ae.
(5) En este caso se tiene una descomposición A= Ae⊕ A(1− e).

Ref.: 1121e_138 SOLUCIÓN
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3. Producto de anillos

Producto de anillos

Dada una familia de anillos {Ai | i ∈ I}, en el producto cartesiano
∏

i Ai consideramos dos opera-
ciones definidas componente a componente

(ai)i + (bi)i = (ai + bi)i,
(ai)i × (bi)i = (ai × bi)i,

que junto con el elemento 1= (ei)i, siendo ei ∈ Ai el elemento uno, verifican:

Lema. 3.1.
Con la notación anterior (

∏

i Ai,+,×, 1) es un anillo, que es conmutativo si, y solo si, cada Ai es
conmutativo.

Para cada índice j ∈ I definimos:

α j : A j →
∏

i Ai, α j(x) = (xδi, j)i, siendo δi, j =
§

ei ∈ Ai si j = i,
0 ∈ Ai si j 6= i.

β j :
∏

i Ai → A j, β j((ai)i) = a j.

El par (
∏

i∈I Ai, {β j | i ∈ I}) se llama el anillo producto directo de la familia {Ai | i ∈ I)}

Lema. 3.2.
Con la notación anterior se tiene:

(1) α j es un homomorfismo inyectivo para la suma y el producto, pero no es un homomorfismo de
anillos salvo que I sea un conjunto unitario.

(2) β j es un homomorfismo de anillos.

(3) βk ◦α j = δ j,k, siendo δ j,k =

�

idA j
, si k = j

0 : A j → Ak, si k 6= j.

1121-04.tex
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(4) Propiedad universal del anillo producto. Para cada anillo B y cada familia de homomorfismo
de anillos { fi : B→ Ai | i ∈ I}, existe un único homomorfismo de anillos f : B→

∏

i Ai tal que
fi = βi ◦ f .

B
fi

''OOOOOOOOOOOOOOO

∃1 f
���
�
�

∏

i Ai βi

// Ai

Lema. 3.3.
Con la notación anterior, si I = {1, . . . , t} es un conjunto finito, se verifica:

(1)
∑t

j=1αi ◦ βi = id∏
i Ai

.
(2) Im(αi) es un ideal de

∏

i Ai, y
∑t

i=1 Im(αi) =
∏t

i=1 Ai.
(3) Ker(β j) =

∑

i 6= j Im(αi) y Ker(β j)∩ Im(α j) = 0.

Lema. 3.4.
Sea A un anillo y a1, . . . ,at ⊆ A ideales no nulos tales que

(I) a j ∩
�

∑

i 6= j ai

�

= 0 y

(II)
∑t

i=1 ai = A

Un conjunto de ideales verificando estas condiciones se llama un conjunto independiente de ideales
de A. Se verifica:

(1) Existe un isomorfismo, para la suma y el producto,
∏t

i=1 ai
∼= A, definido (a1, . . . , at) 7→

a1 + · · ·+ at .
(2) Cada a es un anillo con elemento uno ei tal que e1 + · · ·+ et = 1; en este caso ai = eiA.
(3) Se tiene eie j = δi, j. En particular cada ei es un elemento idempotente.

Un conjunto de elementos {e1, . . . , et} verificando eie j = δi, j y e1 + · · · + et = 1 se llama un
conjunto completo de elementos idempotentes ortogonales del anillo A.

(4) Si e, f son elementos idempotentes tales que eA= f A, entonces e = f .
(5) Existe una biyección entre conjuntos completos de idempotentes ortogonales de A y conjuntos

independientes de ideales de A.
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DEMOSTRACIÓN. (4). Si eA= f A, existen a, b ∈ A tales que e = f a y f = eb. Se tiene:

e = f a = (eb)a = eab = f aab = f f ab = f a f ab = eeb = eb = f .

�

Un anillo A se llama descomponible si contiene un idempotente e ∈ A tal que e 6= 0,1, en caso
contrario se dice indescomponible.

Teorema chino del resto

Dos ideales a y b de un anillo A se llaman comaximales o primos relativos si a+ b= A.

Lema. 3.5.
Sea A un anillo, si a y b son ideales comaximales, entonces se verifica: ab= a∩ b.

DEMOSTRACIÓN. Siempre se verifica que ab ⊆ a ∩ b. Por otro lado sea x ∈ a ∩ b, por la hipótesis
existen a ∈ a y b ∈ b tales que a+ b = 1, entonces x = ax + bx ∈ ab, y se verifica la igualdad. �

Proposición. 3.6. (Teorema chino del resto.)
Sean A un anillo, a1, . . . ,an ideales de A y f la aplicación canónica definida por las proyecciones
pi : A→ A/ai, i = 1, . . . , n:

f : A−→
n
∏

i=1

A/ai, f (a) = (a+ ai)i

Entonces se verifica:

(1) Si ai y a j son comaximales, cuando i 6= j, entonces a1 · · ·an = a1 ∩ . . .∩ an;
(2) f es sobreyectiva si, y sólo si, ai y a j son comaximales si i 6= j, para todos los índices i, j;
(3) f es inyectiva si, y sólo si, a1 ∩ . . .∩ an = 0.

DEMOSTRACIÓN. (1). Hacemos inducción sobre n. Para n= 2 es el Lema (3.5.). Supongamos que es
cierto para n−1; ya que ai +an = A, para 1≤ i ≤ n− 1, tomamos x i ∈ ai, yi ∈ an tal que x i + yi = 1.
Construimos entonces:

x1 · · · xn−1 = (1− yi) · · · (1− yn−1) = 1+ y

para algún y ∈ an; luego (a1 · · ·an−1) + an = A, y tenemos:

(a1 · · ·an−1)an = (a1 · · ·an−1)∩ an = (a1 ∩ · · · ∩ an−1)∩ an.
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(2). Tomamos a1, ai. Por hipótesis existe x ∈ A tal que f (x) = (1, 0, . . . , 0), luego x −1 ∈ a1 y x ∈ ai,
y tenemos

1= x − (x − 1) ∈ a1 + ai.

Recíprocamente, si a1+ai = A, para 2≤ i ≤ n, existen x i ∈ a1, yi ∈ ai tales que x i+ yi = 1. Definimos
x = y2 · · · yn = (1− x2) · · · (1− xn) = 1+ x ′ para algún x ′ ∈ a1, luego f (x) = (1,0. . . . , 0).
(3). Es evidente. �
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3.1. Ejercicios

Producto de anillos

Ejercicio. 3.7.
Sean a y b ideales de un anillo A.

(1) Demuestra que a+ b = A, si, y solo si, an + bn = A para cada entero positivo n. (Se dice que a y
b son ideales comaximales.)

(2) Demuestra que si a+ b= A, entonces ab= a∩ b.
(3) En este caso se tiene un isomorfismo de anillos A/(a∩ b)∼= A

a ×
A
b .

(4) Demuestra que si a,b son ideales propios comaximales, entonces a,b * J(A).
(5) Demuestra que si a1, . . . ,at son ideales comaximales, entonces a1 + (a2 · · ·at)n = A para cada

t ∈ N.

Ref.: 1121e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.8.
Sea { fi : Ai → Bi | i ∈ I} una familia de homomorfismos de anillos, existe un único homomorfismo
de anillos

∏

i

fi :
∏

i

Ai →
∏

i

Bi

tal que f j ◦ βA j
= βB j

◦
�∏

i fi

�

.
∏

i Ai

∏

i fi //

βAj
��

∏

i Bi

βBj
��

A j
f j // B j

para todo índice j
Ref.: 1121e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.9.
Sea A un anillo y {ai | i ∈ I} un conjunto independiente de ideales no nulos. Prueba que I es un
conjunto finito.
Ref.: 1121e_047 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 3.10.
Sea A=

∏

{An | n ∈ N}, siendo An = Z2 para cada índice n. Se define bt =
∏

{An | n ∈ N}, siendo
An = Z2 si t = n y An = 0 si t 6= n.

(1) Prueba que {bn | n ∈ N} es una familia independiente de ideales de A.
(2) Prueba que

∑

n∈N bn 6= A.
(3) Prueba que A es un anillo descomponible.

Ref.: 1121e_048 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.11.
Dado un con junto X con operaciones suma y producto de forma que (X ,+,×) verifica los axiomas
de anillo, salvo, posiblemente, la existencia de uno, en X ×Z se definen las operaciones

(x1, n1) + (x2, n2) = (x1 + x2, n1 + n2),
(x1, n1)× (x2, n2) = (x1 x2 + n1 x2 + n2 x1, n1n2).

(1) Prueba que (X ×Z,+,×, (0, 1)) es un anillo.
(2) Si identificamos X con {(x , 0) ∈ X ×Z | x ∈ X }, prueba que X ⊆ X ×Z es un ideal y que

X ×Z/X ∼= Z. Llamamos a X ×Z la extensión de Dorroh de Z.
(3) Propiedad universal de la extensión de Dorroh. Prueba que para cualquier homomorfismo,

para la suma y el producto, f : X → B a un anillo B, existe un único homomorfismo de anillos
f ′ : X ×Z→ B tal que f ′|X = f .

X //

f
''PPPPPPPPPPPPPPP X ×Z
∃1 f ′

��
B

Ref.: 1121e_049 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.12.
Sea A un anillo, demuestra que A∼= B × C si, y sólo si, existe un elemento idempotente e, esto es,
e2 = e, tal que B = eA y C = (1− e)A.
Ref.: 1121e_009 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 3.13.
Sea A=

∏n
i=1 Ai un producto de anillos.

(1) Demuestra que cada ideal de A es de la forma
∏n

i=1 ai, donde cada ai es un ideal de Ai, i =
1, . . . , n.

(2) ¿Cuáles son los ideales primos y los ideales maximales de A?
(3) Si los Ai son todos cuerpos demuestra que A tiene sólo un número finito deideales.

Ref.: 1121e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.14.
Se considera el anillo cociente A= [X , Y ]/(X Y ).
(1) Prueba que cada elemento de A tiene un único representante de la forma k+ F1(X )X + F2(Y )Y ,

siendo k ∈ K , F1(X ) ∈ K[X ] y F2(Y ) ∈ K[Y ].
(2) Describe la multiplicación de A en términos de los representantes antes mencionados.
(3) Determina los ideales maximales de A.

Ref.: 1121e_071 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.15.
Dados dos anillos A y B, para el anillo producto A× B se tiene la siguiente situación:

A
jA // A× B
qA

oo
qB

// A
jBoo

(1) Prueba que existen aplicaciones (homomorfismos de grupos abelianos) jA : A−→ A× B, definido
jA(a) = (a, 0) para cada a ∈ A y jB : B −→ A× B definido jB(b) = (0, b) para cada b ∈ B.

(2) Prueba que existen homomorfismos de anillos qA : A× B −→ A, definido qA(a, b) = a para cada
(a, b) ∈ A× B y qB : A× B −→ B, definido qB(a, b) = b para cada (a, b) ∈ A× B.

(3) Prueba que para cada anillo X y cada par de homomorfismos de anillos fA : X −→ A, fA : X −→ B
existe un único homomorfismo de anillos f : X −→ A× B tal que fA = qA ◦ f y fB = qB ◦ f .

X
fA

wwooooooooooooooo
fB

''OOOOOOOOOOOOOOO

∃1 f
��

A A× BqA
oo

qB
// B

Esto es, el par (A× B, {qA, qB}) es un producto de los anillos A y B.
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(4) Prueba que los elementos eA = (1, 0), eB = (0, 1) ∈ A× B son idempotentes y verifican eA+ eB =
(1,1), y que de esto se deduce que e1e2 = 0.

(5) Dado un anillo C y dos elementos idempotentes e1, e2 ∈ C tales que e1 + e2 = 1 definimos
C1 = e1C y C2 = e2C . Prueba que C1 y C2 son anillos (no subanillos de C) y que existe un
isomorfismo C ∼= C1 × C2.

(6) Prueba que existe una biyección entre pares (e1, e2) de elementos idempotentes de un anillo C
verificando e1 + e2 = 1 y descomposiciones C1 × C2 de C .

Ref.: 1121e_072 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.16.
Se considera el anillo A= K[X , Y ]/(X Y ).
(1) Se considera la aplicación fX : K[X ] −→ A definida por fX (X ) = X + (X Y ). ¿Es fX un homomor-

fismo de anillos? Estudia el caso de fY : K[Y ] −→ A. ¿Puede identificarse K[X ] con un subanillo
de A?

(2) Se considera la aplicación gX : A −→ K[X ] definida por gX (k + F1(X )X + F2(Y )Y + (X Y )) =
k+ F1(X )X . ¿Es gX un homomorfismo de anillos? Estudia el caso de gY . Estudia su núcleo.

(3) ¿Existe algún homomorfismo de anillos α que hace conmutar el siguiente diagrama?

K[X ]

id
��

A
gXoo gY //

α

��

K[Y ]

id
��

K[X ] K[X ]× K[Y ]qK[X ]
oo

qK[Y ]
// K[Y ]

En caso afirmativo, ¿cómo está definido α? Determina su imagen y su núcleo.
(4) Observa que tenemos el siguiente cuadrado conmutativo de homomorfismos de anillos:

A
gX //

gY

��

K[X ]

eval0
��

K[Y ]
eval0

// K

El anillo A y los homomorfismos gX , gY verifican la siguiente propiedad universal:

Para cada anillo B y cada par de homomorfismos hX : B −→ K[X ] y hY : B −→ K[Y ] tales que
eval0 ◦hX = eval0 ◦hY , existe un único homomorfismo de anillos h : B −→ A tal que hX = gX ◦h
y hY = gY ◦ h.

B
h

""DDDDDDDDD
hX

))SSSSSSSSSSSSSSSSSS

hY

��2
222222222222222

A gX
//

gY

��

K[X ]

eval0
��

K[Y ]
eval0

// K
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Ref.: 1121e_073 SOLUCIÓN

Ejercicio. 3.17.
Dado F ∈ C[X ] tal que (F, F ′) = 1, prueba que C[X ]/(F) es un anillo reducido, esto es, sin elementos
nilpotentes no nulos.
Ref.: 1121e_083 SOLUCIÓN
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4. Ideales primos e ideales maximales

Sea A un anillo, un elemento a ∈ A se llama un divisor de cero si existe un elemento no nulo b ∈ A
tal que ab = 0. Los elementos de A que no son divisores de cero se llaman elementos regulares.
Cuando el elemento cero es el único divisor de cero de un anillo A, se dice que A es un dominio de
integridad, ó simplemente un dominio.
Un elemento a de un anillo A se llama nilpotente si existe un entero positivo n ∈ N−1 tal que an = 0.

Ejercicio. 4.1.
Prueba que los elementos nilpotentes de un anillo forman un ideal.

Sea A un anillo, un ideal propio p de A se llama un ideal primo si para cualesquiera a, b ∈ A tales
que ab ∈ p, se tiene a ∈ p ó b ∈ p.

Ejemplo. 4.2.
En el caso del anillo Z de los números enteros los ideales primos son:

(I) el ideal cero y
(II) los ideales de la forma pZ, siendo p un entero primo (positivo).

Lema. 4.3.
Sea A un anillo y p un ideal propio, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) p es un ideal primo;
(b) A/p es un dominio de integridad.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que p es un ideal primo, y sea (a + p)(b + p) = 0, entonces ab ∈ p,
y ya que p es primo, tenemos a ∈ p ó b ∈ p, entonces a + p = 0 ó b + p = 0. La otra implicación es
similar. �

Estudiamos ahora cómo cambian los ideales primos en un cambio de anillo.

Lema. 4.4.
Sea f : A−→ B un homomorfismo de anillos, se verifica:

1121-03.tex
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(1) Si q es un ideal primo de B, entonces f −1(q) es un ideal primo A.
(2) Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales de A que contienen a Ker( f ) y los ideales

de Im( f ).
(3) En esta correspondencia la imagen y la preimagen de ideales primos son también ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. (1). Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ f −1(p), entonces se verifica f (a) f (b) = f (ab) ∈
f f −1(p) ⊆ p, luego f (a) ∈ p ó f (b) ∈ p, y tenemos a ∈ f −1(p) ó b ∈ f −1(p).
(2). Si b ⊆ B es un ideal, entonces f −1(b) ⊇ Ker( f ) es un ideal. Por otro lado, si a ⊇ Ker( f ) es un
ideal, entonces f (a) es un ideal de Im( f ). Sólo falta ver que estas aplicaciones son, una inversa de
la otra.
(3). Es claro. �

Observa que la siguiente propiedad es en realidad una nueva caracterización de ideales primos.

Teorema. 4.5.
Sean a1, . . . ,an ideales de A y p un ideal primo de A, si a1 ∩ . . .∩ an ⊆ p, entonces existe un índice i
tal que ai ⊆ p.
Además si p= a1 ∩ . . .∩ an, entonces ai = p para algún índice i.

DEMOSTRACIÓN. Si a1∩ . . .∩an ⊆ p, y para cada índice i se verifica ai * p, entonces existe x i ∈ ai \p,
y tenemos x1 · · · xn ∈ a1 · · ·an ⊆ a1 ∩ . . .∩ an ⊆ p, y como p es primo, existe un índice i tal que x i ∈ p,
lo que es una contradicción. �

Ver también Ejercicio (4.33.).

Ideales maximales

Sea A un anillo, un ideal propio m de A se llama maximal si para cada ideal propio a de A tal que
m ⊆ a $ A se tiene m= a.

Lema. 4.6.
Sea A un anillo y m un ideal propio, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) m es un ideal maximal;
(b) A/m es un cuerpo.
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De la misma forma que en el caso de ideales primos, vamos a estudiar el comportamiento de los
ideales maximales respecto a un homomorfismo de anillos.

Lema. 4.7.
Sea f : A−→ B un homomorfismo de anillos, entonces la correspondencia descrita en el Lema (4.4.)
establece una correspondencia biyectiva entre los ideales maximales de A que contienen a Ker( f ) y
los ideales maximales Im( f ).

Ejercicio. 4.8.
En general, dado un homomorfismo de anillos f : A −→ B, si m ⊆ B es un ideal maximal de B, no
necesariamente f −1(m) es un ideal maximal de A. Dar un ejemplo.

Lema. 4.9. (Teorema de Krull)
Sea A un anillo, existe al menos un ideal maximal de A.

DEMOSTRACIÓN. Se considera el conjunto Γ = {a | a es un ideal propio de A}. El conjunto Γ es no
vacío, ya que 0 ∈ Γ , y está ordenado por la inclusión. Cada cadena en Γ tiene una cota superior en Γ ,
ya que la unión de una cadena de ideales propios es un ideal propio. Luego en Γ existen elementos
maximales. Es claro que cada elemento maximal de Γ es un ideal maximal. �

Corolario. 4.10.
Sean A un anillo y a ⊆ A un ideal propio, entonces existe un ideal maximal m ⊆ A tal que a ⊆ m.

DEMOSTRACIÓN. 2 Basta considerar el anillo cociente A/a y la correspondencia establecida en el
Lema (4.4.). �

2 El teorema de Krull nos asegura la existencia de un ideal maximal m que contiene a un ideal dado a. Sin embargo,
no nos aporta nada al conocimiento de este ideal maximal. Por ejemplo, al considerar el anillo A = ZN2 , tenemos que
para cada t ∈ N, el conjunto mt =

∏

n∈N An, siendo An = Z2 si n 6= t, y At = 0, es un ideal maximal, pues A/mt
∼= Z2.

Por otro lado, el ideal b= Z(N)2 ⊆ ZN2 no está contenido en ningún ideal maximal mt , pero está contenido en algún ideal
maximal m. ¿Cómo describir uno de estos ideales maximales m?
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Corolario. 4.11.
Sea A un anillo y x ∈ A un elemento que no es invertible en A, existe un ideal maximal m de A tal
que x ∈ m.

DEMOSTRACIÓN. Basta considerar el ideal (x), que es propio por no ser x invertible. �

Anillos locales

Un anillo A se llama local si tiene un único ideal maximal, o equivalentemente, si los elementos no
invertibles forman un ideal. Si A es un anillo local con ideal maximal m, entonces el cuerpo A/m se
llama el cuerpo residual de A.

Lema. 4.12.
Sea A un anillo y m un ideal propio de A, son equivalentes:

(a) cada elemento x ∈ A\m es invertible,
(b) A es un anillo local con ideal maximal m.

DEMOSTRACIÓN. Dado un ideal propio a de A, los elementos de a no son invertibles, luego a ⊆ m.
�

Lema. 4.13.
Sea A un anillo y m un ideal maximal de A tal que cada elemento x ∈ 1+m es invertible, entonces
A es un anillo local.

DEMOSTRACIÓN. Dado x ∈ A\m, tenemos m+Ax = A, y existen m ∈ m, a ∈ A tales que m+ ax = 1,
luego ax = 1 − m ∈ 1 + m. Entonces ax es invertible, y por tanto x también lo es. Aplicando el
Lema (4.12.) tenemos el resultado. �

Un anillo A es un anillo semilocal si tiene un número finito de ideales maximales.
Dados dos anillos A⊆ B, decimos que B domina a A si para cada ideal maximal m ⊆ B se tiene que
m∩ A⊆ A es un ideal maximal.
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Teorema de elusión

Proposición. 4.14. (Teorema de elusión)
Sea A un anillo, p1, . . . ,pn ideales primos de A y a un ideal de A tal que a ⊆ p1 ∪ . . . ∪ pn, entonces
existe un índice i tal que a ⊆ pi.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos inducción sobre n. Para n = 1 el resultado es cierto. Supongamos que
sea cierto para n− 1 (n≥ 2), y sea a * pi para cada índice i. Entonces

a * p1 ∪ . . .∪ pi−1 ∪ pi+1 ∪ . . .∪ pn

y existe x i ∈ a\p1∪ . . .∪pi−1∪pi+1∪ . . .∪pn. Si x i /∈ pi, entonces a * p1∪ . . .∪pn y hemos terminado.
Supongamos entonces que x i ∈ pi para cada índice i. Definimos

y =
n
∑

i=1

x1 · · · x i−1 x i+1 · · · xn;

tenemos y ∈ a e y /∈ pi para cada índice i, luego a * p1 ∪ . . .∪ pn. �

El ideal a puede ser simplemente un subgrupo cerrado para productos (subanillo, no necesariamente
con uno).
Un enunciado alternativo es:

Proposición. 4.15.
Sea a ⊆ A un ideal y p1, . . . ,pn ideales primos de A tales que a * pi para cada i = 1, . . . , n, existe a ∈ a

tal que a /∈ pi para cada i.

Apéndice: Extensiones del Teorema de elusión (*)

Los siguiente resultados son de aplicación en contextos más específicos; los incluimos aquí para ver
posibles extensiones de la teoría.

Teorema. 4.16.
Sea A un anillo y p1, . . . ,pn ideales. Si se verifica una de las dos condiciones:
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(1) a lo más dos de estos ideales no son primos, cuando n> 2, o
(2) A contiene un cuerpo infinito,

para cada ideal (¡subgrupo cerrado para la multiplicación!) a tal que a ⊆ ∪n
i=1pi existe un índice i tal

que a ⊆ pi.

DEMOSTRACIÓN. (1). Hacemos inducción sobre n. Si n = 1, el resultado es cierto. Si n = 2, y
a * pi, i = 1, 2, existen x1 ∈ a \ p2, x2 ∈ a \ p1; observar que entonces x i ∈ pi, i = 1,2. Entonces
y = x1 + x2 /∈ p1 ∪ p2. Supongamos ahora que n > 2. Consideramos p1 primo y si a * pi, para
cada índice i, existe x i ∈ a \ p1 ∪ . . .pi−1 ∪ pi+1 ∪ . . . ∪ pn. Si x i /∈ pi, entonces a * ∪n

i=1pi, lo que
es una contradicción. Por tanto para cada índice i se tiene x i ∈ pi. En particular x2 · · · xn ∈ pi,
2 ≤ i ≤ n, y definimos y = x1 + x2 · · · xn ∈ pi, 2 ≤ i ≤ n. Como p1 es primo y resulta que x i /∈ p1,
2 ≤ i ≤ n, entonces x2 · · · xn /∈ p1. Como x1 ∈ p1, resulta y /∈ p1. Entonces y /∈ ∪n

i=1pi, lo que es una
contradicción.
(2). Si a ⊆ ∪n

i=1pi, entonces a = ∪n
i=1(a ∩ pi) es un espacio vectorial propio que es una unión de

espacios vectoriales; esto es una contradicción. �

Tenemos un resultado que nos ayuda a entender el comportamiento de los ideales primos en un
anillo.

Teorema. 4.17.
Sea A un anillo, p1, . . . ,pn ideales de A, todos primos salvo posiblemente uno, para cada subgrupo
cerrado para la multiplicación G ⊆ A tal que Gpi ⊆ G, para cada índice i, y cada subconjunto S ⊆ A,
si G + S ⊆ p1 ∪ . . .∪ pt , existe un elemento s ∈ S tal que G ∪ {s} ⊆ pi para algún índice i.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos la demostración por inducción. Si t = 1, el resultado es cierto. Sea t ≥ 2.
Vamos a hacer algunas reducciones: G + S no está contenido en una unión de menos de t de estos
ideales, en particular los pi son incomparables, en caso contrario eliminamos aquellos que no sean
necesarios, decimos que la unión es irreducible; suponemos además que p1 es primo.
Ya que el resultado es cierto para t = 1, como G + S * p2 ∪ . . .∪ pt , existen g ∈ G y s ∈ S tales que
g + s ∈ p1 \ ∪t

i=2pi.
Dado x ∈ G ∩ ∪t

i=2pi, entonces g + s + x /∈ pi, i ≥ 2, y por tanto g + s + x ∈ p1, y x ∈ p1. Entonces
G ∩∪t

i=2pi ⊆ p1. Por tanto Gp2 ∩∪t
i=2pi ⊆ p1, por ser p1 primo se tiene Gp2 ⊆ p1, y G ⊆ p1.

Tenemos entonces que G ∪ {s} ⊆ p1. �

El recíproco es: con las mismas condiciones, si G + S * p1 ∪ . . .∪ pt , entonces para cada índice i se
tiene G ∪ S * pi.
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Ejercicio. 4.18.
Sea A un anillo, p1, . . . ,pt ideales de A, todos primos salvo posiblemente uno, a ⊆ A un ideal y b ∈ A.
Si a+ b ∈ ∪t

i=1pi, entonces a∪ b ⊆ pi para algún índice i.

Corolario. 4.19.
Sea A un anillo, p1, . . . ,pn ideales de A, todos primos salvo posiblemente uno, para cada subgrupo
cerrado para la multiplicación G ⊆ A tal que Gpi ⊆ G, para cada índice i, y cada subconjunto S ⊆ A
tal que G+S ⊆ p1∪. . .∪pt , si G+S ⊆ p1∪. . .∪pt ó S ⊆ p1∪. . .∪pt es irreducible, entonces G ⊆ ∩t

i=1pi.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos inducción sobre t. El resultado es cierto si t = 1, y supongamos que
t ≥ 1.
Observa que si S ⊆ p1∪. . .∪pt es irreducible, también G+S ⊆ p1∪. . .∪pt lo es, por lo que estudiamos
sólo este caso.
Ya que G + S ⊆ ∪t

i=1p, existe s ∈ S tal que G ⊆ G ∪ {s} ⊆ pi para algún índice i. Llamamos i1 = i.
Ya que G+S * pi1 , existe s ∈ S tal que G+ s * pi1 . Como G+ s ⊆ G + S ⊆ ∪t

i=1p, existe un índice i tal
que G ⊆ G ∪ {s} ⊆ pi; se tiene i 6= i1. Llamamos i2 = i.
Ya que G + S * pi1 ∪ pi2 , existe s ∈ S tal que G + s * pi j

para j = 1,2. Como G + s ⊆ ∪t
i=1pi, existe un

índice i tal que G ⊆ G∪{s} ⊆ pi; se tiene i /∈ {i1, i2}. Llamamos i3 = 1. Siguiendo el proceso llegamos
a que G ⊆ ∩t

i=1pi. �

Ejercicio. 4.20. ([12])
Sean p1, . . . , pt enteros primos, distintos dos a dos, y pt+1 ∈ Z tal que (pi, pt+1) = 1, para cada índice
i. Prueba que existe un mayor subgrupo G ⊆ Z tal que para cada g ∈ G y cada p j, j = 1, . . . , t + 1,
existe ph tal que ph|g + p j.

SOLUCIÓN. Primero observamos que si tomamos H = p1 · · · pt+1Z, entonces H verifica la condición
para cada h ∈ H y cada pi existe p j tal que p j |h+ pi.
Tomamos S = {p1, . . . , pt+1}; se tiene H + S ⊆ ∪t+1

i=1 piZ; además H es un ideal y se verifica Hpi ⊆ H
para cada índice i. La unión H+S ⊆ ∪t+1

i=1 piZ es irreducible, y por tanto H ⊆ ∩t+1
i=1 piZ= p1 · · · pt+1Z=

H. �
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Teorema. 4.21. ([19, Theorem 3.64])
Sea A un anillo, p1, . . . ,pt ideales primos, a ⊆ A un ideal y b ∈ A. Si a+ Ab * ∪t

i=1pi, entonces existe
a ∈ a tal que a+ b /∈ ∪t

i=1pi.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que los pi son incomparables, y b ∈ p1, . . . ,p j, b /∈ p j+1, . . . ,pt .
Si j = 0 entonces b /∈ ∪t

i=1pi ya que b /∈ pi para todo índice i.

Supongamos que j 6= 0; tenemos a * ∪ j
i=1pi, existe y ∈ a \ ∪ j

i=1pi. En efecto, si a ⊆ ∪ j
i=1pi, entonces

existe 1≤ i ≤ j tal que a ⊆ pi, y por tanto a+ b ∈ pi ⊆ ∪t
i=1pi, lo que es una contradicción.

Se tiene p j+1 ∩ . . . ∩ pt * p1 ∪ . . . ∪ p j. Si j = t tenemos A * ∪ j
i=1pi. Si j < t y ∩t

j+1ph ⊆ ∪
j
iph,

existe 1 ≤ i ≤ j tal que ∩t
j+1ph ⊆ pi, y por tanto existe j + 1 ≤ k ≤ t tal que k ⊆ pi, lo que es una

contradicción. Por tanto existe x ∈ ∩t
j+1ph \ ∪

j
1ph.

Si definimos z = x y , tenemos z ∈ ∩t
j+1ph \ ∪

j
1ph, ya que si x y = z ∈ ∪ j

1ph, existe 1 ≤ i ≤ j tal que
x y ∈ pi, pero x , y /∈ pi.
Como a ∈ ∩ j

1pi \ ∪t
j+1pi, y z ∩t

j+1 pi \ ∪
j
1pi, se tiene a+ z /∈ ∪t

ipi. �

Radicales

Sea A un anillo, llamamos nilradical de A al conjunto de todos los elementos nilpotentes de A, y lo
representamos por Nil(A).

Lema. 4.22.
Sea A un anillo, entonces Nil(A) es un ideal y el anillo cociente A/Nil(A) no tiene ningún elemento
nilpotente no nulo, esto es, Nil(A/Nil(A)) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Sean a, b ∈ Nil(A), entonces existe n ∈ N tal que an = 0= bn; entonces se verifica:
(a+ b)2n = 0, y a+ b ∈ Nil(A). Si tenemos ahora c ∈ A, entonces (ca)n = 0 y ca ∈ Nil(A). �

Un anillo A con Nil(A) = 0 se llama un anillo reducido.

Teorema. 4.23.
Para cada anillo A se tiene que Nil(A) es la intersección de todos los ideales primos de A.
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DEMOSTRACIÓN. Llamamos N a la intersección de todos los ideales primos del anillo A. Si x ∈
Nil(A), entonces existe n ∈ N tal que xn = 0, luego para cada ideal primo p se tiene x ∈ p, y como
consecuencia x ∈ N . Sea ahora x ∈ N \Nil(A), llamamos

Γ = {a ⊆ A | para todo n≥ 1, xn /∈ a}

Ya que 0 ∈ Γ , se tiene que Γ 6= ∅. Es claro que Γ está ordenado por la inclusión y que es inductivo,
por tanto tiene un elemento maximal. Sea p ∈ Γ maximal, y sean a, b ∈ A tales que ab ∈ p, si a, b /∈ p,
entonces p+ Aa,p+ Ab /∈ Γ , por lo tanto existen n, m ∈ N tales que xn ∈ p+ Aa y xm ∈ p+ Ab, y se
tiene xn+m ∈ (p+ Aa)(p+ Ab) = p+ Aab ⊆ p, lo que es una contradicción. �

Utilizando el Teorema (4.23.) como modelo podemos definir un análogo al nilradical. El radical de
Jacobson de un anillo A, que se define como la intersección de todos los ideales maximales de A, y
que se representa por Rad(A).

Rad(A) = ∩{m ⊆ A | m es un ideal maximal de A}.

Vamos a buscar una descripción de los elementos de Rad(A).

Proposición. 4.24.
Sea A un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) x ∈ Rad(A);
(b) Para todo a ∈ A el elemento 1− ax es invertible en A.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que x ∈ Rad(A) y sea a ∈ A tal que 1 − ax no es invertible en A.
Existe un ideal maximal m tal que 1 − ax ∈ m, por la hipótesis x ∈ m, luego m = (1) = A, lo que
es una contradicción. Por otro lado, sea x /∈ Rad(A), entonces existe un ideal maximal m tal que
x /∈ m, como consecuencia tenemos m+Ax = A y existe m ∈ m tal que m+ ax = 1 para algún a ∈ A,
entonces 1− ax = m ∈ m no sería invertible en A. �

Lema. 4.25.
Sea A un anillo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es un anillo local;
(b) A\Rad(A) es el conjunto de los elementos invertible en A;
(c) Existe un ideal propio a de A tal que A\ a está contenido en el conjunto de los elementos inver-

tibles.
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DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Si A es un anillo local, entonces Rad(A) es el único ideal maximal de A,
luego A\Rad(A) es el conjunto de los elementos invertibles de A.
(b)⇒ (c). Basta tomar a= Rad(A).
(c) ⇒ (a). Supongamos que a es un ideal propio de A con A \ a contenido en el conjunto de los
elementos invertibles, entonces a es un ideal maximal y contiene a cualquier otro ideal propio de A,
por tanto A es un anillo local con ideal maximal a. �

Ejemplo. 4.26.
En el caso del anillo Z de los números enteros el nilradical es cero, ya que 0 es un ideal primo, y el
radical de Jacobson es cero, ya que la intersección de todos los ideales maximales (los de la forma
pZ, con p un entero primo positivo) es igual a 0.

Observación. 4.27.
Para cada anillo A tenemos:

(1) A/Nil(A) es un subanillo del anillo producto
∏

{A/p | p ⊆ A es primo}; cada factor del producto
es un dominio de integridad.

(2) A/Rad(A) es un subanillo del anillo producto
∏

{A/m | m ⊆ A es primo}; cada factor del pro-
ducto es un cuerpo. En particular si A es un anillo semilocal con ideales maximales m1, . . . ,mn,
entonces A/Rad(A)∼=

∏n
i=1 A/mi.
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4.1. Ejercicios

Ideales primos e ideales maximales

Ejercicio. 4.28.
Determina los ideales y los ideales primos del anillo Z.
Ref.: 1121e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.29.
Para cada entero positivo n determina los ideales y los ideales primos del anillo cociente Zn := Z/nZ.
Ref.: 1121e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.30.
Demuestra que todo dominio de integridad finito D es un cuerpo.

Ref.: 1121e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.31.
Demuestra que todo dominio de integridad D con un número finito de ideales es un cuerpo.

Ref.: 1121e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.32.
Si Σ ⊆ A es un subconjunto cerrado para la multiplicación que no contiene a 0, prueba que existe un
ideal maximal m tal que m∩Σ=∅.
Ref.: 1121e_011 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 4.33.
Sea p un ideal propio de un anillo A. Demuestra que son equivalentes:

(a) p es primo;
(b) si ab ⊆ p, entonces a ⊆ p o b ⊆ p para cualesquiera ideales a, b de A.

Ref.: 1121e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.34. (AM, Cap 1, Ej 1)
Sea x un elemento nilpotente de un anillo A. Demuestra que 1+ x es una unidad de a. Deduce que
la suma de un elemento nilpotente y una unidad es una unidad.
Ref.: 1121e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.35.
Sea A un anillo, y A× el conjunto de los elementos invertibles de A. Prueba que A[X ]× = A×+Nil(A[X ])

Ref.: 1121e_139 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.36. (AM, Cap 1, Ej 6)
Un anillo A es tal que cada ideal no contenido en el nilradical contiene un idempotente no nulo (es
decir, un elemento e tal que e2 = e 6= 0). Demuestra que el nilradical y el radical de Jacobson de A
son iguales.
Ref.: 1121e_018 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.37. (AM, Cap 1, Ej 7)
Sea A un anillo en el que para cada elemento x existe n ∈ N, n > 1, tal que xn = x . Demuestra que
cada ideal primo en A es maximal.
Ver Ejercicio (33.79.).
Ref.: 1121e_019 SOLUCIÓN

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 4. IDEALES PRIMOS E IDEALES MAXIMALES 45

Ejercicio. 4.38. (AM, Cap 1, Ej 8)
Sea A un anillo no trivial. Demuestra que el conjunto de los ideales primos de A tiene elementos
minimales respecto a la inclusión.
Ref.: 1121e_020 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.39. (AM, Cap 1, Ej 10)
Sea A un anillo, n su nilradical. Demuestra que son equivalentes:

(a) A tiene exactamente un ideal primo.
(b) Cada elemento de A es o una unidad o nilpotente.
(c) A/n es un cuerpo.

Ref.: 1121e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.40. (AM, Cap 1, Ej 11)
Un anillo A es anillo de Boole si x2 = x para cada x ∈ A. En unanillo de Boole A, demuestra que:

(1) 2x = 0 para todo x ∈ A.
(2) Cada ideal primo p es maximal, y A/p es un cuerpo con dos elementos.
(3) Cada ideal con generación finita en A es principal.

Ref.: 1121e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.41. (AM, Cap 1, Ej 12)
Prueba que un anillo local no contiene ningún idempotente distinto de 0 y 1.

Ref.: 1121e_024 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 4.42. (AM, Cap 1, Ej 14)
En un anillo A, sea Γ el conjunto de todos los ideales en los que cada elemento es un divisor de
cero.Demuestra que el conjunto Γ tiene elementos maximales y que cada elemento maximal de Γ es
un ideal primo.Por tanto el conjunto de los divisores de cero en A es una unión de ideales primos.
Ref.: 1121e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.43.
Sea D un dominio de integridad. Demuestra que si cada ideal primo no nulo es principal entonces
cada ideal primo no nulo es un ideal maximal.
Ref.: 1121e_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.44.
Sea A un anillo y a, b ideales de A. Se define el ideal residual (a : b){x ∈ A | xb ⊆ a}.
(1) Prueba que un ideal p es primo si, y solo si, para cada ideal a se tiene (p : a) = p ó (p : a) = A.
(2) Prueba que (n : m) = (n/d), donde d =mcd{n, m}.

Ref.: 1121e_069 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.45.
Sea K un cuerpo, demuestra que el ideal (X 3 − Y 2) ⊆ K[X , Y ] es un ideal primo del anillo K[X , Y ].

Ref.: 1121e_070 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.46.
Un anillo A se llama semilocal si tiene solo un número finito de ideales maximales. Prueba que son
equivalentes los siguientes enunciados:
(a) A es un anillo semilocal.
(b) A/Rad(A) es un producto de cuerpos.

Ref.: 1121e_068 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 4.47.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea p ∈ A tal que (p) ⊆ A es un ideal primo. ¿Puede ser p un divisor de cero? En el caso afirmativo
da una demostración, y en el negativo da un ejemplo.

(2) Plantea la misma cuestión para p nilpotente.

Ref.: 1121e_059 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.48.
Se consideran dos ideales principales primos no nulos (p) y (q) verificando (p) ⊆ (q). Prueba que si
p no es un divisor de cero entonces (p) = (q).
[11, pag. 8].
Ref.: 1121e_060 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.49.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea p un ideal primo finitamente generado con anulador cero. Prueba que Ann(p/p2) = p.
(2) Da un ejemplo en el que se muestre que es necesario que p sea primo.

[11, pag. 7].
Ref.: 1121e_061 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.50.
Se considera p = (p) un ideal primo principal de un anillo A y se define a = ∩∞n=1p

n. Prueba los
siguientes enunciados:

(1) Si q $ p es un ideal primo, entonces q ⊆ a.
(2) Si p no es un divisor de cero, entonces p a= a.
(3) Si p no es un divisor de cero, entonces a es un ideal primo.
(4) Si A es un dominio y a es finitamente generado, entonces a= 0 y no existen ideales primos entre

0 y p.
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(5) Si a es un ideal finitamente generado, entonces no existe una cadena de ideales primos distintos
q2 $ q1 $ p.

[11, pag. 7–8].
Ref.: 1121e_062 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.51.
En el anillo Z[X ] se considera a= {F ∈ Z[X ] | F(0) ∈ 2Z}.
(1) Prueba que a es un ideal de Z[X ].
(2) Prueba que a no es un ideal principal.
(3) ¿Es a un ideal primo? ¿Es un ideal maximal?

Ref.: 1121e_081 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.52.
Sea K un cuerpo y A el anillo K[X , Y, Z]/(X Y − Z2). Prueba que el ideal de A generado por las clases
de X y Z es un ideal primo.
Ref.: 1121e_082 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.53.
Sea A un anillo. Prueba que:

(1) A tiene ideales maximales y todo ideal propio a está contenido en un ideal maximal.
(2) p es un ideal primo si, y sólo si, A/p es un dominio de integridad.
(3) A es un cuerpo si, y sólo si, tiene exactamente dos ideales.
(4) m es un ideal maximal si, y sólo si, A/m es un cuerpo.

Ref.: 1121e_084 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 4.54.
Prueba que:

(1) Si K es un cuerpo y f : K → B un homomorfismo de anillos, entonces f es inyectivo.
(2) Si A es un anillo tal que todo homomorfismo de anillos f : A→ B es inyectivo, entonces A es

cuerpo.
(3) Si D es un dominio de integridad finito, entonces es un cuerpo.
(4) C no tiene subcuerpos finitos.

Ref.: 1121e_085 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.55.
Sea b ∈ C y Q[b] = {

∑n
i=0 ai b

i | ai ∈Q}. Prueba que Q[
p

2], Q[i], Q[ 3p2] son cuerpos, y que Q[π]
no lo es.
Ref.: 1121e_086 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.56.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea K un cuerpo. Para cualesquiera naturales n, m ≥ 1 se considera el ideal a = (X n, Y m) ⊆
K[X , Y ]. Demuestra que rad(a) = (X , Y ).

(2) Dar un ejemplo de un anillo conmutativo A e ideales a,b ⊆ A tales que a * b, b * a y rad(a) =
rad(b).

Ref.: 1121e_112 SOLUCIÓN

Ejercicio. 4.57.
Sean F, G ∈ K[X , Y ] polinomios no constantes distintos y sea el ideal a= (F2, G3). ¿Es necesario que
rad(a) = (F, G)? Razona la respuesta.
Ref.: 1121e_113 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 4.58.
Un anillo conmutativo se llama anillo de Jacobson si todo ideal primo es una intersección de ideales
maximales.Demuestra que si A es un anillo de Jacobson, en todo anillo cociente A/a el nilradical es
igual al radical de Jacobson.
Ref.: 1121e_114 SOLUCIÓN
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5. Radical de un ideal

Sea a un ideal de un anillo A, llamamos radical de a al conjunto

rad(a) = {x ∈ A | ∃n ∈ N, xn ∈ a}.

Lema. 5.1.
Sean A un anillo y a un ideal propio de A, se verifica la igualdad:

rad(a)/a= Nil(A/a).

Corolario. 5.2.
En la situación anterior se verifica:

rad(a) = ∩{p | p es un ideal primo de A y p ⊇ a}.

Proposición. 5.3.
Sean A un anillo, a y b ideales de A y p un ideal primo de A, se verifica:

(1) a ⊆ rad(a).
(2) Si a ⊆ b, entonces rad(a) ⊆ rad(b).
(3) rad(a) = rad(rad(a)).
(4) rad(ab) = rad(a∩ b) = rad(a)∩ rad(b).
(5) rad(a) = A si, y sólo si, a= A.
(6) rad(a+ b) = rad(rad(a) + rad(b)).
(7) rad(pn) = p para cada n ∈ N∗.

DEMOSTRACIÓN. (4). Se tiene la inclusión ab ⊆ a∩b ⊆ a,b, y por tanto se tiene rad(ab) ⊆ rad(a∩b) ⊆
rad(a)∩ rad(b). Por otro lado, si x ∈ rad(a)∩ rad(b), existe n ∈ N tal que xn ∈ a∩ b, y se tiene que
x2n ∈ ab, luego x ∈ rad(ab).

1121-05.tex
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(6). Se tiene a+ b ⊆ rad(a) + rad(b), y por tanto rad(a+ b) ⊆ rad(rad(a) + rad(b)). Por otro lado, si
x ∈ rad(rad(a) + rad(b)), existe n ∈ N tal que xn ∈ rad(a) + rad(b). Sea xn = a + b, con a ∈ rad(a)
y b ∈ rad(b). Existe m ∈ N tal que am ∈ a y bm ∈ b, entonces (xn)2m = (a + b)2m ∈ a + b, luego
x2mn ∈ a+ b y se tiene x ∈ rad(a+ b). �

Corolario. 5.4.
Sean A un anillo, y a,b ideales de A, son equivalentes:

(a) rad(a) y rad(b) son comaximales.
(b) a y b son comaximales.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos las siguientes igualdades:

rad(a+ b) = rad(rad(a) + rad(b)) = rad(A) = A,

luego a+ b= A. �

Ideales primos minimales

Sea a un ideal de un anillo A, un ideal primo p es un ideal primo minimal sobre a si a ⊆ p y para
cualquier otro ideal primo q tal que a ⊆ q ⊆ p se tiene q = p. Los ideales primos minimales sobre 0
en A son los ideales primos minimales de A.

Proposición. 5.5.
Sea A un anillo y a un ideal propio de A, entonces existen ideales primos minimales sobre a y cada
ideal primo que contiene a a contiene un ideal primo minimal sobre a.

DEMOSTRACIÓN. Definimos Γ = {p | p es un ideal primo que contiene a a}. Es claro que Γ es no
vacío, pues cada ideal propio de A está contenido en un ideal maximal, y por tanto en un ideal
primo. Sea {pi}i una cadena de ideales en Γ , entonces ∪ipi es un ideal que contiene a a; vamos a ver
que es primo. En efecto, si ab ∈ ∪ipi, existe un índice i tal que ab ∈ pi, y como pi es primo se tiene
a ∈ p o b ∈ pi, luego ∪ipi es un ideal primo.
Si q ⊇ a es un ideal primo, consideramos la familia

Γq = {p | p ⊆ q es un ideal primo que contiene a a}.

�
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Ver Ejercicio (4.38.).
En consecuencia para cada ideal a el radical de a es la intersección de todos los ideales primos
minimales sobre a.

rad(a) = ∩{p | p es un ideal primo minimal sobre a}.

Este resultado será de interés en el caso en que solamente haya un número finito de ideales primos
minimales que contienen a a.
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5.1. Ejercicios

Extensión y contracción de ideales

Ejercicio. 5.6.
Sea F : A−→ B un homomorfismo de anillos y a ⊆ A un ideal. Demuestra que se verifica f (rad(a)) ⊆
rad(B f (a)) = rad(ae).
Si además f es sobreyectiva y Ker( f ) ⊆ a, entonces se tiene la igualdad f (rad(a)) = rad(B f (a)).
Ref.: 1121e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 5.7.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Describe los ideales primos de Z[
p
−5].

(2) Considera el ideal a= (3,1+ X ) ⊆ Z[X ]. Calcula el extendido de a en Z[
p
−5].

(3) Razona que el extendido es un ideal primo que no es principal.

Ref.: 1121e_056 SOLUCIÓN

Ejercicio. 5.8.
Describe los ideales primos de Z[

p
5].

Ref.: 1121e_057 SOLUCIÓN

Ejercicio. 5.9.
Describe los ideales primos de Z[

p
−1]. Razona que todos son principales.

Ref.: 1121e_058 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 5.10.
Para cada uno de los siguientes casos, mostrar anillos conmutativos A ⊂ B e ideales explícitos que
los verifiquen:

(1) Un ideal a ⊆ A tal que a $ aec.
(2) Un ideal primo p ⊆ A tal que p 6= qc para todo ideal primo q ⊆ B.
(3) Un ideal maximal m ⊆ B tal que mc no es maximal en A.
(4) Un ideal primo p ⊆ A tal que pe no sea primo en B.
(5) Un ideal b ⊆ B tal que b 6= bce.

Ref.: 1121e_111 SOLUCIÓN
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6. Álgebras

Sea A un anillo. Una A–álgebra es un anillo B junto con un homomorfismo de anillos f : A −→ B.
Como consecuencia una A–álgebra es un anillo B que tiene estructura de A–módulo y que verifica la
siguiente condición de compatibilidad:

a1(ba2) = (a1 b)a2 para todos a1, a2 ∈ A y b ∈ B.

Si B y C son A–álgebras, un homomorfismo de A–álgebras de B a C es un homomorfismo de anillos
f : B −→ C que es también homomorfismo de A–módulos.
El ejemplo más conocido de A-álgebra se tiene cuando A= Z: todo anillo es una Z-álgebra.
Como ya hemos visto, para cada anillo A existe un único homomorfismo de anillos f : Z −→ A, el
núcleo es de la forma nZ para algún n ∈ N. El número entero n se llama la característica de A.
Observar que si n 6= 0, entonces n es el menor entero positivo n tal que na = 0 para cada a ∈ A.

Anillos de polinomios

Para cada anillo A existe una forma simple de construir una A–álgebra, y es considerar A[X ], el anillo
de polinomios en la indeterminada X con coeficientes en A. Recordar que el anillo A[X ] se construye
como el conjunto de todas las expresiones formales del tipo

a0 + a1X + · · ·+ anX n,

en donde ai ∈ A. En A[X ] se definen dos operaciones que le dan estructura de anillo, y la aplicación
j : A−→ A[X ], j(a) = a es un homomorfismo de anillos.
El par ( j, A[X ]) verifica la siguiente propiedad universal:

Teorema. 6.1. (Propiedad universal del anillo de polinomios.)
Para cada anillo B, cada homomorfismo de anillos f : A→ B y cada elemento b ∈ B, existe un único
homomorfismo de anillos fb : A[X ] −→ B tal que fb(X ) = b y f = fb ◦ j.

A
j //

f ��======== A[X ]

∃1 fb}}z
z

z
z

B

El homomorfismo fb se llama el homomorfismo de evaluación en X = b.

1121-07.tex
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Observa que el anillo de polinomios con coeficientes en A en las indeterminadas X1, . . . , Xn se puede
construir de forma recursiva como A[X1, . . . , Xn] = A[X1, . . . , Xn−1][Xn]. Por tanto los elementos de
A[X1, . . . , Xn] admiten una expresión

∑

i aiX
i
n, siendo ai ∈ A[X1, . . . , Xn−1] casi todos nulos. También

podemos escribir los elementos de A[X1, . . . , Xn] en la forma
∑

i1,...,in

ai1,...,in X i1
1 · · ·X

in
n ,

con ai1,...,in ∈ A casi todos nulos.
El anillo de polinomios en varias indeterminadas tiene también una propiedad universal similar a la
enunciada en el Teorema (6.1.).

Teorema. 6.2. (Propiedad universal del anillo de polinomios.)
Para cada anillo B, cada homomorfismo de anillos f : A→ B y cada lista de n elementos b1, . . . , bn ∈
B, existe un único homomorfismo de anillos fb1,...,bn

: A[X1, . . . , Xn] −→ B tal que fb1,...,bn
(X i) = bi para

cada índice i y f = fb1,...,bn
◦ p.

A
p //

f ��======== A[X1, . . . , Xn]

∃1 fb1,...,bnyyr r r r r r

B

El homomorfismo fb1,...,bn
se llama el homomorfismo de evaluación en X1 = b1, . . . , Xn = bn.

Sobre la aritmética de los anillos de polinomios ver los Ejercicios (6.20.) y (6.21.).

Dado un anillo A y un conjunto Λ, si consideramos un conjunto de indeterminadas indizado en Λ,
{Xα | α ∈ Λ}, el anillo de polinomios con coeficientes en A en las indeterminadas {Xα | α ∈ Λ} se
define como la unión de los anillos B = ∪{A[Xα | α ∈ F ⊆ Λ] | F finito, F ⊆ Λ}. Si se definen en B
la suma y el producto en la forma obvia, cada inclusión A[Xα | α ∈ F ⊆ Λ] ⊆ B es un homomorfismo
de anillos. El anillo B se representa por A[{Xα | α ∈ Λ}], y se llama el anillo de polinomios en las
indeterminadas {Xα | α ∈ Λ}.

Si A es un anillo, una A–álgebra B se llama finitamente generada si existe un homomorfismo sobre-
yectivo de un anillo de polinomios, con coeficientes en A en un número finito de indeterminadas, a
B. O equivalentemente, si existen elementos b1, . . . , bt ∈ B, tales que cualquier elemento b ∈ B se
escribe como una suma finita en la forma b =

∑

α∈Nt cαbα1
1 · · · b

αt
t , siendo α = (α1, . . . ,αt) ∈ Nt , y

cα ∈ A, casi todos nulos.
Esta es la idea fundamental que soporta a los anillos de polinomios; cada A–álgebra finitamente
presentada, es un cociente de un anillo de polinomios en un número finito de indeterminadas. Si las
álgebras no son finitamente generadas, tendremos que echar mano de los anillos de polinomios en un
número infinito de indeterminadas. En cualquier caso, todo elemento del álgebra es una combinación
A–algebraica de un número finito de elementos.
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Sea K un cuerpo y B una K–álgebra. Un conjunto de n elementos b1, . . . , bn ∈ B se dice que es
algebraicamente independiente sobre K si para cada polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] que verifica
F(b1, . . . , bn) = 0, se tiene que F = 0. Vamos a caracterizar las listas de elementos algebraicamente
independientes como aquellas que generan subanillos que son isomorfos a anillos de polinomios.
Tenemos la siguiente proposición:

Proposición. 6.3.
Sea K un cuerpo y B una K–álgebra. Para una lista b1, . . . , bn de elementos de B son equivalentes los
siguientes enunciados:

(a) b1, . . . , bn es algebraicamente independiente;
(b) El homomorfismo fb1,...,bn

: K[X1, . . . , Xn] −→ B, definido por la propiedad universal, es inyectivo.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Siguiendo con la notación de la propiedad universal del anillo de
polinomios el homomorfismo de evaluación para X1 = b1, . . . , Xn = bn es inyectivo, pues si F ∈
Ker( fb1,...,bn

), entonces F(b1, . . . , bn) = 0 y al ser los b1, . . . , bn algebraicamente independientes se
tiene F = 0.
(b)⇒ (a). Es inmediato. �

Anillos de series formales de potencias (*)

Sea A un anillo y X una indeterminada. Una serie formal de potencias en X con coeficientes en A
es una expresión formal

∑∞
i=0 aiX

i. Llamamos A¹Xº al conjunto de las series formales de potencias
en X con coeficientes en A.
En el conjunto A¹Xº de las series formales de potencias se definen dos operaciones:

(
∑∞

i=0 aiX
i) + (

∑∞
i=0 biX

i) =
∑∞

i=0(ai + bi)X i;

(
∑∞

i=0 aiX
i)(
∑∞

i=0 biX
i) =

∑∞
i=0 ciX

i, con ci =
∑

j+k=i a j bk.

Si para cada elemento a ∈ A consideramos la serie formal a + 0X + 0X 2 + · · · , podemos definir un
homomorfismo de anillos A→ A¹Xº, e identificar A con su imagen en A¹Xº.

Teorema. 6.4.
Para cada anillo A y cada indeterminada X el conjunto A¹Xº con las operaciones anteriores y ele-
mento uno igual a 1 es un anillo.
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El anillo A¹Xº se llama el anillo de las series formales de potencias en X con coeficientes en A.
Cada polinomio F ∈ A[x] puede ser considerado una serie formal de potencias, por lo tanto podemos
suponer que F ∈ A¹Xº. Se tiene entonces:

Proposición. 6.5.
Para cada anillo A y cada indeterminada X el anillo de polinomios A[X ] es un subanillo del anillo de
series formales de potencias A¹Xº.

Podemos extender la construcción del anillo de series formales potencias a un número finito de
indeterminadas, X1, . . . , X t , para ello definimos A¹X1, . . . , X tº= A¹X1, . . . , X t−1º¹X tº.
Observa que los anillos de series formales de potencias, tanto A¹Xº como A¹X1, . . . , X tº, se pueden
también definir a partir de los anillos de polinomios A[X ] ó A[X1, . . . , X t] en la siguiente forma:

A¹X1, . . . , X tº=

¨∞
∑

i=0

Fi | Fi ∈ A[X1, . . . , X t]

«

.

Sobre la aritmética de los anillos de series de potencias ver el Ejercicio (6.54.).

Mientras el Teorema de McCoy, ver Ejercicio (6.14.), caracteriza los divisores del cero de un anillo
de polinomios, no existe un teorema similar en el caso de anillos de series formales de potencias.
Veamos un ejemplo de un divisor de cero.

Ejemplo. 6.6.
Se considera un cuerpo K , el anillo de polinomios K[Y, Z0, Z1, Z2, . . .] y el ideal a = (Y Z0) + (Zn +
Y Zn+1 | n ∈ N). Llamamos A= K[Y, Z0, Z1, Z2, . . .]/a= K[y, z0, z1, z2, . . .] y consideramos F = y+X ∈
A¹Xº. Vamos a ver que F es un divisor de cero; para ello basta ver que

(y + X )(z0 + z1X + · · ·+ znX n + · · · ) = 0.

Sin embargo, para un tipo especial de anillos se tiene un resultado similar el Teorema de McCoy.

Teorema. 6.7.
Sea A un anillo reducido, esto es, Nil(A) = 0. Sean F =

∑∞
i=0 aiX

i, G =
∑∞

i=0 biX
i ∈ A¹Xº. Son

equivalentes:

(a) FG = 0,
(b) ai b j = 0 para todos i, j.
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DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Si FG = 0, vamos a probar que a0 b j = 0 para todo j. Hacemos la
demostración por inducción sobre j. Para j = 0 el resultado es cierto. Supongamos que sea cierto
para j = 0,1, . . . , t − 1. El coeficiente de X t en FG es:

0= a0 bt + a1 bt−1 + · · ·+ at−1 b1 + at b0.

Multiplicando por a0 se tiene:

0= a0(a0 bt + a1 bt−1 + · · ·+ at−1 b1 + at b0) = a2
0 bt ,

y de aquí 0= (a0 bt)2. Como A es un anillo reducido, se tiene a0 bt = 0. Llamamos F ′ a la serie formal
de potencias tal que X F ′ = F − a0, Se verifica F ′G = 0, y por tanto a1 b j = 0 para cada j. Repitiendo
el proceso se tiene ai b j = 0 para cada i y cada j. �

Problema. 6.8.
Calcular Nil(A¹Xº).

Vamos a calcular ahora los ideales maximales de A¹Xº. Se tiene:

Teorema. 6.9.
Los ideales maximales de A¹Xº son de la forma m+ (X ), siendo m un ideal maximal de A.
En consecuencia, si A es un cuerpo o un anillo local, entonces A¹Xº es un anillo local.

DEMOSTRACIÓN. (1). Para cada ideal maximal m ⊆ A se tiene que m + (X ) es un ideal maximal.
Basta considerar el homomorfismo ε : A¹Xº −→ A definido ε(

∑∞
i=0 aiX

i) = a0 y la biyección entre
los ideales de A y los ideales de A¹Xº que contiene a Ker(ε) = (X ).
(2). Para cada ideal maximal n ⊆ A¹Xº definimos m= ε(n). Es claro que m es un ideal de A ya que ε es
sobreyectiva, y es un ideal maximal, ya que si a ∈ A\m, entonces a /∈ n, y se tiene n+aA¹Xº= A¹Xº,
luego existen F =

∑∞
i=0 aiX

i ∈ n y G =
∑∞

i=0 biX
i ∈ A¹Xº tales que F + aG = 1, en particular

a0 + ab0 = 1 y por tanto m+ aA= A.
(3). Es claro que m+ (X ) ⊆ n, y como m+ (X ) es maximal, se tiene la igualdad. �

En general si A es un domino de factorización única, el anillo de polinomios A[X ] es un dominio de
factorización única. Esta propiedad no es cierta para anillos de series formales de potencias; este
resultado fue dado por P. Samuel en 1961. Sin embargo con algunas restricciones el resultado es
cierto.
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Teorema. 6.10.
Si D es un dominio de ideales principales, el anillo de series de potencias formales D¹Xº es un
dominio de factorización única.

La demostración se basa en dos lemas debidos a I. Kaplansky. El primero es el Corolario (24.13.), y
el segundo es:

Lema. 6.11. (Kaplansky.)
Sea D un dominio de integridad. Son equivalentes:

(a) D es un dominio de factorización única.
(b) Cada ideal primo no nulo de D contiene un elemento primo.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Es claro.
(b) ⇒ (a). Vamos a ver que cada elemento no nulo y no invertible es un producto de elementos
primos, y por el Lema (??) será un DFU. Llamamos C al conjunto

C = {x ∈ D | x es no nulo, no invertible y es un producto de elementos primos}.

Dado d /∈ C no nulo y no invertible, procedemos como sigue:
(1). Probamos que (d) ∩ C = ∅. Si ad ∈ C , se puede escribir ad = p1 · · · pt , como producto de
elementos primos. Se tiene p1 |a ó p1 |d; podemos escribir entonces a = p1a1 ó d = p1d1. Tenemos
entonces:

a1d = p2 · · · pt ó ad1 = p2 · · · pt .

Ahora eliminamos p2 de la misma forma. Tras t pasos obtenemos una expresión aid j = 1, por lo
tanto d ∈ C , lo que es una contradicción.
(2). Tomamos Γ = {a ⊆ D | d ∈ a, a ∩ C = ∅}. Este conjunto es inductivo, luego por el Lema
de Zorn tiene elementos maximales. Si a ∈ Γ es maximal vamos a probar que es un ideal primo.
Sean a, b ∈ D tales que ab ∈ a; si a, b /∈ a existen x ∈ (a+ (a)) ∩ C e y ∈ (a+ (b)) ∩ C , por tanto
x y ∈ (a+ (a))(a+ (b)) ⊆ a y x y ∈ C , lo que es una contradicción.
(3). Por la hipótesis a contiene un elemento primo, luego a∩ C 6=∅, lo que es una contradicción.
En consecuencia todo elemento no nulo y no invertible pertenece a C , y tenemos el resultado. �

DEMOSTRACIÓN. [del Teorema]Dado un ideal primo no nulo p ⊆ D¹Xº, si X ∈ p, entonces p contiene
un elemento primo. Si X /∈ p, el ideal ε(p) es no nulo y está generado por un elemento, sea ε(p) =
(d). Podemos probar que p está generado por un elemento. Sea F ∈ p tal que ε(F) = d, si G ∈ p

se tiene ε(G) = da0, luego G − Fa0 ∈ Ker(ε), y existe H ∈ D¹Xº tal que X H = G − Fa0 ∈ p,
luego H ∈ p. Aplicando el mismo argumento a H, existe a1 tal que H − Fa1 ∈ Ker(ε), y tenemos
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G = Fa0 + Fa1X + X 2H ′ para algún H ′ ∈ p. Podemos deducir que G ∈ (F) y se tiene p = (F). Como
p= (F) es un ideal primo, F es un elemento primo. De esta forma cada ideal primo no nulo contiene
un elemento primo, y el resultado se sigue aplicando el Lema (6.11.). �

Series formales de potencias de Laurent

El anillo de series formales de potencias A¹Xº se puede extender a un anillo más general, el ani-
llo A¹X−1, Xº de las series formales de potencias de Laurent. Los elementos de este anillo son
expresiones del tipo

∞
∑

i=−t

aiX
i,

donde t ∈ N, ai ∈ A. Las operaciones con estas series formales son análogas a las ya introducidas;
de forma que A¹X−1, Xº es un anillo, y se tienen inclusiones A[X ] ⊆ A¹Xº ⊆ A¹X−1, Xº.
De forma análoga podemos definir el anillo de series formales de potencias (descendentes) de
Laurent como el anillo A¹X , X−1

º, cuyos elementos son expresiones formales del tipo

−∞
∑

i=t

aiX
i,

donde la suma es descendente para los índices.
Observa la diferencia en la notación de los dos anillos que acabamos de introducir.
Existe un nuevo anillo A[X , X−1], que se puede definir como A¹X−1, Xº∩ A¹X , X−1

º; sus elementos
son expresiones formales del tipo

s
∑

i=t

AiX
i,

para enteros t ≤ s, y ai ∈ A, y se llaman polinomios de Laurent en X con coeficientes en A.

Proposición. 6.12.
Sea K un cuerpo, el anillo A¹X−1, Xº de las series formales de potencias de Laurent es un cuerpo.

DEMOSTRACIÓN. Ya conocemos que K¹X−1, Xº es un anillo; vamos a ver que es un cuerpo. Dado
∑∞

n=t anX n, con at 6= 0, existe a−1
t ∈ K , y si definimos

∑∞
n=−t bnX n, con

b−t = a−1
t ,

bn+1 = −a−1
t (
∑

i + j = t + k+ 1
j ≤ k

ai b j).

Entonces
∑∞

n=−t bnX n es el inverso de
∑∞

n=t anX n. �
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Corolario. 6.13.
Sea K un cuerpo, el anillo K¹X−1, Xº de las series formales de potencias de Laurent es el cuerpo de
fracciones del anillo K¹Xº de las series formales de potencias.
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6.1. Ejercicios

Álgebras y anillos de polinomios

Ejercicio. 6.14. (AM, Cap 1, Ej 4)
Para cada anillo A el radical de Jacobson de A[x] es igual al nilradical.

Ref.: 1121e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.15.
Demuestra que el cuerpo K(X ) de las funciones racionales en una indeterminada sobre el cuerpo
K , esto es, el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios K[X ], no es una K–álgebra finitamente
generada.
Observa que K(X )/K es una extensión de cuerpos finitamente generada.
Ref.: 1121e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.16.
Se considera el anillo Z[X ] y el anillo cociente Z[i] = Z[X ]/(X 2 + 1).
(1) Razona que cada elemento de Z[i] tiene un único representante de la forma a+ bX , y que con

estos representantes la multiplicación está definida como

(a+ bX )(c + dX ) = ac − bd + (ad + bc)X .

Podemos identificar a+bX con la expresión a+bi, y definir la multiplicación de estas expresiones
mediante la distributividad y la relación i2 = −1.

(2) En Z[i] existe una aplicación N : Z[i]→ N, N(a + bi) = a2 + b2, es la norma, y es un homo-
morfismo para el producto.

(3) Tenemos que Z[i] es un dominio euclídeo con aplicación euclídea la norma. Como consecuencia
Z[i] es un DIP y un DFU.

Se considera el homomorfismo f : Z → Z[i].Para cada ideal a de Z[i] el contraído ac = f −1(a) es
un ideal de Z, que es primo si a lo es.Para cada ideal nZ ⊆ Z, se tiene que nZ[i] es el extendido en
Z[i].
(1) Comprueba que 2Z[i] no es un ideal primo.
(2) Comprueba que 3Z[i] es un ideal primo.
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(3) Comprueba que 5Z[i] no es un ideal primo.
(4) En general, prueba que si p ∈ Z es un entero primo positivo se tiene que pZ[i] es un ideal primo

si y solo si p ≡ 3 (mod 4).
(5) Si p ≡ 1 (mod 4) o p = 2, entonces pZ[i] no es un ideal primo. Calcula en estos casos la

descomposición en primos de p en Z[i].

Ref.: 1121e_035 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.17.
Se considera un homomorfismo de anillos f : A → B y una indeterminada X . Entonces, por la
propiedad universal del anillo de polinomios, existe un único homomorfismo de anillos g : A[X ]→
B[X ] tal que g(X ) = X y g|A = f .
En particular, si a es un ideal de A existe un único homomorfismo, del tipo anterior, g : A[X ]→ A

a[X ],
que es inducido por la proyección A→ A

a .

(1) Describe cómo está definido g : A[X ] → A
a[X ], esto es, ¿cuál es la imagen del polinomio

∑t
i=0 aiX

i?
(2) Comprueba que g es sobreyectivo y calcula su núcleo.
(3) Describe el isomorfismo Im(g) ∼= A[X ]

Ker(g) , detallando cada uno de los anillos e ideales que en él
aparecen.

(4) Describe Zn[X ] como cociente de Z[X ].
(5) Describe los elementos del ideal (n) de Z[X ]
(6) ¿Cuándo el ideal (n) ⊆ Z[X ] es primo?
(7) ¿Cuándo el ideal (n) ⊆ Z[X ] es maximal?
(8) Da un ejemplo de un ideal maximal de Z[X ]

Ref.: 1121e_034 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.18. (Algunas subálgebras de álgebras de polinomios)
Dado un anillo de polinomios A[X ], podemos considerar el subanillo B generado por algunos ele-
mentos {X e1 , X e2 , . . . , X es}. Los elementos de B son de la forma:

a0 + a1X e1 + a2X e2 + · · ·+ a1,2X e1+e2 + a1,3X e1+e3 + · · ·

con a∗ ∈ A. Al considerar el conjunto {0, e1, e2, . . . , et , e1+ e2, e1+ e3, . . .} ⊆ N, resulta que tenemos un
submonoide del monoide aditivo de los números naturales. Si llamamos M a este monoide, resulta
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que
B = {

∑

m∈M( f ini ta)

amX m | am ∈ A}.

Podemos considerar indeterminadas Y1, . . . , Ys y un homomorfismo de anillos definido por

F : K[Y1, . . . , Ys] −→ B; f (Yi) = X ei .

(1) Prueba que el núcleo de f contiene a los binomios Y
e j

i − Y ei
j , con i < j.

(2) Prueba que si los {e1, . . . , es} son primos relativos dos a dos, entonces el núcleo de f es un ideal
primo (???).

(3) Dada una pareja (ei, e j), definimos una nueva pareja ( fi, f j), siendo fi =
ei

mcd{ei ,e j}
. Prueba que el

núcleo de f está generado por los binomios Y
f j

i − Y fi
j para cada para i < j.

Ref.: 1121e_120 SOLUCIÓN

Dominios de Factorización Única
Si D es un dominio un elemento f ∈ D es irreducible si no es cero ni invertible y no tiene factoriza-
ciones propias, esto es, si f = gh en D, entonces g ó h es invertible.
Un dominio D es un dominio de factorización única si cada elemento no nulo ni invertible f se
escribe de forma única como producto de elementos irreducibles.

Ejercicio. 6.19.
Prueba que para cada elemento a ∈ D en un dominio de factorización única son equivalentes:

(a) a es irreducible.
(b) (a) es un ideal primo.

Ref.: 1121e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.20. (AM, Cap 1, Ej 2)
Sea A un anillo y sea A[x] el anillo de polinomios en una indeterminada x , con coeficientes en A.
Sea f = a0 + a1 x + · · ·+ an xn ∈ A[x]. Demuestra que:

(1) f es una unidad en A[x] si y solo si a0 es una unidad en A y a1, . . . , an con nilpotentes.
Pista. Si b0 + b1 x + · · · + bm xm es el inverso de f , prueba por inducción respecto de r que
ar+1

n bm−r = 0. De aquí prueba que an es nilpotente, y entonces utiliza el ejercicio (4.34.).
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(2) f es nilpotente si y solo si a0, a1, . . . , an son nilpotentes.
(3) (Teorema de McCoy, 1942) f es un divisor de cero si y solo si existe 0 6= a ∈ A tal que a f = 0.

Pista. Elegir un polinomio g = b0+b1 x+· · ·+bm xm de grado mínimo m tal que f g = 0. Entonces
an bm = 0, por tanto an g = 0 (puesto que an g anula f y tiene grado menor que m). Después
prueba por inducción que an−r g = 0 (0≤ r ≤ n).

(4) (Lema de Gauss) f se dice que es primitivo si (a0, . . . , an) = (1). Prueba que si f , g ∈ A[x],
entonces f g es primitivo si y solo si f y g son primitivos.

Ref.: 1121e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.21. (AM, Cap 1, Ej 3)
Generalizar los resultados del ejercicio (6.20.) a un anillo de polinomios A[x1, . . . , xn] de varias
variables.
Ref.: 1121e_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.22.
Si A es un dominio de factorización única, prueba que el anillo A[X1, . . . , Xn] es un dominio de
factorización única.
Ref.: 1121e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.23.
Se considera el anillo Z[

p
−5] = {a+ b

p
−5 | a, b ∈ Z}.

(1) Prueba que Z[
p
−5] es un dominio de integridad.

(2) Prueba que 2× 3= (1+
p
−5)(1−

p
−5) son dos factorizaciones distintas de 6 ∈ Z

p
−5], y que

por lo tanto Z[
p
−5] no es un DFU.

Ref.: 1121e_038 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.24.
Se considera el anillo Z[

p
5] = {a+ b

p
5 | a, b ∈ Z}.

(1) Prueba que Z[
p

5] es un dominio de integridad.
(2) Prueba que la aplicación N : Z[

p
5]→ Z, definida N(a+ b

p
5) = a2−5b2 es un homomorfismo

para el producto.
(3) Prueba que un elemento x ∈ Z[

p
5] es invertible si y solo si N(x) = ±1.

(4) Da ejemplos de elementos x , y ∈ Z[
p

5] tales que x 6= ±1, N(x) = 1 y N(y) = −1.
(5) Prueba que si x ∈ Z[

p
5] verifica que N(x) es primo en Z, entonces x es irreducible.

(6) Prueba que la congruencia X 2 ≡ ±2 (mod 5) no tiene soluciones en Z, y de aquí deduce que
2, 3+

p
5,3−

p
5 ∈ Z[

p
5] son irreducibles.

(7) Prueba que 4= 2×2= (3+
p

5)(3−
p

5) son dos factorizaciones distintas de 4 en Z[
p

5], y que
por tanto Z[

p
5] no es un DFU.

Ref.: 1121e_039 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.25.
Sea K un cuerpo y X Y − Z T ∈ K[X , Y, Z , T]. Prueba que K[X , Y, Z , T]/(X Y − Z T )
(1) es un dominio y
(2) no es un DFU.

Ref.: 1121e_066 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.26.
Sea A un dominio de integridad y sea a ∈ A. Prueba que:

(1) Todo elemento primo es irreducible.
(2) Si A es DFU, entonces todo elemento irreducible es primo.
(3) Da ejemplos de elementos en Z[

p
−5] que sean irreducibles pero no primos.

(4) Si A es DFU, entonces A[X1, . . . , X t] es DFU.
(5) Si A es un dominio de ideales principales, entonces es DFU, y el recíproco no es cierto.
(6) Si f : A→ B es un isomorfismo de anillos, entonces a ∈ A es irreducible si y sólo si f (a) ∈ B es

irreducible.

Ref.: 1121e_092 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.27.
Sea D un dominio de integridad. Si c ∈ D no es primo existen a, b /∈ Dc tales que ab ∈ Dc y ab /∈ Dc2.

Ref.: 1121e_124 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.28.
Sea D un dominio de integridad. Si cada polinomio irreducible de grado dos de D[X ] es primo,
entonces cada elemento irreducible en D es primo.
Ref.: 1121e_125 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.29.
Sea D un dominio de integridad noetheriano. Si cada polinomio irreducible de grado dos es primo
en D[X ], entonces D es un dominio de factorización única
Ref.: 1121e_126 SOLUCIÓN

Un ideal a ⊆ A se llama casi primo (almost prime ideal) si para todos a, b ∈ a \ a2 se tiene a ∈ a ó
b ∈ a.Todo ideal primo y todo ideal idempotente es un ideal casi primo

Ejercicio. 6.30.
D es la clausura entera de Z en C
(1) Prueba que cada ideal radical de D es un ideal idempotente.
(2) Si c ∈ D es un elemento no nulo y no invertible, son equivalentes:

(a) Dc es un ideal primo.
(b) Dc es un ideal casi primo.

Ref.: 1121e_127 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.31.
Sea a ⊆ D un ideal casi–primo. Se verifica:

(1) Si b es un divisor de cero módulo a, entonces ba ⊆ a2.
(2) Si b ⊆ D está formado por divisores de cero módulo a, y a ⊆ b, entonces ba= a2.
(3) Si a es invertible entonces es primo.

Ref.: 1121e_128 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.32.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Prueba todo dominio euclídeo es un dominio de ideales principales.
(2) Prueba que Z, Z[ω] (ω raíz cúbica primitiva de la unidad), K , K[X ] (si K es un cuerpo) son

dominios euclídeos.

Ref.: 1121e_093 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.33.
Prueba que −1 es un cuadrado en Zp si, y sólo si, p = 2 o p ≡ 1 (mod 4).

Ref.: 1121e_094 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.34.
Sea p ∈ Z un entero primo. Prueba que:

(1) Z[i] es un dominio euclídeo.
(2) p es irreducible en Z[i] si, y sólo si, p no es suma de dos cuadrados en Z.
(3) p es primo en Z[i] si, y sólo si, p ≡ 3 (mod 4).
(4) p es suma de dos cuadrados (en Z) si, y sólo si, p = 2 o p ≡ 1 (mod 4).
(5) Sea a+ bi ∈ Z[i] con b 6= 0. Prueba que a+ bi ∈ Z[i] es irreducible si, y sólo si, N(a+ bi) ∈ Z

es un número primo no congruente con 3 módulo 4.

Ref.: 1121e_095 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.35.
Sean K un cuerpo y F ∈ K[X ].
(1) Prueba que K[X ]/(F) es un cuerpo si, y sólo si, F es irreducible.
(2) Construye un cuerpo de 9 elementos.
(3) Prueba que R[X ]/(X 2 + 1)∼= C.
(4) Si F =

∏n
i=1(X −αi), con αi ∈ K todos distintos, se define G j =

∏

i 6= j(X −αi), para 1≤ j ≤ n.

(4.1) Prueba que {G1, . . . , Gn} es una base del K–espacio vectorial K[X ]/(F).

(4.2) Dado H ∈ K[X ] determina las coordenadas de H con respecto a esta base.

Ref.: 1121e_096 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.36.
Sea F = anX n + · · ·+ a0 ∈ K[X ], con an 6= 0. Se puede escribir:

F = (anX n−1 + · · ·+ a1)X + a0

= ((anX n−2 + · · ·+ a2)X + a1)X + a0

= · · ·
= ((· · · ((anX + an−1)X + an−2)X + · · · )X + a1)X + a0.

Esto es, si se define inductivamente:

H0 = an

H1 = H0X + an−1

H2 = H1X + an−2

· · ·
Hn = Hn−1X + a0,

entonces, Hn = F y gr(Hi) = i para cada 0≤ i ≤ n.
(1) Con la notación anterior, prueba que {Hn−1, . . . , H0} es una base de K[X ]/(F). (Los polinomios

Hi se llaman los polinomios de Horner y tiene la propiedad de que para evaluar el polinomio
F en X = a es igual a evaluar, sucesivamente, Hn−1, . . . , H0, y de esta forma hacemos menos
productos.)

(2) Sea µX : K[X ]/(F)→ K[X ]/(F) la transformación lineal que consiste en multiplicar por X , esto
es, µX (G) = X G. Escribe la matriz de µX con respecto a la base {Hn−1, . . . , H0}.

(3) Determina el polinomio característico de la transformación lineal µX .

Ref.: 1121e_097 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.37.
Sea p un número entero primo positivo, y f : Z[X ]→ Zp[X ] la aplicación inducida por Z→ Zp, y
definida por:

f (anX n + · · ·+ a1X + a0) = anX n + · · ·+ a1X + a0.

(1) Prueba que f es un homomorfismo de anillos.
(2) Sea F ∈ Z[X ] tal que f (F) 6= 0 y gr( f (F)) = gr(F). Prueba que si f (F) es irreducible en Zp[X ],

entonces F no se factoriza en Z[X ] en la forma F = GH con G y H de grado positivo.

Ref.: 1121e_098 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.38. (Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein.)
Sea F = X n+an−1X n−1+· · ·+a0 ∈ Z[X ] tal que existe un primo p que verifica que p|ai (0≤ i ≤ n− 1)
y p2 - a0. Prueba que entonces F es irreducible en Z[X ] y en Q[X ].
Sea p ∈ Z primo. Prueba que:

(1) (X + 1)p − 1 es divisible por X y (X+1)p−1
X =

∑p−1
k=0

�p
k

�

X p−1−k es irreducible en Q[X ].
(2) 1+ X + X 2 + · · ·+ X p−1 es irreducible en Q[X ].
(3) Si a ∈ Z es tal que p | a pero p2 - a, entonces X n − a es irreducible en Q[X ].

Ref.: 1121e_099 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.39.
Resuelve

(1) Prueba que X 4 − X 2 + 1 es irreducible en Q[X ].
(2) Factoriza X 5 + X 4 + X 2 + X + 2 en Q[X ].

Ref.: 1121e_100 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.40.
Estudia los siguientes enunciados:
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(1) Sea F ∈ K[X ] y a una raíz de F en K . Prueba que a es raíz múltiple de F si, y sólo si, es raíz de
su derivada.

(2) Sea F ∈ K[X ], con K = C,R ó Q. Prueba que el polinomio F
mcd{F,F ′} ∈ K[X ] tiene las mismas

raíces que F en K , pero todas simples (este polinomio se llama el polinomio libre de cuadrados
asociado a F).

(3) Prueba que si F ∈Q[X ] es irreducible, entonces no tiene raíces múltiples en C.
(4) Prueba que

∑n
i=0 X i y

∑n
i=0

X i

i! no tienen raíces múltiples en C.

Ref.: 1121e_101 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.41.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea F = aX 2 + bX + c = a(X −α)(X − β) ∈ C[X ], con a 6= 0.
(1.1) Comprueba que el Discriminante ∆ := b2−4ac también es igual a a2(α.β)2 y deducir “F

tiene una raíz doble si, y solo si, ∆= 0"
(1.2) Compara ResX (F, F ′) con ∆ y justifica la afirmación ResX (F, F ′) = 0 si y sólo si ∆= 0.

(2) Sea F = X 3 + pX + q = (X − α)(X − β)(X − γ) ∈ C[X ]. Se define el Discriminante de F como
∆(F) = (α−β)2(α−γ)2(β−γ)2. Se verifica que∆(F) = 0 si, y solo si, F tiene una raíz múltiple.
(2.1) Comprueba que ∆(F) = −4p3−27q2. (Observa que ∆(F) es simétrico en las raíces y, por

lo tanto, es un polinomio en los coeficientes de F).
(2.2) Calcula ResX (F, F ′) y compara con ∆(F).

(3) Sea F = a0X n + · · · + an = a0(X − α1) · · · (X − αn) ∈ C[X ], con a0 6= 0, n ≥ 2.Se define el
Discriminante de F como:∆(F) := a2n−2

0

∏

(αi−α j)2. Prueba que ResX (F, F ′) = an−1
0

∏

i F ′(αi) =

(−1)
n(n−1)

2 a0∆(F).

Ref.: 1121e_102 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.42.
Sea F = anX n + · · ·+ a0 ∈ C[X ], con an 6= 0, y sea M := 1+

�

�

�

an−1
an

�

�

�+ · · ·+
�

�

�

a0
a1

�

�

�.

(1) Prueba que si α ∈ C es raíz de F , entonces | α |< M .
(2) Prueba que si F ∈ R[X ], entonces

F(M)> 0⇔ an > 0 y F(−m)> 0⇔ (−1)nan > 0.
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Ref.: 1121e_103 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.43.
Determina todos los polinomios irreducibles de grado 2, 3, 4 y 5 en Z2[X ].

Ref.: 1121e_104 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.44.
Sean F, G ∈ K[X1, . . . , Xn]. Prueba que:

(1) F + G = 0 o gr(F + G)≤max{gr(F), gr(G)}
(2) Si FG = 0 entonces F = 0 o G = 0. (Esto es, K[X1, . . . , Xn] es un dominio de integridad).
(3) gr(FG) = gr(F) + gr(G).
(4) ¿Cuáles son los elementos invertibles de K[X1, . . . , Xn]?
(5) Prueba que K[X1, . . . , Xn] tiene estructura de K-espacio vectorial y dar una base.
(6) Un polinomio de grado d en una variable tiene, a lo sumo, d + 1 coeficientes no nulos o mono-

mios. ¿Cuántos coeficientes no nulos puede tener un polinomio de grado d en dos variables?
(7) ¿Cuántos coeficientes no nulos puede tener un polinomio homogéneo de grado d en n variables?
(8) ¿Cuántos coeficientes no nulos puede tener un polinomio cualquiera de grado d en n variables?
(9) ¿Cuál es la dimensión del K-espacio vectorial K[X1, . . . , Xn]≤d = {F ∈ K[X1, . . . , Xn] | F =

0 o gr(F)≤ d}.
(10) ¿Cuáles son los polinomios irreducibles de K[X1, . . . , Xn]?

Ref.: 1121e_105 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.45.
Prueba que X 2 + Y 2 − 1 y X T − Y Z son irreducibles en Q[X , Y ] y Q[X , Y, Z , T] respectivamente.

Ref.: 1121e_106 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.46.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Prueba que si un polinomio F ∈ C[X1, . . . , Xn] se anula sobre todos los puntos de Zn, entonces
F es el polinomio nulo.

(2) Prueba que pasa lo mismo si F se anula en {(x1, . . . , xn) ∈ Zn | 0≤ x i ≤ gr(F), 1≤ i ≤ n}.

Ref.: 1121e_107 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.47.
Sean F = X Y − 1 y G = X 2 + Y 2 − 4. Mirando F y G como polinomios en X a coeficientes en Y ,
calcula ResX (F, G).¿Tienen F y G un factor en común en Q[X , Y ]? ¿Y en Q(Y )[X ]?
Ref.: 1121e_108 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.48.
Sea a= (Y + X 2 − 1, X Y − 2Y 2 + 2Y ) ⊆ R[X , Y ].
(1) Determina una base del R-espacio vectorial R[X , Y ]/a.
(2) Determina un isomorfismo entre R[X , Y ]/a y Rn para algún n ∈ N.
(3) ¿Es R[X , Y ]/a un cuerpo?

Ref.: 1121e_109 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.49.
Sea a = (X 2 + Y 5, X 3 + Y 4) ⊆ C[X , Y ]. ¿Cuál de los siguientes pares de polinomios determinan la
misma clase en C[X , Y ]/a?
(1) X Y y 1.
(2) X Y 5 y Y 4.
(3) Y 4 y −X 4Y .
(4) 5X 2 + 7Y 2 y 5Y 2 + 7X 2.

Ref.: 1121e_110 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.50.
Sea A un anillo. Prueba que son equivalentes:

(a) A es un cuerpo.
(b) A[X ] es un DIP.

Ref.: 1121e_129 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.51.
Una aplicación de la teoría de anillos.Encuentra todas las soluciones enteras de la ecuación X 2 +
2= Y 3.
Ref.: 1121e_131 SOLUCIÓN

Sea D un DFU, si a, b ∈ D, entonces mcd{a, b}mcm{a, b}= ab. Como todo DIP es un DFU, se tiene
(a)+ (b) = (mcd{a, b}), y (a)∩ (b) = (mcm{a, b}). Es claro que no todo DFU es un DIP; veamos un
ejemplo.

Ejercicio. 6.52.
En el anillo Z[i][X ], que es un DFU por el Lema de Gauss, consideramos a = X + i y b = X − i;

(1) Se tiene que X + i y X − i son primos relativos, ya que mcd{X + i, X − i}= 1.
(2) Se tiene que (X + i) y (X − i) no son ideales comaximales; su suma es un deal propio.
(3) Se tiene (X + i)∩ (X − i) = (X + i)(X − i) = (X 2 + 1).
(4) En consecuencia mcm{X + i, X − i}= (X + i)(X − i).

Observa que si a y b son comaximales, entonces a∩b= ab; el ejemplo anterior prueba que la primera
condición no es necesaria para tener la última.
Ref.: 1121e_132 SOLUCIÓN

Anillos de series formales de potencias

Ejercicio. 6.53.
Prueba que si D es un dominio, entonces D¹Xº es un dominio, y que lo mismo ocurre con
D¹X1, . . . , Xnº.
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Ref.: 1121e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.54. (AM, Cap 1, Ej 5)
Sea A un anillo y sea A¹Xº el anillo de las series formales de potencias F =

∑∞
n=0 anX n con coefi-

cientes en A. Para cada serie formal F =
∑∞

n=0 anX n se define el orden de F como el menor entero
no negativo n tal que an 6= 0.Demuestra que:

(1) F es una unidad en A¹Xº si y solo si a0 es una unidad en A.
(2) Si F es nilpotente, entonces an es nilpotente para todo n≥ 0. ¿Es cierto el recíproco?
(3) F pertenece al radical de Jacobson de A¹Xº si y solo si a0 pertenece al radical de Jacobson de

A.
(4) La contracción de un ideal maximal m de A¹Xº es un ideal maximal de A, y m está generado por

mc y X .
(5) Cada ideal primo de A es la contracción de un ideal primo de A¹Xº.

Ref.: 1121e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.55.
¿Es 7+3X +3X 2+3X 3+ · · · un elemento invertible en Z12¹Xº? En caso afirmativo calcula el inverso.

Ref.: 1121e_041 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.56.
Prueba que en Z12¹Xº la serie 2+ 3X + 2X 2 + 3X 3 + 2X 4 + 3X 5 + · · · no es un divisor de cero.

Ref.: 1121e_042 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.57.
Sea K un cuerpo.
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(1) Prueba que (X1, . . . , Xn) es el único ideal maximal de K¹X1, . . . , Xnº.
(2) Determina los ideales primos de K¹Xº.

Ref.: 1121e_043 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.58.
Sea A un anillo y a ⊆ A un ideal.

(1) Prueba que a+ (X ) ⊆ A¹Xº es un ideal de A.
(2) Prueba que p ⊆ A es un ideal primo si, y solo si, p+ (X ) ⊆ A¹Xº es un ideal primo.
(3) Prueba que m ⊆ A es un ideal maximal si, y solo si, m+ (X ) ⊆ A¹Xº es un ideal maximal.

Ref.: 1121e_044 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.59.
Dado un anillo A y un ideal a ⊆ A, en el anillo de series formales de potencias A¹Xº podemos
considerar los ideales a¹Xº = {

∑∞
i=0 aiX

i | ai ∈ A}, y el ideal aA¹Xº. Es claro que aA¹Xº ⊆ a¹Xº.
Prueba que en general no se tiene la igualdad.
Ref.: 1121e_121 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.60.
Sea A un anillo y a ⊆ A un ideal.

(1) Prueba que a¹Xº ⊆ A¹Xº es un ideal de A¹Xº.
(2) Prueba que A¹Xº/a¹Xº∼= (A/a)¹Xº.
(3) Prueba que p ⊆ A es un ideal primo si, y solo si, p¹Xº ⊆ A¹Xº es un ideal primo.
(4) Prueba que si m ⊆ A es un ideal maximal, m¹Xº ⊆ A¹Xº no es maximal.

Ref.: 1121e_045 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.61.
Se considera el anillo Q[Y0, Y1, Y2, . . .], n ∈ N, n ≥ 2, el ideal an = (Y n

0 , Y n
1 , Y n

2 , . . .) y el anillo A =
Q[Y0, Y1, Y2, . . .]/an. Llamamos yi al elemento Yi + an y definimos

F = y0 + y1X + y2X 2 + · · · ∈ A¹Xº.

Prueba que F no es nilpotente, aunque cada uno de sus coeficientes es nilpotente.
(Ejemplo debido a Fields.)
Ref.: 1121e_046 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.62.
En el ejemplo A del ejercicio (6.61.)

(1) Prueba que A es un anillo local y determina su ideal maximal m.
(2) Prueba que m¹Xº * mA¹Xº.

Ref.: 1121e_122 SOLUCIÓN

El uso de series de potencias permite una aritmética más sencilla que la del anillo de polinomios.
Ya conocemos cuando una serie de potencias es invertible. Vamos a estudiar cuando tiene una raíz
cuadrada.

Ejercicio. 6.63.
Sea A un dominio. Dada F =

∑∞
i=0 aiX

i ∈ A¹Xº, una serie no constante de orden t.

(1) Si existe G ∈ A¹Xº tal que G2 = F , entonces t es par y at es un cuadrado en A.
(2) Si t es par, at es invertible y un cuadrado en A y 2 es invertible en A, entonces F es un cuadrado

en A¹Xº.

Si A es un cuerpo de característica distinta de dos, las dos condiciones adicionales en (2) son ciertas
y tenemos una caracterización de las series formales de potencias que tienen una raíz cuadrada.
Ref.: 1121e_079 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 6.64.
Sea F ∈ Z[X ] un polinomio mónico no constante de grado par que para cada x ∈ Z se tiene F(x) es
un cuadrado en Z, prueba que F es un cuadrado en Z[X ].
Ref.: 1121e_080 SOLUCIÓN

Ejercicio. 6.65.
Prueba que el cuerpo de fracciones de Z¹Xº está contenido propiamente en Q¹Xº=Q((X )).
Ref.: 1121e_133 SOLUCIÓN

Producto tensor de anillos
Ya conocemos el producto de dos anillos; vamos a ver que en el caso de álgebras podemos también
hacer la construcción dual, esto es, el coproducto. Procedemos como sigue.

Dado un anillo A y dos A-álgebras B y C , definimos un nuevo A–módulo, B ⊗A C , como el cociente
del A–módulo libre sobre {(b, c) | b ∈ B, c ∈ C} por el submódulo S generado por los siguientes
elementos:

(b1 + b2, c)− (b1, c)− (b2, c), ∀b1, b2 ∈ B,∀c ∈ C
(b, c1 + c2)− (b, c1)− (b, c2), ∀b ∈ B, ∀c1, c2 ∈ C
(ab, c)− (b, ac), ∀a ∈ A, ∀b ∈ B, ∀c ∈ C
(ab, c)− a(b, c), ∀a ∈ A, ∀b ∈ B, ∀c ∈ C

Representamos por b⊗ c a la clase en B⊗A C del par (b, c). Por la definición los elementos de B⊗A C
son combinaciones A–lineales del tipo siguiente:

∑n
i=1 bi ⊗ ci, con bi ∈ B y ci ∈ C; es importante

destacar que un elemento puede ser representado por varias expresiones distintas; por ejemplo se
verifica (b1 + b2)⊗ c = b1 ⊗ c + b2 ⊗ c.

Llamamos a B ⊗A C el producto tensor de B y C sobre A.

(Observa que hasta el momento no hemos utilizado nada más que la estructura de A–módulo de B
y C , por lo que esta construcción se puede realizar para cualquier par de A–módulos.)

En el caso de dos A–álgebras, B y C , en el A–módulo B ⊗A C definimos un producto mediante:

(b1 ⊗ c1)(b2 ⊗ c2) = (b1 b2)⊗ (c1c2), ∀b1, b2 ∈ B,∀c1, c2 ∈ C .

Y se extiende a todos los elementos de B ⊗A C por distributividad.
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Ejercicio. 6.66.
Prueba que en B⊗A C este producto está bien definido, esto es, que no depende de los representantes
elegidos, y que B ⊗A C es una A–álgebra con elemento uno igual a 1⊗ 1.
Ref.: 1121e_074 SOLUCIÓN

El anillo B ⊗A C se llama el álgebra producto tensor de B y C sobre A. Dados A–módulos B, C y X ,
una aplicación β : B × C −→ X se llama A–bilineal si verifica:

β(b1 + b2, c) = β(b1, c) + β(b2, c), ∀b1, b2 ∈ B,∀c ∈ C
β(b, c1 + c2) = β(b, c1) + β(b, c2), ∀b ∈ B,∀c1, c2 ∈ C
β(ab, c) = β(b, ac), ∀a ∈ A,∀b ∈ B,∀c ∈ C
β(ab, c) = aβ(b, c), ∀a ∈ A,∀b ∈ B,∀c ∈ C

Por ejemplo, siempre tenemos una aplicación A–bilineal τ : B × C −→ B ⊗A C definida por τ(b, c) =
b⊗ c, para b ∈ B y c ∈ C .

Tenemos además que el par (τ, B ⊗A C) verifica la siguiente propiedad universal.

Ejercicio. 6.67.
Prueba que para cada A–módulo X y cada aplicación A–bilineal β : B × C −→ X existe un único
homomorfismo de A–módulos β ′ : B ⊗A C −→ X tal que β = β ′ ◦τ.

B × C τ //

β ""EEEEEEEEE B ⊗A C

β ′{{xxxxxxxxx

X

Ref.: 1121e_075 SOLUCIÓN

En el caso de A–álgebras también tenemos una propiedad universal. Observa que en este caso se
tiene la siguiente relación con τ:

τ(b1 b2, c1c2) = τ(b1, c1)τ(b2, c2), ∀b1, b2 ∈ B,∀c1, c2 ∈ C;

por lo tanto tenemos el siguiente resultado.
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Ejercicio. 6.68.
Dado un anillo A y A–álgebras B, C y X , para cada aplicación A–bilineal β : B × C −→ X verificando

β(b1 b2, c1c2) = β(b1, c1)β(b2, c2), para b1, b2 ∈ B y c1, c2 ∈ C , y
β(1, 1) = 1,

prueba que existe un único homomorfismo de A–álgebras β ′ : B ⊗A C −→ X tal que β = β ′ ◦τ.

B × C τ //

β ""EEEEEEEEE B ⊗A C

β ′{{xxxxxxxxx

X

Ref.: 1121e_076 SOLUCIÓN

Con estos resultados vamos a construir el dual del producto de dos A–álgebras.
Dadas dos A–álgebras B y C se definen:

jB : B −→ B ⊗A C , jB(b) = b⊗ 1, ∀b ∈ B;
jC : C −→ B ⊗A C , jC(c) = 1⊗ c, ∀c ∈ C .

Es claro que jB y jC son homomorfismos de A–álgebras. El resultado sobre el coproducto que andamos
buscando es:

Ejercicio. 6.69.
Dada una A–álgebra X y homomorfismos de A–álgebras fB : B −→ X , fC : C −→ X , prueba que existe
un único homomorfismo f : B ⊗A C −→ X tal que fB = f ◦ jB y fC = f ◦ jC .

B
jB //

fB ##FFFFFFFFFF B ⊗A C

f
��

C
jCoo

fC{{xxxxxxxxxx

X

Tenemos entonces que el producto tensor de dos dos anillos (conmutativos) es la suma directa de
los mismos.
Ref.: 1121e_077 SOLUCIÓN

Como aplicación de estos resultados hacer el siguiente:
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Ejercicio. 6.70.
Dado un anillo A y dos indeterminadas X e Y , prueba que se tiene un isomorfismo de A–álgebras
A[X ]⊗A A[X ]∼= A[X , Y ].
Ref.: 1121e_078 SOLUCIÓN
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Introducción

Este capítulo está dedicado al estudio de la aritmética de los anillos de polinomios en varias indeter-
minadas con coeficientes en un cuerpo. En él introducimos métodos computacionales basados en la
división con resto en anillos de polinomios en n indeterminadas, para lo que necesitamos introducir
relaciones de orden en Nn, que sean un buen orden compatible con la operación suma y de forma
que 0= (0, . . . , 0) sea el elemento mínimo; estos son los órdenes monomiales.
La herramienta fundamental para hacer un desarrollo computacional la proporcionan las bases de
Groebner, que nos permiten diseñar algoritmos para comparar ideales y dar métodos efectivos para
poder calcular las operaciones aritméticas elementales con los mismos.
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7. Representación de polinomios

Se considera un cuerpo K , indeterminadas X1, . . . , Xn y el anillo K[X1, . . . , Xn] de los polinomios en
X1, . . . , Xn con coeficientes en K . Al identificar K[X1, . . . , Xn] con K[X1, . . . , Xn−1][Xn], cada elemento
F ∈ K[X1, . . . , Xn] se escribe, de forma única, como:

F =
t
∑

i=1

FiX
i
n, con Fi ∈ K[X1, . . . , Xn−1]. (II.1)

Ésta es la representación recursiva de F . Sin embargo, en lo que sigue, vamos a utilizar otra repre-
sentación para los polinomios en K[X1, . . . , Xn]. Dadas las indeterminadas X1, . . . , Xn, manteniendo
el orden que se indica, cada producto de éstas se escribe de forma única como

X α1
1 · · ·Xn

αn .

Llamamos monomio a cada una de estas expresiones. Por simplicidad, al monomio X α1
1 · · ·Xn

αn lo
representaremos por X α, siendo α = (α1, . . . ,αn) ∈ Nn. Entonces el polinomio F se puede escribir
como una combinación lineal de monomios, con coeficientes en K , esto es,

F =
∑

α∈Nn

aαX α, con aα ∈ K , casi todos nulos.

Ésta es la representación distributiva de F .
Estamos interesados en la unicidad de esta representación. Observar que aunque las expresiones
X1X 5

2 + X2 y X2+ X1X 5
2 se refieren al mismo polinomio, en la práctica las consideraremos distintas, y

buscaremos criterios para asociar a cada polinomio una expresión única que nos permita compararlos
de forma sencilla y poder desarrollar algoritmos sobre los mismos.

1122-01.tex
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7.1. Ejercicios

Representación de polinomios

Ejercicio. 7.1.
Ordena los monomios

X 3Z2, X 2Y 2Z , X Z2, Y 2Z , X 3Y, X 3Z , X 2Y, Y 2Z2.

(1) Para el orden lexicográfico dado por X > Y > Z .
(2) Para el orden lexicográfico graduado correspondiente y
(3) Para el orden lexicográfico graduado inverso correspondiente.

Ref.: 1122e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 7.2.
Ordena los monomios

X 2Z , X 2Y 2Z , X Y 2Z , X 3Y, X 3Z2, X 2, X 2Y Z2, X 2Z2.

(1) para el orden monomial lexicográfico dado por X > Y > Z .
(2) Para el orden lexicográfico graduado correspondiente.
(3) Para el orden lexicográfico graduado inverso correspondiente.

Ref.: 1122e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 7.3.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Escribe explícitamente los diez primeros monomios del anillo K[X , Y ] para el orden lex y para
el orden invgrlex dados por X > Y .

(2) Escribe explícitamente todos los monomios de K[X , Y, Z] de grado total menor o igual a 2 en
orden lexicográfico y en orden lexicográfico graduado.

Ref.: 1122e_004 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 7.4.
Razona que existen n! ordenaciones monomiales lexicográficas distintas sobre K[X1, . . . , Xn]. Y
razona que existen n! ordenaciones grlex distintas y n! ordenaciones invgrlex distintas sobre
K[X1, . . . , Xn].
Ref.: 1122e_005 SOLUCIÓN
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8. Órdenes en Nn

Se considera el monoide aditivo Nn y en él un orden (orden parcial) �. Decimos que � es compa-
tible o un orden parcial lineal si para cualesquiera α,β ,γ ∈ Nn tales que

α� β , se tiene que α+ γ� β + γ.

Ejemplo. 8.1. (El orden producto en Nn)
Si consideramos en Nn el orden definido por

α≤pr β si αi ≤ βi para todo i = 1, . . . , n,

resulta que este orden es compatible.

Con objeto de determinar una expresión única para cada polinomio, estamos más interesados en
órdenes totales en Nn, y el introducido en el ejemplo anterior no lo es si n ≥ 2. Recordar que un
orden � es un orden total si para cada α,β ∈ Nn se tiene α� β ó β � α.
Dado un orden total � en Nn. Decimos que � es monótono o admisible si

0= (0, . . . , 0) es un mínimo de Nn;

esto es, para cada α ∈ Nn se verifica 0� α. Y decimos que � es fuertemente monótono si

αi ≤ βi, para cada índice i, entonces (α1, . . . ,αn)� (β1, . . . ,βn),

esto es, � es un orden que generaliza al orden producto, ≤pr , en Nn; ver Ejemplo (8.1.).
Es claro que todo orden fuertemente monótono es monótono. El recíproco no es siempre cierto. Sin
embargo, para órdenes compatibles tenemos:

Lema. 8.2.
Todo orden compatible y monótono es fuertemente monótono.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que αi ≤ βi para cada índice i, entonces existe γ ∈ Nn tal que α+γ=
β , como se verifica 0� γ, se obtiene α� α+ γ= β . �

Un orden enNn total, compatible y monótono se llama un orden de términos o un orden monomial.
Observa que para un preorden (verifica las propiedades reflexiva y transitiva) o un orden parcial en
Nn podemos hacer también las definiciones de monótono y fuertemente monótono.

El siguiente resultado es independiente del orden total que consideremos en Nn.

1122-02.tex
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Lema. 8.3. (Lema de Dickson.)
Dado un subconjunto no vacío S ⊆ Nn, existe un subconjunto finito G ⊆ S tal que para cada x ∈ S
existen y ∈ G y α ∈ Nn tales que x = y +α.

Se dice que G genera a S.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos inducción sobre n. Si n = 1, entonces S ⊆ N y podemos tomar G = {y},
siendo y el primer elemento de S. Supongamos que n > 1. Tomamos y ∈ S, si existe x ∈ S tal que
x /∈ y + Nn, entonces existe un índice i tal que x i < yi, y en particular x pertenece a uno de los
siguientes subconjuntos:

Si j = {x ∈ S | x i = j}, i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , yi − 1.

Definimos nuevos subconjuntos

S′i j = {x ∈ N
n | x i = 0 y (x1, . . . , x i−1, j, x i+1, . . . , xn) ∈ Si j}

Podemos considerar S′i j ⊆ N
n−1. Por la hipótesis de inducción, existe G′i j ⊆ S′i j finito que genera S′i j.

Definimos entonces

Gi j = {(x1, . . . , x i−1, j, x i+1, . . . , xn) ∈ Si j | (x1, . . . , x i−1, 0, x i+1, . . . , xn) ∈ G′i j}.

Resulta que Gi j es un subconjunto finito que genera Si j, luego

{y} ∪ (∪i jGi j)

es un conjunto finito que genera S. �

Un orden en un conjunto S es un buen orden si cada subconjunto no vacío tiene un primer elemento.

Ejercicio. 8.4.
Cada orden de monomial en Nn es un buen orden.

SOLUCIÓN. Como es un orden total, si un conjunto no vacío tiene un elemento minimal, entonces
éste es único, luego es minimal. Dada una cadena y0 > y1 > · · · en S, consideramos el conjunto X =
{y0, y1, . . .}. Por el lema de Dickson existe un conjunto generador finito {ym1

, . . . , ymt
}. Supongamos

que ym1
≤ ymi

para cada índice i. Si ym1
no es minimal, existe y j < ym1

. Además existe mi tal que
y j = ymi

+α. Como consecuencia yi = ymi
+α≥ ymi

≥ ym1
, lo que es una contradicción. �

En lo que sigue vamos a trabajar, principalmente, con órdenes monomiales.
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Monoideales

Un subconjunto E ⊆ Nn se llama un monoideal si para cada γ ∈ E y cada α ∈ Nn se tiene γ+α ∈ E,
esto es, E = E +Nn.
Dado un monoideal E, un subconjunto G ⊆ E tal que E = G+Nn se llama un sistema de generadores
de E.
Como consecuencia del Lema de Dickson, Lema (8.3.), resulta que cada monoideal E de Nn tiene un
sistema de generadores finito, esto es, E contiene un subconjunto finito G tal que E = G +Nn.
Un sistema de generadores G de un monoideal E se llama minimal si ningún subconjunto de G
genera E. Es fácil observar que cada monoideal contiene un sistema de generadores minimal. Sin
embargo podemos decir algo más:

Lema. 8.5.
Cada monoideal tiene un único sistema de generadores minimal.

DEMOSTRACIÓN. Sea E un monoideal y G y G′ dos sistemas de generadores minimales; por el
Lema de Dickson podemos suponer que ambos son finitos. Para cada α ∈ G existe βα ∈ G′ tal que
α = βα + γα para algún γα ∈ N. Se verifica que G1 := {βα | α ∈ G} genera G, y por lo tanto a G′. La
minimalidad de G′ se deduce que G1 = G′, y por lo tanto G′ ⊆ G. De forma análoga se tiene G ⊆ G′

y se tiene la igualdad. �

Órdenes en el producto cartesiano

Antes hemos hablado del orden producto en Nn; vamos a generalizar esta construcción. Dados dos
conjuntos A y B con relaciones de orden≤A y≤B, en el producto cartesiano A×B se define una nueva
relación de orden ≤pr mediante:

(a1, b1)≤pr (a2, b2) si
§

a1 ≤A a2 y
b1 ≤B b2

El orden ≤pr se llama el orden producto de ≤A y ≤B en A× B.
Si ≤A y ≤B son órdenes totales en A y en B respectivamente no siempre ≤pr es un orden total en
A×B, ver Ejemplo (8.1.). Por esta razón se suelen utilizar otros órdenes en A×B, también inducidos
por órdenes en los factores. Uno de ellos es el orden producto lexicográfico, que se define como

(a1, b1)≤lex (a2, b2) si
§

a1 <A a2 o
a1 = a2 y b1 ≤B b2

En este caso ≤lex es un orden total en A× B si ≤A y ≤B lo son.

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



94 CAP. II. ANILLOS DE POLINOMIOS

Producto de órdenes en un conjunto

Dados dos órdenes �1 y �2 en un conjunto A, definimos un nuevo orden � mediante:

a �1,2 b si a �1 b y a �2 b.

El orden �1,2 se llama el orden producto de �1 y �2. Con la notación anterior, observa que en
general �1,2 y �2,1 son distintos.
Observa que si �1 y �2 son órdenes totales el orden producto �1,2 no necesariamente lo es. Este
defecto lo podemos corregir cambiando la forma de definir órdenes a partir de órdenes o preórdenes
dados.
Dados dos preórdenes v1 y v2 en un conjunto A, definimos un nuevo preorden en A mediante:

αv1,2 β si
§

α À1 β ó
α≡1 β y αv2 β .

El preorden v1,2 se llama el producto lexicográfico de v1 y v2.

Lema. 8.6.
Con la notación anterior tenemos que v1,2 es un preorden. Además, si v1 y v2 son órdenes totales
compatibles ó monótonos entonces v1,2 también lo es.

Las construcciones anteriores se puede extender a un número finito de órdenes ó preórdenes.

Ejemplos de órdenes en Nn

Orden lexicográfico

α≥lex β si para el primer índice i tal que αi 6= βi se tiene αi > βi.

Orden lexicográfico graduado

α≥grlex β si
§
∑

i αi >
∑

i βi o
∑

i αi =
∑

i βi y α≥lex β .

El orden ≥grlex es el producto lexicográfico del preorden definido por el grado y el orden lexicográ-
fico.
Orden lexicográfico graduado inverso

α≥invgrlex β si
§
∑

i αi >
∑

i βi o
∑

i αi =
∑

i βi y para el primer índice i (por la dcha.) tal que αi 6= βi se tiene αi < βi.
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Debido a la biyección entre Nn y el conjunto de monomios X α1
1 · · ·X

αn
n , fijada una ordenación, X1 >

X2 > · · ·> Xn, de las indeterminadas, dada por (α1, . . . ,αn) 7→ X α1
1 · · ·X

αn
n , cada orden o preorden en

Nn define, de forma unívoca, un orden o preorden en el conjunto de monomios.

Ejemplo. 8.7.
Dados los monomios: X 3

1 , X1X 2
2 , X 5

2 , X 3
1 X2X3, X 4

3 , vamos a ordenarlos según los órdenes que hemos
definido.
Orden lexicográfico: X 3

1 X2X3, X 3
1 , X1X 2

2 , X 5
2 , X 4

3 .

Orden lexicográfico graduado: X 3
1 X2X3, X 5

2 , X 4
3 , X 3

1 , X1X 2
2 .

Orden lexicográfico graduado inverso: X 5
2 , X 3

1 X2X3, X 4
3 , X 3

1 , X1X 2
2 .

Ejemplo. 8.8.
Ordenar los términos del polinomio F = 3X 2 + 2X Y 2 + Y 3 ∈ K[X , Y ].
Orden lexicográfico:

F = 3X 2 + 2X Y 2 + Y 3, lt(F) = 3X 2, lc(F) = 3, lm(F) = X 2, exp(F) = (2,0).

Orden lexicográfico graduado:

F = 2X Y 2 + Y 3 + 3X 2, lt(F) = 2X Y 2, lc(F) = 2, lm(F) = X Y 2, exp(F) = (1,2).

Orden lexicográfico graduado inverso:

F = 2X Y 2 + Y 3 + 3X 2, lt(F) = 2X Y 2, lc(F) = 2, lm(F) = X Y 2, exp(F) = (1,2).

Es un resultado general que en el caso de dos indeterminadas los órdenes lexicográfico graduado y
lexicográfico graduado inverso coinciden. ¡Compruébalo!

Observación. 8.9.
Observar que para aplicar estos órdenes hemos utilizado la correspondencia X aY b 7→ (a, b); esto
supone la ordenación de las indeterminadas X > Y . Podríamos haber utilizado la correspondencia
X aY b 7→ (b, a), lo que supone la ordenación de las indeterminadas en la forma Y > X .
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8.1. Ejercicios

Órdenes

Ejercicio. 8.10.
Prueba que un orden total en un conjunto X es un buen orden si, y solo si, cada cadena descendente
es estacionaria.
Ref.: 1122e_048 SOLUCIÓN
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9. Algoritmo de la división

Consideramos el anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn]. Ya conocemos algo de su estructura; por ejem-
plo, es un dominio de factorización única. Vamos a profundiza un poco más en su aritmética.
Recordemos que como las indeterminadas se suponen conmutativas, cada producto de las mismas se
puede escribir, unívocamente, en la forma X α1

1 · · ·X
αn
n , siendo αi ∈ N, y que abreviadamente podemos

representar este producto por X α, siendo α= (α1, . . . ,αn) ∈ Nn.
Podemos desarrollar cada polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] como una combinación lineal de monomios
en la siguiente forma:

F =
∑

α

aαX α,

con aα ∈ K (casi todos nulos), α ∈ Nn, y si α= (α1, . . . ,αn), entonces X α = X α1
1 · · ·Xn

αn .
Veamos, para fijar notación, algunos elementos asociados con el polinomio F cuando tenemos un
orden monomial en Nn.

(I) El diagrama de Newton de F es: N (F) = {α ∈ Nn | aα 6= 0}.

(II) Si F 6= 0, el exponente de F : exp(F) =max{α ∈ Nn | α ∈ N (F)}.

(III) El grado de F : grad(F) =max{α1 + · · ·+αn | α= (α1, . . . ,αn) ∈ N (F)}.

(IV) El coeficiente líder de F : lc(F) = aexp(F).

(V) El término líder de F : lt(F) = aexp(F)X
exp(F).

(VI) El monomio líder de F : lm(F) = X exp(F).

Por completitud definimos lc(0) = 0 = lt(0). Como consecuencia, para cada F ∈ K[X1, . . . , Xn]
tenemos F 6= 0 si, y sólo si, lt(F) 6= 0 si, y sólo si, lc(F) 6= 0.

Lema. 9.1.
Dados F, G ∈ K[X1, . . . , Xn] tenemos exp(FG) = exp(F) + exp(G).

DEMOSTRACIÓN. Como consecuencia de ser un orden compatible resulta exp(FG) = exp(F) +
exp(G). �

De forma inmediata tenemos el siguiente resultado:

1122-03.tex
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Lema. 9.2.
Dados 0 6= F, G ∈ K[X1, . . . , Xn] tenemos:

(1) Si F + G 6= 0, entonces exp(F + G)≤max{exp(F), exp(G)};
(2) Si exp(F)< exp(G), entonces exp(F + G) = exp(G).

DEMOSTRACIÓN. �

Lo siguiente es también notación. Si α1 . . . ,αt ∈ Nn, es una lista de elementos de Nn, definimos:

∆1= α1 +Nn,
∆2= (α2 +Nn) \∆1,
...
∆t = (αt +Nn) \ ∪i<t∆

i,
∆ = Nn \ ∪i≤t∆

i.

No creemos que la notación αi para un elemento de Nn se confunda con la i–ésima potencia de α,
ya que no vamos a usar potencias de elementos de Nn a lo largo de este trabajo.

Lema. 9.3.
Para cada lista de elementos de Nn, por ejemplo α1, . . . ,αt , tenemos que {∆1,∆2, . . . ,∆t ,∆} es una
partición de Nn, cuando eliminamos los conjuntos vacíos.

DEMOSTRACIÓN. �

Una consecuencia de este resultado es el siguiente algoritmo de la división en el anillo K[X1, . . . , Xn].

Teorema. 9.4. (Algoritmo de la división)
Dado un orden monomial en Nn, para cada lista finita de polinomios no nulos

G1, . . . , Gt ∈ K[X1, . . . , Xn],

consideramos la partición de Nn determinada por la lista

exp(G1), . . . , exp(Gt).

Se verifica que para cada 0 6= F ∈ K[X1, . . . , Xn] existen elementos Q1, . . . ,Q t y R ∈ K[X1, . . . , Xn],
únicos, cumpliendo las propiedades siguientes:
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(1) F =
∑t

i=1 Q iGi + R.
(2) R= 0 ó N (R) ⊆∆.
(3) Para cada índice i se verifica: exp(Gi) +N (Q i) ⊆∆i.

Como consecuencia, si Q iGi 6= 0, se tiene exp(Q iGi)≤ exp(F) y si R 6= 0, entonces exp(R)≤ exp(F).

DEMOSTRACIÓN.
Existencia.
Hacemos inducción sobre exp(F). Si exp(F) = 0, entonces tenemos dos posibilidades:

(I) exp(F) = (0, . . . , 0) ∈∆i, para algún índice i.

(II) exp(F) = (0, . . . , 0) ∈∆.

(i) Tenemos exp(F) = exp(Gi) + γ, para algún γ ∈ Nn, luego exp(Gi) = (0, . . . , 0) y Gi ∈ K . Podemos
tomar:







Q j = 0, si j 6= i;
Q i = Fi/Gi;
R= 0

(ii) Tenemos exp(F) ∈∆, entonces podemos tomar:

§

Q i = 0, si i = 1, . . . , t;
R= F

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todos los polinomios G con exp(G) < exp(F). Al
igual que antes tenemos dos posibilidades:

(I) exp(F) ∈∆i, para algún índice i;

(II) exp(F) ∈∆.

(i) Tenemos exp(F) = exp(Gi) + γ, para algún γ ∈ Nn. Si definimos H = X γGi tenemos que F −
lc(F)
lc(H)X

γGi es un polinomio con exponente estrictamente menor que F . Aplicando la hipótesis de in-
ducción tenemos:

F −
lc(F)
lc(H)

X γGi =
∑

i

Q′iGi + R′

con los Q′1, . . . ,Q′t , R verificando las condiciones del enunciado. Entonces obtenemos la expresión:

F =
∑

i

Q iGi + R,
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en donde






Q j =Q′j, si j 6= i;
Q i =Q′i +

lc(F)
lc(H)X

γ;
R= R′

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado observemos las siguientes inclusiones:

exp(Gi) +N (Q i)⊆ exp(Gi) + {N (Q′i)∪ {γ}}=
= (exp(Gi) +N (Q′i))∪ {exp(Gi) + γ} ⊆
⊆∆i.

(ii) Si exp(F) ∈∆, entonces F − lt(F) es un polinomio con exponente estrictamente menor que F , y
por tanto, por la hipótesis de inducción, tenemos:

F − lt(F) =
∑

i

Q′iGi + R′

con los Q′1, . . . ,Q′t , R verificando las condiciones del enunciado. Entonces obtenemos la siguiente
expresión para F :

F =
∑

i

Q iGi + R,

en donde
§

Q i =Q′i, si i = 1, . . . , t;
R= R′ + lt(F)

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado tenemos que si R 6= 0, entonces, consi-
derando que N (0) =∅, tenemos:

N (R) =N (R′ + lt(F)) ⊆N (R′)∪ {exp(F)} ⊆∆.

Unicidad.
Sean

F =
∑

i

Q iGi + R=
∑

i

Q′iGi + R′

dos expresiones de F verificando las condiciones del enunciado. Tenemos entonces:

0=
∑

i

(Q i −Q′i)Gi + (R− R′).

Vamos a analizar los exponentes de los sumandos de esta suma:

exp(R− R′) ∈ N (R− R′) ⊆N (R)∪N (R′) ⊆∆.

exp((Q i −Q′i)Gi)= exp(Q i −Q′i) + exp(Gi) ⊆
⊆ exp(Gi) + (N (Q i −Q′i)) =
= (exp(Gi) +N (Q i))∪ (exp(Gi) +N (Q′i))
⊆∆i.
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Ahora como los∆1, . . . ,∆t ,∆ forman una partición deNn, llegamos a que cada uno de los sumandos
es cero, y como estamos en un dominio, tenemos Q i =Q′i, para cada índice i, y R= R′. �

Los Q1, . . . ,Q t se llaman los cocientes de F y R se llama el resto de F relativos a {G1, . . . , Gt}. El
resto R se representa también por R(F ; {G1, . . . , Gt}).
Observa que el orden de los elementos G1, . . . , Gt es determinante para el cálculo del resto. Esto es,
puede ocurrir que:

R(F ; {G1, . . . , Gi, . . . , G j, . . . , Gt}) 6= R(F ; {G1, . . . , G j, . . . , Gi, . . . , Gt}),

cuando i 6= j.

Ejercicio. 9.5.
Se consideran los polinomios F, G1, G2, G3 ∈Q[X , Y, Z].

F = X 4Y 2 + X 2Y 3Z − 2X Y 2Z3 − 3X 2Y Z4,
G1= X 3Y − 2X 2Z2,
G2= X 2Y 3 + X Z3,
G3= X Y 2Z − X 2Y Z − 3X Y Z2.

Con respecto al orden lexicográfico haz la división de F por {G1, G2, G3} y la división de F por
{G3, G2, G1}. Comprueba que son distintas.

SOLUCIÓN. Sean
F = X 4Y 2 + X 2Y 3Z − 2X Y 2Z3 − 3X 2Y Z4,
G1= X 3Y − 2X 2Z2,
G2= X 2Y 3 + X Z3,
G3= X Y 2Z − X 2Y Z − 3X Y Z2.

para hacer la división de F por {G1, G2, G3} consideramos la siguiente tabla:

∆1 = (3,1, 0) +N3

∆2 = ((2,3, 0) +N3) \∆1

∆3 = ((2,1, 1) +N3) \∆2

i Fi exp(Fi) ∈ Q1 Q2 Q3 R

0 X 4Y 2 + X 2Y 3Z − 2X Y 2Z3 − 3X 2Y Z4 (4, 2,0) ∆1 X Y
1 X 2Y 3Z + 2X 3Y Z2 − 2X Y 2Z3 − 3X 2Y Z4 (3, 1,2) ∆1 2Z2

2 X 2Y 3Z − 2X Y 2Z3 + 4X 2Z4 − 3X 2Y Z4 (2, 3,1) ∆2 Z
3 −2X Y 2Z3 − X Z4 + 4X 2Z4 − 3X 2Y Z4 (2, 1,4) ∆3 3Z3

4 −2X Y 2Z3 − X Z4 + 4X 2Z4 − 3X Y 2Z4 + 9X Y Z5 (2, 0,4) ∆ 4X 2Z4

5 −2X Y 2Z3 − X Z4 − 3X Y 2Z4 + 9X Y Z5 (1, 2,4) ∆ −3X Y 2Z4

6 −2X Y 2Z3 − X Z4 + 9X Y Z5 (1, 2,3) ∆ −2X Y 2Z3

7 −X Z4 + 9X Y Z5 (1, 1,5) ∆ 9X Y Z5

8 −X Z4 (1, 0,4) ∆ −X Z4

∑

0 X Y + 2Z2 Z 3Z3 −−
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F = (X Y + 2Z2)G1 + ZG2 + (3Z3)G3 + (4X 2Z4 − 3X Y 2Z4 − 2X Y 2Z3 + 9X Y Z5 − X Z4).

En el caso de la división de F por {G3, G2, G1}, el resultado es:

F = (−2X Z − Y 2−2Y Z +3Z3+6Z2)G3+0G2+(X Y )G1+(X Y 4Z − X Y 3Z2−3X Y 2Z4−14X Y 2Z3+9X Y Z5+18X Y Z4).

�
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9.1. Ejercicios

Algoritmo de la división

Ejercicio. 9.6.
Usando el orden invgrlex para X > Y :

(1) Halla el resto de X 7Y 2 + X Y 2 + Y 2 módulo {X Y 2 − X , X − Y 3}.
(2) Halla el resto de X 7Y 2 + X Y 2 + Y 2 módulo {X − Y 3, X Y 2 − X }.

Ref.: 1122e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.7.
Usando el orden invgrlex para X > Y :

(1) Halla el resto de X 2Y + X Y 2 + Y 2 módulo {Y 2 − 1, X Y − 1}.
(2) Halla el resto de X 2Y + X Y 2 + Y 2 módulo {X Y − 1, Y 2 − 1}.

Ref.: 1122e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.8.
Haz la división de F = X 3Y 3 + 3X 2Y 4 por G = X Y 4 en K[X , Y ] cuando consideramos el orden
lexicográfico (con la ordenación de indeterminadas X > Y ).
Ref.: 1122e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.9.
Haz la división de F = X 2+X−Y 2+Y por {G1 = X Y+1, G2 = X+Y } en K[X , Y ] cuando consideramos
el orden lexicográfico (con la ordenación de indeterminadas X > Y ).
Ref.: 1122e_011 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 9.10.
Haz la división de F = X 2+X−Y 2+Y por {G1 = X+Y, G2 = X Y+1} en K[X , Y ] cuando consideramos
el orden lexicográfico (con la ordenación de indeterminadas X > Y ).
Ref.: 1122e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.11.
Dados los polinomios

F = X 3Y 2Z + X 2Y 3Z2 + 2X Y Z − Y 4 + 1;
G1 = X Y 2 + Y Z + Y + 2Z;
G2 = X Z2 + Y − Z + 1;
G3 = X Y Z + Y 2Z2 + X − Y + 2.

(1) Determina la división de F por {G1, G2, G3} con el orden lexicográfico para la ordenación dada
por X > Y > Z .

(2) Haz lo mismo con el orden graduado lexicográfico.
(3) Haz lo mismo con el orden graduado lexicográfico inverso.

Ref.: 1122e_060 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.12.
Dados los polinomios

H = X 2Y 2 − X 2Z − X Y 2Z3 + X Y 2Z + X Y Z + 3X Y − X Z2 + Y 3Z2 − Y 2 − Y Z − Z − 1
G1 = X Y 2 + Y Z + Y + 2Z;
G2 = X Z2 + Y − Z + 1;
G3 = X Y Z + Y 2Z2 + X − Y + 2.

(1) Determina la división de H por {G1, G2, G3} con el orden lexicográfico para la ordenación dada
por X > Y > Z .

(2) Haz lo mismo con el orden graduado lexicográfico.
(3) Haz lo mismo con el orden graduado lexicográfico inverso.

Ref.: 1122e_061 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 9.13.
Dados los polinomios

F = X 3Y 2Z + X 2Y 3Z2 + 2X Y Z − Y 4 + 1;
H = X 2Y 2 − X 2Z − X Y 2Z3 + X Y 2Z + X Y Z + 3X Y − X Z2 + Y 3Z2 − Y 2 − Y Z − Z − 1
G1= X Y 2 + Y Z + Y + 2Z;
G2= X Z2 + Y − Z + 1;
G3= X Y Z + Y 2Z2 + X − Y + 2.

Responde a las siguientes preguntas:

(1) ¿Pertenece F al ideal generado por {G1, G2, G3}?
(2) ¿Pertenece H al ideal generado por {G1, G2, G3}?

Ref.: 1122e_062 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.14.
Sea K un cuerpo, X1, . . . , Xn indeterminadas sobre K , y F, G polinomios en el anillo K[X1, . . . , Xn]:
(1) Prueba que FG =mcd{F, G}mcm{F, G}.
(2) Prueba que (F)∩ (G) = (mcm{F, G}).
(3) ¿Ocurre lo mismo con (F) + (G) y (mcd{F, G})?

Ref.: 1122e_049 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.15.
Divide, con el orden lexicográfico, el polinomio F por el conjunto, ordenado, de polinomios H =
{H1, H2}, siendo:

(1) F = X Y Z; H1 = X + Z; H2 = Y − Z .
(2) F = X Y 2 − X ; H1 = X Y + 1; H2 = Y 2 − 1.
(3) F = X Y 2 − X ; H1 = Y 2 − 1; H2 = X Y + 1.

Ref.: 1122e_050 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 9.16.
Si K es un cuerpo el anillo K[X ] es un DE, y por tanto el mcd D de dos elementos F, G ∈ K[X ] se
escribe D = FC1 + GC2, la identidad de Bezout, con C1, C2 ∈ K[X ].
Por otro lado tenemos que Q[X , Y ] no es un DE y no se verifica, en general, la identidad de Bezout.

(1) Da un ejemplo de dos polinomios F, G ∈ Q[X , Y ] cuyo mcd no se pueda escribir como una
combinación de F y G.

(2) Prueba que esto ocurre si, y solo si, (F, G) ⊆Q[X , Y ] no es un ideal principal.

Ref.: 1122e_051 SOLUCIÓN

Ejercicio. 9.17.
Haz la división de F por {G1, G2, G3}, siendo:F = X 5Y 2 + X 5Z2 + Y 3Z3,G1 = (X + Y + Z)2 − 1,G2 =
X Y + Y Z2 + X Z3 + Y ,G3 = X 7Y − X 4Y 3Z + 4Y 5Z2 − 2,en los siguientes casos:

(1) con el orden lexicográfico.
(2) con el orden lexicográfico graduado.
(3) con el orden lexicográfico graduado inverso.

Ref.: 1122e_057 SOLUCIÓN
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10. Ideales monomiales

Un ideal a de K[X1, . . . , Xn] se llama monomial si tiene un sistema de generadores formado por
monomios. El resultado fundamental de esta sección es que los ideales monomiales de K[X1, . . . , Xn]
se pueden estudiar a través de los monoideales de Nn.

Lema. 10.1.
Si a es un ideal monomial con un sistema de generadores formado por monomios {X α | α ∈ A⊆ Nn},
para cada monomio X β ∈ K[X1, . . . , Xn] son equivalentes:

(a) X β ∈ a.
(b) Existe F ∈ K[X1, . . . , Xn] tal que X β = FX α, para algún α ∈ A.

Además, este F se puede tomar monomial.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que (b) implica (a). Para ver que (a) implica (b), sea {X α | α ∈ A}
un sistema de generadores de a formado por monomios, y sea X β ∈ a. Entonces existen F1, . . . ,
Ft ∈ K[X1, . . . , Xn] y α1, . . . , αt ∈ A tales que X β =

∑

i FiX
αi

. Supongamos que Fi =
∑

j bi jX
β i j

, con
bi j ∈ K , tenemos la expresión siguiente:

X β =
∑

i

FiX
αi
=
∑

i

�

∑

j

bi jX
β i j

�

X α
i
=
∑

i, j

bi jX
β i j

X α
i
=
∑

i, j

di jX
αi+β i j

.

Los monomios unitarios son una K–base de K[X1, . . . , Xn], luego de X β =
∑

i, j di jX
αi+β i j

deducimos
que la expresión anterior se puede escribir

X β =
�∑

{di j | αi + β i j = β}
�

X β ,

y como consecuencia, para algún αi se tiene que existe un γ tal que αi + γ = β , entonces existe un
c ∈ K tal que X β = cX γX α

i
, de donde se tiene el resultado. �

Proposición. 10.2.
Sea a un ideal monomial y sea F un elemento de K[X1, . . . , Xn]. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

(a) F ∈ a.
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(b) Todo monomio de F pertenece a a.
(c) F es una combinación K–lineal de monomios de a.

Dado un polinomio F =
∑

α∈Nn cαX α, llamamos soporte de F al conjunto Supp(F) = {X α | cα 6= 0}.

DEMOSTRACIÓN. Las relaciones (b)⇔ (c)⇒ (a) son claras. Para probar que (a) implica (b), consi-
deremos {X α | α ∈ A} un sistema de generadores de a formado por monomios para algún conjunto
A. Sea F ∈ a, existen F1, . . . , Ft ∈ K[X1, . . . , Xn] y α1, . . . ,αt ∈ A tales que F =

∑

i FiX
αi

. Consideramos
desarrollos de los Fi, por ejemplo, Fi =

∑

j bi jX
β i j

, con bi j ∈ K . Tenemos la expresión siguiente:

F =
∑

i FiX
αi
=

=
∑

i(
∑

j bi jX
β i j
)X α

i
=

=
∑

i, j bi jX
β i j

X α
i
=

=
∑

i, j di jX
αi+β i j

=
=
∑

β cβX β .

Si algún cβ 6= 0, entonces 0 6= cβ =
∑

{di j | αi+β i j = β}, y al igual que en la demostración del lema
anterior tenemos que existe algún αi ∈ A y algún c ∈ K tales que

cβX β = cX γX α
i
,

de donde cada monomio de F pertenece a a. �

Si a es un ideal definimos
Exp(a) = {exp(F) | 0 6= F ∈ a}.

Un subconjunto E ⊆ Nn se llama un monoideal, ver página 93, si para cada γ ∈ E y cada α ∈ Nn se
tiene γ+α ∈ E, esto es, si E = E +Nn.

Lema. 10.3.
Para cada ideal a de K[X1, . . . , Xn] se tiene que Exp(a) es un monoideal de Nn.

Corolario. 10.4. (Lema de Dickson para ideales monomiales)
Si a es un ideal monomial, entonces a tiene un sistema finito de generadores formado por monomios.
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DEMOSTRACIÓN. Como tenemos que Exp(a) es un monoideal de Nn, sea A ⊆ Exp(a) finito tal que
Exp(a) = A+Nn. Para cada α ∈ A consideramos Fα ∈ a tal que exp(Fα) = α. Es claro que lm(Fα) =
lc(Fα)X α, luego X α ∈ a. Consideramos ahora el ideal b = R({X α | α ∈ A}). Se verifica que b ⊆ a.
Además, dado un monomio X β ∈ a tenemos β ∈ Exp(a) = A+Nn, luego existe α ∈ A y γ ∈ Nn tales
que β = α+ γ. Entonces tenemos:

X β = X α+γ = cX γX α,

para algún c ∈ K , y por tanto X β ∈ b. �

Una demostración directa de este resultado aparece en los ejercicios.
Como consecuencia de la demostración del Lema de Dickson para ideales monomiales tenemos:

Corolario. 10.5.
Si a y b son ideales monomiales, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) a= b;
(b) Exp(a) = Exp(b).

El siguiente resultado es de interés, ya que en teoría permite comparar ideales monomiales.

Proposición. 10.6.
Cada ideal monomial tiene un (único) sistema finito mínimo de generadores.

DEMOSTRACIÓN. Sean G y G′ dos sistemas de generadores. Para cada g ∈ G existe g ′ ∈ G′ tal que
g ′ | g, luego G\{g}∪{g ′} es un nuevo sistema de generadores que ocupa el lugar de G. Si realizamos
este proceso para cada sistema de generadores G′, llegamos a un sistema de generadores mínimo.

�

Es claro que existe una biyección entre ideales monomiales de K[X1, . . . , Xn] y monoideales de Nn.
En esta biyección a cada ideal a le corresponde el monoideal Exp(a), y a cada monoideal E ⊆ Nn, con
sistema de generadores G le corresponde el ideal monomial con sistema de generadores {X γ | γ ∈ G}.
En ambos casos los sistemas de generadores pueden ser tomados finitos.
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10.1. Ejercicios

Ideales monomiales

Ejercicio. 10.7.
Sean a,b ⊆ K[X1, . . . , Xn] ideales monomiales generados por {A1, . . . , As} y {B1, . . . , Bt}, respectiva-
mente.

(1) Demuestra que a∩ b es un ideal monomial.
(2) Demuestra que {Mi, j | i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , t}, Mi, j es un m.c.m. de Ai y B j, es un sistema de

generadores de a∩ b.
(3) Calcula la intersección de los ideales a = (X , Y 2Z , Y Z2) y b = (X 3Y Z , X 2Y, Y 2Z3) en el anillo

K[X , Y, Z].

Ref.: 1122e_003 SOLUCIÓN

Lema de Dickson para ideales monomiales

Ejercicio. 10.8.
Sean a1 y a2 ideales monomiales con sistemas de generadores G1 y G2, respectivamente. Demuestra
que:

(1) a1 + a2 está generado por G1 ∪ G2,
(2) a1a2 está generado por {H L | H ∈ G1, L ∈ G2}.

Como consecuencia la suma y el producto de ideales monomiales es un ideal monomial.
Ref.: 1122e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 10.9.
Demuestra que si {ai | i ∈ I} es una cadena de ideales monomiales, entonces la unión ∪iai es un
ideal monomial.
Ref.: 1122e_038 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 10.10.
Demuestra que la intersección de ideales monomiales es un ideal monomial.

Ref.: 1122e_039 SOLUCIÓN

Ejercicio. 10.11.
Demuestra que si a y b son ideales monomiales, entonces (a : b) es un ideal monomial.

Ref.: 1122e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 10.12.
Demuestra que:

(1) Un ideal monomial es primo si y solo si está generado por un subconjunto de {X1, . . . , Xn}.
(2) El número de ideales monomiales primos es finito, y cada uno de ellos es finitamente generado.
(3) (X1, . . . , Xn) es el único ideal maximal que es monomial.

Ref.: 1122e_041 SOLUCIÓN

Ejercicio. 10.13. (Lema de Dickson para ideales monomiales)
Todo ideal monomial en K[X1, . . . , Xn] es finitamente generado.

Ref.: 1122e_042 SOLUCIÓN

Ejercicio. 10.14.
Se considera un ideal a del anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn].
(1) Prueba que si a es un ideal monomial, entonces rad(a) es un ideal monomial.
(2) Prueba que el recíproco no es cierto, esto es, da un ejemplo de un ideal a que no es monomial

y tal que rad(a) es un ideal monomial.
(3) Caracteriza los ideales radicales monomiales.

Ref.: 1122e_044 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 10.15. (Ideales monomiales.)
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Para ideales primos monomiales p1,p2. Determina p1 ∩ p2 en función de los generadores de los
pi.

(2) Extiende el resultado anterior a una familia de ideales p1, . . . ,pt .

Ref.: 1122e_046 SOLUCIÓN
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11. Bases de Groebner

Vamos a tratar ahora el caso general de un ideal no nulo del anillo de polinomios y vamos a ver si
es posible obtener un sistema de generadores que sea mínimo en algún sentido.

Lema. 11.1.
Sea a un ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn]. Si A ⊆ Nn es un sistema finito de generadores de Exp(a),
para cada conjunto de polinomios {Fα | α ∈ A} ⊆ a tales que exp(Fα) = α para cada α ∈ A, se tiene
que {Fα | α ∈ A} es sistema de generadores de a como ideal.

DEMOSTRACIÓN. Como A es finito, supongamos que {Fα | α ∈ A}= {G1, . . . , Gt}. Para cada 0 6= F ∈
a consideramos el algoritmo de la división para la sucesión G1, . . . , Gt . Obtenemos una expresión
F =

∑

i Q iGi + R. Si R 6= 0, entonces N (R) ⊆ ∆ y como tenemos R = F −
∑

i Q iGi ∈ a, se verifica
exp(R) ∈ Exp(a) = A+Nn = ∪i∆

i, lo que es una contradicción. �

Si a es un ideal de K[X1, . . . , Xn], una base de Groebner de a es un conjunto finito de elementos no
nulos, G= {G1, . . . , Gt} ⊆ a, verificando que

Exp(a) = {exp(G1), . . . , exp(Gt)}+Nn = Exp(G) +Nn.

Corolario. 11.2.
(1) Cada ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn] tiene una base de Groebner.
(2) Toda base de Groebner de un ideal no nulo es un sistema de generadores.
(3) Teorema de la base de Hilbert. Todo ideal de K[X1, . . . , Xn] es finitamente generado.

Proposición. 11.3.
Dados a es un ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn], y G, G′ son dos bases de Groebner de a, para cada
0 6= F ∈ K[X1, . . . , Xn] se verifica R(F ;G) = R(F ;G′).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que al aplicar el algoritmo de la división para G y G′ obtenemos dos
expresiones:

F =
∑

i

Q iGi + R=
∑

j

Q′jG
′
j + R′,

1122-05.tex
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respectivamente. Si R 6= R′, como R− R′ ∈ a, tenemos

exp(R− R′) ∈ Exp(a) = ∪i∆
i = ∪ j(∆

′) j.

Pero
exp(R− R′) ∈ N (R− R′) ⊆N (R)∪N (R′) ⊆∆=∆′ = Nn \ Exp(a),

lo que es una contradicción. �

Algoritmo de Buchberger

Se trata ahora de caracterizar las bases de Groebner para después dar un algoritmo que permita
calcular una de ellas.

Proposición. 11.4.
Sea a un ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn] y G una familia finita de elementos de a. Son equivalentes
los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de a.
(b) Para cada 0 6= F ∈ a se tiene R(F ;G) = 0.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si R(F ;G) 6= 0, entonces exp(R(F ;G)) ∈ Exp(a)∩∆ = ∅, lo que es una
contradicción.
(b)⇒(a). Sea 0 6= F ∈ a, por el algoritmo de la división existen Q1, . . . ,Q t , R ∈ K[X1, . . . , Xn] tales
que:

F =
∑

i

Q iGi, y exp(Gi) +N (Q i) ⊆∆i.

En consecuencia, exp(Q iGi) 6= exp(Q jG j) si i 6= j, y exp(F) es el máximo de los exponentes de los
sumandos Q iGi. Existe un índice i tal que

exp(F) = exp(Q iGi) ∈∆i ⊆ exp(Gi) +Nn,

y por tanto exp(F) ∈ {exp(G1), . . . , exp(Gt)}+Nn. �

Esta caracterización de las bases de Groebner no es muy práctica, ya que habría que probar con todos
los elementos del ideal a para ver que tenemos una base de Groebner. Se trata entonces de buscar
criterios más prácticos para caracterizar bases de Groebner.
Vamos a introducir en este punto la notación necesaria para su desarrollo.
Si X α y X β son dos monomios, vamos a definir su mínimo común múltiplo. Definimos:

γi =max{αi,βi}, 1≤ i ≤ n.
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Sea γ= (γ1, . . . ,γn) ∈ Nn, entonces llamamos a X γ el mínimo común múltiplo de X α y X β . Tenemos
que X γ es realmente un múltiplo ya que se verifica:

X γ = X γ−αX α.

Y el resultado análogo para X β :
X γ = X γ−βX β .

El mínimo común múltiplo se representa por mcm{X α, X β}.
Con este bagaje vamos a definir las semisicigias ó s–polinomios. Dados F, G ∈ K[X1, . . . , Xn], con
exp(F) = α y exp(G) = β , el s–polinomio definido por F y G es:

S(F, G) =
1

lc(F)
X γ−αF −

1
lc(G)

X γ−βG.

Lema. 11.5. (Lema técnico)
Se considera la expresión

∑t
i=1 ciX

αi
Fi, en donde: los Fi son elementos de K[X1, . . . , Xn], ci ∈ K y

αi ∈ Nn, verificando:

exp(
∑

i

ciX
αi

Fi)< δ = exp(X α
i
Fi), para cada índice i.

Entonces existen elementos c jk ∈ K tales que:

∑

i

ciX
αi

Fi =
∑

jk

c jkX δ−γ
jk
S(F j, Fk), y exp(X δ−γ

jk
S(F j, Fk))< δ,

en donde X γ
jk
=mcm{X exp(F j), X exp(Fk)}.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que exp(Fi) = β i, entonces αi + β i = δ. Hacemos el siguiente desa-
rrollo:

∑

i

ciX
αi

Fi =
∑

i

ci lc(Fi)
X α

i
Fi

lc(Fi)
=
∑

i

ci lc(Fi)Hi,

donde Xα
i
Fi

lc(Fi)
= Hi Podemos completar este desarrollo de la siguiente forma:

∑

i

ciX
αi

Fi =
∑

i

ci lc(Fi)Hi =

= c1 lc(F1)(H1 −H2) + (c1 lc(F1) + c2 lc(F2))(H2 −H3) + · · ·

· · ·+ (c1 lc(F1) + · · ·+ ct−1 lc(Ft−1))(Ht−1 −Ht)+
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+(c1 lc(F1) + · · ·+ ct lc(Ft))Ht .

Consideramos ahora el producto X δ−γ
jk
S(F j, Fk). Vamos a desarrollarlo y ver que vamos a obtener

un múltiplo de H j −Hk.

X δ−γ
jk
S(F j, Fk) =

= X δ−γ
jk

�

1
lc(F j)

X γ
jk−β j

F j −
1

lc(Fk)
X γ

jk−βk
Fk

�

=

=
1

lc(F j)
X δ−γ

jk
X γ

jk−β j
F j −

1
lc(Fk)

X δ−γ
jk
X γ

jk−βk
Fk =

=
1

lc(F j)
X δ−β

j
F j −

1
lc(Fk)

X δ−β
k
Fk =

=
1

lc(F j)
X δ−β

j
F j −

1
lc(Fk)

X δ−β
k
Fk =

=
X α

j
F j

lc(F j)
−

X α
k
Fk

lc(Fk)
=

= H j −Hk.

Entonces tenemos
X δ−γ

jk
S(F j, Fk) = H j −Hk.

Ahora como
∑

i ci lc(Fi) = 0, tenemos:
∑

ciX
αi

Fi =

c1 lc(F1)X
δ−γ12

S(F1, F2)+

+(c1 lc(F1) + c2 lc(F2))X
δ−γ23

S(F2, F3) + · · ·

· · ·+ (c1 lc(F1) + · · ·+ ct−1 lc(Ft−1))

X δ−γ
t−1,t

S(Ft−1, Ft).

Y tenemos la primera parte del enunciado. Para la segunda parte tenemos en cuenta que cada Hi es
un polinomio mónico con exp(Hi) = δ, entonces exp(Hi −H j)< δ y tenemos el resultado. �

Teorema. 11.6. (Teorema de Buchberger)
Sea a un ideal no nulo del anillo K[X1, . . . , Xn] y G un sistema finito de generadores de a. Son
equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de a.
(b) Para un orden fijado de G y para cada i 6= j se tiene R(S(Gi, G j);G) = 0.
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DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Es evidente.
(b)⇒(a). Sea 0 6= F ∈ a, entonces F =

∑

Q iGi y tenemos

exp(F)≤max{exp(Q iGi) | i = 1, . . . , t}.

Vamos a ver que podemos alcanzar la igualdad. Llamamos:

δ =max{exp(Q iGi) | i = 1, . . . , t},
δi = exp(Q iGi).

Si exp(F)< δ, descomponemos F en la siguiente forma:

F =
∑

i Q iGi =
=
∑

δi=δQ iGi +
∑

δi<δQ iGi =
=
∑

δi=δ lm(Q i)Gi +
∑

δi=δ(Q i − lm(Q i))Gi +
∑

δi<δQ iGi.

las dos últimas sumas son “despreciables", ya que su exponente es menor que δ. Vamos a cambiar
∑

δi=δ lm(Q i)Gi mediante otra expresión. Usando el Lema (11.5.) tenemos:
∑

δi=δ

lm(Q i)Gi =
∑

c jkX δ−γ
jk
S(G j, Gk),

con exp(X δ−γ
jk
S(G j, Gk))< δ. Los restos de la división de S(G j, Gk) por G1, . . . , Gt son cero, entonces

resulta:
S(G j, Gk) =

∑

Q jkiGi, con Q jki ∈ K[X1, . . . , Xn],

y por el algoritmo de la división tenemos:

exp(Q jkiGi)≤ exp(S(G j, Gk)).

Encontramos pues una expresión del siguiente tipo:

F =
∑

i

Q′iGi, con exp(Q′Gi)< δ.

Repitiendo el proceso tantas veces como sea necesario, llegamos a una expresión

F =
∑

i

Q iGi,

en donde exp(F) = max{exp(Q iGi) | i = 1, . . . , t}, y como consecuencia exp(F) = exp(Q iGi) para
algún índice i, esto es:

exp(F) = exp(Q iGi) = exp(Q i) + exp(Gi) ∈ {exp(G1), . . . , exp(Gt}+Nn.

y G es una base de Groebner. �

Vamos ahora a buscar un mecanismo que nos permita construir una base de Groebner de un ideal a.
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Teorema. 11.7. (Algoritmo de Buchberger)
Sea a un ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn] con un sistema de generadores {F1, . . . , Ft}. Es posible cons-
truir una base de Groebner de a siguiendo los siguientes pasos:

(1) Se define G0 = {F1, . . . , Ft}.
(2) Se define Gn+1 = ∪{R(S(F, G);Gn) 6= 0 | F, G ∈Gn}.

Entonces cuando Gi =Gi+1, tenemos que Gi es una base de Groebner de a.

DEMOSTRACIÓN. Dado G0 = {G1, . . . , Gt}, si R(S(F, G);G0) = 0 para cada par F, G ∈ G0, entonces
tenemos una base de Groebner. Si no lo es, existen F, G ∈G0 tales que R(S(F, G);G0) 6= 0. Llamamos
Gt+1 = R(S(F, G);G). Tenemos que N (Gt+1) ⊆∆. Entonces, si definimos:

G(1) = {G1, . . . , Gt , Gt+1},

obtenemos una partición
∆1, . . . ,∆t ,∆t+1,∆(1),

siendo∆t+1∪∆(1) =∆. Si R(F ;G0) = 0, para F ∈ K[X1, . . . , Xn], entonces R(F ;G(1)) = 0. Y en el caso
en que R(S(Gi, G j),G0) = 0, también se tiene R(S(Gi, G j),G(1)) = 0, por lo tanto el trabajo hecho lo
podemos aprovechar.
Si para todo F , G ∈G(1) se verifica R(S(F, G);G(1)) = 0, entonces tenemos una base de Groebner. En
el caso contrario tenemos un nuevo Gt+2 = R(S(F, G);G(1)) 6= 0, y definimos un nuevo sistema de

generadores G(2) = {G1, . . . , Gt+1, Gt+2}, teniendo que N (Gt+2) ⊆∆(1).
Si en algún momento encontramos una base de Groebner, ya hemos terminado, en caso contrario
tendríamos una cadena ascendente de sistemas de generadores:

G0 ⊂G(1) ⊂ · · ·

Asociada tenemos una cadena ascendente de monoideales:

exp(G0) +Nn ⊂ exp(G(1)) +Nn ⊂ · · ·

Como consecuencia del Lema de Dickson esta cadena se estabiliza y por tanto existe un índice n tal
que

exp(G(n)) +Nn = exp(G(n+1)) +Nn,

tenemos entonces
exp(Gt+n+1) ∈ exp(G(n)) +Nn = Nn \∆(n),

pero exp(Gt+n+1) ∈∆(n), lo que es una contradicción. �

En el proceso anterior obtenemos un sistema de generadores que es una base de Groebner, y que
tiene, posiblemente, demasiados elementos. Veamos como optimizar el proceso de obtención de una
base de Groebner.
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Lema. 11.8.
Sea a un ideal no nulo de K[X1, . . . , Xn] y G = {G1, . . . , Gt} una base de Groebner de a. Sea F ∈ G
un polinomio que verifica:

exp(F) ∈ {exp(G) | F 6= G ∈G}+Nn,

entonces G \ {F} es una base de Groebner de a.

Una base de Groebner G de un ideal no nulo a de K[X1, . . . , Xn] se llama minimal si verifica:

(I) lc(F) = 1 para cada F ∈G;
(II) exp(F) /∈ {exp(G) | F 6= G ∈G}+Nn para cada F ∈G.

Simplemente eliminando los elementos que sobran tenemos la siguiente Proposición.

Proposición. 11.9.
Todo ideal no nulo a de K[X1, . . . , Xn] tiene una base de Groebner minimal.

Corolario. 11.10.
Dado un subconjunto G= {G1, . . . , Gt} ⊆ a de un ideal de K[X1, . . . , Xn] son equivalentes:

(a) G es una base de Groebner minimal.
(b) {exp(G1), . . . , exp(Gt)} es un sistema mínimo de generadores de Exp(a).

Como consecuencia los términos líderes de una base de Groebner minimal están determinados de
forma única y cada dos bases de Groebner minimales tienen el mismo número de elementos.

DEMOSTRACIÓN. La equivalencia (a)⇔ (b) es consecuencia directa de la definición.
El resto es consecuencia del Lema (8.5.) que asegura que cada monoideal tiene un único sistema de
generadores minimal. �

Un ideal puede tener bases de Groebner minimales distintas. Para buscar la unicidad vamos a in-
troducir las bases de Groebner reducidas. Una base de Groebner G de un ideal no nulo a se llama
reducida si verifica:

(I) lc(F) = 1 para cada F ∈G;
(II) N (F)∩ ({exp(G) | F 6= G ∈G}+Nn) =∅ para cada F ∈G.

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



120 CAP. II. ANILLOS DE POLINOMIOS

Es claro que toda base de Groebner reducida de un ideal no nulo a es una base de Groebner minimal.

Teorema. 11.11.
Cada ideal no nulo tiene una única base de Groebner reducida.

DEMOSTRACIÓN. Si G es una base de Groebner minimal, un elemento F ∈G se llama reducido si

N (F)∩ ({exp(G) | F 6= G ∈G}+Nn) =∅.

Si F ∈ G es reducido, entonces es reducido en cualquier base de Groebner minimal G′ que lo con-
tenga y que verifique:

{exp(G) | G ∈G}= {exp(G) | G ∈G′}.

Definimos para cada F ∈G los siguientes elementos:

F ′ = R(F,G \ {F});
G′ = (G \ {F})∪ {F ′}.

G′ es también una base de Groebner de a. Si exp(F) 6= exp(F ′), entonces de las relaciones:

F =
∑

QGG + R(F ;G \ {F}) =
∑

QGG + F ′

exp(F) =max{{exp(QGG) | G ∈G \ {F}} ∪ {exp(F ′)}},

y por ser todos los exponentes distintos, se tiene que existe G ∈G \ {F} tal que exp(F) = exp(QGG),
lo que es una contradicción con el hecho de ser G una base de Groebner minimal. Tenemos entonces
que G′ es una base de Groebner y que F ′ es reducido. Aplicando este proceso a cada uno de los
elementos obtenemos una base de Groebner reducida.
Para ver la unicidad, si G y G′ son dos bases de Groebner reducidas, se verifica:

Exp(a) = exp(G) +Nn = exp(G′) +Nn.

Dado F ∈G tenemos las relaciones siguientes:

exp(F) = exp(G′) + γ, G′ ∈G′, γ ∈ Nn;
exp(G′) = exp(G) + γ′, G ∈G, γ′ ∈ Nn;

de donde se deduce que exp(F) = exp(G)+γ+γ′, y por serGminimal tenemos γ= 0= γ′. Entonces
exp(F) = exp(G′) y como consecuencia tenemos la igualdad:

exp(G) = exp(G′).

Dado ahora F ∈G, existe G′ ∈G′ tal que exp(F) = exp(G′). Entonces F−G′ tiene todos sus términos
menores que exp(F). Como F − G′ ∈ a tenemos R(F − G′;G) = 0. Como G y G′ son reducidas y
exp(G) = exp(G′), tenemos

N (F − G′) ⊆∆= Nn \ Exp(a),

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 11. BASES DE GROEBNER 121

Para probar esta inclusión consideramos el siguiente desarrollo:

N (F − G′)∩ (exp(G) +Nn) =
N (F − G′)∩ (∪{exp(L) +Nn | L ∈G}) =
∪{N (F − G′)∩ (exp(L) +Nn) | L ∈G}=
∪{N (F − G′)∩ (exp(L) +Nn) | F 6= L ∈G}=
N (F − G′)∩ ({exp(L) | F 6= L ∈G}+Nn) ⊆
(N (F)∩ ({exp(L) | F 6= L ∈G}+Nn))∪
N (G′)∩ ({exp(L) | G′ 6= L ∈G′}+Nn)) =∅

Entonces R(F − G′;G) = F − G′, de donde F = G′. �
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11.1. Ejercicios

Bases de Groebner

Ejercicio. 11.12.
Para cada F ∈ K[X1, . . . , Xn] se tiene {exp(F)}+Nn = Exp(lm(F)) = Exp(F).
Este resultado no es cierto si el ideal no es principal.
Ref.: 1122e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.13.
Da un ejemplo de dos polinomios F , G ∈ K[X1, . . . , Xn] tales que Exp(F, G) * {exp F, exp G} + Nn.
Observar que la inclusion contraria es siempre cierta.
Ref.: 1122e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.14.
Sea a un ideal monomial de K[X1, . . . , Xn] con generadores monomios G1, . . . , Gm. Razona que
{G1, . . . , Gm} es una base de Groebner de a.
Ref.: 1122e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.15.
Fijamos el orden lexicográfico X > Y sobre K[X , Y ] y el ideal a = (X 2Y − Y 2, X 3 − X Y ). Utiliza el
criterio de Buchberger para mostrar que una base de Groebner de a es {X 2Y −Y 2, X 3−X Y }. Estudia
si X 6 − X 5Y ∈ a.
Ref.: 1122e_014 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.16.
Fijamos el orden lexicográfico X > Y sobre K[X , Y ]. Consideramos el ideal a= (X − Y 3, X 2 − X Y 2).
Demuestra que la base de Groebner reducida de a es {X − Y 3, Y 6 − Y 5).
Ref.: 1122e_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.17.
Sea a= (Y − X 2, Z − X 3) ⊆ K[X , Y, Z].
(1) Demuestra que {Y − X 2, Z − X 3} es una base de Groebner para el orden lexicográfico con Z >

Y > X .
(2) Demuestra que {Y − X 2, Z − X 3} no es una base de Groebner para el orden lexicográfico con

X > Z > Y .

Ref.: 1122e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.18.
Halla la base de Groebner reducida, con respecto al orden lexicográfico con X > Y , decada uno de
los siguientes ideales de K[X , Y ]:
(1) a= (X 2 − 1, X Y 2 − X ),
(2) b= (X 2 + Y, X 4 + 2X 2Y + Y 2 + 3).

Ref.: 1122e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.19.
Se consideran los polinomios F1 = X Y + X − 1, F2 = X 2 + Y − 1 en K[X , Y ]. Determina una base de
Groebner del ideal a= (F1, F2) con respecto al orden lexicográfico (siendo X > Y ).
Ref.: 1122e_018 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.20.
Se consideran los polinomios F1 = X Y + X − 1, F2 = X 2 + Y − 1 en K[X , Y ]. Determina una base de
Groebner del ideal a= (F1, F2) con respecto al orden lexicográfico (siendo Y > X ).
Ref.: 1122e_019 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.21.
Cálculo de bases de Groebner.

(1) En K[X , Y, Z] fijamos la ordenación lexicográfica con X > Y > Z . Determina una base de Groeb-
ner del ideal a= (X Z , X Y − Z , Y Z − X ). ¿El polinomio X 3 + X + 1 pertenece a a?

(2) En K[X , Y ] fijamos la ordenación lexicográfica con X > Y . Determina una base de Groebner del
ideal b= (X 2 − Y, Y 2 − X , X 2Y 2 − X Y ). ¿El polinomio X 4 + X + 1 pertenece a b?

Ref.: 1122e_020 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.22.
Fijamos el orden lexicográfico con X > Y sobre K[X , Y ].
(1) Demuestra que la base de Groebner reducida del ideal a= (X 3−Y, X 2Y −Y 2) es {X 3−Y, X 2Y −

Y 2, X Y 2 − Y 2, Y 3 − Y 2}.
(2) Determina si el polinomio F = X 6 − X 5Y pertenece al ideal a.

Ref.: 1122e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.23.
Fijamos el orden lexicográfico con X > Y > Z sobre K[X , Y, Z]. Demuestra que la base de Groebner
reducida del ideal a= (X 2+ X Y + Z , X Y Z + Z2) es {X 2+ X Y + Z , X Y Z + Z2, X Z2, Z3}. En particular
deducir que el monoideal Exp(a) requiere cuatro generadores.
Ref.: 1122e_022 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.24.
Sea el ideal a= (X 2 − Y, X 2Y − Z) ⊆ K[X , Y, Z].
(1) Demuestra que {X 2 − Y, Y 2 − Z} es la base de Groebner reducida de a respecto a la ordenación

lexicográfica con X > Y > Z .
(2) Demuestra que {X 2 − Y, Z − Y 2} es la base de Groebner reducida de a respecto a la ordenación

lexicográfica con Z > X > Y . (Observa que esencialmente son los mismos polinomios que en el
apartado anterior.)

(3) Demuestra que {Y − X 2, Z − X 4} es la base de Groebner reducida de a respecto a la ordenación
lexicográfica con Z > Y > X .

Ref.: 1122e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.25.
Sea a= (X Y + Y 2, X 2Y + X Y 2 + X 2) ideal de K[X , Y ]
(1) Demuestra que {X 2, X Y +Y 2, Y 3} es la base de Groebner reducida de a respecto a la ordenación

lexicográfica X > Y .
(2) Demuestra que {Y 2 + Y X , X 2} es la base de Groebner reducida de a respecto a la ordenación

lexicográfica Y > X .

(Observa que las bases tienen distinto número de elementos.)
Ref.: 1122e_024 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.26.
Consideramos el ideal a= (H1, H2, H3) ⊆ K[X , Y ] con

H1 = X 2 + X Y 5 + Y 4;
H2 = X Y 6 − X Y 3 + Y 5 − Y 2;
H3 = X Y 5 − X Y 2.

(1) Demuestra que para el orden lexicográfico con X > Y la base de Groebner reducida de a es
{X 2 + X Y + Y 4, Y 5 − Y 2}

(2) Demuestra que para el orden lexicográfico graduado grlex con X > Y la base de Groebner
reducida de a es {X 3 − Y 3, X 2 + X Y 2 + Y 4, X 2Y + X Y 3 + Y 2}

(Nótese que aunque el número de generadores es mayor, los grados son más pequeños.)
Ref.: 1122e_027 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.27.
Sea a= (X 4 − Y 4 + Z3 − 1, X 3 + Y 2 + Z2 − 1) ⊆ K[X , Y, Z].
(1) Demuestra que hay cinco elementos en una base de Groebner reducida para a respecto al orden

lexicográfico con X > Y > Z . (El grado máximo entre los cinco generadores es 12 y el número
máximo de términos monomiales entre los cinco generadores es 35.)

(2) Demuestra que hay dos elementos en una base de Groebner reducida para a respecto al orden
lexicográfico con Y > Z > X . (El grado máximo es 6 y el número máximo de términos es 8)

(3) Demuestra que para el orden invgrlex la base de Groebner reducida de aes {X 3 + Y 2 + Z2 −
1, X Y 2 + X Z2 − X + Y 4 − Z3 + 1}.

Ref.: 1122e_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.28.
Se considera los polinomios

G1 = X 2Y Z + Y 2Z + 1, G2 = X Y 2Z + Y Z2 − 2, G3 = X Y Z2 + Z + 3 ∈Q[X , Y, Z],

y llamamos a al ideal generado por G1, G2, G3.

(1) Determina una base de Groebner del ideal a
(2) ¿Es {G1, G2, G3} una base de Groebner de a?
(3) Estudia si el polinomio F = X Y Z + 1 pertenece al ideal a.
(4) Se consideran los polinomios F1 = 3X 2Z9+ Z11−1, F2 = Y 2Z9+4Z12+ Z8−5. Da los represen-

tantes canónicos de las clases de F1, F2 y F1F2.
(5) ¿Cual es la dimensión del espacio vectorial Q[X , Y, Z]/a?

Ref.: 1122e_052 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.29.
Determina una base de Groebner del ideal a generado porF = X 2 + Y 2 + Z2 + X Z ,G = X 4 + X 4Y 2 +
X Z3 − Z4 + 2,H = X 2 + X Y − Y Z + 3Y 2 − 4Z2 − 1en los siguiente casos:
(1) con el orden lexicográfico.
(2) con el orden lexicográfico graduado.
(3) con el orden lexicográfico graduado inverso.

Ref.: 1122e_058 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.30.
Se consideran los polinomios

F = X 2Y + 2X Y 2 + 3Y 2

G = 2X 3Y − X Y 3 + 1

(1) Calcula el resto de la división deH = 2X 3Y 2−3X 3Y +2X 2Y 2−X 2Y −X Y 4+2X Y 3+X Y 2−3Y 2+
Y − 2 por {F, G} . ¿Pertenece H al ideal generado por F y G?

(2) Calcula el resto de la división deK = −2X 4Y + X 2Y 3+ X 2Y 2− X 2Y +2X Y 3−2X Y 2− X +3Y 3−
3Y 2 + 1 por {F, G}F . ¿Pertenece K al ideal generado por F y G?

(3) Calcula una base de Groebner del ideal generado por F y G.
(4) ¿Pertenecen H o K al ideal generado por F y G.

Ref.: 1122e_059 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.31.
Se considera el ideal a generado por G1 = X Y 2 + 3Y Z2 + X Z2 + 1, G2 = (X + Y )2 − Z2 + 1, G3 =
(X − Y + 1)2 + X Z2 − 1.

(1) ¿Pertenece F = 2X Y 3Z − 3X Y Z2 al ideal a?
(2) ¿Pertenece H = 1+2X +X 3−Y −2X Y +2Y 2+2X Y 2+X 2Y 2−2Y 3−2X Z−X 2Z+2Y Z+2X Y Z−

Y 2Z + X 2Z2 + 4Y Z2 + 2X Y Z2 − X Z3 al ideal a?
(3) ¿Es el ideal a cofinito?
(4) Si la respuesta a la pregunta anterior es si, ¿cuál es la dimensión, como espacio vectorial sobre

K , de K[X , Y, Z]/a?

Notas.

(1) Utilizar un programa de cálculo para determinar las bases de Groebner y hacer las divisiones.
(2) El uso de determinados órdenes simplifica las expresiones que aparecen en el desarrollo de este

ejercicio.

Ref.: 1122e_045 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.32.
Sea p un ideal primo de K[X1, . . . , Xn] con base de Groebner reducida G. Prueba que cada elemento
de G un polinomio irreducible.
Ref.: 1122e_064 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 11.33.
Determina el máximo común divisor de los siguientes polinomios sobre R:

F = X 2 − Y 2, G = X 3 − Y 3.

Ref.: 1122e_066 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.34.
Determina el máximo común divisor de los siguientes polinomios sobre R:

F = X 2 − 4Y 2, G = X 2 − 4X Y + 4Y 2.

Ref.: 1122e_067 SOLUCIÓN

Ejercicio. 11.35.
Sea A un anillo. Prueba que son equivalentes:

(a) A es un dominio de integridad.
(b) grad(FG) = grad(F) + grad(G) para cualesquiera F, G ∈ A[X ].
(c) A[X ] es un dominio de integridad.

Ref.: 1122e_053 SOLUCIÓN
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12. Aplicaciones de las Bases de Groebner

Vamos a estudiar aplicaciones de la teoría de bases de Groebner hasta ahora desarrollada. En primer
lugar estudiamos las aplicaciones clásicas de las bases de Groebner en orden a calcular con elemen-
tos en el anillo K[X1, . . . , Xn]. La última parte la dedicamos al cálculo de la dimensión en algunos
ejemplos de anillos cocientes de anillos de polinomios.

Problema de pertenencia

Problema. 12.1.
Sea a un ideal izquierda de K[X1, . . . , Xn] con un sistema de generadores {F1, . . . , Fr}; dado F ∈
K[X1, . . . , Xn], nos planteamos el problema de determinar si F ∈ a.

Esto se hace como sigue: se calcula una base de Groebner G = {G1, . . . , Gt} de a; entonces tenemos
F ∈ a si, y sólo si, R(F ;G) = 0.
Es posible también obtener una expresión de F como combinación lineal de los generadores origi-
nales F1, . . . , Fr . Para ello únicamente hay que tener en cuenta que, por el algoritmo de la división,
tenemos una expresión de la forma:

F =Q1G1 + · · ·+Q t Gt ,

y como los Gi se obtienen haciendo s–polinomios a partir de los F j, tenemos que es posible dar la
expresión deseada.

Igualdad de ideales

Problema. 12.2.
Sean a1 y a2 ideales de K[X1, . . . , Xn] con sistemas de generadores {F1

1 , . . . , F1
r1
} y {F2

1 , . . . , F2
r2
}, res-

pectivamente. El problema es determinar cuando a1 = a2.

Conseguimos bases de Groebner reducidas G1 y G2 de a1 y a2, respectivamente. Por la unicidad de
las bases de Groebner reducidas, tenemos a1 = a2 si, y sólo si, G1 =G2.

1122-06.tex
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Representantes canónicos

Problema. 12.3.
Dado un ideal a de K[X1, . . . , Xn] el problema es dar un criterio, y un método, para determinar un
representante canónico en cada clase del cociente K[X1, . . . , Xn]/a.

En primer lugar, dado a, construimos una base de Groebner G de a. Para cada F ∈ K[X1, . . . , Xn]
consideramos el resto R(F ;G) y es claro que se verifica:

F + a= R(F ;G) + a.

Además, R(F,G) es único verificando la igualdad anterior y N (R(F ;G)) ⊆ ∆ = Nn \ Exp(a), ver
Proposición (11.3.). Este elemento R(F ;G) lo llamamos la forma normal de la clase de F con respecto
a G.
El comportamiento de la forma normal es bueno respecto a combinaciones K–lineales, ya que si a1,
a2 ∈ C y F1, F2 ∈ K[X1, . . . , Xn], entonces se verifica: R(a1F1+ a2F2;G) = a1R(F1;G)+ a2R(F2;G). Es
claro que por el algoritmo de la división tenemos:

Fi =Qi
1G1 + · · ·+Qi

t Gt + R(Fi;G),

entonces se verifica:
a1F1 + a2F2 =

a1Q
1
1G1 + · · ·+ a1Q

1
t Gt + a1R(F1;G) + a2Q

2
1G1 + · · ·+ a2Q

2
t Gt + a2R(F2;G) =

(a1Q
1
1 + a2Q

2
1)G1 + · · ·+ (a1Q

1
t + a2Q

2
t )Gt + a1R(F1;G) + a2R(F2;G),

de donde tenemos el resultado, ya que

N (a1R(F1;G) + a2R(F2;G)) ⊆ Nn \ Exp(a),

y por tanto R(a1F1 + a2F2;G) = a1R(F1;G) + a2R(F2;G). Tenemos entonces, para cualesquiera F1,
F2 ∈ K[X1, . . . , Xn], las equivalencias entre los siguientes enunciados:

F1 + a= F2 + a.
F1 − F2 ∈ a.
R(F1 − F2;G) = 0.
R(F1;G) = R(F2;G).

Como consecuencia, cada elemento de K[X1, . . . , Xn]/a está unívocamente determinado, y determi-
na, un elemento R de K[X1, . . . , Xn] con N (R) ⊆ Nn \ Exp(a). Para estos elementos las operaciones
en K[X1, . . . , Xn]/a están definidas exactamente por estos representantes por la regla:

a1(R1 + a) + a2(R2 + a) = (a1R1 + a2R2) + a.
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Ideales cofinitos

Pasamos ahora a estudiar el caso de ideales cofinitos, esto es, ideales a de K[X1, . . . , Xn] tales que el
cociente K[X1, . . . , Xn]/a es de dimensión finita como K–espacio vectorial.

K–base del cociente

Problema. 12.4.
Se trata de dar un método que permita calcular una base del cociente K[X1, . . . , Xn]/a.

Para cada clase F + a de K[X1, . . . , Xn]/a, considerando una base de Groebner de a, tenemos un
representante R de la clase F +a tal queN (R) ⊆ Nn \Exp(a). De aquí resulta que R se puede escribir
en la forma

R=
∑

α

cαX α,

con α /∈ {exp(G): G ∈G}+Nn = Exp(a) y cα ∈ K . Tenemos entonces que {X β | β ∈ Nn \ Exp(a)} es
un sistema de generadores linealmente independiente de K[X1, . . . , Xn]/a; esto resuelve el problema.

Como subproducto podemos determinar cuándo un ideal a la izquierda es cofinito; lo es si, y sólo si,
el cardinal del conjunto Nn\Exp(a) es finito. Este resultado lo mejoraremos más adelante al estudiar
la dimensión de los cocientes K[X1, . . . , Xn]/a.

Operaciones en el cociente

Problema. 12.5.
Dar un criterio que permita calcular las operaciones en el cociente K[X1, . . . , Xn]/a cuando a es un
ideal (cofinito) de K[X1, . . . , Xn].

Supuesto que a es un ideal cofinito, las clases del cociente S = K[X1, . . . , Xn]/a tienen una K–base
finita, y como S es un anillo, tenemos un producto interno en S. Pero S es una K–álgebra finito–
dimensional, luego este producto se puede describir completamente en términos de los productos de
los elementos de una K–base. El cálculo se realiza considerando una base de GroebnerG y calculando
los restos de la división por G.
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Caracterización de ideales cofinitos

Ya conocemos que un ideal a la izquierda a de K[X1, . . . , Xn] es cofinito si, y sólo si, Nn \ Exp(a) es
finito. Vamos a buscar una caracterización más sencilla.

Proposición. 12.6.
Sea a un ideal a la izquierda de K[X1, . . . , Xn] con base de Groebner reducida G. Son equivalentes
los siguientes enunciados:

(a) a es cofinito.
(b) Para cada indeterminada X i existen G j ∈G y νi ∈ N tales que lm(G j) = X νi

i .

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Como a es cofinito, dado X i existe νi ∈ N tal que X νi
i es el término líder

de un polinomio en a, entonces (0, . . . ,νi, . . . , 0) ∈ Exp(a) = exp(G) +Nn. Llamemos α j = exp(G j)
para cada G j ∈G. Existen j ∈ {1, . . . , t} y γ ∈ Nn tales que

(0, . . . ,νi, . . . , 0) = α j + γ,

entonces α j
h = 0 = γh si h 6= i. Luego exp(G j) = (0, . . . ,µi, . . . , 0) para algún µi ∈ N, esto es,

lm(G j) = X m
i para algún m ∈ N.

(b)⇒(a). Consideramos α ∈ Nn \ Exp(a). Por hipótesis, para cada X i existe G j tal que lt(G j) = X νi
i .

Si αi ≥ νi, entonces tenemos una expresión del siguiente tipo:

α= (0, . . . ,νi, . . . , 0) + (α1, . . . ,αi − νi, . . . ,αn) ∈ exp(G j) +Nn ⊆ Exp(a),

lo que es una contradicción, y por tanto necesariamente αi < νi, para cada índice i. En consecuencia
existe un número finito de elementos α ∈ Nn \ Exp(a) y por tanto a es cofinito. �
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12.1. Ejercicios

Aplicaciones de las bases de Groebner

Ejercicio. 12.7.
Demuestra que los ideales a = (X 2Y + X Y 2 − 2Y, X 2 + X Y − X + Y 2 − 2Y, X Y 2 − X − Y + Y 3),b =
(X − Y 2, X Y − Y, X 2 − Y ) del anillo K[X , Y ] son iguales.
Ref.: 1122e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.8.
Demuestra que los ideales a= (X 3− Y Z , Y Z + Y ), b= (X 3Z + X 3, X 3+ Y ) de K[X , Y, Z] son iguales.

Ref.: 1122e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.9.
Resuelve sobre C el sistema de ecuaciones







X 2 − Y Z = 3
Y 2 − X Z = 4
Z2 − X Y = 5

Ref.: 1122e_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.10.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Determina una base de Groebner del ideal a= (X 2+ X Y + Y 2−1, X 2+4Y 2−4) ⊆ R[X , Y ] para
el orden lexicográfico con X > Y .

(2) Halla en R2 los cuatro puntos de intersección de la elipse X 2 + X Y + Y 2 = 1 con la elipse
X 2 + 4Y 2 = 4.

Ref.: 1122e_030 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 12.11.
Usa bases de Groebner para hallar las seis soluciones, en C, del sistema de ecuaciones

§

2X 3 + 2X 2Y 2 + 3Y 3 = 0
3X 5 + 2X 3Y 3 + 2Y 5 = 0

Ref.: 1122e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.12.
Usa bases de Groebner para demostrar en K[X , Y, Z] que (X , Z)∩ (Y 2, X − Y Z) = (X Y, X − Y Z).

Ref.: 1122e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.13.
Usa bases de Groebner para determinar la intersección de los ideales de K[X , Y ].

a= (X 3Y − X Y 2 + 1, X 2Y 2 − Y 3 − 1) y
b= (X 2 − Y 2, X 3 + Y 3).

Ref.: 1122e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.14.
Sean a = (X 2Y + Z3, X + Y 3 − Z , 2Y 4Z − Y Z2 − Z3), b = (X 2Y 5, X 3Z4, Y 3Z7) ideales de Q[X , Y, Z].
Demuestra que (a : b) = (Z2, Y + Z , X − Z).
Ref.: 1122e_034 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 12.15.
Sea A un anillo conmutativo, a ⊇ b dos ideales de A y sea c un ideal arbitrario de A. Sean a = a/b,

c= (c+b)/b, (a : c) = ((a : c)+b)/b los ideales correspondientes del anillo cociente A/b. Demuestra
que (a : c) = (a : c).
Ref.: 1122e_035 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.16.
Sea b = (Y 5 − Z4) ⊆ A = Q[Y, Z]. Para cada uno de los siguientes pares de ideales a, c comprobar
que(a : c) es el ideal de A/b citado:

(1) a= (Y 3, Y 5 − Z4), c= (Z), (a : c) = (Y
3
, Z

3
).

(2) a= (Y 3, Z , Y 4 − Z4), c= (Y ), (a : c) = (Y
2
, Z).

(3) a= (Y, Y 3, Z , Y 5 − Z4), c= (1), (a : c) = (Y , Z).

Ref.: 1122e_036 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.17.
Determina los siguientes ideales:

(1) a= (X , Y, Z)∩ (X − 1, Y − 1, Z − 1)∩ (X + 1, Y + 1, Z + 1).
(2) b= (a : X Y Z).
(3) c= (a : X 3Y 2Z).

Ref.: 1122e_063 SOLUCIÓN

Ejercicio. 12.18.
Determina la suma y la intersección de los siguientes ideales:

a= (X + Y 2 + Y + 1, X − Z2 + Z − 1),
b= (X Y − Y Z + 1, Y 2 + Y − 1).

Ref.: 1122e_054 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 12.19.
Calcula la intersección y la unión de las dos superficies

{(x , y, z) | 1+ x2 + y2 − z} y {(x , y, z) | x4 + 2x2 y2 + y4 − 4x3z + 12x y2z}.

Ref.: 1122e_056 SOLUCIÓN
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13. Aplicaciones de las Bases de Groebner, II

Eliminación de variables

Dado un sistema de ecuaciones polinómicas: Fi = 0}i=1,...,s, siendo cada Fi ∈ K[X1, . . . , Xn], una so-
lución al sistema es un elemento (a1, . . . , an) ∈ Kn tal que Fi(a1, . . . , an) = 0 para cada índice i.

Observar que si llamamos a al ideal generado por {F1, . . . , Fs}, entonces para cada sistema de gene-
radores {G1, . . . , Gt} de a un elemento (a1, . . . , an) es una solución del sistema Fi = 0}i=1,...,s si y sólo
si es una solución del sistema G j = 0

	

j=1,...,t
.

Esto significa que los sistemas que tenemos que resolver son aquellos para los que {F1, . . . , Fs} es una
base de Groebner, si es necesario reducida, de un cierto ideal.

En el caso en que los Fi son polinomios lineales el sistema Fi = 0}i=1,...,s se resuelve por el método
de Gauss–Jordan. En ese caso se van eliminando variables: X1, X2, etc., hasta llegar a ecuaciones en
las que cada variable “libre"se expresa en función de unas variables “dependientes".

Ejemplo. 13.1.
Consideramos el sistema de ecuaciones lineales

X1 + X2 − X3 + 2X4 − 1= 0
2X1 + X2 + X3 − X4 + 2= 0

X1 − X2 + 5X3 − 8X4 + 7= 0







Su solución es la solución del sistema:

X1 +2X3−3X4+3= 0
X2−3X3+5X4−4= 0

ª

Observa que si consideramos el orden lexicográfico con X1 > X2 > X3 > X4, y llamamos a al ideal
(X1 + X2 − X3 + 2X4 − 1,2X1 + X2 + X3 − X4 + 2, X1 − X2 + 5X3 − 8X4 + 7), una base de Groebner es:
{X1 + 2X3 − 3X4 + 3, X2 − 3X3 + 5X4 − 4}. Además una base de Groebner de a1 := a∩ K[X2, X3, X4]
es G1 = {X2 − 3X3 + 5X4 − 4}.

Este proceso podemos repetirlo si consideramos un sistema de ecuaciones polinómicas no lineales
Fi = 0}i=1,...,s. Si {Fi | i = 1, . . . , s} es una base de Groebner del ideal correspondiente, al que lla-
maremos a, definimos el i–ésimo ideal de eliminación, con respecto al orden lexicográfico con
X1 > · · ·> Xn, como ai := a∩ K[X i+1, . . . , Xn].

1122-07.tex
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Teorema. 13.2.
Sea G = {G1, . . . , Gt} una base de Groebner de un ideal no nulo a ⊆ K[X1, . . . , Xn] con respecto al
orden lexicográfico con X1 > · · · > Xn. Entonces G ∩ K[X i+1, . . . , Xn] es una base de Groebner del
i–ésimo ideal de eliminación ai = a∩ K[X i+1, . . . , Xn].

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que Gi = {Gk, . . . , Gt}. Dado F ∈ ai se tiene exp(F) ∈∆ j para algún
j = k, . . . , t, ya que F no tiene monomios en los que aparezcan X1, . . . , X i. Por lo tanto exp(F) ∈
{exp(Gk), . . . , exp(Gt)}+Nn, y se tiene Exp(ai) = {exp(Gk), . . . , exp(Gt)}+Nn. �

La aplicación de este resultado es como sigue: Dado un sistema de ecuaciones F j = 0
	

j=1,...,s
en el

que G := {F j | j = 1, . . . , s} es una base de Groebner, ordenamos los elementos de G de forma que
Gi = {Fki

, Fki+1, . . . , Fs} con 1 ≤ ki ≤ ki+i ≤ s, para cada índice i = 0, 1, . . . , n− 1. Entonces comen-
zamos resolviendo el sistema F j = 0

	

j=kn−1,...,s
. A continuación, con los valores obtenidos resolvemos

el sistema F j = 0
	

j=kn−2,...,s
, y así proseguimos hasta resolver el sistema inicial F j = 0

	

j=1,...,t
.

Ejercicio. 13.3.
Resuelve en C el sistema

X 3 − 2X Y + Y 3= 0
X 5 − 2X 2Y 2 + Y 5= 0

ª

Calculamos una base de Groebner para el ideal a= (X 3−2X Y + Y 3, X 5−2X 2Y 2+ Y 5), con respecto
al orden lexicográfico con X > Y . Éste es:

{X 3 − 2X Y + Y 3, 200X Y 2 + 193Y 9 + 158Y 8 − 45Y 7 − 456Y 6 + 50Y 5 − 100Y 4,

Y 10 − Y 8 + 2Y 7 + 2Y 6}.

Al resolver Y 10 − Y 8 + 2Y 7 + 2Y 6 = Y 6(Y − 1)2(Y 2 + 2Y + 2) = 0 tenemos las raíces

y1 = 0, y2 = 1, y3 = −1+ i, y4 = −1− i.

Para cada uno de estos valores: y1, y2 e y3, tenemos que resolver las ecuaciones

X 3 − 2X Y + Y 3 = 0
200X Y 2 + 193Y 9 + 158Y 8 − 45Y 7 − 456Y 6 + 50Y 5 − 100Y 4 = 0

ª

y1 = 0. El sistema es:
X 3 = 0

0= 0

ª
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La única solución es: (0,0).
y2 = 1. El sistema es:

X 3 − 2X + 1= 0
200X − 200= 0

ª

La única solución es: (1,1).
y3 = −1± i. El sistema es:

X 3 − 2(−1± i)X + (−1∓ i) = 0
−400i(X + 1∓ i) = 0

ª

La única solución es: (−1∓ i,−1± i).
Por lo tanto el sistema tiene cuatro soluciones: (0,0), (1, 1), (−1− i,−1+ i) y (−1+ i,−1− i).

Intersección de ideales

Dados dos ideales a y b del anillo K[X1, . . . , Xn], se trata de determinar la intersección a∩ b.
Vamos a hacer uso de la técnica de eliminación de variables, para esto introducimos una nueva
variable T , y consideramos la extensión de anillos

ω : K[X1, . . . , Xn] −→ K[T, X1, . . . , Xn].

El ideal a se extiende al ideal ae en K[T, X1, . . . , Xn] generado por los mismos elementos, esto es, si
a= 〈F1, . . . , Fs〉, entonces ae = K[T, X1, . . . , Xn]a= 〈F1, . . . , Fs〉 en K[T, X1, . . . , Xn]. De forma análoga
tenemos para b= 〈G1, . . . , Gt〉.

Teorema. 13.4.
Sean a= 〈F1, . . . , Fs〉 y b= 〈G1, . . . , Gt〉, ideales de K[X1, . . . , Xn]. Se considera una nueva variable T ,
la extensión ω : K[X1, . . . , Xn] −→ K[T, X1, . . . , Xn] y el ideal c := Tae +(1− T )be ⊆ K[T, X1, . . . , Xn].
Se verifica

a∩ b= c∩ K[X1, . . . , Xn],

esto es, a ∩ b es el primer ideal eliminación de c con respecto al orden lexicográfico con T > X1 >
· · ·> Xn.

DEMOSTRACIÓN. Dado F ∈ a ∩ b se tiene F = T F + (1− T )F , luego a ∩ b ⊆ c ∩ K[X1, . . . , Xn]. Sea
ahora F ∈ c∩ K[X1, . . . , Xn], existen Ui, Vj ∈ K[T, X1, . . . , Xn] tales que

F = T
s
∑

i=1

Ui Fi + (1− T )
t
∑

j=1

VjG j.

Al evaluar esta expresión en T = 1 se obtiene

F =
s
∑

i=1

Ui(1, X1, . . . , Xn)Fi(X1, . . . , Xn) ∈ a,

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



140 CAP. II. ANILLOS DE POLINOMIOS

y al evaluar en T = 0 se tiene

F =
t
∑

j=1

Vj(0, X1, . . . , Xn)G j(X1, . . . , Xn) ∈ b.

Luego F ∈ a∩ b. �

Ejercicio. 13.5.
Determina la intersección de los ideales a= (X , Y ) y b= (X − 1, Y − 1) en K[X , Y ].

SOLUCIÓN. Introducimos una nueva variable T . Un sistema de generadores para Ta+ (1− T )b es
{T X , T Y, (1 − T )(X − 1), (1 − T )(Y − 1)}. Una pequeña manipulación nos conduce al sistema de
generadores: {T X , T Y, T + X − 1, X − Y }. A partir de aquí una base de Groebner es: {T X , T Y, T +
X − 1, X − Y, Y 2 − Y }, y una base de Groebner reducida es: {T X , T Y, T + Y − 1, X − Y, Y 2 − Y }.
El primer ideal de eliminación tiene como base de Groebner {X − Y, Y 2 − Y }. Por lo tanto a ∩ b =
(X − Y, Y 2 − Y ). �

Ideales residuales

Una aplicación de la intersección de ideales es el cálculo del ideal residual de dos ideales. Dados a,
b ⊆ K[X1, . . . , Xn], recordar que el ideal residual de a y b se define como

(a : b) = {F ∈ K[X1, . . . , Xn] | Fb ⊆ a}.

Observa que (a : b) = ∩{(a : G) | G ∈ b}, y si {G j | j = 1, . . . , t} es un sistema de generadores de b,
entonces

(a : b) = ∩{(a : G j) | j = 1, . . . , t}.

Para realizar el cálculo efectivo del ideal residual de dos ideales, basta pues determinar (a : G).

Proposición. 13.6.
Dados a un ideal de K[X1, . . . , Xn] y G ∈ K[X1, . . . , Xn] se verifica:

G(a : G) = a∩ (G).

Como consecuencia, se tiene: (a : G) = 1
G (a∩ (G)).
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DEMOSTRACIÓN. Sea F ∈ G(a : G), entonces F = GH para algún H ∈ (a : G), entonces F = GH ∈
a∩ G. Por otro lado, si F ∈ a∩ (G), entonces F = GH para algún H ∈ K[X1, . . . , Xn], y como F ∈ a,
entonces GH ∈ a y por tanto H ∈ (a : G), esto es, F ∈ G(a : G). �

Como el cálculo de la intersección de dos ideales de K[X1, . . . , Xn] es posible realizarlo mediante
métodos computacionales, resulta que también es posible calcular el ideal residual de dos ideales.

Ejercicio. 13.7.
Dados a= (X 2 + X Y − Y 2 + 1, X Y 2 + X − 1) y G = X − Y , determina (a : G).

SOLUCIÓN. Consideramos a∩ (G). Una base de Groebner es: {X Y 6+X Y 4−X Y 3−X Y 2−X Y −2X −
Y 7−Y 5+Y 4+Y 3+Y 2+2Y, X 2−X Y 4+X+Y 5−Y 2−Y }; sin embargo tenemos que calcular 1

G (a∩(G)).
Al dividir por G tenemos que una base de (a : G) es: {Y 6+Y 4−Y 3−Y 2−Y −2, X −Y 4+Y +1}. �

Cálculo del máximo común divisor de dos polinomios

Dados F, G ∈ K[X1, . . . , Xn], como K[X1, . . . , Xn] es un DFU, existen el m.c.d., D y el m.c.m., M ,
de F y G, y verifican FG = DM . Por tanto D = FG

M . Por la definición de m.c.m. se tiene (M) =
(F) ∩ (G). Tenemos por tanto un método para determinar el m.c.d. de F y G; sólo tenemos que
calcular (F)∩(G) = (T F, (1−T )G)∩K[X1, . . . , Xn]; M será el único elemento de la base de Groebner
de (F)∩ (G). Para calcular D realizamos la división FG

M .
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13.1. Ejercicios

Ideales monomiales

Ejercicio. 13.8.
Si a,b ⊆ K[X1, . . . , Xn] son ideales monomiales, entonces (a : b) es un ideal monomial.

Ref.: 1122e_068 SOLUCIÓN

Ejercicio. 13.9.
Si a,b ⊆ K[X1, . . . , Xn] son ideales monomiales y a = (M1, . . . , Mt), b = (N), siendo M1, . . . , Mt , N ∈

K[X1, . . . , Xn] monomios, entonces (a : n) =
�

Mi

mcd{Mi ,N}
| i = 1, . . . , t

�

.

Ref.: 1122e_069 SOLUCIÓN

Sea m = (X1, . . . , Xn) ⊆ K[X1, . . . , Xn]. La saturación de un ideal a ⊆ K[X1, . . . , Xn] se define como
(a : m∞) = ∪∞i=1(a : mi).

Ejercicio. 13.10.
Si a ⊆ K[X1, . . . , Xn] es un ideal monomial, entonces la saturación (a : m∞) de a es un ideal mono-
mial.
Ref.: 1122e_055 SOLUCIÓN

Ejercicio. 13.11.
Si a ⊆ K[X1, . . . , Xn] es un ideal monomial, entonces rad(a) es un ideal monomial.

Ref.: 1122e_070 SOLUCIÓN

Un ideal monomial a ⊆ K[X1, . . . , Xn] es un ideal monomial libre de cuadrados si tiene un sistema
de generadores formado por monomios libres de cuadrados.
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Ejercicio. 13.12.
Prueba que todo ideal monomial libre de cuadrados a es la intersección finita de los ideales primos
que son minimales sobre a, y que éstos son ideales monomiales. En consecuencia un ideal monomial
es libre de cuadrados si, y sólo si, es un ideal radical.
Ref.: 1122e_043 SOLUCIÓN

Ejercicio. 13.13.
Sean F, G ∈ K[X1, . . . , Xn] polinomios tales que X exp(F) y X exp(G) son primos relativos; prueba que
R(S(F, G), {F, G}) = 0.
Como consecuencia, si {G1, . . . , Gt} ⊆ K[X1, . . . , Xn] es un conjunto de polinomios no nulos tales
que en cada par X exp(Fi), X exp(F j) son primos relativos, entonces los {G1, . . . , Gt} forman una base de
Groebner.
Ref.: 1122e_071 SOLUCIÓN

Un binomio es un polinomio de la forma X α− X β . Un ideal a ⊆ K[X1, . . . , Xn] es un ideal binomial
si está generado por binomios.

Ejercicio. 13.14.
Prueba que para todo ideal binomial a ⊆ K[X1, . . . , Xn] la base de Groebner reducida está formada
por binomios.
Ref.: 1122e_072 SOLUCIÓN
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Introducción

El objetivo de este capítulo es estudiar objetos geométricos definidos como conjuntos de ceros de
sistemas de ecuaciones polinómicas (los conjuntos algebraicos afines). Establecemos una corres-
pondencia de Galois entre conjuntos algebraicos en el espacio afín An(K) e ideales del anillo de
polinomios K[X1, . . . , Xn]. A continuación a cada conjunto algebraico afín V le asociamos su anillo
de coordenadas, K[V ] = K[X1, . . . , Xn]/I (V ), siendo I (V ) el ideal de todos los polinomios que
se anulan en todos los puntos de V , y estudiamos propiedades (geométricas) de V en función de
propiedades (algebraicas) de K[V ], y viceversa.
Se introducen las aplicaciones polinómicas entre dos conjuntos algebraicos V y W y se relaciones
con los homomorfismos de álgebras de K[W ] a K[V ]. Finalmente, haciendo uso de la teoría de bases
de Groebner se clasifican los homomorfismos de álgebras entre dos anillos coordenados.
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14. Funciones polinómicas

Sea K un cuerpo, para cada n ∈ N \ {0} consideramos Kn, el producto cartesiano de n copias de K .
En Kn podemos considerar una estructura de espacio afín, a la que vamos a representar por An(K),
o simplemente por An o A.
En un espacio afín An tenemos puntos, los elementos de An, hiperplanos, los conjuntos de ceros de
las formas lineales, y las variedades lineales afines, la intersecciones de hiperplanos, o los conjuntos
de ceros de conjuntos de formas lineales.
La estructura de espacio afín se puede enriquecer aún más, y en nuestro caso vamos a ver como los
polinomios proporcionan una estructura geométrica adicional a cada espacio afín.
Dado el espacio An(K) y un polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn], definimos una función polinómica F ∗ :
An(K) −→ K mediante F ∗(x1, . . . , xn) = F(x1, . . . , xn) para cada (x1, . . . , xn) ∈ An(K).
Observar que dos polinomios distintos pueden definir la misma función polinómica. Este es el caso
de X (X − 1) y 0 ∈ F2[X ], que definen la función constante igual a 0 en A1(F2).
Llamamos P (An(K)) al conjunto de las funciones polinómicas. En P (An(K)) podemos definir una
estructura de K–álgebra mediante las operaciones:

( f + g)(x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn),
( f · g)(x1, . . . , xn) = f (x1, . . . , xn) · g(x1, . . . , xn),
(k · f )(x1, . . . , xn) = k · f (x1, . . . , xn),







∀ f , g ∈ P (An(K)),
∀k ∈ K ,
∀(x1, . . . , xn) ∈ An(K).

Tenemos entonces una aplicación de K–álgebras (−)∗ : K[X1, . . . , Xn] −→P (An(K)), F 7→ F ∗.

Proposición. 14.1.
La aplicación (−)∗ es un homomorfismo sobreyectivo de K–álgebras y es un isomorfismo si, y solo
si, K es un cuerpo infinito.

Llamamos a P (An(K)) el anillo de coordenadas de An(K), y lo representaremos por K[An].

1123-01.tex
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14.1. Ejercicios

Funciones polinómicas

Ejercicio. 14.2. (AM, Cap 1, Ej 27)
Sea V un conjunto algebraico, para cada x ∈ X se considera mx = { f ∈ K[V ] | f (x) = 0}. Se tiene:

(1) mx es un ideal maximal de K[V ].
(2) La aplicación λ : V −→Max(K[V ]), λ(x) = mx , es una aplicación inyectiva.
(3) La aplicación λ es una aplicación sobreyectiva si K es algebraicamente cerrado.

Ref.: 1123e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 14.3.
Sea V ⊆ An(K) un conjunto algebraico afín finito de cardinal m. Demuestra que K[V ] ∼= Km como
K-álgebras.
(Pista: Utiliza el teorema chino del resto.)
Ref.: 1123e_002 SOLUCIÓN

Anillos de funciones

Ejercicio. 14.4.
Se considera A = C (R) el conjunto de las aplicaciones continuas f : R → R. En A se definen dos
operaciones:

( f + g)(x) = f (x) + g(x), y
( f · g)(x) = f (x)g(x).

Para cada x ∈ R.

(1) Prueba que (A,+, ·, 1) es un anillo conmutativo que no es un dominio de integridad.

Para cada r0 ∈ R se define ar0
= { f ∈ A | f (r0) = 0}.

(2) Prueba que ar0
es un ideal para cada r0 ∈ R.

Ref.: 1123e_020 SOLUCIÓN

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 14. FUNCIONES POLINÓMICAS 149

Ejercicio. 14.5.
Consideramos A=A ([0, 1],R) el conjunto de las aplicaciones de [0,1] a R con operaciones defini-
das punto a punto.

(1) Prueba que A es un anillo que no es un dominio de integridad.
(2) Determina los elementos regulares de A.

Ref.: 1123e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 14.6.
Se define B =C ([0,1],R) el conjunto de las aplicaciones continuas de [0,1] a R.

(3) Prueba que B es un subanillo de A.

Para cada elemento r0 ∈ [0, 1] se define mr0
= { f ∈ B | f (r0) = 0}.

(4) Prueba que cada mr0
es un ideal maximal de B.

(5) Prueba que para cada ideal maximal m de B existe un elemento r ∈ [0,1] tal que m= mr0
.

(6) Prueba que en el caso de B = C (R,R) no todos los ideales maximales de B son de la forma mr

para algún r ∈ R.

Ref.: 1123e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 14.7.
Sea X un espacio topológico y C (X ) = { f : X → R | f es continua}. Llamamos Z( f ) = {x ∈ X |
f (x) = 0}, es un cerrado de X .

(1) Z( f )∪ Z(g) = Z( f g).
(2) Z( f )∩ Z(g) = Z( f 2 + g2).
(3) ( f , g) =C (X ) si, y sólo si, Z( f )∩ Z(g) =∅.
(4) Si p,q son ideales primos de C (X ), entonces pq= p∩ q.
(5) En particular para cada ideal primo p de C (X ) se tiene p2 = p.

Ref.: 1123e_023 SOLUCIÓN
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15. Conjuntos algebraicos afines

La estructura adicional de An(K) al considerar las funciones polinómicas nos permite considerar los
conjuntos de ceros de estas funciones. Debido a la existencia de la aplicación sobreyectiva (−)∗ :
K[X1, . . . , Xn] −→ K[An], al estudiar el conjunto de ceros de una función polinómica F ∗ podemos
identificar este conjunto con el conjunto de raíces, en Kn, del polinomio F , identificando a este fin
los conjuntos An(K) y Kn.
Cada polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] determina un subconjunto

V (F) = {(x1, . . . , xn) ∈ An(K) | F(x1, . . . , xn) = 0},

el conjunto de ceros o conjunto de raíces de F ∗ ó F . Para cada conjuntoF ⊆ K[X1, . . . , Xn] podemos
considerar

V (F ) = ∩{V (F) ⊆ An(K) | F ∈ F},

el conjunto de ceros comunes a todos los elementos de F .
Un subconjunto V ⊆ An(K) se llama un conjunto algebraico afín si existe un conjunto de polinomios
F ⊆ K[X1, . . . , Xn] tal que V = V (F ).

Lema. 15.1.
Si F1 ⊆F2 ⊆ K[X1, . . . , Xn] son conjuntos de polinomios, entonces V (F1) ⊇ V (F2).

Lema. 15.2.
Sean F ⊆ K[X1, . . . , Xn] un conjunto de polinomios y a el ideal generado por F . Se verifica:

(1) V (F ) = V (a).
(2) Existen polinomios F1, . . . , Fs ∈ F tales que V (F ) = V (F1, . . . , Fs).

Proposición. 15.3.
(1) Si V1 y V2 son conjuntos algebraicos afines de An(K), entonces V1∪V2 es un conjunto algebraico

afín.
(2) Si {Vi | i ∈ I} es una familia de conjuntos algebraicos afines de An(K), entonces ∩iVi es un

conjunto algebraico afín.

1123-02.tex
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Como consecuencia los conjuntos algebraicos afines verifican los axiomas de los cerrados para una
topología en An. Esta topología se llama la topología de Zariski de An(K). Los conjuntos algebraicos
afines verifican las siguientes propiedades:

(I) ∅ y An son conjuntos algebraicos.

(II) La unión finita de conjuntos algebraicos afines es un conjunto algebraico afín.

(III) La intersección de conjuntos algebraicos afines es un conjunto algebraico afín.
Ejemplos. 15.4.
(1) Puntos. Observar que V (X1− a1, . . . , Xn− an) = {(a1, . . . , an)}, y por lo tanto tenemos que cada

conjunto finito es un cerrado, esto es, un conjunto algebraico afín.
(2) Conjuntos lineales. Son los conjuntos de ceros de los sistemas de ecuaciones lineales.
(3) Hipersuperficies. Son los conjuntos de ceros de polinomios F ∈ K[X1, . . . , Xn] no constantes.

Es claro que todo conjunto algebraico afín es una intersección de un número finito de hipersu-
perficies.

(4) Hiperplanos. Son los conjuntos de ceros de polinomios de grado uno. Cada conjunto lineal es
una intersección finita de hiperplanos.

Las propiedades de los conjuntos algebraicos afines pueden expresarse también en términos de idea-
les como sigue:

Lema. 15.5. (Propiedades de los conjuntos algebraicos afines.)
(1) Para cada familia de ideales {ai | i ∈ I} en K[X1, . . . , Xn] se tiene V (

∑

i ai) = ∩iV (ai);
(2) Si a ⊆ b, entonces V (a) ⊇ V (b);
(3) V (FG) = V (F)∪V (G), para F, G ∈ K[X1, . . . , Xn],
V (ab) = V (a)∪V (b) = V (a∩ b), para a,b ⊆ K[X1, . . . , Xn];

(4) V (0) = An,
V (1) =∅.
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15.1. Ejercicios

Conjuntos algebraicos

Ejercicio. 15.6.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Para cada F ∈ K[X ] no constante, describe V (F) ⊆ A1(K) en términos de la factorización de F
en K[X ].

(2) Usa dicha descripción para determinar I (V (F)).
(3) Deduce que I (V (F)) = (F) si, y sólo si, F es el producto en K[X ] de factores irreducibles

distintos.

Ref.: 1123e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 15.7.
Sean F , G ∈ K[X , Y ] polinomios irreducibles no asociados. Demuestra que V ((F, G)) ⊆ A2(K) es
vacío o un conjunto finito.
(Pista: Si (F, G) 6= (1), demuestra que (F, G) contiene un polinomio no nulo de K[X ] tomando F ,
G ∈ K(X )[Y ] y aplicando el lema de Gauss para demostrar que F y G son primos relativos en
K(X )[Y ].)
Ref.: 1123e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 15.8.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Identificamos cada matriz
�

a b
c d

�

∈ M2×2(K) con el punto (a, b, c, d) ∈ A4(K). Demuestra que el

grupo SL2(K) de la matrices determinante igual a 1 es un conjunto algebraico de A4(K).
(2) Demuestra que SLn(K) es un conjunto algebraico de An2

(K).

Ref.: 1123e_005 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 15.9.
Sea V cualquier recta de R2. Demuestra que R[V ] ∼= R[Z], Z es una indeterminada sobre R, como
R–álgebras. Describe el isomorfismo de conjuntos algebraicos correspondiente de A1(R) a V .
Ref.: 1123e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 15.10.
Un conjunto algebraico V es irreducible si, y solo si, I (V ) es un ideal primo.

Ref.: 1123e_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 15.11.
Trabajamos sobre C.

(1) Sea V = V (X 3Y Z − 5X 4Y + 7X Z). Prueba que I (V ) = (X 3Y Z − 5X 4Y + 7X Z).
(2) Sea V = V (X 2 + Y 2 − 2Z2 − X Z). Prueba que I (V ) = (X 2 + Y 2 − 2Z2 − X Z).

Ref.: 1123e_030 SOLUCIÓN

Ejercicio. 15.12.
Sean K un cuerpo y a1, . . . , an ∈ K elementos de K . Prueba que el conjunto m= {F ∈ K[X1, . . . , Xn] |
F(a1, . . . , an) = 0} es el ideal maximal de K[X1, . . . , Xn] generado por X1 − a1, . . . , Xn − an.
Ref.: 1123e_031 SOLUCIÓN
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16. Ideales asociados a conjuntos de puntos

Dado un conjunto de puntos S ⊆ An, llamamos ideal de S al conjunto

I (S ) = {F ∈ K[X1, . . . , Xn] | F(s) = 0, para cada s ∈ S }.

Veamos ahora algunas de las propiedades de los operadores I y V .

Lema. 16.1.
(1) Si S1 ⊆ S2, entonces I (S1) ⊇ I (S2).
(2) I (∅) = K[X1, . . . , Xn],
I (An) = 0, si K es un cuerpo infinito.

(3) F ⊆ IV (F ) para cada conjunto de polinomios F ⊆ K[X1, . . . , Xn],
S ⊆ V I (S ) para cada conjunto de puntos S ⊆ An.

(4) V (F ) = V IV (F ) para cada conjunto de polinomios F ⊆ K[X1, . . . , Xn],
I (S ) = IV I (S ) para cada conjunto de puntos S ⊆ An.

(5) I (S ) es un ideal radical para cada conjunto de puntos S ⊆ An.

DEMOSTRACIÓN. (5). Se tiene F ∈ I (S ) si y solo si, para cada x ∈ S ocurre que F(x) = 0. Dado
G ∈ K[X1, . . . , Xn] tal que existe m ∈ N verificando Gm ∈ I (S ), entonces 0= Gm(x) = G(x)m, y por
tanto G(x) = 0, esto es, G ∈ I (S ), que por tanto es un ideal radical. �

La demostración del siguiente hecho requiere de un estudio más avanzado de los conjuntos alge-
braicos afines, y en concreto del Teorema de los ceros de Hilbert que se prueba para cuerpos alge-
braicamente cerrados, ver Teorema (31.3.), por lo que lo citamos solamente a modo de ejemplo.

Corolario. 16.2.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado un ideal a ⊆ K[X1, . . . , Xn], resulta que IV (a) =
rad(a).

Como consecuencia, si V es un conjunto algebraico, entonces V = V I (V ), y si a es el ideal de
un conjunto de puntos a = IV (a). Más adelante veremos cual es el marco más adecuado en el
que establecer una biyección entre conjuntos algebraicos afines de An(K) y ciertos ideales del anillo
K[X1, . . . , Xn].

1123-03.tex
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Ejercicio. 16.3.
(1) Si V1, V2 son conjuntos algebraicos afines, entonces:

V1 ⊆ V2 ⇔ I (V1) ⊇ I (V2);

V1 ⊂ V2 ⇔ I (V1) ⊃ I (V2);

(2) Si V1 y V2 son conjuntos algebraicos afines, entonces:

I (V1 ∪ V2) = I (V1)∩I (V2);

V1 ∪ V2 = V (I (V1)I (V2)) = V (I (V1)∩I (V2)).

(3) Si {Vα | α ∈ A} es una familia de conjuntos algebraicos afines, entonces

∩αVα = V (
∑

α

I (Vα)).

Vamos a calcular algunos ejemplos.

Ejemplo. 16.4.
Si K es un cuerpo de característica cero y S = {(x1, . . . , xn)} es un conjunto de Kn que se reduce a
un punto, entonces I (x1, . . . , xn) = (X1− x1, . . . , Xn− xn), que es un ideal maximal de K[X1, . . . , Xn].

Ejemplo. 16.5.
Si K es un cuerpo de característica cero yS es el conjunto de los ceros de X 3−Y 2, vamos a determinar
I (S ) = IV (X 3 − Y 2).
En este caso podemos dar una parametrización de este conjunto algebraico. Dado un cero (x , y) 6=
(0,0), resulta x3 = y2, y por lo tanto se tiene x =

� y
x

�2
e y =

� y
x

�3
. Si llamamos t = y

x , entonces se
tiene x = t2, y = t3. Como consecuencia el conjunto de ceros es: {(t2, t3) | t ∈ K}.
Para determinar el ideal a = I (V (X 3 − Y 2)), basta ver que si F ∈ a, al dividir por X 3 − Y 2,
consideramos el orden lexicográfico con Y > X , entonces F = (X 3 − Y 2)Q + R, con R = 0 ó
N (R) ⊆ ∆ = N2 \ ((0,2) + N2). Para cada t ∈ K se tiene F(t2, t3) = 0, luego R(t2, t3) = 0, y el
polinomio R(T 2, T 3) ∈ K[T] tiene como raíces a todos los elementos de K . Como K es infinito, en-
tonces R(T 2, T 3) es el polinomio cero; observar que R(X , Y ) = R0(X ) + Y R1(X ), y que por tanto se
tiene 0 = R0(T 2) + T 3R1(T 2). De aquí se deduce que R0 = 0 y R1 = 0 y por tanto R = 0, esto es,
F = (X 3 − Y 2)Q ∈ (X 3 − Y 2) y IV (X 3 − Y 2) = (X 3 − Y 2).
Si K no es de característica cero, este resultado puede no ser cierto. Observar el caso en que K = F2,
entonces V (X 3 − Y 2) = {(0, 0), (1,1)}, y se tiene IV (X 3 − Y 2) = (X , Y ) ∩ (X − 1, Y − 1) = (X +
Y, Y 2 + Y ).
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16.1. Ejercicios

Ideales asociados a conjuntos de puntos

Ejercicio. 16.6.
Se considera el polinomio F = X 3 − X 2 − 2X Y − Y 2 ∈ R[X , Y ].
(1) Prueba que F es un polinomio irreducible.
(2) Tenemos entonces que el anillo de coordenadas de V = V (F) es R[V ] = R[X ,Y ]

(X 3−X 2−2X Y−Y 2) es un
dominio de integridad.

(3) Consideramos la asignación t 7→ (t2, t3 − t2). Prueba que define una aplicación polinómica
f : A1(R)→ V

(4) Construye el correspondiente homomorfismo de álgebras ef : R[V ]→ R[T].
(5) Calcula el núcleo y la imagen de ef .

Ref.: 1123e_019 SOLUCIÓN
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17. Anillos coordenados

Recordemos que dado un conjunto algebraico afín V ⊆ An(K), el anillo K[V ] := K[X1, . . . , Xn]/I (V )
se llama el anillo de coordenadas de V .
Dadas dos funciones polinómicas F ∗, G∗ sobre An(K), podemos considerar sus restricciones a V ⊆
An(K). Observar que si F ∗|V = G∗|V , entonces para cada v ∈ V se tiene F(v) = G(v), esto es, F − G ∈
I (V ). Y recíprocamente. Tenemos pues una biyección entre K[V ] y las clases de equivalencia, para
la relación F ∗ ∼ G∗ si F ∗|V = G∗|V , de las funciones polinómicas, por lo que podemos identificar los
elementos de K[V ] con funciones polinómicas sobre V .

Ejemplo. 17.1.
Si consideramos V (X 3 − Y 2), como en el ejemplo (16.5.). En el caso en que K es un cuerpo de
característica cero se tiene I (V (X 3−Y 2)) = (X 3−Y 2), y por tanto K[V (X 3−Y 2)] = K[X , Y ]/(X 3−
Y 2). Sin embargo si K = F2, entonces F2[V (X 3−Y 2)] = F2[X , Y ]/(X+Y, Y 2+Y )∼= F2[Y ]/(Y 2+Y )∼=
F2 × F2.

Dados dos conjuntos algebraicos afines V ⊆ An(K) y W ⊆ Am(K). Vamos a llamar aplicación polinó-
mica, morfismo de conjuntos afines o aplicación regular de V a W a una aplicación f : V −→W
definida por polinomios, esto es, para cada índice j = 1, . . . , m existe un polinomio F j ∈ K[X1, . . . , Xn]
tal que

f (x1, . . . , xn) = (F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn)) para cada (x1, . . . , xn) ∈ V.

Observar que los polinomios F j no están determinados de forma única. Por ejemplo si V = V (X 2 +
Y 2−1) ⊆ A2(R), los polinomios F = X y G = X +X 2+Y 2−1 definen la misma aplicación polinómica
de V a A1(R).
Una aplicación polinómica f : V −→ W se dice que es un isomorfismo de conjuntos algebraicos
afines si existe otra aplicación polinómica g : W −→ V tal que f ◦ g = idW y g ◦ f = idV .

Proposición. 17.2.
Sean V ⊆ An(K) y W ⊆ Am(K) conjuntos algebraicos afines. Se verifica:

(1) Toda aplicación polinómica f : V −→W define un homomorfismo de K–álgebras

ef : K[W ] −→ K[V ], ef (F) = F ◦ f .

(2) Para cada homomorfismo de K–álgebras h : K[W ] −→ K[V ] existe una única aplicación polinó-
mica f : V −→W tal que h= ef .

(3) Si f1 : V1 −→ V2 y f2 : V2 −→ V3 son aplicaciones polinómicas, entonces âf2 ◦ f1 = ef1 ◦ ef2.
(4) Una aplicación polinómica f : V −→W es un isomorfismo si, y sólo si, ef es un isomorfismo de

K–álgebras.
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DEMOSTRACIÓN. (2). Dado h : K[W ] −→ K[V ], para cada índice j = 1, . . . , m definimos F j = h(Yj).
Y juntándolos todos definimos una aplicación polinómica h′ : V −→ Am(K) mediante:

h′(x1, . . . , xn) = (F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn)), para cada (x1, . . . , xn) ∈ V.

Ahora comprobamos que h′(V ) ⊆W , para esto consideramos el diagrama

I (W ) //

h′′

��

K[Y1, . . . , Ym] //

h′

��

K[W ]

h
��

I (V ) // K[X1, . . . , Xn] // K[V ]

donde h′ : K[Y1, . . . , Ym] −→ K[X1, . . . , Xn] está definido h′(Yj) = F j, para cada índice j. Es claro que
h′(I (W )) ⊆ I (V ), lo que permite definir h′′.
Observar que si G ∈ I (W ), y (x1, . . . , xn) ∈ V , entonces

0= h′′(G)(x1, . . . , xn) = G(F1, . . . , Fm)(x1, . . . , xn) = G(F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn))),

y para cada (x1, . . . , xn) ∈ V se tiene (F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn)) ∈W . Por tanto h′ define una
aplicación polinómica de V a W .

Podemos observar que si se eligen otros elementos F ′j tales que F j = F ′j para cada índice j = 1, . . . , m,

entonces F j = F ′j , como funciones polinómicas, por lo tanto podemos tomar tanto una como la otra
en la definición de la aplicación polinómica h′ : V −→W .
Finalmente observar que eh′ = h, ya que para cada G ∈ K[W ] se tiene:

eh′(G) = G ◦ h′ = G(F1, . . . , Fm) = h(G).

�

Como consecuencia de la proposición, existe una biyección:

HomApl.Pol.(V, W )
∼=−→ HomK−Al g.(K[W ], K[V ]).

Corolario. 17.3.
Sea f : V −→W una aplicación entre conjuntos algebraicos afines. Son equivalentes:

(a) f es una aplicación polinómica.
(b) Para cada g ∈ K[W ] la composición g ◦ f pertenece a K[V ].

En particular, para cada aplicación polinómica f : V −→ W se tiene f (v) = w si, y sólo si,
ef −1(I ({v})) = I ({w}).
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DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Tenemos ef (g) = g ◦ f ∈ K[V ] para cada g ∈ K[W ].
(b) ⇒ (a). Para cada índice j = 1, . . . , m tomamos X j ∈ K[W ], por hipótesis X j ◦ f ∈ K[V ], luego
existe un polinomio F j ∈ K[X1, . . . , Xn] tal que F j = X j ◦ f . Es claro que f (v) = (F1(v), . . . , Fm(v))
para cada v ∈ V .
La segunda parte es clara. �

Ejemplo. 17.4.
Vamos a ver que existe una aplicación polinómica biyectiva entre V (X 3 − Y 2) ⊆ R2 y la recta afín
real que no es un isomorfismo.
Tenemos una parametrización de V (X 3−Y 2) dada por x = t2, y = t3, donde t varía en R. Definimos
entonces

f : A1(R) −→ V (X 3 − Y 2),

mediante: f (t) = (t2, t3), t ∈ R. Es claro que f es una aplicación de conjuntos algebraicos y es
biyectiva, pero vamos a ver que no es un isomorfismo. Al considerar el homomorfismo inducido

ef : K[V (X 3 − Y 2)] −→ K[A1(R)],

se tiene
ef :
R[X , Y ]
(X 3 − Y 2)

−→ R[T], ef (X ) = T 2, ef (Y ) = T 3.

Por lo tanto la imagen es el subanillo generado por T 2 y T 3, esto es, R+ T 2R[T] 6= R[T], y como no
es un isomorfismo, tenemos que f no es un isomorfismo de conjuntos algebraicos.
Más adelante veremos que en realidad no puede existir ningún isomorfismo entre V (X 3 − Y 2) y la
recta afín real.

Homomorfismos de álgebras afines

En lo que sigue vamos a estudiar los homomorfismos h : K[W ] −→ K[V ] determinando su núcleo y
su imagen. Supongamos que

h :
K[Y1, . . . , Ym]
I (W )

−→
K[X1, . . . , Xn]
I (V )

.

Para cada elección de F1, . . . , Fm ∈ K[X1, . . . , Xn] tenemos un homomorfismo

g : K[Y1, . . . , Ym] −→ K[X1, . . . , Xn], g(Yj) = F j, j = 1, . . . , m.

Además g induce un homomorfismo de K[W ] a K[V ] si g(I (W )) ⊆ I (V ), esto es, si para cada
G ∈ I (W ) se tiene G(F1, . . . , Fm) ∈ I (V ).
Entonces el homomorfismo h estará determinado por las imágenes de Yj, j = 1, . . . , m. Sean F j ∈
K[X1, . . . , Xn] tales que F j = h(Yj). Los F j están determinados módulo I (V ), pero para cualquier

elección de estos se tiene el mismo valor, h(G) = G(F1, . . . , Fm).
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Proposición. 17.5.
Se considera A = K[Y1, . . . , Ym, X1, . . . , Xn], c el ideal de A generado por {Y1 − F1, . . . , Ym − Fm} ∪
{sistema de generadores de I (V )} y G la base de Groebner reducida de c con respecto al orden
lexicográfico con X1 > · · ·> Xn > Y1 > · · ·> Ym. Se tiene:

(1) Ker(h) =
(c∩ K[Y1, . . . , Ym]) +I (W )

I (W )
. En particular las clases de los elementos de G en

K[X1, . . . , Xn] generan Ker(h).
(2) Dado F ∈ K[X1, . . . , Xn], se tiene F ∈ Im(h) si, y sólo si, R(F ;G) ∈ K[Y1, . . . , Ym]. En este caso

F = h(R(F ;G)).

DEMOSTRACIÓN. (1). Si G ∈ Ker(h), entonces 0 = h(G) = G(F1, . . . , Fm), y por tanto tenemos
G(F1, . . . , Fm) ∈ I (V ), luego G(F1, . . . , Fm) ∈ I (V )e ⊆ c. Como Yj − F j ∈ c para cada j = 1, . . . , m,
entonces G(Y1, . . . , Ym)−G(F1, . . . , Fm) ∈ c, y tenemos G ∈ c∩ K[Y1, . . . , Ym], luego G es un elemento

de
(c∩ K[Y1, . . . , Ym]) +I (W )

I (W )
.

Por otro lado, si G ∈ c ∩ K[Y1, . . . , Ym], supongamos que I (V ) está generado por {H1, . . . , Ht}, en-
tonces

G(Y1, . . . , Ym) =
m
∑

j=1

a j(Yj − F j) +
t
∑

i=1

biHi,

con a j, bi ∈ A. Tenemos G(F1, . . . , Fm) =
∑t

i=1 biHi ∈ I (V )e, y por tanto h(G) = G(F1, . . . , Fm) = 0.

(2). Dado F ∈ K[X1, . . . , Xn], si F ∈ Im(h), entonces existe G ∈ K[Y1, . . . , Ym] tal que h(G) = F , y
por tanto G(F1, . . . , Fm)− F(X1, . . . , Xn) ∈ I (V ) ⊆ c. Como G(F1, . . . , Fm)−G(Y1, . . . , Ym) ∈ c, tenemos
G(Y1, . . . , Ym) − F(X1, . . . , Xn) ∈ c. Al hacer la división de F , ó de G, por G, como X1 > · · · > Xn >
Y1 > · · · > Ym en el orden lexicográfico, en el resto R no aparecen las variables X1, . . . , Xn, luego
G−R ∈ c∩K[Y1, . . . , Ym], y como sus clases están contenidas en el núcleo, entonces F = h(G) = h(R).
Por otro lado, sea R ∈ K[Y1, . . . , Ym] el resto de la división de F por G, entonces F −R ∈ c y podemos
escribir

F − R=
m
∑

j=1

a j(Yj − F j) +
t
∑

i=1

biHi.

Al evaluar Yj en F j resulta F −R(F1, . . . , Fm) =
∑t

i=1 biHi ∈ I (V ). Entonces F = h(R) ∈ Im(h). �

Corolario. 17.6.
(1) h es inyectiva si, y sólo si, c∩ K[Y1, . . . , Ym] ⊆ I (W ).
(2) h es sobreyectiva si, y sólo si, para cada índice i = 1, . . . , n existe un Gi ∈ K[Y1, . . . , Ym] tal que

X i − Gi ∈G.
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DEMOSTRACIÓN. (1). Es inmediata.
(2). La condición es necesaria, ya que para cada índice i se tendrá R(X i;G) ∈ K[Y1, . . . , Ym] y por
tanto X i pertenece a la imagen de h. Por otro lado, si h es sobreyectiva, entonces para cada índice
i se tiene X i ∈ Im(h), luego R(X i;G) ∈ K[Y1, . . . , Ym]. Como consecuencia X i es el término líder de
algún elemento de G; como esto ocurre para cada índice i, entonces G contiene un elemento de la
forma X i + Gi con Gi ∈ K[Y1, . . . , Ym]. �

Vamos a estudiar algunos ejemplos.

Ejercicio. 17.7.
Se considera el homomorfismo h : K[Y, Z] −→ K[X ] definido por

h(Y ) = X 2 − 1 y h(Z) = X 3 − 1.

Calcular el núcleo y la imagen de h.

SOLUCIÓN. Siguiendo la notación de la proposición el ideal c está generado por Y−X 2+1 y Z−X 3+1,
ya que en este caso I (V ) = 0. Primero calculamos una base de Groebner de c respecto al orden
lexicográfico con X > Y > Z:

G= {3Y + 3Y 2 + Y 3 − 2Z − Z2,−1+ X − 2Y − Y 2 + X Z ,−1+ X + X Y − Z ,−1+ X 2 − Y }.

Al calcular la intersección c∩ K[Y, Z], ésta está generada por:

{3Y + 3Y 2 + Y 3 − 2Z − Z2},

por lo tanto h no es inyectiva, ya que el núcleo contiene a 3Y + 3Y 2 + Y 3 − 2Z − Z2. Para ver la
sobreyectividad tenemos que ver si en G existe un elemento de la forma X −G, con G ∈ K[Y, Z]. Es
claro que no, luego h no es sobreyectiva, ya que X /∈ Im(h). �

Ejemplo. 17.8.
Se consideran

V = V (X Z + Y 2 + Z2, X Y − X Z − 2Z2) ⊆ A3(C) y
W = V (U3 − UV 2 + V 3) ∈ A2(C).

Se verifica
I (V ) = (X Z + Y 2 + Z2, X Y − X Z − 2Z2) y
I (W ) = (U3 − UV 2 + V 3).

¡Ya comprobaremos esto más adelante!
Se considera el homomorfismo h : K[U ,V ]

I (W ) −→
K[X ,Y,Z]
I (V ) inducido por h′ : K[U , V ] −→ K[X , Y, Z] defini-

do por
h′(U) = Z , h′(V ) = Y.
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Para ver que h está bien definido basta ver que h′(I (W )) ⊆ I (V ). Observar que h′(U3−UV 2+V 3) =
Z3 − ZY 2 + Y 3 pertenece a I (V ), ya que una base de Groebner de I (V ) es:

{Y 3 − Y 2Z + Z3, Y 2 + X Z + Z2, X Y + Y 2 + Y Z − Z2}.

Para estudiar la inyectividad y sobreyectividad de h consideramos el ideal c definido por {U − Z , V −
Y, X Z + Y 2 + Z2, X Y − X Z + Y Z − 2Z2}. Una base de Groebner, respecto al orden lexicográfico con
X > Y > Z > U > V , es:

G= {U3 − UV 2 + V 3,−U + Z ,−V + Y,−U2 + UV + V 2 + V X , U2 + V 2 + UX }.

Al calcular la intersección con K[U , V ], ésta está generada por

{U3 − UV 2 + V 3}.

Observa que está contenida en I (W ), luego h es inyectiva. Para ver si es sobreyectiva, tenemos que
encontrar X −G1, Y −G2, Z −G3 en G, con G1, G2, G3 ∈ K[U , V ]. Para Y y Z es posible, pero no para
X , por lo tanto X /∈ Im(h) y h no es sobreyectiva.

Finalmente vamos a describir la aplicación polinómica que define el homomorfismo h. Tenemos que
determinar FU y FV en K[X , Y, Z] tales que h(U) = FU y h(V ) = FV ; por ejemplo FU = Z y FV = Y .
Entonces la aplicación polinómica es:

f : V −→W, f (x , y, z) = (FU(x , y, z), FV (x , y, z)) = (z, y).

Aplicaciones

Cálculo del polinomio mínimo de un elemento en una extensión algebraica simple

Proposición. 17.9.
Sea K un cuerpo y α un elemento algebraico sobre K con polinomio mínimo F = Irr(α, K) ∈ K[X ].
Sea β ∈ K[α] definido por un polinomio, por ejemplo β = G(α). Si G es una base de Groebner
reducida del ideal (F, Y − G) ∈ K[X , Y ], respecto al orden lexicográfico con X > Y , entonces el
polinomio mínimo de β sobre K es el único polinomio en G∩ K[Y ].
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DEMOSTRACIÓN. Consideramos el siguiente diagrama:

Ker(h′) //

((QQQQQQQQQQQQQ

��

Ker(h) = 0

��

Ker(h′′)

jjjjjjjj

jjjjjjjj

��

(Irr(β , K)) //

��

K[Y ] //

''OOOOOOOOOOOOOO

h′

��

K[Y ]
(Irr(β ,K)) = K[β]

h

��

K[Y ]
(Irr(β ,K))

lllllllllllllll

lllllllllllllll

h′′

��

(Irr(α, K)) // K[X ] //

''OOOOOOOOOOOOOO
K[X ]

(Irr(α,K)) = K[α]

K[X ]
(Irr(α,K))

lllllllllllllll

lllllllllllllll

La aplicación h es la inclusión de K[β] en K[α], y está definida h(β) = β = G(α). La aplicación
h′ está definida h′(Y ) = G, entonces h′ induce h si h′(Irr(β , K)) ⊆ (Irr(α, K)), lo cual es inmediato,
ya que si H ∈ (Irr(β , K)), entonces h′(H) = H(G) y se verifica: H(G)(α) = H(G(α)) = H(β) = 0.
El núcleo de h es cero, ya que K(β) es un cuerpo (también porque h es la inclusión). Por otro lado
el núcleo de h′′ es c∩K[Y ]

(Irr(β ,K)) , siguiendo la notación de la Proposición (17.5.), siendo en este caso
c = (Y − G, Irr(α, K)). Por lo que calculando una base de Groebner reducida G de c, un sistema de
generadores de (Irr(β , K)) = c∩ K[Y ] es G∩ K[Y ]. �

Ejemplo. 17.10.
Dado K = Q y α = 3p2, para determinar el polinomio mínimo de β = 2+ 3p2− 3p4, calculamos una
base de Groebner de (X 3−2, Y −2− X + X 2) en Q[X , Y ] respecto al orden lexicográfico con X > Y .
Ésta es:

G= {−18+ 18Y − 6Y 2 + Y 3,−6+ 3X + 3Y − Y 2}.

La intersección con K[Y ] es:
{−18+ 18Y − 6Y 2 + Y 3},

y resulta que Y 3 − 6Y 2 + 18Y − 18 es el polinomio mínimo de β en Q.

Es bien conocido que un elemento genérico de K[α] es de la forma G(α), para G ∈ K[X ]. Sin
embargo, en ciertas ocasiones podemos expresar un elemento de K[α] en la forma G(α)/L(α), con
G, L ∈ K[X ] y L(α) 6= 0. Se trata de determinar el polinomio mónico irreducible de un elemento
β ∈ K[α] expresado en la forma β = G(α)/L(α).
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Proposición. 17.11.
Dado β = G(α)/L(α) ∈ K[α], siendo G, L ∈ K[X ] y F = Irr(α, K), se tiene que Irr(β , K) es el único
generador de d∩ K[Z], siendo d= (F, LZ − G, LY − 1) ⊆ K[X , Y, Z].

DEMOSTRACIÓN. Consideramos el siguiente diagrama

(Irr(β , K)) //

��

K[Z] //

h′

��

K[β] = K[Z]
(Irr(β ,K))

h
��

(Irr(α, K), Y L − 1) //

��

K[X , Y ]
p //

��

K[α] = K[X ,Y ]
(Irr(α,K),Y L−1)

(Irr(α,K))+(Y L−1)
(Y L−1)

// K[X ,Y ]
(Y L−1)

q // K[α]

Donde h es la inclusión y p está definida p(X ) = α, p(Y ) = 1
L(α) . Entonces p se factoriza por el

cociente K[X , Y ]/(Y L − 1) a través de q. Los núcleos de p y q son sencillos de calcular. Además
podemos definir h′ : K[Z] −→ K[X , Y ] mediante h′(Z) = GY , que hace conmutar el cuadrado
superior derecha.
Como h es inyectiva, se tiene que su núcleo es cero, y por lo tanto (Irr(β , K)) = d∩ K[Z], siendo d

el ideal de K[X , Y, Z] generado por (Z − GY, Y L − 1, Irr(α, K)) = (LZ − G, Y L − 1, Irr(α, K)). �

Ejemplo. 17.12.
Dado K = Q y α = 3p2, para determinar el polinomio mínimo de β = 1+ 3p2− 3p4

1− 3p2+ 3p4
, calculamos una

base de Groebner de (Z − (1+ X − X 2)Y, X 3 − 2, Y (1− X + X 2)− 1) en Q[X , Y, Z] respecto al orden
lexicográfico con X > Y > Z . Ésta es:

G= {−5+ 3Z + 9Z2 + 9Z3,−1+ 2Y − Z ,−1+ 2X − 3Z}.

La intersección con K[Z] es:
{−5+ 3Z + 9Z2 + 9Z3},

y resulta que 9X 3 + 9X 2 + 3X − 5 es el polinomio mínimo de β en Q.

Teoría de la eliminación y proyecciones

Dado un cuerpo K , para cada subconjunto S ⊆ Kn tenemos que V I (S) es el menor subconjunto
algebraico que contiene a S. En efecto, si tenemos un subconjunto algebraico W tal que S ⊆ W ⊆
V I (S), se tiene V I (S) ⊆ V I (W ) ⊆ V IV I (S) = V I (S), y por lo tanto W = V I (S).
Llamamos a V I (S) la clausura algebraica, o la clausura de Zariski, de S en Kn, y la representamos
por S.
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Proposición. 17.13.
Consideramos p : Kn −→ Kn−m la proyección a las últimas coordenadas. Para cada conjunto alge-
braico V ⊆ Kn con a= I (V ) se verifica que para cada am = a∩K[Xm+1, . . . , Xn], el m–ésimo ideal de
eliminación de a, se tiene que V (am) es la clausura de Zariski de p(V ) ⊆ Kn−m.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que p(V ) ⊆ V (am), ya que para cada F ∈ am ⊆ K[Xn−m, Xn] se tiene
F(x) = 0 para cada x ∈ p(V ), y por lo tanto V I (p(V )) ⊆ V (am). Por otro lado, si F ∈ I (p(V )) ⊆
K[Xm+1, . . . , Xn], entonces F(x) = 0 para cada x ∈ V , como polinomio de K[X1, . . . , Xn]. Por tanto
F ∈ I (V ) = a, y F ∈ am, esto es, I (p(V )) ⊆ am, y como consecuencia V (am) ⊆ V I (p(V )). �

Ejemplo. 17.14.
Consideramos el conjunto V = {(x , y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = 1, x + y + z = 1} y hacemos la
proyección sobre el plano (Y, Z), esto es, el plano de ecuación X = 0; por lo tanto si a= (X 2 + Y 2 −
Z2 − 1) ⊆ R[X , Y, Z], tenemos que calcular el ideal de eliminación a ∩R[Y, Z], que en este caso es
(−Y + Y 2 − Z + Y Z) = (Y − 1)(Y − Z), que corresponde a dos rectas.
Si hacemos la proyección sobre el plano (X , Y ), el plano Z = 0, tenemos que calcular el ideal de
eliminación a∩R[X , Y ], que en este caso es (1− X − Y + X Y ) = (X − 1)(Y − 1), que corresponde a
dos rectas.

Ecuaciones implícitas de un conjunto algebraico

Dado un cuerpo K y polinomios G1, . . . , Gn ∈ K[T1, . . . , Tm], consideramos el conjunto

U = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | existe (t1, . . . , tm) ∈ Km tal que x i = Gi(t1, . . . , tm)}.

Este conjunto no es necesariamente un conjunto algebraico, pero sí lo es su clausura algebraica
U = V I (U).

Proposición. 17.15.
En la situación anterior la clausura algebraica de U es V (c) ∩ K[X1, . . . , Xn], siendo c el ideal de
K[X1, . . . , Xn, T1, . . . , Tm] generado por {X1 − G1, . . . , Xn − Gn}.

DEMOSTRACIÓN. Consideramos la aplicación polinómica f : Km −→ Kn definida mediante f (t) =
(G1(t), . . . , Gn(t)). El grafo W de esta aplicación es el conjunto de puntos (t, x) ∈ Km × Kn = Kn+m,
y los elementos de U son los que se obtienen al proyectar a Kn. Por lo tanto la clausura algebraica
de U es V (am), siendo a= (X1 − G1, . . . , Xn − Gn) el ideal que define a W . �
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Ejemplo. 17.16.
Consideramos el conjunto de puntos U = {(t2+1, t2−1) | t ∈ R}. Estamos interesados en determinar
la clausura algebraica de U en R2. Para esto estudiamos el ideal

a= (X − T 2 − 1, Y − T 2 + 1) ⊆ R[T, X , Y ],

y eliminamos la indeterminada T ; se tiene

a∩R[X , Y ]) = (X − Y − 2).

Tenemos pues una recta.
Si consideramos el conjunto U = {(t2 + 1, t − 1) | t ∈ R}, entonces las ecuaciones implícitas de la
clausura algebraica son {X − Y 2 − 2Y − 2}; se trata de una parábola.

Un caso más general es aquel en el que U no está definido por polinomios, sino por funciones racio-
nales G1/H1, . . . , Gn/Hn, en donde G1, . . . , Gn, H1, . . . , Hn ∈ K[X1, . . . , Xn]. Tenemos

U = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | existe (t1, . . . , tm) ∈ Km tal que x i = Gi(t1, . . . , tm)/Hi(t1, . . . , tm)}.

Consideramos la siguiente composición:

K[X1, . . . , Xn] −→ K[T1, . . . , Tm, S1, . . . , Sn] −→
K[T1, . . . , Tm, S1, . . . , Sn]/(S1H1 − 1, . . . , SnHn − 1)

Es una aplicación polinómica, y podemos calcular su núcleo; éste es:

(S1H1 − 1, . . . , SnHn − 1, X1 − G1S1, . . . , Xn − GnSn)∩ K[X1, . . . , Xn].

Este homomorfismo define una aplicación polinómica V (S1H1 − 1, . . . , SnHn − 1) −→ Kn, y su grafo
es (t, x), siendo Si(t)Hi(t) = 1 y x = (Gi(t)Si(t))i. Como consecuencia la proyección en la segunda
componente es exactamente el conjunto U , y su clausura algebraica es V ((S1H1−1, . . . , SnHn−1, X1−
G1S1, . . . , Xn − GnSn)∩ K[X1, . . . , Xn]).

Proposición. 17.17.
En la situación anterior, la clausura algebraica de U es V (c ∩ K[X1, . . . , Xn]), siendo c el ideal de
K[X1, . . . , Xn, S1, . . . , Sn, T1, . . . , Tm] generado por {S1H1 − 1, . . . , SnHn − 1, X1 − G1S1, . . . , Xn − GnSn}.

Ejemplo. 17.18.
Consideramos el conjunto de puntos U = {((t2 + 1)/(t − 1), (t2 − 1)/t) | t ∈ R \ {0,1}}. Estamos
interesados en determinar la clausura algebraica de U en R2. Para esto estudiamos el ideal

a= ((T − 1)X − T 2 − 1, T Y − T 2 + 1) ⊆ R[T, X , Y ],

y eliminamos la indeterminada T ; se tiene

a∩R[X , Y ]) = (X 2Y − X Y 2 − 4X − Y 2 − 4).

Si consideramos el conjunto U = {((t2+1)/t, (t −1)/t) | t ∈ R}, entonces las ecuaciones implícitas
de la clausura algebraica son {X Y − X − Y 2 + 2Y − 2}.

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 17. ANILLOS COORDENADOS 169

Ejemplo. 17.19.
Consideramos el conjunto U = {(cos(t), sen(t)) | t ∈ R}. Para determinar la clausura algebraica de
U consideramos el ideal a = (X − cos(t), Y − sen(t)) ⊆ K[X , Y ]. Tenemos dos funciones sen y cos
que verifican propiedades adicionales. Si llamamos L = sen(t) y M = cos(t), se tiene la relación
L2 + M2 = 1. Podemos entonces trabajar en el anillo R[X , Y, L, M] con el ideal b = (X − M , Y −
L, L2+M2−1). Para obtener las ecuaciones implícitas necesitamos eliminar las variables L y M , esto
es, determinar el ideal b∩R[X , Y ] = (X 2 + Y 2 − 1).

Ejemplo. 17.20.
Consideramos el conjunto U = {(cos(t), sen(2t)) | t ∈ R}. Para determinar la clausura alge-
braica de U , llamamos L = sen(t) y M = cos(t); tenemos la relación L2 + M2 = 1. Además
sen(2t) = 2 sen(t) cos(t), luego consideramos el ideal a= (X−cos(t), Y−sen(2t), sen2(t)+cos2(t)−
1, sen(2t) = 2 sen(t) cos(t)) ⊆ K[X , Y ]. Utilizando L y M resulta el ideal b= (X −M , Y −2LM , L2+
M2−1) ⊆ R[X , Y, L, M]. Para obtener las ecuaciones implícitas necesitamos eliminar las variables L
y M , esto es, determinar el ideal b∩R[X , Y ] = (4X 4 − 4X 2 + Y 2).

Multiplicadores de Lagrange

Sea A⊆ Rn un abierto. Dada una familia de funciones gi : A−→ R, i = 1, . . . , t, podemos definir un
conjunto V = {x ∈ A | gi(x) = 0, para todo i = 1, . . . , t}. Si f : A ⊆ Rn −→ R es una función, un
extremo relativo de f sujeto a las condiciones gi(x) = 0 es un extremo relativo de f|V . La función
f se llama la función de costo, y las funciones gi se llaman las restricciones.
El Teorema de los multiplicadores de Lagrange afirma que, en estas condiciones, si las funcio-
nes f , g1, . . . , gt son continuamente derivables con t < n, y x ∈ V es un extremo relativo, existen
λ0,λ1, . . . ,λt ∈ R, no todos nulos, tales que

λ0∇ f (x) =
t
∑

i=1

λi∇gi(x).

Observa que si los {∇gi(x) | i = 1, . . . , t} son linealmente independientes, podemos tomar λ0 = 1.
Aplicado este resultado, podemos fácilmente determinar máximos y mínimos relativos de una fun-
ción polinómica sujeta a restricciones.

Ejemplo. 17.21.
Considera la función f (x , y, z) = x2 y2+2xz− y2z−2z2, determina los máximos y mínimos relativos
sujetos a las condiciones: g1(x , y, z) := x2− y2−z2+1= 0 y g2(x , y, z) := (x−1)2+ y2+z2−25= 0.
Primero determinamos los vectores gradientes ∇ f , ∇g1 y ∇g2:

∇ f = (2x y2 + 2z, 2x2 y − 2yz, 2x − y2 − 4z),
∇g1 = (2x ,−2y,−2z),
∇g2 = (2(−1+ x), 2y, 2z).

A continuación, establecemos la ecuación con los multiplicadores de Lagrange:

∇ f = λ1∇g1 +λ2∇g2
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En nuestro ejemplo se tiene:

2x y2 + 2z = 2λ1 x+ 2λ2(−1+ x)
2x2 y − 2yz =−2λ1 y+ 2λ2 y

2x − y2 − 4z = −2λ1z+ 2λ2z

Los posibles puntos críticos verifican las ecuaciones:

x2 − y2 − z2 + 1= 0
x2 + y2 + z2 − 25= 0
2x y2 + 2z − 2λ1 x − 2λ2(−1+ x) = 0
2x2 y − 2yz + 2λ1 y − 2λ2 y = 0
2x − y2 − 4z + 2λ1z − 2λ2z = 0

Basta pues con eliminar λ1 y λ2 para obtener los puntos críticos. En este caso tenemos que resolver
un sistema con cuatro ecuaciones:

332741+ 1809004z + 1618124z2 − 721792z3 − 251880z4 + 81392z5 + 6896z6 − 2688z7

+144z8 = 0

529y + 2876yz + 2660yz2 − 672yz3 + 36yz4 = 0

−100791548115+ 5110113382y2 − 63413291047z + 34559085744z2 + 9491000668z3

−3599594844z4 − 238936268z5 + 113793504z6 − 6320304z7 = 0

−36915130840+ 5110113382x − 63413291047z + 29448972362z2 + 9491000668z3

−3599594844z4 − 238936268z5 + 113793504z6 − 6320304z7 = 0























































Ejemplo. 17.22.
Si consideramos ahora las funciones f (x , y, z) = x2 y2 + 2x4 + 2 con las restricciones: g1(x , y, z) :=
x2 − y2 − z2 + 1 = 0 y g2(x , y, z) := x2 + y2 + z2 − 25 = 0; tras plantear las ecuaciones de los
multiplicadores de Lagrange se tiene que los puntos críticos son las ocho soluciones del siguiente
sistema:

629z − 104z3 + 4z5 = 0
yz = 0

629− 104y2 + 4y4 − 104z2 + 4z4 = 0
25+ 2x − 2y2 − 2z2 = 0
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17.1. Ejercicios

Anillos coordenados

Ejercicio. 17.23.
Sea V = V (X Y − Z) ∈ A3(R). Demuestra que V es isomorfa a A2(R) y describe explícitamente un
isomorfismo f y el correspondiente isomorfismo de R–álgebras ef : K[V ] −→ K[A2(R)]. Describe los
isomorfismos inversos.
¿Es W = V (X Y − Z2) isomorfo a A2(R)?
Ref.: 1123e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.24.
Sea V = V (X Z − Y 2, Y Z − X 3, Z2 − X 2Y ) ⊆ A3(K), con K = R.

(1) Demuestra que la aplicación f : A1(K) −→ V , definida por f (t) = (t3, t4, t5) es una aplicación
sobreyectiva.

(2) Describe explícitamente el correspondiente homomorfismo de K-álgebras ef : K[V ] −→ K[A1].
(3) Demuestra que ef no es un isomorfismo.

Ref.: 1123e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.25.
Sea V = V (Y 4 − X 5) ⊆ A2(K), con K = C.

(1) Demuestra que la aplicación f : A1(K) −→ V , definida por f (t) = (t4, t5) es una aplicación
biyectiva.

(2) Describe explícitamente el correspondiente homomorfismo de K-álgebras ef : K[V ] −→ K[A1].
(3) Demuestra que ef no es un isomorfismo.

Ref.: 1123e_026 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.26.
Sea G = {G1, . . . , Gm} una base de Groebner del ideal a del anillo K[X1, . . . , Xn]. Sea B el conjunto
de monomios M de K[X1, . . . , Xn] que no son divisibles por ninguno de los lt(Gi), i = 1, . . . , m.
Demuestra que B es una base del cociente K[X1, . . . , Xn]/a como espacio vectorial sobre K .
Ref.: 1123e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.27.
Sea a= (X 3Y − X Y 2 + 1, X 2Y 2 − Y 3 − 1) ⊆ K[X , Y ], con K =Q.

(1) Utiliza el ejercicio previo para demostrar que B = {1, Y, Y 2, Y 3} es una base del K-espacio vec-
torial K[X , Y ]/a

(2) Calcula la tabla de multiplicación para los elementos de B.

Ref.: 1123e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.28.
Sean V = V (X 3 − X 2Z − Y 2Z), W = V (X 2 + Y 2 − Z2) dos conjuntos algebraicos de C3. Entonces
I (V ) = (X 3−X 2Z−Y 2Z), I (W ) = (X 2+Y 2−Z2). Demuestra que f (a, b, c) = (a2c−b2c, 2abc,−a3)
define un morfismo de V a W .
Ref.: 1123e_011 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.29.
Sea V = V (X 3 + Y 3 + 7Z3) ⊆ C3. Entonces I (V ) = (X 3 + Y 3 + 7Z3) ⊆ C[X , Y, Z].

(1) Demuestra queef (X ) = X (Y 3 − 7Z3),ef (Y ) = Y (7Z3 − X 3),ef (Z) = Z(X 3 − Y 3)define un homo-
morfismo de C-álgebras de C[V ] consigo mismo.

(2) Sea f : V −→ V el morfismo correspondiente a ef . Comprueba que (−2, 1,1) ∈ V y calcula
f (−2,1, 1) ∈ V .

(3) Demuestra que existen infinitos puntos (a, b, c) ∈ V tales que a, b, c ∈ Z y mcd{a, b, c}= 1.

Ref.: 1123e_012 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.30.
Sean V = V (X Z + Y 2 + Z2, X Y − X Z + Y Z − 2Z2) ⊆ C3 yW = V (U3 − UV 2 + V 3) ⊆ C2.

(1) Demuestra que la aplicación f (a, b) = (−2a2+ab, ab−b2, a2−ab) define un morfismo W −→ V .
(2) Demuestra que el núcleo del homomorfismo de C-álgebras correspondiente C[V ] −→ C[W ] es

el ideal (X 2 + 3Y 2 + Y Z).

Ref.: 1123e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.31.
Definimos h :Q[U , V, W ] −→Q[X , Y ] medianteh(U) = X 2 + Y ,h(V ) = X + Y 2,h(W ) = X − Y .

(1) Demostrar que ni X ni Y están en la imagen de h.
(2) Demostrar que F = 2X 3 − 4X Y − 2Y 3 − 4Y está en la imagen de h y determinar un polinomio

G ∈Q[U , V, W ] tal que h(G) = F .
(3) Demostrar que Ker(h) = (U2 − 2UV − 2UW 2 + 4UW + V 2 − 2VW 2 − 4VW +W 4 + 3W 3).

Ref.: 1123e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.32.
Sea α una raíz del polinomio irreducible F(X ) ∈ K[X ] y sea β = G(α)/L(α), donde G, L ∈ K[X ] y
L(α) 6= 0.

(1) Razonar que existen polinomios S, T ∈ K[X ] tales que SL + T F = 1 y razonar que β = H(α),
donde H = GS.

(2) Demostrar que los ideales (F, Y −H) y (F, LY − G) de K[X , Y ] son iguales.
(3) Deducir que el polinomio mínimo para β es el polinomio mónico en G ∩ K[Y ], donde G es

la base de Groebner reducida del ideal (F, LY − G) ⊆ K[X , Y ] para el orden lexicográfico con
X > Y .

(4) Halla el polinomio mínimo sobre Q de β =
3− 3p2+ 3p4

1+ 3 3p2− 3 3p4
.

Ref.: 1123e_015 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.33.
Se consideran V y W los conjuntos algebraicos definidos por V = {(t2, t3, t4) | t ∈ R} y W =
{(t2, t4, t5) | t ∈ R}.
(1) Comprueba que la aplicación f : V −→ W definida f (a, b, c) = (a, c, ab) es una aplicación

polinómica de V a W .
(2) SiI (V ) = (X 3

1−X 2
2 , X 2

1−X3) yI (W ) = (X 2
1−X2, X 5

1−X 2
3), calcula el homomorfismo ef : K[W ] −→

K[V ].
(3) Calcula el núcleo de ef .
(4) Calcula la imagen de ef .

Ref.: 1123e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.34.
Sea K = C. Se considera el homomorfismo f : K[X , Y, Z] → K[X , Y ] definido por f (X ) = X 2 + Y ,
f (Y ) = X + Y 2, f (Z) = X 2 + Y 2. Este homomorfismo determina una aplicación de A2(K) a A3(K).
(1) Determina el núcleo del homomorfismo f .
(2) ¿Es la aplicación de A2(K) a A3(K) biyectiva?
(3) ¿Cuál es la imagen de la recta V de ecuación Y = X − 1? Determina el ideal I ( f (V )).
(4) Haz el mismo proceso para la curva C de ecuación Y = X 2 + 1.

Ref.: 1123e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.35.
Sea V = V (Y 2 − X 3) ⊆ A2(K), con K = C.

(1) Demuestra que la aplicación f : A1(K) −→ V , definida por f (t) = (t2, t3) es una aplicación
biyectiva.

(2) Describe explícitamente el correspondiente homomorfismo de K-álgebras ef : K[V ] −→ K[A1].
(3) Demuestra que ef no es un isomorfismo.

Ref.: 1123e_046 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.36.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea V = V (X Y − Z) ⊆ A3. Demostrar que V es isomorfo a A2 mostrando explícitamente un
isomorfismo ϕ : A2→ V , el isomorfismo de K–álgebras ϕ : K[V ]→ K[A2] y sus inversos.

(2) ¿Es W = V (X 2Y 2 − Z2) isomorfo a A2?

Ref.: 1123e_034 SOLUCIÓN

Aplicaciones

Ejercicio. 17.37.
Se considera el conjunto algebraico V (X 2+Y 2+Z2−1) y llamamos Wi a la intersección con el plano
V1 = V (X + 2Y − Z), y V2 = V (X − Y − 2Z). Establece una biyección entre Wi y la circunferencia
V (X 2 + Y 2 − 1, Z).
Ref.: 1123e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.38.
Se considera K = C, el conjunto algebraico V = {(1, 2), (1,3), (1,4)}, el conjunto algebraico W =
V ((Y1 − 1)2) y la aplicación f : V −→ W definida f (1,2) = (1,4, 3), f (1,3) = (1,9, 4) y f (1, 4) =
(1,16, 5).
(1) Calcula el homomorfismo ef : K[W ] −→ K[V ].
(2) Calcular el núcleo de ef .
(3) Calcula la imagen de ef .
(4) Se considera la aplicación g : K[V ] −→ K[W ], definida por g(X1) = Y1, g(X2) = Y3 − Y1. ¿Está

g bien definida?
(5) De forma natural K[W ] es isomorfo a K[Y2, Y3] y K[V ] es isomorfo a K × K × K . Describe estos

isomorfismos y da una descripción explícita del homomorfismo que induce ef de K[Y2, Y3] a
K × K × K .

Ref.: 1123e_017 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.39.
Determina el polinomio mínimo de β =

1− 4p5

1+ 4p5+ 2
p

5
sobre Q.

Ref.: 1123e_024 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.40.
Determina el polinomio mínimo de

3p2−1
3p4−1

sobre Q.

Ref.: 1123e_018 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.41.
Una forma de representar gráficamente en Mathematica la curva X 3 − Y 2 es mediante la orden

ContourPlot[X 3 - Y 2 == 0, {X, -1, 1}, {Y, -1, 1}]

Representa las siguientes curvas en los intervalos que se indican:

X 2Y + 0,1Y − X , −5< X < 5,−5< Y < 5
(X − 1)2(X 2 + Y 2)− X 2,−3< X < 3,−3< Y < 3
X 4 − (X 2 − Y 2), −3< X < 3,−3< Y < 3
X 2 + Y 2 − 2, −3< X < 3,−3< Y < 3
X 2/9+ Y 2/4− 1, −3< X < 3,−3< Y < 3
X 2 − Y 2 − 1, −3< X < 3,−3< Y < 3
X Y − 1, −3< X < 3,−3< Y < 3
X (X 2 − 2X + 2)− 2Y 2, −1< X < 5,−2< Y < 2
X (X 2 − 2X + 1)− 2Y 2, −1< X < 5,−2< Y < 2
X (X 2 − 2X − 1)− Y 2, −1< X < 5,−2< Y < 2

Ref.: 1123e_027 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.42.
Considerar tres parejas de estas curvas y estudiar si son o no isomorfas.

Ref.: 1123e_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.43.
Se considera α =

1+
p

2

1+
p

2i
; queremos saber si la extensión Z ⊆ Z[α] es entera. Para ello, determina

el polinomio mínimo sobre Q de α. ¿Es entera esta extensión?
Ref.: 1123e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.44.
Dado un conjunto C del espacio afín An(K) definido por las ecuaciones:







X1= F1(T1, . . . , Ts)
...

Xn= Fn(T1, . . . , Ts)

donde F1, . . . , Fn ∈ K[T1, . . . , Ts] son polinomios, por eliminación, con el orden lexicográfico para
T1 > · · · > Ts > X1 > · · · > Xn, tenemos un conjunto de polinomios G1, . . . , Gt ∈ K[X1, . . . , Xn]. Se
verifica que C ⊆ V (G1, . . . , Gt), y en general no se va a tener la igualdad. Este proceso se llama de
implicitación o de eliminación de parámetros.
Como aplicación dar ecuaciones implícitas para los siguientes conjuntos definidos dados por ecua-
ciones paramétricas.

(1) X = T 2, Y = T 3, Z = T 4.
(2) X = S2 + T, Y = S + T 2, Z = T + 2.
(3) X = S + T 2, Y = S − 2T 2, Z = T .

Ref.: 1123e_053 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.45.
Encuentra ecuaciones implícitas para los siguientes conjuntos dados por ecuaciones paramétricas:
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(1) {(x , y, z) | x = t cos(s), y = t sin(s), z = t2 + 1}.
(2) {(x , y, z) | x = t(2 cos(s) + cos(2s)), y = t(2sin(s)− sin(2s)), z = t}.

y comprueba que cada punto de estos conjuntos cumple con las ecuaciones obtenidas.
Ref.: 1123e_055 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.46.
Considera la curva sobre R con parametrización dada por

X = T, Y = T 2, Z = T 3.

Determina las ecuaciones implícitas de esta curva.
Ref.: 1123e_035 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.47.
Considera la curva sobre R con parametrización dada por

X = T 2 + 2T − 5, Y = T 4 + 4T 3 + 7T 2 + 6T − 4, Z = 3T 4 + 12T 3 − 23T 2 − 70T + 100.

Determina las ecuaciones implícitas de esta curva.
Ref.: 1123e_036 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.48.
Sean A, B dos K–álgebras con ideales a ⊆ A y b ⊆ B. Consideramos el homomorfismo f : A⊗K B →
A
a ⊗K

B
b definido f (a⊗ b) = (a+ a)⊗ (b+ b).

(1) Prueba que f es sobreyectiva.
(2) Prueba que Ker( f ) = a⊗ B + A⊗ b.
(3) Se considera a= (X 2+ Y 2−1) ⊆ R[X , Y ] y b= (Z2+ T 2−1) ⊆ R[Z , T]. El producto cartesiano

V (a) × V (b) ⊆ R4 tiene por ideal a ⊗ R[Z , T] + R[X , Y ] ⊗ b = (X 2 + Y 2 − 1, Z2 + T 2 − 1) ⊆
R[X , Y, Z , T].
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(4) Dados α1,α2 ∈ C, algebraicos sobre Q, prueba que Q[α1,α2]∼=
Q[X1,X2]

(Irr(α1,Q),Irr(α2,Q)) .
(5) Dados α1,α2 ∈ C, algebraicos sobre Q, determina el polinomio irreducible de β = G(α1,α2) ∈
Q[α1,α2].

(6) En la misma situación anterior, determina el polinomio irreducible de β = G(α1,α2)
L(α1,α2)

∈Q[X1, X2].

Ref.: 1123e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.49.
Considera β = i

3p5
∈Q[i, 3p5]. Determina el polinomio irreducible de β sobre Q.

Ref.: 1123e_038 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.50.
Considera β = 3+ 21+2 3p5

3−2i ∈Q[i,
3p5]. Determina el polinomio irreducible de β sobre Q.

Ref.: 1123e_039 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.51.
Se considera la extensión Q[

p
3, 3p6], y el elemento β =

p
3+ 3p6; prueba que Q[

p
3, 3p6] =Q[β].

Ref.: 1123e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.52.
Determina el polinomio mónico irreducible de α=

p
2+ 3p2 sobre Q.

Ref.: 1123e_056, ver Ref.: 4161e_061 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 17.53.
Determina el polinomio mónico irreducible de α=

p
2+ 4p2 sobre Q.

Ref.: 1123e_057, ver Ref.: 4161e_062 SOLUCIÓN

Ejercicio. 17.54.
Determina el polinomio mónico irreducible de α=

p
2+ 4p2

p
2+ 2 4p2

sobre Q.

Ref.: 1123e_058 SOLUCIÓN
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Introducción

En el estudio moderno de los anillos y las álgebras las representaciones son una herramienta funda-
mental. La teoría general de representaciones se realiza a través del concepto de módulo, del que
aquí vamos a dar su definición y sus propiedades elementales.
Haremos uso de las construcciones del módulo cociente y de la suma directa para construir módulos
libres y probar que todo módulo es un cociente de un módulo libre. A continuación nos centramos
en el estudio de los módulos finitamente generados y de los anillos y módulos noetherianos, en los
que se encuadran la mayor parte de los ejemplos que vamos a estudiar en este curso.
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18. Módulos

Definición de módulo

En este capítulo A va a ser siempre un anillo conmutativo. Un A-módulo es un grupo abeliano M
junto con un homomorfismo de anillos β : A−→ End(M).
Para cada a ∈ A y m ∈ M , el elemento β(a)(m) lo representamos por am.
Para cualesquiera a, a1, a2 ∈ A y m, m1, m2 ∈ M se verifican las siguientes propiedades:

(M-I) a(m1 +m2) = am1 + am2.
(M-II) (a1 + a2)m= a1m+ a2m.

(M-III) a1(a2m) = (a1a2)m.
(M-IV) 1m= m.

Estas cuatro propiedades caracterizan también a los A-módulos en el siguiente sentido: es equivalente
que M sea un A-módulo con homomorfismo β : A −→ End(M) y que exista una aplicación α :
A×M −→ M verificando las propiedades (M–i) a (M–iv) anteriores.
La aplicación α se llama una acción de A sobre M y β se llama el homomorfismo de la acción. Es
claro que α y β están relacionados por la siguiente fórmula:

α(a, m) = β(a)(m) para cualesquiera a ∈ A y m ∈ M .

Cambio de anillo

Sean A y B anillos conmutativos, f : B −→ A un homomorfismo de anillos y M un A-módulo con
homomorfismo β : A−→ End(M), entonces M también es un B-módulo con estructura dada por la
composición β ◦ f : B −→ End(M).

Aritmética de módulos

Los siguientes resultados señalan las propiedades básicas de la acción de un anillo sobre un módulo.

Lema. 18.1.
Sea M un A–módulo, para cada a ∈ A y cada m ∈ M se verifica:

(1) a0= 0.
(2) a(−m) = −(am).
(3) 0m= 0.
(4) (−a)m= −(am).

1124-01.tex
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Lema. 18.2.
Sea M un A–módulo, para cualesquiera a, ai ∈ A, i ∈ I (finito) y m, m j ∈ M , j ∈ J (finito), se verifica:

(1) a(
∑

j∈J m j) =
∑

j∈J am j.
(2) (

∑

i∈I ai)m=
∑

i∈I aim.
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18.1. Ejercicios

Módulos

Ejercicio. 18.3.
Demuestra que el cuerpo K(X ) de todas las funciones racionales en una indeterminada X sobre el
cuerpo K (es decir, el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios K[X ]) no es una K–álgebra
finitamente generada.
Nótese que K(X ) es una extensión de cuerpos de K finitamente generada.
Ref.: 1124e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 18.4.
Sea A= Z[X ] el anillo de polinomios en X con coeficientes enteros, y sea B = Z[Y1, Y2, . . . ] el anillo
de polinomios en infinitas indeterminadas Y1, Y2, . . . con coeficientes enteros. Se define una acción
∗ : A× B→ B como sigue:

1 ∗ b = b
Para n≥ 1, se tiene X n ∗ 1= Yn, y X n ∗ Yi = Yn+i.
Para monomios m ∈ B de grado total mayor o igual a 2, se tiene X n ∗m= 0.
Para f ∈ A y g ∈ B la definición se extiende linealmente.

(1) Prueba que con esta acción, B es un A–módulo.
(2) Prueba que la aplicación ϕ : A→ B dada por ϕ( f ) = f ∗ 1 es un homomorfismo de A–módulos

que verifica ϕ(1) = 1 pero no es un homomorfismo de anillos.

Ref.: 1124e_052 SOLUCIÓN

Ejercicio. 18.5. (Ideales primos asociados a módulos.)
Sea N ⊆ M un submódulo de un A–módulo M . Si p ∈ Ass(M/N) y Ann(N) * p, prueba que p ∈
Ass(M).
Ref.: 1124e_054 SOLUCIÓN
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19. Homomorfismos de A–módulos

Sean A un anillo y M y M ′ dos A-módulos. Una aplicación f : M −→ M ′ se llama un homomorfismo
de A–módulos si verifica:

(HM-I) f es un homomorfismo de grupos abelianos.
(HM-II) f (am) = a f (m), para todo a ∈ A y m ∈ M .

Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo.

A×M
αM //

A× f
��

M
f
��

A×M ′ αM ′ // M ′

Lema. 19.1.
Sean A un anillo, M y M ′ dos A-módulos y f : M −→ M ′ una aplicación, son equivalentes:

(a) f es un homomorfismo de A-módulos.
(b) Para cualesquiera a1, a2 ∈ A y m1, m2 ∈ M se tiene: f (a1m1 + a2m2) = a1 f (m1) + a2 f (m2).

Lema. 19.2.
(1) Para cada A–módulo M la identidad, idM , es un homomorfismo de A-módulos.
(2) La composición de homomorfismos de A-módulos, cuando está definida, es un homomorfismo

de A-módulos.

Submódulos

Sean A un anillo y M un A-módulo. Un subgrupo abeliano N de M se llama un submódulo si para
cada a ∈ A y cada n ∈ N se tiene an ∈ N .

Lema. 19.3.
Sean A un anillo, M un A-módulo y N un subconjunto no vacío de M , son equivalentes:

(a) N es un submódulo de M;
(b) Para todos a1, a2 ∈ A y n1, n2 ∈ N se tiene a1n1 + a2n2 ∈ N .

1124-02.tex
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Si N es un submódulo de M , entonces la inclusión i : N −→ M es un homomorfismo de A-módulos.
En el conjunto L (M), de los submódulos de un A-módulo M , definimos la relación ≤ mediante:

N1 ≤ N2 si N1 ⊆ N2.

Lema. 19.4.
La relación ≤ es una relación de orden en L (M).

Proposición. 19.5.
Sean A un anillo y M un A-módulo. Para cada familia de submódulos de M , por ejemplo {Ni | i ∈ I},
se tiene que ∩{Ni | i ∈ I} es también un submódulo de M .
Se tiene entonces que ∩iNi es el ínfimo de la familia {Ni | i ∈ I}.

Como consecuencia tenemos que cada familia de submódulos tiene ínfimo. Veamos dos aplicaciones
de este hecho.

Corolario. 19.6.
Sea X un subconjunto de un A-módulo M , existe un menor submódulo, AX , de M que contiene a X ,
y que se puede describir como

AX = ∩{N | N es un submódulo de M que contiene a X }.

El submódulo AX se llama el submódulo de M generado por X , y diremos que X es un sistema de
generadores de AX . Cuando X = {x}, tiene un sólo elemento, Ax := AX se llama el submódulo
cíclico generado por x . Si X es un conjunto finito, entonces AX se llama un submódulo finitamente
generado.
Podemos observar que si X es un subconjunto de un A–módulo M , el submódulo de AX generado
por X consta de los siguientes elementos:

{a1 x1 + · · ·+ an xn | a1, . . . , an ∈ A, x1, . . . , xn ∈ X }.
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Teorema. 19.7.
Sea M un A-módulo. Si {Ni | i ∈ I} es una familia de submódulos de M , existe un menor submódulo
de M que contiene a cada elemento de la familia, que notaremos por

∑

{Ni | i ∈ I} y llamaremos
suma de la familia; la descripción a través de sus elementos es:

¨

∑

j

n j | j ∈ F ⊆ I finito, n j ∈ N j para todo j ∈ F

«

.

Se tiene entonces que
∑

i Ni es el supremo de la familia {Ni | i ∈ I}.

Lema. 19.8.
El conjuntoL (M) con la relación de orden “≤" es un retículo con ínfimo, la intersección, y supremo,
la suma.

Proposición. 19.9.
Sea f : M −→ M ′ un homomorfismo de A-módulos, se verifican las siguientes propiedades:

(1) Si N es un submódulo de M , entonces f (N) es un submódulo de M ′.
(2) Si N ′ es un submódulo de M ′, entonces f −1(N ′) es un submódulo de M .
(3) Tanto f como f −1 son homomorfismos de retículos.

Tipos de homomorfismos

Sean M , M ′ dos A-módulos, el conjunto de los homomorfismos de A-módulos de M a M ′ se representa
por HomA(M , M ′).

Lema. 19.10.
En la situación anterior HomA(M , M ′) es un A-módulo con operaciones definidas mediante:

(1) ( f + g)(m) = f (m) + g(m), para cualesquiera f , g ∈ HomA(M , M ′) y m ∈ M ;
(2) (a f )(m) = a( f (m)), para cualesquiera a ∈ A, f ∈ HomA(M , M ′) y m ∈ M .
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Además si X e Y son A-módulos y h : X −→ M , k : M ′ −→ Y , son homomorfismos de A-módulos,
entonces para f , g ∈ HomA(M , M ′)

X h // M
f //
g

// M ′ k // Y

se verifica:
( f + g) ◦ h= f ◦ h+ g ◦ h y k ◦ ( f + g) = k ◦ f + k ◦ g.

En particular tenemos que EndA(M) es un anillo, no necesariamente conmutativo, que es un subanillo
de End(M), el anillo de los endomorfismos del grupo abeliano subyacente a M .
Observa que el anillo EndA(M) actúa a la derecha, por composición, sobre HomA(M , M ′) y que el
anillo EndA(M ′) actúa a la izquierda sobre HomA(M , M ′), pero estas acciones no las vamos a utilizar
en este texto.
Sea f : M −→ M ′ un homomorfismo de A-módulos, la imagen de f es:

Im( f ) = { f (m) | m ∈ M},

y el núcleo de f es:
Ker( f ) = {m ∈ M | f (m) = 0}.

Lema. 19.11.
En la situación anterior Im( f ) y Ker( f ) son submódulos de M ′ y M respectivamente.

El cero de HomA(M , M ′) se representa por 0 y verifica: Im(0) = {0}, Ker(0) = M .

Teorema. 19.12.
En la situación anterior se verifica:

(1) f es una aplicación inyectiva si, y sólo si, Ker( f ) = {0}.
(2) f es una aplicación sobreyectiva si, y sólo si, Im( f ) = M ′.
(3) f es una aplicación biyectiva si, y sólo si, existe un homomorfismo g : M ′ −→ M verificando

f ◦ g = idM ′ y g ◦ f = idM .

Un homomorfismo de A-módulos verificando las condiciones del Teorema (19.12..3) se llama un iso-
morfismo. Para un A-módulo M un isomorfismo f : M −→ M se llama automorfismo. El conjunto
de los automorfismos de un A-módulo M se representa por AutA(M), y tiene estructura de grupo
(no necesariamente abeliano) respecto a la composición, ya que es el conjunto de los elementos
invertibles del anillo EndA(M).
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Proposición. 19.13. (Propiedad universal del núcleo.)
Sea f : M −→ M ′ un homomorfismo de A-módulos.

(1) Si i : Ker( f ) −→ M es la inclusión, entonces la composición i ◦ f es cero, y
(2) si g : X −→ M es un homomorfismo de A-módulos verificando g ◦ f = 0, entonces existe un

único homomorfismo de A-módulos g ′ : X −→ Ker( f ) tal que g = i ◦ g ′.

Ker( f ) i // M
f // M ′

X

∃1 g ′
OO�
�
� g

;;wwwwwwwwww

Un homomorfismo f : M −→ M ′ con núcleo igual a cero se llama un monomorfismo. Observa que
un homomorfismo f es un monomorfismo si y solo si es una aplicación inyectiva, y si, y sólo si, es
simplificable a izquierda, esto es, si f ◦ g1 = f ◦ g2 para g1, g2 : N → M , entonces g1 = g2.
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19.1. Ejercicios

Módulos y homomorfismos de módulos

Ejercicio. 19.14.
Dado el Z–módulo X = Z2 ×Z2.

(1) Determina todos los submódulos de X y dibuja el retículo de los submódulos de X .
(2) Encuentra tres submódulos de X , llámalos A, B, C , tales que:

(A+ B)∩ C 6= (A∩ C) + (B ∩ C), y (A∩ B) + C 6= (A+ C)∩ (B + C).

esto es, el retículo de los submódulos no es necesariamente distributivo.
(3) Prueba que para cualquier módulo M y cualesquiera submódulos N , L, H, tales que N ⊆ H, se

verifica
(N + L)∩H = N + (L ∩H).

Esta última propiedad se llama la ley modular y, como hemos comprobado, la verifican todos los
módulos.
Ref.: 1124e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 19.15.
Se considera el Z–módulo Y = Z4 × Z3. Determina todos los submódulos de Y y dibuja el retículo
de los submódulos de Y .
Ref.: 1124e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 19.16.
Dado un submódulo N de un módulo M , siempre existe un submódulo de M maximal entre los
que tienen intersección nula con N . Un submódulo de M que verifica esta propiedad se llama un
pseudo–complemento de N en M .
(1) Prueba que si L es un pseudo–complemento de N en M , entonces N + L es un submódulo de M

que corta, de forma no trivial, a cada submódulo no nulo de M .
(2) Da un ejemplo de un módulo M y de un submódulo N de M que tenga al menos dos pseudo–

complementos en M .

Ref.: 1124e_034 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 19.17.
Dado un módulo M , vamos a estudiar la unión de submódulos.

(1) Si {Mi | i ∈ I} es una cadena de submódulos, entonces ∪i Mi es un submódulo.
(2) Dados dos submódulos M1 y M2, se tiene que M1 ∪M2 es un submódulo si, y sólo si, M1 ⊆ M2 ó

M2 ⊆ M1.
(3) Este resultado no se tiene para tres submódulos; estudiar el ejemplo que proporciona el grupo

abeliano Z2 ×Z2.
(4) Sin embargo podemos generalizar a una familia finita de submódulos. Si M1, . . . , Mt es una

familia finita de submódulos tal que ∪t
i=1Mi es un submódulos para cada 1 ≤ s < t se tiene

∩s
i=1Mi ⊆ ∪t

j=s+1M j ó ∩t
j=s+1M j ⊆ ∪s

i=1Mi.

Ref.: 1124e_030 SOLUCIÓN

Módulos simples

Ejercicio. 19.18.
Un A–módulo M se llama simple si M 6= 0 y los únicos submódulos de M son M y 0.

(1) Demuestra que A es simple si, y sólo si, M 6= 0 y M es un módulo cíclico generado por cualquier
elemento no nulo.

(2) Determina todos los Z–módulos simples.
(3) Como A es conmutativo. Demuestra que M es simple si, y sólo si, es isomorfo (como A–módulo)

a A/m, donde m es un ideal maximal de A.

Ref.: 1124e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 19.19.
Sean M , N dos A–módulos simples.

(1) Demuestra que todo homomorfismo no nulo f : M −→ N es un isomorfismo.
(2) Deduce el Lema de Schur: Si M es simple, el anillo, no conmutativo, EndA(M) es un anillo de

división.

Ref.: 1124e_005 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 19.20.
Estudia los siguientes enunciados

(1) Considera el anillo A = Z2 × Z2, y los ideales maximales m1 = 〈(1,0)〉, m2 = 〈(0,1)〉. Si i 6= j,
¿son A/mi y A/m j A–módulos isomorfos?

(2) Prueba que para cada anillo A e ideales maximalesm1,m2, se tiene A/m1
∼= A/m2 (como módulos)

si, y sólo si, m1 = m2.

Ref.: 1124e_050 SOLUCIÓN

Hom

Ejercicio. 19.21.
Sean M1, M2, N A–módulos arbitrarios. Demuestra que existen isomorfismos (naturales) de A–
módulos:

HomA(M1 ⊕M2, N)∼= HomA(M1, N)⊕HomA(M2, N),
HomA(N , M1 ⊕M2)∼= HomA(N , M1)⊕HomA(N , M2).

Ver también los ejercicios (25.27.) y (25.28.).
Ref.: 1124e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 19.22.
Demuestra que HomZ(Zn,Zm)∼= Zd , donde d =mcd{n, m}.
Ver también el ejercicio (25.30.).
Ref.: 1124e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 19.23.
Para un A–módulo M y una familia de A–módulos {Mi | i ∈ I} existen isomorfismos

HomA(⊕i Mi, M)∼=
∏

i HomA(Mi, M),
HomA(M ,

∏

i Mi)∼=
∏

i HomA(M , Mi)

Razona que estos isomorfismos son, respectivamente, consecuencia directa de la propiedad universal
de la suma directa y el producto directo.
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Ref.: 1124e_041 SOLUCIÓN
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20. Módulo cociente

Sea M un A-módulo y N un submódulo, consideramos el grupo cociente M/N y la proyección canó-
nica p : M −→ M/N , entonces tenemos:

Lema. 20.1.
En la situación anterior existe una única estructura de A-módulo en M/N de forma que p : M −→
M/N sea un homomorfismo de A-módulos.

El módulo M/N se llama módulo cociente de M por N .
Sea f : M −→ M ′ un homomorfismo de A-módulos, llamamos conúcleo de f , y lo representamos
por Coker( f ), al módulo cociente M ′/ Im( f ).

Proposición. 20.2. (Propiedad universal del conúcleo.)
En la situación anterior, supongamos que p : M −→ Coker( f ) es la proyección canónica, entonces

(1) p ◦ f = 0 y
(2) si g : M ′ −→ Y es un homomorfismo verificando g ◦ f = 0, entonces existe un único homomor-

fismo de A-módulos g ′ : Coker( f ) −→ Y tal que g = g ′ ◦ p.

M
f // M ′ p //

g
((QQQQQQQQQQQQQQQQ Coker( f )

ex ists1 g ′

���
�
�

Y

Cuando f es la inclusión de un submódulo N ′ de M ′, entonces el conúcleo es precisamente el cociente
de M ′ por N ′.
Un homomorfismo f : M −→ M ′ con conúcleo igual a cero se llama un epimorfismo. Observa que
un homomorfismo f es un epimorfismo si y solo si es una aplicación sobreyectiva, y si, y sólo si, es
simplificable a derecha, esto es, si g1 ◦ f = g2 ◦ f , para g1, g2 : M ′→ N , entonces g1 = g2.
Es de destacar que las propiedades universales del núcleo y el conúcleo están expresadas para los
pares (Ker( f ), i) y (p, Coker( f )) respectivamente. Por lo que desde un punto de vista formal la de-
finición de núcleo y conúcleo de un homomorfismo hay que realizarla para los pares anteriormente
citados. Siguiendo en esta línea, vamos a introducir nuevos ejemplos de construcciones universales
en las siguientes secciones.
Vamos a hacer uso de los módulos cocientes en el estudio de módulos y homomorfismos de módulos.

1124-03.tex
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Teoremas de isomorfía

Teorema. 20.3.
Dado un homomorfismo de A–módulos f : M −→ M ′, se verifica:

(1) Existe una proyección p : M −→ M/Ker( f ) definida por p(m) = m+ Ker( f ) para cada m ∈ M .
(2) Existe una inclusión j : Im( f ) −→ M ′ definida por j( f (m)) = f (m) para cada m ∈ M .
(3) Primer teorema de isomorfía. Existe un isomorfismo b : M/Ker( f ) −→ Im( f ) definido por

b(m+ Ker( f )) = f (m) para cada m ∈ M .

M
f //

p
����

M ′

M/Ker( f )
∼=
b

//______ Im( f )
_�

j

OO

(4) Existe una biyección, que conserva el orden, entre las familias de submódulos

A = {N ⊆ M | Ker( f ) ⊆ N} y

B = {N ′ ⊆ M ′ | N ′ ⊆ Im( f )}.

En esta biyección la imagen de N ∈A es f∗(N) ⊆ M ′ y la imagen de N ′ ∈B es f ∗(N ′) ⊆ M

Teorema. 20.4. (Segundo teorema de isomorfía o Teorema del paralelogramo)
Sea M un A-módulo y N1, N2 submódulos de M . Existe un isomorfismo

N1

N1 ∩ N2

∼=
N1 + N2

N2
,

definido por x + (N1 ∩ N2) 7→ x + N2.

N1 + N2

N1

99rrrrrrrrrrr
N2

OO

N1 ∩ N2

OO 99rrrrrrrrrrr
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Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N1 ∩ N2
�_ //

_�

��

N2
// //

_�

��

N2
N1∩N2

N1
�_ //

����

N1 + N2
// //

����

N1+N2
N1

��N1
N1∩N2

N1+N2
N2

// 0

Para completar la teoría vamos a incluir el tercer teorema de tsomorfía o del doble cociente.

Teorema. 20.5. (Tercer teorema de isomorfía o Teorema del doble cociente)
Sean M un A–módulo y N ⊆ L submódulos de M . Existe una biyección, que conserva el orden, entre

los submódulos de M que contienen a N y los submódulos de
M
N

, dada por L 7→
L
N

. Además para

cada N ⊆ L ⊆ M existe un isomorfismo
M/N
L/N

∼=
M
L

,

que está definido por m+M +
L
N
7→ m+ L.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

N �_ // L // //
_�

��

L/N_�

��
N �_ //

��

M // //

����

M/N

����
0 // L/M •

Los teoremas de isomorfía segundo y tercero se conocen como teoremas de isomorfía de Noether.

Módulos cíclicos

Si M es un A–módulo, para cada m ∈ M podemos definir la aplicación fm : A −→ M mediante
fm(a) = am para cada a ∈ A.
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Lema. 20.6.
Sea M un A–módulo. Se verifica:

(1) Para cada m ∈ M la aplicación fm : A−→ M es un homomorfismo A–módulos.
(2) El núcleo de fm es {a ∈ A | am = 0} se llama el anulador de m, y se representa por AnnA(m).

Como consecuencia es un ideal de A.
(3) El anulador del módulo M se define como AnnA(M) = ∩{AnnA(m) | m ∈ M}.

Ejercicio. 20.7.
Demuestra que cada A–módulo M tiene una estructura de módulo sobre el anillo A/AnnA(M) de
forma que la estructura de A–módulo inducida por el cambio de anillo, A→ A/AnnA(M), coincide
con la estructura original en M .

Recordar que un A–módulo es cíclico si está generado por un elemento.

Proposición. 20.8.
Dado un A–módulo cíclico M con generador g ∈ M , se tiene:

(1) El homomorfismo fg : A−→ M es sobreyectivo.
(2) Existe un isomorfismo A/AnnA(g)∼= M .

Como consecuencia todo A–módulo cíclico es un cociente del anillo A.
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20.1. Ejercicios

Módulos cocientes

Ejercicio. 20.9.
Utilizando el tercer teorema de isomorfía, determina todos los subgrupos y todos los posibles cocien-
tes del grupo abeliano Zn.
Ref.: 1124e_042 SOLUCIÓN
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21. Suma directa de A–módulos

Sea {Mi | i ∈ I} una familia de A-módulos, se llama suma directa de la familia a un A-módulo M
junto con una familia de homomorfismos de A-módulos { ji : Mi −→ M | i ∈ I} verificando: para
cada A-módulo X y cada familia de homomorfismos de A-módulos { fi : Mi −→ X | i ∈ I}, existe un
único homomorfismo de A-módulos f : M −→ X tal que fi = f ◦ ji para cada índice i ∈ I , esto es, los
siguientes diagramas son conmutativos para todo i ∈ I .

Mi
ji //

fi   BBBBBBBB M

∃1 f
���
�
�

X

Esto significa que cada familia de homomorfismos de los Mi a un módulo dado X se factoriza a través
de M por los ji.
La suma directa, si existe, es única salvo isomorfismo, esto es, si el par (Y, {hi : Mi −→ Y | i ∈ I}) es
otra suma directa de la misma familia, entonces existe un isomorfismo h : M −→ Y tal que hi = h◦ ji
para cada i ∈ I ; esto es, los siguientes diagramas son conmutativos para todo i ∈ I .

Mi
ji //

hi   BBBBBBBB M

h
���
�
�

Y

Dada una familia de A-módulos vamos a construir una suma directa. Para ello definimos

M = ⊕{Mi | i ∈ I} ⊆
∏

{Mi | i ∈ I},

formado por los elementos de soporte finito, y jk : Mk −→ ⊕i Mi mediante: jk(x) = (δk,i x)i, para
cada k ∈ I . El par (⊕Mi, { ji | i ∈ I}) es una suma directa de la familia {Mi | i ∈ I}.
Por abuso de lenguaje, al igual que en el caso del núcleo y el conúcleo, se llama suma directa de la
familia al A-módulo ⊕i Mi, sobre-entendiendo los homomorfismos ji.
Veamos ahora algunas propiedades de la suma directa:

Proposición. 21.1.
(1) Para cada i ∈ I el homomorfismo ji : Mi →⊕i Mi es un monomorfismo;
(2) Sean {Mi | i ∈ I} y {Ni | i ∈ I} familias de A–módulos de forma que para cada índice i ∈ I existe

un homomorfismo de A–módulos fi : Ni −→ Mi. Existe un único homomorfismo f : ⊕iNi −→

1124-04.tex
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⊕i Mi tal que ji ◦ fi = f ◦ hi para cada i ∈ I , siendo hi : Ni −→ ⊕iNi la inclusión canónica de Ni

en la suma directa;

Ni
hi //

fi
��

⊕iNi

f
���
�
�

Mi ji
// ⊕i Mi

(3) Con la notación anterior, si cada fi es un monomorfismo, resp. epimorfismo, entonces f es un
monomorfismo, resp. epimorfismo;

(4) Si cada Ni es un submódulo de Mi, existe un isomorfismo ⊕i(Mi/Ni)∼=
⊕i Mi

⊕iNi
.

El concepto dual al de suma directa es el de producto directo.

Ejercicio. 21.2.
Desarrolla el concepto de producto directo y sus propiedades de forma análoga a como hemos hecho
con la suma directa.

Sumas directas finitas

Sea M1, . . . , Mt una familia finita de A–módulos. Podemos considerar la suma directa ⊕{Mi | i =
1, . . . , t} = M1 ⊕ · · · ⊕Mt . Observar que junto a los homomorfismos ji : Mi −→ ⊕i Mi tenemos otros
definidos por

pi : ⊕i Mi −→ Mi, pi(m1, . . . , mt) = mi.

Es fácil ver que (⊕i Mi, {pi | i = 1, . . . , t}) es un producto directo de la familia.
Los homomorfismos ji y pi verifican, entre otras, las siguientes relaciones:

pi ◦ ji = idMi
, ∀i = 1, . . . , t

pi ◦ jh = 0, si i 6= h
j1p1 + · · ·+ jt pt = idM .

Podemos entonces enunciar y probar el siguiente

Teorema. 21.3.
Sea M , M1, . . . , Mt una familia finita de A–módulos y { ji : Mi −→ M | i = 1, . . . , t} una familia finita
de homomorfismos. Son equivalentes
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(a) (M , { ji | i = 1, . . . , t}) es una suma directa.
(b) Existe una familia de homomorfismos {pi : M −→ Mi | i = 1, . . . , t} tal que pi ◦ jh = δi,h idMi

y
∑t

i=1 ji ◦ pi = idM .

De forma dual podemos enunciar este Teorema para productos directos.

Ejercicio. 21.4.
Enunciar y probar el Teorema (21.3.) para productos directos.

Homomorfismos

En el caso de tratar con homomorfismos entre dos sumas directas de familias finitas de módulos, el
uso de matrices es muy útil como vamos a ver a continuación.

Proposición. 21.5.
Dadas dos familias finitas de A–módulos {Mi | i = 1, . . . , t} y {Nh | h= 1, . . . , s}, existe un isomorfis-
mo

HomA(⊕t
i=1Mi,⊕s

h=1Nh)∼= ⊕t
i=1 ⊕

s
h=1 HomA(Mi, Nh),

que a cada homomorfismo f : ⊕t
i=1Mi −→ ⊕s

h=1Nh hace corresponder ( fhi)hi, donde fhi : Mi −→ Nh

está definido fhi(x) = (ph ◦ f ◦ ji)(x).

DEMOSTRACIÓN. Vamos a construir la aplicación inversa. Dado ( fhi)hi, para cada índice i conside-
ramos { fhi | h = 1, . . . , s}, que inducen un homomorfismo fi : Mi −→

∏

h Nh. Ahora consideramos
la familia { fi | i = 1, . . . , t}, que induce un homomorfismo ⊕i Mi −→

∏

h Nh, que es el morfismo f
inicial. �

El homomorfismo f : ⊕t
i=1Mi −→⊕s

h=1Nh puede ahora representarse por la matriz ( fhi)hi, y la imagen
de un elemento (m1, . . . , mt) ∈ ⊕i Mi se expresa:





f11 · · · f1t
...

. . .
...

fs1 · · · fst









m1
...

mt



=





∑

i f1i(mi)
...

∑

i fsi(mi)



 ∈ ⊕s
h=1Nh.
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Suma directa interna

Se considera ahora un A–módulo M y una familia finita de submódulos: N1, . . . , Nt . Estamos intere-
sados en relacionar ⊕t

i=1Ni y M .
Por la propiedad universal de la suma directa tenemos un homomorfismo f : ⊕t

i=1Ni −→ M , inducido
por las inclusiones Ni ⊆ M , y definido por: f ((ni)i) =

∑t
i=1 ni.

Lema. 21.6.
Con la notación anterior se verifica:

(1) f es sobreyectivo si, y solo si,
∑t

i=1 Ni = M y
(2) f es inyectivo si, y solo si, Nh ∩ (N1 + · · ·+ Nh−1 + Nh+1 + · · ·+ Nt) = 0 para cada índice h, si, y

solo si, Nh ∩ (N1 + · · ·+ Nh−1) = 0 para cada índice h.

Cuando f es un isomorfismo decimos que M es la suma directa interna de los N1, . . . , Nt .
Una familia finita de submódulos N1, . . . , Nt ⊆ M se dice independiente si verifica las condiciones
equivalentes del apartado (2) Lema (21.6.).
Observa que la condición (2) del Lema (21.6.) es necesaria, y que no basta que cada intersección
Ni ∩ N j, con i 6= j, se nula. Estudia el ejemplo Z2 ×Z2.
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21.1. Ejercicios

Suma directa dde módulos

Ejercicio. 21.7.
Sean M1, . . . , Mn A–módulos, y para cada i = 1, . . . , n sea Ni ⊆ Mi un submódulo.Demuestra que
existe un isomorfismo de A-módulos

M1 × · · · ×Mn

N1 × · · · × Nn

∼=
M1

N1
× · · · ×

Mn

Nn

Ref.: 1124e_051 SOLUCIÓN
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22. Módulos libres

Un A-módulo F se llama libre sobre un subconjunto X ⊆ F si para cada aplicación f : X −→ M , de
X en un A-módulo M , existe un único homomorfismo f ′ : F −→ M tal que f ′|X = f .

X incl. //

f   AAAAAAA F
∃1 f ′

���
�
�

M

El conjunto X se llama una base de F .

Lema. 22.1.
Si F es libre sobre X y G es libre sobre Y y existe una aplicación de f : X −→ Y , entonces f induce
un homomorfismo de f : F −→ G. Si f es una biyección, entonces f es un isomorfismo.

X � � //

f
��

F

f
���
�
�

Y � � // G

Como consecuencia, sobre cada conjunto X existe, salvo isomorfismo, un único módulo libre. Ob-
servar que estos módulos son isomorfos para cada par de conjuntos con el mismo cardinal.
Dado un conjunto X existe siempre un A–módulo libre sobre X . Para construirlo definimos F = ⊕{Ax |
x ∈ X , Ax = A, para todo x ∈ X } e i : X −→ F mediante i(x) = ex , donde ex = (δx ,y)y . De esta
forma podemos identificar X con el conjunto {ex | x ∈ X }.

Proposición. 22.2.
Con la notación anterior F es libre sobre X .

Como consecuencia de esta construcción, y de la definición de módulo libre, resulta que cada A–
módulo libre sobre un conjunto X es isomorfo a una suma directa, indizada en X , de copias del
anillo A.
Una propiedad importante de los módulo libres es:

1124-05.tex
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Teorema. 22.3.
Cada A–módulo es un cociente de un A–módulo libre, y por tanto de una suma directa de copias de
A.

Dado un A–módulo M una presentación libre de M es dar un módulo libre F y un submódulo K tal
que F/K ∼= M , o equivalentemente dar un homomorfismo sobreyectivo de un módulo libre a M .
Una presentación libre se llama finita cuando tanto F con K son finitamente generados. En este
caso si F está generado por { f1, . . . , ft} y K está generado por {k1, . . . , ks}, siendo k j =

∑

i ai fi,
representamos el módulo M como M = 〈 f1, . . . , ft |

∑

i ai fi = 0〉.
En particular un A–módulo es finitamente generado si, y sólo si, es un cociente de una suma di-
recta finita de copias de A y advierte que un módulo finitamente generado no tiene que tener una
presentación libre finita.
Si F es un A–módulo libre sobre un conjunto X y m es un ideal maximal de A, en F ∼= A(X ) podemos
considerar el submódulo mA(X ); es claro que tenemos

A(X )

mA(X )
=

A(X )

m(X )
∼=
�

A
m

�(X )

,

que es un A/m–espacio vectorial de dimensión Card(X ). Como consecuencia si F es A–módulo libre
sobre un conjunto X resulta que Card(X ) es un invariante de F al que vamos a llamar el rango de
F .
Esto completa el resultado al inicio de esta sección, de forma que, sobre un anillo conmutativo, a
cada número cardinal podemos asociar una única clase de isomorfía de módulos libres de forma que
esta correspondencia sea biyectiva.

Homomorfismos entre módulos libres finitamente generados

Cada A–módulo libre finitamente generado F es isomorfo a una suma directa An de copias del anillo
A, por lo que el estudio de los homomorfismos entre dos A–módulos libres finitamente generados
se reduce al estudio de homomorfismos entre sumas directas finitas de copias de A. Observa que el
isomorfismo F ∼= An se establece fijando una base de F , por lo que tomando bases distintas podemos
tener isomorfismos F ∼= An distintos.
Como cada endomorfismo de A está definido por un elemento a ∈ A, en virtud de la Proposi-
ción (21.5.) el estudio de los endomorfismos entre módulos libres finitamente generados se reduce
al estudio de matrices con coeficientes en A.
Representamos por Mn×m(A) el conjunto de las matrices con coeficientes en A con n filas y m co-
lumnas. Por simplicidad el conjunto Mn×n(A) se representa por Mn(A). Un elemento de Mn×m(A) se
representa por





a11 · · · a1m
...

. . .
...

an1 · · · anm
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El conjunto Mn×m(A) tiene estructura de A–módulo y el conjunto Mn(A) tiene estructura de A–álgebra,
aunque no conmutativa.
Al considerar la estructura multiplicativa de Mn(A) aparece de forma natural el grupo lineal general,
GLn(A), que es el grupo de las matrices invertibles.

Lema. 22.4.
Dadas dos matrices X e Y en Mn×m(A) que representan el mismo endomorfismo respecto a distintas
bases, existen matrices invertibles P ∈ Mn(A) y Q ∈ Mm(A) tales que X = PYQ.

Dos matrices X e Y en la situación del lema se llaman matrices equivalentes. Es claro que la relación
“equivalente a" es una relación de equivalencia en Mn×m(A).

Lema. 22.5.
Dadas dos matrices X e Y en Mn(A), que representan el mismo endomorfismo respecto a distintas
bases, existe una matriz invertible P tal que Y = PX P−1.

Dos matrices X e Y en la situación del lema se llaman matrices semejantes. Es claro que la relación
“semejante a" es una relación de equivalencia en Mn(A).
Dada una matriz X = (x i j)i j ∈ Mn(A), el determinante de X se define

det(X ) =
∑

σ∈Sn

(−1)s(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

El determinante de una matriz X verifica algunas propiedades geométricas que son de interés. Dada
X el elemento adjunto o cofactor de x i j es el determinante de la matriz obtenida de X eliminando
la fila i y la columna j, es pues el determinante de una matriz (n−1)× (n−1), afectado por el signo
(−1)i+ j; se representa por X i j. La matriz adjunta de la matriz X es la matriz adj(X ) = (X i j) ji, esto
es, la matriz traspuesta de la matriz formada por los elementos adjuntos.

Lema. 22.6. (Teorema de Laplace)
Dada una matriz X = (x i j)i j ∈ Mn(A), se verifica:

(1) det(X ) = x i1X i1 + · · ·+ x inX in para cada índice i = 1, . . . , n.
(2) det(X ) = x1 jX1 j + · · ·+ xn jXn j para cada índice j = 1, . . . , n.
(3) X adj(X ) = det(X ) I = adj(X ) X .
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Corolario. 22.7.
Una matrix X ∈ Mn(A) es invertible si, y solo si, det(X ) es un elemento invertible en A.
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22.1. Ejercicios

Módulos libres

Ejercicio. 22.8.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Si X , Y ∈ Mn(A) y X Y = In, entonces Y X = In.
(2) Si X ∈ Mn×m(A), Y ∈ Mm×n(A) y X Y = In, entonces n≤ m.
(3) Si X ∈ Mn×m(A), Y ∈ Mm×n(A), X Y = In y Y X = Im, entoncesn= m.

Ref.: 1124e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.9.
Utiliza el ejercicio (22.8.) para probar que si An ∼= Am, entonces n= m.

Ref.: 1124e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.10.
Sea F un A–módulo y F ′ ⊆ F un submódulo tal que F ′ y F/F ′ son móduloslibres. Demuestra que F
es un módulo libre.
Ref.: 1124e_011 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.11.
Sea A un anillo, para cada epimorfismo f : Am −→ An se tiene m≥ n.

Ref.: 1124e_035 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.12.
Sea A un anillo, para cada monomorfismo f : Am −→ An se tiene m≤ n.

Ref.: 1124e_036 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 22.13.
Sea F un A–módulo libre de rango finito. Demuestra que existe un isomorfismo de A–módulos
HomA(F, A)∼= F .
Ref.: 1124e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.14.
Sea F un A–módulo libre de rango n. Demuestra que para todo A–módulo M existe un isomorfismo
de A–módulos HomA(F, M)∼= M n.
Ref.: 1124e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.15.
Prueba que el grupo abeliano Q no es un grupo abeliano libre.

Ref.: 1124e_058 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.16.
Prueba que el grupo abeliano ZN no es libre.

Ref.: 1124e_059 SOLUCIÓN

Ejercicio. 22.17.
No todo ideal a de un anillo A es libre. Por ejemplo:

(1) 2Z4 ⊆ Z4 no es libre.
(2) (X , Y ) ⊆ K[X , Y ] no es libre.

En lo positivo tenemos que todo ideal de in DIP es un módulo libre.
Ref.: 1124e_060 SOLUCIÓN
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23. Módulos finitamente generados

El Teorema de Cayley–Hamilton para álgebra lineal afirma que si K es un cuerpo, H ∈ Mn(K) una
matriz y F(X ) = det(δi jX − ai j)i j es su polinomio característico, entonces F(H) = 0, en Mn(K).
Vamos a probar el mismo resultado para un anillo conmutativo arbitrario.

Lema. 23.1. (Teorema de Cayley–Hamilton.)
Sea A un anillo, H = (ai j)i j ∈ Mn(A), y F(X ) = det(δi jX − ai j)i j su polinomio característico, entonces
F(H) = 0 en Mn(A).

DEMOSTRACIÓN. Dado un homomorfismo de anillos f : B −→ A, si tomamos bi j ∈ B tal que f (bi j) =
ai j, basta probar el resultado para el par B, (bi j)i j.

Si f es un homomorfismo inyectivo de anillos, podemos considerar que los ai j son elementos de B.

Consideramos el anillo B = Z[X i j | i, j] y el homomorfismo definido por f (X i j) = ai j, y después
consideramos el cuerpo Q(X i j | i, j). Ahora basta aplicar el resultado de álgebra lineal. �

Corolario. 23.2.
Sea A un anillo, M un A–módulo finitamente generado, f : M −→ M un endomorfismo; existe un
polinomio F(X ) ∈ A[X ] tal que F( f ) = 0 en EndA(M).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que M tiene un sistema de t generadores, existe un homomorfismo
sobreyectivo p : At −→ M que lleva una base de At a ese sistema de generadores, y existe un diagrama
conmutativo

At h //

p
��

At

p
��

M
f // A

Si H es la matriz que representa a h, existe un polinomio F(X ) tal que F(H) = 0 en Mt(A), y por
tanto F( f ) = 0. �

1124-06.tex
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Lema. 23.3. (Teorema de Cayley–Hamilton.)
Sea M un A–módulo finitamente generado, a un ideal de A y f un endomorfismo de M tal que
f (M) ⊆ aM . Entonces f verifica una ecuación de la forma

f n + a1 f n−1 + · · ·+ an−1 f + an = 0, con ai ∈ a.

DEMOSTRACIÓN. Sea {m1, . . . , mt} ⊆ M un sistema de generadores de M , y sea f (mi) =
∑t

j=1 ai jm j,
con ai j ∈ a. Tenemos entonces

t
∑

j=1

(δi, j f − ai j)m j = 0.

Multiplicamos por la derecha por la adjunta de (δi, j f −ai j)i j, obteniendo que det(δi, j f −ai j)i j anula
a cada m j. Luego det(δi, j f − ai j)i j es el homomorfismo cero y al desarrollar se tiene la ecuación
buscada. Observa además que en esta construcción se tiene que ai ∈ ai para cada índice i = 1, . . . , n.
OTRA DEMOSTRACIÓN.
Se considera el diagrama:

Ker( f ′) //

��

At f ′ //

ρ

��

aAt

ρ

��

incl // At

ρ

��
Ker( f ) // M

f // aM incl // M

donde ρ : At −→ M es la proyección canónica y f ′ : At −→ aAt está definida por f (ei) =
∑t

j=1 ai je j,

siguiendo la notación anterior, esto es, f (mi) =
∑t

j=1 ai jm j, con ai j ∈ a. El diagrama es conmutativo
y f ′ : At −→ At está definido por una matriz; sea ésta E. La matriz E es raíz de su polinomio
característico: det(E −λI). Sustituyendo E por f tenemos la ecuación buscada. �

Corolario. 23.4.
Sea A un anillo, M un A–módulo finitamente generado, y f : M −→ M un endomorfismo sobreyec-
tivo, entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Consideramos B = A[X ] y M como B–módulo vía X m = f (m) para cada m ∈ M .
Definimos b = (X ) = X B; por ser f sobreyectivo, se tiene bM = M , esto es, se tiene idM(M) ⊆ bM ,
y por tanto existen b0, . . . , bn ∈ b = (X ) tales que idn

M +b1 idn−1
M + · · · + bn−1 idM +b0 = 0 = (1 +

b1 + · · ·+ bn−1 + bn) idM . Cada bi es de la forma Fi(X )X , con Fi(X ) ∈ B = A[X ]. Tenemos entonces
1+ F1(X )X + · · ·+ fn−1(X )X + Fn(X )X = 0, esto es, idM = −(F1( f ) + · · ·+ Fn−1( f ) + Fn( f )) f , y f es
invertible (un isomorfismo). �
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Corolario. 23.5.
Sea M un A–módulo finitamente generado y a un ideal de A tal que aM = M . Entonces existe un
x ∈ A tal que x ≡ 1 (mod a) y x M = 0.

DEMOSTRACIÓN. Si tomamos en el Lema (23.3.) f = idM , para cada m ∈ M se verifica (1 + a1 +
· · ·+ an−1 + an)m = 0. Por lo tanto podemos tomar x = 1+ a1 + · · ·+ an−1 + an que cumple las dos
condiciones del enunciado. �

Lema. 23.6. (Lema de Nakayama.)
Sea M un A–módulo finitamente generado y a un ideal de A contenido en Rad(A). Entonces aM = M
implica M = 0.

DEMOSTRACIÓN. Por el Corolario (23.5.) existe x ∈ A tal que x ≡ 1 (mod a) y x M = 0. Como
x − 1 ∈ a ⊆ Rad(A), entonces x ∈ A es una unidad, entonces M = 0.
OTRA DEMOSTRACIÓN.
Si M 6= 0, consideramos un conjunto minimal de generadores de M , por ejemplo {m1, . . . , mt}. Para
cada mi tenemos una expresión del tipo

mi =
t
∑

j=1

ai jm j, con ai j ∈ a ⊆ Rad(a).

Entonces se verifica

(1− at t)mt =
t−1
∑

j=1

ai jm j,

y como 1 − at t es una unidad, resulta que {m1, . . . , mt−1} es un sistema de generadores, lo que es
una contradicción. �

Corolario. 23.7.
Sea M un A–módulo finitamente generado, N un submódulo de M , a un ideal de A contenido en
Rad(A). Entonces aM + N = M implica N = M .
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En realidad solo necesitamos que el cociente M/N sea finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. Basta tomar el módulo finitamente generado M/N en el Lema de Nakayama, ya
que se tiene a

�

M
N

�

= aM+N
N . �

Lema. 23.8.
Sea (A,m) un anillo local y M un A–módulo finitamente generado. Si x1, . . . , x t son elementos de
M tales que sus clases en M/mM generan M/mM como A/m–módulo. Entonces {x1, . . . , x t} es un
sistema de generadores de M .

DEMOSTRACIÓN. Tomamos en el Corolario (23.7.) N = Ax1 + · · ·+ Ax t . �

Si M es un A–módulo finitamente generado, llamamos µ(M) al menor número de elementos de un
sistema de generadores de M . Un sistema de generadores con µ(M) elementos se llama un sistema
de generadores minimal.
Consecuencia de la definición de rango de un módulo libre tenemos:

Lema. 23.9.
Si F es un A–módulo libre finitamente generado, entonces µ(F) es el número de elementos de una
base, esto es, el rango de F .

DEMOSTRACIÓN. Sea s el rango de F y {m1, . . . , mt} un sistema minimal de generadores, para cada
ideal maximal m se tiene que {m1, . . . , mt} es un sistema de generadores de F/mF . Como F/mF ∼=
�

A
m

�t
, tenemos t ≤ m, y en consecuencia t = s, el rango de F . �

Este resultado se puede aplicar ahora a anillos locales y obtenemos:

Corolario. 23.10.
Sea (A,m, K) un anillo local y M un A–módulo finitamente generado. Si m1, . . . , mt ∈ M , son equi-
valentes:

(a) M = Am1 + · · ·+ Amt;
(b) {m1, . . . , mt} ⊆ M/mM es un sistema de generadores M/mM como K–espacio vectorial.
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Corolario. 23.11.
Con las mismas hipótesis se verifica:

(1) µ= dimK(M/mM);
(2) m1, . . . , mn es un sistema minimal de generadores de M si, y sólo si, {m1, . . . , mn} es una K–base

de M/mM ;
(3) si m1, . . . , mn es un sistema minimal de generadores de M y

∑n
i=1 rimi = 0, ri ∈ A, entonces

ri ∈ m para cada índice i;
(4) cada sistema de generadores contiene uno minimal;
(5) los elementos m1, . . . , mn pueden extenderse a un sistema minimal de generadores de M si, y

sólo si, {m1, . . . , mn} son K–linealmente independientes en M/mM sobre el cuerpo A/m.
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Apéndice: Una demostración alternativa del teorema de Cayley–Hamilton

Lema. 23.12.
Para cada anillo conmutativo A, existe una isomorfismo de anillos ν : Mn(A[X ]) −→ Mn(A[X ]).

DEMOSTRACIÓN. En efecto, como X conmuta con los elementos de Mn(A), basta ver que X idn ∈
Mn(A[X ]) conmuta con todos los elementos de Mn(A[X ]) y definir X 7→ X idn. En este isomorfismo
la imagen por ν del polinomio

∑

n(ai jn)i jX
n es ma matriz (

∑

n ai jnX n)i j. �

Teorema. 23.13. (Teorema de Cayley–Hamilton.)
Sea A un anillo conmutativo y H ∈ Mn(A) una matriz, H es raíz de su polinomio característico
F(X ) = det(δi jX −H).

DEMOSTRACIÓN. Llamamos H ′ a adj(δi jX −H); se verifica

H ′(δi jX −H) = det(δi jX −H) idn = F(X ) idn .

Por el isomorfismo del lema se tiene

ν(H ′(δi jX −H)) = ν(F(X ) idn).

Por otro lado, ν(H ′(δi jX −H)) = ν(H ′)ν(δi jX −H) = ν(H ′)(X −H), y ν(F(X ) idn) = F(X ), identifi-
cando a ∈ A con a idn ∈ Mn(A). Por tanto F(H) = ν(H ′)(H −H) = 0. �

Existe un teorema debido a McCoy que, dada una matriz H ∈ Mn(A), determina el conjunto de los
polinomio G ∈ A[X ] que anulan a H, esto es, G(H) = 0.

Teorema. 23.14. (Teorema de McCoy.)
Sea A un anillo conmutativo, H ∈ Mn(A) una matriz con polinomio característico F(X ), y jk =
jk(δi jX −H) el ideal generado por todos los menores de orden k de H, entonces

{G ∈ A[X ] | G(H) = 0}= (jn : jn−1) = (FA[X ] : jn−1).

DEMOSTRACIÓN. En este caso particular jn−1 está generado por los adjuntos de los elementos de
(δi jX −H); dado G ∈ (FA[X ] : jn−1), se tiene Gjn−1 ⊆ FA[X ], y por tanto G adj(δi jXH) ⊆ F Mn(A[X ]).
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Como (δi jX − H) ∈ Mn(A)[X ] es mónico, no es un divisor de cero, y multiplicando la expresión
anterior, se tiene GF idn ∈ F Mn(A[X ])(δi jX − H). El polinomio F ∈ A[X ] es mónico, por tanto no
es un divisor de cero, y podemos simplificar, y se tiene G idn ∈ Mn(A[X ])(δi jX − H). Aplicando ν se
tiene G ∈ Mn(A)[X ](X −H); esto es, G(H) = 0.
Por hipótesis tenemos G(H) = 0, luego G = (X − H)G′ en Mn(A)[X ], pasando a Mn(A[X ]) se tie-
ne G idn = (δi jX − H)G′, y multiplicando por adj(δi jX − H) se tiene G adj(δi jX − H) = (δi jX −
H)adj(δi jX −H)G′ = FG′, y se tiene el resultado. �
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23.1. Ejercicios

Módulos finitamente generados

Ejercicio. 23.15.
Sea N un A–submódulo de M y

(I) N y M/N son finitamente generados;
(II) M es finitamente generado.

Demuestra que (i)⇒(ii).
Da un ejemplo de que en general no se verifica (ii)⇒(i).
Ref.: 1124e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 23.16.
Se considera un conjunto no vacío X y se define A= { f | f : X → Q}. Si en A se define la suma y el
producto punto a punto y el elemento uno como la aplicación constante igual a 1, entonces A es un
anillo conmutativo. Prueba:

(1) g ∈ Af si, y sólo si, f −1(0) ⊆ g−1(0).
(2) h ∈ A( f , g) si, y sólo si, f −1(0)∩ g−1(0) ⊆ h−1(0).
(3) Todo ideal de A finitamente generado es un ideal principal.

Ref.: 1124e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 23.17.
Prueba que todo módulo finitamente generado no nulo tiene un submódulo maximal.

Ref.: 1124e_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 23.18.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K . Demuestra que K es un A-módulo
finitamente generado si, y sólo si, A= K .
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Ver también el Ejercicio (29.28.).
Ref.: 1124e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 23.19. (Lema de Nakayama)
Sea a ⊆ A un ideal. Prueba que son equivalentes:

(1) a ⊆ Rad(A).
(2) Para cada A–módulo finitamente generado M , si aM = M , entonces M = 0.
(3) Para cada A–módulo finitamente generado M y cada submódulo N ⊆ M tal que M = aM + N ,

se tiene N = M .
(4) Para cada a ∈ a se tiene que 1+ a ∈ A es invertible.

Ref.: 1124e_028 SOLUCIÓN
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24. Módulos noetherianos

Un A–módulo M verifica la condición maximal si toda familia no vacía de submódulos, ordenada
por inclusión, tiene un elemento maximal.

Un A–módulo M verifica la condición de cadena ascendente si toda cadena ascendente de submó-
dulos de M es estacionaria, esto es, si M1 ⊆ M2 ⊆ · · · es una cadena ascendente de submódulos de
M , entonces existe m ∈ N tal que Mm = Mn para todo n≥ m.

Un A–módulo M se llama noetheriano si es finitamente generado y cada submódulo N de M es
finitamente generado.

Lema. 24.1.
Sea M un A–módulo, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M es noetheriano.
(b) M verifica la condición maximal.
(c) M verifica la condición de cadena ascendente.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Sea Γ una familia no vacía de submódulos de M . Sea M0 ⊆ M1 ⊆ · · ·
una cadena de elementos de Γ , entonces ∪i Mi es un submódulo finitamente generado de M por ser
M noetheriano. Si {m1, . . . , mt} es un sistema de generadores de ∪i Mi, existe un índice j tal que
{m1, . . . , mt} ⊆ M j, y por tanto ∪i Mi = M j ∈ Γ . Así pues, por el Lema de Zorn, Γ tiene elementos
maximales.

(b)⇒(c). Si M0 ⊆ M1 ⊆ · · · es una cadena ascendente de submódulos de M , entonces la familia
{M0, M1, . . .} tiene un elemento maximal, sea M j, por tanto para h > j se verifica Mh = M j y la
cadena es estacionaria.

(c)⇒(a). Si N es un submódulo de M , consideramos un elemento n1 ∈ N . Si n1A = N , entonces
N es finitamente generado. En caso contrario existe n2 ∈ N \ n1A. Si n1A + n2A = N , entonces
N es finitamente generado. En caso contrario existe n3 ∈ N \ n1A+ n2A . . . . Si para cada índice i
podemos encontrar un elemento ni+1 ∈ N \ n1A+ · · ·+ niA, entonces podemos construir una cadena
estrictamente ascendente

n1A⊂ n1A+ n2A⊂ · · · ⊂ n1A+ · · ·+ niA⊂ · · · ,

lo que es una contradicción. �

1124-07.tex
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Lema. 24.2.
Sea 0→ M ′→ M → M ′′→ 0 una sucesión exacta corta de A–módulos. Son equivalentes los siguien-
tes enunciados:

(a) M es noetheriano.
(b) M ′ y M ′′ son noetherianos.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Ya que cada cadena de submódulos de M ′ es también una cadena de
submódulos de M , tenemos que cada cadena de submódulos de M ′ estabiliza. Si M ′′

1 ⊂ M ′′
2 ⊆ · · · es

una cadena de submódulos de M ′′, entonces identificando M ′′ con M/M ′, tenemos que existe una
cadena

M1 ⊆ M1 ⊆ · · ·

de submódulos de M , en donde Mi/M
′ = M ′′

i para cada índice i. Como la cadena de submódulos de
M estabiliza, entonces la cadena M ′′

1 ⊂ M ′′
2 ⊆ · · · también estabiliza. �

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Corolario. 24.3.
Cada submódulo y cada cociente de un A–módulo noetheriano es noetheriano y una suma directa
finita de A–módulos es noetheriana si, y solo si, cada sumando es noetheriano.

Módulos artinianos

Un A–módulo M verifica la condición minimal si toda familia no vacía de submódulos, ordenada
por inclusión, tiene un elemento minimal.
Un A–módulo M verifica la condición de cadena descendente si toda cadena descendente de sub-
módulos de M es estacionaria, esto es, si M1 ⊇ M2 ⊇ · · · es una cadena descendente de submódulos
de M , entonces existe m ∈ N tal que Mm = Mn para todo n≥ m.

Lema. 24.4.
Sea M un A–módulo, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M verifica la condición minimal.
(b) M verifica la condición de cadena descendente.
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Un A–módulo M que verifica las condiciones equivalentes del Lema se llama artiniano.
Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Corolario. 24.5.
Cada submódulo y cada cociente de un A–módulo artiniano es artiniano y una suma directa finita
de A–módulos es artiniana si, y solo si, cada sumando es artiniano.

Anillos noetherianos

Un anillo A se llama noetheriano si AA es un A–módulo noetheriano.

Lema. 24.6.
Sea A un anillo, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) A es noetheriano.
(b) Cada A–módulo finitamente generado es noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si M es un A–módulo finitamente generado, entonces existe una presen-
tación libre An→ M → 0, y como A es noetheriano, entonces M lo es.
(b)⇒(a). Como AA es un A–módulo finitamente generado, tenemos que AA es noetheriano y por tanto
A es un anillo noetheriano. �

Lema. 24.7.
Si A es un anillo noetheriano y a es un ideal, entonces A/a es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Si b es un ideal de A/a, entonces existe un ideal b′ de A tal que b = b′/a, y por
tanto, como b′ es finitamente generado, resulta que b también lo es. �

Existen más formas de construir anillos noetherianos a partir de otros que ya lo son. Veamos algunos
ejemplos.

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



228 CAP. IV. MÓDULOS

Proposición. 24.8. (Teorema de la base de Hilbert.)
Si A es un anillo noetheriano, el anillo de polinomios A[X ] es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Sea a un ideal de A[X ]. Consideramos el conjunto de los coeficientes líderes de los
polinomios en a. Este conjunto es un ideal de A, llamémoslo b. Ya que A es un anillo noetheriano, b
es un ideal finitamente generado. Supongamos que b= a1A+ · · ·+ atA y sea Fi ∈ a tal que

Fi = aiX
ni + términos de grado menor.

Sea a′ el ideal de A[X ] generado por F1, . . . , Ft . Es claro que a′ ⊆ a.

Sea F = aX m + términos de grado menor ∈ a. Si m ≥ n = máx{ni | i = 1, . . . , t}, entonces conside-
ramos una combinación tal que a =

∑t
i=1 riai y construimos entonces

G = F −
t
∑

i=1

ri FiX
m−ni ∈ a.

Resulta que gr(G) < gr(F). Luego reiterando este proceso el número de veces que sea necesario
podemos suponer que gr(F)< n.

Sea M el A–módulo generado por 1, X , . . . , X n−1, entonces a = (a∩M) + a′. Por ser M finitamente
generado es noetheriano y entonces a ∩ M es finitamente generado. Sean G1,. . . ,Gs una familia de
generadores de a ∩ M , entonces a está generado como A[X ]–módulo por G1, . . . , Gs, F1, . . . , Ft , y
tenemos que es finitamente generado. �

Corolario. 24.9.
Si A es un anillo noetheriano, el anillo de polinomios A[X1, . . . , Xn] es noetheriano.

Corolario. 24.10.
Sea A un anillo noetheriano y B una A–álgebra finitamente generada, entonces B es noetheriana. En
particular toda álgebra finitamente generada sobre un cuerpo es noetheriana.
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Caracterizaciones y ejemplos de anillos noetherianos

Teorema. 24.11. (Teorema de Cohen [4])
Sea A un anillo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) A es un anillo noetheriano.
(b) Todos los ideales primos de A son finitamente generados.

DEMOSTRACIÓN. (Matsumura:1986, pag. 17) (b)⇒(a). Llamamos Γ al conjunto de todos los ideales
de A que no son finitamente generados. Si Γ 6=∅, aplicando el Lema de Zorn existen en Γ elementos
maximales. Sea a ∈ Γ maximal. Si a no es primo, existen a, b ∈ A tales que ab ∈ a y a, b /∈ a.
Consideramos a + aA; es finitamente generado ya que no pertenece a Γ . Entonces existen a1, . . . ,
at ∈ a tales que a+ aA= a1A+ · · ·+ atA+ aA.
Consideramos (a : a). Tenemos que a ⊆ (a : a), como b ∈ (a : a)\a, entonces (a : a) /∈ Γ y es también
finitamente generado. Entonces (a : a) = b1A+ · · ·+ bmA.
Dado y ∈ a, existe una expresión

y = a1ri + · · ·+ at rt + ar con r1, . . . , rt , r ∈ A.

Entonces r ∈ (a : a) y existen s1, . . . , sm ∈ A tales que

r = b1s1 + · · ·+ bmsm,

Uniendo todo resulta
y = a1r1 + · · ·+ at rt + ab1s1 + · · ·+ abmsm,

y por tanto {a1, . . . , ar , ab1, . . . , abm} es un sistema de generadores de a, lo que es una contradicción.
Resulta pues que Γ ha de ser vacío y por tanto A es un anillo noetheriano. �

Teorema. 24.12. (Teorema de la base de Hilbert para series formales de potencias.)
Sea A un anillo noetheriano, y sea X una indeterminada, el anillo de series formales de potencias
A¹Xº es noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Sea a un ideal de A¹Xº, llamamos a0 al ideal de A formado por los términos
independientes de los elementos de a. De forma similar llamamos a1 al conjunto de los coeficientes
de X en los elementos de a; es claro que a1 es un ideal de A. De forma análoga definimos ah el ideal
de los coeficientes de Xh en los elementos de a. Multiplicando por X tenemos ai ⊆ ai+1; por tanto
tenemos una cadena de ideales de A:

a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
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Esta cadena estabiliza, sea at = at+1 = · · · Sea {ai,1, . . . , ai,si
} un sistema de generadores de ai y sea

Fi, j ∈ a una serie tal que el coeficiente de X i es ai, j. Veamos que {Fi, j | i = 0, . . . , t; j = 1, . . . , si} es
un sistema de generadores de a.
Dado F = (b0+ b1X + · · · )X h ∈ a, tenemos b0 =

∑sh

j=1 r jah, j, y por tanto F −
∑sh

j=1 r j Fh, j se escribe en
la forma F ′X h+1, siendo F ′ ∈ A¹Xº. De esta forma llegamos a una combinación F −

∑

ri, j Fi, j que es
de la forma F ′X t ∈ a.
Si F = F ′X t+k ∈ a, entonces como at = at+k, tenemos que F −

∑st

j=1 r j,kFt, jX
k es una serie del tipo

F ′X t+k+1, y existen coeficientes tales que F −
∑st

j=1 r j,kX kFt, j −
∑st

j=1 r j,k+1X k+1Ft, j. Prosiguiendo de
esta forma se tiene que F se escribe en la forma

F =
st
∑

j=1

�∞
∑

l=k

r j,l X
l

�

Ft, j.

Por tanto {Fi, j | i = 0, . . . , t; j = 1, . . . , si} es un sistema de generadores de a. �

Una demostración alternativa, consecuencia del Teorema (24.11.), es la siguiente:

DEMOSTRACIÓN. Se considera la aplicación f : A¹Xº −→ A definida f
�∑∞

i=0 siX
i
�

= s0. Si p es
un ideal primo de A¹Xº, entonces f (p) es un ideal de A, y por tanto finitamente generado. Sea
f (p) = (a1, . . . , at), y sean h(1), . . . , h(t) ∈ p tales que f (h(i)) = ai , para j = 1, . . . , t.
Si X ∈ p, entonces a j = h( j) − X

∑∞
i=1 h( j)i X i−1 ∈ p, y X , a1, . . . , at es un sistema de generadores de p.

Si X /∈ p vamos a ver que h(1), . . . , h(t) es un sistema de generadores. Dado s ∈ p existen c0, j ∈ A
tales que s0 =

∑t
j=1 c0, ja j, y por tanto s −

∑t
j=1 c0, jh

( j) = Xs(1) ∈ p. Como p es primo y X /∈ p se

verifica s(1) ∈ p. Existen c1, j ∈ A tales que s(1)0 =
∑t

j=1 c1, ja j, y por tanto s(1)−
∑t

j=1 c1, jh
( j) = Xs(2) ∈ p,

siendo s(2) ∈ p. Observar que se tiene s−
∑t

j=1(c0, j + c1, jX )h( j) = Xs(2). Por inducción obtenemos una
expresión del tipo

s−
t
∑

j=1

(c0, j + c1, jX + · · ·+ cr, jX
r)h( j) = Xs(r+1) ∈ p,

y por tanto tendremos s =
∑t

j=1(
∑∞

i=0 ci, jX
i)h( j). Esto es, {h(1), . . . , h(t)} es un sistema de generadores

de p. Como cada ideal primo de A¹Xº es finitamente generado, entonces A¹Xº es un anillo noethe-
riano. �

Corolario. 24.13. (a la demostración. Kaplansky)
Sea A un anillo y p ⊆ A¹Xº un ideal primo del anillo de series formales de potencias. Son equivalen-
tes:
(a) p es finitamente generado.
(b) p0 es finitamente generado.

En este caso si p0 tiene un sistema de generadores formado por t elementos, entonces p tiene un
sistema formado por t + 1 elementos, si X ∈ p, o por t elementos, si X /∈ p.

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 24. MÓDULOS NOETHERIANOS 231

Corolario. 24.14.
Sea A un anillo noetheriano y X1, . . . , Xn indeterminadas sobre A, entonces A¹X1, . . . , Xnº es un anillo
noetheriano.

Lema. 24.15.
Sea M un A–módulo noetheriano, entonces A/AnnA(M) es un anillo noetheriano.
En particular si un anillo tiene un A–módulo fiel noetheriano, entonces es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Llamamos S = A/AnnA(M), entonces, considerando M como S–módulo tenemos
que los retículos de A–submódulos y S–submódulos de M coinciden.
Podemos por tanto suponer que M es un A–módulo noetheriano y fiel. Para ver que A es un anillo
noetheriano, supongamos que M = m1A+ · · ·+mrA, entonces podemos definir un homomorfismo

f : A→ M r , f (x) = (m1 x , . . . , mr x).

Si f (x) = 0, entonces mi x = 0 para 1 ≤ i ≤ r. Luego x ∈ AnnA(M) = 0, y por tanto f es un
homomorfismo inyectivo. Como M r es noetheriano, entonces A también lo es, ya que es isomorfo a
un submódulo de M r . �

Es bien conocido que si A es un anillo noetheriano, entonces A[X ] es también un anillo noetheriano.
El recíproco también es cierto, ya que A ∼= A[X ]/(X ). También es fácil probar que si A es un anillo
noetheriano, cada A–álgebra finitamente generada es también noetheriana, ya que es un cociente de
un anillo de polinomios en un número finito de indeterminadas. Que el problema recíproco, que no
resuelve el siguiente teorema.

Teorema. 24.16. (Teorema de Eakin–Nagata.)
Sea B ⊇ A una A–álgebra, finitamente generada como A–módulo. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

(a) A es un anillo noetheriano.
(b) B es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. (b)⇒(a). Llamamos

Γ = {aB | a ⊆ A, B/aB no es un A–módulo noetheriano}.
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Si A no es noetheriano, entonces como A→ B, x 7→ 1x , tenemos que B no es un A–módulo noethe-
riano, y por tanto 0 ∈ Γ y Γ 6=∅. Utilizando que B es un anillo noetheriano, resulta que existe aB ∈ Γ
maximal.
Consideramos la extensión de anillos:

A′ = A/AnnA(B/aB)→ B/aB = B′,

entonces B′ es un anillo noetheriano que es un A′–módulo finitamente generado, no es un A′–módulo
noetheriano y cada cociente B′/bB′, con b ⊆ A′ es un A′–módulo noetheriano. Hacemos ahora el
cambio A 7→ A′ y B 7→ B′.
Llamamos Λ = {X | X es un A–submódulo de B y AnnA(B/X ) = 0}. Si B = s1A+ · · ·+ stA, entonces
los elementos de Λ pueden ser caracterizados por la propiedad:

Para cada 0 6= a ∈ A, {s1a, . . . , st a} * X .

Ya que 0 ∈ Λ, tenemos Λ 6=∅. Sea X1 ⊆ X2 ⊆ · · · una cadena en Λ. Si llamamos X = ∪Xn y si X /∈ Λ,
entonces existe a ∈ A tal que {s1a, . . . , at a} ⊆ X , lo que es una contradicción. Tenemos pues que Λ
es un conjunto inductivo.
Sea X0 ∈ Λ maximal, si B/X0 es A–noetheriano, entonces A/AnnA(B/X0) = A es noetheriano ya que
es un A–submódulo. Si B/X0 no es A–noetheriano, entonces tenemos la siguiente situación: existe
un A–módulo M que es un cociente de B y tal que:
(1) M no es noetheriano, es fiel y es finitamente generado.
(2) Para cada ideal 0 6= a ⊆ A el cociente M/Ma es noetheriano.
(3) Para cada submódulo 0 6= N ⊆ M el cociente M/N no es fiel

Sea 0 6= N ⊆ M , entonces M/N no es fiel y existe a ∈ A \ {0} tal que Ma ⊆ N , entonces por (2),
el cociente M/Ma es noetheriano y como consecuencia N/Ma ⊆ M/Ma es finitamente generado.
Además B era finitamente generado y por tanto M es finitamente generado y como consecuencia
Ma es finitamente generado. Entonces N es finitamente generado. Tenemos que cada submódulo de
M es finitamente generado, lo que implica que M es noetheriano. Esto es una contradicción. �

Anillos artinianos

La teoría dual a la de anillos noetherianos es la de los anillos artinianos. En este caso los resultados
que se obtienen son más modestos, aunque, como más adelante veremos, cada anillo artiniano será
un anillo noetheriano, e incluso podremos dar un teorema de estructura de los anillos artinianos.
Un anillo A se llama artiniano si AA es un A–módulo artiniano.

Lema. 24.17.
Sea A un anillo, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) A es artiniano.
(b) Cada A–módulo finitamente generado es artiniano.
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Lema. 24.18.
Si A es un anillo artiniano y si a es un ideal, entonces A/a es un anillo artiniano.

Módulos de longitud finita

Módulos artinianos no necesariamente son noetherianos, pero son de interés aquellos módulos que
son simultáneamente artinianos y noetherianos. Estudiaremos estos módulos utilizando como he-
rramienta esencial los módulos simples, por lo que comenzamos introduciendo este tipo particular
de módulos.
Un A–módulo M se llama simple si es no nulo y sus únicos submódulos son 0 y M .

Lema. 24.19.
Sea M un A–módulo no nulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M es simple.
(b) Existe un ideal maximal a de A tal que M ∼= A/a.
(c) Cada elemento no nulo de M es un generador.

Proposición. 24.20. (Lema de Schur.)
Sea M un A–módulo simple, entonces tenemos que EndA(M) es un anillo de división.

Si M es un A–módulo, una serie de submódulos de M es una cadena estrictamente ascendente
finita de submódulos

0= M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mt = M .

Si se verifica que para cada índice i el cociente Mi/Mi−1 es un A–módulo simple entonces se llama una
serie de composición de M . En este caso los cocientes Mi/Mi−1 se llaman factores de composición
de M .
El número t se llama longitud de la serie de composición.
Vamos a probar que la longitud de una serie de composición de un A–módulo es un invariante.
Dos series de composición 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mt = M y 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ns = M son
equivalentes si t = s y existe una permutación σ ∈ St tal que Mi/Mi−1

∼= Nσ(i)/Nσ(i)−1, para cada
1≤ i ≤ t.
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Lema. 24.21.
Toda serie de submódulos de M que es equivalente a una serie de composición es una serie de
composición.

Dada una serie de submódulos de M , por ejemplo

0= M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mt = M ,

un refinamiento es una serie de submódulos 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ns = M tal que para cada índice
1≤ i ≤ t existe un índice 1≤ ji ≤ s tal que Mi = N ji .

Proposición. 24.22. (Teorema de Schreier.)
Cada dos series de submódulos de M tienen refinamientos equivalentes.

DEMOSTRACIÓN. Dadas dos series de submódulos

0= M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mt = M , y (IV.1)

0= N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ns = M , (IV.2)

construimos un refinamiento de (IV.1) en la siguiente forma:

0= M1 ∩ N0 ⊆ M1 ∩ N1 ⊆ · · · ⊆ M1 ∩ Ns = M1

= M1 + (M2 ∩ N0) ⊆ · · · ⊆ M1 + (M2 ∩ Ns) = M2

= M2 + (M3 ∩ N0) ⊆ · · · ⊆ Mt−1 + (Mt ∩ Ns) = M . (IV.3)

Llamamos Mi, j = Mi−1 + (Mi ∩ N j), para 1 ≤ i ≤ t y 0 ≤ j ≤ s. Observar que se tiene Mi−1,s = Mi,0.
En la misma forma construimos un refinamiento para (IV.2).

· · · ⊆ N j−1 + (N j ∩Mi − 1) ⊆ N j−1 + (N j ∩Mi) ⊆ · · · (IV.4)

Veamos que (IV.3) y (IV.4) son equivalentes. En efecto, se tiene

Mi, j

Mi, j−1
=

Mi−1 + (Mi ∩ N j)

Mi−1 + (Mi ∩ N j−1)
=

Mi−1 + (Mi ∩ N j−1) + (Mi ∩ N j)

Mi−1 + (Mi ∩ N j−1)

∼=
Mi ∩ N j

(Mi−1 + (Mi ∩ N j−1))∩M1 ∩ N j
=

Mi ∩ N j

Mi ∩ (Mi−1 + N j−1)∩M1 ∩ N j

=
Mi ∩ N j

(Mi−1 + N j−1)∩M1 ∩ N j
=

Mi ∩ N j

(Mi ∩ N j−1) + (Mi−1 ∩ N j)
.
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y en la misma forma
N j,i

N j,i−1

∼=
Mi ∩ N j

(Mi ∩ N j−1) + (Mi−1 ∩ N j)
.

�

Proposición. 24.23. (Teorema de Jordan–Hölder.)
Sea M un A–módulo que tiene una serie de composición de longitud t, entonces:

(1) Cada cadena estrictamente ascendente de submódulos de M se puede refinar a una serie de
composición.

(2) Todas las series de composición de M tienen longitud t.

Si M es un A–módulo que tiene una serie de composición, llamamos longitud de M , y la represen-
tamos por long(M), a la longitud de sus series de composición. Como consecuencia diremos que M
tiene longitud finita si tiene una serie de composición, y que tiene longitud infinita si no tiene una
serie de composición.

Lema. 24.24.
Sea M un A–módulo. Son equivalentes:

(a) M tienen una serie de composición.
(b) M es noetheriano y artiniano.

Proposición. 24.25.
Sea 0→ M ′→ M → M ′′→ 0 una sucesión exacta corta de A–módulos. Son equivalentes los siguien-
tes enunciados:

(a) M tiene longitud finita.
(b) M ′ y M ′′ tienen longitud finita.

Además, la función long(−) es aditiva sobre sucesiones exactas cortas de módulos de longitud finita,
esto es, long(M) = long(M ′) + long(M ′′) si M , M ′ y M ′′ tienen longitud finita.
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24.1. Ejercicios

Módulos noetherianos

Ejercicio. 24.26.
Sea M un A–módulo y N1, N2 ⊆ M submódulos.

(1) Demuestra que si M/N1 y M/N2 son módulos noetherianos, también M/(N1∩N2) es noetheriano.
(2) Demuestra que si M/N1 y M/N2 son módulos artinianos, también M/(N1 ∩ N2) es artiniano.

Ref.: 1124e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.27. (Lema de Fitting.)
Sea M un A–módulo noetheriano y f : M −→ M un endomorfismo de A–módulos.

(1) Demuestra que existe un entero n≥ 0 tal que Ker( f n)∩ Im( f n) = {0}.
(2) Deduce que todo epimorfismo f : M −→ M es un isomorfismo.

Ref.: 1124e_013 SOLUCIÓN

Módulos artinianos

Ejercicio. 24.28.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Para cada entero primo positivo p consideramos el conjunto M = { a
pt ∈ Q | a ∈ Z, t ∈ N}.

Prueba que M es un subgrupo Q.
(2) Llamamos P al grupo cociente M/Z. Prueba que P contiene un subgrupo Sn isomorfo a Zpn para

cada n ∈ N, y que estos submódulos forman una cadena ascendente infinita S1 ⊆ S2 ⊆ · · · . Como
consecuencia P no es un grupo abeliano noetheriano.

(3) Prueba que todo subgrupo propio de P es igual a uno de los Sn.
(4) Prueba que P es un grupo abeliano artiniano.

Ref.: 1124e_043 SOLUCIÓN

Anillos noetherianos
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Ejercicio. 24.29.
Demuestra el recíproco del Teorema de la base de Hilbert: Si el anillo de polinomios A[X ] es
noetheriano, entonces A es noetheriano.
Ref.: 1124e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.30.
Sea A un dominio de ideales principales, demuestra que cada submódulo de un A–módulo libre
finitamente generado es un módulo libre.
En particular, cada subgrupo de Zn es un grupo abeliano libre.
Ref.: 1124e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.31.
Sea A un anillo noetheriano y a un ideal propio de A. Prueba que existen ideales primos p1, . . . ,pt

tales que a ⊆ pi para cada i = 1, . . . , t y p1 · · ·pt ⊆ a.
Ref.: 1124e_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.32.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea A un anillo. Demuestra que para cada ideal propio a ⊆ A existen ideales primos que son
minimales sobre a.

(2) Sea A un anillo noetheriano. Demuestra que para cada ideal propio a ⊆ A existe sólo un número
finito de ideales primos minimales sobre a.

(3) En este último caso, si p1, . . . ,pt son los ideales primos minimales sobre un ideal a, existe m ∈ N
tal que (p1 · · ·pt)m ⊆ a.

Ref.: 1124e_016 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 24.33.
Ya conocemos que cada submódulo de un módulo libre finitamente generado sobre un dominio de
ideales principales es un submódulo libre finitamente generado. Prueba el recíproco de este resul-
tado; esto es, si cada submódulo de cada A–módulo libre finitamente generado es libre finitamente
generado, entonces A es un dominio de ideales principales.
Ref.: 1124e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.34.
Sea A un anillo. Prueba que si a ⊆ A es un ideal, maximal en el conjunto de los ideales que no son
principales, entonces a es un ideal primo.
Ref.: 1124e_038 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.35.
Sea K un cuerpo.

(1) Demuestra que cualquier subanillo de K[X ] que contenga a K es noetheriano.
(2) Prueba que este resultado no es cierto para el anillo K[X , Y ].
(3) Da un ejemplo en el que se muestre que no todos los subanillos de (1) son DFU.

Ref.: 1124e_018 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.36.
Sea A un anillo en el que todos los ideales primos son finitamente generados. Este ejercicio demuestra
que A es un anillo noetheriano:

(1) Demuestra que el conjunto de ideales de A que no son finitamente generados si no es vacío tiene
un elemento maximal a y que el anillo A/a es noetheriano.

(2) Demuestra que existen ideales finitamente generados b1, b2 de A tales que b1b2 ⊆ a ⊆ b1 ∩ b2, y
que b1b2 es finitamente generado.

(3) Demuestra que a/b1b2 es un A/a–submódulo finitamente generado de b1/b1b2.
(4) Demuestra que el punto anterior implica que a es finitamente generado, lo que es una contra-

dicción.
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(5) Deduce que A es un anillo noetheriano.

Ver Teorema de Cohen (24.11.).
Ref.: 1124e_019 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.37. (Sobre anillos y módulos noetherianos.)
Sea A un anillo con ideales a,b ⊆ A tales que a es finitamente generado y A/a, A/b son A–módulos
noetherianos. Prueba:

(1) A/a y A/b son anillos noetherianos.
(2) a/ab es un A–módulo noetheriano.
(3) A/ab es un A–módulo noetheriano (por tanto un anillo noetheriano).

Ref.: 1124e_053 SOLUCIÓN

Anillos no noetherianos

Ejercicio. 24.38.
Demuestra que los siguientes anillos no son noetherianos:

(1) El anillo de todas las funciones continuas [0,1] −→ R.
(2) El anillo de todas las aplicaciones X −→ Z2, donde X es unconjunto infinito.

Ref.: 1124e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.39.
Sea K un cuerpo y X e Y indeterminadas. Demuestra que el subanillo

K[X , X 2Y, X 3Y 2, . . . , X iY i−1, . . .]

del anillo de polinomios K[X , Y ] no es noetheriano; lo que demuestra que los subanillos de ani-
llos noetherianos no son necesariamente noetherianos y que subalgebras de álgebras finitamente
generadas no son necesariamente finitamente generadas.
Ref.: 1124e_014 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 24.40.
Se considera el anillo A= ZN. Prueba que A no es un anillo noetheriano.

Ref.: 1124e_039 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.41.
Se considera el anillo A= Z[X1, . . . , Xn, . . .]/a, siendo

a= (X1 − X ei
i | i = 2,3, . . .).

(1) Prueba que si ei = 1 para i ≥ 100, entonces A es un anillo noetheriano.
(2) Prueba que en este caso A no es un Z–módulo finitamente generado.
(3) Prueba que si ei = 1 para i par y ei = 2 para i impar mayor que 1, entonces A no es un anillo

noetheriano

Ref.: 1124e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.42.
Prueba que el anillo Z+ XQ[X ] no es noetheriano.

Ref.: 1124e_049 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.43.
Sea A⊆ ZN2 el conjunto de todas las sucesiones eventualmente constantes.

(1) Prueba que A es un subanillo.
(2) A no es un anillo noetheriano.
(3) Prueba que el ideal a formado por los elementos de soporte finito de A es un ideal maximal.
(4) Prueba que A es un anillo de dimensión cero (todo ideal primo es maximal) y determina todos

los ideales maximales.

Ref.: 1124e_056 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 24.44.
Sea A ⊆ B una extensión de anillos, y C = A + X B[X ] el anillo de polinomios. Prueba que son
equivalentes:

(a) C es noetheriano.
(b) A es noetheriano y A⊆ B es una extensión módulo-finita; B = Ab1+ · · ·+Abt para b1, . . . , bt ∈ B.

Ref.: 1124e_057 SOLUCIÓN

Anillos artinianos

Ejercicio. 24.45.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Prueba que en un anillo artiniano A cada elemento que no es divisor de cero es invertible.
(2) Prueba que en un anillo artiniano A se tiene Nil(A) = J(A).
(3) Prueba que en un anillo artiniano todo ideal primo es maximal.

Ref.: 1124e_045 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.46.
Sabemos que todo anillo finito y toda álgebra de dimensión finita es artiniano y noetheriano. Vamos
a estudiar algunos ejemplos anillos artinianos.

(1) Sea K un cuerpo y F ∈ K[X ] un polinomio no constante, el anillo K[X ]/(F) es un anillo arti-
niano, que es el producto directo finito de los anillos K[X ]/(F ei

i ), donde F = F e1
1 · · · F

et
t es una

descomposición de F en factores irreducibles.
(2) Sea K un cuerpo y F ∈ K[X ] un polinomio irreducible, entonces K[X ]/(F) es un anillo artiniano

cuyos ideales propios forman una cadena y son de la forma (F j + (F e)), para j = 1, . . . , e.
(3) Sea K un cuerpo y A = K[X 2, X 3]/(X 4) = K[x2, x3]; se tiene que A es un ideal artiniano con

ideal maximal m= (x2, x3), por tanto es un anillo local, y sus ideales no forman una cadena.

Ref.: 1124e_044 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 24.47.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Prueba que si M es un A–módulo noetheriano se tiene que A/Ann(M) es un anillo noetheriano.
(2) Da un ejemplo de que el mismo resultado no se verifica para un A–módulo artiniano.
(3) Prueba que el resultado es cierto para A–módulos artinianos finitamente generados.

Ref.: 1124e_046 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.48.
En un anillo A un elemento 0 6= a ∈ A se llama minimal si Ann(a) es un ideal maximal.

(1) Prueba que en un anillo artiniano cada ideal no nulo contiene un elemento minimal.
(2) Prueba que en un anillo artiniano para cada ideal propio a existe un elemento a ∈ A tal que
(a : a) es un ideal maximal.

(3) (Lema de Nakayama para anillos artinianos). Prueba que en un anillo artiniano para cada ideal
no nulo a ⊆ A se tiene aJ $ a, donde J = J(A) es el radical de Jacobson.

(4) Prueba que en un anillo artiniano el radical de Jacobson es un ideal nilpotente.

Ref.: 1124e_047 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.49.
Si A es un anillo artiniano local con ideal maximal m. Como m es un ideal nilpotente, existe n ∈ N
tal que mn = 0. Tenemos por tanto una cadena de submódulos A ⊇ m ⊇ m2 ⊇ · · · ⊇ mn = 0. Cada
factor mi/mi+1 es un A/m–módulo, pero no podemos asegurar que A sea un A/m–módulo.Tenemos
como consecuencia que cada anillo local artiniano es en cierto modo un anillo finito (con respecto
al cuerpo residual).

(1) Estudiar el caso de A = Z4 con ideal maximal 2Z4 y cuerpo residual Z2. Es claro que Z4 no es
un Z2–módulo

(2) Hay otros casos en los que A tiene estructura de A/m–módulo, pero esta estructura no es com-
patible con la multiplicación en A.Se considera A= K[X ]/(F e), siendo F ∈ K[X ] un polinomio
irreducible.

Ref.: 1124e_048 SOLUCIÓN
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Módulos de longitud finita

Ejercicio. 24.50.
Sean N , H ⊆ M submódulos de un A–módulo M . Prueba que

long(N) + long(H) = long(N +H) + long(N ∩H).

Ref.: 1124e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.51.
Sea 0 → M1 → M2 → ·· · → Mn → 0 una sucesión exacta de A–módulos, con long(Mi) finito para
cada índice i = 1,2, . . . , n. Prueba que

n
∑

i=1

(−1)i long(Mi) = 0.

Ref.: 1124e_024 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.52.
Prueba que para cada A–módulo M se tiene

long(M) = sup{long(N) | N ⊆ M finitamente generado}.

Ref.: 1124e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 24.53.
Sea M un A–módulo, y a ∈ A un elemento tal que si am = 0, entonces m = 0, para cada m ∈ M .
Prueba:
(1) aM = {am | m ∈ M} es un submódulo de M isomorfo a M .
(2) Para cada submódulo N ⊆ M se tiene M/N ∼= aM/aN .
(3) Para cada entero positivo n se tiene long(M/anM) = n long(M/aM).

Ref.: 1124e_027 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 24.54.
Sea K un cuerpo; prueba que K[X ]/(X n) es un K[X ]–módulo de longitud finita. ¿Es cierto este mismo
resultado para Z[X ]/(X n) y Z[X ]?
Ref.: 1124e_055 SOLUCIÓN

Anillos de series formales de potencias

Ejercicio. 24.55.
Sea A un anillo noetheriano y F =

∑∞
i=0 aiX

i ∈ A¹Xº una serie formal de potencias. Definimos el
contenido de F como el ideal c(F) = (a0, a1, . . .) ⊆ A. Prueba que son equivalentes:

(a) F es nilpotente.
(b) Todos los coeficientes de F son nilpotentes.
(c) Existe n ∈ N tal que an

i = 0 para cada índice i.

Ref.: 1124e_020 SOLUCIÓN
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Introducción1

La teoría de categorías se introduce con el fin de unificar diversas construcciones sobre varias estruc-
turas, y también para crear nuevos objetos que nos permitan estudiar y clasificar estas estructuras.
Éste es el caso de la categoría de módulos sobre un anillo, que permite estudiar el anillo a través de
las propiedades de esta categoría y de sus objetos.
En este capítulo vamos a hacer una introducción elemental a la teoría de categorías y funtores;
haremos especial hincapié en los ejemplos y en las construcciones universales (funtores adjuntos).
Finalizamos el capítulo introduciendo los funtores Hom y producto tensor y las sucesiones exactas.

1Este capítulo es opcional.
1125-00.tex
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25. Categorías y funtores

Categorías

Esta es una introducción intuitiva a la Teoría de Categorías y Funtores. Partimos de la noción de clase.
Una clase es un objeto matemático que es definido por las propiedades que verifican los elementos
que lo forman. Si C es elemento de una clase C escribimos: C ∈ C .
Dadas dos clases C y D, una aplicación f de C a D es una regla que asocia a cada elemento de C
un elemento de D, escribimos f :C −→D.

Para cada claseC existe una aplicación idC :C −→C , definida idC (C) = C , para cada C ∈ C .
La aplicación idC se llama la aplicación identidad en C .
Dadas dos aplicaciones f :C −→D y g : D −→ E , existe una nueva aplicación g ◦ f :C −→ E ,
definida (g ◦ f )(C) = g( f (C)), para cada C ∈ C . La aplicación g ◦ f se llama la aplicación
composición de f y g.
Para cada aplicación f :C −→D se verifica: f ◦ idC = f y idD ◦ f = f .
La aplicación f : C −→ D se llama biyectiva si existe una aplicación g : D −→ C tal que
f ◦ g = idD y g ◦ f = idC .

El producto cartesiano de dos clases es otra clase.
Un conjunto es un elemento de la clase S de todos los conjuntos, los grupos son los elementos de la
clase G de todos los grupos, etc. Existe una aplicación de G a S que asocia a cada grupo el conjunto
subyacente sobre el que está definido. Amén de los señalados existen más ejemplos de clases: por
ejemplo, cada conjunto va a ser una clase.
Una categoría C es un par formado por dos clases: O b(C ), la clase de objetos, yMor(C ), la clase
de morfismos, que verifica:

(I) Mor(C ) es una clase de conjuntos disjuntos dos a dos.
(II) Existe una aplicación biyectiva HomC : O b(C )×O b(C )→Mor(C ).

(III) Para cada terna A, B, C ∈ O b(C ) existe una aplicación ◦, definida:

◦ : HomC (B, C)×HomC (A, B) −→ HomC (A, C); ( f , g) 7→ f ◦ g

f ◦ g se llama la composición de f y g.

A
f ◦g //

g
��>>>>>>> C

B
f

??�������

1125-01.tex
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(IV) Propiedad asociativa de la composición. Se verifica ( f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) para cada f ∈
HomC (C , D), g ∈ HomC (B, C), h ∈ HomC (A, B), A, B, C , D ∈ O b(C ).

A h //

g◦h ��>>>>>>> B
g
��

f ◦g

��????????

C
f
// D es conmutativo.

(V) Existencia de identidades. Para cada X ∈ O b(C ) existe idA ∈ HomC (A, A) tal que idA◦ f = f
y g ◦ idA = g para cada f ∈ HomC (B, A) y g ∈ HomC (A, C), B, C ∈ O b(C ).

B
f //

f ��>>>>>>> A
idA
��

g

��>>>>>>>

A g
// C es conmutativo.

Tenemos, en primer lugar, las siguientes propiedades y definiciones:
(1) Para cada A∈ O b(C ) existe un único elemento idA verificando la propiedad (v). El elemento idA

se llama la identidad de A.
(2) Si f ∈ HomC (A, B), entonces podemos notarlo f : A→ B ó A

f
→ B; A se llama el dominio de f

y B se llama el codominio.
(3) Una categoría C se llama pequeña si O b(C ) es un conjunto.
(4) Dada una categoría C llamamos homomorfismos de C a los elementos de los conjuntos de
Mor(C ).

(5) Una categoría C se llama discreta si todos sus homomorfismos son identidades, y se llama
conexa si para cada par de objetos A y B se tiene que HomC (A, B) es no vacío.

Ejemplo. 25.1.
La categoría de conjuntos y aplicaciones se representa por S et y tiene por clase de objetos la clase
de todos los conjuntos, y para cada dos conjuntos A y B el conjunto HomS et(A, B) está formado por
todas las aplicaciones de A en B; la composición es la composición usual de aplicaciones.
Dada la categoría S et, podemos definir la categoría S etiny como la categoría que tiene como clase
de objetos la la clase de todos los conjuntos, y dados dos conjuntos A, B tiene HomS eti ny = { f ∈
HomS et(A, B) | f es una aplicación inyectiva}.
De igual forma podemos definir nuevas categorías: S etsob ó S etbi y , utilizando aplicaciones sobre-
yectivas ó biyectivas, respectivamente .

Ejemplo. 25.2.
La categoría C de conjuntos y relaciones; la clase de objetos es la clase de todos los conjuntos y para
cada dos conjuntos A y B el conjunto HomC (A, B) está formado por todas las relaciones de A a B. La
composición es la composición de relaciones.

Ejemplo. 25.3.
Para cada anillo (resp. monoide) no necesariamente conmutativo R podemos definir una categoría
R cuya clase de objetos contiene únicamente a R y HomR(R, R) = R, con la composición definida
como la multiplicación.
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Ejemplo. 25.4.
Si X es un conjunto con una relación de preorden ≤, (verifica las propiedades reflexiva y transitiva),
podemos definir una categoríaX cuya clase de objetos es el conjunto X y para x1, x2 ∈ X si x1 ≤ x2

tomamos HomX (x1, x2) como un conjunto unitario, y si x1 � x2, entonces HomX (x1, x2) es vacío.
La composición se define de la forma obvia.
Si C ard es la clase de todos los cardinales, y para cada dos cardinales c, d definimos

HomC (c, d) =
§

{ fc,d}, si c ≤ d,
∅, si c � d,

siendo fc,c = idc y la composición fd,e fc,d = fc,e para todos c ≤ d ≤ e. Tenemos la categoría C ard de
todos los cardinales.

Ejemplo. 25.5.
Sea R un anillo, definimos una categoría C cuyos objetos son los números enteros positivos y para
dos objetos n y m definimos HomC (n, m) como el conjunto de las matrices m×n con coeficientes en
R. La composición es la multiplicación de matrices.

Ejemplo. 25.6.
Otros ejemplos de categorías son los siguientes:

(1) La categoría de conjuntos con aplicaciones inyectivas, resp. sobreyectivas.
(2) La categoría de semigrupos y homomorfismos de semigrupos S gr.
(3) La categoría de monoides y homomorfismos de monoides,Mon.
(4) La categoría de grupos y homomorfismos de grupos, G r.
(5) La categoría de grupos abelianos y homomorfismos de grupos,A b.
(6) Para cada anillo R la categoría de R–módulos a izquierda y homomorfismos de R–módulos,

R−Mod.
(7) La categoría de anillos y homomorfismos de anillos, R ing.
(8) La categoría de retículos y homomorfismos de retículos, L at.
(9) La categoría de conjuntos con un punto distinguido y aplicaciones que respetan el punto, pS et.

(10) La categoría de dominios de integridad y homomorfismos de anillos inyectivos, DomI nt.
(11) La categoría de cuerpos, F ield.

Ejemplo. 25.7.
Es posible también construir nuevas categorías a partir de otras dadas. Veamos el siguiente ejemplo.
Dada una categoría C consideramos una nueva categoría, a la que representaremos por C (2), cu-
yos objetos son las ternas (A, f , B), donde A y B son objetos de C y donde f ∈ HomC (A, B). Un
homomorfismo entre dos objetos (A1, f1, B1) y (A2, f2, B2) es un par (g, h), donde g ∈ HomC (A1, A2),
h ∈ HomC (B1, B2) y h ◦ f1 = f2 ◦ g, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo.

A1
f1 //

g
��

B1

h
��

A2
f2 // B2

Otra construcción similar es la siguiente:
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Ejemplo. 25.8.
Sean C1, . . . ,Cr categorías, definimos una nueva categoría, llamada categoría producto, a la que
representaremos por C1 × · · · × Cr , y cuyos objetos son r–uplas (A1, . . . , Ar), con Ai ∈ O b(Ci), i =
1, . . . , r y cuyos homomorfismos están dados por la siguiente relación:

HomC1×···×Cr
((A1, . . . , Ar), (B1, . . . , Br)) = HomC1

(A1, B1)× · · · ×HomCr
(Ar , Br),

siendo la composición componente a componente.

Si C es una categoría, llamamos subcategoría de C a una categoría D que verifique:
(I) O b(D) ⊆ O b(C ).

(II) HomD(A, B) ⊆ HomC (A, B), si A, B ∈ O b(D).
(III) La identidad de A∈ O b(D) es la misma que en C .
(IV) La composición en D es igual que en C .

Una subcategoría D de una categoría C es llama plena si para cada par de objetos A, B ∈ O b(D) se
tiene HomD(A, B) = HomC (A, B).
Ejemplos. 25.9.
(1) La categoría de grupos finitos es una subcategoría plena de la categoría de grupos.
(2) La categoría de monoides es una subcategoría de la categoría de semigrupos y no es una subca-

tegoría plena, (un homomorfismo de semigrupos no tiene por qué mantener la unidad, si ésta
existe).

(3) La categoría de grupos no es una subcategoría de la categoría de conjuntos.
(4) Para cada anillo R la categoría de los R–módulos izquierda finitamente generados es una subca-

tegoría plena de la categoría de R–módulos izquierda.

Veamos un concepto que está íntimamente ligado a la noción de categoría, el concepto de dualidad.
Si C es una categoría, definimos la categoría opuesta, C op, de C , mediante:

(I) O b(C op) = O b(C ).
(II) HomC op(A, B) = HomC (B, A), para cada A, B ∈ O b(C ).

(III) La composición ? en C op es f ? g = g ◦ f , para f ∈ HomC op(B, C) y g ∈ HomC op(A, B).

Intuitivamente la categoría C op se obtiene a partir de la categoría C invirtiendo todos sus homo-
morfismos. Es claro que C op es una categoría y que (C op)op =C .

Principio de dualidad

SiP es una propiedad de categorías (una propiedad entre objetos y homomorfismos) y si estudiamos
esta propiedad en C op y la pasamos luego a C , entonces obtenemos una nueva propiedad en C , a
la que llamaremos propiedad dual de P y la representaremos por P ?.

Ejemplo. 25.10.
En la categoría de R–módulos izquierda un homomorfismo f : M −→ M ′ que es simplificable a
izquierda se llama un monomorfismo, esto es, si f ◦ g = f ◦ h implica que g = h para cualesquiera
g, h : N −→ M .

N
h //
g

// M
f // M ′
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La noción dual es la de epimorfismo u homomorfismo simplificable a derecha.

M
f // M ′

h //
g

// N

Si h ◦ f = g ◦ f , entonces h= g.

En la categoría S et tenemos los siguientes resultados:

Lema. 25.11.
Para una aplicación f : A−→ B entre conjuntos son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un monomorfismo.
(b) f es invertible a izquierda. (Existe g : B −→ A tal que g ◦ f = idA). Es una sección.
(c) f es una aplicación inyectiva.

El resultado dual es:

Lema. 25.12. (Lema dual)
Para una aplicación f : A−→ B entre conjuntos son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un epimorfismo.
(b) f es invertible a derecha. (Existe g : B −→ A tal que f ◦ g = idB). Es una retracción.
(c) f es una aplicación sobreyectiva.

Al estudiar estos mismos resultados en otras categoría podemos observar que no son ciertos; por
ejemplo un monomorfismo en la categoría de A–módulos (A es un anillo conmutativo) no es ne-
cesariamente invertible a izquierda. Considera el ejemplo, considera el homomorfismo de grupos
abelianos: 2Z −→ Z. Y lo mismo ocurre para los epimorfismos. Podemos enunciar sin embargo re-
sultados parecidos:

Lema. 25.13.
Para un homomorfismo f : M −→ N entre A–módulos son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un monomorfismo.
(b) Ker( f ) = 0, esto es, f es inyectivo.

El resultado dual es:
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Lema. 25.14. (Lema dual)
Para un homomorfismo f : M −→ N entre A–módulos son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un epimorfismo.
(b) Coker( f ) = 0, o equivalentemente Im( f ) = N , esto es, f es sobreyectivo.

Observa que al tener elementos los objetos de la categoría de módulos, los conceptos de monomorfis-
mo y epimorfismo se pueden caracterizar mediante elementos, recuperamos así dos conceptos que
aparecen en la teoría de conjuntos, los de aplicación inyectiva (= monomorfismo en la categoría
de conjuntos) y sobreyectiva (= epimorfismo en la categoría de conjuntos); pudiendo extender los
resultados anteriores con la propiedad adicional de ser la aplicación inyectiva o sobreyectiva según
el caso. (¡Es de destacar que los conceptos de inyectivo o sobreyectivo no son conceptos definidos
en la categoría de módulos, sino que necesitamos hacer uso de conceptos ajenos a la misma como
es el de elemento de sus objetos!)
Una propiedad P es cierta en una categoría C si, y sólo si, la propiedad P ? es cierta en la categoría
C op. Como consecuencia, si una propiedad P es cierta en todas las categorías, también en todas las
categorías lo es su propiedad dual P ?.
Pero una propiedad puede ser cierta en una categoría mientras que la propiedad dual es falsa. Si
consideramos ahora la categoría de anillos, a la que hemos representado porR ing, en ella tenemos:

Lema. 25.15.
Para un homomorfismo de anillos f : A−→ A en R ing son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un monomorfismo.
(b) f es una aplicación inyectiva.

Para la demostración de este hecho remitimos a los ejercicios.
El enunciado dual sería:

Enunciado dual: Para un homomorfismo de anillos f : A−→ B en la categoríaR ing son equivalentes
las siguientes propiedades:

(a) f es un epimorfismo.
(b) f es una aplicación sobreyectiva.

Este resultado no es cierto como prueba el siguiente ejemplo:
La inclusiónZ −→Q es un epimorfismo en la categoría de anillos, y no es una aplicación sobreyectiva.

Una propiedad P se llama autodual si P =P ?.
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Ejemplo. 25.16.
En la categoría de A–módulos un A–módulo S es simple si no tiene submódulos propios no triviales.
La noción dual se aplicaría a los módulos que no tienen cocientes propios no triviales. Por lo tanto
el concepto de objeto simple en la categoría A−Mod es un concepto autodual.
Si consideramos la categoría de grupos, G r, tenemos dos nociones de objeto simple:
Simple-1: grupos que no tienen subgrupos propios no triviales.
Simple-1?: grupos que no tienen cocientes propios no triviales.
El grupo alternado A5 es un grupo simple-1?, ya que no tiene subgrupos normales propios, pero no
es un grupo simple-1, ya que sí tiene subgrupos propios no triviales. Por lo tanto la noción “simple”
no es un concepto autodual en la categoría G r.
Recuerda que en la categoría de grupos el concepto de grupo simple es el que aquí hemos tratado
como grupo simple-1?.

Funtores

Si C y D son dos categorías, un funtor de C a D se define como un par de funciones (Fo, Fm−−)
verificando:

(I) Fo : O b(C )→O b(D).
(II) Fm,A,B : HomC (A, B)→ HomD(Fo(A), Fo(B)).

(III) Fm,A,A(idA) = idFo(A).
(IV) Si f ∈ HomC (A, B) y g ∈ HomC (B, C) son homomorfismos de C , entonces

Fm,A,C(g ◦ f ) = Fm,B,C( f ) ◦ Fm,A,B(g).

Para simplificar llamamos simplemente Fo(A) = F(A) y Fm,A,B( f ) = F( f ), por lo tanto
(1) Para cada objeto A de C tenemos que F(A) un objeto de D.
(2) Para cada homomorfismo f : A−→ B en C tenemos un homomorfismo F( f ) : F(A) −→ F(B) en
D.

(3) F(idA) = idF(A).

(4) Si A
f
−→ B

g
−→ C se tiene F(g ◦ f ) = F(g) ◦ F( f ).

Si F es un funtor de C a D lo representamos por F : C → D. Llamamos dominio de F a C y
codominio de F a D.
Ejemplos. 25.17.
(1) Para cada categoría C tenemos un funtor idC de C a C llamado funtor identidad que está

definido por idC (A) = A para cada objeto A y idC ( f ) = f para cada homomorfismo f .
(2) Si D es una subcategoría de una categoría C , existe un funtor de D a C llamado funtor inclu-

sión definido de la forma obvia.
(3) El funtor abelianización en grupos asocia a cada grupo G el grupo cociente G/[G, G], y a cada

homomorfismo de grupos f : G→ G′ el homomorfismo inducido f : G/[G, G]→ G′/[G′, G′].
(4) Una categoría C se llama concreta si cada objeto tiene asociado un conjunto en el siguiente

sentido: existe un funtor U : C → S et que es inyectivo sobre homomorfismos, esto es, U :
HomC (A, B)→ HomS et(U(A), U(B)) es inyectiva para cada par A, B ∈ O b(C ).
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(5) Funtores libres en grupos, semigrupos, monoides y módulos; estos funtores tiene como dominio
la categoría de conjuntos.

Lema. 25.18.
Si F : C → D y G : D → E son funtores, entonces existe un nuevo funtor G ◦ F : C → E definido
por:

Para cada objeto A de C se tiene (G ◦ F)(A) = G(F(A)).
Para cada homomorfismo f ∈ HomC (A, B) se tiene (G ◦ F)( f ) = G(F( f )).

El funtor G ◦ F se llama el funtor composición de F y G y lo representamos también simplemente
por GF .
Definimos un funtor contravariante entre las categorías C y D como un funtor F : C op → D, ó
equivalentemente como un funtor F op :C →Dop.

Ejemplo. 25.19.
Para cada funtor F :C →D existe un funtor contravariante F ′ :C op→D definido por F ′(A) = F(A)
y F ′( f ) = F( f ) para objetos y homomorfismos respectivamente.

Ejemplo. 25.20.
Llamamos V (K) a la categoría de espacios vectoriales sobre un cuerpo K y V (K)iny a la categoría de
espacios vectoriales sobre el cuerpo K y homomorfismos las aplicaciones lineales inyectivas. Defini-
mosC ard la categoría de los cardinales. En esta situación, existe un funtor dim : V (K)iny −→C ard
definido:

(1) Sobre objetos: dim(V ) = dimK(V ),
(2) Sobre homomorfismos: si f : V −→W , entonces dim( f ) : dim(V ) −→ dim(W ), ya que dim(V )≤

dim(W ). Es claro que dim es un funtor (covariante).

Si consideramos V (K)sob la categoría de espacios vectoriales sobre K y aplicaciones lineales sobre-
yectivas, entonces dim : V (K)sob −→C ard es un funtor contravariante.
Observa que podemos considerar este último como un funtor covariante dim : V (K)sob −→C ardop,
en donde Cardop es ahora la categoría de los cardinales con homomorfismos definidos por

HomC ardop(c, d) =
§

{ fc,d}, si d ≤ c,
∅, si d � c,

siendo fc,c = idc y la composición fd,e fc,d = fc,e para todos e ≤ d ≤ c.

Bifuntores

Llamamos bifuntor a un funtor cuyo dominio es una categoría producto C1 ×C2.
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Teorema. 25.21.
Si F :C1 ×C2→D es un bifuntor, entonces:

(1) Para cada A ∈ O b(C1) existe un funtor asociado F(A,−) : C2 → D, definido por F(A,−)(B) =
F(A, B) y F(A,−)( f ) = F(idA, f ) para objetos y homomorfismos respectivamente.

(2) Para cada B ∈ O b(C2) existe un funtor asociado F(−, B) : C1 → D, definido por F(−, B)(A) =
F(A, B) y F(−, B)( f ) = F( f , idB) para objetos y homomorfismos respectivamente.

Ejemplo. 25.22.
Sea C una categoría, definimos un bifuntor

HomC :C op ×C →S et

mediante: Para objetos en la forma obvia, y si fi : Ai → Bi son homomorfismos de C , entonces

HomC ( f1, f2) : HomC (B1, A2)→ HomC (A1, B2)

definido por:
HomC ( f1, f2)(h) = f2hf1(= f ∗1 ( f2)∗(h)),

para cada h ∈ HomC (B1, A2).

A1
HomC ( f1, f2)(h) //

f1
��

B2

B1
h // A2

f2

OO

Llamamos a HomC el funtor Hom valorado en conjuntos. Para cada objeto A de C llamamos a
HomC (A,−) el funtor Hom covariante de C respecto a A, y a HomC (−, A) el funtor Hom contra-
variante de C respecto a A. En general tratamos el funtor HomC de C ×C a S et.

Observación. 25.23.
No se puede hablar de la categoría de categorías y funtores, ya que los objetos no formarían una
clase, pero podemos formalmente extender la noción de categoría, obteniendo un nuevo concepto,
el de quasicategoría para, de esta forma, poder estudiar categorías y funtores como si fuesen objetos
y homomorfismos de una quasicategoría.

Apéndice

Si C es una categoría, una relación de equivalencia entre homomorfismos de C es una relación
de equivalencia ∼ en cada conjunto HomC (A, B) verificando: si f1 ∼ f2 para f1, f2 ∈ HomC (B, C) y
g1 ∼ g2 para g1, g2 ∈ HomC (A, B), entonces f1 ◦ g1 ∼ f2 ◦ g2 en HomC (A, C).
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Lema. 25.24.
Si C es una categoría y ∼ es una relación de equivalencia entre homomorfismos de C , entonces la
categoría eC , definida por O b( eC ) = O b(C ) y

Hom
eC = HomC (A, B)/∼, para todos A, B ∈ O b(C )

es una categoría con composición definida por f ◦ g = f ◦ g.

La categoría eC se llama categoría cociente de C relativa a ∼, y se representa también por C /∼.

Ejemplos. 25.25.
(1) Sea G r la categoría de grupos. Para dos grupos A y B definimos en HomG r(A, B) la relación

f1 ∼ f2 si existe b ∈ B tal que f1(x) = b f2(x)b−1 para x ∈ A. Obtenemos que la categoría
cociente es la categoría de grupos y clases de conjugación de homomorfismos.

(2) La categoría de homotopía de espacios topológicos.
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25.1. Ejercicios

Hom

Ejercicio. 25.26.
Dados A–módulos M1, M1, N1, N2, prueba que existe un isomorfismo

HomA(M1 ⊕M2, N1 ⊕ N2)∼= HomA(M1, N1)⊕HomA(M1, N2)⊕HomA(M2, N1)⊕HomA(M2, N2).

Observa podemos escribir la suma directa

HomA(M1, N1)⊕HomA(M1, N2)⊕HomA(M2, N1)⊕HomA(M2, N2)

como una matriz
�

HomA(M1, N1) HomA(M2, N1)
HomA(M1, N2) HomA(M2, N2)

�

y este caso si tomamos N1 = M1 y M2 = N2, la composición en HomA(M1⊕M2, N1⊕N2) coincide con
el producto de matrices.
Ref.: 1125e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 25.27.
Si {Ni | i ∈ I} es una familia de A–módulos, para cada A–módulo Mprueba que existe un isomorfismo

HomA(M ,
∏

i

Ni)∼=
∏

i

HomA(M , Ni).

Ver también el ejercicio (19.21.).
Ref.: 1125e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 25.28.
Si {Mi | i ∈ I} es una familia de A–módulos, para cada A–módulo Nprueba que existe un isomorfismo

HomA(⊕i Mi, N)∼=
∏

i

HomA(M , Ni).

Ver también el ejercicio (19.21.).
Ref.: 1125e_003 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 25.29.
Se consideran los grupos abelianos A= Z2 ⊕Z4 y B = Z4 ⊕Z12. Determinar la estructura del grupo
abeliano Hom(A, B).
Ref.: 1125e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 25.30.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Determina el grupo abeliano Hom(Z15,Z36), y haz un listado de sus elementos.
(2) Para enteros positivos n y m, determina el grupo abeliano Hom(Zn,Zm, prueba que es isomorfo

a Zd , donde d =mcd{n, m}.

Ver también el ejercicio (19.22.).
Ref.: 1125e_026 SOLUCIÓN
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26. Funtores adjuntos

Una vez introducidos los conceptos básicos de la teoría de categorías, vamos a tratar los conceptos
fundamentales de la misma: el de transformación natural y el de funtor adjunto.

Transformaciones naturales

Dados dos funtores F, G : C → D una transformación natural ó un morfismo de funtores de F a
G es una aplicación ν : O b(C )→∪HomD(D, D′) verificando:

(I) Para cada objeto C de C se tiene que ν(C) ∈ HomD(F(C), G(C)).
(II) Para cada morfismo f : C → C ′ de C se tiene ν(C ′)F( f ) = G( f )ν(C), esto es, el diagrama

siguiente

F(C)
F( f ) //

ν(C)
��

F(C ′)

ν(C ′)
��

G(C)
G( f ) // G(C ′)

conmuta.

El funtor F se llama dominio de la transformación natural y G se llama el codominio. La transfor-
mación natural ν se representa entonces por ν : F → G, y gráficamente por

C
F
&&

G
88

�� ��
�� ν D

Una transformación natural se llama un isomorfismo natural si para cada objeto C deC se tiene que
ν(C) es un isomorfismo. Dos funtores se llaman naturalmente isomorfos si existe un isomorfismo
natural de F a G.
Ejemplo. 26.1.
(1) Para cada funtor F existe una transformación natural idF , definida, para cada objeto C de C ,

por idF(C) = idF(C).
(2) Existe una transformación natural del funtor identidad en G r al funtor abelianizado, con codo-

minio en G r. Para cada grupo G tenemos que ν(G) es la proyección canónica G→ Gab.
(3) Si C es una categoría arbitraria y f : B → C un morfismo de C , entonces existe una trans-

formación natural ν : HomC (C ,−) −→ HomC (B,−), definida por ν(A)(g) = g ◦ f para cada
g ∈ HomC (C , A). También existe una transformación natural entre los funtores contravariantes
µ : HomC (−, B) −→ HomC (−, C), definida por µ(A)(h) = f ◦ h para cada h ∈ HomC (A, B).

Se puede definir la composición de transformaciones naturales. Sean ν : F → G y ε : G → H dos
transformaciones naturales, definimos ε ◦ ν : F → H en la forma obvia, esto es, para cada objeto C
de C tenemos: (ε ◦ ν)(C) = ε(C) ◦ ν(C).

1125-02.tex
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Lema. 26.2.
(1) La composición de transformaciones naturales es una transformación natural.
(2) La composición de transformaciones naturales es asociativa.
(3) Una transformación natural ν : F → G es un isomorfismo natural si, y sólo si, existe una

transformación natural δ : G→ F tal que δ ◦ ν= idF y ν ◦δ = idG.

Observación. 26.3.
Existe una quasicategoría que tiene por objetos los funtores y como morfismos las transformaciones
naturales entre funtores.

Por comodidad si ν es una transformación natural y C es un objeto de C , representamos ν(C)
simplemente por νC . La composición ν1 ◦ν2 de dos transformaciones naturales ν1 y ν2 se representa
simplemente por ν1ν2.

Composición estrella

Veamos a continuación otra forma de componer transformaciones naturales.

Proposición. 26.4.
Sean F, G : C → D y H, K : D → E funtores y sean ν : F → G y γ : H → K transformaciones
naturales.

C
F
&&

G
88

�� ��
�� ν D

H
&&

K
88

�� ��
�� γ E

Entonces para cada objeto C de C el diagrama

HF(C)
H(νC ) //

γF(C)

��

HG(C)
γG(C)

��
KF(C)

K(νC )
// KG(C)

conmuta. Además, la diagonal

µC = K(νC)γF(C) = γG(C)H(νC)

es una transformación natural µ : HF → KG.

Esta “composición” de transformaciones naturales se llama composición estrella y se representa
por γ ? ν.
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Lema. 26.5.
(1) La composición estrella es asociativa.
(2) Para transformaciones naturales ν, γ, λ, µ verificando:

C

F

��
�� ��
�� ν

DD

H

�� ��
�� γ

G // D y D

K

��
�� ��
�� λ
DD

M

�� ��
�� µ

L // E

se tiene la igualdad:
(µλ) ? (νγ) = (µ ? γ)(λ ? ν).

Sea F :C →D. Si usamos F para representar la transformación natural idF , obtenemos:

Corolario. 26.6.
Para transformaciones naturales ν y γ verificando:

F
L
''

M
77

�� ��
�� γ C

F // D
H
&&

K
88

�� ��
�� ν E

se verifica:

(1) (ν ? F)C = νFC .
(2) (F ? γ)C = F(γC).

Corolario. 26.7. (Cinco reglas de Godement.)
Dada la siguiente situación de funtores y transformaciones naturales

C L // D K // E , E

U

��
�� ��
�� ξ
DD

W

�� ��
�� ν

V // F , F
F
''

H
77

�� ��
�� µ G

G //H

los siguientes resultados son ciertos:
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(1) (GF) ? ξ= G ? (F ? ξ).
(2) ξ ? (K L) = (ξ ? K) ? L.
(3) U ? K = UK .
(4) F ? (ξ ? K) = (F ? ξ) ? K .
(5) F ? (νξ) ? K = (F ? ν ? K)(F ? ξ ? K).
(6) El siguiente cuadrado es conmutativo:

FU
F?ξ //

µ?U
��

FV
µ?V
��

HU
H?ξ // HV

Observación. 26.8.
Existe una quasicategoría cuyos objetos son las categorías y los morfismos son las transformaciones
naturales.

C
F
&&

G
88

�� ��
�� ν D

El dominio de ν es C y el codominio es D. La composición es la composición estrella.
Ejemplos. 26.9.
(1) Los siguientes funtores F y G son naturalmente isomorfos.

F, G : S etop ×S etop ×S et →S et;
§

F(A, B, C) = Hom(A× B, C),
G(A, B, C) = Hom(A, Hom(B, C)).

(2) Los siguientes funtores son naturalmente isomorfos.

Hom({0, 1},−) : S et →S et,
(−)2 : S et →S et.

(3) Un endomorfismo de grupos es un automorfismo interior si, y sólo si, considerado como funtor
sobre la categoría de un único objeto es naturalmente isomorfo al funtor identidad.

(4) Los funtores grupo libre y grupo abeliano libre no son naturalmente isomorfos, pero existe entre
ellos una transformación natural.

Isomorfismo de categorías

Un funtor F : C → D es un isomorfismo de C a D si es un isomorfismo en la quasicategoría de
todas las categorías. Esto es, si existe un funtor G : D → C tal que F ◦ G = idD y G ◦ F = idC . Dos
categorías C y D se llaman isomorfas si existe un isomorfismo F :C →D.
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Ejemplos. 26.10.
(1) Todo funtor identidad es un isomorfismo.
(2) El funtor R ing→R ing definido por R 7→ Rop es un isomorfismo.
(3) La categoría de anillos es isomorfa a la de Z–álgebras.
(4) La categoríaM on de monoides no es isomorfa a una subcategoría de la categoría de semigrupos
S gr.

Un funtor F :C →D es pleno si para cada C1, C2 ∈ O b(C ) se tiene la igualdad F(HomC (C1, C2)) =
HomD(F(C1), F(C2)), y es fiel si F : HomC (C1, C2)→ HomD(F(C1), F(C2)) es una aplicación inyectiva
para cualesquiera C1, C2 ∈ O b(C ).

Proposición. 26.11.
Sea F :C →D es un funtor. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) F es un isomorfismo.
(b) F es una biyección entre morfismos.
(c) F es pleno y fiel y la función objeto es una biyección.

Desde un punto de vista teórico el concepto de isomorfismo funtorial es de interés, pero más im-
portante es el de equivalencia de categoría, pues nos interesa más relacionar categorías que tengan
propiedades comunes, aunque no sean isomorfas. Por ejemplo la categoría de espacios vectoriales de
dimensión finita sobre un cuerpo K no es isomorfa a la categoría introducida en el Ejemplo (25.5.),
cuando tomamos R = K , pero ambas categorías son muy parecidas. Este parecido lo refleja con
claridad el concepto de equivalencia de categorías.

Equivalencia de categorías

Una categoría C se llama esquelética si dos objetos que son isomorfos son iguales. Se llama esque-
leto de una categoría C a una subcategoría plena esquelética y maximal de C .

Proposición. 26.12.
Toda categoría tiene un esqueleto.

Proposición. 26.13.
Cada dos esqueletos de una categoría son isomorfos.
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Dos categorías C y D se llaman equivalentes si tienen esqueletos isomorfos. La relación “ser equi-
valente" es una relación de equivalencia en la quasicategoría de todas las categorías.

Proposición. 26.14.
Dos categorías esqueléticas son equivalentes si, y sólo si, son isomorfas.

Teorema. 26.15.
Sea F :C →D un funtor. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) F es pleno, fiel y denso.
(b) Existe un funtor G : D →C tal que FG ∼= idD y GF ∼= idC .
(c) Existe un funtor G : D → C e isomorfismos naturales ν : idC → GF , ε : FG → idD tales que

F ? ν= (ε ? F)−1 y G ? ε= (ν ? G)−1.

Un funtor F :C →D se llama una equivalencia si verifica las condiciones equivalentes del Teorema
anterior.

Lema. 26.16.
(1) La composición de equivalencias es una equivalencia.
(2) Si F es una equivalencia, entonces también F op lo es.
(3) Si F es una equivalencia, con funtor en sentido contrario G, entonces G es una equivalencia.

Lema. 26.17.
Si S es un esqueleto de una categoría C y E : S → C es el funtor inclusión, entonces existe un
funtor P :C →S tal que PE = idS y tanto P como E son equivalencias.

Teorema. 26.18.
Si C y D son categorías, son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) C y D son equivalentes.
(b) Existe una equivalencia F :C →D.
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Ejemplos. 26.19.
(1) Todo isomorfismo de categorías es una equivalencia.
(2) Todo funtor naturalmente isomorfo a un isomorfismo de categorías es una equivalencia. (El

recíproco no es cierto.)
(3) Si K es un cuerpo y C es la categoría de los K–espacios vectoriales finito–dimensionales, enton-

ces HomC (−, K) :C op→C es una equivalencia y no es un isomorfismo.

Observación. 26.20.
El concepto de equivalencia es más importante que el de isomorfismo, ya que las equivalencias
preservan y reflejan todas las propiedades categóricas esenciales. Es más, incluso podrían definirse
las propiedades categóricas como aquellas que son preservadas por equivalencias.

Dos categorías C y D se llaman dualmente equivalentes si C op y D son equivalentes.

Una categoría C se llama autodual si es dualmente equivalente a sí misma.

Funtores adjuntos

Sean C y D dos categorías y

C

D

F
��

G

OO

dos funtores. Decimos que F es un adjunto a la izquierda del funtor G, ó que G es un adjunto a la
derecha del funtor F si existe un isomorfismo natural

ηX ,Y : HomD(FX , Y )∼= HomC (X , GY ).

η se llama el isomorfismo de la adjunción y es una transformación natural de funtores. La situación
anterior se representa abreviadamente por:

η : F −−−| G.

Ejemplo. 26.21.
Consideramos el funtor de olvido U : R −Mod → S et, entonces el funtor R–módulo libre es un
adjunto a la izquierda de U .

S et

R−Mod

R(−)

��
U

OO
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Proposición. 26.22.
Sean

C

D

F1

��
G1

OO y D

E

F2

��
G2

OO

categorías y funtores. Si η1 : F1−−−|G1 y η2 : F2−−−|G2, entonces

η1η2 : F2F1−−−|G1G2

es una adjunción.

Consideramos la adjunción η : F−−−|G, esto es,

C

D

F
��

G

OO

La naturalidad de η significa la conmutatividad del siguiente diagrama:

HomD(FX , Y )
ηX ,Y //

(F f )?g?
��

HomC (X , GY )

f ?(Gg)?
��

HomD(F Z , T )
ηZ ,T // HomC (Z , GT )

para f : Z → X y g : Y → T . Entonces para cada α ∈ HomD(FX , Y ) se verifica la igualdad de las
siguientes expresiones:

f ?(Gg)?ηX ,Y (α) = (Gg)η(α) f

ηZ ,T (F f )?g?(α) = η(gα(F f ))

Y en consecuencia tenemos:
η(gα(F f )) = (Gg)η(α) f

Existen dos casos especiales:
(1) Tomando Y = FX y α= idFX , entonces

η(idFX ) = εX : X → GFX

se llama la unidad de la adjunción.
(2) Tomando X = GY y idGY ∈ HomC (GY, GY ), entonces

η−1(idGY ) = δY : FGY → Y

se llama la counidad de la adjunción.
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Tanto ε como δ son transformaciones naturales. Vamos a ver qué relaciones verifican ε y δ.
Tenemos:

η(δFX FεX ) = η(δFX )εX = ηη
−1(idGFX )εX = εX = η(idFX ).

Luego tenemos:
δF ◦ Fε = F.

F Fε //

F ""EEEEEEEEE FGF

δF
��

F

De la misma forma tenemos:

η−1(GδY ◦ εGY ) = η
−1η(δY idFGY ) = δY = η

−1(idGY ).

Luego tenemos:
Gδ ◦ εG = G.

G εG //

G ""EEEEEEEEE GFG

Gδ
��

G

Las descripciones así obtenidas nos permiten además dar descripciones alternativas de η y η−1.

η(α) = η(α idFX ) = G(α)η(idFX ) = G(α)εX .

η−1(β) = η−1(idGY β) = η
−1(η(δY )β) = δY F(β).

Proposición. 26.23.
Sean

C

D

F
��

G

OO

categorías y funtores. Supongamos que

ε : idC → GF y δ : FG→ idD

son transformaciones naturales verificando las relaciones:

δF ◦ Fε = idC y Gδ ◦ εG = idD ,

entonces
η : HomD(FX , Y )→ HomC (X , GY )

definido por η(α) = G(α)εX para cada α ∈ HomD(FX , Y ), define una adjunción F−−−|G de forma
que la unidad es ε y la counidad es δ.
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El siguiente paso es demostrar que en una adjunción F−−−|G el funtor G está determinado salvo
equivalencia natural.

Proposición. 26.24.
Sea η : F−−−|G una situación de adjunción, si η′ : F−−−|G′ es otra situación de adjunción, existe una
equivalencia natural θ : G→ G′.

La proposición anterior se completa como sigue:

Proposición. 26.25.
Sean η : F−−−|G y η′ : F−−−|G′ situaciones de adjunción y sea θ : G → G′ la equivalencia natural
construida en la Proposición anterior. Entonces se verifica:

(1) θ F ◦ ε = ε′.
(2) δ ◦ Fθ = δ′.
(3) θY ◦η( f ) = η′( f ) para cada f ∈ HomD(FX , Y ).

Y recíprocamente, si η : T−−−|G es una situación de adjunción y θ : G → G′ es una equivalencia
natural, entonces η′ : F−−−|G′, definida η′( f ) = θY ◦η( f ) es una adjunción, la unidad de la adjunción
es ε = θ F ◦ ε y la counidad es δ′ = δ ◦ Fθ .

Proposición. 26.26.
Si F :C →D es un funtor pleno y fiel, y si F−−−|G es una situación de adjunción, entonces ε : idC →
GF es una equivalencia natural.

Proposición. 26.27.
Si F : C →D es un embebimiento pleno y si F−−−|G es una situación de adjunción, entonces existe
un funtor G′ y una adjunción F−−−|G′ tal que la unidad ε′ : idC → G′F es la identidad.
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26.1. Ejercicios

Subanillos

Ejercicio. 26.28.
Dado un anillo A y un elemento b ∈ A, consideramos el conjunto

B = {bF(b) + n · 1 | F ∈ Z[X ], n ∈ Z}.

Prueba que B es un anillo.
Ref.: 1125e_007 SOLUCIÓN

Homomorfismos

Ejercicio. 26.29.
Prueba que cada monomorfismo de anillos (= homomorfismo de anillos simplificable a izquierda)
f : A−→ C es una aplicación inyectiva.
Ref.: 1125e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 26.30.
Prueba que la inclusión Z→Q es un epimorfismo de anillos (= homomorfismo de anillos simplifica-
ble a derecha), y que por tanto los epimorfismos no son necesariamente aplicaciones sobreyectivas.
Ref.: 1125e_016 SOLUCIÓN
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27. Funtores Hom y producto tensor

Funtor Hom covariante

Dado un anillo (conmutativo) A, para cada A–módulo M existe un funtor

HomA(M ,−) : A−Mod −→ A−Mod,

para cada homomorfismo f : X −→ Y tenemos un homomorfismo

HomA(M , f ) : HomA(M , X ) −→ HomA(M , Y ),

definido HomA(M , f )(h) = f ◦ h, para cada h ∈ HomA(M , X ). En ciertas ocasiones conviene repre-
sentar a HomA(M , f ) simplemente por f∗; en este caso se tiene f∗(h) = f ◦ h

Lema. 27.1.
Dado un anillo conmutativo A y dos A–módulos M y N , el conjunto HomA(M , N), de los homomor-
fismos de A–módulos de M a N , tiene estructura de A–módulo, con acción dada por

(a f )(m) = a f (m),

para cualesquiera a ∈ A, f ∈ HomA(M , N) y m ∈ M .

Una transformación natural

Dado un homomorfismo de A–módulos g : N −→ M , para cada A–módulo X tenemos un homomor-
fismo

HomA(M , X )
(g∗)X−→ HomA(N , X ),

definido (g∗)X (h) = h ◦ g para cada h ∈ HomA(M , X ). De esta forma g∗ define una transformación
natural de HomA(M ,−) a HomA(N ,−) que asigna a cada A–módulo X el homomorfismo (g∗)X :
HomA(M , X ) −→ HomA(N , X ), de forma que para cada homomorfismo f : X −→ Y se tiene un
diagrama conmutativo

HomA(M , X )
(g∗)X //

( f∗)M
��

HomA(N , X )

( f∗)N
��

HomA(M , Y )
(g∗)Y // HomA(N , Y )

1125-03.tex
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Funtor Hom contravariante

Esto sugiere que podemos definir un nuevo funtor HomA(−, X ) : A−Mod −→ A−Mod en la forma

obvia. Pero observar que si M
g
−→ N

g ′
−→ P son homomorfismos de A–módulos, entonces tenemos,

para cada A–módulo X ,

HomA(P, X )
(g ′∗)X // HomA(N , X )

(g∗)X // HomA(M , X ),

y observar que (g∗)X ◦ (g ′∗)X = ((g ′ ◦ g)∗)X esto es, HomA(−, X ) es un funtor contravariante.

Bifuntor Hom covariante

Finalmente podemos considerar

HomA(−,−) : A−Modop × A−Mod −→ A−Mod.

De esta forma se obtiene un bifuntor, y observar que se tiene:

Proposición. 27.2.
Sea A un anillo, existe un bifuntor

HomA(−,−) : A−Mod× A−Mod −→ A−Mod,

que es covariante en la segunda variable y contravariante en la primera. Esto es, tenemos un diagra-
ma conmutativo para cualesquiera f : M1→ M2 y g : N1→ N2.

HomA(N2, M1)
f∗ //

g∗

��

HomA(N2, M2)

g∗

��
HomA(N1, M1)

f∗ // HomA(N1, M2)

Producto tensor

Dados A–módulos M1, M2 y N estamos interesados en las aplicaciones de M1 × M2 −→ N que son
lineales en las dos variables y que verifican la propiedad adicional (iii).

f : M1 ×M2 −→ N ,

(I) f (m1 +m′1, m2) = f (m1, m2) + f (m′1, m2),

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 27. FUNTORES HOM Y PRODUCTO TENSOR 273

(II) f (m1, m2 +m′2) = f (m1, m2) + f (m1, m′2),
(III) f (m1a, m2) = a f (m1, m2) = f (m1, am2)

Para cualesquiera m1, m′1 ∈ M1, cualesquiera m2, m′2 ∈ M2 y cualquiera a ∈ A. Una aplicación f
verificando (i), (ii) y (iii) se llama A–bilineal.
Para determinar todas estas aplicaciones vamos a construir un nuevo A–módulo. Para ello definimos
un A–módulo libre F sobre el conjunto M1 × M2 y hacemos el cociente por el submódulo generado
por los elementos:

{(m1 +m′1, m2)− (m1, m2)− (m′1, m2), (m1, m2 +m′2)− (m1, m2)− (m1, m′2),
(m1a, m2)− a(m1, m2), (m1, am2)− a(m1, m2) | m1, m′1 ∈ M1, m2, m′2 ∈ M2, a ∈ A}

Si llamamos M1 ⊗A M2 este módulo cociente, y la clase de (m1, m2) la representamos por m1 ⊗m2,
entonces existe una aplicación A–bilineal

t : M1 ×M2 −→ M1 ⊗M2, t(m1, m2) = m1 ⊗m2.

Además el par (t, M1 ⊗A M2) verifica la siguiente propiedad.

Proposición. 27.3. (Propiedad universal del producto tensor.)
Para cualesquiera A–módulos M1, M2 y N y cualquier aplicación lineal f : M1 ×M2 −→ N existe un
homomorfismo de A–módulos f ′ : M1 ⊗A M2 −→ N tal que f = f ′ ◦ t. Esto es, el siguiente diagrama
conmuta

M1 ×M2
t //

f
$$IIIIIIIII

M1 ⊗A M2

f ′zzt
t

t
t

t

N

Los elementos de M1 ⊗A M2 son combinaciones lineales del tipo
∑n

i=1 m1i ⊗m2i.

Proposición. 27.4.
Para cualesquiera A–módulos M1, M2, M3 y M se verifica:

(1) M1 ⊗A M2
∼= M2 ⊗A M1.

(2) A⊗A M ∼= M .
(3) M1 ⊗A (M2 ⊗A M3)∼= (M1 ⊗A M2)⊗A M3.
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DEMOSTRACIÓN. (1). Definimos f : M1 ×M2 −→ M1 ⊗A M2 mediante f (m1, m2) = m2 ⊗m1.

M1 ×M2
⊗ //

f ))SSSSSSSSSSSSSS
M1 ⊗A M2

M2 ⊗A M1

Es claro que f es una aplicación A–bilineal, y por tanto existe un homomorfismo de A–módulos
f ′ : M1⊗A M2 −→ M2 ⊗A M2, definido f ′(m1⊗M2) = m2⊗m1. De la misma forma podemos construir
g ′ : M2 ⊗A M1 −→ M1 ⊗A M2 y se tiene f ′ ◦ g ′ = id y g ′ ◦ f ′ = id.
(2). Definimos fA×M −→ M mediante f (a, m) = am.

A×M ⊗ //

f
((RRRRRRRRRRRRRRR A⊗A M

M

Es claro que f es una aplicación A–bilineal, y por tanto existe un homomorfismo de A–módulos
f ′ : A⊗A M −→ M , definido f ′(a⊗m) = am. Tenemos que f ′ es sobreyectivo y tambien es inyectivo,
ya que si f ′(

∑

i ai⊗mi) = 0, se tiene
∑

i aimi = 0; por otro lado tenemos:
∑

i ai⊗mi =
∑

i 1⊗(aimi) =
1⊗

∑

i aimi = 0.
(3). Construimos el siguiente diagrama:

M1 × (M2 ×M3)

r
��

M1×⊗2,3 // M1 × (M2 ⊗A M3)
⊗1;2,3 //

s
��

M1 ⊗A (M2 ⊗A M3)

t
��

(M1 ×M2)×M3
⊗1,2×M3 // (M1 ⊗A M2)×M3

⊗1,2;3 // (M1 ⊗A M2)⊗A M3

En donde ⊗i, j((mi, m j) = mi ⊗m j, t(m1, (m2, m3)) = ((m1, m2), m3), s(m1, m2⊗m3) = (m1⊗m2, m3)
y t(m1 ⊗ (m2 ⊗m3)) = (m1 ⊗m2)⊗m3. Estas aplicaciones se construyen siguiendo los pasos:

M1 × (M2 ×M3)

r
��

(M1 ×M2)×M3
p

vvlllllllllllll
p

''OOOOOOOOOOOOO

s0

��

M1 ×M2

⊗1,2

��

M3

M1 ⊗A M2 (M1 ⊗A M2)×M3p
oo

p
//

⊗1,2;3

��

M3

(M1 ⊗A M2)⊗A M3
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Como s0 ◦ r es A–bilineal, existe un homomorfismo s : M1 × (M2 ⊗A M3) −→ (M1 ⊗A M2)×M3.

M1 × (M2 ⊗A M3)
⊗1;2,3 //

s
��

M1 ⊗A (M2 ⊗A M3)

t
��

(M1 ⊗A M2)×M3
⊗1,2;3 // (M1 ⊗A M2)⊗A M3

Otra vez, como ⊗1,2;3 ◦ s es A–bilineal, existe un homomorfismo r : M1 ⊗A (M2 ⊗A M3) −→ (M1 ⊗A

M2)⊗A M3, que hace conmutar el diagrama. La unicidad en cada uno de los casos es evidente. �

Proposición. 27.5.
Si f1 : M1 −→ N1 y f2 : M2 −→ N2 son homomorfismos de A–módulos, entonces existe un único
homomorfismo de A–módulos f1 ⊗A f2 : M1 ⊗A M2 −→ N1 ⊗A N2 tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

M1 ×M2
t //

f1× f2
��

M1 ⊗A M2

f1⊗A f2
���
�
�

N1 × N2
t // N1 ⊗A N2.

La definición de f1⊗A f2 sobre los generadores de M1⊗A M2 es: ( f1⊗A f2)(m1⊗m2) = f1(m1)⊗ f2(m2).

DEMOSTRACIÓN. Aplicar la propiedad universal del producto tensor a la aplicación bilineal t ◦ ( f1×
f2). �

Una nota sobre notación. Para cada homomorfismo f2 : M2 −→ N2 y cada A–módulo M1 representa-
mos idM1

⊗A f2 simplemente por M1 ⊗ f2.

Teorema. 27.6.
Existe un bifuntor −⊗A− : A−Mod× A−Mod −→ A−Mod.

El siguiente es un caso particular de producto tensor de homomorfismos.

Lema. 27.7.
Sean fi : Mi → Ni, i = 1,2, homomorfismos sobreyectivos, entonces:

(1) f1 ⊗ f2 es un homomorfismo sobreyectivo.
(2) Ker( f1 ⊗ f2) = {

∑

x j ⊗ y j | x j ∈ Ker( f1) ó y j ∈ Ker( f2)}.
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DEMOSTRACIÓN. (2). Llamamos H = {
∑

x j ⊗ y j | x j ∈ Ker( f1) ó y j ∈ Ker( f2)}, es claro que H ⊆
Ker( f1⊗ f2). Tenemos entonces un homomorfismo h : M1⊗A M2/H −→ N1 ⊗A N2 definido h(x ⊗ y) =
f1(x)⊗ f2(y), y Ker(h) = Ker( f1 ⊗ f2)/H.
Definimos f : N1 × N2 → M1 ⊗A M2/H mediante f (u, v) = x ⊗ y + H, siendo f1(x) = u y f2(y) = v;
vamos a ver que f está bien definida. Si x ′ ∈ M1 e y ′ ∈ M2 verifican f1(x ′) = u y f2(y ′) = v, entonces

x ⊗ y − x ′ ⊗ y ′ = x ⊗ (y − y ′) + (x − x ′)⊗ y ∈ H.

Tenemos que f es bilineal, y por tanto existe un único homomorfismo f ′ : N1 ⊗A N2→ M1 ⊗A M2/H
que es inverso de h. Luego M1⊗A M2/H = M1⊗A M2/Ker( f1⊗ f2), y por tanto H = Ker( f1⊗ f2). �

Proposición. 27.8.
Para cada módulo M , y cada submódulo N1 ⊆ N se tiene que una sucesión exacta:

M ⊗A N1→ M ⊗A N → M ⊗A N/N1→ 0

DEMOSTRACIÓN. Consideramos las aplicaciones N1
f
→ N

g
→ N/N1 → 0. Seguimos los siguientes

pasos:

(1) M ⊗ g es sobreyectiva. Para cada m⊗ n+ N1 tenemos que m⊗ n+ N1 = M ⊗ g(m⊗ n).
(2) (M ⊗ g) ◦ (M ⊗ f ) = M ⊗ (g ◦ f ) = 0.
(3) Ker := Ker(M ⊗ g) ⊆ Im(M ⊗ f ) =: Im. Como Im ⊆ Ker, se tiene el siguiente diagrama conmu-

tativo:
M ⊗ N //

##GGGGGGGGG M ⊗ (N/N1)

M⊗N
Im

t
99rrrrrrrrrr

Ker
Im

;;xxxxxxxxx

siendo ker
Im = Ker(t), definida t(m⊗ n+ Im) = m⊗ (n+ N1). Por ser g sobreyectiva, se tiene que

t es sobreyectiva.

Definimos φ : M × (N/N1) →
M⊗N

Im mediante φ(m, n + N1) = (m ⊗ n) + Im; es claro que es
A–bilineal y que define un homomorfismo k : M ⊗ (N/N1)→

M⊗N
Im mediante k(m⊗ (n+ N1)) =

(m⊗ n) + Im.

Vamos a ver que k es inversa de t. Para ello basta comprobar que k◦ t = id. Tenemos (k◦ t)((m⊗
n) + Im) = k(m⊗ (n+ N1)) = (m⊗ n) + Im. En consecuencia Ker(t) = 0 y se tiene Ker= Im.

�
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Extensión y restricción de escalares

Si h : A−→ B es un homomorfismo de anillos, cada B–módulo M es un A–módulo via la restricción
de escalares, esto es, la estructura de A–módulo de M está dada por:

am= h(a)m

para cada a ∈ A y cada m ∈ M .

Lema. 27.9.
Para cada homomorfismo de anillos h : A−→ B existe un funtorUh : B−Mod −→ A−Mod, el funtor
restricción de escalares.

Podemos construir B–módulos a partir de A–módulos utilizando el producto tensor. Si N es un A–
módulo y M un B–módulo, en M ⊗A N podemos dar una estructura de B–módulo mediante:

b(m⊗ n) = (bm)⊗ n.

para cada b ∈ B, m ∈ M y n ∈ N . En particular, para cada A–módulo N tenemos que B ⊗A N es un
B–módulo.

Lema. 27.10.
Para cada homomorfismo de anillos h : A −→ B existe un funtor B ⊗A− : A−Mod −→ B −Mod, el
funtor extensión de escalares.

Teorema. 27.11.
Para cada homomorfismo de anillos h : A−→ B existe una adjunción

A−Mod

B −Mod

B⊗A−
��
Uh

OO ,

donde Uh : B −Mod −→ A−Mod es el funtor cambio de anillo.

Existe una situación de adjunción similar para el funtor Hom.
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Proposición. 27.12.
Para cada homomorfismo de anillos h : A−→ B.

(1) Existe un funtor HomA(B,−) : A−Mod −→ B −Mod.
(2) Existe una situación de adjunción

B −Mod

A−Mod

Uh

��
HomA(B,−)

OO

Citamos finalmente una situación de adjunción especialmente de interés.

Proposición. 27.13.
Para cada A–módulo M existe una situación de adjunción

A−Mod

A−Mod

M⊗A−
��

HomA(M ,−)

OO

DEMOSTRACIÓN. Consideramos el diagrama

HomA(M ⊗A X , Y )
b
−→ HomA(X , HomA(M , Y )),

donde b está definido b( f )(x)(m) = f (m⊗ x), con inversa b−1, definida b−1(g)(m⊗ x) = g(x)(m).
�

Álgebras

Dado un anillo A y dos A–álgebras (conmutativas) R y S, se considera el producto tensor R⊗A S. En
principio tenemos un A–módulo, pero de forma natural existe una estructura de A–álgebra en R⊗A S
con producto

(r1 ⊗ s1)(r2 ⊗ s2) = (r1r2)⊗ (s1s2).

Con esta estructura existen homomorfismos de A–álgebras

jR : R −→ R⊗A S, jR(r) = r ⊗ 1,
jS : S −→ R⊗A S, jS(s) = 1⊗ s.
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Lema. 27.14.
Dadas dos A–álgebras (conmutativas) R y S, el par (R⊗A S, { jr , js}) es una suma directa de R y S en
la categoría de A–álgebras.

Ejercicio. 27.15.
Dado un anillo A e indeterminadas X e Y , existe un isomorfismo de A–álgebras A[X ] ⊗A A[Y ] ∼=
A[X , Y ].
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27.1. Ejercicios

Producto tensor

Ejercicio. 27.16.
Dada una familia de A–módulos {Mi | i ∈ I}. Prueba que para cada A–módulo N se tiene

(⊕i Mi)⊗A N ∼= ⊕i(Mi ⊗A N).

Ref.: 1125e_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 27.17.
Sea M un grupo abeliano y n ∈ Z, n ≥ 2. Se define nM = {nm | m ∈ M}. Prueba que se tiene un
isomorfismo

Zn ⊗Z M ∼=
M

nM
.

Ref.: 1125e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 27.18.
Dados n, m ∈ Z, n, m≥ 2, si h=mcd{n, m}, prueba que se tiene

Zn ⊗Z Zm
∼= Zh.

Ref.: 1125e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 27.19.
Un grupo abeliano M se llama

de torsion si cada elemento de M tiene orden finito, y
divisible si M = nM para todo 0 6= n ∈ Z.

(1) Prueba que si M ó N es de torsión, entonces M ⊗Z N es de torsión.
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(2) Prueba que si M o N es divisible, entonces M ⊗Z N es divisible.
(3) Prueba que si M es de torsión y N es divisible, entonces M ⊗Z N = 0.

Ref.: 1125e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 27.20.
Sea 0 −→ M1

f1−→ M2
f2−→ M3 −→ 0 una sucesión exacta corta de R–módulos a la derecha escindida

a la derecha, esto es, existe g : M3 −→ M2 tal que f2 g = idM3
, entonces para cada R–módulo a la

izquierda X la sucesión 0 −→ M1 ⊗R X
f1⊗X
−→ M2 ⊗R X

f2⊗X
−→ M3 ⊗R X −→ 0 es exacta corta escindida.

Ref.: 1125e_027 SOLUCIÓN
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28. Sucesiones exactas

En esta sección vamos a tratar con A–módulos y homomorfismos de A–módulos.
Una sucesión de homomorfismos es una lista de homomorfismos indizada en Z, por ejemplo { fi |
i ∈ Z} tal que es posible hacer las composiciones fi ◦ fi−1 para cada i ∈ Z.

. . .
fi−2−→ Mi−1

fi−1−→ Mi
fi−→ Mi+1

fi+1−→ · · · (V.1)

La sucesión (V.1) es exacta en Mi si Im( fi−1) = Ker( fi). Y la sucesión (V.1) es exacta si es exacta en
cada Mi.
La sucesión (V.1) es acotada a izquierda si existe un índice k tal que Mi = 0 para cada i ≤ k, y
es acotada a derecha si existe un índice h tal que Mi = 0 para cada i ≥ h. Si la sucesión (V.1) es
acotada a izquierda para k = −1 escribimos simplemente:

0 −→ M0
f0−→ M1

f1−→ M2
f2−→ · · · (V.2)

La sucesión (V.1) es exacta corta si es exacta y Mi = 0 para cada i < 0 y i ≥ 3. Por lo tanto f0 es
inyectiva, f1 es sobreyectiva e Im( f0) = Ker( f1). Escribimos

0 −→ M0
f0−→ M1

f1−→ M2 −→ 0 (V.3)

Ejemplo. 28.1.
Si N ⊆ M es un submódulo, entonces

0 −→ N
incl.
−→ M −→ M/N −→ 0

es una sucesión exacta corta.
Ejemplo. 28.2.
Si M1 y M2 son A–módulos, entonces 0 −→ M1

j1−→ M1 ⊕M2
p2−→ M2 −→ 0 es una sucesión exacta

corta.
Ejemplo. 28.3.
Si f : M −→ M ′ es un homomorfismo de A–módulos, entonces

0 −→ Ker( f )
incl.
−→ M

f
−→ M ′ pro y.

−→
M ′

Im( f )
−→ 0

es una sucesión exacta.

Dadas dos sucesiones M := {Mi, fi | i ∈ Z} y N := {Ni, gi | i ∈ Z} un homomorfismo de M a N es
una familia de homomorfismos de A–módulos h := {hi | i ∈ Z} tal que el diagrama

M : . . . fi−2 // Mi−1
fi−1 //

hi−1
��

Mi
fi //

hi
��

Mi+1
fi+1 //

hi+1
��

· · ·

N : . . . gi−2 // Ni−1
gi−1 // Ni

gi // Ni+1
gi+1 // · · ·

1125-04.tex
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es conmutativo, esto es, para cada índice i ∈ Z se tiene: hi ◦ fi−1 = gi−1 ◦ hi−1.

Las sucesiones M y N son equivalentes si existe un homomorfismo h : M −→ N tal que cada hi es
un isomorfismo.

Lema. 28.4.
Cada sucesión exacta corta es equivalente a una sucesión exacta corta definida por un submódulo,
ver Ejemplo (28.1.).

Lema. 28.5. (Lema corto de los cinco.)
Dado una diagrama conmutativo con filas exactas

0 // M0
f0 //

h0
��

M1
f1 //

h1
��

M2
//

h2
��

0

0 // N0
g0 // N1

g1 // N2
// 0

Se verifica:

(1) Si h0 y h2 son inyectivos, también lo es h1.
(2) Si h0 y h2 son sobreyectivos, también lo es h1.
(3) Si h0 y h2 son isomorfismos, también lo es h1.

DEMOSTRACIÓN. (1). Tenemos:

h1(m1) = 0 ⇒
g1h1(m1) = 0 ⇒
h2 f1(m1) = 0 ⇒
f1(m1) = 0 ⇒
existe m0 ∈ M tal que f0(m0) = m1 ⇒
0= h1(m1) = h1 f0(m0) = g0h0(m0) ⇒
m0 = 0 ⇒
m1 = f0(m0) = 0.
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(2). Tenemos:

n1 ∈ N1 ⇒
g1(n1) ∈ N2 ⇒
existe m2 ∈ M2 tal que h2(m2) = g1(n1) ⇒
existe m1 ∈ M1 tal que f1(m1) = m2 ⇒
Los elementos n1, h1(m1) ∈ N1 verifican:

g1(n1 − h1(m1)) = g1(n1)− g1h1(m1) = g1(n1)− h2 f1(m1) = g1(n1)− h2(m2) = 0 ⇒
existe n0 ∈ N0 tal que g0(n0) = n1 − h1(m1) ⇒
existe m0 ∈ M0 tal que h0(m0) = n0 ⇒
h1( f0(m0) +m1) = h1 f0(m0) + h1(m1) = g0h0(m0) + h1(m1)
= n1 − h1(m1) + h1(m1) = n1.

�

Una sucesión exacta corta 0 −→ M0
f0−→ M1

f1−→ M2 −→ 0 es escindida (a la izquierda) si existe un
homomorfismo g : M2 −→ M1 tal que f1 ◦ g = idM2

.
Dados dos A–módulos N y M una extensión de M por N es una sucesión exacta corta E := (0 −→
N −→ E −→ M −→ 0). Dos extensiones E1 y E2 de M por N son equivalentes si las sucesiones que
definen son equivalentes, esto es, existe un diagrama conmutativo:

E1 : 0 // N //

idN

��

E1
//

h
��

M //

idM

��

0

E2 : 0 // N // E2
// M // 0

Como consecuencia h ha de ser un isomorfismo. Una extensión se llama escindida si la sucesión
exacta corta que define es escindida.
Dados dos A–módulos N y M , vamos a clasificar, salvo equivalencia, todas las extensiones escindidas
de M por N .
En el caso que nos ocupa las sucesiones exactas cortas escindidas se pueden caracterizar de diversos
modos.

Lema. 28.6.
Sea 0 −→ M0

f0−→ M1
f1−→ M2 −→ 0 una sucesión exacta. Son equivalentes:

(a) Existe g : M2 −→ M1 tal que f1 ◦ g = idM2
, esto es, la sucesión escinde.

(b) Existe f : M1 −→ M0 tal que f ◦ f0 = idM0
, esto es, la sucesión escinde a la derecha.

(c) Existe un homomorfismo f : M1 −→ M0 ⊕M2 tal que el siguiente diagrama conmuta.

0 // M0
f0 //

h0
��

M1
f1 //

h1
��

M2
//

h2
��

0

0 // M0
incl. // M0 ⊕M2

pro y. // M2
// 0
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Corolario. 28.7.
Dados dos A–módulos N y M , toda extensión escindida de M por N es equivalente a una extensión
definida por una suma directa, ver Ejemplo (28.2.).

Acabamos esta sección con algunos lemas técnicos sobre sucesiones exactas.

Proposición. 28.8.
(1) La sucesión M0

f0−→ M1
f1−→ M2 −→ 0 es exacta si, y solo si, para cualquier A–módulo M la

sucesión

0 // HomA(M2, M)
( f1)∗ // HomA(M1, M)

( f0)∗ // HomA(M0, M)

es exacta.
(2) La sucesión 0 −→ M0

f0−→ M1
f1−→ M2 es exacta si, y solo si, para cualquier A–módulo M la

sucesión

0 // HomA(M , M0)
( f0)∗ // HomA(M , M1)

( f0)∗ // HomA(M , M2)

es exacta.

DEMOSTRACIÓN. Por dualidad basta hacer solo la primera parte. Supongamos que M0
f0−→ M1

f1−→
M2 −→ 0 es exacta, entonces para cada A–módulo M la sucesión del Hom es exacta.
(i). f ∗1 es inyectiva. En efecto, si g ∈ HomA(M2, M) verifica f ∗1 (g) = 0, entonces g f1 = 0, y como f1

es sobreyectiva, tenemos g = 0.
(ii). Im( f ∗1 ) ⊆ Ker( f ∗0 ); es consecuencia de que f ∗0 f ∗1 = ( f1 f0)∗ = 0.
(iii). Ker( f ∗0 ) ⊆ Im( f ∗1 ); dado g ∈ Ker( f ∗0 ) tenemos g f0 = f ∗0 (g) = 0, luego existe h : M2 −→ M tal
que g = hf1 = f ∗1 (h) y g ∈ Im( f ∗1 ).

M0
f0 // M1

f1 //

g
!!BBBBBBBB

M2
//

h}}|
|

|
|

0

M

La existencia de h es debida a que M2
∼= M1/Ker( f1) = M1/ Im( f0) y a la propiedad universal del

cociente.
Supongamos ahora que para cada A–módulo M la sucesión

0 −→ HomA(M2, M)
( f1)∗−→ HomA(M1, M)

( f0)∗−→ HomA(M0, M)
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es exacta.
(i). Vamos a ver que f1 es simplificable a derecha, en efecto si g ◦ f1 = 0, entonces f ∗1 (g) = 0, y como
f ∗1 es inyectiva, tenemos g = 0. Entonces f1 es sobreyectiva.
(ii). Im( f0) ⊆ Ker( f1). Basta ver que si f : N −→ N ′ y para cada A–módulo M se tiene que f ∗ :
HomA(N ′, M) −→ HomA(N , M) es cero, entonces f es cero. Tomando M = N ′ se tiene 0= f ∗(idN ′) =
idN ′ ◦ f = f . Ahora aplicando a este caso, como 0= f ∗0 ◦ f ∗1 = ( f1 ◦ f0)∗, resulta f1 ◦ f0 = 0.
(iii). Consideramos el siguiente diagrama

M1/ Im( f0)
h

%%K
K

K
K

K

M0
f0 //

##GGGGGGGG
M1

f1 //

q
99ssssssssss

M2
//

k

eeK
K

K
K

K
0

Im( f0)

;;wwwwwwww

h existe por la propiedad universal del cociente, y es única verificando h ◦ q = f1. Por otro lado ya
que Ker( f ∗0 ) ⊆ Im( f ∗1 ), al ser 0 = q ◦ f0 = f ∗0 (q), existe k tal que f ∗1 (k) = q, esto es, q = k ◦ f1; por
ser f ∗1 inyectivo k es único verificando esta condición. Ahora falta ver que h y k son mutuamente
inversas. En efecto, k ◦ h ◦ q = k ◦ f1 = q, y como q es sobreyectiva se tiene k ◦ h = idM1/ Im( f0),
y h ◦ k ◦ f1 = h ◦ q = f1, y por ser f1 sobreyectiva se tiene h ◦ k = idM2

. Tenemos entonces que
Im( f0) = Ker( f1).

0 // Im( f0) //
� _

∼=
���
�
�

M1
// M1/ Im( f0) //

h∼=
��

0

0 // Ker( f1) // M1
// M1/Ker( f1) = M2

// 0

�

Proposición. 28.9. (Lema de la serpiente.)
Para cualquier diagrama conmutativa con filas exactas

0 // M0
f0 //

h0
��

M1
f1 //

h1
��

M2
//

h2
��

0

0 // N0
g0 // N1

g1 // N2
// 0

existe una sucesión exacta

0 −→ Ker(h0)
f ′0−→ Ker(h1)

f ′1−→ Ker(h2)
∆
−→ Coker(h0)

g ′0−→ Coker(h1)
g ′1−→ Coker(h2) −→ 0

donde Coker(hi) = Ni/ Im(hi) y f ′0 , f ′1 , g ′0 y g ′1 son los homomorfismos inducidos por f0, f1, g0 y g1.
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DEMOSTRACIÓN. Consideramos el diagrama siguiente:

0

��

0

��

0

��
0 // Ker(h0)

f ′0 //

��

Ker(h1)
f ′1 //

��

Ker(h2)

��

____

�
�
�
�
�
�
�
�

0 // M0
f0 //

��

M1
f1 //

��

M2
//

��

0

�
�
�
�
�
�
�
�

∆_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

0 // N0
g0 //

��

N1
g1 //

��

N2
//

��

0

//___ Coker(h0)
g ′0 //

��

Coker(h1)
g ′1 //

��

Coker(h2) //

��

0

0 0 0

Son inmediatas la exactitud de la sucesión 0 // Ker(h0)
f ′0 // Ker(h1)

f ′1 // Ker(h2) y la exactitud

de la sucesión Coker(h0)
g ′0 // Coker(h1)

g ′1 // Coker(h2) // 0 .
Para definir ∆ tomamos x ∈ Ker(h2). Existe m1 ∈ M1 tal que f1(m1) = x , entonces g2h1(m1) =
h2 f1(m1) = h2(x) = 0, y existe un único n0 ∈ N0 tal que g0(n0) = h1(m1). Definimos ∆(x) =
n0 + Im(h0).
Comprobamos que ∆ está bien definida. En efecto, la elección de m1 no es única, por lo que si
tomamos otro m′1 tal que f1(m′1) = x , llegamos a un n′0. Vamos a ver que n0 − n′0 ∈ Im(h0), y por
tanto∆ está bien definida. Tenemos que g0(n′0) = h1(m′1) y por otro lado f1(m1) = x = f1(m′1), luego
m′1 −m1 ∈ Ker( f1) = Im( f0). Sea m0 ∈ M0 tal que f0(m0) = m′1 −m1. Se tiene

g0(n
′
0 − n0) = h1(m

′
1 −m1) = h1 f0(m0) = g0h0(m0),

luego n′0 − n0 = h0(m0) y tenemos el resultado.
Una vez que hemos comprobado que∆ está bien definida, veamos la exactitud en Ker(h2). Para cada
m1 ∈ Ker(h1) se tiene∆ f ′1(m1) = n0+ Im(h0), con g0(n0) = h1(m1) = 0. Por otro lado, si x ∈ Ker(∆),
entonces n0 ∈ Im(h0), sea n0 = h0(m0), se tiene:

h1(m1) = g0(n0) = g0 ◦ h0(m0) = h1 ◦ f0(m0),

y m1 − f0(m0) ∈ Ker(h1). Por lo tanto

x = f1(m1) = f1(m1 − f0(m0)) = f ′1(m1 − f0(m0)) ∈ Im( f ′1).
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Estudiamos la exactitud en Coker(h0). Para cada x ∈ Ker(h2) se tiene:

g ′0∆(x) = g ′0(n0 + Im(h0)) = g0(n0) + Im(h1) = h1(m1) + Im(h1) = 0.

Por otro lado, si n+Im(h0) ∈ Ker(g ′0), se tiene g0(n) ∈ Im(h1), y existe x1 ∈ M1 tal que h1(x1) = g0(n).
Tenemos

h2 ◦ f1(x1) = g2 ◦ h1(x1) = g2 ◦ g0(n) = 0,

esto es, f1(x1) ∈ Ker(h2) y ∆( f1(x1)) = n+ Im(h0). �
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28.1. Ejercicios

Sucesiones exactas

Ejercicio. 28.10.
La sucesión 0→ M0

f0→ M1
f1→ M2 es exacta si, y solo si, para cualquier A–módulo M la sucesión

0→ HomA(M , M0)
( f0)∗→ HomA(M , M1)

( f1)∗→ HomA(M , M2)

es exacta.
Ref.: 1125e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.11.
Da un ejemplo de una sucesión exacta corta 0→ M0

f0→ M1
f1→ M2 → 0 y un A–módulo M para los

que en la sucesión exacta

0→ HomA(M , M0)
( f0)∗→ HomA(M , M1)

( f1)∗→ HomA(M , M2)

el homomorfismo ( f1)∗ no sea sobreyectivo.
Ref.: 1125e_005 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.12.
Haz una demostración de que en una sucesión exacta corta de A–módulos 0→ M0

f0→ M1
f1→ M2→ 0

son equivalentes:

(a) Existe un homomorfismo g : M2→ M1 tal que f1 ◦ g = idM2
.

(b) Existe un homomorfismo f : M1→ M0 tal que f ◦ f0 = idM0
.

Ref.: 1125e_006 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 28.13.
Prueba que la ley modular: si N1, N2, K ⊆ M son submódulos de un módulo M tales que N1 ⊆
N2,entonces N1 + (K ∩ N2) = (N1 + K)∩ N2, es equivalente a la exactitud de la sucesión

0→
K ∩ N2

K ∩ N1
→

N2

N1
→

K + N2

K + N1
→ 0.

(Con las identificaciones necesarias.)
Ref.: 1125e_024 SOLUCIÓN

Productos

Ejercicio. 28.14.
Dado un anillo sin uno B podemos construir un anillo con uno, B1, del cual B es un ideal en la
siguiente forma: En el producto cartesiano B ×Z definimos dos operaciones:

(b1, n1) + (b2, n2) = (b1 + b2, n1 + n2),
(b1, n1) · (b2, n2) = (b1 b2 + b1n2 + b2n2, n1n2),

para cualesquiera b1, b2 ∈ B y n1, n2 ∈ Z.
(1) Prueba que B1 = B ×Z es un anillo con elemento uno igual a (0, 1).
(2) Propiedad universal.Prueba que para cada anillo (con uno) A y cada aplicación g : B −→ A,

que sea homomorfismo para la suma y el producto, existe un único homomorfismo de anillos
g ′ : B1 = B ×Z −→ A tal que g ′|B = g cuando identificamos B son B × 0 ⊆ B ×Z.

(3) Tomando g = 0 tenemos que B = Ker(0), y por tanto B es un ideal de B1 = B ×Z.

El anillo B1 = B ×Z se llama la extensión de Dorroh de B.
Ref.: 1125e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.15.
Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K . En K × V se define la suma componente a com-
ponente y la multiplicación mediante

(k1, v1)(k2, v2) = (k1k2, k1v2 + k2v1).

(1) Prueba que con 1 = (1,0), el conjunto K × V es un anillo. Se llama la extensión trivial de K
por V , y se representa por K o V .
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(2) Prueba que j : K → K o V , j(k) = (k, 0) es un homomorfismo de anillos.
(3) Prueba que W = {(0, v) | v ∈ V} ⊆ K o V es un ideal que verifica W 2 = 0 y que es el núcleo de

la aplicación p : K o V → K definida p(k, v) = k.
(4) Prueba que p ◦ j = idK :

K

id
��

j

wwnnnnnnnnnnnnn

W i // K o V
p // K

Ref.: 1125e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.16.
Sea A un anillo y M un A–módulo. La extensión trivial de A por M se define como Ao M = A× M
con multiplicación (a1, m1)(a2, m2) = (a1a2, a1m2 + a2m1) y elemento uno igual a (1,0).
(1) Determina los ideales primos de AoM en función de los ideales primos de A.
(2) ¿Son isomorfos Z2 ×Z2 y Z2 oZ2?

Ref.: 1125e_011 SOLUCIÓN

Límites directo e inverso

Ejercicio. 28.17. (Límite directo.)
Sea A un anillo. Un sistema (directo) de A–módulos es un par formado por una familia de A–
módulos {Mi | i ∈ I}, indizada en un conjunto I con un preorden, y una familia de homomorfismos
{ fi, j : Mi → M j | i, j ∈ I , i ≤ j}, verificando fi,i = idMi

para cada índice i, y que para cada terna
i ≤ j ≤ k se tiene fi, j ◦ f j,k = fi,k.
Un par ({ fi}i, M), formado por un A–módulo M y una familia de homomorfismos { fi : Mi → M | i ∈
I} se llama compatible si para cada par de índices i ≤ j se tiene

Mi
fi, j //

fi ��????????
M j

f j����������

M fi = f j ◦ fi, j.

Dado un sistema de módulos ({Mi}i, { fi, j}i, j), un límite directo es un par compatible ({li}i, L) tal que
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para cualquier otro par compatible ({ fi}i, M), y para cada índice i ∈ I , existe un único homomorfismo
f : L→ M tal que

Mi
li

���������� f

i   @@@@@@@@

L
f

// M fi = f ◦ li.

Como consecuencia de la definición, prueba que si el límite directo existe entonces es único, salvo
isomorfismo.
Dado el sistema de módulos ({Mi}i, { fi, j}i, j), un par compatible es el formado por la suma directa y
las inclusiones, esto es, ({hi}i,⊕i Mi).
En este caso, sea S el submódulo de ⊕i Mi generado por los elementos de la forma h j ◦ fi, j(m)−hi(m),

para m ∈ Mi, e i ≤ j, elementos de I . Si se define L = ⊕i Mi/S y los homomorfismos li : Mi
hi−→

⊕i Mi
pro y.
−→ L, prueba que el par ({li}i, L) es compatible y que es un límite directo del sistema de

módulos.
Ref.: 1125e_020 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.18. (Límite inverso.)
Sea A un anillo. Un sistema inverso de A–módulos es un par formado por una familia de A–módulos
{Mi | i ∈ I}, indizada en un conjunto I con un preorden, y una familia de homomorfismos { fi, j :
Mi → M j | i, j ∈ I , i ≥ j}, verificando fi,i = idMi

para cada índice i, y que para cada terna i ≥ j ≥ k
se tiene fi, j ◦ f j,k = fi,k.
Un par (M , { fi}i), formado por un A–módulo M y una familia de homomorfismos { fi : M → Mi | i ∈
I} se llama compatible si para cada par de índices i ≥ j se tiene

M
fi

~~}}}}}}}} f j

  AAAAAAAA

Mi fi, j

// M j = f j = fi, j ◦ fi

Dado un sistema de módulos ({Mi}i, { fi, j}i, j), un límite inverso es un par compatible (L, {li}i) tal que
para cualquier otro par compatible (M , { fi}i), y para cada índice i ∈ I , existe un único homomorfismo
f : M → L tal que

M

fi   AAAAAAAA
f // L

li��~~~~~~~~

Mi fi = f ◦ li.

Como consecuencia de la definición, prueba que si el límite inverso existe entonces es único, salvo
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isomorfismo.
Dado el sistema de módulos ({Mi}i, { fi, j}i, j), un par compatible es el formado por el producto directo
y las proyecciones, esto es, (

∏

i Mi, {pi}i).
En este caso, sea L el submódulo de

∏

i Mi generado por los elementos (mi)i tales que m j = fi, j(mi),

para cada i ≥ j. Si se consideran los homomorfismos li : L
incl.
−→

∏

i Mi
pi−→ Mi, prueba que el par

(L, {li}i) es compatible y que es un límite inverso del sistema de módulos.
Ref.: 1125e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.19. (Ejemplo de límite directo.)
Prueba que cada módulo es el límite directo de sus submódulos finitamente generados.

Ref.: 1125e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.20.
Sea p un entero primo positivo, se considera el sistema dirigido superiormente ({Zpn}n, { fn,m}n,m),
donde fn,m : Zpn −→ Zpm está definido fn,m(1) = pm−n, si n ≤ m. Prueba que el limite directo de este
sistema es isomorfo al grupo abeliano Zp∞ = {

a
b +Z ∈Q/Z | b es una potencia de p}.

Ref.: 1125e_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 28.21. (Ejemplo de límite inverso.)
Se considera un entero primo positivo p, y para cada entero positivo n se define Mn = Zpn . Si n≥ m
se define fn,m : Zpn → Zpm mediante fn,m(1) = 1. Prueba que ({Zpn}n, { fn,m}n,m) es un sistema inverso
de grupos abelianos. Su límite inverso se representa por bZ.
Observa que, en este caso, se tiene también un sistema dirigido superiormente de subgrupos de Z:
el formado por {pnZ}n, y las inclusiones, a partir del cual se obtiene el aquí considerado.
Esta situación puede generalizarse a cualquier anillo A y cualquier ideal a ⊆ A. En particular, si K
es un cuerpo, A= K[X ] y a = (X ), entonces bA es isomorfo al anillo de series formales de potencias
K¹Xº.
Ref.: 1125e_023 SOLUCIÓN
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Introducción

En este capítulo vamos a establecer los resultados más importantes de la teoría que relaciona los
conjuntos algebraicos con las álgebras sobre cuerpos: aquellos que tratan de la dimensión. La primera
sección está dedicada al estudio de la dependencia entera y las extensiones enteras, probando los
resultados que relacionan las cadenas de ideales primos en extensiones enteras de anillos. En la
segunda se prueba el Teorema de Normalización de Noether y sus consecuencias, y en la tercera el
Teorema de los ceros de Hilbert, que establece una biyección entre conjuntos algebraicos en An(K) e
ideales radicales del anillo K[X1, . . . , Xn], cuando K es un cuerpo algebraicamente cerrado. Finaliza
el capítulo recordando los resultados sobre extensiones trascendentes que son de aplicación en esta
teoría.
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29. Extensiones enteras

Dependencia entera

Sea A⊆ B una extensión de anillos. Un elemento x ∈ B se llama entero sobre A si existe un polinomio
mónico F ∈ A[X ] tal que F(x) = 0.

Teorema. 29.1.
Sea A⊆ B una extensión de anillos y x ∈ B un elemento. Son equivalentes:

(a) x es entero sobre A;
(b) A[x] es un A–módulo finitamente generado;
(c) A[x] está contenido en un subanillo A⊆ C ⊆ B que es un A–módulo finitamente generado;
(d) Existe un A[x]–módulo fiel finitamente generado M que es un A–módulo finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si xn + an−1 xn−1 + · · ·+ a0 = 0, con ai ∈ A, entonces xn = −(an−1 xn−1 +
· · ·+ a0) y por inducción probamos que xn+h ∈ A+ Ax + · · ·+ Axn−1, entonces A[x] es un A–módulo
finitamente generado.
(b)⇒(c). Tomamos C = A[x].
(c)⇒(d). Podemos tomar M = C , ya que por ser A[x] ⊆ C , resulta que C es un A[x]–módulo, y por
ser 1 ∈ C es fiel. Además, por hipótesis, C es un A–módulo finitamente generado.
(d)⇒(a). Sea M un A[x]–módulo fiel y finitamente generado como A–módulo, entonces podemos
definir un endomorfismo λx : M → M mediante λx(m) = xm, para cada m ∈ M . Sea {x1, . . . , x t} un
sistema de generadores de M , y supongamos que

λx(mi) =
t
∑

j=1

ai jm j,

entonces xmi =
∑t

j=1 ai jm j y de aquí obtenemos la igualdad de matrices

(x id−(ai j)i j)(mi)i = 0,

de donde deducimos que det(x id−(ai j)i j)(mi)i = 0. Y por tanto det(x id−(ai j)i j) ∈ Ann(M) = 0.
Ahora bien, desarrollando det(x id−(ai j)i j) se obtiene una expresión de la forma:

x t + at−1 x t−1 + · · ·+ a1 x + a0 = 0, con ai ∈ A,

luego x es un elemento entero sobre A. �

1126-01.tex
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Corolario. 29.2.
Sea A ⊆ B una extensión de anillos y x1, . . . , x t ∈ B elementos de B enteros sobre A, entonces el
anillo A[x1, . . . , x t] es un A–módulo finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. Basta hacer inducción sobre t, ya que para cada índice i ≤ t se verifica que x i es
entero sobre A[x1, . . . , x i−1]. �

Corolario. 29.3.
Sea A⊆ B una extensión de anillos, el conjunto C de todos los elementos de B enteros sobre A es un
subanillo de B que contiene a A.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que cada elemento a ∈ A es entero sobre A, por tanto A⊆ C . Si x , y ∈ C ,
entonces x + y ∈ A[x , y] y como A[x , y] es un A–módulo finitamente generado, resulta que x + y es
entero. Para x y se hace igual. �

Con la notación del Corolario anterior el subanillo C se llama la clausura entera de A en B. El anillo
A se llama íntegramente cerrado en B si A= C . Cuando B = C , se dice que B es entero sobre A.
Un dominio A se llama normal o íntegramente cerrado si es íntegramente cerrado en su cuerpo de
fracciones. Dado un dominio A su clausura entera en el cuerpo de fracciones se llama la normaliza-
ción de A.

Ejemplo. 29.4.
Si K y L son cuerpos, K ⊆ L, entonces K/L es una extensión algebraica si y solo si K ⊆ L es una
extensión entera.

Ejercicio. 29.5.
Z es un dominio normal. Ver también Teorema (29.6.).

DEMOSTRACIÓN. Sea r/s ∈ Q, una fracción irreducible, entero sobre Z, entonces existen an−1, . . . ,
a0 ∈ Z tales que (r/s)n + an−1(r/s)n−1 + · · · + a0 = 0, y por tanto obtenemos una expresión de la
forma:

rn + an−1rn−1s+ · · ·+ a0sn = 0,

luego s divide a rn, lo que es una contradicción salvo que s = 1, y en este caso r/s ∈ Z. �
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La prueba de que Z es un anillo normal se puede extender a cualquier dominio de factorización
única.

Teorema. 29.6.
Cada dominio de factorización única es un dominio normal.

DEMOSTRACIÓN. Igual demostración que en el Ejercicio (29.5.). �

Ejemplo. 29.7.
Sea K un cuerpo y A= K[X , Y ]. El ideal a = (X 2 − Y 3) es primo, y por tanto A/a es un dominio. Se
verifica que A/a no es normal.
En efecto, el elemento x = X/Y del cuerpo de fracciones de A/a es entero sobre A/a, ya que es raíz
del polinomio X 2 − Y , y no pertenece a A/a.

Corolario. 29.8. (Transitividad de las extensiones enteras.)
Se considera A⊆ B1 ⊆ B2 una cadena de extensiones de anillos, siendo B1 entero sobre A y B2 entero
sobre B1, entonces B2 es entero sobre A.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ B2, existen bn−1, . . . , b0 ∈ B1 tales que xn + bn−1 xn−1 + · · · + b0 = 0.
Llamamos A′ = A[b0, . . . , bn−1], se verifica que x es entero sobre A′, luego A[b0, . . . , bn−1, x] es un A′–
módulo finitamente generado, y como consecuencia es un A–módulo finitamente generado, entonces
x es entero sobre A. �

Corolario. 29.9.
Sea A ⊆ B una extensión de anillos y C la clausura entera de A en B, entonces C es íntegramente
cerrado en B.

DEMOSTRACIÓN. Llamemos C ′ a la clausura entera de C en B, entonces

A⊆ C ⊆ C ′

son extensiones enteras, luego A⊆ C ′ es una extensión entera y se verifica C ′ ⊆ C . �
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Ejercicio. 29.10.
Sea A un dominio con cuerpo de fracciones K y sea K ⊆ L una extensión de cuerpos. Si x ∈ L es
algebraico sobre K , entonces existe a ∈ A tal que 0 6= ax es entero sobre A.

SOLUCIÓN. Sea 0 6= F ∈ K[X ] un polinomio tal que F(x) = 0. Multiplicando F por el producto de
los denominadores de los coeficientes de F podemos obtener un polinomio 0 6= rF ∈ A[X ] tal que
rF(x) = 0. Si rF = aX n + an−1X n−1 + · · ·+ a0, entonces multiplicando por an−1, tenemos

(ax)n + an−1(ax)n−1 + · · ·+ a1an−1(ax) + a0an−1 = 0,

y ax es entero sobre A. �

Proposición. 29.11.
Sea A⊆ B es una extensión entera de anillos y b ⊆ B es un ideal de B. Si definimos a= b∩A, entonces
A/a ⊆ B/b es una extensión entera.

DEMOSTRACIÓN. Es pasar una expresión del tipo sn + an−1sn−1 + · · ·+ a0 de B a B/b. �

Ideales primos en extensiones enteras

Vamos a estudiar los ideales primos y maximales en extensiones enteras.

Proposición. 29.12.
Sea A⊆ B una extensión de dominios de integridad, siendo B entero sobre A. Son equivalentes:

(a) B es un cuerpo;
(b) A es un cuerpo.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si B es un cuerpo y 0 6= x ∈ A, entonces existe x−1 ∈ B que es entero
sobre A, luego existe una expresión del tipo

x−n + an−1 x−n+1 + · · ·+ a0 = 0.

Multiplicando por xn−1 obtenemos:

x−1 + an−1 + · · ·+ a0 xn−1 = 0,
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y de aquí
x−1 = −(an−1 + · · ·+ a0 xn−1) ∈ A.

(b)⇒(a). Si A es un cuerpo y 0 6= x ∈ B, existe una expresión del tipo

xn + an−1 xn−1 + · · ·+ a0 = 0,

supongamos que n es el menor de los posibles enteros verificando lo anterior. Por ser B un dominio
de integridad se verifica a0 6= 0 y podemos construir la expresión x(xn−1+an−1 xn−2+ · · ·+a1) = −a0,
luego

x−1 = −a−1
0 (x

n−1 + an−1 xn−2 + · · ·+ a1).

�

Corolario. 29.13.
Sea A ⊆ B una extensión entera de anillos y sea q ⊆ B un ideal primo. Llamamos p = q ∩ A. Son
equivalentes:

(a) q es maximal;
(b) p es maximal.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que A/p ⊆ B/q es una extensión de anillos y B/q es entero sobre A/p.
Además, como B/q es un dominio de integridad, resulta que B/q es un cuerpo si, y sólo si, A/p es un
cuerpo y entonces q es un ideal maximal de B si, y sólo si, p es un ideal maximal. �

Lema. 29.14.
Sea A ⊆ B una extensión entera de anillos y p ⊆ A un ideal primo. Existe un ideal primo q ⊆ B tal
que q∩ A= p.

DEMOSTRACIÓN. Llamamos Σ = A \ p y Γ = {a ⊆ B | a ∩ Σ = ∅}. Como Γ es inductivo existen
elementos maximales en Γ ; cada elemento maximal de Γ es un ideal primo de B. Dado q ∈ Γ maximal
tenemos que q∩ A ⊆ p; para probar la otra inclusión, sea a ∈ p \ (q∩ A). Como q ⊂ (q, a), entonces
existe s ∈ (q, a)∩Σ; escribimos s = q+ ba, con q ∈ q y b ∈ B.
Al ser b entero sobre A existe una combinación bn+an−1 bn−1+ · · ·+a0 = 0 con ai ∈ A. Multiplicando
por an tenemos:

(ba)n + an−1a(ba)n−1 + · · ·+ a0an = 0.

De la relación s− q = ab se deduce que

y := sn + an−1asn−1 + · · ·+ a0an ≡ 0 (mod q),
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y tenemos y ∈ q∩ A⊆ p; como a ∈ p, se sigue s ∈ p, lo que es una contradicción. �

Teorema. 29.15. (Teorema del ascenso.)
Sea A ⊆ B una extensión entera de anillos, p1 ⊆ · · · ⊆ pn una cadena ascendente de ideales primos
de A y q1 ⊆ · · · ⊆ qm una cadena ascendente de ideales primos de B verificando qi ∩ A = pi para
1≤ i ≤ m< n.

p1⊆ p2⊆ · · · ⊆ pm⊆ · · · ⊆ pn

q1 ⊆ q2 ⊆ · · · ⊆ qm

Entonces la cadena q1 ⊆ · · · ⊆ qm se puede extender a una cadena q1 ⊆ · · · ⊆ qm ⊆ · · · ⊆ qn en la que
qi ∩ A= pi, para 1≤ i ≤ n.

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que m = 1 y n = 2 y posteriormente hacer inducción. De la
extensión entera A⊆ B pasamos a la extensión A/p1 ⊆ B/q1, que también es entera. En A/p1 tenemos
un ideal primo p2/p1, por lo que para reducir supondremos que tenemos una extensión entera de
dominios A ⊆ B y un ideal primo p ⊆ A. Aplicando el Lema (29.14.) existe un ideal q ⊆ B tal que
q∩ A= p. �

Dada una extensión entera de anillos A ⊆ B y un ideal primo p ⊆ A, es posible que existan varios
ideales primos q1,q2 ⊆ B tales que q1 ∩ A= p= q2 ∩ B. Veamos un ejemplo:

Ejemplo. 29.16.
Tomamos A= R[X ], B = C[X ], p= (X 2 + 1)R[X ], q1 = (X + i)C[X ],q2 = (X − i)C[X ]. Se verifica:

(X + i)C[X ]∩R[X ] = (X 2 + 1)R[X ] = (X − i)C[X ]∩R[X ].

C[X ] : q1 = (X + i)C[X ] q2 = (X − i)C[X ]

R[X ] : p= (X 2 + 1)R[X ]

TTTTTTTTTTTTTTT

jjjjjjjjjjjjjjj

En estas circunstancias vamos a comprobar que siempre los ideales de B que tienen la misma traza
en A son incomparables.

Teorema. 29.17. (Teorema de incomparabilidad.)
Sea A⊆ B una extensión entera de anillos y q1 ⊆ q2 ideales de B tales que q1 ∩ A= q2 ∩ A, entonces
q1 = q2.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que q1 $ q2 y sea b ∈ q2 \ q1. Como b es entero sobre A tomamos
n≥ 1 mínimo tal que existe una combinación verificando:

bn + an−1 bn−1 + · · ·+ a0 ≡ 0 (mod q1).

Como b /∈ q1 se tiene n> 1 y a0 ∈ q2, luego a0 ∈ q2 ∩ A= q1 ∩ A, y tenemos

b(bn−1 + an−1 bn−2 + · · ·+ a1) ∈ q1,

y como b /∈ q1, y p es primo, tenemos una contradicción con la minimalidad de n. �

Dominios normales. Teorema del descenso

Sea A⊆ B una extensión de anillos y sea a un ideal de A. Un elemento x ∈ B se llama entero sobre
el ideal a si verifica una relación de dependencia entera,

xn + an−1 xn−1 + · · ·+ a0 = 0,

con los ai ∈ a.

Llamamos clausura entera en B de un ideal a de A al conjunto de todos los elementos de B enteros
sobre a.

Lema. 29.18.
Sea A⊆ B una extensión de anillos y a un ideal de A. Si A⊆ C ⊆ B es la clausura entera de A en B,
entonces la clausura entera de a en B es el radical de aC en C .

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ B un elemento entero sobre a; existen ai ∈ a tales que xn + an−1 xn−1 +
· · ·+ a0 = 0. Entonces x ∈ C y como

xn = −(an−1 xn−1 + · · ·+ a0) ∈ aC ,

tenemos que x ∈ rad(aC). Para ver la otra inclusión, sea x ∈ rad(aC), entonces existe n tal que
xn =

∑m
j=1 a j t j, con a j ∈ a y t j ∈ C . Ya que cada a j es entero sobre A, tenemos que M = A[a1, . . . , am]

es un A–módulo finitamente generado. Además se verifica xnM ⊆ aM . Aplicando el Lema de Cayley-
Hamilton (para la multiplicación por xn), Lema (23.3.), tenemos que xn es entero sobre a, en con-
secuencia x es entero sobre a. �
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Proposición. 29.19.
Sea A ⊆ B una extensión de dominios de integridad con A normal. Sea x ∈ B un elemento entero
sobre un ideal a ⊆ A. Entonces x es algebraico sobre K , el cuerpo de fracciones de A, y su polinomio
minimal sobre K es

X n + an−1X n−1 + · · ·+ a0

con ai ∈ rad(a).

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que x es algebraico sobre K . Llamemos L al cuerpo de descomposición
del polinomio irreducible Irr(x , K) de x sobre K , y sean x1, . . . , xn todos los conjugados de x . Como
cada x i verifica la misma relación de dependencia que x , tenemos que todos son enteros sobre a.
Los coeficientes de Irr(x , K) son polinomios en los x i, y por tanto son elementos de K enteros sobre
a. Ahora, como A es normal, la clausura entera de a en K es rad(a), luego todos pertenecen a rad(a).

�

Teorema. 29.20. (Teorema del descenso.)
Sea A ⊆ B una extensión entera de dominios de integridad con A normal. Sean p1 ⊇ · · · ⊇ pn una
cadena de ideales primos de A y q1 ⊇ · · · ⊇ qm una cadena de ideales primos de B verificando:
qi ∩ A= pi, 1≤ i ≤ m< n.

p1⊇ p2⊇ · · · ⊇ pm⊇ · · · ⊇ pn

q1 ⊇ q2 ⊇ · · · ⊇ qm

Entonces la cadena q1 ⊇ · · · ⊇ qm se puede extender a una cadena q1 ⊇ · · · ⊇ qm ⊇ · · · ⊇ qn verificando:
qi ∩ A= pi, para 1≤ i ≤ n.

DEMOSTRACIÓN. (Necesitamos localización.) Vamos a suponer que n = 2 y m = 1 y después podre-
mos hacer inducción. Localizamos B en q1 y tenemos una cadena de extensiones

A⊆ B ⊆ Bq1
.

Para ver que existe un ideal primo q2 ⊆ B tal que q2 ∩ A= p2, basta ver que p2Bq1
∩ A= p2.

Dado un elemento de y/s ∈ p2Bq1
, con y ∈ p2B ⊆ rad(p2B), tenemos que y es entero sobre p2 y si el

polinomio minimal de y sobre K , el cuerpo de fracciones de A, es

X n + an−1X n−1 + · · ·+ a0,

entonces tiene sus coeficientes en p2.
Dado x ∈ p2Bq1

∩ A, sea x = y/s, entonces s = y x−1 en K . El polinomio minimal de s sobre K se
obtiene del anterior en la siguiente forma:

X n + (an−1/x)X n−1 + · · ·+ (a0/xn), (VI.1)
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Como s ∈ B \ q1 es entero sobre A, entonces cada coeficiente ai/xn−1 pertenece a A. (Aplicar la
Proposición (29.19.) al ideal a = A.) Si x /∈ p2, entonces cada coeficiente ai/xn−i ∈ p2 ya que
xn− j(a j/xn− j) = a j ∈ p2 y p2 es un ideal primo. Como s verifica la relación (VI.1), tenemos que

sn ∈ p2B ⊆ p1B ⊆ q1,

lo que es una contradicción. Tenemos entonces x ∈ p2 y por tanto p2Bq2
∩ A ⊆ p2. La otra inclusión

es clara y tenemos la igualdad. �
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29.1. Ejercicios

Extensiones enteras

Ejercicio. 29.21.
Sea A ⊆ B una extensión de anillos y u1, . . . , ut ∈ B elementos enteros sobre A, demuestra que
A[u1, . . . , ut] es un A–módulo finitamente generado.
Ref.: 1126e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.22.
Sea A ⊆ B una extensión entera de anillos y p ⊆ A un ideal primo. Demuestra que todo elemento
x ∈ pe = Bp (el extendido de p) satisface una ecuación xn+ an−1 xn−1+ · · ·+ a1 x + a0 = 0 con ai ∈ p,
i = 0, . . . , n− 1.
Ref.: 1126e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.23.
Sea A⊆ B una extensión entera de anillos.

(1) Si p1 ⊆ p2 ⊆ . . . ⊆ pn es una cadena de ideales de A primos y distintos dos a dos, demuestra
que existe una cadena q1 ⊆ q2 ⊆ . . . ⊆ qn de ideales primos de B distintos dos a dos tales que
qi ∩ A= pi para i = 1, . . . , n.

(2) Si q1 ⊆ q2 ⊆ . . . ⊆ qn es una cadena de ideales de B primos y distintos dos a dos y pi = qi∩A, para
i = 1, . . . , n, demuestra que p1 ⊆ p2 ⊆ . . . ⊆ pn es una cadena de ideales de A primos y distintos
dos a dos.

Ref.: 1126e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.24.
Sea A⊆ B una extensión entera de anillos.

(1) Si a ∈ A es invertible en B, demuestra que a es invertible en A.
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(2) Si todo ideal primo no nulo de A es maximal, demuestra que todo ideal primo no nulo de B es
maximal.

(3) Demuestra que J(A) = J(B)c.

Ref.: 1126e_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.25.
Sea A un dominio con cuerpo de fracciones K , sea F/K una extensión algebraica de cuerpos y B la
clausura entera de A en F . Prueba que F es el cuerpo de fracciones de B.
Ref.: 1126e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.26.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Prueba que si m es un ideal maximal de A, nunca m[X ] es un ideal maximal de A[X ].
(2) Encuentra un ideal maximal n ⊆ A[X ] tal que m[X ] ⊆ n.

Ref.: 1126e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.27.
Dado un dominio de integridad A con cuerpo de fracciones K , para extensiones algebraicas K(α) y
K(β), prueba que no necesariamente la clausura entera de A en K(α,β) es la composición de las
clausuras enteras en K(α) y K(β).
Ref.: 1126e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.28.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K . Son equivalentes:

(a) A= K .
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(b) K es un A–módulo finitamente generado.

Ver también el Ejercicio (23.18.).
Ref.: 1126e_018 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.29.
Sea B un anillo conmutativo y G ⊆ Aut(B) un subgrupo finito del grupo de los automorfismos de B.
Prueba:

(1) El conjunto A= {b ∈ B | g(b) = b para cada g ∈ G} es un subanillo de B.
(2) La extensión A⊆ B es una extensión entera.

Ref.: 1126e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.30.
Sea K un cuerpo y A una K–álgebra de K–dimensión finita. Prueba que:

(1) La extensión K ⊆ A es entera.
(2) A es un cuerpo si, y sólo si, A es un dominio de integridad.
(3) Si A es un anillo local con ideal maximal m y dimK(A) = n, entonces mn = 0.
(4) Da un ejemplo de K–álgebra local A con dimK(A) = n tal que mn−1 = 0, y otro en el que mn−1 6= 0.

Ref.: 1126e_019 SOLUCIÓN

Extensiones de anillos

Ejercicio. 29.31.
Llamamos finita a una extensión de anillos A⊆ B en la que B es un A–módulo finitamente generado,
y finitamente generada si B es una A–álgebra finitamente generada.

(1) Prueba que toda extensión finita es finitamente generada.
(2) Da un ejemplo de una extensión finitamente generada que no sea finita.
(3) Dadas extensiones finita A⊆ B y B ⊆ C , prueba que la extensión A⊆ C es finita.
(4) Dada una extensión de anillos A⊆ B, son equivalentes:
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(a) La extensión A⊆ B es finita.
(b) La extensión A⊆ B finitamente generada y entera.

Ref.: 1126e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.32.
Sea A un anillo local, A⊆ B una extensión de anillos y B un A–módulo finitamente generado. Prueba
que B es un anillo semilocal.
Ref.: 1126e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.33.
Sea A⊆ B una extensión entera, p ⊆ A un ideal primo y B un A–módulo finitamente generado. Prueba
que existe sólo un número finito de ideales primos q ⊆ B tales que p= q∩ A.
Ref.: 1126e_027 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.34.
De los siguientes dominios ¿cuál es normal y cuál no lo es?

(1) Z[i].
(2) Z[

p
5].

(3) Z[
p
−5].

(4) Z[ω], donde ω es una raíz cúbica primitiva de la unidad.
(5) Z[

p
−3].

(6) Z[
p

6].
(7) Z[i,

p
2].

Ref.: 1126e_028 SOLUCIÓN

Teorema del ascenso
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Ejercicio. 29.35.
Sea A⊆ B una extensión entera de anillos, p ⊆ A un ideal primo y b ⊆ B un ideal. Son equivalentes:

(a) b ⊆ B es in ideal primo y b∩ A= p.
(b) b es maximal entre los ideales de B que verifican b∩ A= p.

Ref.: 1126e_038 SOLUCIÓN

Ejercicio. 29.36.
Dada una extensión entera de anillos A⊆ B, y p ⊆ A un ideal primo, se verifica:

(a) Existe un ideal primo q ⊆ B tal que q∩ A= p.
(b) Si dos ideales primos q1 ⊆ q2 ⊆ B verifican q1 ∩ A= q2 ∩ A, entonces q1 = q2.
(c) Si p ⊆ p′ ⊆ A son ideales primos y q ⊆ B es un ideal primo que verifica q∩ A= p, existe un ideal

primo q ⊆ q′ ⊆ B tal que q′ ∩ A= p′.

Ref.: 1126e_039 SOLUCIÓN
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30. Lema de normalización de Noether

Dimensión de Krull de un anillo

Sea A un anillo (conmutativo). Una cadena de ideales primos

p0 $ p1 $ · · · $ pn

se dice que tiene longitud n. Se define la dimensión del anillo A como el supremo de las longitudes
de las cadenas de ideales primos de A, y se representa por dim(A).
Si p es un ideal primo de A, se define la altura de p como el supremo de las longitudes de las cadenas
de ideales primos del siguiente tipo:

p0 $ p1 $ · · · $ pn = p.

La altura del ideal p se representa por ht(p).
Si a es un ideal de A, se define la altura de a como el mínimo de las alturas de los ideales primos
minimales conteniendo a a. La altura del ideal a se representa por ht(a).
Los resultados sobre extensiones enteras de anillos nos dan la siguiente relación para las dimensiones
de anillos.

Proposición. 30.1.
Sea A⊆ B una extensión entera de anillos. Si dim(A) es finita, entonces se verifica:

dim(A) = dim(B).

Ejercicio. 30.2.
Sea A un anillo y a un ideal de A. Existe un isomorfismo de anillos

(A/a)[X ]∼= A[X ]/a[X ]

Como consecuencia:

(1) Si p ⊆ A es un ideal primo, entonces p[X ] es un ideal primo de A[X ]
(2) Si a $ b son ideales de A, entonces a[X ] $ b[X ].

1126-02.tex
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Lema. 30.3.
Sea K un cuerpo y X1, . . . , Xn indeterminadas sobre K , entonces tenemos una cadena ascendente

0 ⊂ (X1) ⊂ (X1, X2) ⊂ · · · ⊂ (X1, · · · , Xn),

en la que todos son ideales primos y por tanto siempre se verifica: dim(K[X1, . . . , Xn])≥ n.

Podemos completar este resultado para obtener la igualdad.

Teorema. 30.4.
Sea K un cuerpo y X1, . . . , Xn indeterminadas sobre K , se tiene dim(K[X1, . . . , Xn]) = n.

DEMOSTRACIÓN. Sólo tenemos que probar la relación dim(K[X1, . . . , Xn])≤ n.
Observa que K[X1, . . . , Xn] tiene como máximo n elementos algebraicamente independientes, esto
lo podemos razonar pasando al cuerpo de fracciones K(X1, . . . , Xn) y viendo que el máximo número
de elementos de un conjunto algebraicamente independiente es igual al grado de trascendencia de
la extensión K(X1, . . . , Xn)/K , que es igual a n.
Para cada K–álgebra íntegra A llamamos τ(A) el máximo de los s tales que existe un subconjunto
{a1, . . . , as} ⊆ A algebraicamente independiente.
Hacemos la demostración del teorema en dos partes:
(1). Si 0 6= p ⊆ A es un ideal primo, entonces τ(A/p)≥ s implica τ(A)≥ s+ 1.
Supongamos que τ(A/p) = s, y sean {a1, . . . , as} ∈ A tales que {ai = ai + p}si=1 es algebraicamente
independiente. Tomamos 0 6= a ∈ p, entonces {a1, . . . , as, a} es algebraicamente independiente. En
efecto, si existe 0 6= F ∈ K[Y1, . . . , Ys+1] tal que F(a1, . . . , as, a) = 0, tomando clases módulo p se tiene
F(a1, . . . , as, 0) = 0, y como {ai}si=1 es algebraicamente independiente, resulta que F(Y1, . . . , Ys, 0) =
0, esto es, Ys+1 | F . Si inicialmente tomamos F irreducible, resulta que F = Ys+1, esto es, a = 0, lo
que es una contradicción.
(2). Si 0= p0 $ p1 $ · · · $ pt es una cadena de ideales primos en K[X1, . . . , Xn], entonces tenemos:

n≥ τ
�

K[X1, . . . , Xn]
p0

�

> τ

�

K[X1, . . . , Xn]
p1

�

> · · ·> τ
�

K[X1, . . . , Xn]
pt

�

≥ 0.

Y por lo tanto se tiene n≥ t. �

Lema de normalización

Como se observa, el estudio de los subconjuntos algebraicamente independientes de álgebras fini-
tamente generadas aporta información sobre la misma álgebra. Vamos a ver que podemos obtener
más información al considerar las subalgebras maximales generadas por estos subconjuntos.
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Veamos un primer resultado técnico.

Lema. 30.5. (Lema de normalización.)
Sea A = K[X1, . . . , Xn] un anillo de polinomios y sea p $ A un ideal primo de altura s. Existen
elementos x1, . . . , xn ∈ A, algebraicamente independientes sobre K , tales que:

(1) A es entero sobre B = K[x1, . . . , xn] y
(2) si p 6= 0, p∩ B está generado por x1, . . . , xs.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos inducción sobre la altura s de p. Si ht(p) = 0, entonces p= 0 y podemos
tomar x i = X i, 1≤ i ≤ n, y tenemos el resultado.
Supongamos pues que ht(p) = 1. Sea 0 6= F ∈ p, irreducible. Llamamos x1 = F(X1, . . . , Xn) =
∑

α∈Nn kαX α. Tomamos p1 = 1 y sean p2, . . . , pn, enteros primos distintos; para cada α ∈ Nn definimos
w(α) =

∑n
i=1 piαi. Es claro que, fijado F , podemos elegir los pi de forma que dados dos exponentes

α 6= β , entonces w(α) 6= w(β). De esta forma, si definimos x i = X i − X pi
1 para i = 2, . . . , n, se tiene:

x1 = F(X1, . . . , Xn) = F(X1, x2 + X p2
1 , . . . , xn − X pn

1 ) = G(X1, x2, . . . , xn) + aX e
1.

Siendo e el mayor grado con el que aparece ahora X1 en F y G un polinomio en el que el grado de
X1 es menor que e. Es claro que a 6= 0, y por tanto es invertible.
Se tiene que X1 es entero sobre K[x1, . . . , xn], ya que es raíz de un polinomio mónico. En consecuencia
cada X i es entero sobre K[x1, . . . , xn] y la extensión B = K[x1, . . . , xn] ⊆ K[X1, . . . , Xn] es entera.
Tenemos x1 ∈ p∩B, y por tanto Bx1 ⊆ p∩B; ambos son ideales primos, y por el Teorema del descenso
la altura de p∩ B es uno, entonces son iguales.
Como K[X1, . . . , Xn] es entero sobre K[x1, . . . , xn], tenemos que K(X1, . . . , Xn) es algebraico sobre
el cuerpo K(x1, . . . , xn). Como el grado de trascendencia de K(X1, . . . , Xn) sobre K es igual a n, lo
mismo ocurre para K(x1, . . . , xn), luego los x1, . . . , xn son algebraicamente independientes sobre K ,
y B = K[x1, . . . , xn] es un anillo de polinomios.
Sea ahora p un ideal primo de altura h > 1; tomamos q ⊆ p un ideal primo de altura h − 1. Por
la hipótesis de inducción existen x1, . . . , xn ∈ A tales que q ∩ B = B(x1, . . . , xh−1). Consideramos el
anillo B/(q∩ B)∼= K[xh, . . . , xn] y el ideal (p∩ B)/(q∩ B). Éste tiene altura uno, por lo tanto existen
yh, . . . , yn ∈ K[xh, . . . , xn] tales que la extensión K[yh, . . . , yn] ⊆ K[xh, . . . , xn] es entera y tenemos
p∩B
q∩B ∩ K[yh, . . . , yn] = K[yh, . . . , yn]yh.
En consecuencia la extensión C = K[x1, . . . , xh−1, yh, . . . , yn] ⊆ K[X1, . . . , Xn] es entera y se tiene
p∩ C = C(x1, . . . , xh−1, yh). �

Corolario. 30.6.
Sea K un cuerpo, entonces el ideal (X1, . . . , X s) tiene altura s en K[X1, . . . , Xn], siendo s ≤ n.
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Teorema de normalización

Sea trata ahora de determinar la dimensión de una K–álgebra íntegra y finitamente generada A
siguiendo el método empleado para el caso del anillo de polinomios.

Teorema. 30.7. (Teorema de normalización.)
Sea A una K–álgebra íntegra finitamente generada. Existen elementos a1, . . . , at ∈ A, algebraicamente
independientes, tales que K[a1, . . . , at] ⊆ A es entera.

DEMOSTRACIÓN. Existe un anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn] y un ideal primo p tales que A ∼=
K[X1, . . . , Xn]/p. Por el lema de normalización existen x1, . . . , xn ∈ K[X1, . . . , Xn] y s ∈ N tales que
K[x1, . . . , xn] ⊆ K[X1, . . . , Xn] es entera y p ∩ K[x1, . . . , xn] = K[x1, . . . , xn](x1, . . . , xs). Entonces la
extensión

K[xs+1, . . . , xn]∼=
K[x1, . . . , xn]

p∩ K[x1, . . . , xn]
⊆

K[X1, . . . , Xn]
p

∼= A

es una extensión entera y {xs+1 + p, . . . , xn + p} ⊆ A es un conjunto algebraicamente independiente.
�

Corolario. 30.8.
Sea A una K–álgebra íntegra finitamente generada, entonces la dimensión de A es igual al grado de
trascendencia del cuerpo de fracciones de A.

DEMOSTRACIÓN. Aplicamos el Teorema de normalización. Existe una subálgebra B de A, isomorfa a
K[X1, . . . , Xn], tal que A es entero sobre B. Como consecuencia dim(A) = dim(B) = s. Por otro lado,
si llamamos L al cuerpo de fracciones de A, tenemos una extensión algebraica K(X1, . . . , Xn) ⊆ L, y
el grado de trascendencia de L es igual a n. �

Corolario. 30.9.
Sea A una K–álgebra finitamente generada y p un ideal primo de A. Se verifica que la dimensión del
álgebra A/p es exactamente el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones de A/p.
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Corolario. 30.10.
Sea A una K–álgebra íntegra finitamente generada y p ⊆ A un ideal primo. Se verifica:

dim(A) = dim(A/p) + ht(p).

DEMOSTRACIÓN. Podemos reducir el problema a considerar A un anillo de polinomios. En este
contexto el resultado es una consecuencia directa del Teorema de normalización de Noether. �

Demostración directa.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema de normalización existe una subálgebra B ∼= K[x1, . . . , xn] de A tal que
A es entero sobre B y p∩ B = B(x1, . . . , xs) para algún s ≤ n. Tenemos ht(p∩ B) = s y por otro lado
B/(p∩ B)∼= K[X s+1, . . . , Xn], luego dim(B/(p∩ B)) = n− s.
Como A es entero sobre B tenemos que dim(A) = dim(B) = n. Además A/p es entero sobre B/(p∩B),
luego dim(A/p) = dim(B/(p∩ B)) = n− s.
Como B es un dominio normal, el teorema del descenso nos asegura que si ht(p∩ B) = s, entonces
ht(p) = s. Uniendo todo tenemos el resultado. �

Una cadena de ideales primos p0 $ · · · $ pn se llama maximal si p0 es minimal, pn es maximal y no
existe ningún ideal primo q tal que pi−1 $ q $ pi, para 1≤ i ≤ n.

Teorema. 30.11.
Sea A una K–álgebra íntegra finitamente generada, entonces todas las cadenas maximales de ideales
primos de A tienen la misma longitud.

DEMOSTRACIÓN. Sea p0 $ · · · $ pn una cadena maximal de ideales primos de A. Entonces pn es un
ideal maximal y dim(A/pn) = 0. Para i ≥ 1 tenemos pi−1 $ pi y pi/pi−1 es un ideal primo de A/pi−1 de
altura uno. Luego dim(A/pi)+ht(pi/pi−1) = dim(A/pi−1), ó lo que es igual, dim(A/pi)−dim(A/pi−1) =
1. Tenemos entonces

dim(A)= dim(A/p0)− dim(A/pn)
= dim(A/p0)− dim(A/p1) + dim(A/p1)− dim(A/pn)
= (dim(A/p0)− dim(A/p1)) + · · ·+ (dim(A/pn−1)− dim(A/pn)) = n.

�
Ejemplo. 30.12.
Se considera el anillo A= R[X , Y ]/(X 2−Y 3). Sabemos que A es un dominio que no es normal. Vamos
a calcular un subanillo de polinomios maximal en A.
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Tomamos p= (X 2 − Y 3) ⊆ R[X , Y ] y definimos:

x1 = X 2 − Y 3,
x2 = Y − X 2,

Entonces B = R[x1, x2] ⊆ R[X , Y ] es una extensión entera y p∩ B = Bx1.
Tenemos entonces que R[x2] ⊆ A es una extensión entera, siendo x2 = x2+p. Si llamamos x = X +p,
y = Y + p, entonces R[y − x2] ⊆ A es una extensión entera.
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30.1. Ejercicios

Lema de normalización

Ejercicio. 30.13.
Sea K ⊆ A una extensión de anillos finitamente generada. Si A es un cuerpo, entonces la extensión es
finita (esto es, A es finitamente generado como K–espacio vectorial, o equivalentemente la extensión
de cuerpos A/K es una extensión (algebraica) finita).
Ref.: 1126e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.14.
Sea f : A→ B un homomorfismo de K–álgebras finitamente generadas. Prueba que para todo ideal
maximal n ⊆ B se tiene que n∩ A⊆ A es un ideal maximal.
Ref.: 1126e_034 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.15.
Sea K un cuerpo. Demuestra que el ideal (X 3 − Y 2) de K[X , Y ] es un ideal radical.
Este ejercicio se puede generalizar en la siguiente forma:
Sea K un cuerpo infinito. Si i y j son enteros positivos primos relativos, demuestra que (X i − Y j) es
un ideal radical en K[X , Y ].
Ref.: 1126e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.16.
Sea K un cuerpo.

(1) Demuestra que el ideal (X 2 − Y 3) ⊆ K[X , Y ] es un ideal primo.
(2) Llamamos T = X/Y en el cuerpo de fracciones del dominio A := K[X , Y ]/(X 2−Y 3). Demuestra

que F = K(T ) es el cuerpo de fracciones de A, y que K[T] es la clausura entera de A en F .

Ref.: 1126e_005 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 30.17.
Sea D un dominio de integridad e i, j enteros positivos primos relativos.

(1) Demuestra que (X i − Y j) es un ideal primo de D[X , Y ].
(2) Cuando D = K es un cuerpo determina la normalización de A := K[X , Y ]/(X i − Y j).

Ref.: 1126e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.18.
Sea K un cuerpo. Demuestra que el ideal (Y 2 − X 3 − X 2) de K[X , Y ] es primo.

Ref.: 1126e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.19.
Sea K un cuerpo y a= (Y 2 − X 3 − X 2) ⊆ K[X , Y ] un ideal.

(1) Demuestra que a es un ideal primo de K[X , Y ].
(2) Determina la normalización del dominio de integridad A := K[X , Y ]/(Y 2 − X 3 − X 2).

Ref.: 1126e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.20.
Calcula un subanillo de polinomios maximal en A= R[X , Y ]/(X Y − 1). Aplícalo para determinar la
dimensión del anillo K[X , X−1].
Ref.: 1126e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 30.21.
Determinar los ideales primos del anillo C[X , Y ].

Ref.: 1126e_024 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 30.22.
Proponer un ejercicio sobre normalización con un ideal primo generado por dos o tres elementos.

Ref.: 1126e_035 SOLUCIÓN
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31. Teorema de los ceros de Hilbert

Dado un cuerpo K , para cada ideal a de K[X1, . . . , Xn] el conjunto de los ceros de a es:

V (a) = {x ∈ An(K) | P(x) = 0, ∀P ∈ a}.

Es claro que si a = K[X1, . . . , Xn], entonces V(a) = ∅, pero también puede ser que V(a) = ∅ siendo
a 6= K[X1, . . . , Xn]. Por ejemplo, en R[X ] el ideal a = (X 2 + 1) verifica V (X 2 + 1) = ∅. Sin embargo
si K es un cuerpo algebraicamente cerrado tenemos que V (a) 6=∅ si, y sólo si, a 6= K[X ].
Esta situación se repite en el caso de polinomios en varias indeterminadas.
Comenzamos por un resultado técnico.

Teorema. 31.1.
Si L/K es una extensión de cuerpos tal que L es una K–álgebra finitamente generada, entonces L es
un K–módulo finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema de Normalización se tiene que L es entero sobre K[a1, . . . , at] para
cierto {a1, . . . , at} ⊆ L algebraicamente independiente. Aplicando la Proposición (29.12.) tenemos
que K[a1, . . . , at] es un cuerpo, y por lo tanto se tiene {a1, . . . , at} = ∅ y L es entero (algebraico)
sobre K . Como es una K–álgebra finitamente generada, resulta que dimK(L) es finita. �

Corolario. 31.2. (Teorema de los ceros de Hilbert. Forma débil.)
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y a un ideal de K[X1, . . . , Xn]. Si V (a) = ∅, entonces
a= K[X1, . . . , Xn].

DEMOSTRACIÓN. Si a 6= K[X1, . . . , Xn], entonces existe un ideal maximal m ⊇ a, y como V (m) ⊆
V (a), basta considerar el caso en que a es un ideal maximal. En este caso tendremos un homomor-
fismo (no nulo) K −→ K[X1,...,Xn]

a =: L, y K es un subcuerpo de un cuerpo L.
Consideramos la extensión L/K; por el Teorema anterior se tiene esta extensión es finita, y por ser
K algebraicamente cerrado L = K .
Como L = K , para cada índice i = 1, . . . , n existe un elemento ai ∈ K que es la imagen de X i. Por
tanto X i − ai ∈ a, obteniendo que (X1 − a1, . . . , Xn − an) ⊆ a, y por tanto (X1 − a1, . . . , Xn − an) = a,
obteniendo que (a1, . . . , an) ∈ V (a) 6=∅. �

El resultado central de esta sección es:

1126-03.tex
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Teorema. 31.3. (Teorema de los ceros de Hilbert.)
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y a un ideal de K[X1, . . . , Xn]. Entonces rad(a) = IV (a).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que a = (F1, . . . , Ft). Si F ∈ IV (a) entonces consideramos ea =
(F1, . . . , Fn, 1− Y F) ⊆ K[X1, . . . , Xn, Y ]. Vamos a ver que V (ea) =∅.
Sea (a1, . . . , an, an+1) ∈ V (ea) ⊆ An+1(K), entonces (a1, . . . , an) ∈ V (a), y resulta F(a1, . . . , an) = 0, por
lo tanto 0= 1− an+1F(a1, . . . , an) = 1, lo que es una contradicción. Como consecuencia V (ea) =∅.
Aplicando el Teorema de Hilbert en su forma débil resulta ea = K[X1, . . . , Xn, Y ], por lo que existe
una combinación lineal

1=
∑

i

FiCi + (1− Y F)C , C1, . . . , Ct , C ∈ K[X1, . . . , Xn, Y ].

Tomando Y = 1/F(X1, . . . , Xn) tenemos:

1=
∑

i

Fi(X1, . . . , Xn)Ci(X1, . . . , Xn,
1

F(X1, . . . , Xn)
),

y multiplicando por una potencia adecuada de F se tiene:

F m =
∑

i

Fi(X1, . . . , Xn)Di(X1, . . . , Xn) ∈ a.

Como consecuencia IV (a) ⊆ rad(a). Por otro lado la inclusión inversa es siempre cierta ya que
IV (a) es un ideal radical que contiene a a.
La inclusión rad(a) ⊆ IV (a)ya la conocemos. �

Consecuencias del Teorema de los Ceros

Por el Teorema de los ceros de Hilbert, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K existe una co-
rrespondencia biyectiva, que invierte el orden, entre los conjuntos algebraicos de An(K) y los ideales
radicales del anillo K[X1, . . . , Xn].
Otras consecuencias del Teorema de los ceros son:
Un conjunto algebraico V ⊆ An(K) se llama irreducible si cuando V = V1 ∪ V2, para conjuntos
algebraicos Vi se tiene V = V1 o V = V2.

Lema. 31.4.
Si V es un conjunto algebraico afín irreducible, si y solo si, I (V ) es un ideal primo.
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DEMOSTRACIÓN. Si V = V (c) es irreducible y ab ⊆ I (V ) = IV (c), entonces V = V IV (c) ⊆
V (ab) = V (a)∪V (b. Entonces V ⊆ V (a) o V ⊆ V (b), y se tiene a ⊆ IV (a) ⊆ I (V ) o b ⊆ IV (b) ⊆
I (V ).
Recíprocamente, si I (V ) es un ideal primo y V = V1 ∪ V2, entonces I (V ) = I (V1 ∪ V2) = I (V1) ∩
I (V2). Luego I (V1) = I (V ) o I (V2) = I (V ), de donde se obtiene V1 = V o V2 = V . �

Corolario. 31.5.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si p es un ideal primo de K[X1, . . . , Xn], entonces V (p)
es un conjunto algebraico irreducible. Existe entonces una correspondencia biyectiva entre ideales
primos y conjuntos algebraicos irreducibles. En esta correspondencia a los ideales maximales le
corresponden los puntos.

Corolario. 31.6.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea F ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio con factorización
F = F e1

1 · · · F
er
r en factores irreducibles, entonces

V (F) = V (F1)∪ · · · ∪ V (Fr)

es la descomposición de V (F) en componentes irreducibles. Además, I V (F) = (F1 · · · Fr). En parti-
cular, existe una correspondencia biyectiva entre polinomios irreducibles F ∈ K[X1, . . . , Xn] e hiper-
superficies irreducibles de An.

Corolario. 31.7.
Sea a un ideal de K[X1, . . . , Xn], tenemos que son equivalentes:

(a) V (a) es un conjunto finito;
(b) K[X1, . . . , Xn]/a es un K–espacio vectorial de dimensión finita.

En este caso el número de puntos de V (a) está acotado por la dimensión dimK(K[X1, . . . , Xn]/a).

DEMOSTRACIÓN. Sean x1, . . . , x r ∈ V (a), tomamos

F1, . . . , Fr ∈ K[X1, . . . , Xn]
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tales que Fi(x j) = δi j, y llamamos Fi+a a la clase de Fi en K[X1, . . . , Xn]/a. Si existe una combinación

∑

ai(Fi + a) = 0,

entonces
∑

ai Fi ∈ a. Para cada índice i tenemos

0= (
∑

ai Fi)(x
i) = ai Fi(x

i) = ai.

Y por tanto {F1 + a, . . . , Fr + a} son linealmente independientes, luego r ≤ dimK(K[X1, . . . , X r]/a).
Recíprocamente, si V (a) = {x1, . . . , x r} es finito, supongamos que x i = (x i

1, . . . , x i
n), y definimos

F j =
r
∏

i=1

(X j − x i
j).

De la definición se deduce que F j ∈ I V (a), entonces existe m ∈ N tal que F m
j ∈ a. Considerando

ahora las clases F m
j +a= 0, se deduce que X mr

j +a es una combinación K–lineal de potencias de X j+a
con exponente menor que mr. En consecuencia, tenemos un sistema de generadores {X e1

1 · · ·X
en
n +a |

ei < mr} y K[X1, . . . , Xn]/a es un K–espacio vectorial de dimensión finita. �
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31.1. Ejercicios

Teorema de los ceros de Hilbert

Ejercicio. 31.8.
Sea a = (F1, . . . , Ft) un ideal del anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn]. Vamos a dar un algoritmo para
determinar cuando un polinomio F ∈ K[X1, . . . , Xn] pertenece al radical de a. Este algoritmo se basa
en el siguiente hecho: Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) F ∈ rad(a).
(b) 1 ∈ (F1, . . . , Ft , 1− Y F) ⊆ K[X1, . . . , Xn, Y ].

Entonces el algoritmo consiste en determinar una base de Groebner del ideal (F1, . . . , Ft , 1− Y F) y
ver si se reduce a {1}.
Ref.: 1126e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.9.
Sea K un cuerpo de característica distinta de 2 y 3 y

a= (X 3 + Y 3 + Z3, X 2 + Y 2 + Z2, (X + Y + Z)3) ⊆ K[X , Y, Z]

un ideal. Demuestra que X , Y, Z ∈ rad(a).
Ref.: 1126e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.10.
Sea K un cuerpo y a= (X 4 + Y 4 + Z4, X + Y + Z) ⊆ K[X , Y, Z].
(1) Si car(K) 6= 2, utiliza bases de Groebner para comprobar que X Y+X Z+Y Z ∈ rad(a) y determina

la mínima potencia de X Y + X Z + Y Z contenida en a.
(2) Sea b = (X 4 + Y 4 + Z4, X + Y + Z , X Y + X Z + Y Z) ⊆ K[X , Y, Z]. Comprueba que la base de

Groebner reducida de b respecto al orden lexicográfico X > Y > Z es {X +Y + Z , Y 2+Y Z+ Z2}.
Deduce que K[X , Y, Z]/b∼= K[Y, Z]/(Y 2 + Y Z + Z2), y que b es un ideal radical si car(K) 6= 3.

(3) Si car(K) 6= 2,3, demuestra que rad(a) = b.
(4) Si car(K) = 3, demuestra que rad(a) = (X − Y, Y − Z).
(5) Si car(K) = 2, demuestra que a= (X + Y + Z) es un ideal primo, y por tanto radical.

Ref.: 1126e_010 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 31.11.
Sea a= (X 2Y +Z3, X +Y 3−Z , 2Y 4Z−Y Z2−Z3) ⊆ K[X , Y, Z]. Utiliza bases de Groebner para probar
que X , Y, Z ∈ rad(a) y concluye que rad(a) = (X , Y, Z). Demuestra que X 9, Y 7, Z9 son las mínimas
potencias de X , Y y Z , respectivamente, que pertenecen en a.
Ref.: 1126e_011 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.12.
Sean V = V (X 3 − X 2Z − Y 2Z), W = V (X 2 + Y 2 − Z2) conjuntos algebraicos de C3. Demuestra que
I (V ) = (X 3 − X 2Z − Y 2Z) y I (W ) = (X 2 + Y 2 − Z2) en C[X , Y, Z].
Ref.: 1126e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.13.
Sea V = V (X 3 + Y 3 + 7Z3) ⊆ C3. Demuestra que I (V ) = (X 3 + Y 3 + 7Z3) ⊆ C[X , Y, Z].

Ref.: 1126e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.14.
Sea p un ideal de K[X1, . . . , Xn] primo y principal, entonces ht(p) = 1, o equivalentemente se tiene
dim(K[X1, . . . , Xn]/p) = n− 1.
Observa que como una hipersuperficie es el conjunto de ceros de un polinomio, entonces cuando
éste es irreducible, la hipersuperficie es de dimensión n− 1.
Ref.: 1126e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.15.
Utiliza el Teorema de los ceros de Hilbert para probar el siguiente resultado: Dados F1, F2, F3 ∈
C[X1, . . . , Xn] polinomios verificando las siguientes condiciones:

(I) F1 es irreducible.
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(II) F2 no es múltiplo de F1.
(III) Para todo elemento x ∈ Cn si F1(x) = 0 y F3(x) 6= 0, entonces F2(x) = 0.

Prueba que entonces F3 es un múltiplo de F1.
Ref.: 1126e_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.16.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, A= K[X1, . . . , Xn] y F, F1, . . . , Ft ∈ A. Prueba que si F(a) =
0 para cada a ∈ Kn tal que Fi(a) = 0 para i = 1, . . . , t, entonces existe m ∈ N y G1, . . . , Gt ∈ A tales
que F m =

∑t
i=1 Gi Fi.

Ref.: 1126e_030 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.17.
Sea K un cuerpo y f : A→ B un homomorfismo entre dos K–álgebras finitamente generadas. Prueba
que para cada ideal maximal n ⊆ B se tiene que nc = f −1(n) ⊆ A es un ideal maximal.
Ref.: 1126e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 31.18.
Determina el radical del ideal a ⊆Q[X , Y ] en cada uno de los siguientes casos:

(1) a= (X 4 + Y 4, X 2 − Y 2, (X − Y )4).
(2) a= (X 4 − Y 4, X 2 − Y 2, (X − Y )4).

Ref.: 1126e_040 SOLUCIÓN
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32. Extensiones trascendentes (repaso)

Sean K y F cuerpos tales que K ⊆ F es un subcuerpo; entonces decimos que F es una extensión de
cuerpos de K . Es claro que F es un K–espacio vectorial. Si dimK(F) <∞, la extensión se llama de
dimensión finita, e infinita en caso contrario.
Dada una extensión F/K , y un elemento α ∈ F , definimos una homomorfismo de anillos fα : K[X ]→
F mediante fα(X ) = α. El núcleo de fα es un ideal primo generado por un polinomio, sea Fα. Si
Fα 6= 0, entonces Fα(α) = 0, y decimos que α es algebraico sobre K; en este caso Im( fα) = K[α]
es un cuerpo y la extensión K[α]/K es de dimensión finita, y si Fα = 0, entonces decimos que α
es trascendente sobre K; en este caso Im( fα) = K[α] es isomorfo a un anillo de polinomios; su
anillo de fracciones se representa por K(α) y la extensión de K(α)/K es de dimensión infinita. Por
extensión, aún en el caso de α algebraico sobre K , la extensión K[α]/K se representa también por
K(α)/K .
Una extensión F/K es algebraica si todo elemento de F es algebraico sobre K , y es trascendente
pura si ningún elemento de F \ K es algebraico sobre K .

Lema. 32.1.
Dada una torre de cuerpos K ⊆ F ⊆ L, se verifica: L/K es una extensión algebraica si, y sólo si, L/F
y F/K son extensiones algebraicas.

Lema. 32.2.
Dada una extensión F/K el conjunto EF

K = {α ∈ F | α es algebraico sobre K} es un cuerpo tal que
K ⊆ EF

K ⊆ F . La extensión EF
K/K es algebraica, y la extensión F/EF

K es trascendente pura.

El cuerpo EF
K se llama la clausura algebraica de K en F .

Lema. 32.3.
Dadas torres de cuerpos K ⊆ F1, F2 ⊆ L, existe un menor subcuerpo F de L tal que K ⊆ F1, F2 ⊆ F ⊆ L.
Llamamos a este cuerpo F la composición de F1 y F2, y lo representamos por F1F2.

Dada una extensión F/K y extensiones K ⊆ K(α), K(β) ⊆ F , la composición se representa sim-
plemente por K(α,β); y ser llama una extensión finitamente generada. Por extensión podemos
considerar extensiones finitamente generadas del tipo K(α1, . . . ,αt)/K .

1126-04.tex
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Observación. 32.4.
A veces utilizamos el término extensión finita indiferentemente para extensiones F/K de dimensión
finita y para extensiones finitamente generadas. Su significado se deduce en cada caso del contexto.

Sea K ⊆ L una extensión finita de cuerpos.
Un conjunto finito {x1, . . . , xn} ⊆ L de elementos de L se llama algebraicamente independiente
sobre K si no existe un polinomio 0 6= F ∈ K[X1, . . . , Xn] tal que F(x1, . . . , xn) = 0.
Una familia {x i | i ∈ A} se llama algebraicamente independiente si lo es cada subfamilia finita.
Un elemento x ∈ L se llama trascendente sobre K si {x} es una familia algebraicamente indepen-
diente.

Lema. 32.5.
Sea K ⊆ L una extensión de cuerpos y x1, . . . , xn ∈ L elementos distintos. Son equivalentes:

(a) {x1, . . . , xn} es algebraicamente independiente sobre K;
(b) Para cada 1 < s < n la familia {x1, . . . , xs} es algebraicamente independiente sobre K y
{xs+1, . . . , xn} es algebraicamente independiente sobre K(x1, . . . , xs).

Sea K ⊆ L una extensión de cuerpos. Una familia {x1, . . . , xn} ⊆ L se llama una base de trascen-
dencia de L sobre K si verifica:

(I) {x1, . . . , xn} es algebraicamente independiente sobre K;

(II) L es algebraico sobre K(x1, . . . , xn).

Lema. 32.6.
Dada una extensión de cuerpos K ⊆ L, un conjunto X ⊆ L es una base de trascendencia si es un
conjunto algebraicamente independiente maximal.

Lema. 32.7.
Sea K ⊆ L una extensión de cuerpos y x1, . . . , xn ∈ L tales que K(x1, . . . , xn) ⊆ L es algebraica. Se
verifica:

(1) Todo subconjunto de {x1, . . . , xn} algebraicamente independiente sobre K , maximal para la in-
clusión, es una base de trascendencia de L sobre K;

(2) Si {x1, . . . , xs}, s ≤ n es algebraicamente independiente sobre K , entonces existe una base de
trascendencia de L sobre K que contiene a {x1, . . . , xs} y contenida en {x1, . . . , xn}.
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Como consecuencia las bases de trascendencia son subconjuntos algebraicamente independientes
maximales respecto a la inclusión, y cada extensión de cuerpos K ⊆ L tiene una base de trascenden-
cia.

Teorema. 32.8.
Dada una extensión de cuerpos K ⊆ L se verifica:

(1) Todo subconjunto X ⊆ L tal que al extensión L/K(X ) es algebraica contiene una base de tras-
cendencia de la extensión L(K).

(2) Dado un conjunto algebraicamente independiente {x1, . . . , xn} y un conjunto {a1, . . . , am} ⊆ L
tal que la extensión L/K(a1, . . . , am) es algebraica, existe una ordenación de {a1, . . . , am} tal que
para cada índice i = 1, . . . , n la extensión L/K(x1, . . . , x i, ai+1, . . . , am) es algebraica.

(3) El número de elementos de una base de trascendencia es un invariante.

Este invariante se llama grado de trascendencia de la extensión y lo vamos a representar por
grtr(L/K). Una extensión es algebraica si, y sólo si, su grado de trascendencia es igual a cero.

Corolario. 32.9.
Si K es un cuerpo, el grado de trascendencia del cuerpo K(X1, . . . , Xn), el cuerpo de fracciones del
anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn], es igual a n.

Teorema. 32.10.
Sea K un cuerpo. Dado un elemento trascendente X sobre K y polinomios F, G ∈ K[X ] no nulos,
primos relativos y no siendo los dos constantes, entonces

(1) F/G es trascendente sobre K
(2) [K(X ) : K(F/G)] =max{gr(F), gr(G)}.
(3) Para cualquier cuerpo intermedio K $ L ⊆ K(X ), la extensión K(X )/L es algebraica.
(4) Toda K–álgebra K $ A⊆ K[X ] es de dimensión de Krull igual a uno.

DEMOSTRACIÓN. (1). Consideramos el polinomio H(Y ) = G(Y ) F(X )
G(X ) − F(Y ) ∈ K(F/G)[Y ], que se

anula para Y = X , y por lo tanto X es algebraico sobre K(F/G), y F/G es trascendente sobre K , pues
grtr(K(X )/K) = 1.
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(2). El grado de H es el máximo de {gr(F), gr(G)}, y H es irreducible en K(F/G)[Y ], ya que si H =
H1H2 es una factorización, existen polinomios primitivos K1, K2 ∈ K[F/G][Y ], y un polinomio K0 ∈
K[F/G] tales que H = K0(F/G)K1(F/G, Y )K2(F/G, Y ). Pero como H tiene grado uno en F/G, en-
tonces K1 ó K2 pertenece a K[Y ]; supongamos que es K2. Se tiene K0(F/G)K1(F/G, Y )K2(F/G, Y ) =
G(Y ) F(X )

G(X ) − F(Y ); si hacemos F/G = 0, tenemos K2 | F ; si hacemos F/G = 1, tenemos K2 |G, y por
tanto K2 es constante, y H es irreducible.
(3). Es claro, estudiando, por ejemplo, los grados de trascendencia.
(4). Es claro que Kdim(A)≥ 1; si en A tenemos dos elementos algebraicamente independientes sobre
K , como éstos pertenecen a K[X ], resulta que Kdim(K[X ])≥ 2, lo que es imposible. �

Teorema. 32.11. (Teorema de Lüroth.)
Dado un elemento trascendente x sobre K , para todo cuerpo intermedio L tal que K ⊆ L ⊆ K(x)
existe y ∈ K(x) tal que L = K(y). En particular toda extensión intermedia K ⊆ L ⊆ K(x) es una
extensión trascendente pura.

DEMOSTRACIÓN. Dado z = F(x)/G(x) ∈ L \ K , con F, G ∈ K[X ] coprimos, tenemos

m= [K(x) : L]≤ [K(x) : K(F/G)] =max{gr(F), gr(G)}=: dz.

Se trata de encontrar z tal que m= dz.
Sea F = Irr(x , L) = Y m+ am−1

bm−1
Y m−1+ · · ·+ a1

b1
Y + a0

b0
, con ai

bi
∈ L ⊆ K(x), ai(X ), bi(X ) ∈ K[X ] coprimos.

Como x no es algebraico sobre K , algún ai
bi
/∈ K . Definimos z = ai

bi
y d = dz; se tiene m≤ d.

Definimos G = ai(Y ) −
ai(x)
bi(x)

bi(Y ) ∈ L[Y ], que verifica G(x) = 0, luego Irr(x , L) |G, y existe H ∈
L[Y ] tal que G = H Irr(x , L) = HF ; esto es, ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y ) = bi(x)HF . Multiplicando por
b0(x) · · · bm−1(x) se tiene

b0(x) · · · bm−1(x)(ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y )) = bi(x)H(b0(x) · · · bm−1(x))F.

Desarrollamos

G1 := (b0(x) · · · bm−1(x))F =

b0(x) · · · bm−1(x)Y
m +

m−1
∑

j=0

b0(x) · · · bk−1(x)ak(x)bk+1(x) · · · bm−1(x)Y
m−1 ∈ K[x][Y ]

Si G0(x) es el contenido de G1 en K[x], tenemos una factorización G1[x , Y ] = G0(x)G2(x , Y ), y
ningún polinomio no contante de K[x] divide a G2(x , Y ). Como G0(x) divide a b0(x) · · · bm−1(x) y
también divide a b0(x) · · · bi−1(x)ai(x)bi+1(x) · · · bm−1(x), divide a su mcd, y por tanto divide tam-
bién a b0(x) · · · bi−1(x)bi+1(x) · · · bm−1(x). En consecuencia bi(x) divide al coeficiente de Ym en G2,
y ai(x) divide al coeficiente de Y i. Entonces grx(G2(x , Y ))≥max{gr(ai(x)), gr(bi(x))}= d.
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Como H ∈ L[Y ], podemos escribir H = H1(x ,Y )
H0(x)

, y podemos escribir

H0(x)b0(x) · · · bm−1(x)(ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y )) = bi(x)H1(x , Y )G0(x)G2(x , Y ).

Por ser G2(x , Y ) primitivo en K[x], tenemos H0(x)b0(x) · · · bm−1(x) | bi(x)H1(x , Y )G0(x), y existe
H2 ∈ K[x , Y ] tal que bi(x)H1(x , Y )G0(x) = H2(x , Y )H0(x)b0(x) · · · bm−1(x), y se tiene

ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y ) = H2(x , Y )G2(x , Y ).

El grado en x de ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y ) es menor o igual que d. El grado en x de G2(x , Y ), como
hemos visto, mayor o igual que d. Esto significa que el grado en x de H2(x , Y ) es cero, y tenemos
H2(x , Y ) = H2(Y ) ∈ K[Y ].
Escribimos en ai(Y )bi(x) − ai(x)bi(Y ) = H2(Y )G2(x , Y ); el miembro de la izquierda es antisimé-
trico en x e Y , y el de la derecha no es divisible por ningún polinomio no constante en x , luego
H2(Y )G2(x , Y ) no tiene factores no constantes en Y ; en particular H2(Y ) = H2 ∈ K . En la expresión
ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y ) = H2G2(x , Y ) el miembro de la izquierda tiene grados iguales en x e Y , por
lo tanto se tiene

grY (G2(x , Y )) =
§

grY (G0(x)G2(x , Y )) = grY (G1(x , Y )) = grY (Irr(x , L)) = m.
grx(G2(x , Y )) = grx(ai(Y )bi(x)− ai(x)bi(Y ))≥ d ≥ m.

Como consecuencia m= d y L = K(z). �

Teorema. 32.12. (Teorema de Castelnuovo.)
Dado K algebraicamente cerrado, K ⊆ K(x1, x2) una extensión trascendente pura de grado de tras-
cendencia dos, para cada cuerpo intermedio K ⊆ L ⊆ K(x1, x2) tal que K(x1, x2)/L es separable
finita, la extensión L/K es trascendente.

Teorema. 32.13.
Dada una torre de cuerpos K ⊆ L ⊆ F se verifica:

grtr(F/K) = grtr(F/L) + grtr(L/K).
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32.1. Ejercicios

Elementos trascendentes

Ejercicio. 32.14.
Sea K un cuerpo, A una K–álgebra finitamente generada que es un dominio, y p0 $ · · · $ pt una
cadena de ideales primos. Prueba los siguientes enunciados:

(1) Si F es el cuerpo de fracciones de A y d = grtr(F/K), entonces t ≤ d.
(2) En la situación anterior se tiene t = d si, y sólo si, la cadena de ideales primos no se puede

ampliar.

Ref.: 1126e_036 SOLUCIÓN

Ejercicio. 32.15.
Sea f : A −→ B un homomorfismo de anillos tal que Ker( f ) es un ideal primo de A y la extensión
Im( f ) ⊆ B es entera. Prueba la verdad o falsedad, según el caso, de las siguientes afirmaciones:

(1) B es un dominio de integridad.
(2) Si Ker( f ) es un ideal maximal, entonces B es un cuerpo.
(3) Si B es un cuerpo, entonces Im( f ) es un cuerpo.
(4) f es necesariamente inyectivo.
(5) f es necesariamente sobreyectivo.
(6) Si A es un cuerpo, entonces B es un cuerpo.
(7) Si B es un cuerpo, entonces A es un cuerpo.
(8) Si A tiene dimensión n, entonces B tiene dimensión ≤ n.
(9) Si A tiene dimensión n, entonces B tiene dimensión n.

(10) Para cada elemento b ∈ B existen a0, . . . , an−1 ∈ A tales que a0 + a1 b+ · · ·+ an−1 bn−1 + bn = 0.

Ref.: 1126e_021 SOLUCIÓN
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Introducción

Una de las técnicas más útiles en Álgebra Conmutativa es la de localización. Desde un punto de vista
algebraico ésta permite, de forma dual al anillo cociente, estudiar los ideales (primos) contenidos
en uno dado y, desde el punto de vista geométrico, permite estudiar conjuntos algebraicos en las
proximidades de algunos de sus puntos o, más en general, en las proximidades de subconjuntos
algebraicos irreducibles.
Se inicia el capítulo con una introducción a los anillos de fracciones, su construcción y sus propieda-
des elementales. En la segunda sección se aplican estos resultados al estudio de los ideales primos de
anillos de polinomios, estableciendo en este caso tests de primalidad de ideales. Se cierra el capítulo
con la construcciones de los módulos de fracciones y el estudio de las propiedades categóricas que
se deducen de estas construcciones.
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33. Localización

Sea A un anillo y Σ ⊆ A un subconjunto cerrado para la multiplicación y conteniendo al elemento
uno, i.e., multiplicativamente cerrado. Suponemos además que 0 /∈ Σ. Se considera el producto
cartesiano A×Σ, y en él se define una relación de equivalencia

(a1, s1)≡ (a2, s2) si, y sólo si, existe t ∈ Σ tal que (a1s2 − a2s1)t = 0. (VII.1)

Lema. 33.1.
Sea A un anillo y Σ un subconjunto multiplicativo, entonces (A×Σ)/ ≡, con operaciones definidas
por:

(a1, s1) + (a2, s2) = (a1s2 + a2s1, s1s2),
(a1, s1)(a2, s2) = (a1a2, s1s2)

y elemento uno igual a (1,1), es un anillo conmutativo y la aplicación λΣ,A : A→ (A×Σ)/≡, definida
por λΣ,A(a) = (a, 1) es un homomorfismo de anillos.

Para simplificar la notación representamos a (A× Σ)/ ≡ simplemente por Σ−1A y lo llamamos el
anillo de fracciones de A respecto a Σ. El elemento (a, s) se representa por a

s . La aplicación λΣ,A se
representa, abreviadamente, por λ.

DEMOSTRACIÓN. La operación suma está bien definida. Sea a
b =

a′

b′ , por lo tanto existe s ∈ Σ tal que
s(ab′ − a′b) = 0, para cada c

d ∈ Σ
−1A se tiene:

�a
b
+

c
d

�

−
�

a′

b′
+

c
d

�

=
ad + bc

bd
−

a′d + b′c
b′d

=
(ad + bc)b′d − (a′d + b′c)bd

bb′d2
.

Para ver que el resultado es igual a cero escribimos:

s[(ad + bc)b′d − (a′d + b′c)bd] = s[ab′d2 + bb′cd − a′bd2 − bb′cd] = s(ab′ − a′b)d2 = 0.

Por otro lado se tiene
�a

b
×

c
d

�

−
�

a′

b′
×

c
d

�

=
ac
bd
−

a′c
b′d
=

acb′d − a′cbd
bb′d2

.

Para ver que el resultado es igual a cero escribimos:

s[acb′d − a′cbd] = s(ab′ − a′b)cd = 0.

Las propiedades aritméticas de la suma y el producto son directas y se dejan como ejercicio para el
lector. �

1127-01.tex

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



338 CAP. VII. ESPECTRO PRIMO Y LOCALIZACIÓN

Observaciones. 33.2.
(1) Si 0 ∈ Σ, entonces el anillo Σ−1A es el anillo trivial, esto es, todos los elementos son iguales a

cero. Por lo tanto vamos a suponer, como señalamos al principio y si no se especifica lo contrario,
que Σ no contiene al elemento cero.

(2) El sentido de incluir t en la definición de la relación de equivalencia en (VII.1) es para asegurar
que una fracción a/s es la fracción cero si, y solo si, existe t ∈ Σ tal que at = 0, y es necesaria
ya que el anillo A no tiene que ser necesariamente un dominio de integridad. Observa que si no
incluimos t es la definición de la relación de equivalencia y 0 6= a ∈ A verifica as′ = 0 para algún
s′ ∈ Σ, entonces

a
1
=

as′

s′
=

0
s′
=

0
1

,

lo que sería una contradicción, ya que entonces debería ocurrir que a = 0.

Lema. 33.3.
Sea A un anillo y Σ un subconjunto multiplicativo. Se verifica

Ker(λΣ,A) = {a ∈ A | ∃s ∈ Σ tal que as = 0}.

En particular son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) λΣ,A : A→ Σ−1A es inyectivo.
(b) Σ no contiene divisores de cero.

DEMOSTRACIÓN. La descripción del núcleo es consecuencia directa de la definición de la relación
de equivalencia. Para la equivalencia tenemos:
(a)⇒ (b). Supongamos que λ es inyectivo y que s ∈ Σ es un divisor de cero, entonces existe 0 6= x ∈ A
tal que sx = 0, y por tanto λ(x) = 0, lo que es una contradicción.
(b)⇒ (a). Si λ(x) = 0, entonces x/1 = 0/1, y existe s ∈ Σ tal que sx = 0. Por tanto s es un divisor
de cero, lo que es una contradicción. �

Teorema. 33.4. (Propiedad universal del anillo de fracciones.)
Dado un anillo conmutativo A y un subconjunto multiplicativoΣ, para cada homomorfismo de anillos
conmutativos f : A→ B tal que para cada s ∈ Σ se verifica que f (s) ∈ B es invertible, existe un único
homomorfismo de anillos f ′ : Σ−1A→ B tal que f = f ′ ◦λΣ,A.

A
λΣ,A //

f ��======= Σ−1A

f ′||z
z

z
z

B
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DEMOSTRACIÓN. En caso de existir f ′ estaría definida f ′(a/s) = f (a) f (s)−1, de aquí se deduce la
unicidad. Se deja al lector comprobar que así definida f ′ verifica las condiciones del enunciado.

�

Corolario. 33.5.
Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y f : A −→ B un homomorfismo de
anillos verificando:

(1) Para cada s ∈ Σ se tiene que f (s) es una unidad en B;
(2) Si f (a) = 0, entonces existe s ∈ Σ tal que sa = 0;
(3) Para cada b ∈ B existen a ∈ A y s ∈ Σ tales que b = f (a) f (s)−1.

Entonces existe un único isomorfismo f ′ : Σ−1A→ B tal que f = λΣ,A ◦ f ′.

A
λΣ,A //

f ��======= Σ−1A

f ′||z
z

z
z

B

DEMOSTRACIÓN. Basta comprobar que al verificar las condiciones del enunciado el homomorfismo
f ′ del Teorema (33.4.) es un isomorfismo. Es inyectiva, ya que si f ′(a/s) = 0, entonces f (a) = 0 y
existe t ∈ Σ tal que at = 0, luego a/s = 0/1. Es sobreyectiva, ya que para cada b ∈ B existen a ∈ A
y s ∈ Σ tales que b = f (a) f (s)−1 = f ′(a/s). �

Las tres propiedades anteriores caracterizan al anillo de fracciones de A respecto a Σ.

Ejemplo. 33.6.
Sea A un anillo y Σ un conjunto de unidades de A, entonces Σ−1A∼= A.

Ejemplo. 33.7.
Sea A un anillo conmutativo y p un ideal primo de A, entonces A\p es un subconjunto multiplicativo.
El anillo de fracciones Σ−1A se representa por Ap.

Lema. 33.8.
Con la notación anterior se tiene que Ap es un anillo local con ideal maximal

pAp = {a/s ∈ Ap | a ∈ p, s ∈ A\ p}.
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DEMOSTRACIÓN. Es claro que pAp = pe = {a/s ∈ Ap | a ∈ p, s ∈ A\ p} es un ideal de Ap. Además, si
b/1 /∈ pAp, entonces b /∈ p, luego b ∈ A\ p y b/1 es invertible. �

Ejemplo. 33.9.
Sea A un anillo conmutativo y Σ0 = Σ0(A) = Reg(A), el conjunto de los elementos regulares de A. El
anillo de fracciones Σ−1

0 A se llama el anillo total de fracciones de A.

Cuando A es un dominio de integridad, entonces Σ0 = A\ {0} y el anillo de fracciones es un cuerpo,
lo llamamos el cuerpo de fracciones de A.

Como consecuencia del Lema (33.3.), para cada subconjunto multiplicativo Σ si λΣ,A : A −→ Σ−1A
es inyectivo, entonces Σ ⊆ Σ0, y es claro que el anillo total de fracciones de A es el mayor anillo de
fracciones de A en el que A está incluido como un subanillo.

Ejemplo. 33.10.
Dado un anillo conmutativo A y un elemento a ∈ A, el conjunto Σ = {an | n ∈ N} es multiplicativo.
El anillo de fracciones Σ−1A se representa por Aa, y está formado por todas las fracciones que tienen
como denominador una potencia de a. Observar que si a es nilpotente, entonces 0 ∈ Σ y el anillo de
fracciones Aa se reduce a 0.

Ideales primos

Lema. 33.11. (Teorema de Krull.)
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo (que no contiene a cero), se verifica:

(1) Cada ideal a, maximal entre los ideales que verifican a∩Σ=∅, es un ideal primo.
(2) Para cada ideal a tal que a∩Σ = ∅, existe un ideal p verificando p ⊇ a y maximal entre los que

no cortan a Σ. En particular p es un ideal primo.
(3) Tomando a = 0 resulta que existe un ideal primo p que es maximal entre los ideales que no

cortan a Σ.

DEMOSTRACIÓN. Dado Σ definimos Γ = {b | p∩Σ=∅}.
(1). Es fácil ver que cada elemento maximal de Γ es un ideal primo.

(2). Definimos Λ = {p | b ⊇ a, y b ∩Σ = ∅}, ya que a ∈ Λ podemos aplicar el lema de Zorn para
obtener el resultado.

(3). Ya que 0 ∈ Γ , éste es no vacío. Además es inductivo. Aplicando el Lema de Zorn existen en Γ
elementos maximales. �
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Corolario. 33.12.
Sea A un anillo conmutativo, entonces A tiene ideales maximales y cada ideal propio está contenido
en un ideal maximal.

A continuación, suponiendo probado el anterior Corolario, ver por ejemplo el Lema (4.9.), se puede
hacer la siguiente demostración del Lema de Krull.

DEMOSTRACIÓN. [Otra demostración del Lema de Krull.] Se considera el homomorfismo λ : A −→
Σ−1A. En Σ−1A tomamos un ideal maximal m. Finalmente tomamos p := λ−1(m), que es un ideal
primo de A que es maximal entre los que verifican p∩Σ=∅. �

Subconjuntos saturados

Sea A un anillo conmutativo, un subconjunto multiplicativo se llama saturado si verifica:

ab ∈ Σ implica a ∈ Σ y b ∈ Σ para cualesquiera a, b ∈ A

el ejemplo típico de subconjunto multiplicativo saturado es el complemento de un ideal primo. Es
claro que la intersección de subconjuntos multiplicativos saturados también lo es, luego para cada
subconjunto multiplicativo podemos considerar su clausura saturada, esto es, la intersección de los
subconjuntos multiplicativos saturados que lo contienen; lo representamos por Σ. La descripción de
la clausura saturada de Σ es:

Σ= {a ∈ A | existe b ∈ A con ab ∈ Σ}.

En efecto, es claro que Σ, así definido, es un subconjunto multiplicativo saturado que contiene a Σ.
Para ver que es saturado, sean a1a2 ∈ Σ, existe b ∈ A tal que (a1a2)b ∈ Σ, de la igualdad (a1a2)b =
a1(a2 b) = a2(a1 b) se tiene que a1, a2 ∈ Σ.

En este caso se tiene un isomorfismo Σ−1A∼= Σ
−1

A. Ver Ejercicio (33.59.).
Otra descripción de Σ se obtiene como consecuencia del Teorema de Krull.

Lema. 33.13.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo, entonces

Σ= ∩{A\ p | p ∈ Spec(A), p∩Σ=∅}

DEMOSTRACIÓN. Dado Σ definimos

Σs = ∩{A\ p | p ∈ Spec(A), p∩Σ=∅}.
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Es claro que Σ ⊆ Σs y que Σs es saturado ya que es intersección de subconjuntos saturados. Como
consecuencia Σ ⊆ Σs. Sea ahora x ∈ Σs \ Σ, entonces para cada ideal primo p tal que p ∩ Σ = ∅
se tiene x /∈ p. Por otro lado x /∈ Σ, y como Σ es saturado, para cada a ∈ A se tiene ax /∈ Σ, esto
es, Ax ∩ Σ = ∅. Existe un ideal q maximal entre los que contienen a Ax y no cortan a Σ. Es claro
que q es un ideal primo que no corta a Σ y que por tanto no puede contener a x , llegando así a una
contradicción. �

Ver Ejercicio (33.58.)
Observa que se tiene Σ = A \ (∪{p | p ∩ Σ = ∅}). Por lo tanto todo subconjunto multiplicativo
saturado es un complemento de una unión de ideales primos.

Ejemplo. 33.14.
Sea A un anillo conmutativo, comoU (A), el conjunto de las unidades de A, es un conjunto multipli-
cativo saturado, entonces A\U (A) es una unión de ideales primos, en concreto de todos los ideales
maximales de A.
Ejemplo. 33.15.
Sea A un anillo conmutativo y Reg(A) = Σ0, el conjunto de los elementos regulares, entonces
A \ Reg(A) es el conjunto de los divisores de cero. Como Reg(A) es un subconjunto multiplicativo
saturado, tenemos que el conjunto de los divisores de cero es una unión de ideales primos.
A los ideales maximales, entre los que están contenidos en el conjunto de los divisores de cero, los
llamamos ideales maximales de divisores de cero de A.

Veamos otra aplicación. Sea M un A–módulo, llamamos Div(M) = {a ∈ A | existe 0 6= m ∈
M tal que am= 0} y Reg(M) = A\Div(M).

Lema. 33.16.
Con la notación anterior tenemos que Reg(M) es un subconjunto multiplicativo saturado y por tanto
Div(M) es una unión de ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que Reg(M) es un subconjunto multiplicativo saturado. �

Los ideales primos contenidos en Div(M) se llaman ideales primos de M y los maximales se llaman
ideales primos maximales de M .

Proposición. 33.17.
Sea A un anillo conmutativo y Σ, Γ subconjuntos multiplicativos tales que Σ ⊆ Γ ,

A
λΣ,A //

λΓ ,A !!CCCCCCCC Σ−1A

f{{w w
w

w
w

Γ−1A
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entonces existe un único homomorfismo de anillos f tal que λΓ ,A = f ◦λΣ,A, ver el siguiente diagrama
para las notaciones. Además son equivalentes las siguientes propiedades:

(a) f es un isomorfismo.
(b) Un ideal primo p de A no corta a Σ si, y solo si, no corta a Γ .
(c) Las saturaciones de Σ y Γ son iguales.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Si p∩ Γ 6=∅, existe s ∈ p∩ Γ , como λΣ,A(s) = f −1 ◦λΓ ,A(s) es invertible
en Σ−1A, entonces s ∈ Σ y tenemos p∩Σ 6=∅.
(b)⇒ (c). Es evidente de la caracterización de la saturación de Σ como intersección de los ideales
primos que no cortan a Σ.
(c)⇒ (a). Como existe un isomorfismoΣ−1A∼= Σ−1A, ver Ejercicio (33.59.), el resultado es evidente.

�

Extensión y contracción de ideales. Anillos locales

Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y λΣ,A : A−→ Σ−1A el homomorfismo
canónico. Para cada ideal a de A se tiene

ae = λ(a)Σ−1A= aΣ−1A= {a/s ∈ Σ−1A | a ∈ a, s ∈ Σ}= Σ−1a.

Si b es un ideal de Σ−1A, entonces

λ−1(b) = {a ∈ A | a/1 ∈ b}= bc.

En general se verifica b = bce y a $ aec. Para analizar la última inclusión llamamos a aec la Σ–
saturación de a, y la representamos por SatΣ(a). Es claro que

aec = {a ∈ A | existe s ∈ Σ tal que sa ∈ a}.

Observa que 0ec = Ker(λΣ,A = {a ∈ A | existe s ∈ Σ tal que sa = 0}.

Ejemplo. 33.18.
Se considera el anilloZ y el subconjunto multiplicativoΣ= Z\{0}. Si a= 2Z, entonces ae = 2ZQ=Q
y es claro que a $ aec = Z.

Proposición. 33.19.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo, existe una biyección que conserva
el orden entre los ideales de Σ−1A y los ideales Σ–saturados de A. Además para cada ideal a de A se
verifica aec = A si, y sólo si, a∩Σ 6=∅.
En particular existe una correspondencia biyectiva entre los ideales primos de Σ−1A y los ideales
primos de A que no cortan a Σ.
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DEMOSTRACIÓN. Es clara la biyección entre los ideales de Σ−1A y los ideales Σ–saturados de A, así
como el que ae = Σ−1S si y sólo si a∩Σ 6=∅. Por otro lado, si p es un ideal primo de A que no corta
a Σ, entonces p es Σ–saturado, lo que prueba la biyección señalada. Vamos a ver que si p es primo
y p ∩Σ = ∅, entonces p = pec. Si x ∈ pec, existe s ∈ Σ tal que xs ∈ p, y como p es primo y s /∈ p, se
tiene x ∈ p. �

Proposición. 33.20.
Sea A un anillo conmutativo yΣ un subconjunto multiplicativo, entoncesΣ−1 es una función creciente
en el conjunto de los ideales que conmuta con las siguientes operaciones de ideales:

(1) Sumas.
(2) Productos.
(3) Intersecciones finitas.
(4) Radicales.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que si a ⊆ b, entonces Σ−1a ⊆ Σ−1b.
Se tiene

∑

λ∈ΛΣ
−1a ⊆ Σ(

∑

λ∈Λ aλ), y si a/1 ∈ Σ(
∑

λ∈Λ aλ), existe s ∈ Σ tal que as ∈
∑

λ∈Λ aλ; si
as =

∑

λ aλ ∈
∑

λ∈Λ aλ, de soporte finito, entonces a/1 = as/s =
∑

λ aλ/s ∈
∑

λ∈ΛΣ
−1aλ, y tenemos

la igualdad.
Basta probar que Σ−1(ab) = (Σ−1a)(Σ−1b).
Como Σ−1(a∩b) ⊆ Σ−1a,Σ−1b, se tiene Σ−1(a∩b) ⊆ Σ−1a∩Σ−1b. Por otro lado, si a/1 ∈ Σ−1a∩Σ−1b,
existe s ∈ Σ tal que as ∈ a,b, luego a/1= as/s ∈ Σ−1(a∩ b).
Si a/1 ∈ rad(Σ−1a), existe n ∈ N tal que an/1 ∈ Σ−1a, y existe s ∈ Σ tal que ans ∈ a, luego ansn ∈ a

y as ∈ rad(a), por lo tanto a/1 = as/s ∈ Σ−1a. Por otro lado, si a/1 ∈ Σ−1a existe s ∈ Σ tal que
as ∈ rad(a) y existe n ∈ N al que ansn ∈ a, entonces an/1= ansn/sn ∈ Σ−1a, y a/1 ∈ rad(Σ−1a).

�

Para intersecciones arbitrarias el resultado no es cierto, como prueba el siguiente ejemplo.

Ejemplo. 33.21.
Considera el anillo A= Z, y para cada n ∈ N∗ el ideal an = nZ. Tomamos Σ= Z \ {0}. Se verifica:

Σ−1 (∩nan) = Σ
−10= 0.

Por otro lado
∩n

�

Σ−1an

�

= ∩nQ=Q.

Aunque Σ−1 no conmuta con intersecciones infinitas, como consecuencia de la conmutación de Σ−1

y el radical de ideales se tiene el siguiente resultado:
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Corolario. 33.22.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo, se verifica: Nil(Σ−1A) = Σ−1 Nil(A).

DEMOSTRACIÓN. Es claro que

Σ−1 Nil(A) = Σ−1(∩{p | p primo en A}) ⊆ ∩{Σ−1p | p primo en A}= Nil(Σ−1A).

Por otro lado, si a
s ∈ Nil(Σ−1A), existe n ∈ N tal que

�

a
s

�n
= 0, y por tanto existe t ∈ Σ tal que tan = 0.

Entonces (ta)n = 0 y ta ∈ Nil(A). En consecuencia a
s =

ta
ts ∈ Σ

−1 Nil(A). �

Si p es un ideal primo de un anillo A, el localizado Ap tiene un único ideal maximal, ver Proposi-
ción (33.19.). Por lo tanto es un anillo local, y existe una biyección entre los ideales primos de Ap

y los ideales primos de A contenidos en p. Como consecuencia, si p es un ideal primo minimal (no
contiene a ningún otro ideal primo) de A, entonces Ap es un anillo con un único ideal primo.

La siguiente es una descripción del anillo de fracciones, en el caso particular de un dominio, en el
sentido señalado en el Ejemplo (33.9.).

Proposición. 33.23.
Sea D un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K , entonces

(1) cada anillo de fracciones de Σ−1D de D es un subanillo de K y
(2) se verifica: D = ∩{Dm | m ∈Max(D)}.

DEMOSTRACIÓN. Dado un subconjunto multiplicativo Σ ⊆ D se tiene Σ ⊆ D \ {0}, luego D ⊆ Σ−1A⊆
K .

Se tiene entonces D ⊆ ∩mDm. Por otro lado, se x ∈ ∩mDm, entonces para cada x ∈ ∩mAm existen
ax ∈ A y sx ∈ A\m tales que x = ax/sx . Como consecuencia xsx = ax ∈ A. Entonces el ideal
A : x = {a ∈ A | xa ∈ A} no está contenido en ningún ideal maximal m, y por lo tanto A : x = A, esto
es, x ∈ A. �

Ver Ejercicio (35.24.)

Observación. 33.24.
Ya que para cada ideal primo p de un anillo A existe un ideal maximal m tal que p ⊆ m, entonces
existe un homomorfismo Am → Ap. Si A un dominio, éste es inyectivo y podemos, en la anterior
intersección, sustituir el conjunto de los ideales maximales por el conjunto de los ideales primos.
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Anillos noetherianos

Lema. 33.25.
Sea A un anillo noetheriano y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, entonces Σ−1A es un anillo
noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de la Proposition (33.20.). �

Ver Ejercicio (33.70.)

Lema. 33.26.
Si A es un anillo, a ⊆ A un ideal y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, se verifica:

(1) Si a= (a1, . . . , at), entonces Σ−1a := aΣ−1A= ( a1
1 , . . . , at

1 ).
(2) Si a es principal, entonces aΣ−1A es principal.

DEMOSTRACIÓN. �

Ver Ejercicio (33.70.)

Ideales primarios

Ya conocemos que los ideales primos son ideales saturados. Vamos a introducir un nuevo tipo de
ideales saturados: los ideales primarios.
Sea A un anillo conmutativo. Un ideal a se llama primario si verifica:

ab ∈ a y a /∈ a, entonces existe n ∈ N tal que bn ∈ a.

Como consecuencia de la definición, si a es un ideal primario, entonces rad(a) es un ideal primo, sea
p, entonces a se llama p–primario.

Proposición. 33.27.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo, se verifica:

(1) Si p ∈ Spec(A), p∩Σ=∅ y a un ideal p–primario, entonces a es Σ–saturado (también podemos
quedarnos con la condición a∩Σ=∅);

(2) Si p ∈ Spec(A), p∩Σ 6=∅ y a un ideal p–primario, entonces Σ−1a= Σ−1A;
(3) Existe una correspondencia biyectiva entre ideales primarios de Σ−1A e ideales primarios de A

que no cortan a Σ.
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DEMOSTRACIÓN. (1). Como p ∩Σ = ∅, resulta que Σ ⊆ A\ p, y por tanto basta comprobar que si
as ∈ a, con s /∈ p, entonces a ∈ a. En efecto, si a /∈ a, existe n ∈ N tal que sn ∈ a ⊆ p, lo que es una
contradicción.
(2). En este caso basta comprobar que a∩Σ 6= ∅. Si p∩Σ 6= ∅, para cada s ∈ p∩Σ existe n ∈ N tal
que sn ∈ a, luego sn ∈ a∩Σ.
(3). Dado a un ideal primario que no corta a Σ basta ver que Σ−1a es un ideal primario en Σ−1A.
Sean (a/1)(b/1) ∈ Σ−1a, entonces ab/1 ∈ Σ−1a y tenemos ab ∈ a por ser a un ideal Σ–saturado.
Entonces a ∈ a o existe n ∈ N tal que bn ∈ a. Por tanto tenemos a/1 ∈ Σ−1a o existe n ∈ N tal que
(b/1)n ∈ Σ−1a. Recíprocamente, si q ⊆ Σ−1A es primario y ab ∈ qc, se tiene (ab)/1 ∈ q, luego a/1 ∈ q

o existe n ∈ N tal que (b/1)n ∈ q. Entonces se tiene a ∈ qc o existe n ∈ N tal que bn ∈ qc. �
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33.1. Ejercicios

Localización

Ejercicio. 33.28. (AM, Cap 3, Ej 7)
Dado un anillo A, llamamos Σ0 al conjunto de todos los no divisores de cero de A (los elementos
regulares de A). Demuestra que Σ0 es un conjunto multiplicativo saturado. El anillo de fracciones
Σ−1

0 A se llama el anillo total de fracciones de A. Demuestra que:

(1) Σ0 es el mayor subconjunto multiplicativo saturado Σ de A tal que λA : A−→ Σ−1A es un homo-
morfismo inyectivo.

(2) Cada elemento de Σ−1
0 A es un divisor de cero o un elemento invertible.

Ref.: 1127e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.29.
¿Por qué al definir la relación de equivalencia (a, b)∼ (c, d) en A×Σ tenemos que usar la definición:
“existe t ∈ Σ tal que t(ad − bc) = 0"?
Prueba, dando un ejemplo, que en general sin la mención a t ∈ Σ no tendríamos una relación de
equivalencia.
Ref.: 1127e_047 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.30.
Dado un anillo A y un elemento a ∈ A. Se verifica:

(1) Aa
∼= A[X ]
(aX−1) .

(2) Son equivalentes:
(a) a es nilpotente.
(b) Aa = 0.

Ref.: 1127e_002 SOLUCIÓN
Nota.Observa que si K es un cuerpo y consideramos el anillo K[X ], el cuerpo de fracciones es K(X ),
que es el anillo de fracciones de K[X ] con respecto al subconjunto multiplicativo Σ = K[X ] \ {0}.
Por otro lado, K[X ]X es el anillo de fracciones de K[X ] con respecto al subconjunto multiplicativo
{X n | n ∈ N}. Éste último se representa también como K[X , X−1].
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Ejercicio. 33.31.
Prueba que A no tiene elementos nilpotentes no nulos si para todo ideal primo p el anillo Ap no tiene
elementos nilpotentes no nulos.
Ref.: 1127e_030 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.32.
Se considera el anillo K[X ] y un elemento a ∈ K . Sea m= ma = {F ∈ K[X ] | F(a) = 0}.
(1) Prueba que m es un ideal maximal de K[X ].
(2) Sea Σ= K[X ] \m= {F ∈ K[X ] | F(a) 6= 0}. Describir los elementos de Σ−1K[X ].

Ref.: 1127e_048 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.33.
Sea A un anillo y Σ un subconjunto multiplicativo, y n= 0ec. Si p : A→ A/n es la proyección, prueba
que para cada s ∈ Σ se tiene que p(s) ∈ A/n no es un divisor de cero.
Ref.: 1127e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.34.
Sea A un anillo y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo tal que Σ ⊆ Σ0. Para cada anillo intermedio
A⊆ B ⊆ Σ−1A se tiene Σ−1A= Σ−1B.
Ref.: 1127e_035 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.35.
Determina:

(1) El anillo total de fracciones de Z.
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(2) El anillo total de fracciones de Z×Z.
(3) El anillo total de fracciones de Z12.

Ref.: 1127e_046 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.36.
Sea K un cuerpo, A= K[X ,Y ]

(X Y ) y x = X , y = Y las clases de X e Y respectivamente. Demuestra que se
verifica:

(1) x/1 es invertible en Ax .
(2) y/1= 0 en Ax .
(3) Definimos f : K[X ]→ Ax mediante f (X ) = x/1. Entonces f es un homomorfismo de anillos. Se

tiene Im( f ) = K[x] ⊆ Ax .
(4) f se factoriza por K[X , X−1].
(5) Ax

∼= K[X , X−1].

Ref.: 1127e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.37.
Sea K un cuerpo, X un conjunto no vacío y A el anillo de las funciones de X en K . Demuestra que se
verifica:

(1) Para cada x ∈ X el conjunto mx = { f ∈ A | f (x) = 0} es un ideal maximal de A.
(2) El localizado es Amx

= { f /g | f , g ∈ A, g(x) 6= 0}.
(3) Cada elemento f /g ∈ Amx

se puede evaluar en x mediante: ( f /g)(x) = f (x)/g(x). Este con-
junto se llama el anillo de las funciones racionales sobre X con valores en K definidas en
x .

Ref.: 1127e_004 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.38.
Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos tal que B es un A–módulo finitamente generado. Si a ∈ A
es un elemento que no es nilpotente prueba que el homomorfismo fa : Aa→ B f (a) hace que B f (a) sea
un Aa–módulo finitamente generado.
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Ref.: 1127e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.39.
Sea A⊆ B una extensión de anillos tal que B es un A–módulo finitamente generado. Prueba que para
cada ideal primo p ⊆ A existe sólo un número finito de ideales primos q ⊆ B tales que q∩ A= p.
Ref.: 1127e_041 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.40.
Sea K un cuerpo, A= K[X ] el anillo de polinomios, F el cuerpo de fracciones de A y A⊆ S ⊆ F es un
anillo intermedio.

(1) Para cada ideal p ⊆ A se tiene pS = S ó S ⊆ Ap.
(2) Para cada x/y ∈ S se tiene ((y) : x)S = S, donde ((y) : x) = {a ∈ A | ax ∈ (y)}.
(3) Existe un subconjunto multiplicativo Σ ⊆ A tal que S = Σ−1A.

Ref.: 1127e_038 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.41.
Con la misma notación del Ejercicio (33.40.).
Sea K un cuerpo, A= K[X ] el anillo de polinomios, F el cuerpo de fracciones de A y A⊆ S ⊆ F es un
anillo intermedio.

(4) Tenemos que el complemento deΣ es la unión de los ideales {q∩A | q es un ideal maximal de S}.
(5) Para cada ideal maximal q ⊆ S, si p= q∩ A, se tiene Ap = Sq.
(6) Se tienen la identidad: S = ∩{Aq∩A | q es un ideal maximal de S}.

Ref.: 1127e_039 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.42.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, y p ⊆ A un ideal primo. Son equivalentes:

(a) pΣ−1A es un ideal maximal.
(b) p es un ideal maximal entre los que no cortan a Σ.

Ref.: 1127e_034 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.43.
Sea A un anillo y a,b ⊆ A ideales.

(1) Si b es finitamente generado, prueba que Σ−1(a : b) = Σ−1a : Σ−1b.
(2) Prueba que en general se tiene Σ−1(a : b) ⊆ Σ−1a : Σ−1b, pero no la inclusión contraria.

Ref.: 1127e_045 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.44.
Sea n= Nil(A) el nil-radical del anillo A.

(1) Para cada Σ ⊆ A multiplicativamente cerrado prueba que Σ−1n= Σ−1 Nil(A) = Nil(Σ−1A).
(2) ¿Qué ocurre con Jac(A)?

Un anillo A con Nil(A) = 0 se llama anillo reducido.

(3) Prueba que “reducido" es una propiedad local, esto es, Nil(A) = 0 si, y sólo si, Nil(Ap) = 0 para
cada ideal primo p ⊆ A.

(4) ¿Qué ocurre con los anillos A tales que Jac(A) = 0?

Ref.: 1127e_049 SOLUCIÓN

Dominios de factorización única

Ejercicio. 33.45.
Sea D un dominio, un elemento no nulo x se llama irreducible si no es invertible y en cada facto-
rización x = x1 x2 se tiene que x1 o x2 es invertible. Los elementos irreducibles en algunos textos
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se llaman átomos. En un dominio D un elemento no nulo p se llama primo si no es invertible y si
p | ab, entonces p | a o p | b.

(1) Demuestra que cada elemento primo es irreducible.
(2) Da un ejemplo de un elemento irreducible que no sea primo.

Ref.: 1127e_005 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.46.
Un dominio D se llama atómico si cada elemento no nulo y no invertible es un producto de átomos
(= elementos irreducibles). Prueba que si D es un dominio de integridad que verifica la CCA para
ideales principales, entonces D es atómico. En particular todo dominio noetheriano es atómico.
Ref.: 1127e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.47.
Un dominio D es un dominio de factorización única si cada elemento no nulo y no invertible se
puede escribir como un producto de elementos primos. Como consecuencia todo DFU es un dominio
atómico.

(1) Demuestra que si un elemento no nulo y no invertible tiene una factorización en elementos
primos, esta factorización es única.

(2) Demuestra que un dominio atómico es un dominio de factorización única si, y solo si, todo
elemento irreducible es primo.

(3) Demuestra que un dominio atómico es un dominio de factorización única si, y solo si, las facto-
rizaciones en irreducibles son únicas.

(4) Demuestra que no todo dominio de integridad noetheriano es un dominio de factorización única.

Ref.: 1127e_042 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.48.
Sea D un dominio. Demuestra que son equivalentes:

(a) D es un DFU.
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(b) (1) cada elemento irreducible es primo y (2) D verifica la CCA para ideales principales.

Ref.: 1127e_043 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.49.
Sea D un dominio de integridad y Σ ⊆ D un subconjunto multiplicativo.

(1) Demuestra que Σ−1D es un dominio de factorización única si D lo es.
(2) Demuestra que si D es atómico, Σ está formado por productos de primos y Σ−1D es un dominio

de factorización única, entonces D es un dominio de factorización única.

Ref.: 1127e_007 SOLUCIÓN

Extensiones enteras

Ejercicio. 33.50.
Estudia los siguientes enunciados:

(1) Sea A⊆ B una extensión entera y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Prueba que Σ−1A⊆ Σ−1B
es una extensión entera.

(2) Si A⊆ C ⊆ B es la clausura entera de A en B y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Prueba que
la clausura Σ−1A en Σ−1B es Σ−1C .

Ref.: 1127e_055 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.51.
Sea A un dominio normal y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Prueba que Σ−1A es un dominio
normal.
Ref.: 1127e_056 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.52.
Sea A un dominio de integridad. Son equivalentes:

(a) A es normal.
(b) Ap es normal para cada ideal primo p ⊆ A.
(c) Am es normal para cada ideal maximal m ⊆ A.

Ref.: 1127e_057 SOLUCIÓN

Localización de anillos finitos

Ejercicio. 33.53.
¿Es cierto que si Ap es un dominio de integridad si para cada ideal primo p ⊆ A el anillo Ap es un
dominio de integridad.
Ref.: 1127e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.54.
Demuestra que para cualquier anillo conmutativo A los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) Para todo ideal primo p, el anillo Ap es un dominio de integridad.
(b) Para todo ideal maximal m, el anillo Am es un dominio de integridad.
(c) Para todos a, b ∈ A si ab = 0, entonces Ann(a) +Ann(b) = A.

¿Es dominio de integridad una propiedad local?
Ref.: 1127e_020 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.55.
En el caso en que D = Z6 los dos únicos ideales primos son p2 = 2Z6 y p3 = 3Z6. Observar que en
este caso se tiene (Z6)p2

∼= Z2, y (Z6)p3
∼= Z3.

Todas las localizaciones de Z6 son cuerpos, sin embargo Z6 no es ni siquiera un dominio de integri-
dad.
Ref.: 1127e_008 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.56.
Sea A= Z/mZ. Demuestra que para cada subconjunto multiplicativo Σ de A existe un entero n tal
que Σ−1A= Z/nZ.
Ref.: 1127e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.57.
Con la notación del ejercicio anterior. ¿Qué valores son posibles para n?

Ref.: 1127e_010 SOLUCIÓN

Subconjuntos saturados

Ejercicio. 33.58. (AM, Cap 3, Ej 7)
Un subconjunto multiplicativo Σ ⊆ A se llama saturado si verifica que ab ∈ Σ implica a ∈ Σ y b ∈ Σ
para cada a, b ∈ A.

(1) Demuestra que un subconjunto multiplicativo Σ ⊆ A es saturado si y solo si el complemento
A\Σ es una unión de ideales primos.

(2) Demuestra que para cada conjunto multiplicativo Σ ⊆ A existe un único conjunto saturado
mínimo Σ que contiene a Σ, y que coincide con el complemento en A de la unión de los ideales
primos que no cortan a Σ. Llamamos a Σ la saturación de Σ.

(3) Si Σ= 1+ a para un ideal propio a, calcula la saturación de Σ.

Ref.: 1127e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.59.
Sea A un anillo conmutativo y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, si Σ es la saturación de Σ,
demuestra que existe un único isomorfismo f : Σ−1A−→ Σ−1A que hace conmutar el diagrama:

A
λΣ //

λΣ !!CCCCCCCCC Σ−1A

f{{vvvvvvvvv

Σ−1A
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Ref.: 1127e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.60.
Recuerda que un conjunto multiplicativo Σ ⊆ A se llama saturado si ab ∈ Σ, entonces a ∈ Σ y b ∈ Σ,
para todos a, b ∈ A.

(1) Si Σ ⊆ A es saturado, entonces Σ contiene a todos los elementos a ∈ A tales que a/1 ∈ Σ−1A es
invertible.

(2) Σ= {1} ⊆ Z no es un conjunto multiplicativo saturado.

Ref.: 1127e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.61.
Sea A un anillo conmutativo y sea p un ideal primo de A. Demuestra que Ap/pAp es isomorfo al cuerpo
de fracciones del dominio de integridad A/p.
Ref.: 1127e_015 SOLUCIÓN

Relaciones entre subconjuntos multiplicativos

Ejercicio. 33.62.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, a ⊆ A un ideal tal que a∩Σ=∅ y p : A−→ A/a
la proyección canónica. Demuestra que se verifica:

(1) p(Σ) es un subconjunto multiplicativo de A/a.
(2) Existe un isomorfismo de anillos Σ−1A/Σ−1a∼= p(Σ)−1(A/a).
(3) En el caso particular en el que p ⊇ a es un ideal primo, se tieneΣ= A\p verifica estas condiciones,

y por tanto se tiene un isomorfismo: (A/a)p/a ∼= Ap/aAp.

Ref.: 1127e_011 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.63.
Sea f : A −→ B un homomorfismo de anillos y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo de A tal que
Ker( f )∩Σ=∅. Demuestra:

(1) f (Σ) ⊆ B es un subconjunto multiplicativo.
(2) Existe un homomorfismo de anillos Σ−1A −→ f (Σ)−1B definido por f (a/s) = f (a)/ f (s) para

cada a/s ∈ Σ−1A.
(3) Existe un isomorfismo de A–módulos Σ−1B ∼= f (Σ)−1B.

Ref.: 1127e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.64. (AM, Cap 3, Ej 3)
Sea A un anillo conmutativo yΣ, Γ ⊆ A subconjuntos multiplicativos. Sea λ : A−→ Σ−1A el homomor-
fismo canónico y Γ1 = λ(Γ ). Demuestra que Γ−1

1 (Σ
−1A)∼= (ΓΣ)−1A, donde ΓΣ= {ts | t ∈ Γ y s ∈ Σ}.

Ref.: 1127e_018 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.65.
Sea A un anillo y Σ1,Σ2 ⊆ A subconjuntos multiplicativos de A. Si llamamos Σ a la clausura multi-
plicativa de Σ1∪Σ2 (el menor subconjunto multiplicativo que contiene a Σ1 y Σ2, entonces se tienen
los isomorfismos

Σ−1
1 Σ

−1
2 A∼= Σ−1A∼= Σ−1

2 Σ
−1
1 A

Ref.: 1127e_019 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.66.
Sea f : A → B un homomorfismo de anillos, y Γ ⊆ B un subconjunto multiplicativo. Definimos
Σ= {a ∈ A | f (a) ∈ Γ }. Prueba:
(1) Σ es un subconjunto multiplicativo y Ker( f )∩Σ=∅.
(2) Existe un único homomorfismo f ′ que hace conmutar el diagrama:

A
f //

λΣ,A
��

B
λΓ ,B
��

Σ−1A
f ′ // Γ−1B
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(3) Si f es sobreyectivo entonces f ′ es sobreyectiva y Ker( f ′) = Σ−1 Ker( f ).
(4) Si f es inyectivo, no necesariamente f ′ es inyectivo.

Ref.: 1127e_064 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.67.
Sea A un anillo y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo. Demuestra que se verifica:

(1) Si a ⊆ A es un ideal, entonces aec = ∪{(a : s) | s ∈ Σ}, y en consecuencia ae = Σ−1A si, y solo si,
a∩Σ 6=∅.

(2) Un ideal a de A es un contraído si, y solo si, ningún elemento de Σ es un divisor de cero en A/a.

Ref.: 1127e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.68.
Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos conmutativos, siendo cada ideal de B extendido de un
ideal de A, y p un ideal primo de A. Entonces p es la contracción de un ideal primo de B si, y solo si,
pec = p.
Ref.: 1127e_063 SOLUCIÓN

Propiedades de los anillos de fracciones

Ejercicio. 33.69.
Demostrar que para cada subanillo A de Q existe un subconjunto multiplicativo Σ de Z tal que
A= Σ−1Z.
Ref.: 1127e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.70.
Sea D un dominio de integridad y Σ ⊆ D un subconjunto multiplicativo.
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(1) Demuestra que Σ−1D es un subanillo del cuerpo de fracciones de D.
(2) Demuestra que si D es un dominio de ideales principales, tambiénΣ−1D es un dominio de ideales

principales.
(3) Demostrar que si D es un dominio de factorización única, también Σ−1D es un dominio de

factorización única.
(4) Demostrar que si D es un dominio noetheriano, también Σ−1D es un dominio noetheriano.

Ref.: 1127e_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.71.
Prueba que si A es un anillo (conmutativo) artiniano entonces para cada subconjunto multiplicativo
Σ ⊆ A el anillo Σ−1A es artiniano.
Da un ejemplo de que el recíproco no es cierto en general.
Ref.: 1127e_050 SOLUCIÓN

Anillos artinianos

Ejercicio. 33.72.
Sea Σ un subconjunto multiplicativo del anillo A = A1 × · · · × At con proyecciones piA → Ai, i =
1, . . . , t.

(1) Prueba que Σ−1A∼= p1(Σ)−1A1 × · · · × pt(Σ)−1At .
(2) Si A es un anillo artiniano y Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo, prueba que el homomorfismo
Λ : A→ Σ−1A es sobreyectivo.

Ref.: 1127e_054 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.73.
Dado un homomorfismo de anillos f : A → B, en general no existe una relación clara entre los
elementos regulares Σ0(A) de A y los elementos regulares Σ0(B) de B. Veamos el siguiente ejemplo
en el que f Z→ Z[X ]

(2X ,X 2) es una inclusión y ΣB ∩ A$ ΣA.

Ref.: 1127e_061 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.74.
Resuelve los siguientes problemas:

(1) Sea A un anillo y m ⊆ A un ideal maximal. Prueba que para cada n ∈ N∗ el anillo A/mn es un
anillo local con ideal maximal m/mn.

(2) Da un ejemplo en el que A/mn no sea una A/m–álgebra.
(3) Da un ejemplo en el que los ideales de A/mn no sean sólo los de la cadena 0 = m1/mn ⊆

mn−1/mn ⊆ · · · ⊆ m/mn ⊆ A/mn.
(4) Da un ejemplo que pruebe que el resultado en (1) no es cierto si se considera un ideal primo

p ⊆ A.

Ref.: 1127e_062 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.75. ([18, pag. 162–164])
Sea K un cuerpo. Prueba que son equivalentes:

(a) A= K[X1, . . . , Xn] es un cuerpo.
(b) A/K es algebraica.

Ref.: 1127e_065 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.76.
Prueba que para ningún número racional α ∈Q se tiene que Z[α] es un cuerpo.

Ref.: 1127e_066 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.77.
Sea A un anillo y b ⊆ A[X ] un ideal finitamente generado. ¿Se verifica que b∩A es siempre finitamente
generado?
Ref.: 1127e_067 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.78.
Sea A un anillo, y ∈ A un elemento nilpotente. Prueba que para cada a ∈ A son equivalentes:

(a) a es regular (no divisor de cero).
(b) a+ y es regular (no divisor de cero).

Ref.: 1127e_068 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.79.
Sea A un anillo en el que para cada elemento x existe n ∈ N, n > 1, tal que xn = x . Demuestra que
para cada ideal primo p de A se tiene que Ap es un cuerpo.
Ver Ejercicio (4.37.).
Ref.: 1127e_069 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.80.
Sea A un anillo, si Ap no tiene elementos nilpotentes, para todo ideal primo p , entonces A no tiene
elementos nilpotentes.
Ref.: 1127e_075 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.81.
Dado un cuerpo K el anillo producto A= KN no es noetheriano, y cada localizado en un ideal primo
es un cuerpo, y en consecuencia si todos los localizados, no triviales, de A son noetherianos (resp.
artiniano), no necesariamente A es un anillo noetheriano (resp. artiniano).
Ref.: 1127e_070 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 33.82.
Sea A un anillo semilocal (A tiene un número finito de ideales maximales), si para cada ideal maximal
m ∈Max(A) se tiene que Am es un anillo noetheriano, entonces A es un anillo noetheriano.
Ref.: 1127e_071 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.83.
El teorema de Cohen caracteriza los anillos noetheriano como aquellos en los que cada ideal primo
es finitamente generado. ¿Qué ocurre si todos los ideales maximales son finitamente generados?
Ref.: 1127e_072 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.84.
Ejemplo de un anillo no noetheriano con un único ideal primo. Consideramos el anillo A =
K[X1, X2, . . . , ]/(X 2

1 , X 2
2 − X1, X 2

3 − X2, . . .). Prueba que

(1) A tiene un único ideal primo.
(2) A no es un anillo noetheriano.

Ref.: 1127e_073 SOLUCIÓN

Ejercicio. 33.85.
Para cada anillo noetheriano se tiene que cada ideal contiene un producto de ideales primos. Prueba
que esto no es cierto para todo anillo no noetheriano.
Ref.: 1127e_074 SOLUCIÓN
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34. Ideales primos en anillos de polinomios

Dado un anillo A estamos interesados en determinar si un ideal dado de A[X ] es primo. Para esto
hacemos la siguiente observación: Dado un ideal primo p de A[X ] se tienen los siguientes resultados:

(1) p∩ A⊆ A es un ideal primo.

Llamamos B := A/(p∩A). Como B es un dominio, sea F su cuerpo de fracciones. Se verifica que F[X ]
es el anillo de fracciones de B[X ] con respecto al subconjunto multiplicativo Σ = B \ {0} ⊆ B[X ].
Existe un homomorfismo de anillos:

A[X ] α //
A

(p∩ A)
[X ] = B[X ]

β // F[X ],

donde α es la proyección canónica y β la inclusión en el localizado.
Se tiene Ker(α) = (p∩A)[X ] ⊆ p, luego α(p) es un ideal primo de B[X ]. Como α(p)∩Σ=∅, ya que
si b = a + (p∩ A) ∈ α(p)∩Σ, existe p ∈ p tal que α(p) = b = α(a), luego p − a ∈ Ker(α) ⊆ p, y por
tanto a ∈ p∩ A y b = 0, lo que es una contradicción, tenemos:

(2) α(p)e := β(α(p))F[X ] es un ideal primo de F[X ] y

(3) el ideal α(p) es Σ–saturado en B[X ].

Esto último es consecuencia de que α(p) es un ideal primo que α(p)∩Σ=∅.
Vamos a probar la siguiente proposición:

Proposición. 34.1.
En la situación anterior un ideal p de A[X ] es un ideal primo si y solo si se verifica:

(1) p∩ A es un ideal primo de A.
(2) α(p)e es un ideal primo de F[X ].
(3) α(p) es un ideal Σ–saturado de B[X ].

DEMOSTRACIÓN. Ya hemos probado la condición necesaria. Veamos la condición suficiente. Dados
f , g ∈ A[X ] tales que f g ∈ p, aplicando β ◦ α : A[X ] −→ B[X ] −→ F[X ] tenemos (β ◦ α)( f )(β ◦
α)(g) ∈ α(p)e. Entonces (β ◦α)( f ) ∈ α(p)e o (β ◦α)(g) ∈ α(p)e. Supongamos que (β ◦α)( f ) ∈ α(p)e,
como α(p) es Σ–saturado se tiene α( f ) ∈ α(p), y existe p ∈ p tal que α( f ) = α(p), esto es, f − p ∈
Ker(α) ⊆ p, luego f ∈ p. �

1127-02.tex
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Ejercicio. 34.2.
Veamos, como aplicación, cuales son los ideales primos de Z[X ].

DEMOSTRACIÓN.

(1) Por un lado tenemos el ideal cero.

(2) Si p es un ideal primo no nulo de Z[X ] se tiene p∩Z= pZ

(2.1) Si p = 0, entonces A= B = Z y F =Q.

A[X ] α B[X ]
β // F[X ].

Por tanto α(p)e = pQ[X ] es un ideal primo no nulo de Q[X ]. Sea pQ[X ] = (h), con
h ∈ Z[X ]. Podemos suponer que h es un polinomio irreducible primitivo, evidentemente
se tiene p= (h).

(2.2) Si p 6= 0, entonces A= Z, B = F = Zp.

A[X ] α // B[X ]
β

F[X ].

En este caso α(p) es un ideal primo de Zp[X ].

(2.2.1) Si α(p) = 0 tenemos p ⊆ Ker(α) = (p∩ A)[X ] ⊆ p, y p= pZ[X ].
(2.2.2) Si α(p) 6= 0 tenemos α(p) = (h), siendo h ∈ Zp[X ] irreducible. En este caso

existe f ∈ p tal que α( f ) = h y se verifica p = (p, f )Z[X ]. En efecto, si g ∈ p

tenemos α(g) = ch, con c ∈ Zp[X ]. Sea d ∈ Z[X ] tal que α(d) = c, entonces
α(d f ) = ch = α(g), esto es, g − d f ∈ Ker(α) ⊆ (p ∩ A)[X ] = pZ[X ], esto es,
g ∈ (p, f )Z[X ].

En resumen los ideales primos deZ[X ] son de la forma (h), (p) ó (p, f ), siendo p ∈ Z primo, h ∈ Z[X ]
irreducible primitivo y f ∈ Z[X ] irreducible y es también irreducible módulo p. �

Ejercicio. 34.3.
Podemos completar este ejercicio determinando los ideales maximales de Z[X ].

DEMOSTRACIÓN. (1). Es claro que los ideales primos p= (p, f ) son ideales maximales.
(2). Para cada entero primo p se tiene (p) ⊆ Z[X ] no es maximal, ya que X + (p) no es invertible.
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(3). Veamos que para cualquier polinomio irreducible primitivo h ∈ Z[X ], el ideal (h) no es un
maximal. Supongamos que (h) es maximal; primero observamos que gr(h) ≥ 1, esto es, h no es
constante. A continuación tomamos a ∈ Z tal que h(a) 6= 0, 1,−1, y un entero primo p tal que p|h(a).
Definimos α : Z[X ]→ Zp mediante α(X ) = a ∈ Zp. Es claro que α(h) = 0, y por tanto α factoriza
por Z[X ]/(h). Existe pues un homomorfismo α : Z[X ]/(h)→ Zp. Como Z[X ]/(h) es un cuerpo de
característica cero y existe un homomorfismo de anillos a Zp, llegamos a una contradicción. �

Ejercicio. 34.4.
Con la notación del Ejercicio (34.2.) Prueba que para cada ideal primo (h) ⊆ Zp[X ] existen dos
únicos ideales primos p1 $ p2 de Z[X ] tales que 0= p1 ∩Z $ p2 ∩Z= pZ y α(p1) = (h) = α(p2).

SOLUCIÓN. Ya que (h) es primo, resulta que h ∈ Zp[X ] es irreducible, entonces existe f ∈ Z[X ] irre-
ducible tal que f 7→ h. Consideramos p1 = ( f ) y p2 = (p, f ), que verifican las condiciones impuestas.
La unicidad se desprende de la forma de los ideales primos de Z[X ]. �

A la hora de calcular si un ideal de A[X ] es primo, necesitamos un resultado técnico para comprobar
la saturación de ideales.

Lema. 34.5.
Sea B un dominio de integridad con cuerpo de fracciones F , b ⊆ B[X ] un ideal tal que be = bF[X ] =
(h), siendo h ∈ B[X ] con coeficiente líder b. Se verifica:

(1) bec = bF[X ]∩ B[X ] = bBb[X ]∩ B[X ] = hBb[X ]∩ B[X ].
(2) Si c= (b, 1− bT )B[X , T], entonces bBb[X ]∩ B[X ] = c∩ B[X ].

DEMOSTRACIÓN. (1). Ya que Bb ⊆ F , se tiene hBb[X ] ⊆ bBb[X ] ⊆ hF[X ]∩ Bb[X ], y si f ∈ hF[X ]∩
B[X ]. Sean axn, bxm los monomios líderes de f y h, respectivamente. Como f ∈ hF[X ], se tiene
n≥ m y tenemos

f −
�a

b

�

X n−mh ∈ hF[X ]∩ Bb[X ]

tiene grado menor que f . Iterando el proceso llegamos a un polinomio de grado menor que m, por
lo que ha de ser igual a cero, y en consecuencia f es una combinación en Bb de múltiplos de h, esto
es, f ∈ hBb[X ], y tenemos hF[X ]∩ Bb[X ] = hBb[X ]. Al hacer la intersección con B[X ] tenemos:

bec = bF[X ]∩ B[X ] = hF[X ]∩ B[X ] = hBb[X ]∩ B[X ] = bBb[X ]∩ B[X ].

Observar que en este punto hemos reducido el problema a considerar solamente fracciones en las
que los denominadores son potencia de b.

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



368 CAP. VII. ESPECTRO PRIMO Y LOCALIZACIÓN

(2). Vamos a relacionar bBb[X ]∩B[X ] y c∩B[X ]. Dado f ∈ bBb[X ]∩B[X ] se verifica f = hg, siendo
g ∈ Bb[X ]; existe n ∈ N tal que bn g ∈ B[X ], luego

f = (bT )n f + (1− (bT )n) f = (T nh(bn g) + (1− (bT )n) f = hT n(bn g) f + (1− (bT )n) f ∈ c∩ B[X ].

Por otro lado, sea f ∈ c ∩ B[X ], se verifica f = hg1 + (1 − bT )g2, con g1, g2 ∈ B[X , T], entonces,
evaluando en T = 1/b se tiene f = hg1(X , 1/b) ∈ hBb[X ]∩ B[X ]. �

Veamos, como aplicación cómo calcular los ideales primos en anillos de polinomios con coeficientes
en un cuerpo. Sea p ⊆ K[X1, . . . , Xn] un ideal. Llamamos pi = p ∩ X [X1, . . . , X i]. Si p es un ideal
primo, entonces, necesariamente los ideales p1, . . . ,pn−1 son primos; pero esta condición no es sufi-
ciente. Para encontrar una condición suficiente debemos comenzar a estudiar p1, después p2, y así
sucesivamente hasta llegar a pn. Estudiamos ese caso.
Si p1 es primo tenemos p1 = 0 o p1 = (h) ⊆ K[X1], siendo h un polinomio irreducible en K[X1].
Pasamos a estudiar p2. Para ilustrar este caso vamos a estudiar un caso más general, esto es, vamos
a suponer que los ideales p1, . . . ,pi−1, i > 1, son primos y vamos a estudiar pi. Consideramos el
anillo B = K[X1,...,X i−1]

pi−1
, y llamamos F a su cuerpo de fracciones, α : K[X1, . . . , X i−1][X i] −→ B[X i].

Estudiamos si el ideal α(pi) ⊆ B[X i] es saturado y si su extendido α(pi)e ⊆ F[X i] es primo. Para lo
segundo tenemos que ver si α(pi)e es cero o si está generado por un polinomio irreducible de F[X i].
Y para lo primero tenemos que ver si α(pi) coincide con su saturación (α(pi), 1 − bT )B[X i, T] ∩
B[X i]. Este último estudio podemos hacerlo estudiando la intersección (pi, 1− b′T )K[X1, . . . , X i, T]∩
K[X1, . . . , X i], siendo α(b′) = b, ya que:

pi

''NNNNNNNNNNNNN //__________________ α(pi)

''PPPPPPPPPPPP

A[X i]
α //

��

B[X i]

��

(pi, 1− b′T )

''NNNNNNNNNNN
//_____________ (α(pi), 1− bT )

''PPPPPPPPPPPP

A[X , T] α′ // B[X , T]

Como α y α′ son sobreyectivas, Ker(α) ⊆ pi y Ker(α′) ⊆ (pi, 1− b′T ), resulta que α(pi) = (α(pi), 1−
bT )∩ B[X ] si y solo si pi = (pi, 1− b′T )∩ A[X ]. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo. 34.6.
Sea p = (X Z − Y 2, Y Z − X 3, Z2 − X 2Y ) ⊆ Q[X , Y, Z]. Una base de Groebner reducida para p, con
respecto al orden lexicográfico X > Y > Z , es:

{X 3 − Y Z , X 2Y − Z2, X Y 3 − Z3, X Z − Y 2, Y 5 − Z4}.

Definimos:
p1 = p∩Q[Z] = 0,
p2 = p∩Q[Y, Z] = (Y 5 − Z4),
p3 = p= (X 3 − Y Z , X 2Y − Z2, X Y 3 − Z3, X Z − Y 2, Y 5 − Z4)
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(Esto es consecuencia de la teoría de la eliminación.)

(1) Es claro que p1 ⊆Q[Z] es un ideal primo.

(2) En el caso de p2 ⊆Q[Y, Z] tenemos: A=Q[Z], B =Q[Z]/p1 =Q[Z] y F =Q(Z).

Q[Y, Z] α // Q[Z]
p1
[Y ]

β // F[Y ].

Tenemos que estudiar:
(i) si α(p2)e es primo en Q(Z)[Y ] y
(ii) si α(p2) es saturado en Q[Z][Y ].

(i). Tenemos α(p2)e = (Y 5 − Z4)Q(Z)[Y ]. Ya que Y 5 − Z4 es irreducible en Q(Z)[Y ] entonces
α(p2)e = (Y 5 − Z4)Q(Z)[Y ] es un ideal primo. Para ver que Y 5 − Z4 es irreducible podemos
considerar el homomorfismo Q[Z][Y ] −→ Q[Y ], definido por Z 7→ 2, Y 7→ Y ; la imagen de
Y 5 − Z4 es Y 5 − 16 que es irreducible. Observar que el coeficiente líder de h = Y 5 − Z4 ∈ B[Y ]
es 1.

(ii). Estudiamos el ideal (α(p2), 1− T )B[Y, T]∩ B[Y ] para ver si coincide con α(p2). Tenemos

(α(p2), 1− T )B[Y, T]∩ B[Y ] = (Y 5 − Z4, 1− T )Q[Y, Z , T]∩Q[Y, Z],
α(p2) = (Y 5 − Z4)Q[Y, Z].

Esta intersección se estudiar calculando las bases de Groebner respecto al orden lexicográfico
con T > Y > Z . La base de Groebner reducida de (Y 5−Z4, 1−T )Q[Y, Z , T] es: {Y 5−Z4, 1−T},
y la de (Y 5 − Z4, 1 − T )Q[Y, Z , T] ∩ Q[Y, Z] es: {Y 5 − Z4}. La base de Groebner reducida de
(Y 5− Z4)Q[Y, Z] es: {Y 5− Z4}. Entonces ambos ideales son iguales y el ideal α(p2) es saturado.

Como consecuencia el ideal p2 ⊆Q[Y, Z] es primo.

(3) Para p3 ⊆Q[X , Y, Z] tenemos

A=Q[Y, Z],
B =Q[Y, Z]/(Y 5 − Z4) =Q[z]⊕Q[z]y ⊕Q[z]y2 ⊕Q[z]y3 ⊕Q[z]y4,
F =Q(z)⊕Q(z)y ⊕Q(z)y2 ⊕Q(z)y3 ⊕Q(z)y4.

Con la relación y5 = z4. (Aquí hemos representado a Y por y , y a Z por z.)

Al igual que antes tenemos que estudiar:
(i) si α(p3)e es primo en F[X ] y
(ii) si α(p3) es saturado en Q[X , Y, Z]/(Y 5 − Z4).

(i). El ideal α(p3)e está generado por los elementos

g1 = Xz − y2, g2 = X y3 − z3, g3 = X 2 y − z2, g4 = X 3 − yz.
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Como el ideal es principal basta calcular un generador. En este caso observamos que si llamamos
h′ = X − y2/z se tiene:

g2 = h′ y3 + (y5/z − z3) = h′ y3,
g3 = h′(X y + y3/z) + (y5/z2 − z2) = h′(X y + y3/z),
g4 = h′(X 2 + X y2/z + y4/z2) + (y6/z3 − yz) = h′(X 2 + X y2/z + y4/z2).

y se tiene: α(p3)e = (X− y2/z) = (Xz− y2). El coeficiente líder del generador h= Xz− y2 ∈ B[X ]
es z. El polinomio h= Xz − y2 ∈ F[X ] es irreducible, ya que tiene grado uno.

(ii). Para estudiar la saturación de α(p3) en B[X ], consideramos el ideal intersección (α(p3), 1−
zT )B[X , T]∩ B[X ] y lo comparamos con α(p3). Pasamos a los anillos de polinomios con coefi-
cientes en Q y calculamos las bases de Groebner reducidas respecto al orden lexicográfico con
T > X > Y > Z .

(p3, 1− Z T )Q[T, X , Y, Z]; la base de Groebner reducida es: {T Y 2 − X , T Z − 1, X 3 − Y Z , X 2Y −
Z2, X Y 3 − Z3, X Z − Y 2, Y 5 − Z4}.
(p3, 1−Z T )Q[T, X , Y, Z]∩Q[X , Y, Z]; la base de Groebner reducida es: {X 3−Y Z , X 2Y−Z2, X Y 3−
Z3, X Z − Y 2, Y 5 − Z4}.
Por lo tanto (p3, 1− Z T )Q[T, X , Y, Z]∩Q[X , Y, Z] = p3, luego α(p3) = (p3, 1− zT )B[T, X , Y, Z]∩
Q[X , Y, Z], y el ideal α(p3) es saturado.

En consecuencia el ideal p es un ideal primo de Q[X , Y, Z].

Ejercicio. 34.7.
Estudiar si el ideal p= (X Z − Y 3, X Y − Z2) ⊆Q[X , Y, Z] es primo.

SOLUCIÓN. Con respecto al orden lexicográfico X > Y > Z una base de Groebner reducida para p

es:
{X Y − Z2, X Z − Y 3, Y 4 − Z3}.

p1 = 0 ⊆Q[Z],
p2 = (Y 4 − Z3) ⊆Q[Y, Z],
p3 = (X Y − Z2, X Z − Y 3, Y 4 − Z3) ⊆Q[X , Y, Z].

(1) El ideal p1 ⊆Q[Z] es primo.

(2) El ideal p2 = (Y 4 − Z3) ⊆Q[Y, Z] es primo.

(3) Para el ideal p3 tenemos:

A=Q[Y, Z],
B =Q[Y, Z]/(Y 4 − Z3) =Q[z]⊕Q[z]y ⊕Q[z]y2 ⊕Q[z]y3,
F =Q(z)⊕Q(z)y ⊕Q(z)y2 ⊕Q(z)y3.
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Con la relación y4 = z3. El ideal α(p3) está generado por los elementos:

g1 = X y − z2, g2 = Xz − y3.

El ideal α(p3)e está generado por un único elemento, que es:

h= X y − z2,

su coeficiente líder es y . Resulta que h es un elemento irreducible en F[X ], ya que es de grado
uno. Entonces α(p3)e es un ideal primo de F[X ].

Estudiamos ahora la saturación de α(p) en B[X ]. Para esto comparamos (p3, 1− Y T )B[X , T]∩
A[X ] y p3.

Una base de Groebner reducida de (p3, 1− Y T )A[X , T] = (X Y − Z2, X Z − Y 3, Y 4 − Z3, 1− Y T ),
respecto al orden lexicográfico con T > X > Y > Z , es:

{T Y − 1, T Z2 − X , X 2 − Y 2Z , X Y − Z2, X Z − Y 3, Y 4 − Z3}.

Una base de Groebner reducida de (p3, 1−Y T )A[X , T]∩A[X ] = (X Y − Z2, X Z−Y 3, Y 4− Z3, 1−
Y T )∩Q[X , Y, Z], respecto al mismo orden, es:

{X 2 − Y 2Z , X Y − Z2, X Z − Y 3, Y 4 − Z3},

y como no coincide con la base de Groebner reducida de p3, resulta que α(p3) no es saturado, y
en consecuencia p= p3 no es un ideal primo.

Observa que como la saturación de α(p) es el ideal (X 2−Y 2Z , X Y −Z2, X Z−Y 3, Y 4−Z3) y como
ésta no coincide con p, alguno de sus generadores no está en p, en este caso X 2 − Y 2Z , resulta
que, como b = y , el producto Y (X 2 − Y 2Z) ∈ p, pero ninguno de estos factores pertenece a p,
lo cual muestra explícitamente dos elementos que prueban que p no es primo.

Y (X 2 − Y 2Z) = X 2Y − Y 3Z = X (X Y − Z2) + Z(X Z − Y 3).
�

Ejercicio. 34.8.
Sea a = (X Z − Y 3, X Y 2 − Z2) ⊆ Q[X , Y, Z]. Vamos a ver que a no es un ideal primo determinando
elementos a, b ∈Q[X , Y, Z] tales que a, b ∈Q[X , Y, Z] con ab ∈ a y a, b /∈ a.

SOLUCIÓN. Una base de Groebner de a con respecto al orden lexicográfico X > Y > Z es:

> GroebnerBasis[{X Z - Y^3, X Y^2 - Z^2}, {X, Y, Z}]
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{X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3},

Por lo tanto a∩Q[Z] = {0} es un ideal primo.
También a∩Q[Y, Z] = (Y 5 − Z2) es un ideal primo.
Tenemos los homomorfismos

Q[X , Y, Z]
α
−→

Q[Y, Z]
a∩Q[Y, Z]

[X ] =
Q[Y, Z]
(Y 5 − Z2)

[X ]
β
−→Q(y, z)[X ].

Estudiamos la saturación de α(a). Tenemos:

α(a)e = (Xz − y3, X y2 − z2)Q(y, z)[X ].

Como

Xz − y3 =
1
z2
(Xz3 − y3z2) =

1
z2
(X y5 − y3z2) =

y3

z2
(X y2 − z2) ∈ (X y2 − z2)Q(y, z)[X ],

entonces
α(a)e = (X y2 − z2)Q(y, z)[X ] = (Xz − y3)Q(y, z)[X ],

es un ideal primo. El coeficiente líder de X y2 − z2 es z2, y se tiene z /∈ α(a). Calculamos (α(a), 1−
zT )Q(y, z)[X ], y para esto nos trasladamos a Q[X , Y, Z] con el orden lexicográfico T > X > Y > Z .
Se tiene:

(a, 1− Z T ) = (X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3, Z T − 1).

Una base de Groebner es:

> GroebnerBasis[{XY^2-Z^2,XZ-Y^3,Y^5-Z^3,ZT-1},{T,X,Y,Z}]

{T Y 3 − X , T Z − 1, X 2 − Y Z , X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3}.

Y se verifica:

(a, 1− Z T )∩Q[X , T, Z] = (X 2 − Y Z , X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3),

que contiene propiamente a a, ya que X 2 − Y Z /∈ a.
Podemos ahora dar los elementos que andamos buscando. Tomamos a = Z y b = X 2−Y Z . Se verifica

Z(X 2 − Y Z)≡ X 2Z − Y Z2 ≡ X Y 3 − Y Z2 ≡ Z2Y − Y Z2 ≡ 0 (mod a).

�

Ejercicio. 34.9.
Vamos a ver que el ideal p= (X Z − Y 3, X Y 2 − Z2, X 2 − Y Z) ⊆Q[X , Y, Z] es un ideal primo.

SOLUCIÓN. Calculamos una base de Groebner del ideal p = (X Z − Y 3, X Y 2 − Z2, X 2 − Y Z) para el
orden lexicográfico con X > Y > Z .
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> GroebnerBasis[{X Z-Y^3, X Y^2-Z^2, X^2-Y Z}, {X, Y, Z}]

{X 2 − Y Z , X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3}

Calculamos las eliminaciones:
p∩Q[Z] = {0} es un ideal primo.
p∩Q[Y, Z] = (Y 5 − Z3) es un ideal primo.
Consideramos los homomorfismos

Q[X , Y, Z]
α
−→
Q[Y, Z]
(Y 5 − Z3)

[X ]
β
−→Q(y, z)[X ].

Calculamos α(p)e:

α(p)e = (Xz − y3, X y2 − z2, X 2 − yz)Q(y, z)[X ] = (Xz − y3)Q(y, z)[X ].

El término líder es z y z /∈ α(p).
Calculamos el contraído α(p)ec; para esto pasamos a Q[T, X , Y, Z] y calculamos el ideal (p, 1− Z T ):

(p, 1− Z T ) = (X Z − Y 3, X Y 2 − Z2, X 2 − Y Z , 1− Z T )

Una base de Groebner para el orden lexicográfico con T > X > Y > Z es:

> GroebnerBasis[{XZ-Y^3,XY^2-Z^2,X^2-YZ,1-ZT},{T,X,Y,Z}]

{T Y 3 − X , T Z − 1, X 2 − Y Z , X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3}

El contraído se obtiene a partir de (p, 1− Z T )∩Q[X , Y, Z], que es:

(X 2 − Y Z , X Y 2 − Z2, X Z − Y 3, Y 5 − Z3),

que coincide con p, luego p es primo. �

Ejercicio. 34.10.
Demuestra que el ideal p= (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5) ⊆Q[X , Y, Z , W ] es un ideal primo.

SOLUCIÓN.

>GroebnerBasis[{XZ^2-W^3,XW^2-Y^4,Y^4Z^2-W^5},{X,Y,Z,W}]
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Base de Groebner:
{X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5}.

p∩Q[W ] = {0}.
p∩Q[Z , W ] = {0}.
p∩Q[Y, Z , W ] = (Y 4Z2 −W 5) es un ideal primo.

Q[X , Y, Z , W ]
α
−→
Q[Y, Z , W ]
(Y 4Z2 −W 5)

[X ]
β
−→Q(y, z, w)[X ].

Extendido α(p)e = (Xz2 −w3)Q(y, z, w)[X ], ya que

Xz2 −w3 =
w3

y4
(X w2 − y4).

El coeficiente líder es z2. Para calcular el contraído pasamos a Q[X , Y, Z , W ]:

(p, 1− Z2T ) = (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5, 1− Z T ).

Una base de Groebner para el orden lexicográfico con T > X > Y > Z >W es:

> GroebnerBasis[{XZ^2-W^3,X W^2-Y^4,Y^4Z^2-W^5,1-ZT},{T,X,Y,Z,W}]

{T Y 8 −W X 3Z , T Y 4W − X 2Z , T Z − 1, TW 3 − X Z , Y 4Z2 −W 5, X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4}

Y el contraído es la imagen de:

(Y 4Z2 −W 5, X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4) = p.

Luego el ideal p es primo. �

Ejercicio. 34.11.
Demuestra que el ideal a= (X Y −W 3, Y 2 − ZW ) ⊆Q[X , Y, Z , W ] no es un ideal primo.

SOLUCIÓN. p = (X Y −W 3, Y 2 − ZW ) tiene base de Groebner para el orden lexicográfico con X >
Y > Z >W

> GroebnerBasis[{X Y - W^3, Y^2 - Z W}, {X, Y, Z, W}]

{X Y −W 3, X ZW − Y W 3, Y 2 −W Z}

Los ideales eliminación son:
p∩Q[W ] = {0}
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p∩Q[Z , W ] = {0}
p∩Q[Y, Z , W ] = (Y 2 −W Z) que es primo.

Q[X , Y, Z , W ]
α
−→
Q[Y, Z , W ]
(Y 2 −W Z)

β
−→Q(y, z, w)[X ].

Extendido
α(p)e = (X y −w3)Q(y, z, w)[X ],

El coeficiente líder es y /∈ α(a). Para calcular el contraido pasamos a Q[X , Y, Z , W ]; calculamos el
ideal (p, 1− Y T ) = (X Y −W 3, Y 2 − ZW, 1− Y T ). una base de Groebner es:

> GroebnerBasis[{X Y - W^3, Y^2 - Z W, 1 - Y T}, {T, X, Y, Z, W}]

{T Y − 1, TW Z − Y, TW 3 − X , X Y −W 3, X Z −W 2Y, Y 2 −W Z}

La intersección con Q[X , Y, Z , W ] es:

(X Y −W 3, X Z −W 2Y, Y 2 −W Z).

Este ideal contiene a p, pero no está contenido en p, ya que X Z −W 2Y /∈ p. En efecto,

> PolynomialReduce[X Z-W^2 Y,{Y^2-W Z,W X Z-W^3Y,X Y-W^3},{X,Y,Z,W}]

El resultado es: {{0,0,0},X Z-W^2 Y}

Esto significa que Y (X Z −W 2Y ) = Z(X Y −W 3)−W 2(Y 2 −W Z) ∈ p. �

Cálculo de la dimensión

Dado un ideal primo p ∈ K[X1, . . . , Xn], se define:

p0 = 0
pi = p∩ K[X1, . . . , X i] si i = 1, . . . , n.

Para cada índice i existe un homomorfismo

K[X1,...,X i−1]
pi−1

α // K[X1,...,X i]
pi

K[X1,...,X i−1]
pi∩K[X1,...,X i−1]

y por tanto A := K[X1,...,X i−1]
pi−1

es una subalgebra de B := K[X1,...,X i]
pi

, y B se genera sobre A por un elemento,
la clase de X i. En consecuencia, por el lema de normalización tenemos dim(A)≤ dim(B)≤ dim(a)+1.
Supongamos que pe

i−1 = pi, entones en B la clase de X i es algebraicamente independiente sobre A y
se tiene dim(B) = dim(A) + 1.
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Supongamos que pe
i−1 6= pi, entonces dim(A) = dim(B).

Podemos entonces determinar la dimensión de K[X1, . . . , Xn]/p considerando las dimensiones de los
cocientes K[X1, . . . , X i]/pi. A´si podemos enunciar

dim(K[X1, . . . , Xn]/p) = Card({i | i = 1, . . . , n, pe
i−1 = pi}).

Para un cálculo algorítmico basta considerar una base de Groebner reducidaG de p respecto al orden
lexicográfico Xn > Xn−1 > · · · > X1. Entonces la bases del ideal pi es Gi = G ∩ K[X1, . . . , X i], y se
tiene pe

i−1 = pi si y solo si Gi−1 =Gi. Como consecuencia tenemos un modo de calcular la dimensión
del cociente K[X1, . . . , Xn]/p.

Ejercicio. 34.12.
Determina la dimensión del anillo Q[X , Y, Z , W ]/(X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5).

SOLUCIÓN. Basta determinar una base de Groebner del ideal (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5).
Ésta es:

{X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W5}

Observa que hemos utilizado el orden lexicográfico con X > Y > Z > W , entones consideramos la
lista de ideales

p= (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5)∩Q[X , Y, Z , W ];
p3 = (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5)∩Q[Y, Z , W ];
p2 = (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5)∩Q[Z , W ];
p1 = (X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5)∩Q[W ];
p0 = 0

y las álgebras correspondientes. Las bases de Groebner son:

G= {X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W5} =
G3 = {Y 4Z2 −W5} =
G2 =∅ +1
G1 =∅ +1
G0 =∅

La dimensión de Q[X , Y, Z , W ]/(X Z2 −W 3, XW 2 − Y 4, Y 4Z2 −W 5) es igual a 2. �
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34.1. Ejercicios

Ideales primos

Ejercicio. 34.13.
Prueba que el ideal p= (Y 4 − Z3, Y 2 − X Z , X Y 2 − Z2, X 2 − Z) ⊆Q[X , Y, Z] es un ideal primo.

Ref.: 1127e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 34.14.
Prueba que el ideal p= (X Z − X − Y 2+ 2Y + Z − 2, X 3+ 3X 2+ 3X − Y Z + Y + Z , X 2Y − X 2+ 2X Y −
2X + Y + 2Z − Z2 − 2) ⊆Q[X , Y, Z] es un ideal primo.
Ref.: 1127e_024 SOLUCIÓN

Ejercicio. 34.15.
Estudia si es primo el ideal a= (Y 4 − Z3, Y 2 − X Z , X Y 2 − Z2, X 2 − Z) ⊆ C[X , Y, Z].

Ref.: 1127e_036 SOLUCIÓN

Ejercicio. 34.16.
Estudia si es primo el ideal a= (X Z − X − Y 2+2Y + Z −2, X 3+3X 2+3X − Y Z + Y + Z , X 2Y − X 2+
2X Y − 2X + Y + 2Z − Z2 − 2) ⊆ C[X , Y, Z].
Ref.: 1127e_037 SOLUCIÓN

Ejercicio. 34.17.
Estudia si el ideal a= (X Z − Y 2, Y Z − X 3, Z2 − X 2Y ) es un ideal primo de C[X , Y, Z].

Ref.: 1127e_044 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 34.18.
Sean a= (X 3 + Y 3 + Z3, X 2 + Y 2 + Z2, X + Y + Z) ⊆ R[X , Y, Z]. Prueba que rad(a) = (X , Y, Z).

Ref.: 1127e_051 SOLUCIÓN

Ejercicio. 34.19.
Prueba que el ideal a= (Y 3−X Z , X Y 2−Z2) no es primo en el anilloQ[X , Y, Z], y halla dos elementos
a, b ∈Q[X , Y, Z] \ a tales que ab ∈ a.
Ref.: 1127e_052 SOLUCIÓN
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35. Módulos de fracciones

Producto tensor

Sea A un anillo (conmutativo). Recordemos la definición de producto tensor de dos A–módulos.
Sean M1 y M2 dos A–módulos, definimos un nuevo A–módulo al que representaremos por M1⊗A M2

mediante el siguiente proceso:
Tomamos el grupo abeliano libre G sobre M1 ×M2 y el subgrupo S generado por los elementos

(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2); ∀a ∈ M1; b1, b2 ∈ M2;
(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b); ∀a1, a2 ∈ M1; b ∈ M2;
(a, r b)− (ra, b); ∀a ∈ M1; b ∈ M2; r ∈ A.

De esta forma el cociente G/S es un grupo abeliano al que llamaremos M1 ⊗A M2. Los elementos de
M1 ⊗A M2 son combinaciones lineales (en A) de clases de pares (x , y), con x ∈ M1 e y ∈ M2, a las
que vamos a representar por x⊗ y . De esta forma cada elemento de M1⊗A M2 se escribe en la forma:

n
∑

i=1

ai x i ⊗ yi, ai ∈ A; x i ∈ M1; yi ∈ M2.

Existe una acción de A sobre M1 ⊗A M2 mediante:

a(x ⊗ y) = (ax)⊗ y = x ⊗ (a y)

Se tienen homomorfismos de A–módulos de Mi en M1 ⊗A M2 definidos:

M1→ M1 ⊗A M2; x 7→ x ⊗ y, para y fijo

M2→ M1 ⊗A M2; y 7→ x ⊗ y, para x fijo

Una aplicación ϕ : M1 ×M2→ M se llama bilineal si verifica las propiedades siguientes:

ϕ(a, b1 + b2) = ϕ(a, b1) +ϕ(a, b2); ∀a ∈ M1; ∀b1, b2 ∈ M2.
ϕ(a1 + a2, b) = ϕ(a1, b) +ϕ(a2, b); ∀a1, a2 ∈ M1; ∀b ∈ M2.
ϕ(a, r b) = ϕ(ra, b); ∀a ∈ M1; ∀b ∈ M2; ∀r ∈ A.

Es claro que la aplicación t : M1 ×M2→ M1 ⊗A M2 definida por t(x , y) = x ⊗ y es bilineal.

1127-03.tex

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



380 CAP. VII. ESPECTRO PRIMO Y LOCALIZACIÓN

Teorema. 35.1. (Propiedad universal del producto tensor.)
Sean M1, M2 y M tres A–módulos y f : M1 × M2 → M una aplicación bilineal, existe un único
homomorfismo de A–módulos f ′ : M1 ⊗A M2→ M tal que f = f ′ ◦ t.

M1 ×M2
t //

f $$IIIIIIIII
M1 ⊗A M2

f ′zzt
t

t
t

t

M

Teorema. 35.2.
Para cada A–módulo M tenemos definido un funtor M ⊗A − : A−Mod→ A−Mod, que es adjunto
a la derecha del funtor HomA(M ,−) : A−Mod→ A−Mod, y por lo tanto es exacto a la derecha y
conserva colímites.

A−Mod

A−Mod

M⊗A−
��

HomA(M ,−)

OO

DEMOSTRACIÓN. Consideramos la aplicación:

HomA(M ⊗A X , Y )
ωX ,Y
−→ HomA(X , HomA(M , Y )),

definida ωX ,Y ( f )(x)(m) = f (m⊗ x).
Se tiene que ωX ,Y es una biyección natural en X e Y . �

Si el funtor M ⊗A− es un funtor exacto, entonces M se llama un A–módulo plano.

Localización

Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo. Definimos Σ−1M el
módulo de fracciones de M respecto a Σ como el conjunto M ×Σ bajo la relación de equivalencia

(m1, s1)≡ (m2, s2) si existe t ∈ Σ tal que (m1s2 −m2s1)t = 0

La clase (m, s) se representa por m/s.
Las operaciones en Σ−1M están definidas de forma que:

(1) Σ−1M es un grupo abeliano: m1/s1 +m2/s2 = (m1s2 +m2s1)/(s1s2);
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(2) Σ−1M es un A–módulo: r(m/s) = (rm)/s;
(3) Σ−1M es un Σ−1A–módulo: (r/s1)(m/s2) = (rm)/(s1s2).

Para cada A–módulo M existe un homomorfismo de A–módulos λM = λΣ,M : M → Σ−1M .

Lema. 35.3.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo:

(1) Si M es un A–módulo, entonces Σ−1M es un A–módulo via el homomorfismo λ : A→ Σ−1A;
(2) Si N es un Σ−1A–módulo y consideramos la estructura de A–módulo vía λA : A→ Σ−1A, entonces

N ∼= Σ−1N .

Proposición. 35.4. (Propiedad universal del módulo de fracciones.)
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo. Sea f : M → N un homomorfismo
de A–módulos, siendo N un Σ−1A–módulo, existe un único homomorfismo de Σ−1A–módulos f ′ :
Σ−1M → N tal que f = λM ◦ f ′.

M
λM //

f   @@@@@@@@ Σ−1M

f ′{{x
x

x
x

x

N

Corolario. 35.5.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo. Sean f : M → N un homomorfismo
de A–módulos; entonces existe un único homomorfismo Σ−1 f de Σ−1A–módulos tal que f ◦ λN =
λM ◦Σ−1 f .

M
f //

λM
��

N
λN
��

Σ−1M
Σ−1 f

//______ Σ−1N
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Corolario. 35.6.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto. Se verifica:

(1) Si f : M −→ M ′ y g : M ′ −→ M” son homomorfismos de A–módulos, Σ−1(g ◦ f ) = Σ−1 g ◦Σ−1 f .
(2) Para cada A–módulo M se tiene Σ−1 idM = idΣ−1M .

Tenemos entonces una situación de adjunción

A−Mod

Σ−1A−Mod

Σ−1

��
U

OO

Proposición. 35.7.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo. Si 0→ M ′→ M → M ′′→ 0 es una
sucesión exacta corta de A–módulos, entonces

0→ Σ−1M ′→ Σ−1M → Σ−1M ′′→ 0

es una sucesión exacta corta de Σ−1A–módulos.

Corolario. 35.8.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo y M1, M2 ⊆ M submódulos, se verifica:

(1) Σ−1Mi es un submódulo de Σ−1M .
(2) Σ−1(M1 +M2) = Σ−1M1 +Σ−1M2.
(3) Σ−1(M1 ∩M2) = Σ−1M1 ∩Σ−1M2.
(4) Σ−1M/Σ−1M1

∼= Σ−1(M/M1).

Corolario. 35.9.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo y M1, M2 dos A–módulos, se verifica:

Σ−1(M1 ⊕M2)∼= Σ−1M1 ⊕Σ−1M2.
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Teorema. 35.10.
Sea A un anillo y Σ un subconjunto multiplicativo. Para cada A–módulo M existe un isomorfismo
natural σ : Σ−1A⊗A M ∼= Σ−1M definido por: σ(a/s⊗m) = am/s.

Consecuencia de los anteriores resultados tenemos:

Corolario. 35.11.
En la situación anterior Σ−1A es un A–módulo plano.

En este caso se tiene también una situación de adjunción

A−Mod

Σ−1A−Mod

Σ−1A⊗A−
��

HomΣ−1A(Σ
−1A,−)

OO

Observar que hemos encontrado dos adjuntos a la derecha del funtor Σ−1(−) = Σ−1A⊗A−.

Lema. 35.12.
Sea A un anillo y Σ un subconjunto multiplicativo; si M y N son A–módulos, entonces existe un
isomorfismo de Σ−1A–módulos

Σ−1M ⊗Σ−1AΣ
−1N ∼= Σ−1(M ⊗A N).

DEMOSTRACIÓN. Tenemos una sucesión de isomorfismos naturales:

Σ−1M ⊗Σ−1AΣ
−1N ∼= M ⊗AΣ

−1A⊗Σ−1AΣ
−1N ∼= M ⊗AΣ

−1N
∼= M ⊗AΣ

−1A⊗AΣ
−1N ∼= Σ−1A⊗A (M ⊗A N)

∼= Σ−1(M ⊗A N).

�

La propiedad análoga para el funtor HomA sería:

HomΣ−1A(Σ
−1M ,Σ−1N)∼= Σ−1 Hom A(M , N).

que en general no se verifica. En el caso en que M es finitamente presentado (un A–módulo M es
finitamente presentado si existe una presentación libre Am→ An→ M → 0 con m, n ∈ N) tenemos:
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Lema. 35.13.
Sea A un anillo conmutativo y M , N dos A–módulos tales que M es finitamente presentado, entonces
para cada subconjunto multiplicativo Σ se tiene un isomorfismo natural

HomΣ−1A(Σ
−1M ,Σ−1N)∼= Σ−1 Hom A(M , N).

DEMOSTRACIÓN. Consideramos una presentación libre de M , por ejemplo Am −→ An −→ M −→ 0.
Aplicando los funtores HomA(−, N) y Σ−1 en distinto orden tenemos una diagrama conmutativo con
filas exactas:

0 // Σ−1 HomA(M , N) //

���
�
�
�
�
�
�

Σ−1 HomA(An, N) // Σ−1 HomA(Am, N)

Σ−1N n Σ−1N m

0 // HomΣ−1A(Σ−1M ,Σ−1N) // HomΣ−1A(Σ−1An,Σ−1N) // HomΣ−1A(Σ−1Am,Σ−1N)

Por la propiedad universal del núcleo tenemos el resultado �

Lema. 35.14.
Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo finitamente gene-
rado. Entonces

Σ−1 Ann A(M) = AnnΣ−1A(Σ
−1M).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que el resultado es cierto para dos módulos M1 y M2, entonces se
tiene

Σ−1(0 : M1 +M2)A= Σ−1((0 : M1)A∩ (0 : M2))A
= Σ−1(0 : M1)A∩Σ−1(0 : M2)A
= (0 : Σ−1M1)Σ−1A∩ (0 : Σ−1M2)Σ−1A

= (0 : (Σ−1M1 +Σ−1M2))Σ−1A

= (0 : Σ−1(M1 +M2))Σ−1A.

Basta entonces probar el resultado para módulos cíclicos. Sea M = Aa ∼= A/a, entonces

Σ−1(A/a) = Σ−1A/Σ−1a,

y se tiene
Σ−1(0 : A/a)A = Σ

1a= (0 : Σ−1A)Σ−1A.
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�

Corolario. 35.15.
Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo. Entonces para cada
par de submódulos N , H ⊆ M , H finitamente generado, se verifica:

Σ−1(N : H)A = (Σ
−1N : Σ−1H)Σ−1A.

DEMOSTRACIÓN. Basta tener en cuenta que (N : H)A = (0 : (N +H)/N)A y aplicar el Lema (35.14.).
�

Propiedades locales

Dado un anillo A, un A–módulo M y un ideal primo p consideramos el subconjunto multiplicativo
Σ = A \ p. El anillo de fracciones Σ−1A se representa por Ap, y el módulo de fracciones Σ−1M se
representa por Mp.
Una propiedad de anillos ó de módulos P es una propiedad local si A ó M la tienen si y solo si
Ap ó Mp la tienen para cada ideal primo p. Ya hemos comprobado, ver Proposición (33.23.), que la
propiedad de ser un dominio normal es una propiedad local.

Lema. 35.16.
Sea M un A–módulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M = 0;
(b) Mp = 0 para cada ideal primo p;
(c) Mm = 0 para cada ideal maximal m.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado sobre representación de módulos:

Proposición. 35.17.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo, entonces la aplicación canónica

M −→
∏

{Mp | p ∈ Spec(R)}

es inyectiva.
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Corolario. 35.18.
Sea A un anillo conmutativo y f : M → N un homomorfismo de A–módulos. Son equivalentes los
siguientes enunciados:

(a) f es inyectivo (resp. sobreyectivo);
(b) fp : Mp→ Np es inyectivo (resp. sobreyectivo) para cada ideal primo p de A;
(c) fm : Mm→ Nm es inyectivo (resp. sobreyectivo) para cada ideal maximal m de A.

Corolario. 35.19.
Sea A un anillo conmutativo y N un submódulo de un A–módulo M . Para cada x ∈ M son equivalentes
los siguientes enunciados:

(a) x ∈ N ;
(b) x/1 ∈ Np para cada ideal primo p de A;
(c) x/1 ∈ Nm para cada ideal maximal m de A.

Proposición. 35.20.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M es un A–módulo plano;
(b) Mp es un A–módulo plano para cada ideal primo p de A;
(c) Mm es un A–módulo plano para cada ideal maximal m de A.

Submódulos de torsión

Si D es un dominio de integridad el localizado D(0) es K , el cuerpo de fracciones de D. Para cada
D–módulo M la localización M(0) es un espacio vectorial sobre K . El núcleo del homomorfismo
λM : M −→ M(0) el justamente el submódulo de torsión de M , esto es,

Ker(λM) = T (M) = {m ∈ M | existe 0 6= d ∈ D tal que dm= 0}.

Dado un dominio D, para cada elemento 0 6= a ∈ D, el núcleo del homomorfismo λM : M −→ Ma

son los elementos de a–torsión.

Ker(λM) = Ta(M) = {m ∈ M | anm= 0, para algún n ∈ N}.
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Espectro de un anillo

Dado un anillo A, el conjunto de los ideales primos de A lo representamos por Spec(A), y lo llamamos
el espectro de A.
En el espectro de un anillo Adefinimos una topología tomando como conjuntos cerrados los conjuntos

V (a) = {p ∈ Spec(A) | p ⊇ a},

donde a varía entre los ideales de A, y para cada elemento a ∈ A definimos V (a) = V (Aa).

Lema. 35.21.
Los conjuntos V (a) son los conjuntos cerrados para una topología en Spec(A).

Los conjuntos abiertos son los complementos de los cerrados, por lo tanto son de la forma:

X (a) = Spec(A) \ V (a) = {p ∈ Spec(a) | p + a}.

La topología que definen los subconjuntos V (a) se llama la topología de Zariski.

Soporte de un módulo

Para cada A–módulo M llamamos soporte de M a:

Supp(M) = {p ∈ Spec(A) | Mp 6= 0}.

Lema. 35.22.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M = 0;
(b) Supp(M) =∅.

Es consecuencia del Lema (35.16.).

Lema. 35.23.
Sea A un anillo conmutativo. Se verifica:

(1) Si a es un ideal de A, entonces Supp(A/a) = {p ∈ Spec(A) | p ⊇ a}= V (a);
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(2) Si 0→ M ′→ M → M ′′→ 0 es una sucesión exacta, entonces Supp(M) = Supp(M ′)∪Supp(M ′′);
(3) Si M es un A–módulo finitamente generado, entonces Supp(M) = V (Ann(M)), y por tanto

Supp(M) es un subconjunto cerrado de Spec(A);
(4) Si M y N son A–módulos finitamente generados, entonces Supp(M⊗AN) = Supp(M)∩Supp(N);
(5) Sea a un ideal de A y M un A–módulo finitamente generado, entonces Supp(M/aM) = V (a+

Ann(M)).

DEMOSTRACIÓN.

(1) De la sucesión exacta 0→ ap → Ap → (A/a)p → 0 se deduce p ∈ Supp(A/a) si y solo si ap 6= Ap,
si y solo si a∩ (A\ p) =∅, si y solo si a ⊆ p.

(2) Es consecuencia de la exactitud del funtor localización.

(3) Sea M = Am1+ · · ·+Amt , entonces Mp = (Am1)p+ · · ·+(Amt)p para cada ideal primo p, entonces

Supp(M) = ∪t
i=1 Supp(Ami) = ∪t

i=1 Supp(A/(0 : mi)) = ∪t
i=1V ((0 : mi))
= V (∩t

i=1(0 : mi)) = V (0 : M).

(4) Primero probamos que si A es un anillo local con ideal maximal m y M , N son A–módulos finita-
mente generados, entonces M ⊗A N 6= 0.

Por el Lema de Nakayama M/mM y N/mN son no nulos, luego tenemos un epimorfismo

M ⊗A N −→ M/mM ⊗A N/mN ∼= M/mM ⊗A/m N/mN 6= 0

Sea ahora p ∈ Supp(M⊗AN), entonces 0 6= (M⊗AN)p = Mp⊗Ap
Np, luego p ∈ Supp(M)∩Supp(N).

Sea p ∈ Supp(M)∩Supp(N), entonces 0 6= Mp⊗Ap
Np
∼= (M⊗A N)p y por tanto p ∈ Supp(M⊗A N).

(5) Como M/(aM)∼= (A/a)⊗A M , tenemos:

Supp(M/(aM)) = Supp(A/a)∩ Supp(M) = V (a)∩V (Ann(M)) = V (a+Ann(M)).
�
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35.1. Ejercicios

Módulos

Ejercicio. 35.24.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K . Demuestra que ∩{Am | m ⊆
A es maximal}= A.
El mismo resultado es cierto si se toman los ideales primos.
Ref.: 1127e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.25.
Sean N1, N2 ⊆ M submódulos de un A–módulo M . Demuestra que N1 ⊆ N2 si y sólo si (N1)m ⊆ (N2)m
para cada ideal maximal m de A.
Ref.: 1127e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.26.
Sea Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo finitamente generado. Demuestra que
Σ−1M = 0 si y solo si existe s ∈ Σ tal que sM = 0.
Ref.: 1127e_027 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.27.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K . Demostrar que K es un A–módulo
finitamente generado si, y sólo si, A= K .
Ref.: 1127e_029 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 35.28.
Sea a = (2X , 3Y ) ⊆ Z[X , Y ]. Calcula la saturación de a respecto al conjunto multiplicativo Σ =
Z \ {0}.
Ref.: 1127e_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.29.
Un elemento a ∈ A se llama regular si ab = 0, entonces b = 0, esto es, a no es un divisor de cero.

(1) Llamamos Σ0 = Σ0(A) al conjunto de todos los elementos regulares de A. Prueba que Σ0 es un
subconjunto multiplicativamente cerrado saturado.

(2) Para cada A–módulo M definimos la Σ0–torsión de M como el núcleo del homomorfismo
λ : M → Σ−1

0 M . Prueba que la Σ0–torsión de M es el submódulo TΣ0
(M) = {m ∈ M |

∃s ∈ Σ0 tal que sm= 0}.
(3) Prueba que TΣ0

(A) = 0, esto es, λ : A→ Σ−1
0 A es una aplicación inyectiva.

(4) Prueba que para cada módulo M se tiene TΣ0
(M/TΣ0

(M)) = 0.
(5) Prueba que para cada familia de módulos {Mi | i ∈ A} se tiene TΣ0

(⊕i Mi) = ⊕i TΣ0
(Mi).

Ref.: 1127e_032 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.30.
Sea A un dominio de integridad y M un A–módulo. Si para cada ideal maximal m ⊆ A la localización
Mm es un Am–módulo libre de torsión, prueba que M es un A–módulo libre de torsión.
Ref.: 1127e_053 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.31.
Sea A un anillo y Σ= Σ0(A) el conjunto de los elementos regulares de A.

(1) Para cada A–módulo M se define T (M) = {m ∈ M | existe s ∈ Σ tal que sm = 0}. Prueba que
T (M) es un submódulo de M .

(2) Si f : M → M ′ es un homomorfismo de A–módulos, prueba que f (T (M)) ⊆ T (M ′).
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(3) Prueba que para cada A–módulo M se tiene T (M/T (M)) = 0

Dado un A–módulo M el submódulo T (M) se llama el submódulo de torsión de M . Si T (M) = 0
el módulo M se llama libre de torsión, y si T (M) = M se llama de torsión.
Ver el ejercicio (35.29.).
Ref.: 1127e_058 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.32.
Sea A un anillo y Σ = Σ0(A) el conjunto de los elementos regulares de A.Para cada A–módulo M
prueba que T (M) = Ker(M → Σ−1M)
Ver el ejercicio (35.29.).
Ref.: 1127e_059 SOLUCIÓN

Ejercicio. 35.33.
Dado un homomorfismo de anillos f : A→ B, para cada A–módulo M definimos un B–módulo por
extensión de escalares mediante M ⊗A B.
Dados los conjuntos de elementos regularesΣ0(A) de A yΣ0(B) de B, dar un ejemplo de un A–módulo
libre de torsión M tal que M ⊗A B no es libre de torsión.
Ref.: 1127e_060 SOLUCIÓN
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Introducción

Una vez que hemos construido un invariante algebraico: la dimensión, en este capítulo vamos a es-
tudiar los anillos y álgebras de dimensiones bajas. Primero establecemos algunos resultados sobre
anillos noetherianos, para posteriormente caracterizar los anillos artinianos como los anillos noet-
herianos de dimensión cero. Establecemos un teorema de estructura para anillos artinianos: cada
anillo artiniano es un producto directo finito de anillos artinianos locales. Finalizamos el capítulo
estudiando ejemplos de anillos de dimensiones varias.
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36. Anillos noetherianos

Anillos noetherianos

Veamos algunos resultados sobre la construcción de ideales primos en anillos, y especialmente en
anillos noetherianos.

Lema. 36.1.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo. Si a es un ideal de A, maximal entre los anuladores
de elementos no nulos de M , entonces a es un ideal primo de A.

DEMOSTRACIÓN. Sea a un ideal maximal entre los anuladores de elementos no nulos de M y sean
a, b ∈ A tales que ab ∈ a. Finalmente sea 0 6= m ∈ M tal que a= Ann(m). Si b /∈ a se tiene bm 6= 0 y
como a+ Aa ⊆ Ann(bm), la maximalidad de a fuerza a que a= a+ Aa, luego a ∈ a. �

Lema. 36.2.
Sea A un anillo conmutativo. Para cada cadena {pα | α ∈ Λ} de ideales primos se verifica que ∪αpα
y ∩αpα son ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. (1). ∪αpα es un ideal primo. Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ ∪αpα, existen un índice
β tal que ab ∈ pβ , luego a ∈ pβ o b ∈ pβ , y tenemos el resultado. par (2). ∩αpα es un ideal primo.
Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ ∩αpα, si a /∈ ∩αpα, existe un índice β tal que a /∈ pβ , pero entonces
a /∈ pγ para cada γ≥ β , y como ab ∈ pγ, y éste es primo, resulta b ∈ pγ. Por lo tanto b ∈ ∩αpα. �

Lema. 36.3.
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal propio de A, existe un ideal primo p de A que es minimal
sobre a.

1128-01.tex
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DEMOSTRACIÓN. Por ser a propio tenemos que existe un ideal maximal m tal que a ⊆ m, y por tanto
la familia

Γ = {p | p es primo y p ⊇ a}
es no vacía. Dada una cadena descendente en Γ :

p1 ⊇ p2 ⊇ · · · ,

llamamos p= ∩αpα. Por el Lema (36.2.) tenemos que p es un ideal primo, y por tanto en Γ existirán
elementos minimales. �

Proposición. 36.4.
Si A es un anillo noetheriano, existe sólo un número finito de ideales primos minimales.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que el resultado no se verifica. Definimos Γ como a la familia de los
ideales de A que no tienen un conjunto finito de ideales primos minimales. Por la hipótesis resulta
que Γ 6= ∅. Por ser A noetheriano podemos tomar a ∈ Γ maximal. Resulta que si cambiamos A por
A/a, entonces A no tiene un número finito de ideales primos minimales, pero cada ideal propio no
nulo de A sí tiene un número finito de ideales primos minimales.
Como A no es un dominio, sean a, b ideales no nulos de A tales que ab= 0, entonces para cada ideal
primo minimal p de A se verifica ab ⊆ p, luego a ⊆ p ó b ⊆ p. En cualquier caso resulta que p es
minimal sobre a ó sobre b. En consecuencia existe un número finito de ideales primos minimales, lo
que es una contradicción. �

Corolario. 36.5.
Si A es un anillo noetheriano, sobre cada ideal propio a de A sólo existe un número finito de ideales
primos minimales sobre a.

Lema. 36.6.
En un anillo noetheriano el nilradical es nilpotente.

DEMOSTRACIÓN. Como A es noetheriano resulta que Nil(A) es un ideal finitamente generado. Sea
Nil(A) = a1A+· · ·+asA. Para cada índice i existe ni ∈ N tal que ani

i = 0, tomamos n=max{n1, . . . , ns}.
Un sistema de generadores de Nil(A)sn está formado por los elementos ae1

1 · · · a
es
s , con e1+· · ·+es = sn.

En consecuencia algún ei es mayor ó igual que n y por tanto ae1
1 · · · a

es
s = 0. Luego Nil(A)sn = 0. �
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Corolario. 36.7.
En un anillo noetheriano cada ideal contiene una potencia de su radical.
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36.1. Ejercicios

Anillos noetherianos

Ejercicio. 36.8.
Sea A un anillo, a,b ⊆ A ideales tales que:

a es finitamente generado.
A/a, y A/b son anillos noetherianos.

Prueba que A/a, a/ab y A/ab son A–módulos noetherianos.
Ref.: 1128e_023 SOLUCIÓN
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37. Anillos artinianos

Estudiamos a continuación los ideales primos en anillos artinianos.

Proposición. 37.1.
En un anillo artiniano cada ideal primo es maximal.

DEMOSTRACIÓN. Sea p un ideal primo de A, entonces A/p es un dominio de integridad artiniano.
Dado 0 6= x ∈ A/p, consideramos la cadena descendente de ideales:

x(A/p) ⊇ x2(A/p) ⊇ · · · .

Existe entonces n ∈ N tal que xn(A/p) = xn+1(A/p). Resulta que existe y ∈ A/p tal que xn = xn+1 y ,
luego 1= x y y por tanto x es una unidad y A/p es un cuerpo. �

Corolario. 37.2.
Si A es un anillo artiniano, Nil(A) = Jac(A).

DEMOSTRACIÓN. Recordar que Nil(A) es la intersección de todos los ideales primos y Jac(A) es la
intersección de todos los ideales maximales. Como cada ideal primo es maximal, se tiene el resultado.

�

Proposición. 37.3.
En un anillo artiniano existe sólo un número finito de ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. Consideramos Γ el conjunto de todas las intersecciones finitas de ideales primos, y
por tanto maximales, de A. Como A es un anillo artiniano, resulta que Γ tiene un elemento minimal.
Sea m1 ∩ · · · ∩mt ∈ Γ minimal. Para cada ideal maximal m tenemos:

m∩m1 ∩ · · · ∩mt ⊆ m1 ∩ · · · ∩mt ,

1128-02.tex
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luego por la minimalidad resulta
m1 ∩ · · · ∩mt ⊆ m,

y por tanto m es igual a uno de los mi, 1≤ i ≤ t. �

Corolario. 37.4.
En un anillo artiniano el nilradical es el producto de los ideales maximales.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de que los ideales maximales son un número finito, coinciden con
los ideales primos y son comaximales. �

Corolario. 37.5.
Si A es un anillo artiniano, el cociente A/ Jac(A) es isomorfo a un producto de cuerpos.

DEMOSTRACIÓN. Existe un número finito de ideales primos, y cada uno de ellos es maximal. Sean
éstos m1, . . . ,mt . Se tiene Jac(A) = m1∩ . . .∩mt , y por el Teorema Chino del Resto, existe un isomor-
fismo

A/ Jac(A)∼= A/m1 × · · · × A/mt .

�

Proposición. 37.6.
En un anillo artiniano el nilradical es nilpotente.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que n = Nil(A). Por ser A artiniano, existe n ∈ N tal que nn = nn+1.
Supongamos que nn 6= 0.
Llamamos Γ al conjunto

Γ = {a ⊆ A | ann 6= 0},

por la suposición anterior tenemos que Γ 6= ∅. Otra vez por ser A artiniano, existe a ∈ Γ minimal.
Sea a ∈ a tal que ann 6= 0, entonces por la minimalidad de a tenemos que a= aA. También se verifica
la relación

annn = ann+1 = ann 6= 0,
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y por la minimalidad tenemos an = aA. Entonces existe y ∈ n tal que a y = a, y es fácil ver que
se tiene a y s = a para cada s ∈ N. Ahora bien, y es nilpotente, ya que y ∈ n, luego existe s tal que
y s = 0, y por tanto a = 0, lo que es una contradicción. �

Teorema. 37.7. (Teorema de Akizuki)
Todo anillo artiniano es noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Sean m1, . . . , mt los ideales maximales de A y consideremos la siguiente cadena
de submódulos:

A⊇ m1 ⊇ m1m2 ⊇ · · · ⊇ m1 · · ·mt = a ⊇ am1 ⊇ · · · ⊇ an
1 = 0

Cada cociente de esta cadena es de la forma b/bmi, y por tanto es un A/mi–módulo, esto es, un A/mi–
espacio vectorial y, como A es artiniano, resulta ser de dimensión finita. Podemos encontrar entonces
una serie de composición de b/bmi (como A/mi–espacio vectorial y como A–módulo). Entonces A
tiene longitud finita y como consecuencia es un anillo noetheriano. �

El siguiente problema es ver qué condiciones es necesario añadir a un anillo noetheriano para que
sea artiniano.
Para hacer el recíproco del Teorema de Akizuki, vamos a hacer el siguiente Lema.

Lema. 37.8.
Sea A un anillo en el que el ideal cero es un producto de ideales maximales, por ejemplo m1, . . . , mt ,
no necesariamente distintos, entonces son equivalentes:

(a) A es un anillo noetheriano.
(b) A es un anillo artiniano.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Como tenemos m1 · · ·mt = 0, consideramos la cadena de submódulos:

A⊇ m1 ⊇ · · · ⊇ m1 · · ·mt = 0,

entonces m1 · · ·ms/m1 · · ·ms+1 es un A/ms+1–espacio vectorial de dimensión finita, esto es consecuen-
cia de que A es un anillo noetheriano y de que A/ms+1 es un cuerpo. Como consecuencia A es de
longitud finita y por tanto A es un anillo artiniano. �

El siguiente resultado es un recíproco del Teorema de Akizuki.
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Teorema. 37.9. (Teorema de Akizuki)
Sea A un anillo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) A es un anillo noetheriano y cada ideal primo es maximal;
(b) A es un anillo artiniano.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Por ser A un anillo noetheriano, existe un número finito de ideales primos
minimales, luego Nil(A) = m1 ∩ · · · ∩mt para una familia finita de ideales maximales, ya que cada
ideal primo, por la hipótesis, es maximal. Por ser Nil(A) nilpotente existe un entero positivo n tal que
Nil(A)n = 0, entonces

(m1 · · ·mt)
n ⊆ (m1 ∩ · · · ∩mt)

n = Nil(A)n = 0,

y aplicando el Lema anterior tenemos el resultado. �

El siguiente ejemplo muestra un anillo con un único ideal primo, y por tanto un único ideal maximal,
que no es necesariamente artiniano y tampoco noetheriano.

Ejemplo. 37.10.
Sea K un cuerpo, B = K[X1, X2, . . .] el anillo en infinitas indeterminadas, b = (X1, X 2

2 , X 3
3 , . . .), y

A := B/b= K[X1, X2, . . .]/(X1, X 2
2 , X 3

3 , . . .) el anillo cociente.
Llamamos x i a la clase de X i. El anillo A tiene un único ideal primo, el ideal p := (x1, x2, . . .), que es
maximal, ya que A/p ∼= K es un cuerpo. Sin embargo A no es un anillo noetheriano, ya que el ideal
p no es finitamente generado, y por tanto no es artiniano.

Módulos sobre anillos artinianos

Veamos algunas consecuencias de los Teoremas de Akizuki. El primer resultado es bien conocido.

Corolario. 37.11.
Sea A un anillo noetheriano y a un ideal de A. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Todo ideal primo de A que contiene a a es maximal;
(b) A/a es un A–módulo de longitud finita;
(c) Todo ideal primo de A/a es maximal;
(d) a es un producto de ideales maximales.

Traducido a módulos tenemos una caracterización de los módulos de longitud finita en términos de
ideales primos:
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Corolario. 37.12.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo finitamente generado. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

(a) M es de longitud finita;
(b) Todo ideal primo de Supp(M) es maximal.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si M es de longitud finita, entonces tiene una serie de composición

0= M0 ⊂ · · · ⊂ Mr = M ,

con ideales maximales {m1, . . . ,mr} tales que mi = Ann(Mi/Mi−1). Tenemos Ass(M) ⊆ {m1, . . . ,mr}
está formado por ideales maximales, y como Ass(M) son los elementos minimales del soporte, resulta
que el soporte está formado por ideales maximales.
(b)⇒(a). Consideremos una cadena

0= M0 ⊂ · · · ⊂ Mr = M ,

con Mi/Mi−1
∼= A/pi y pi ∈ Ass(M) = Supp(M) por verificarse (b). Entonces tenemos una serie de

composición de M . �

Cuando el anillo es artiniano los módulos de longitud finita se caracterizan fácilmente.

Corolario. 37.13.
Sea A un anillo artiniano y M un A–módulo. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) M es de longitud finita;
(b) M es finitamente generado.

En este caso tenemos Ass(M) = Supp(M).

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que A es un anillo noetheriano, entonces M es un A–módulo noetheriano
y artiniano, luego de longitud finita. Como A es artiniano, todo ideal primo es maximal, y como
Ass(M) son los elementos minimales de Supp(M), resulta que Supp(M) = Ass(M). �

Corolario. 37.14.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo finitamente generado. Son equivalentes los siguientes
enunciados:
(a) M es de longitud finita.
(b) A/Ann(M) es un anillo artiniano.
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DEMOSTRACIÓN. Utilizando el Corolario (37.12.) basta probar que son equivalentes que el anillo
A/Ann(M) es artiniano y que Supp(M) está formado por ideales maximales, y esto es equivalente a
probar que los ideales que contienen a Ann(M) son maximales y son un número finito. �

Teorema de estructura de anillos artinianos

Los anillos artinianos tienen una estructura que se puede describir fácilmente.

Teorema. 37.15. (Teorema de estructura de anillos artinianos)
Sea A un anillo artiniano con ideales maximales m1, . . . ,mt . Entonces A es isomorfo al anillo producto

A/mn1
1 × · · · × A/mnt

t ,

para algún (n1, . . . , nt) ∈ Nt . Además, cada A/mni
i es un anillo local artiniano con ideal maximal

mi/m
ni
i .

DEMOSTRACIÓN. Tenemos Nil(A) = m1 · · ·mt . Existe n ∈ N tal que 0= Nil(A)n = mn
1 · · ·m

n
t . Como los

ideales mn
i son comaximales, resulta que mn

1 · · ·m
n
t = mn

1 ∩ · · · ∩m
n
t . Entonces por el Teorema Chino

del Resto tenemos un isomorfismo

A∼= A/Nil(A)n ∼=
A
mn

1

× · · · ×
A
mn

t
.

Los anillos A/mn
i son artinianos y mi/m

n
i es un ideal maximal, y como es nilpotente es el único. �

Ejemplo. 37.16.
Para cada n ∈ Z el anillo Zn es finito, y por lo tanto es artiniano. Si la factorización de n es n =
pe1

1 · · · p
et
t , entonces la descomposición de Zn en producto de anillos artinianos locales es:

Zn =
Z

pe1
1 Z
× · · · ×

Z
pet

t Z
.

En efecto, el nilradical es n := Nil(Zn) = p1 · · · ptZ/nZ = (p1Z/nZ) · · · (ptZ/nZ), y se tiene ne = 0,
siendo e =max{e1, . . . , et}. Por tanto en aplicación del Teorema (37.15.) resulta

Zn
∼=
Z/nZ

pe
1Z/nZ

× · · · ×
Z/nZ

pe
tZ/nZ

∼=
Z

pe
1Z
× · · · ×

Z
pe

tZ
=
Z

pe1
1 Z
× · · · ×

Z
pet

t Z
.

Ejemplo. 37.17.
El caso de un anillo cociente K[X ]/(F), siendo F ∈ K[X ] un polinomio no constante se resuelve de
la misma forma, ya que en este caso K[X ]/(F) es una K–álgebra de dimensión finita, y por tanto
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las cadenas estrictas de ideales son finitas. Si la factorización de F es en polinomios irreducibles no
asociados es

F = F e1
1 · · · F

et
t ,

entonces se tiene un isomorfismo

K[X ]/(F)∼=
K[X ]
(F e1

1 )
× · · · ×

K[X ]
(F et

t )
.

Queda ahora el problema de determinar la estructura de los anillos locales artinianos.

Teorema. 37.18. (Estructura de anillos locales artinianos)
Sea A un anillo local noetheriano. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) A es un anillo artiniano;
(b) El ideal maximal es nilpotente.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒(b). Si A es un anillo artiniano, entonces cada ideal primo es maximal y el
nilradical es nilpotente, luego el único ideal maximal es nilpotente.
(b)⇒(a). Si el ideal maximal m es un ideal nilpotente, entonces para cada ideal primo p de A existe
n ∈ N tal que mn ⊆ p, entonces m ⊆ p, y por tanto m es el único ideal maximal. Aplicando entonces
el Teorema de Akizuki tenemos que A es un anillo artiniano. �

Vamos a estudiar con más detalle los anillos locales artinianos. Veamos antes un resultado sobre
anillos locales noetherianos:

Lema. 37.19.
Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m, se verifica una de las dos posibilidades
siguientes:

(a) mn 6= mn+1 para cada n ∈ N;
(b) mn = 0 para algún n ∈ N, y en este caso A es artiniano.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe n ∈ N tal que mn = mn+1, entonces se tiene mmn = mn+1 =
mn, y por el Lema de Nakayama mn = 0. Para ver que A es artiniano basta aplicar que el ideal cero
es un producto de ideales maximales. �
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Proposición. 37.20.
Sea A un anillo local artiniano con ideal maximal m y cuerpo residual K = A/m. Son equivalentes los
siguientes enunciados:

(a) Cada ideal de A es principal;
(b) El ideal maximal de A es principal;
(c) dimK(m/m2)≤ 1.

DEMOSTRACIÓN. De forma evidente tenemos (a)⇒(b)⇒(c). Para probar que (c)⇒(a), supongamos
que dimK(m/m2) ≤ 1. Si dimK(m/m2) = 0, entonces m = m2, y por el Lema de Nakayama tenemos
m= 0, entonces A es un cuerpo y se tiene el resultado. Si dimK(m/m2) = 1, entonces tenemos que m

es un ideal principal. Supongamos que m = xA. Para cada ideal propio no nulo a ⊆ A tenemos que
a ⊆ m. Ya que Nil(A) = m es nilpotente, existe m ∈ N tal que a ⊆ mm = xmA y a * mn+1 = xm+1A.
Entonces podemos tomar y ∈ a de forma que y = r xm e y /∈ xm+1A, luego r /∈ xA= m, esto es, es
una unidad. Entonces xm ∈ yA⊆ a y tenemos que a= xmA= mm es un ideal principal. �

Estos últimos resultados nos dicen que los anillos locales artinianos conmutativos, a pesar de su
simplicidad aparente son de complicada estructura: por un lado tenemos los anillos artinianos cuyos
ideales son principales, ejemplo de éstos son:

(1) El anillo Zpn es un ejemplo de anillo local artiniano, en él cada ideal es principal.
(2) El mismo resultado se tiene al considerar el anillo local artiniano K[X ]/(F e), siendo F ∈ K[X ]

un polinomio irreducible.

Por otro lado aquellos cuyo ideal maximal no es principal.

(1) En el anillo K[X 2, X 3]/(X 4) = K[x2, x3] el ideal maximal es (x2, x3). Por tanto no es un ideal
principal. Además, se tiene que m2 = 0, y dimK(m/m2) = 2.

Teorema de estructura de módulos artinianos

Sea A un anillo noetheriano y M un módulo artiniano, estamos interesados en la estructura de M .

Lema. 37.21.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo. Para cada ideal a ⊆ A se define Ta(M) = ∪{AnnM(an) |
n ∈ N}. Se verifica:

(1) Para cada submódulo N ⊆ m se tiene Ta(N) = N ∩ Ta(M).
(2) Ta (M/Ta(M)) = 0.
(3) Para cada homomorfismo f : M −→ N se tiene f (Ta(M)) ⊆ Ta(N).
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DEMOSTRACIÓN. (1). Es claro que Ta(N) ⊆ M ∩ Ta(M); si x ∈ M ∩ Ta(M), existe n ∈ N tal que
an x = 0, luego x ∈ Ta(N).
(2). Si x+Ta(M) ∈ Ta(M/Ta(M)), existe n ∈ N tal que an x ∈ Ta(M), y como es finitamente generado,
existe m ∈ N tal que aman x = 0, luego x + Ta(M) = 0.
(3). Si x ∈ Ta(M), existe n ∈ N tal que an x = 0, luego idealan f (x) = f (an x) = f (0) = 0. �

Ejercicio. 37.22.
Sea A un anillo, y a,b ⊆ A ideales; si a+ b= A, entonces Ta(M)∩ Tb(M) = 0.

SOLUCIÓN. Dado x ∈ Ta(M) ∩ Tb(M), existe n ∈ n tal que idealan x = 0 = bn x , entonces Ax =
(a+ b)n x = 0. �

Proposición. 37.23.
SiM = {mi | i ∈ I} es una familia de ideales maximales, se tiene que {Tmi

(M) | i ∈ I} es una familia
independiente de submódulos de M

DEMOSTRACIÓN. Sean m1, . . . ,mt ∈M , distintos, tales que x ∈ Tm1
(M)∩ (Tm2

(M) + · · ·+ Tmt
(M)),

entonces existen n, n2, . . . , nt ∈ N tales que mn
1,mn2

2 · · ·m
nt
t ⊆ Ann(x). De mn ⊆ Ann(x) se deduce que

Ann(x) ⊆ m1, luego existe m j ⊆ m1, con j 6= 1, lo que es una contradicción. �

En el caso de módulos artinianos tenemos un primer resultado que nos dice que Supp(M) es finito
y está compuesto por ideales maximales.

Proposición. 37.24.
Sea M un módulo artiniano sobre un anillo noetheriano, entonces:

(1) Supp(M) ⊆Max(A).
(2) Min(M) = Ass(M) = Supp(M).
(3) Supp(M) es finito.

DEMOSTRACIÓN. Primero observamos que el resultado es cierto si M es un módulo finitamente
generado, ya que entonces M es de longitud finita, y podemos aplicar el Corolario (37.13.).
Para un módulo artiniano arbitrario M se tiene M = ∪{N | N ⊆ M es finintamente generado},
entonces:

Supp(M) = ∪N Supp(N) ⊆Max(A).
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Dado un conjunto finito C ⊆ Supp(M), consideramos la aplicación canónica fC : M −→
∏

C Mm y su
núcleo Ker( fC). Para conjuntos finitos C ⊆ D ⊆ Supp(M) se tiene

Ker( fC) //

g

��

M //
∏

C Mm

��
Ker( fD) // M //

∏

D Mm

y por tanto g es una aplicación inyectiva, que es un isomorfismo si, y sólo si, C = D. Dada una cadena
ascendente de subconjuntos finitos {Cn | n ∈ N}, tenemos una cadena descendente de submódulos
de M : {Ker( fCn

) | n ∈ N}. Por ser M artiniano, esta cadena es estacionaria, y por lo tanto la cadena
de los Ci es estacionaria. En consecuencia Sup(M) es finito. �

Tenemos entonces que si M es un módulo artiniano, Supp(M) es un conjunto finito; vamos a ver
que éste produce una descomposición de M .

Ejercicio. 37.25.
Si (A,m) es un anillo local, todo módulo artiniano M verifica Tm(M) = M .

SOLUCIÓN. Dado x ∈ M consideramos la cadena descendente Ax ⊇ mx ⊇ m2s ⊇ · · · ; existe n ∈ N
tal que mn x = mn+1 x , y por el lema de Nakayama mn x = 0, esto es, x ∈ Tm(M). �

Teorema. 37.26.
Sea A un anillo noetheriano y M un módulo artiniano con soporte Supp(M) = {m1, . . . ,mt}, entonces
M = Tm1

(M)⊕ · · · ⊕ Tmt
(M).

DEMOSTRACIÓN. Para cada módulo M se verifica Supp(M) ⊆ {p | p ⊇ Ann(M)}. Podemos tomar el
anillo A/Ann(M) y suponer que M es fiel. Se tiene Supp(M) = {m1, . . . ,mt} y la inclusión Tm1

(M)⊕
· · · ⊕ Tmt

(M) ⊆ M . Para cada par de ideales maximales m,n ⊆ A se verifica Tn(M)m = 0 si n 6= m.
En efecto, dado x ∈ Tn(M) existe n ∈ N tal que nn ⊆ Ann(x), y por tanto si Ann(x) ⊆ m, se tiene
n ⊆ m, lo que es una contradicción. Por otro lado Tm(M)m = Mm. En efecto, se tiene Tm(M)m ⊆ Mm,
y para cada x ∈ M se tiene x/1 ∈ Mm es m–torsión, y existe n ∈ N tal que mnAm ⊆ Ann(x/1); como
m es finitamente generado, existe s ∈ A\m tal que smn x = 0, esto es, xs ∈ Tm(M), y por tanto
x/1= sx/s ∈ Tm(M)m.
Localizando en los ideales maximales de A, no son necesariamente los mi si M no es finitamente
generado, se tiene la igualdad M = Tm1

(M)⊕ · · · ⊕ Tmt
(M). �
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37.1. Ejercicios

Anillos artinianos

Ejercicio. 37.27.
Prueba que todo módulo artiniano sobre un anillo artiniano es un módulo noetheriano.

Ref.: 1128e_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 37.28.
Sea K un cuerpo y A= K[X 2,X 3]

(X 4) ⊆
K[X ]
(X 4) .

(1) Prueba que A es un anillo artiniano.
(2) Prueba que A es un anillo local con ideal maximal m= (X 2, X 3).
(3) Determina el nilradical de A.

Ref.: 1128e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 37.29.
Sea A un anillo. Prueba que son equivalentes:

(a) A es un anillo artiniano.
(b) Existe un A–módulo fiel que es de longitud finita.

Ref.: 1128e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 37.30.
Prueba que si A es un anillo artiniano y a ⊆ A es un ideal, existe un ideal b ⊆ A tal que a+ b = A y
a∩ b ⊆ Jac(A)
Ref.: 1128e_015 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 37.31.
Sea A un anillo. Tenemos la siguiente situación para los elementos de A:

Nilpotente Invertible

Div. cero Regular

(1) Si todo elemento regular es invertible, decimos que A es un anillo de fracciones (coincide con
su anillo total de fracciones).Prueba que todo anillo artiniano es un anillo de fracciones. Más en
general, prueba que todo anillo de dimensión cero es un anillo de fracciones.

(2) Si todo divisor de cero es nilpotente, decimos que A es un anillo escaso. Prueba que todo anillo
local artiniano es un anillo escaso.

(3) Prueba que si A es un anillo escaso, entonces A[X ] es un anillo escaso.
(4) Estudia el caso A = Z4; prueba que Z4 es un anillo local artiniano y por tanto escaso, pero el

anillo Z4[X ] es un anillo escaso de dimensión 1, y por tanto no es artiniano.

Ref.: 1128e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 37.32.
Sea M un módulo tal que M = ∪{Ni | i ∈ I}, entonces Supp(M) = ∪i Supp(Ni).

Ref.: 1128e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 37.33.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo artiniano, entonces Supp(M) es finito y está formado
por ideales maximales.
Ref.: 1128e_018 SOLUCIÓN
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38. Repaso sobre la dimensión de anillos

Los anillos artinianos son anillos que tienen dimensión de Krull igual a cero, y en ellos las cadenas
de ideales primos se reducen a un único elemento, pues todo ideal primo es maximal. En general no
todo anillo de dimensión cero es un anillo artiniano.

Ejemplo. 38.1.
Se considera el anillo A=

∏

NQ=Q
N. Este anillo no es noetheriano y no es artiniano, ya que existe

una cadena descendente no acotada:
∏

n≥0

Q ⊇
∏

n≥1

Q ⊇
∏

n≥2

Q ⊇
∏

n≥3

Q ⊇ · · ·

Sin embargo A es de dimensión cero, ya que los ideales primos son de la forma
∏

n6=iQ para i ∈ N,
y los que contienen a ⊕NQ; todos ellos son maximales.

Vamos a reunir en la siguiente proposición algunos resultados sobre anillos locales noetherianos.

Proposición. 38.2.
Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m y cuerpo residual F = A/m. Se verifica:

(1) El cociente m/m2 es un F–espacio vectorial de dimensión finita. Sea d := dimF(m/m2).
(2) Todo conjunto de generadores de m tiene al menos d elementos.
(3) Existe un conjunto de generadores de m que tiene d elementos.
(4) dimF(m/m2)≥ dim(A).
(5) En el caso en que A := K[X1, . . . , Xn](X1,...,Xn), el localizado del anillo de polinomios en el ideal

maximal (X1, . . . , Xn), y m el ideal maximal de A, se tiene

dimF(m/m
2) = n= dim(A).

El anillo A := K[X1, . . . , Xn](X1,...,Xn) proporciona un tipo especial de anillos, los anillos locales regu-
lares. Un anillo noetheriano local A con ideal maximal m se llama regular si verifica:

dimF(m/m
2) = dim(A).

Recordemos que dado un ideal primo p de un anillo A, la altura ht(p) de p es el supremo de las
longitudes de las cadenas de ideales primos

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn = p

Y que en general se define al altura, ht(a), de un ideal a como el mínimo de las altura de los ideales
primos minimales sobre a.

1128-03.tex
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Proposición. 38.3.
Para cada ideal primo p se verifica ht(p) = dim(Ap).

Proposición. 38.4.
Si A es un anillo noetheriano, entonces todo ideal primo de A tiene altura finita. En consecuencia el
conjunto de los ideales primos de A verifica la condición de cadena descendente.

El concepto dual de altura es el de co–altura, a veces también llamado profundidad. La co–altura
de un ideal primo p en un anillo A se define como el supremo de las longitudes de las cadenas de
ideales primos

p= p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn.

Utilizamos la notación cht(p) para indicar la co–altura del ideal p.

Proposición. 38.5.
Para cada ideal primo p se verifica cht(p) = dim(A/p).

Veamos un ejemplo de un anillo noetheriano de dimensión infinita, en él hay ideales primos de altura
arbitrariamente grande.

Ejemplo. 38.6. (Nagata)
Sea K un cuerpo y B = K[X1, X2, . . .] el anillo de polinomios en infinitas indeterminadas. Conside-
ramos una sucesión creciente en enteros positivos: 1 = m1 < m2 < · · · verificando que para cada
índice i se tiene 0< mi −mi−1 < mi+1 −mi, y sea pi = (Xmi

, · · · , Xmi+1−1).
Cada pi es un ideal primo, luego el complemento de la unión es un conjunto multiplicativo saturado.
Sea Σ= B \ (∪ipi).
Vamos a ver que el anillo A := Σ−1A es noetheriano.
(1). Primero identificamos los ideales maximales de A. Sea m un ideal maximal de A, entonces m =
Σ−1n para algún ideal primo n tal que n ∩ Σ = ∅ y n es maximal verificando esta condición. En
consecuencia n ⊆ ∪ipi. Dado 0 6= x ∈ n, x se escribe como polinomios en los X j con un número
finito de indeterminadas, y por tanto x /∈ pi para i mayor que un cierto entero positivo, esto es, x
pertenece sólo a un número finito de ideales pi.
Supongamos que n es finitamente generado, entre todos los generadores involucran un número finito
de indeterminadas, sean X1, . . . , X s, llamamos T = K[X1, . . . , X s] y consideramos n∩T . Casi todos las
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intersecciones pi∩T son cero, y además se verifica n∩T ⊆ ∪i(pi∩T ). Aplicando la Proposición (4.14.)
existe un índice i tal que n∩ T ⊆ pi ∩ T . En consecuencia n ⊆ pi, ya que éste último contiene a todos
los generadores de n.
Supongamos ahora que n no es finitamente generado. Dado {n1, n2, . . .}, un sistema de genera-
dores no nulos de n, definimos para cada entero positivo j un ideal finitamente generado n j :=
(n1, n2, . . . , n j). Para cada uno de estos ideales existe un índice i( j) tal que n j ⊆ pi( j). Consideramos
ahora el conjunto de estos índice {i( j) | j ≥ 1}. Este conjunto es finito, ya que n1 6= 0 pertenece
a todos los pi( j), pero n1 sólo puede pertenecer a un conjunto finito de éstos. Luego si el conjunto
C es finito, resulta que n está contenido en una unión finita de los pi, y aplicando nuevamente la
Proposición (4.14.), existe un ideal pi que contiene a n. En consecuencia n es uno de los pi y se tiene
m= Σ−1pi.
(2). Para cada ideal maximal m de A el localizado Am es noetheriano. El ideal m corresponde a un
ideal primo de B, sea n. El localizado Am se realiza como Σ−1BΣ−1n, y por lo tanto es isomorfo a Bn.
Para ver que Bn es noetheriano suponemos que n= p1 = (Xm1

, . . . , Xm2−1); el cálculo de Bp1
podemos

realizarlo como:

Bp1
= (K[Xm2

, Xm2+1, . . .][Xm1
, . . . , Xm2−1])p1

= K(Xm2
, Xm2+1, . . .)[Xm1

, . . . , Xm2−1]p′1 ,

que es el localizado de un anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo, y por lo tanto es
noetheriano.
(3). El siguiente resultado que necesitamos es comprobar que para cada elemento 0 6= a ∈ A per-
tenece solo a un número finito de ideales maximales. Esto es consecuencia del razonamiento en
(1).
(4). Veamos que cada ideal de A es finitamente generado. Dado un ideal a de A, éste está conte-
nido solo en un número finito de ideales maximales, sean m1, . . . ,ms todos los ideales maximales
que contienen a a. Podemos encontrar un conjunto finito de elementos a1, . . . , at en a tales que no
existe ningún ideal maximal, distinto de los anteriores que contiene a todos ellos. Utilizando que
Am j

es noetheriano, existe un número finito de elementos a j,1, . . . , a j,t j
que generan el ideal aAmi

.
Consideramos ahora el conjunto finito

C = {a1, . . . , at} ∪
⋃

j

{a j,1, . . . , a j,t j
}.

Vamos a ver que a=
∑

c∈C aA.
Para m 6= m j, j = 1, . . . , s, se tiene:

aAm = Am, ya que a * m.
∃ai, i ∈ {1, . . . , t}, tal que ai /∈ m, entonces

∑

c∈C cAm = Am.

Para m= m j, j ∈ {1, . . . , s}, se tiene

aAm j
= (a j,1, . . . , a j,t j

)Am j
⊆
∑

c∈C cAm j
⊆ aAm j

.

Por tanto
∑

c∈C cAm = aAm para cada ideal maximal m, y por tanto se tiene que a =
∑

c∈C cA es un
ideal finitamente generado y A es un anillo noetheriano.
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Si identificamos pi con su extendido en A, observa que el anillo Api
tiene dimensión mi+1 −mi, por

lo tanto el ideal primo pi tiene altura mi+1 −mi. Como estos números van creciendo se tiene que la
dimensión de A es infinita.
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38.1. Ejercicios

Dimensión de anillos

Ejercicio. 38.7.
Demuestra que para cada anillo A se tiene:

dim(A) = sup{dim(Ap) | p ∈ Spec(A)}.

Ref.: 1128e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.8.
Demuestra que si a es un ideal nilpotente de un anillo A, entonces:

dim(A) = dim(A/a).

Ref.: 1128e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.9.
Sea K un cuerpo y a ⊆ K[X1, . . . , Xn] el ideal generado por los siguientes polinomios de grado uno:

a=





F1 =
∑n

i=0 a1,iX i,
...

Fs =
∑n

i=0 as,iX i





Si r es el rango del sistema de ecuaciones lineales:
∑n

i=1 a1,iX i = a1,0
...

∑n
i=1 as,iX i = as,0







Prueba que la dimensión del anillo K[X1, . . . , Xn]/a es igual a n− r.
Ref.: 1128e_005 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 38.10.
Sea K un cuerpo. Prueba que toda K–álgebra afín (cociente de un anillo de polinomios en un número
finito de indeterminadas) tiene dimensión cero (es artiniano) si, y solo si, es finito dimensional sobre
K .
Ref.: 1128e_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.11.
Calcula la dimensión del anillo Z[X , Y ]/(X 2 + Y 2 − 1, X Y − Y 2X + 3).

Ref.: 1128e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.12.
Calcula la altura de los siguientes ideales:

(1) a= (X , Y − 1) ⊆ K[X , Y ].
(2) b= (X + Y, X − Y ) ⊆ K[X , Y ].

Ref.: 1128e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.13.
Prueba que, para cualesquiera ideales a,b de un anillo A, son equivalentes:

(1) rad(a) = rad(b).
(2) a y b tienen los mismos ideales primos minimales.

Ref.: 1128e_010 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 38.14.
Sea K un cuerpo. Dado el ideal a= (X 2− X Y + X , X Y − Y 2+ Y ) ⊆ K[X , Y ], calcula la dimensión de
K[X , Y ]/a.
Ref.: 1128e_011 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.15.
Prueba los siguientes enunciados

(1) Si D es un dominio de integridad de dimensión cero, entonces D es un cuerpo.
(2) Si D es un DIP que no es un cuerpo, prueba que la dimensión de D es igual a uno.
(3) Si a ⊆ A es un ideal, entonces a[X ] = aA[X ].
(4) Si dim(A) =∞, entonces dim(A[X ]) =∞.

Ref.: 1128e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.16. (Teorema de Seidenberg)
Sea A un anillo de dimensión finita n. Prueba que

n+ 1≤ dim(A[X ])≤ 2n+ 1.

Nota: Cuando A es un anillo noetheriano se tiene dim(A[X ]) = dim(A) + 1; para la demostración
necesitamos el Teorema del ideal principal.
Ref.: 1128e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 38.17.
Sea D un dominio, son equivalentes:

1. D es noetheriano y dim(D) = 1.
2. Para todo módulo finitamente generado M , se tiene que M es de longitud finita o Supp(M) =

Spec(D).
3. Para todo módulo finitamente generado M , si Ann(M) 6= 0, entonces M es de longitud finita.

Ref.: 1128e_022 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 38.18.
Responde a las cuestiones o prueba la verdad o falsedad, según el caso, de las siguientes afirmaciones:

(1) En un anillo (conmutativo) artiniano todo ideal primo es maximal.
(2) ¿Es cierto el recíproco?
(3) ¿Cómo son los dominios de integridad artinianos?
(4) Da un ejemplo de un anillo artiniano local que no sea un D.I.
(5) Si un anillo A verifica que todo cociente A/a es artiniano, para a 6= 0, ¿es A artiniano?
(6) Si A es un anillo local artiniano, ¿forman los ideales de A una cadena?
(7) Si K es un cuerpo, ¿es toda K–álgebra de K–dimensión finita artiniana?
(8) Si K es un cuerpo, ¿es toda K–álgebra A, con dim(A)<∞, artiniana?
(9) En un anillo artiniano todo elemento regular (no divisor de cero) es invertible.

(10) Si en un anillo noetheriano A todo elemento regular es invertible, entonces A es artiniano.

Ref.: 1128e_004 SOLUCIÓN
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Introducción

El estudio de los conjuntos algebraicos se reduce a encontrar descomposiciones de los mismos en
términos de sus componentes irreducibles. Desde el punto de vista algebraico se trata de dar una
descomposición del ideal como una intersección de ciertos ideales: los ideales primarios. El objetivo
del capítulo es probar que cada ideal en un anillo noetheriano tiene una descomposición primaria:
posteriormente esta descomposición se prueba también para módulos noetherianos. Se aplica esta
teoría en algunos caso concretos, centrándonos en dos: la clasificación de los conjuntos algebraicos
del plano y la descomposición en los anillos de polinomios.
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39. Descomposición primaria de ideales

Ideales primarios

Un ideal q de un anillo conmutativo A se llama primario si (i) es propio, y (ii) verifica la siguiente
condición: para elementos a, b ∈ A tales que ab ∈ q, y a /∈ q, existe n ∈ N tal que bn ∈ q.

Lema. 39.1.
Sea A un anillo conmutativo y q un ideal propio de A. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) q es un ideal primario;
(b) Cada divisor de cero en A/q es un elemento nilpotente.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Sea x + q ∈ A/q un divisor de cero, entonces existe 0 6= y + q tal que
0 = (x + q)(y + q) = x y + q y tenemos x y ∈ q, como y /∈ q, entonces existe n ∈ N tal que xn ∈ q y
x + q es nilpotente.
(b)⇒ (a). Sea x y ∈ q, y /∈ q, entonces 0 = (x + q)(y + q) y y + q 6= 0, luego x + q es un divisor de
cero y es nilpotente, esto es, existe n ∈ N tal que (x +q)n = 0, entonces xn ∈ q y q es primario. �

Lema. 39.2.
Si q es un ideal primario de un anillo conmutativo A, entonces rad(q) es un ideal primo.

DEMOSTRACIÓN. Sea x y ∈ rad(q), si x /∈ rad(q), entonces para cada n ∈ N se tiene xn /∈ q. Como
consecuencia y ∈ q ⊆ rad(q). �

Si q es primario y rad(q) = p, entonces decimos que q es un ideal p–primario.

Ejemplo. 39.3.
En el anillo Z de los números enteros los ideales primarios son de la forma pnZ, para p un número
entero primo y n ∈ N.

Sin embargo, si el anillo no es un DIP, un ideal primario no ha de ser necesariamente una potencia
de un ideal primo.

1000/129/01.tex
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Ejemplo. 39.4.
Sea A= K[X , Y ] el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo y q = (X , Y 2). Es claro que q

es primario, pues A/q ∼= K[Y ]/(Y 2) verifica que cada divisor de cero es nilpotente. Sin embargo, el
radical de (X , Y 2) es (X , Y ) y se verifica: (X , Y )2 ⊆ (X , Y 2) ⊆ (X , Y ).
Observa que (X , Y )2 es un ideal primario, ya que si FG ∈ (X , Y )2 y F /∈ (X , Y )2 ⊆ (X , Y ), si G /∈ (X , Y ),
entonces (X , Y ) + (G) = K[X , Y ], lo que implica que existen H ∈ (X , Y )2 y L ∈ K[X , Y ] tales que
H + LG = 1, entonces F = FH + LFG ∈ (X , Y )2, lo que es una contradicción.

El siguiente ejemplo prueba que no es tampoco suficiente para que un ideal sea primario el que sea
la potencia de un ideal primo, ni que su radical sea primo.

Ejemplo. 39.5.
Sea A= K[X , Y, Z]/(X Y − Z2), llamamos x , y, z a las clases de X , Y, Z , respectivamente, en A. Tene-
mos que el ideal p= (x , z) es un ideal primo, y que p2 no es un ideal primario, ya que x y = z2 ∈ p2,
y se tiene que x /∈ p2 e yn /∈ pn para todo n ∈ N.

Por el contrario, toda potencia de un ideal maximal siempre es un ideal primario.

Lema. 39.6.
Sea A un anillo conmutativo y q un ideal propio. Si rad(q) es un ideal maximal, entonces q es un
ideal primario. En particular las potencias de un ideal maximal son ideales primarios.

DEMOSTRACIÓN. Se considera el cociente A/q, como rad(q) = m es un ideal maximal, resulta que
A/q tiene un único ideal primo, luego cada divisor de cero es nilpotente y q es un ideal primario.

�

Corolario. 39.7.
Sea A un anillo conmutativo, m ⊆ A un ideal maximal y q un ideal tal que mn ⊆ q ⊆ m para algún
n ∈ N, entonces q es un ideal m–primario.

DEMOSTRACIÓN. Es claro, ya que rad(q) = m. �

Descomposición primaria de ideales
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Lema. 39.8.
Sea A un anillo conmutativo y {qα | α ∈ Λ} una familia finita de ideales p–primarios, entonces ∩αqα
es un ideal p–primario.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene rad(∩αqα) = ∩α rad(qα) = p. Por otro lado, si x y ∈ ∩αqα y x /∈ ∩αqα,
entonces existe un índice β tal que x /∈ qβ , luego existe n ∈ N tal que yn ∈ qβ y por tanto y ∈ p.
Entonces existe m ∈ N tal que ym ∈ ∩αqα. �

Proposición. 39.9.
Sea A un anillo conmutativo y q un ideal p–primario. Para cada x ∈ A se verifica:

(1) x ∈ q si, y sólo si, (q: x) = A;
(2) x /∈ q si, y sólo si, (q: x) es p–primario;
(3) x /∈ p si, y sólo si, (q: x) = q.

DEMOSTRACIÓN. (1). Es consecuencia directa de la definición.
(2). Si x /∈ q y ab ∈ (q : x) con a /∈ (q : x), entonces abx ∈ q y ax /∈ q, luego existe n ∈ N tal que
bn ∈ q, en particular bn ∈ (q : x), luego (q : x) es primario. El recíproco es inmediato, ya que cada
ideal primario es un ideal propio.
Para ver que es p–primario, comprobamos la igualdades siguientes:

rad(q : x)= {a | ∃n ∈ N, an ∈ (q : x)}= {a | ∃n ∈ N, an x ∈ q}
= {a | ∃n ∈ N, an ∈ q} = rad(q) = p.

(3). Es consecuencia directa de la definición. �

Si a es un ideal propio de A, una descomposición primaria de a es una expresión del tipo:

a= ∩n
i=1qi,

con qi ideales primarios. Una descomposición primaria se llama reducida si verifica las dos condi-
ciones siguientes:

(I) rad(qi) 6= rad(q j) si i 6= j;
(II) qi + ∩ j 6=iq j para cada índice i = 1, . . . , n.

Un ideal a se llama descomponible si tiene una descomposición primaria.

Ejemplo. 39.10.
Dado un ideal nZ ⊆ Z, si la factorización en elementos primos de n es: n = pe1

1 · · · p
et
t , se tiene

cada (piZ)ei es un ideal piZ–primario y que nZ = (p1Z)e1 · · · (ptZ)et = (p1Z)e1 ∩ . . .∩ (ptZ)et es una
descomposición primaria reducida de nZ.
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Lema. 39.11.
Todo ideal descomponible tiene una descomposición primaria reducida.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del Lema (39.8.). �

Teorema. 39.12. (Primer teorema de unicidad.)
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal con una descomposición primaria reducida a= ∩n

i=1qi. Sea
rad(qi) = pi para cada índice i. Entonces los ideales pi son todos los ideales primos que se pueden
escribir en la forma rad(a: x), para x ∈ A.
Como consecuencia son independientes de la elección de la descomposición primaria considerada.

DEMOSTRACIÓN. Dado x ∈ A tenemos (a : x) = (∩iqi : x) = ∩i(qi : x), luego rad(a : x) = rad(∩i(qi :
x)) = ∩i rad(qi : x) = ∩{pi | x /∈ qi, i = 1, . . . , n}. Para cada uno de los pi, tomando x ∈ ∩ j 6=iq j \ qi, y
tenemos rad(a : x) = rad(qi : x) = pi.
Por otro lado, para un ideal primo cualquiera p, si a : x es p–primario, entonces p = rad(ax) =
∩x /∈q j

q j = ∩ jp j, luego existe un índice j tal que p= p j. �

Corolario. 39.13.
En la situación anterior, para cada índice i existe un elemento x i ∈ A tal que pi = rad(a : x i) y (a : x i)
es primario.

Los ideales pi se llaman divisores primos del ideal a.
El conjunto de los divisores primos del ideal a se representa por Assdp(A/a) o por Ass(A/a).

Proposición. 39.14.
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal con una descomposición primaria reducida. Para cada ideal
primo p tal que p ⊇ a, existe un ideal primo minimal q verificando p ⊇ q ⊇ a.
Además los ideales primos minimales sobre a son exactamente los elementos minimales de
Assdp(A/a).
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DEMOSTRACIÓN. La primera parte es consecuencia del Lema de Zorn. Para la segunda, si p ⊇ a

es minimal sobre a, de p ⊇ a = ∩iqi tenemos que existe un índice i tal que p ⊇ pi ⊇ a, y por la
minimalidad se tiene p= pi. �

Proposición. 39.15.
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal con una descomposición primaria reducida a= ∩n

i=1qi. Sea
rad(qi) = pi para cada índice i. Entonces

∪n
i=1pi = {x ∈ A | (a: x) 6= a}.

En particular si 0 es un ideal con descomposición primaria, entonces el conjunto de los divisores de
cero de A es la unión de los divisores primos del ideal 0.

DEMOSTRACIÓN. Podemos considerar que a= 0 pasando al cociente A/a. Vamos entonces a ver que
el conjunto D de los divisores de cero de A es la unión de los divisores primos de A. Es claro que
D ⊆ ∪pi ya que tenemos D = ∪x(0 : x) = ∪x rad(0 : x), y rad(0 : x) = ∩x /∈q j

rad(q j) ⊆ p j ∈ Assdp(A).
Recíprocamente, como cada pi es de la forma rad(0 : x i) para algún x i ∈ A, entonces pi ⊆ D y
tenemos la igualdad. �

Proposición. 39.16.
Sea A un anillo conmutativo y Σ un subconjunto multiplicativo. Si q es un ideal p–primario de A se
verifica:

(1) Si Σ∩ p 6=∅, entonces Σ−1q= Σ−1A;
(2) Si Σ∩ p=∅, entonces Σ−1q es Σ−1p–primario y q= qec.

Como consecuencia, existe una correspondencia biyectiva entre ideales primarios de Σ−1A y los idea-
les primarios que no cortan a Σ.

DEMOSTRACIÓN. Si Σ ∩ p 6= ∅, entonces existe s ∈ Σ ∩ p, como p = rad(q), existe n ∈ N tal que
sn ∈ q, luego Σ−1q= Σ−1A.
Si Σ ∩ p = ∅, vamos a probar que Σ−1q es primario. Sea (a/1)(b/1) ∈ Σ−1q, a/1 /∈ Σ−1q, entonces
existe s ∈ Σ tal que abs ∈ q y as /∈ q. Luego existe n ∈ N tal que bn ∈ q, en consecuencia b/1 ∈ Σ−1p.
Ahora comprobamos que es Σ−1p–primario; rad(Σ−1q) = Σ−1 rad(q) = Σ−1p. Falta ver que qec ⊆ q;
dado x /∈ qec \ q, se tiene x/1 ∈ Σ−1q, luego existe s ∈ Σ tal que sx ∈ q, y como x /∈ q, existe n ∈ n
tal que s∈q, esto es, s ∈ p∩Σ=∅, lo que es una contradicción. �

Para cada ideal a de un anillo A y cada subconjunto multiplicativo Σ, llamamos SatΣ(a) a la Σ–
saturación de a, esto es, a SatΣ(a) = (Σ−1a)c = aec.
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Proposición. 39.17.
Sea A un anillo conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y a un ideal de A con una descompo-
sición primaria reducida a= ∩n

i=1qi. Sea rad(qi) = pi para cada índice i. Supongamos que p j∩Σ=∅
para j = 1, . . . , m y p j ∩Σ 6=∅ para j = m+ 1, . . . , n. Entonces

Σ−1a= ∩m
i=1Σ

−1q y SatΣ(a) = ∩m
i=1qi

son descomposiciones primarias reducidas.

Un subconjunto P de Spec(A) se llama genéricamente estable cuando verifica que:

si p ∈ P y p′ ⊆ p, entonces p′ ∈ P .

Ejemplo. 39.18.
Dado un conjunto multiplicativo Σ ⊆ A el conjunto P = {p | p ∩Σ = ∅} es un conjunto genérica-
mente estable.

Teorema. 39.19. (Segundo teorema de unicidad.)
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal con una descomposición primaria reducida a= ∩n

i=1qi. Sea
rad(qi) = pi, para cada índice i. Si {p1, . . . ,pm} es un conjunto genéricamente estable contenido en
Assdp(A/a), entonces q1 ∩ · · · ∩ qm es independiente de la descomposición primaria.

Observa que el conjunto {p1, . . . ,pm} puede estar propiamente contenido en Assdp(A/a).

DEMOSTRACIÓN. Llamamos Σ = A\ (p1 ∪ . . .∪ pm), entonces Σ es un conjunto multiplicativamente
cerrado. Para cada ideal primo p, divisor primo de a, se tiene p∩Σ=∅, si p ∈ {p1 . . . ,pm}, ó p∩Σ 6=∅,
si p /∈ {p1 . . . ,pm}. Entonces Σ−1a= Σ−1q1 ∩ . . .∩Σ−1qm, y se tiene SatΣ(a) = q1 ∩ . . .∩ qm. �

Si a es un ideal con una descomposición primaria, cada elemento minimal de Assdp(A/a) se llama
un divisor primo aislado, los restantes divisores primos se llaman embebidos.
Si pi es un divisor primo aislado, entonces qi se llama componente primaria aislada, las otras se
llaman componentes primarias embebidas.
Observa que cualquier conjunto de divisores primos aislados es un subconjunto genéricamente esta-
ble.

Corolario. 39.20.
Sea A un anillo conmutativo y a un ideal con una descomposición primaria. Las componentes pri-
marias aisladas están determinadas de forma única.
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Por el contrario las componentes embebidas no están determinadas de forma única como el siguiente
ejemplo muestra.

Ejemplo. 39.21.
Se considera el anillo A= K[X , Y ] y el ideal a= (X 2, X Y ). Llamamos p1 = (X ) y p2 = (X , Y ). Entonces
a = p1 ∩ p2

2 es una descomposición primaria de A. Entonces como p1 ⊆ p2, entonces p1 es un primo
aislado y p2 es un primo embebido.
Otra descomposición primaria de a es a = (X ) ∩ (X 2, Y ). En este caso la componente aislada es
(X ) y la componente embebida es (X 2, Y ), lo que prueba que las componentes embebidas no están
determinadas de forma única.
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39.1. Ejercicios

Descomposición primaria de ideales

Ejercicio. 39.22.
Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos, q un ideal p–primario de B. Prueba:

(1) f −1(p) es un ideal primo de A.
(2) f −1(q) es un ideal f −1(p)–primario de A.

Ref.: 1129e_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.23.
Sea f : A −→ B un homomorfismo sobreyectivo de anillos conmutativos y a un ideal de A que
contiene a Ker( f ). Prueba que son equivalentes:

(a) a es primario.
(b) f (a) es primario.

Y que en este caso si el primo asociado a a es p, el primo asociado a f (a) es f (p).
Ref.: 1129e_058 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.24. (AM, Cap 4, Ej 2)
Si a= rad(a), entonces a no tiene ideales primos inmersos (embebidos).

Ref.: 1129e_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.25. (AM, Cap 4, Ej 4)
En el anillo de polinomios Z[T], el ideal m = (2, T ) es maximal y el ideal q = (4, T ) es m–primario,
pero no es una potencia de m.
Ref.: 1129e_004 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 39.26. (AM, Cap 4, Ej 5)
En el anillo de polinomios K[X , Y, Z], donde K es un cuerpo y X , Y y Z son indeterminadas inde-
pendientes, sea p1 = (X , Y ), p2 = (X , Z), m = (X , Y, Z); p1 y p2 son primos y m es maximal. Sea
a= p1p2. Probar quea= p1 ∩ p2 ∩m2 es una descomposición primaria reducida de a. ¿Cuáles son las
componentes aisladas y cuáles las inmersas (embebidas)?
Ref.: 1129e_005 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.27. (AM, Cap 4, Ej 7)
Sea A un anillo y sea A[X ] el anillo de polinomios en una indeterminada sobre A. Para cada ideal a
de A, sea a[X ] el conjunto de todos los polinomios en A[X ] con coeficientes en a.

(1) a[X ] es la extensión de a a A[X ].
(2) Si p es un ideal primo en A, entonces p[X ] es un ideal primo enA[X ].
(3) Si q es un ideal p–primario en A, entonces q[X ] es un ideal p[X ]–primario en A[X ].

Pista: utilizar Capítulo I, Ejercicio 2.
(4) Si a = ∩n

i=1qi es una descomposición minimal primaria en A, entonces a[X ] = ∩n
i=1qi[X ] es una

descomposición minimalprimaria en A[X ].
(5) Si p es un ideal primo minimal de a, entonces p[X ] es un ideal primo minimal de a[X ].

Ref.: 1129e_007 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.28. (AM, Cap 4, Ej 8)
Sea k un cuerpo. Probar que en el anillo de polinomios k[X1, . . . , Xn] los ideales pi = (X1, . . . , X i)
(1≤ i ≤ n) son primos y todas sus potencias son primarias.
Pista: utilizar el Ejercicio (39.27.).
Ref.: 1129e_008 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.29. (AM, Cap 4, Ej 9)
En un anillo A, sea D(A) el conjunto de ideales primos p que satisfacen la siguiente condición: existe
a ∈ A tal que p es minimal en el conjunto de los ideales primos que contienen (0 : a).
(1) Probar que x ∈ A es un divisor de cero si y sólo si x ∈ p para algún p ∈ D(A).
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(2) Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de A, y se identifica Spec(S−1A) con su imagen
en Spec(A) (Capítulo 3, Ejercicio 21). Probar que D(S−1A) = D(A)∩ Spec(S−1A).

(3) Si el ideal cero tiene una descomposición primaria, probar que D(A) es el conjunto de los ideales
primos asociados de 0.

Ref.: 1129e_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.30. (AM, Cap 4, Ej 10)
Para cada ideal primo p en un anillo A, sea Sp(0) el núcleo del homomorfismo A−→ Ap. Probar que:

(1) Sp(0) ⊆ p.
(2) rad(Sp(0)) = p si, y sólo si, p es un ideal minimal primo de A.
(3) Si p ⊇ p′, entonces Sp(0) ⊆ Sp′(0).
(4) En el caso en que el ideal 0 tiene una descomposición primaria se tiene: ∩p∈D(A)Sp(0) = 0, donde
D(A) = {p | ∃a ∈ A tal que p es minimal en el conjunto de los ideales primos que contienen a
(0 : a)}.

Tenemos que Sp(0) es la saturación de 0 con respecto a p ó, equivalentemente, con respecto a A\ p.
Ver ejercicio (39.34.).
Ref.: 1129e_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.31.
Se considera el ideal a= (2X , X 2) ⊆ Z[X ].
(1) Prueba que a no es un ideal primario.
(2) Como (X )2 ⊆ a, este ejemplo también prueba que si un ideal contiene una potencia de un ideal

primo no necesariamente es primario.
(3) Prueba que (2X , X 2) = (X )∩(X 2, 2) = (X )∩(X 2, 2+X ) = (X )∩(X 2, 2X , 4) son descomposiciones

primarias de a.
(4) ¿Cuáles son los ideales primos asociados?

Ref.: 1129e_012 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 39.32.
Determina los ideales primos minimales sobre a = (X Y, Y Z + X Z) ⊆ K[X , Y, Z], y prueba que
rad(X Y, Y Z + X Z) = (X Y, X Z , Y Z).
Ref.: 1129e_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.33.
Sea A un DFU y a= (a) ⊆ A un ideal principal, son equivalentes:

(a) a es primario,
(b) Existen p ∈ A primo, u ∈ A invertible, y e ∈ N tales que a = upe.

Por tanto se tiene a= (p)e.
Ref.: 1129e_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.34.
Sea A un anillo conmutativo y sea Σ un subconjunto multiplicativo. Para cada ideal a representamos
por SatΣ(a) a la contracción del ideal Σ−1a. El ideal SatΣ(a) se llama saturación de a respecto a Σ.

(1) Demuestra que SatΣ(a)∩ SatΣ(b) = SatΣ(a∩ b).
(2) Demuestra que SatΣ(rad(a)) = rad(SatΣ(a)).
(3) Demuestra que SatΣ(a) = A si, y sólo si, a∩Σ 6=∅.
(4) Demuestra que SatΣ1

(SatΣ2
(a)) = SatΣ1Σ2

(a).
(5) Supongamos que a admite una descomposición primaria. Demuestra que el conjunto de los

ideales SatΣ(a), donde Σ recorre todos los subconjuntos multiplicativos de A, es finito.

Ref.: 1129e_054 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.35.
Se considera la aplicación f :Q[X , Y, Z]→Q[T], definida por

f (X ) = T 3, f (Y ) = T 4, f (Z) = T 5.
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(1) Prueba que el núcleo de f es p= (Y 2 − X Z , Y Z − X 3, Z2 − X 2Y ).
(2) Prueba que p es un ideal primo.
(3) Razona que el radical de p2 es igual a p.
(4) ¿Cuántos elementos tiene una base de Groebner reducida de p2?
(5) Estudia el elemento Y (X 5 + X Y 3 − 3X 2Y Z + Z3), y razona que p2 no es un ideal primario.

Ref.: 1129e_011 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.36.
Sea A un anillo conmutativo noetheriano y a un ideal. Demuestra que a es radical si y sólo si todas
sus componentes primarias en una descomposición primaria minimal son ideales primos. Deduce
que la descomposición primaria minimal de un ideal radical es única.
Ref.: 1129e_044 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.37.
Sea A un anillo conmutativo noetheriano y sean p1, . . . ,pm los primos asociados del ideal 0.

(1) Demuestra que p1 ∩ . . .∩ pm es el conjunto de elemento nilpotentes de A.
(2) Demuestra que p1 ∪ . . .∪ pm es el conjunto de divisores de cero de A.

Ref.: 1129e_045 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.38.
Si q1,q2 son ideales m–primarios (m es un ideal maximal), prueba que los ideales q1 + q2 y q1q2 son
también m–primarios.
Ref.: 1129e_050 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 39.39.
Sea A el conjunto de todas las sucesiones de elementos de Z2 eventualmente constantes; A es un
anillo con las operaciones definidas componente a componente.
Sea pn el conjunto de los elementos de A con término n igual a cero, y sea p0 el conjunto de las
sucesiones con un número finito de elementos no nulos.

(1) pn es un ideal primo para n≥ 0.
(2) Todo ideal primo de A es de la forma pn para n ∈ N.
(3) Todo ideal primario de A es un ideal primo.
(4) ∩{pn | n≥ 1}= 0 y p0∩ (∩{pi | n≥ 1, n 6= i}) 6= 0. Como consecuencia 0 no es una intersección

finita de ideales primarios.
(5) Ya que A no es un anillo noetheriano, construye un ideal que no es finitamente generado, y

construye una cadena estrictamente ascendente de ideales de A.

Ref.: 1129e_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.40.
Sea A un anillo, a ⊆ A un ideal de A tal que existe una descomposición en irreducibles a= b1∩. . . ,∩bt ,
con b j * ∩i 6= jbi, para cada índice j.

(1) Sea a= c1∩ . . .∩ ct una descomposición en irreducibles con ci ⊆ bi. Prueba que ci = bi para cada
índice i.

(2) Sea a = c1 ∩ . . .∩ cs una descomposición en irreducibles con c j * ∩i 6= jci, para cad índice j. Para
cada índice i = 1, . . . , t definimos di = b1∩ . . .∩Òbi∩ . . .∩bt . Prueba que para cada índice i existe
un índice j tal que a= bi ∩ c j.

(3) Prueba que t = s.

Ref.: 1129e_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.41. (Patologías de la descomposición primaria)
Sea K un cuerpo y Z el anillo de los enteros.

(1) Un ideal primario no es necesariamente una potencia de un ideal primo. El ideal (X , Y 2) ⊆
K[X , Y ] es un ideal primario con radical (X , Y ).

(2) Un ideal primario no es necesariamente una potencia de un ideal primo. El ideal (4, X ) ⊆ Z[X ]
es primario con radical (2, X ).

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



434 CAP. IX. DESCOMPOSICIÓN PRIMARIA

(3) Un ideal con radical primo no es necesariamente primario. El ideal (X 2, X Y ) ⊆ K[X , Y ] no es
primario y su radical es (X ).

(4) Un ideal con radical primo no es necesariamente primario. El ideal (X 2, 2X ) ⊆ Z[X ] no es pri-
mario, y su radical es (X ).

(5) Un ideal en un anillo noetheriano puede tener infinitas descomposiciones primarias. Para cada
k ∈ K el ideal (Y − kX , X 2) es un ideal primario con radical (X , Y ). Si k 6= k′, entonces (Y −
kX , X 2) 6= (Y − k′X , X 2), y se tiene que (X 2, X Y ) = (X ) ∩ (Y − kX , X 2) es una descomposición
primaria reducida.

(6) Un ideal primario no necesariamente irreducible. El ideal (4,2X , X 2) ⊆ Z[X ] es primario, y se
tiene (4,2X , X 2) = (4, X )∩ (2, X 2).

(7) Una potencia de un ideal primo no es necesariamente primario. Se considera el subanillo A de
Z[X ] formado por todos los polinomios con término lineal, el coeficiente de X , divisible por 3.
En A el ideal p= (3X , X 2, X 3) es un ideal primo, pero p2 no es primario.

Ref.: 1129e_027 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.42.
Razona que un ideal primo p contiene a un ideal a (que tiene una descomposición primaria) si, y
sólo si, p contiene a uno de los primos asociados de una descomposición primaria minimal de a.
Ref.: 1129e_039 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.43.
Sean a,b ideales de un anillo conmutativo A, a propio, y sea (a : b) = {x ∈ A | xb ⊆ a}. Se tiene
a ⊆ (a : b). Demuestra que si A es noetheriano, son equivalentes:

(a) a= (a : b).
(b) b no está contenido en ninguno de los ideales primos asociados de a.

Ref.: 1129e_051 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.44.
Sea A un anillo conmutativo y q un ideal p–primario. Sea a un ideal cualquiera de A. Prueba:
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(1) Si a ⊆ q, entonces (q : a) = A.
(2) Si a * p, entonces (q : a) = q.
(3) Si a ⊆ p y a * q, entonces q ( (q;a) ( A.
(4) Sea a= q1 ∩ . . .∩ qt una descomposición primaria minimal donde cada qi es pi–primario.
(5) Para cualquier ideal b de A se tiene (a : b) = a si y sólo si b * pi para todo índice i.

Ref.: 1129e_052 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.45.
Sean qi, i = 1, 2, dos ideales pi–primarios de un anillo conmutativo A tales que p1 * p2 * p1.

(1) Demuestra que a= q1 ∩ q2 no es primario.
(2) Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ a. Demuestra que existen r, s ∈ N tales que ar , bs ∈ a.

Ref.: 1129e_053 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.46.
Sean a,b,q ideales de un anillo conmutativo A tales que q es primario, ab ⊆ q y a * q. Demuestra
que b ⊆ rad(q).
Ref.: 1129e_057 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.47.
Sea {ai | i ∈ I} una familia de ideales p–primarios, prueba que no necesariamente ∩iai es un ideal
p–primario.
Ref.: 1129e_015 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 39.48.
Sea A un anillo noetheriano, a1, . . . ,at ⊆ A ideales primarios, con rad(ai) = mi ideal maximal y
mi 6= m j si i 6= j. Prueba que se tiene a1 ∩ . . .∩ at = a1 · · ·at .

Ref.: 1129e_016 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.49.
Sea a ⊆ K[X1, . . . , Xn] un ideal (G)–primario, donde G ∈ K[X1, . . . , Xn] es un polinomio irreducible.
Prueba que existe m ∈ Z tal que a= (Gm).
Ref.: 1129e_063 SOLUCIÓN

Potencias simbólicas
Sea p ⊆ A un ideal primo; ya conocemos que en general pn no es un ideal p–primario, pero tiene la
propiedad de que p es el único ideal primo minimal sobre pn, y por lo tanto será de interés estudiar
su componente en p, esto es, su p–saturación: Satp(pn) = pnAp∩A, ver Proposición (39.17.). Tenemos
que Satp(pn) es un ideal p–primario, ya que pnAp = (pAp)n es primario al ser una potencia de un ideal
maximal. Además en el caso en el que pn tenga una descomposición primaria ésta será la componente
en p. Llamamos a Satp(pn) la n–ésima potencia simbólica de p, y la representamos por p(n).

Ejercicio. 39.50.
Sea A un anillo y p un ideal primo de A. Prueba:

(1) p(n) es un ideal p–primario.
(2) Si pn admite una descomposición primaria, entonces p(n) es su componente p–primaria.
(3) Si p(n)p(m) tiene una descomposición primaria, entonces p(n+m) es su componente p–primaria.
(4) p(n) = pn si, y sólo si, pn es p–primario.
(5) En particular, si A es un anillo noetheriano se tiene que ∩∞n=1p

(n) es la p–saturación de 0.

Ref.: 1129e_055 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.51.
Sea p1 ∩ . . .∩ qn = 0 una descomposición primaria minimal del ideal cero en un anillo conmutativo
noetheriano A, con cada qi un ideal pi–primario. Demuestra que para cada índice i existe un entero
ri tal que p(ri) ⊆ qi.
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Ref.: 1129e_056 SOLUCIÓN

Anillos absolutamente planos

Ejercicio. 39.52. (AM, Cap 4, Ej 3)
Si A es absolutamente plano, cada ideal primario es maximal.

Ref.: 1129e_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.53. (AM, Cap 4, Ej 6)
Sea X un espacio de Hausdorff infinito compacto, C(X ) el anillo de las funciones continuas a valores
reales sobre X (Capítulo I, Ejercicio 26). ¿Es el ideal cero descomponible en este anillo?
Ref.: 1129e_006 SOLUCIÓN

Descomposición primaria de ideales monomiales
Un ideal monomial a ⊆ K[X1, . . . , Xn] se llama ideal monomial puro si está generado por elementos
que son potencias de los X i. Esto es, es de la forma a= (X e1

1 , . . . , X en
n ), con ei ∈ N.

Dado un ideal monomial a ⊆ K[X1, . . . , Xn], existe un sistema minimal de generadores que es único,
ver Proposición (10.6.), y al que representaremos por gen(a).

Ejercicio. 39.54.
Prueba que todo ideal monomial a es una intersección finita de ideales monomiales puros.

Ref.: 1129e_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.55.
Todo ideal monomial es, de forma única, una intersección irredundante finita de ideales monomiales
puros.
Ref.: 1129e_018 SOLUCIÓN

ÁLGEBRA CONMUTATIVA. Álgebra conmutativa básica P. Jara



438 CAP. IX. DESCOMPOSICIÓN PRIMARIA

Un ideal monomial a es un ideal monomial irreducible si no se puede escribir como intersección
de dos ideales monomiales a= a1 ∩ a2 tales que a * ai.

Ejercicio. 39.56.
Prueba que un ideal monomial a es un ideal monomial irreducible si, y sólo si, es un ideal monomial
puro.
Ref.: 1129e_019 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.57.
Prueba que todo ideal monomial puro es un ideal primario. En particular, prueba que (X e1

i1
, . . . , X es

is
),

con ei 6= 0, es un ideal (X i1 , . . . , X is)–primario.

Ref.: 1129e_020 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.58.
Para cada ideal monomial a prueba que:

(1) Existe una descomposición primaria única

a= q1 ∩ . . .∩ qs,

donde cada qi es un ideal monomial puro, y por tanto primario. Además pi = rad(qi), los ideales
primos asociados a A/a, son ideales monomiales, pudiendo haber algunos repetidos.

(2) Prueba que (X 2, X Y, Y 2) ⊆ K[X , Y ] es un ideal primario, y que (X 2, Y )∩ (X , Y 2) es una descom-
posición primaria formada por ideales monomiales puros.

(3) Prueba que para cada p ∈ Ass(A/a) existe un monomio M tal que p= (a : M).

Esta descomposición se llama la descomposición primaria estándar del ideal monomial a.
Ref.: 1129e_021 SOLUCIÓN

Ejercicio. 39.59.
Calcula las descomposiciones primarias, y las descomposiciones primarias estándar de los siguientes
ideales:
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(1) a= (X 3
1 , X 3

2 , X 2
1 X 2

3 , X1X2X 2
3 , X 2

2 X 2
3) ⊆ K[X1, X2, X3].

(2) b= (X1X 2
2 , X2X 2

3 , X3X 2
1) ⊆ K[X1, X2, X3].

Ref.: 1129e_022 SOLUCIÓN
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40. Conjuntos algebraicos irreducibles

Un conjunto algebraico afín V se llama irreducible si cuando V = V1 ∪ V2, para V1, V2 conjuntos
algebraicos afines, se verifica V = V1 o V = V2.
Esta definición puede también extenderse a subconjuntos arbitrarios de An. Un subconjunto X ⊆ An

es irreducible si cuando X = X1 ∪ X2, para X1, X2 ⊆ X cerrados, se verifica X = X1 ó X = X2.

Proposición. 40.1.
Un conjunto algebraico afín V es irreducible si, y sólo si, I (V ) es un ideal primo.

DEMOSTRACIÓN. (⇒). Si a1, a2 son ideales de K[X1, . . . , Xn] tales que a1a2 ⊆ I (V ), podemos supo-
ner que I (V ) ⊆ ai y tenemos:

a1a2 ⊆ I (V )⇒ V = V I (V ) ⊆ V (a1a2) = V (a1)∪V (a2);

I (V ) ⊆ ai⇒V (ai) ⊆ V I (V ) = V.

Y se verifica:

V = V (a1)∪V (a2)⇒







V = V (a1)⇒I (V ) = IV (a1) ⊇ a1

o
V = V (a2)⇒I (V ) = IV (a2) ⊇ a2

(⇐). Sea V = V1 ∪ V2, entonces se verifica:

I (V ) = I (V1 ∪ V2) ⊇ I (V1)I (V2).

Y por tanto






I (V1) ⊇ I (V )⇒ V1 = V I (V1) ⊇ V I (V ) = V ;
o
V2 = V I (V2) ⊇ V I (V ) = V.

�

Veamos el caso particular de una hipersuperficie sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lema. 40.2.
Sea K es algebraicamente cerrado y n≥ 1. Si F ∈ K[X1, . . . , Xn] es un polinomio no constante y F =
uF e1

1 · · · F
er
r , es la factorización en irreducibles de F en K[X1, . . . , Xn], entonces IV (F) = (F1 · · · Fr).

1000/129/03.tex
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Corolario. 40.3.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y n≥ 1. Una hipersuperficie V (F) es irreducible si, y sólo
si, es el conjunto de ceros de un polinomio irreducible.

Corolario. 40.4.
Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y n ≥ 1. Cada hipersuperficie se puede representar en la
forma

H = H1 ∪ · · · ∪Hs, Hi 6= H j si i 6= j y Hi irreducible

Esta representación es única salvo en el orden.

Un resultado de este tipo puede generalizarse a conjuntos algebraicos arbitrarios. Para ello necesi-
tamos el siguiente resultado previo.

Lema. 40.5.
Cada familia no vacía de conjuntos algebraicos afines tiene un elemento minimal o equivalentemente
se verifica la condición de cadena descendente para conjuntos algebraicos.

DEMOSTRACIÓN. Sea {Vi} una cadena descendente de conjuntos algebraicos. Si llamamos ai =
I (Vi), tenemos una cadena ascendente {ai} de ideales de K[X1, . . . , Xn]. Como este anillo es noet-
heriano, resulta que existe un índice n tal que an = an+1 = . . . Como Vi = V (ai), resulta que
Vn = Vn+1 = . . ., y por tanto se verifica la condición de cadena ascendente. �

Lema. 40.6.
Sea X un conjunto de An. Son equivalentes:

(a) X is irreducible;
(b) Para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U1 y U2 de X se verifica que U1 ∩ U2 6=∅;
(c) X es irreducible.

DEMOSTRACIÓN. La equivalencia (a)⇔ (b) es trivial, ya que es únicamente tomar complementario.
La equivalencia (b)⇔ (c) es inmediata usando que X es denso en X . �
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Teorema. 40.7.
Si V es un conjunto algebraico afín en An, entonces V es la unión de sus subconjuntos algebraicos
irreducible maximales.

DEMOSTRACIÓN. Probamos primero que V es la unión de sus subconjuntos algebraicos irreducibles
maximales. Ya que para cada punto (a1, . . . , an) ∈ V tenemos que {(a1, . . . , an)} es un subconjunto
irreducible, basta ver que cada subconjunto irreducible está contenido en un subconjunto algebraico
irreducible maximal.
Sea Y ⊆ V un subconjunto irreducible; definimos

Γ = {Z | Y ⊆ Z y Z es irreducible}.

Se tiene que Γ es no vacío, pues contiene a Y . Sea ahora una cadena ascendente {Zi} de elementos
de Γ . Llamamos Z = ∪i Zi. Vamos a ver que Z es irreducible. Sean U1, U2 ⊆ An subconjuntos abiertos
tales que U j ∩ Z 6= ∅, entonces existen índices i1, i2 tales que U j ∩ Zi j

6= ∅. Sea h un índice tal
que h ≥ i1, i2, entonces U j ∩ Zh 6= ∅, y como Zh es irreducible, resulta que U1 ∩ U2 ∩ Zh 6= ∅, esto
es, tenemos U1 ∩ U2 ∩ Z 6= ∅. Entonces Z es irreducible. Aplicando ahora el Lema de Zorn resulta
que Γ tiene elementos maximales. Como consecuencia del Lema anterior tenemos además que cada
uno de estos elementos maximales es cerrado, y por tanto es un subconjunto algebraico irreducible
maximal. �

Cada uno de los subconjuntos algebraicos irreducible maximales que aparecen en el Teorema anterior
se llama una componente irreducible de V .
Vamos a estudiar ahora la finitud del número de componentes irreducibles.

Teorema. 40.8.
Si V es un conjunto algebraico afín no vacío en An, existe un número finito de componentes irredu-
cibles V1, . . . , Vr ⊆ V , unívocamente determinadas, tales que

V = V1 ∪ · · · ∪ Vr , Vj * ∪i 6= jVi y Vi 6= Vj si i 6= j.

DEMOSTRACIÓN. Llamamos Γ al conjunto de todos los conjuntos algebraicos que no son una unión
finita de subconjuntos algebraicos irreducibles. Si Γ es no vacío, existe un elemento V minimal en Γ .
Como V ∈ Γ , resulta que V no es irreducible, entonces existen V1, V2 ⊂ V subconjuntos algebraicos
tales que V = V1 ∩ V2. Por la minimalidad de V resulta que Vi /∈ Γ y por tanto son uniones finitas de
subconjuntos algebraicos irreducibles, y en consecuencia V también lo es, lo que es una contradic-
ción. �

La expresión V = V1 ∪ · · · ∪ Vr se llama la descomposición en componentes irreducibles de V .
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Aplicación de la descomposición primaria a conjuntos algebraicos

Dado un conjunto algebraico V = V (a) para a un ideal de K[X1, . . . , Xn].
Supongamos que a= q1∩· · ·∩qt es una descomposición primaria minimal de a, entonces se verifica:

V = V (a) = V (q1 ∩ · · · ∩ qt) = V (q1)∪ · · · ∪ V (qt).

Cada qi es un ideal primario, supongamos que rad(qi) = pi, entonces V (qi) = V (pi), para cada índice
i, y por tanto tenemos la siguiente expresión para V :

V = V (p1)∪ · · · ∪ V (pt).

Supongamos que p1, . . . ,pr son los ideales primos aislados de a (los elementos minimales del conjun-
to Ass(K[X1, . . . , Xn]/a)), y que por tanto pr+1, . . . ,pt sean los ideales primos embebidos. Entonces
para cada pr+ j, j = 1, . . . , t− r, existe un pi, i = 1, . . . , r, tal que pi ⊆ pr+ j y por tanto V (pr+ j) ⊆ V (pi),
esto es, V (pr+ j) puede ser eliminado en la expresión de V . Tenemos entonces

V = V (p1)∪ · · · ∪ V (pr).

Esta, como se puede comprobar, es la descomposición de V en componentes irreducibles dada en el
Teorema (40.7.).

Subconjuntos algebraicos del plano.

El caso del plano es más sencillo y permite hacer un estudio más en profundidad. El anillo de coor-
denadas del plano es K[X , Y ]. Éste es un Dominio de Factorización Única (DFU), por tanto vamos a
recordar algunos de los resultados fundamentales de polinomios sobre un DFU.
Si A es un DFU, para cada polinomio F ∈ A[X ] se define el contenido de F como el máximo común
divisor de sus coeficientes y lo representamos por c(F). Un polinomio con contenido igual a 1 se
llama primitivo.

Lema. 40.9. (Lema de Gauss.)
Sean F, G ∈ A[X ], se tiene c(FG) = c(F)c(G).

DEMOSTRACIÓN. Ver la solución del Ejercicio (6.20.) �

Lema. 40.10.
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K . Si F ∈ K[X ] es irreducible, entonces existe a ∈ A tal que
c(aF)−1aF es irreducible en A[X ].
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DEMOSTRACIÓN. Es claro que c(aF)−1aF tiene contenido igual a 1. Luego la única descomposición
es en producto de dos polinomios no constantes: c(aF)−1aF = GH. Entonces F = c(aF)a−1GH es
una factorización propia, lo que es una contradicción. �

Lema. 40.11.
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K . Si F ∈ A[X ] \ A es irreducible, entonces F es irreducible
en K[X ].

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que F tiene contenido igual a 1. Supongamos que tenemos una
factorización propia, F = GH, en K[X ]. Para G ∈ K[X ] existe g ∈ G tal que gG ∈ A[X ] tiene
contenido igual a 1, ver Lema (40.10.), y existe h ∈ A tal que hH ∈ A[X ] tiene también contenido
igual a 1. Tenemos entonces:

ghF = (gG)(hH),

y por el Lema de Gauss, Lema (40.9.), se tiene: gh = c(ghF) = c(gG)c(hH) = 1, esto es, g y h son
invertibles, y por tanto tenemos una factorización propia de F en A[X ], lo que es una contradicción.

�

Lema. 40.12.
Sea A un DFU y K su cuerpo de fracciones. Si F ∈ A[X ] se escribe en la forma F = GH en K[X ], con
G ∈ A[X ] y c(G) | c(F), entonces H ∈ A[X ].

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis tenemos F = GH. Como H ∈ K[X ], existe h ∈ A tal que hH ∈ A[X ]
tiene contenido igual a 1. Por lo tanto hc(F) = c(hF) = c(G(hH)) = c(G)c(hH) = c(G). Luego
c(F) | c(G), y como c(G) | c(F), se tiene que h es invertible, luego H ∈ A[X ]. �

Lema. 40.13.
Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K . Si F, G ∈ A[X ] no tienen factores comunes propios en
A[X ], entonces tampoco tienen factores comunes propios en K[X ].

DEMOSTRACIÓN. Suponemos que H es un factor común de F y G en K[X ]. Sea h ∈ A tal que
hH ∈ A[X ] es primitivo. Entonces existe F1 ∈ K[X ] tal que (hH)F1 = F , y como c(hH) = 1 | c(F), se
tiene F1 ∈ A[X ]. De la misma forma existe G1 ∈ K[X ] tal que (hH)G1 = G y se tiene G1 ∈ A[X ]. Esto
es, F y G tienen un factor común en A[X ], lo que es una contradicción. �
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Vamos a determinar todos los conjuntos algebraicos afines de A2(K). Siguiendo el proceso ante-
rior basta con determinar todos los conjuntos algebraicos irreducibles, y como consecuencia, basta
determinar todos los ideales primos de K[X ].

Proposición. 40.14.
Sean F, G ∈ K[X , Y ] polinomios sin factores comunes, entonces V (F, G) = V (F)∩ V (G) es un con-
junto finito.

Ver el Ejercicio (15.7.)

DEMOSTRACIÓN. Consideramos F, G ∈ K(X )[Y ]; como no tienen factores comunes, existen C1, C2 ∈
K(Y )[Y ] tales que 1= C1F + C2G. Existen D1, D2 ∈ K[X ] tales que D1C1, D2C2 ∈ K[X , Y ], y se tiene

D1D2 = (D1C1)D2F + D1(D2C2)G

luego para cada cero común (x , y) de F y G se tiene que x es un cero de D1D2, y por tanto x varía en
un conjunto finito. De la misma forma, usando K(Y )[X ], se tiene que y varía en un conjunto finito,
luego el número de ceros comunes es finito. �

Corolario. 40.15.
Si F ∈ K[X , Y ] es un polinomio irreducible y V (F) es infinito, entonces IV (F) = (F) y V (F) es
irreducible.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos (F) ⊆ IV (F). Si G ∈ IV (F), entonces F y G tienen un factor común, y
como F es irreducible, entonces F | G.
Si V (F) = V (I1)∪V (I2) = V (I1 ∩ I2), entonces

(F) = IV (F) = IV (I1 ∩ I2) ⊇ I1 ∩ I2.

Como F es irreducible y K[X , Y ] es un DFU, entonces (F) es primo y existe Ii ⊆ (F), luego V (F) ⊆
V (Ii) ⊆ V (F), y se tiene V (F) = V (Ii). �

Corolario. 40.16.
Si K es un cuerpo infinito, entonces los conjuntos algebraicos irreducibles de A2(K) son:

A2(K),
∅,
los conjuntos formados por un punto y
las curvas planas irreducibles V (F), con F ∈ K[X , Y ] irreducible y V (F) infinito.
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DEMOSTRACIÓN. Además de A2(K) y de ∅, si el conjunto algebraico irreducible es finito será un
punto, y si es infinito será de la forma V = V (F1, . . . , Ft). Si F1, . . . , Ft no tienen un factor común,
entonces la misma demostración de la Proposición (40.14.) prueba que V (F1, . . . , Ft) es finito. Por
tanto F1, . . . , Ft tienen un factor común. Al considerar los polinomios F1, . . . , Ft en K(X )[Y ] el factor
común, F , se expresa como una combinación

F = C1F1 + · · ·+ Ct Ft

y existe D ∈ K[X ] tal que DCi ∈ K[X , Y ], luego tenemos la expresión

DF = (DC1)F1 + · · ·+ (DCt)Ft ,

de donde V = V (F1, . . . , Ft) ⊆ V (DF) = V (D)∪V (F). Trabajando con K(Y )[X ] existirá un polinomio
E ∈ K[Y ] tal que V ⊆ V (E) ∪ V (F). Por tanto V ⊆ V (F) ∪ (V (D) ∩ V (E)). Como V es irreducible
e infinito y V (D) ∩ V (E) es finito, se tiene V ⊆ V (F). Como F | Fi, se tiene V (F) ⊆ V (Fi), luego
V (F) ⊆ ∩iV (Fi) = V (F1, . . . , Ft) = V , y tenemos la igualdad V = V (F). Una factorización F =
F e1

1 · · · F
et
t produce una descomposición V (F) = V (F1)∪ . . .∪V (Ft), luego t = 1 y V (F) = V (F1) es

irreducible e infinito. El Corolario anterior nos dice que entonces V (F) es irreducible. �

Corolario. 40.17.
Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y F ∈ K[X , Y ] con F = F e1

1 · · · F
er
r es una descomposición

en irreducibles, entonces V (F) = V (F1)∪· · ·∪V (Fr) es la descomposición de V (F) en componentes
irreducibles y además IV (F) = (F1, . . . , Fr).

DEMOSTRACIÓN. Ya que la descomposición se deduce de la definición, basta ver que en este caso
un conjunto algebraico V es irreducible si y solo si existe un polinomio irreducible F tal que V = V
o V = V (X − a, Y − b) para a, b ∈ K .
Si V es irreducible y finito, entonces se reduce a un punto, y por tanto es de la forma V (X −a, Y − b).
El recíproco es cierto.
Si V es infinito podemos usar la demostración del Corolario anterior y obtenemos que V = V (F)
para algún F irreducible.
Si F es irreducible, y V = V (F) = V (I1)∪V (I2) = V (I1∩ I2), entonces (F) = IV (F) = IV (I1∩ I2) =
I1 ∩ I2 y se tiene (F) = I1 ó (F) = I2. Luego V = V (I1) o V = V (I2). �
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40.1. Ejercicios

Conjuntos algebraicos irreducibles
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41. Teorema de Lasker–Noether para anillos de polinomios

En las secciones anteriores hemos supuesto que los ideales con los que trabajábamos tenían una
descomposición primaria; se trata ahora de probar que en el caso de anillos noetherianos todo ideal
propio tiene una descomposición primaria.
Un ideal propio a de un anillo A es irreducible si para cada descomposición a = a1 ∩ a2 se tiene
a= a1 o a= a2.

Lema. 41.1.
Cada ideal irreducible de un anillo noetheriano es primario.

DEMOSTRACIÓN. Si a es un ideal irreducible y ab ∈ a con a /∈ a, consideramos (a : bn) y la cadena

a ⊆ (a : b) ⊆ (a : b2) ⊆ (a : b3) ⊆ · · ·

Por ser A noetheriano, existe n tal que (a : bn) = (a : bn+1). Consideramos la intersección (a+(bn))∩
(a+ (a)). Vamos a ver que es igual a a. Si x ∈ (a+ (bn))∩ (a+ (a)), entonces

x = a1 + c1 bn = a2 + c2a, a1, a2 ∈ a, c1, c2 ∈ A.

Multiplicando por b se tiene:

x b = a1 b+ c1 bn+1 = a2 b+ c2ab ∈ a

Entonces c1 ∈ (a : bn+1) = (a : bn), y x = a1 + c1 bn ∈ a.
Ahora como a es irreducible, resulta a= a+ (bn), y por tanto bn ∈ a. �

Teorema. 41.2. (Teorema de Lasker–Noether)
Sea K un cuerpo. Cada ideal de A= K[X1, . . . , Xn] tiene una descomposición primaria.

DEMOSTRACIÓN. 1 Veamos que cada ideal propio, a, es una intersección finita de ideales irreducibles.
Llamamos Γ = {b ⊆ A/a | b no es intersección fin. de id. irred.}. Como A/a es noetheriano, existe
elementos maximales en Γ . Sea b ∈ Γ maximal. Como b no es irreducible, existen ideales b1 y b2

tales que b= b1∩b2, con b $ b1 y b $ b2. Entonces bi no pertenece a Γ y es una intersección finita de
ideales irreducibles, luego b también lo es, lo que es una contradicción. Por tanto Γ =∅. En particular
0 es una intersección finita de ideales irreducibles de A/a, y tenemos que a es una intersección finita
de ideales irreducibles de A.
Por el Lema (41.1.) tenemos que a es una intersección finita de ideales primarios. �

1000/129/04.tex
1 Fue Lasker quien en 1905 prueba este resultado para el anillo Z[X ]; fue Noether quien en 1920 introduce la

condición de anillo con condición de cadena ascendente y prueba su utilidad en la demostración de este teorema.
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41.1. Ejercicios

Teorema de Lasker–Noether para anillos de polinomios

Ejercicio. 41.3.
Sobre cálculo de descomposiciones primarias.

(1) Halla todas las descomposiciones primarias de (X 2, X Y ) en K[X , Y ] siendo K un cuerpo.
(2) Halla todas las descomposiciones primarias de (X 2, X Y ) en Z[X , Y ].

Ref.: 1129e_049 SOLUCIÓN

Ejercicio. 41.4.
Sea a= (X Y, X −Y Z) ⊆ K[X , Y, Z]. Demuestra que a= (X , Z)∩ (Y 2, X −Y Z) es una descomposición
primaria reducida de a.
Ref.: 1129e_059 SOLUCIÓN
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42. Descomposición primaria de módulos

Es posible hacer la teoría de descomposición primaria de ideales para submódulos de un módulo
dado.
Sea M un A–módulo. Un submódulo propio Q ⊆ M se llama primario si

am ∈Q entonces m ∈Q ó ∃n ∈ N tal que anM ⊆Q.

Dado un A–módulo M , un elemento a ∈ A es un divisor de cero de M si existe 0 6= m ∈ M tal que
am = 0, y es nilpotente para M si existe n ∈ N tal que anM = 0. Representamos por Div(M) al
conjunto de los divisores de cero de M y por Nil(M) al conjunto de los elementos nilpotentes para
M .

Lema. 42.1.
Para cada A–módulo M se verifica:

(1) El conjunto de los elementos nilpotentes para M es el ideal

Nil(M) = {a ∈ A | existe n ∈ N tal que anM = 0}= rad(Ann(M)).

(2) El complemento Reg(M) = R\Div(M) del conjunto de los divisores de cero de M es el conjunto
de los elementos regulares para M y es un subconjunto multiplicativo.

Para cada submódulo N ⊆ M se tiene Nil(M/N) = rad(N : M). Llamamos a este ideal el ideal
radical del submódulo N ⊆ M .

Proposición. 42.2.
Dado un submódulo propio Q ⊆ M son equivalentes:

(a) Q ⊆ M es un submódulo primario.
(b) Cada divisor de cero de M/Q es nilpotente para M/Q, esto es, Div(M/Q) ⊆ Nil(M/Q).

Lema. 42.3.
Si Q ⊆ M es un submódulo primario, entonces (Q : M) es un ideal primario. En particular rad(Q : M)
es un ideal primo.

1000/129/05.tex
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DEMOSTRACIÓN. Sean a, b ∈ A tales que ab ∈ rad(Q : M). Si b /∈ rad(Q : M), para cada n ∈ N
existe mn ∈ M tal que bnmn ∈ Q. Existe h ∈ N tal que ah bhM ⊆ Q, por lo tanto ah bhmh ∈ Q, y como
bhmh /∈Q, existe an ∈ rad(Q : M), esto es, a ∈ rad(Q : M). �

Si para el submódulo primario Q ⊆ M se tiene p= rad(Q : M), decimos que Q ⊆ M es un submódulo
p–primario.
Si N ⊆ M es un submódulo, un ideal primo minimal sobre (N : M) se llama un ideal divisor primo
minimal de N .

Proposición. 42.4.
Para cada submódulo N ⊆ M se verifica:

rad(N : M) = ∩{p | p es un ideal divisor primo minimal de N}.

Dado un submódulo N ⊆ M , una descomposición primaria de N es una expresión del tipo

N =Q1 ∩ . . .∩Q t ,

en donde cada Q i ⊆ M es un submódulo primario. La descomposición se llama reducida si verifica:

(1) rad(Q i : M) 6= rad(Q j : M) si i 6= j.
(2) Q j + ∩i 6= jQ i para cada j = 1,2, . . . , t.

Un submódulo propio N ⊆ M se llama descomponible si tiene una descomposición primaria.

Lema. 42.5.
Todo submódulo N ⊆ M descomponible tiene una descomposición primaria reducida.

DEMOSTRACIÓN. Primero vamos a ver que si {Q i | i ∈ I} es una familia finita de submódulos p–
primarios, entonces ∩iQ i ⊆ M es un submódulo p–primario. Tenemos (∩iQ i : M) = ∩i(Q i : M), y
por tanto rad(∩iQ i : M) = rad(∩i(Q i : M)) = ∩i rad(Q i : M) = p. Por otro lado, si am ∈ ∩iQ i y
m /∈ ∩iQ i, existe un índice j ∈ I tal que m /∈ Q j, y por tanto a ∈ rad(Q j : M) = p. Finalmente, dada
una descomposición de un submódulo N ⊆ M , podemos obtener una descomposición N = ∩iQ i, y
eliminando los términos superfluos llegamos al resultado. �

Dado un submódulo N ⊆ M que tiene una descomposición reducida N = Q1 ∩ . . . ∩Q t , los ideales
primos pi = rad(Q i : M) se llaman los ideales divisores primos de N ⊆ M .
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Lema. 42.6.
Si N ⊆ M es un submódulo descomponible, cada divisor primo minimal es un divisor primo que es
minimal en el conjunto de los divisores primos.

DEMOSTRACIÓN. Dado un divisor primo minimal p, se tiene que p es minimal sobre (N : M). Si
N =Q1∩. . .∩Q t es una descomposición primaria reducida, entonces rad(N : M) = rad((Q1∩. . .∩Q t) :
M) = rad((Q1 : M) ∩ . . . ∩ (Q t : M)) = rad(Q1 : M) ∩ . . . ∩ rad(Q t : M) = p1 ∩ . . . ∩ pt . Por lo tanto
p1 ∩ . . .∩ pt ⊆ p, y existe un índice i tal que pi ⊆ p, y por la minimalidad de p tenemos pi = p. �

Lema. 42.7.
Sea Q ⊆ M un submódulo p–primario, para cada m ∈ M son equivalentes:

(a) m /∈Q.
(b) (Q : m) ⊆ A es p–primario.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Si ab ∈ (Q : m) y b /∈ (Q : m), entonces abm ∈ Q y bm /∈ Q, luego
a ∈ rad(Q : M) = p. Para ver (Q : m) que es p–primario, basta ver que rad(Q : m) = p; tenemos

rad(Q : m)= {a ∈ A | ∃n ∈ M tal que an ∈ (Q : m)}
= {a ∈ A | ∃n ∈ N tal que anm ∈Q}
= {a ∈ A | ∃a ∈ N tal que a ∈ rad(Q : M) = p}
= p

(b)⇒ (a). Si (Q : m) es p–primario, entonces (Q : m) 6= A, y tenemos m /∈Q �

Lema. 42.8.
Sea Q ⊆ M un submódulo p–primario, para cada a ∈ A son equivalentes:

(a) a /∈ p.
(b) ((Q : M) : a) = (Q : M).

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de la Proposición (39.9.). �
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Teorema. 42.9. (Primer teorema de unicidad)
Dado un submódulo N ⊆ M con descomposición primaria reducida N = Q1 ∩ . . . ∩Q t . Para cada
ideal primo p ⊆ A son equivalentes:

(a) p es un divisor primo de N ⊆ M .
(b) Existe m ∈ M \ N tal que (N : m) es un ideal p–primario de A.

Como consecuencia los ideales pi son independientes de la descomposición primaria reducida. Son
los divisores primos de M/N ; el conjunto de los divisores primos se representa por Ass(M/N) ó por
Assdp(M/N).

DEMOSTRACIÓN. Dado m ∈ M tenemos (N : m) = (∩iQ i : m) = ∩m/∈Q j
(Q j : m), entonces rad(N :

m) = ∩ j rad(Q j : m).
(a)⇒ (b). Tomamos m ∈ ∩ j 6=iQ j \Q i, entonces N : m=Q i : m es pi–primario.
(b) ⇒ (a). Si N : m es p–primario, entonces (N : m) = (∩iQ i : m) = ∩m/∈Q j

(Q j : m) y p = rad(N :
m) = ∩m/∈Q j

rad(Q j : m) = ∩ jp j, luego p= p j para algún índice j. �

Como consecuencia cada pi es un ideal primo minimal sobre un ideal del tipo (N : m) para algún
m ∈ M \ N , esto es, es un ideal primo asociado débil a M/N .

Corolario. 42.10.
Dado un submódulo N ⊆ M con dos descomposiciones primarias reducidas N = Q1 ∩ . . . ∩ Q t =
Q1
′ ∩ . . .∩Qs

′, se tiene t = s y los Q i
′ pueden reordenarse de forma que rad(Q i : M) = rad(Q i

′ : M)
para cada índice i = 1,2, . . . , t.

Corolario. 42.11.
Si 0 ⊆ M tiene una descomposición primaria reducida 0=Q1 ∩ . . .∩Q t , entonces el conjunto de los
divisores de cero de M coincide con la unión de los ideales divisores primos de 0 ⊆ M .

DEMOSTRACIÓN. Para cada pi se tiene pi = rad(Q i : M), luego pi ⊆ D(M), esto es ∪ipi ⊆ D(M). Por
otro lado D(M) = ∪{(0 : m) | 0 6= m ∈ M} = ∪{rad(0 : m) | 0 6= m ∈ M}. Para cada 0 6= m ∈ M se
tiene rad(0 : m) = ∩m/∈Q j

(Q j : m) = ∩ jp j ⊆ p j, entonces D(M) ⊆ ∪ipi. �

Dado un subconjunto multiplicativo Σ ⊆ A y un submódulo N ⊆ M , la Σ–saturación de N en M es
el submódulo SatΣ(N) = {m ∈ M | ∃s ∈ Σ tal que sm ∈ N}= λ−1

Σ
(Σ−1N).
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Lema. 42.12.
Para cada submódulo p–primario Q ⊆ M se tiene

(1) Si p∩Σ 6=∅, entonces Σ−1Q = Σ−1M .
(2) Si p∩Σ=∅, entonces Σ−1Q $ Σ−1M es Σ−1p–primario y Q = SatΣ(Q).

DEMOSTRACIÓN. (1). Es evidente.

(2). Si Σ−1Q = Σ−1M , para cada m ∈ M \Q existe s ∈ Σ tal que sm ∈ Q, luego s ∈ rad(Q : M) = p,
lo que es una contradicción.

Siempre se tiene Q ⊆ SatΣ(Q). Si x ∈ SatΣ(Q), existe s ∈ Σ tal que sx ∈ Q; si x /∈ Q, existe n ∈ N tal
que snM ⊆Q, esto es, Σ−1Q = Σ−1M , lo que es una contradicción.

Si (a/1)(m/1) ∈ Σ−1Q y m/1 /∈ Σ−1Q, entonces m /∈ Q. Existe s ∈ Σ tal que sam ∈ Q entonces
sa ∈ rad(Q : M), y a/1 = sa/s ∈ Σ−1 rad(Q : M) = rad(Σ−1Q : Σ−1M). Por lo tanto Σ−1Q ⊆ Σ−1M es
un submódulo Σ−1p–primitivo. �

Proposición. 42.13.
Dado un submódulo N ⊆ M con una descomposición primaria reducida N = Q1 ∩ . . . ∩ Q t , y un
subconjunto multiplicativo Σ ⊆ A. Si rad(Q i : M) = pi verifican pi ∩ Σ = ∅, para i = 1,2, . . . , r y
pi ∩Σ 6= ∅, para i = r + 1, . . . , t, entonces SatΣ(N) = Q1 ∩ . . .∩Q r es una descomposición primaria
reducida.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos

Σ−1N = Σ−1(Q1 ∩ . . .∩Q t)
= Σ−1Q1 ∩ . . .∩Σ−1 ∩Q t

= Σ−1Q1 ∩ . . .∩Σ−1 ∩Q r ∩Σ−1Q r+1 ∩ . . .∩Σ−1 ∩Q t

= Σ−1Q1 ∩ . . .∩Σ−1 ∩Q r .

Entonces SatΣ(N) = SatΣ(Q1)∩ . . .∩ SatΣ(Q r) =Q1 ∩ . . .∩Q r . �

Un conjunto de ideales primos P se llama genéricamente estable cuando verifica que

si p ∈ P y p′ ⊆ p, entonces p′ ∈ P .
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Teorema. 42.14. (Segundo teorema de unicidad)
Dado un submódulo N ⊆ M con una descomposición primaria reducida N =Q1 ∩ . . .∩Q t , e ideales
divisores primos {p1, . . . ,pt}. Si {p1, . . . ,pr} es un conjunto genéricamente estable, entonces Q1∩. . .∩
Q r es independiente de la descomposición primaria.

DEMOSTRACIÓN. Definimos Σ = A \ (p1 ∪ . . . ∪ pr). dado un divisor primo p se tiene p ∩ Σ = ∅ si
p ∈ {p1, . . . ,pr}, y p∩Σ 6=∅ si p /∈ {p1, . . . ,pr}. Entonces Q1 ∩ . . .∩Q r = SatΣ(N). �

La intersección Q1 ∩ . . .∩Q r se llama una componente primaria aislada de N . En particular cada
ideal divisor primo minimal determina una componente primaria aislada, y éstas están determinadas
de forma única.

Módulos coprimarios

Un módulo no nulo M se llama coprimario si 0 ⊆ M es un submódulo primario.

Ejercicio. 42.15.
(1) Cada submódulo no nulo de un módulo p–coprimario es p–coprimario.
(2) Si N ⊆Q ⊆ M son submódulos, son equivalentes:

(a) Q ⊆ M es p–primario.
(b) Q/N ⊆ M/Q es p–primario.

SOLUCIÓN. (1). Sea 0 6= X ⊆ M , si ax = 0, entonces x = 0 ó existe n ∈ N tal que anM = 0, en
particular anX = 0, y a ∈ rad(0 : M). �

Ejemplo. 42.16.
Sea M un módulo cíclico no nulo cuyo anulador es un ideal primo p, entonces M es un módulo
p–coprimario.

Por hipótesis se tiene M = Am = A/Ann(m) = A/Ann(M) = A/p. Si a(x + p) = 0, entonces ax ∈ p;
si x /∈ p, y se tiene a ∈ p= (0 : M).
Un módulo no nulo M se llama coirreducible) ó uniforme si para cualesquiera submódulos N1, N2 ⊆
M si N1 ∩ N2 = 0, entonces N1 = 0 ó N2 = 0. Un submódulo propio N ⊆ M se llama irreducible si
M/N es un módulo coirreducible.

Ejercicio. 42.17.
Todo módulo no nulo noetheriano coirreducible (=uniforme) es coprimario.
Ver la Proposición (43.10.).
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SOLUCIÓN. Si M no es coprimario, existe a ∈ A que es un divisor de cero de M y no es nilpotente
para M . Definimos los submódulos Mt = {m ∈ M | at m = 0}. Se tiene una cadena ascendente de
submódulos de M : {0} = M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ · · · . Como M es noetheriano, existe n tal que Mn =
Mn+1 = · · ·
Tenemos M1 6= 0, ya que a es un divisor de cero de M , y para cada t ∈ N se tiene at M 6= 0, ya que a
no es nilpotente para M . Veamos que M1∩anM = 0, lo que será una contradicción. Si x ∈ M1∩anM ,
existe m ∈ M tal que x = anm, y además ax = 0; por tanto an+1m = 0, y m ∈ Mn+1 = Mn, y se tiene
anm= 0, en contra de la hipótesis. �
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42.1. Ejercicios

Descomposición primaria de módulos

Ejercicio. 42.18.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ Jac(A) un ideal, M un A–módulo finitamente generado, y N ⊆ M
un submódulo. Prueba que se verifica: ∩∞n=0(N + anM) = N .

Ref.: 1129e_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.19.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo finitamente generado. Son equivalentes:

(a) M es de longitud finita.
(b) Cada p ∈ Ass(M) es maximal.
(c) Cada p ∈ Supp(M) es maximal.

Ref.: 1129e_046 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.20.
Sea M un módulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano A y p un ideal primo de A. Son
equivalente los siguientes enunciados:

(a) Mp es un Ap–módulo de longitud finita.
(b) p es un ideal primo minimal en Ass(M)

Ref.: 1129e_047 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.21.
Sea A un anillo y M un A–módulo. Sabemos que si A es un anillo noetheriano, entonces M es no nulo
si, y sólo si, Ass(M) 6=∅.
Prueba que para cada anillo A y cada A–módulo noetheriano se verifica:

M 6= 0 ⇔ Ass(M) 6=∅.
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Ref.: 1129e_048 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.22.
Sea N ⊆ M un submódulo y a ⊆ A un ideal verificando:

(1) (N : M) ⊆ a ⊆ rad(N : M), y
(2) Si am ∈ N y m ∈ M \ N , entonces a ∈ a.

Entonces a es un ideal primo, y N ⊆ M es un submódulo a–primario.
Ref.: 1129e_040 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.23.
Sea N ⊆ M un submódulo. Prueba que si rad(N : M) es maximal, entonces N ⊆ M es un submódulo
primario.
Ref.: 1129e_041 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.24.
Sea N ⊆ M un submódulo p–primario, a ⊆ A un ideal, y H ⊆ M un submódulo. Se verifica:

(1) Si a * p, entonces N : a= N .
(2) Si H * N , entonces (N : H) es un ideal p–primario.

Ref.: 1129e_042 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.25.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, M un A–módulo finitamente generado, y N $ M un
submódulo. Son equivalentes:
(a) N : a= N .
(b) a no está contenido en ningún divisor primo de N .

Ref.: 1129e_043 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 42.26.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, a ∈ A, y M un A–módulo finitamente generado.

(1) Para cada n ∈ N se verifica a(anM : a) = anM ∩ aM .
(2) Existe r ∈ N tal que anM : a ⊆ (0 : a) + an−r M , para todo n≥ r.
(3) Para cada submódulo N ⊆ M existe r ∈ N tal que ((N + anM) : a) ⊆ (N : a) + an−r M , para todo

n≥ r.
(4) Dado m ∈ M , prueba que existe r ∈ N tal que ((N +anM) : m) ⊆ (N : m)+an−r , para todo n≥ r.

Ref.: 1129e_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 42.27.
Sea A un anillo.

(1) Prueba que A[X ] es un A–módulo plano.
(2) Prueba que si a0+ a1X + · · ·+ anX n es un divisor de cero en A[X ], existe un elemento 0 6= a ∈ A

tal que aai = 0 para cada índice i.
(3) Si q ⊆ A es un ideal p–primario. Prueba que q[X ] ⊆ A[X ], es un ideal p[X ]–primario, y que

q[X ]∩ A= q.
(4) Prueba que si a1, . . . ,at ⊆ A son ideales, se verifica: (a1 ∩ . . .∩ at)[X ] = a1[X ]∩ . . .∩ at[X ].

Ref.: 1129e_028 SOLUCIÓN
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43. Anillos noetherianos

En esta sección vamos a recopilar los resultados importante de ideales de anillos noetherianos.

Lema de Artin–Rees

Un resultado general sobre anillos noetherianos es el siguiente.

Teorema. 43.1. (Lema de Artin–Rees)
Sea A un anillo noetheriano, para ideales a,b, c de A existe r ∈ N tal que

anb∩ c= an−r(arb∩ c),

para cada n≥ r.

DEMOSTRACIÓN. Sea a= (a1, . . . , at). Consideremos indeterminadas X1, . . . , X t . En el anillo de poli-
nomios A[X1, . . . , X t] consideramos el conjunto Gn de los polinomios homogéneos F de grado n tales
que F(a1, . . . , at) ∈ anb ∩ c, y definimos G = ∪∞n=0Gn. Sea d ⊆ A[X1, . . . , X t], el ideal generado por
G; supongamos d = (F1, . . . , Fs), en donde cada Fi es homogéneo de grado di, luego Fi ∈ Gdi

. Sea
r =max{d1, . . . , ds}.
Dado a ∈ anb∩ c, existe F ∈ d, de grado n tal que a = F(a1, . . . , at), y por lo tanto F =

∑s
i=1 Ci Fi, con

los Ci polinomios homogéneos de grado n− di. Entonces

a = F(a1, . . . , at)=
∑s

i=1 Ci(a1, . . . , at)Fi(a1, . . . , at)
∈
∑s

i=1 a
n−di(adib∩ c)

=
∑s

i=1 a
n−rar−di(adib∩ c)

⊆
∑s

i=1 a
n−r(arb∩ ar−dic)

⊆ an−r(arb∩ c).

La inclusión inversa es inmediata. �

En el resultado siguiente hacemos uso de la técnica de idealización debida a Nagata; con ella pode-
mos obtener resultados de módulos a través del estudio de los resultados de ideales de un anillo.

Proposición. 43.2. (Lema de Artin–Rees para módulos)
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, M un A–módulo finitamente generado y N , H ⊆ M
submódulos de M . Existe r ∈ N tal que

anN ∩H = an−r(ar N ∩H),

1000/129/06.tex
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para cada n≥ r.

DEMOSTRACIÓN. Consideramos la extensión trivial Ao M de A por M , ver el ejercicio (28.15.), y
aplicamos el Lema de Artin–Rees a los ideales aoM , 0oN y 0oH. Existe r ∈ N tal que para cualquier
n≥ r se tiene:

(aoM)n(0o N)∩ (0oH) = (aoM)n−r((aoM)r(0o N)∩ (0oH)).

En consecuencia se tiene
anN ∩H = an−r(ar N ∩H).

�

Algunas consecuencia son las siguientes:

Corolario. 43.3.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal y a ∈ A un elemento.

(1) Para cada A–módulo finitamente generado M existe un r ∈ N tal que (anM : a)M ⊆ (0 : a)M +
an−r M , para cada n≥ r.

(2) Para cada submódulo N ⊆ M de un A–módulo finitamente generado existe un r ∈ N tal que
(N + anM : a)M ⊆ (N : a)M + an−r M , para cada n≥ r.

DEMOSTRACIÓN. (1). Primero vemos que a(anM : a)M ⊆ anM ∩ aM = an−r(ar M ∩ aM) ⊆ aan−r M ,
por el Teorema de Artin–Rees. Ahora, dado x ∈ (anM : a)M , existe y ∈ an−r M tal que ax = z y , luego
x − y ∈ (0 : a)M , y por tanto x ∈ (0 : a)M + an−r M .
(2). Tomamos M = M/N en el apartado anterior. �

Corolario. 43.4.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal.

(1) Para cada A–módulo finitamente generado M y cada elemento m ∈ M , existe un r ∈ N tal que
anM : m ⊆ (0 : m) + an−r , para cada n≥ r.

(2) Para cada submódulo N ⊆ M de un A–módulo finitamente generado y cada elemento m ∈ M ,
existe un r ∈ N tal que N + anM : m ⊆ (N : m) + an−r , para cada n≥ r.
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DEMOSTRACIÓN. (1). Primero vemos que (anM : m)m ⊆ anM ∩Am= an−r(ar M ∩Am) ⊆ an−r m, por
el Teorema de Artin–Rees. Ahora, dado x ∈ (anM : m)M , existe y ∈ an−r M tal que xm = ym, luego
x − y ∈ (0 : a), y por tanto x ∈ (0 : a) + an−r .
(2). Tomamos M = M/N en el apartado anterior. �

Otro tipo de aplicaciones tiene que ver con la intersección de potencias de un ideal.

Corolario. 43.5.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal y a ∈ A un elemento. Para cada A–módulo finitamente
generado M existe un r ∈ N tal que (anM : a)M ⊆ (0 : a)M + an−r M , para cada n≥ r.

Corolario. 43.6.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, y M un A–módulo finitamente generado. Si H =
∩∞n=0a

nM , entonces aH = H.

DEMOSTRACIÓN. Si tomamos N = M es la proposición anterior, entonces existe r ∈ N tal que
anM ∩H = an−r(ar M ∩H), Tomando n= r + 1 se tiene

H ⊆ ar+1M ∩H = a(ar M ∩H) ⊆ aH.

La otra inclusión es inmediata. �

Teorema de intersección de Krull

Teorema. 43.7. (Teorema de intersección de Krull)
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, y M un A–módulo finitamente generado. Son equiva-
lentes:

(a) ∩∞n=0a
nM = 0.

(b) Si am= 0, para m ∈ M y a ∈ A tal que 1− a ∈ a, entonces m= 0.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Si am= 0, entonces m= (1− a)m= (1− a)2m= · · · . En consecuencia
m ∈ ∩∞n=0a

nM = 0.
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(b) ⇒ (a). Sea H = ∩∞n=0a
nM . Por el Corolario (43.6.) se tiene aH = H. Sea H = (h1, . . . , ht).

Para cada hi existen ai, j ∈ a tales que hi =
∑t

j=1 ai, jh j, y se tiene
∑t

j=1(ai, j − δi, j)h j = 0. Por el
argumento del determinante se tiene det(ai, j − δi, j)h j = 0 para cada índice j = 1, . . . , t. Es claro
que 1 − det(ai, j − δi, j) ∈ a. Entonces, por la hipótesis se tiene h j = 0 para cada índice j, esto es,
∩∞n=0a

nM = H = 0. �

Corolario. 43.8.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal contenido en el radical de Jacobson, y M un A–módulo
finitamente generado, entonces ∩∞n=0a

nM = 0.

DEMOSTRACIÓN. Basta comprobar que es cierta la condición (b) del Teorema (43.7.). Si am = 0
para m ∈ M y a ∈ A tal que 1− a ∈ a; si a no es invertible, existe un ideal maximal m tal que a ∈ m.
Como 1− a ∈ a ⊆ J(A) ⊆ m, resulta 1 ∈ m, lo que es una contradicción. Por lo tanto a es invertible y
m= 0. �

Corolario. 43.9.
Sea A un anillo noetheriano y a ⊆ A un ideal contenido en el radical de Jacobson, entonces ∩∞n=0a

n =
0.

Descomposición primaria en anillos y módulos noetherianos

En general no podemos asegurar que cada cada submódulo de un módulo tenga una descomposi-
ción primaria. Vamos a imponer condiciones al anillo y al módulo para asegurar la existencia de
submódulos con descomposición primaria.

Proposición. 43.10.
Sea M un A–módulo noetheriano, cada submódulo irreducible es un submódulo primario.

DEMOSTRACIÓN. Sea N ⊆ M irreducible y sean a ∈ A, m ∈ M \N tales que am ∈ N . Construimos la
cadena ascendente (N : a) ⊆ (N : a2) ⊆ · · · Existe t ∈ N tal que (N : at) = (N : at+1) = · · · .
Probamos que N = (N + at M) ∩ (N + Am). En efecto, si x ∈ (N + at M) ∩ (N + Am), se tiene x =
n1+ at m0 = n2+ a0m, luego at m0− a0m= n2− n1 ∈ N , y multiplicando por a se tiene at+1m0 ∈ M ,
esto es, m0 ∈ (N : at+1) = (N : at), y por tanto at m0 ∈ N , y en consecuencia x ∈ N .
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Como N es irreducible, se tiene N = N+at M , esto es, at M ⊆ N , y N ⊆ M es un submódulo primario.
�

Proposición. 43.11.
Sea M un A–módulo noetheriano, entonces todo submódulo de M es una intersección finita de
submódulos irreducibles.

DEMOSTRACIÓN. LlamamosF a la familia de submódulos de M que on se pueden escribir como una
intersección finita de submódulos irreducibles. Si esta familia es no vacía, por ser M noetheriano,
tiene un elemento maximal, sea N ∈ F maximal. Entonces N no es un submódulo irreducible,
esto es, N = N1 ∩ N2 para submódulos N $ N1, N2 ⊆ M . En consecuencia N1, N2 /∈ F , y son una
intersección finita de submódulos irreducibles, luego N es una intersección finita de submódulos
irreducibles, lo que es una contradicción. Por lo tanto F es vacía y tenemos el resultado. �

Teorema. 43.12.
Sea M un A–módulo noetheriano, entonces todo submódulo de M tiene una descomposición prima-
ria.

Por extensión, sobre la descomposición primaria, dado un submódulo N ⊆ M y un subconjunto
multiplicativo Σ ⊆ A, el submódulo SatΣ(N) ⊆ M se llama una componente aislada del submódulo
N .

Proposición. 43.13.
Sea A un anillo noetheriano, a ⊆ A un ideal, y M un A–módulo finitamente generado. Entonces
∩∞n=0a

nM es una componente aislada del submódulo 0 ⊆ M .

DEMOSTRACIÓN. Si definimos Σ = {1 − a | a ∈ a}, entonces Σ es un subconjunto multiplicativo.
Definimos H = ∩∞n=0a

nM ; se tiene aH = H. Para cada h ∈ H, sea ha=Q1∩. . .∩Q t una descomposición
primaria reducida con rad(Q i : M) = p− i. Como ha ⊆Q1 ∩ . . .∩Q t ⊆Q i, tenemos a ⊆ pi ó h ∈Q i.
Vamos a ver que h ∈ Q i para cada índice i. Si a ⊆ p, existe n ∈ N tal que an ⊆ pn

i ⊆ (Q i : M), y se
tiene anM ⊆ Q i, entonces h ∈ H ⊆ anM ⊆ Q i, y se tiene h ∈ ha. Existe a ∈ a tal que h = ha, luego
(1− a)h= 0, y h ∈ SatΣ(0).
Por otro lado, si h ∈ SatΣ(0), existe a ∈ a tal que (1 − a)h = 0, y h = ha = ha2 = · · · Tenemos
entonces h ∈ ∩∞n=0a

nM = H. En consecuencia H = SatΣ(0). �
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43.1. Ejercicios

Anillos noetherianos

Ejercicio. 43.14. (Una componente aislada de 0)
Sea A un anillo noetheriano, y a ⊆ A un ideal.

(1) El conjunto b= {a ∈ A | aat = 0, para algún t ∈ N} es un ideal de A.
(2) Sea 0= q1,∩ . . . ,∩qt una descomposición primaria reducida del ideal 0, con pi = rad(qi). Prueba

que se tiene b= ∩{q j | a * pj}.
(3) Prueba que existe un entero positivo s tal que as ∩ b= 0.
(4) Prueba que (b : a) = b.

Ref.: 1129e_024 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.15. (Aplicación del Teorema de Cohen)
Sea A un anillo con ideales a1, . . . ,at tales que ∩t

i=1ai = 0 y cada A/ai es un anillo noetheriano. Prueba
que A es un anillo noetheriano.
Ref.: 1129e_030 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.16. (Aplicación del Teorema de Cohen)
Sea A un anillo con ideales a1, . . . ,at tales que ∩t

i=1ai = 0 y cada A/ai es un anillo artiniano. Prueba
que A es un anillo artiniano.
Ref.: 1129e_031 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.17.
Sea A un anillo y M un A–módulo noetheriano. Prueba:

(1) A/Ann(M) es un anillo noetheriano.
(2) M es un A/Ann(M)–módulo finitamente generado.

Ref.: 1129e_032 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 43.18.
Sea A un anillo noetheriano con ideales a,b1, . . . ,bt . Prueba que existe r ∈ N tal que ∩t

i=1a
n =

an−r(∩t
i=1a

rbi), para cada n≥ r.Ver [16, Ex. 2, pag. 12].
Ref.: 1129e_033 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.19.
Sea D un domino noetheriano y a,b ⊆ D ideales. Prueba que existe r ∈ N tal que (an : b) = an−r(ar : b)
para cada n≥ r.Ver [16, Ex. 3, pag. 12].
Ref.: 1129e_034 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.20.
Demuestra que en un anillo noetheriano A son equivalentes:

(a) A es un dominio de factorización única.
(b) Para todo a ∈ A los ideales primos aislados asociados al ideal principal aA son principales.

Ref.: 1129e_060 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.21.
Sea A un anillo noetheriano, M un A–módulo noetheriano y N un A–módulo. Se verifica:

Ass(HomA(M , N)) = Supp(M)∩Ass(N).

Ref.: 1129e_061 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.22.
Sea A un anillo noetheriano y M un A–módulo finitamente generado, entonces Ass(M ∗) = Supp(M)∩
Ass(A).
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Ver Ejercicio (43.21.).
Ref.: 1129e_062 SOLUCIÓN

Ejercicio. 43.23.
Let A be a noetherian ring and m ⊆ A be a maximal ideal. For any A–module M such that Ass(M) =
{m}, for any nonzero proper submodule N $ M we have Ass(M/N) = {m}= Ass(N).
In particular, M is a m–primary A–module.
Ref.: 1129e_035 SOLUCIÓN
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44. Descomposición terciaria sobre anillos noetherianos

Vamos a establecer los resultados sobre descomposiciones terciarias para módulos, y en particular
vamos a probar que cada submódulo de un módulo noetheriano tiene una descomposición terciaria.
Por lo tanto cada ideal de un anillo noetheriano tendrá una descomposición terciaria.
Veamos algunos resultados sobre ideales primos asociados.

Ass(M) = {p ∈ Spec(A) | existe 0 6= m ∈ M , tal que p= Ann(m)}.

Un A–módulo M se llama coterciario si Ass(M) es un conjunto unitario. Vamos a ver una condición
suficiente para que un A–módulo sea coterciario. Un A–módulo M se llama uniforme si para cada
par de submódulos no nulos N y L se tiene N ∩ L 6= 0.

Lema. 44.1.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo uniforme tal que Ass(M) es no vacío, entonces M es
coterciario.

DEMOSTRACIÓN. Sean p1, p2 ∈ Ass(M), con pi = Ann(mi), i = 1, 2. Si M es uniforme entonces existe
0 6= x ∈ Am1 ∩ Am2, y se verifica:

p1 = Ann(m1) = Ann(x) = Ann(m2) = p2.

La inclusión Ann(m1) ⊆ Ann(x) es clara, y si x = am1, para cada elemento b ∈ Ann(x) se tiene
0= bx = bam1, y como a /∈ Ann(m1) = p, se tiene b ∈ p= Ann(m1). �

Ejercicio. 44.2.
Sea A un anillo conmutativo, p un ideal primo de A y M un A–módulo. Son equivalentes los siguientes
enunciados:

(a) p es un ideal primo asociado a M ;
(b) Existe un homomorfismo inyectivo A/p→ M .

En particular se verifica Ass(A/p) = {p} y p es el anulador de cada elemento no nulo de A/p.

Sea M un A–módulo, un submódulo N de M se llama esencial si es no nulo y para cada submódulo
no nulo L de M se tiene N ∩ L 6= 0. Se dice también que M es una extensión esencial de N . Cuando
N ⊆ M es un submódulo esencial escribimos N ⊆e M .

1000/129/02.tex
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Lema. 44.3.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo, entonces para cada extensión esencial M ⊆e E se
verifica

Ass(M) = Ass(E).

Sea M un A–módulo, un elemento a ∈ A se llama un divisor de cero de M si existe 0 6= m ∈ M tal
que am= 0. Llamamos Div(M) al conjunto de los divisores de cero de M .

Lema. 44.4.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo no nulo, entonces el conjunto de todos
los divisores de cero de M es la unión de los primos asociados a M .

Div(M) = ∪{p ∈ Spec(A) | p ∈ Ass(M)}.

DEMOSTRACIÓN. La inclusión Div(M) ⊇ ∪{p | p ∈ Ass(M)} es clara. Si a ∈ Div(M), entonces existe
0 6= m ∈ M ta que am= 0. Sea Γ = {a | a ∈ a, am= 0, para algún 0 6= m ∈ M}, y sea a ∈ Γ maximal
con am0 = 0, m0 6= 0. Se tiene que a es un ideal primo. En efecto, sean x , y /∈ a tales x y ∈ a; por
la maximalidad de a para cada 0 6= m ∈ M se tiene que (a + Ax)m 6= 0 y (a + Ay)m 6= 0, luego
0 6= (a+ Ax)(a+ Ay)m0 ⊆ am0 = 0, lo que es una contradicción. �

Corolario. 44.5.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, entonces el conjunto de los divisores de cero de A es la
unión de los ideales primos asociados a A.

Ver también la Proposición (39.15.).

Teorema. 44.6.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo finitamente generado no nulo. Se verifica:

(1) Existe una cadena de submódulos

0= M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M

tal que Mi/Mi−1
∼= A/pi, para pi ∈ Spec(A);
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(2) Para todas las cadenas del tipo anterior se verifica:

Ass(M) ⊆ {p1 · · · ,pn} ⊆ Supp(M).

En particular, para cada A–módulo finitamente generado M el conjunto Ass(M) es finito.

DEMOSTRACIÓN. (1). Si tomamos p1 ∈ Ass(M), entonces existe un elemento 0 6= m1 ∈ M tal
que p1 = Ann(m1). Si llamamos M1 = Am1, entonces M1/M0

∼= A/p1. Si M/M1 6= 0, existe p2 ∈
Ass(M/M1) y existe 0 6= m2 +M1 ∈ M/M1 tal que Ann(m2+M1) = p2. Si llamamos M2 = Am1+Am2,
entonces se verifica M2/M1

∼= A/p2. De esta forma se obtiene una cadena ascendente, como indica
el enunciado. que ha de ser finita.
(2). Dado p ∈ Ass(M), existe 0 6= m ∈ M tal que Ann(m) = p. Si p 6= p1, vamos a ver que
p ∈ Ass(M/M1), y por inducción se obtendrá que p es uno de los pi. Como p 6= p1, entonces
Am ∩ Am1 = 0, (ver la demostración del Lema (44.1.)). Entonces Am ∼= Am+Am1

Am1
⊆ M

M1
, y en con-

secuencia p ∈ Ass(M/M1).
Dado p, uno de los pi, tenemos una cadena

0= M0 ⊆ (M1)p ⊆ · · · ⊆ (Mn)p = Mp.

Para ver que Mp 6= 0, basta ver que (Mi−1)p 6= (Mi)p, o equivalentemente que (Mi/Mi−1)p 6= 0; y esto
es inmediato. �

Corolario. 44.7.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo finitamente generado no nulo. Si a es
un ideal formado por divisores de cero de M , entonces existe un 0 6= m ∈ M tal que am= 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea a un ideal formado por divisores de cero de M , entonces a ⊆ ∪{p | p ∈
Ass(M)}; como este conjunto es finito, existe un ideal p ∈ Ass(M) tal que a ⊆ p. Si p = Ann(m),
entonces am= 0. �

Proposición. 44.8.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo no nulo. Sea Σ un subconjunto multi-
plicativo, entonces se verifica:

{pΣ−1A | p ∈ Ass(M), p∩Σ=∅}= Ass(Σ−1M)
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DEMOSTRACIÓN. Para la inclusión “⊆” ver el Lema (44.19.), que es general.
Sea q ∈ Ass(Σ−1M), y definimos p = q ∩ A. Sea 0 6= m/1 ∈ Σ−1M tal que q = Ann(m/1); tenemos
Ann(m) ⊆ p. Dado x ∈ p, existe sx ∈ Σ tal que sx xm = 0, como sx m 6= 0, ya que m/1 6= 0, tenemos
que H := AnnAm(p) ⊆e Am. Por el Lema de Artin–Rees existe n ∈ N tal que Amp∩H ⊆ Hp = 0,
luego Ampn = 0, tomamos n el mínimo que verifica esta condición; se tiene pn ⊆ Ann(m). Si n 6= 1,
esto es, p * Ann(m), existe a ∈ p tal que am 6= 0. Tomamos m := am; se tiene pn−1 ⊆ Ann(am) y
q = Ann(m/1). De esta forma llegamos a un elemento m 6= 0 tal que q = Ann(m/1) y p = Ann(m),
esto es, p ∈ Ass(M). �

Recordemos que si M es un A–módulo, el soporte de M , Supp(M), está formado por todos los ideales
primos p tales que Mp 6= 0.

Proposición. 44.9.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo finitamente generado no nulo. Entonces

Supp(M) = {q ∈ Spec(A) | existe p ∈ Ass(M) tal que p ⊆ q}

En particular, los ideales primos minimales del soporte de M son ideales primos asociados a M .

DEMOSTRACIÓN. Sea p ∈ Supp(M), entonces Mp 6= 0. Sea qAp ∈ Ass(Mp), si qAp = Ann(m/1),
entonces, por ser q finitamente generado, existe s ∈ A\ p tal que sqm= 0. en particular q ⊆ Ann(sm).
La otra inclusión es obvia. Por tanto q = Ann(sm), luego q ∈ Ass(M) y como p ⊇ q, tenemos el
resultado. �

Ejercicio. 44.10.
Sea M un A–módulo y p un ideal primo. Para cada elemento m ∈ M se verifica: m/1 6= 0 en Mp si, y
sólo si, Ann(m) ⊆ p.

Lema. 44.11.
Sea A un anillo conmutativo y M un A–módulo finitamente generado no nulo, entonces se verifica:

(1) Supp(M) = {p | p ⊇ Ann(M)}.
(2) rad(Ann(M)) = ∩{p | p ∈ Supp(M)}= ∩{p | p ∈ Ass(M)}.

Sea M un A–módulo, un elemento a ∈ A se llama nilpotente para M si existe n ∈ N tal que anM = 0
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Lema. 44.12.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, M un A–módulo no nulo y N un submódulo propio tal que
M/N es finitamente generado. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) Ass(M/N) = {p};
(b) Cada divisor de cero de M/N es nilpotente para M/N .

DEMOSTRACIÓN. Como M/N es finitamente generado se tiene rad(Ann(M/N)) = ∩{q | q ∈
Supp(M/N)} = ∩{q | q ∈ Ass(M/N)}, y por ser A noetheriano resulta que Div(M/N) = ∪{q |
q ∈ Ass(M/N)}, entonces se verifica:
(a) ⇒ (b). Si Ass(M/N) = {p}, entonces Div(M/N) = p = rad(Ann(M/N)), y cada divisor de cero
de M/N es nilpotente.
(b)⇒ (a). Si cada divisor de cero es nilpotente, entonces ∩q= rad(Ann(M/N)) = Div(M/N) = ∪q,
luego Ass(M/N) tiene un único elemento. �

Recordemos que si A es un anillo conmutativo, M es un A–módulo no nulo un N un submódulo
propio de M , decimos que N es primario en M si cada elemento que es un divisor de cero de M/N
es nilpotente para M/N .

Lema. 44.13.
Si N ⊆ M es un submódulo primario, entonces el ideal

{a ∈ A | a es nilpotente sobre M/N}

es primo.

DEMOSTRACIÓN. Llamamos a = {a ∈ A | a es nilpotente sobre M/N}, es claro que a es un ideal
de A. Para ver que es primo, sean a, b ∈ A tales que ab ∈ a, si b /∈ a entonces b no es nilpotente
sobre M/N y no es divisor de cero, luego para todo 0 6= m+ N ∈ M/N se tiene b(m + N) 6= 0.
Como ab(m + N) = 0, resulta que a es un divisor de cero, y por hipótesis nilpotente, y por tanto
a ∈ a. �

Cuando N ⊆ M es un submódulo primario y

p= {a ∈ A | a es nilpotente sobre M}= {a ∈ A | a es divisor de cero sobre M},

decimos que N es un submódulo p–primario de M .
Un submódulo N ⊆ M tal que Ass(M/N) = {p} se llama un submódulo p–terciario de M .
Como consecuencia del Lema (44.12.) tenemos:
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Corolario. 44.14.
Si A es un anillo noetheriano, y N ⊆ M es un submódulo tal que M/N es finitamente generado. Son
equivalentes:

(a) N es un submódulo p–primario.
(b) N es un submódulo p–terciario, esto es, Ass(M/N) = {p}.

Descomposición terciaria

Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo. Un submódulo propio N de M tiene
una descomposición terciaria si existen submódulos terciarios N1, . . . , Nn tales que

N = N1 ∩ · · · ∩ Nn.

Una descomposición terciaria N = N1∩· · ·∩Nn, siendo Ni un submódulo pi–terciario para cada índice
i, se llama reducida si verifica las condiciones siguientes:

(1) Si i 6= j, entonces pi 6= p j;

(2) ∩ j 6=iN j * Ni para cada índice i.

Proposición. 44.15.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo no nulo. Para cada subconjunto P ⊆
Ass(M) existe un submódulo no nulo N de M tal que

Ass(N) = Ass(M) \P y Ass(M/N) =P .

DEMOSTRACIÓN. Sea Γ = {N ⊆ M | Ass(N) ⊆ Ass(M) \ P }. Ya que Ass(0) = ∅, tenemos 0 ∈ Γ ,
luego Γ 6=∅. Para ver que Γ es inductivo consideramos una cadena {Ni}i en Γ , y llamamos N = ∪iNi.
Si p ∈ Ass(N) existe 0 6= x ∈ N tal que p = Ann(x), y un índice i tal que p ∈ Ass(Ni) ⊆ Ass(M) \P .
Por el lema de Zorn, existen en Γ elementos maximales. Sea N ∈ Γ maximal.
De la sucesión exacta 0 → N → M → M/N → 0 se deduce que Ass(M) ⊆ Ass(N) ∪ Ass(M/N), y
como Ass(N) ⊆ Ass(M) \P , resulta que P ⊆ Ass(M/N). Sea ahora p ∈ Ass(M/N), entonces existe
0 6= x + N ∈ M/N tal que p= Ann(x + N). Tenemos una sucesión exacta corta

0 −→ N −→ N + Ax −→ A(x + N) −→ 0,
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entonces Ass(N + Ax) ⊆ Ass(N) ∪ Ass(A(x + N)) ⊆ (Ass(M) \ P ) ∪P , y por la maximalidad de N
resulta p /∈ Ass(M)\P , luego p ∈ P . Se verifica pues la igualdad Ass(M/N) =P y en consecuencia
Ass(N) = Ass(M) \P . �

Veamos un Teorema de existencia de descomposición terciaria de módulos sobre anillos noetheria-
nos.

Teorema. 44.16. (Teorema de Lasker–Noether)
Sea A un anillo noetheriano conmutativo y M un A–módulo finitamente generado no nulo. Entonces
todo submódulo propio N de M tiene una descomposición terciaria reducida.

DEMOSTRACIÓN. Se considera el cociente M/N . Para cada ideal p ∈ Ass(M/N) existe un submódulo
N(p) verificando:

Ass(N(p)/N) = Ass(M/N) \ {p}

Ass
�

M/N
N(p)/M

�

= Ass
�

M
N(p

�

= {p}.

Llamamos N0 = ∩{N(p) | p ∈ Ass(M/N)}. Tenemos entonces:

Ass(N0/N) ⊆ Ass(N(p)/N) = Ass(M/N) \ {p},

para cada p ∈ Ass(M/N), luego Ass(N0/N) = ∅. Por tanto N0 = N y tenemos una descomposición
terciaria de N .
Falta ver que es minimal. Esto es consecuencia de al definición, ya que si existe p ∈ Ass(M/N) tal que
∩q 6=pN(q) ⊆ N(p), entonces N = ∩q 6=pN(q), luego M/N = M

∩q 6=pN(q) ⊆ ⊕
M

N(q) , y tenemos Ass(M/N) ⊆
{q | q 6= p}, lo que es una contradicción. �

Observación. 44.17.
La descomposición terciaria puede ser infinita si el módulo M no es finitamente generado. En el
caso de módulos finitamente generados la descomposición terciaria es siempre finita por la finitud
del conjunto de ideales asociados.

DEMOSTRACIÓN. [Otra demostración del Teorema (44.16.)] Primero probamos que cada submódulo
propio de M/N es una intersección finita de submódulos irreducibles.
Sea Γ = {X ⊆ M/N | X no es una intersección finita de sub. irre.}. Como M/N es finitamente gene-
rado, existe X ∈ Γ maximal. Entonces X no es irreducible, y por tanto existen X1, X2 ⊆ M/N tales
que X = X1∩X2 y X $ X1, X2. Por la maximalidad de X tenemos que cada X i es una intersección finita
de submódulos irreducibles, luego X también lo es, lo que es una contradicción. Por tanto Γ =∅.
Ahora comprobamos que cada submódulo irreducible de M/N es terciario. Sea X ⊆ M/N un sub-
módulo irreducible, entonces M/N

X es uniforme, y por tanto Ass
�M/N

X

�

es un conjunto unitario, luego
X es un submódulo terciario de M/N .
Tenemos entonces que el submódulo 0 es una intersección finita de submódulos irreducibles, y por
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lo tanto terciarios de M/N . Entonces N tiene una descomposición terciaria. Pasar ahora a una des-
composición terciaria reducida es sencillo. �

Teorema. 44.18. (Unicidad de la descomposición terciaria)
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, M un A–módulo finitamente generado no nulo y N
un submódulo propio de M con una descomposición terciaria reducida N = N1 ∩ · · · ∩ Nn con
Ass(M/Ni) = {pi}. Entonces Ass(M/N) = {p1, . . . ,pn} y estos ideales están determinados de for-
ma única. Además, si N = N ′1 ∩ · · · ∩ N ′m con Ass(M/N ′i ) = {p

′
i} es otra descomposición terciaria

reducida, entonces n= m y {p1, . . . ,pn}= {p′1, . . . ,p′m}.

DEMOSTRACIÓN. Llamamos Hi = ∩ j 6=iN j. Es claro que N = Hi ∩ Ni. Se verifica además

0 6=
Hi

N
∼=

Hi + Ni

Ni
⊆

M
Ni

.

como consecuencia ∅ 6= Ass(Hi/N) ⊆ Ass(M/Ni) = {pi}, y por otro lado Hi/N ⊆ M/N , luego
tenemos pi ∈ Ass(M/N) y {p1, . . . ,pn} ⊆ Ass(M/N).
Veamos la otra inclusión por inducción sobre n. Supongamos que n > 1 y que el resultado es cierto
para n− 1. Tenemos que Hi = ∩ j 6=iN j es una descomposición terciaria reducida, entonces se verifica
Ass(M/Hi) = {p j | j 6= i}. Ahora se verifica

M
Hi
=

M/N
Hi/N

,

y por tanto
Ass(M/N) ⊆ Ass(M/Hi)∪Ass(Hi/N) ⊆ {p1, . . . ,pn}.

�

Veamos el comportamiento de los submódulos terciarios ante localización.
Sea Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo; consideramos la aplicación λ : M →
Σ−1M .

Lema. 44.19.
Con la notación anterior se tiene:

(1) Para cada Σ−1A–submódulo H ⊆ Σ−1M se tiene Σ−1(λ−1(H)) = H.
(2) Para cada A–submódulo H ⊆ M se tiene λ−1(Σ−1N) = {m ∈ M | existe s ∈ Σ tal que sm ∈ N} :=

SatΣ(N) es un submódulo de M que se llama la Σ–saturación de N en M .
(3) {Σ−1p | p ∈ Ass(M), p ∩ Σ = ∅} = Ass(Σ−1M). La igualdad se tiene cuando M es libre de
Σ–torsión ó A es un anillo noetheriano.
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DEMOSTRACIÓN. (2). Ver la página 454.
(3). Sea p ∈ Ass(M) tal que p∩Σ = ∅. Existe 0 6= m ∈ M tal que p = Ann(m), y Σ−1p ⊆ Ann(m/1).
Si a/1 ∈ Ann(m/1), existe t ∈ Σ tal que tam= 0, luego ta ∈ p, esto es, a ∈ p, y a/1 ∈ Σ−1p.
Supongamos ahora que M es libre de Σ–torsión, y q ∈ Ass(Σ−1M); existe m ∈ M tal que q =
Ann(m/1). Sea p= λ−1(q), entonces Ann(m) ⊆ p. Si x ∈ p, se tiene xm/1= 0, luego existe t ∈ Σ tal
que t xm= 0, esto es, xm= 0, y x ∈ Ann(m).
Para el caso en el que A es noetheriano ver Proposición (44.8.). �

Para submódulos terciarios tenemos:

Lema. 44.20.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo. Se
verifica:

(1) Si N ⊆ M es un submódulo p–terciario y p∩Σ 6=∅, entonces Σ−1N = Σ−1M ;
(2) Si N ⊆ M es un submódulo p–terciario y p ∩Σ = ∅, entonces Σ−1N es un submódulo pΣ−1A–

terciario de Σ−1M ;
(3) Si N ⊆ M es un submódulo p–terciario y p∩Σ=∅, entonces SatΣ(N) = N .

Lema. 44.21.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, Σ un subconjunto multiplicativo, M un A–módulo y N un
submódulo propio de M tal que M/N es finitamente generado. Llamamos

A = Ass(M/N) y B = {p ∈ Ass(M/N) | p∩Σ=∅}.

Si N = N1∩· · ·∩Nn es una descomposición terciaria reducida de N con Ass(M/Ni) = {pi}. Se verifica:

(1) Σ−1N = ∩{Σ−1Ni | pi ∈B} es una descomposición terciaria reducida de Σ−1N en Σ−1M ;
(2) SatΣ(N) = ∩{Ni | pi ∈B} es una descomposición terciaria reducida de SatΣ(N) en M .

Corolario. 44.22.
Sea A un anillo noetheriano conmutativo, M un A–módulo, N un submódulo propio de M tal que
M/N es finitamente generado, pi es un ideal primo aislado (minimal en Ass(M/N)) y N = N1∩· · ·∩Nn

es una descomposición terciaria reducida de N con Ass(M/Ni) = {pi}. Entonces Ni está determinado
directamente por N y no depende de la descomposición terciaria reducida. En particular tenemos la
siguiente descripción: Ni = SatA\pi

(N).
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Como consecuencia, si todos los ideales primos de Ass(M/N) son minimales,en Ass(M/N), entonces
N tiene exactamente una descomposición terciaria reducida en M .

Ejercicio. 44.23.
Sean N1, N2 ⊆ M submódulos terciarios tales que N1∩N2 ⊆ M es un submódulo p-terciario, entonces
cada Ni ⊆ M es un submódulo p-terciario.

SOLUCIÓN. Consideramos la siguiente sucesión exacta corta:

0 // N1
N1∩N2

// M
N1∩N2

// N1
N2

// 0

N1+N2
N2

Si Ass(M
Ni
) = {pi}, como se tiene

{p}= Ass
�

M
N1 ∩ N2

�

⊆ Ass
�

N1

N1 ∩ N2

�

∪Ass
�

M
N1

�

=

= Ass
�

N1 + N2

N2

�

∪Ass
�

M
N1

�

⊆ Ass
�

M
N2

�

∪Ass
�

M
N1

�

= {p1} ∪ {p2},

tenemos el resultado p= p1= p2. �

Observación. 44.24.
La descomposición primaria y la descomposición terciaria coinciden si A es un anillo noetheriano.

Ideales quasiprimarios

En general si un ideal tiene radical primo no necesariamente es un ideal primario; vamos a estudiar
en detalle los ideales con radical primo.

Ejercicio. 44.25.
Sea A un anillo y q1,q2 ideales p1 y p2–primarios, respectivamente, tales que p1 ⊆ p2 y qi * q j, si i 6= j.
Entonces q := q1 ∩ q2 no es un ideal primario, y verifica: si ab ∈ q, entonces existen n, m ∈ N tales
que an ∈ q o bm ∈ q.
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SOLUCIÓN. Es claro que q1 = (X 2) es (X )–primario y que (X 3, Y ) es (X , Y )–primario. El ideal q =
(X 2)∩(X 3, Y ) = (X 3, X 2Y ) no es primario. Si tomamos a = X 2 y b = (X+Y ), se tiene ab = X 3+X 2Y ∈
q, pero a = X 2 /∈ q y bn =

∑n
i=0

�n
i

�

X iY n−1 /∈ q, ya que nX Y n−1 + Y n /∈ q cuando n≥ 3.
Supongamos ahora que a, b ∈ A verifican ab ∈ q. Si a /∈ q, supongamos que a /∈ q1, entonces existe
n ∈ N tal que bn ∈ q1. Entonces b ∈ rad(q1) = p1 ⊆ p2, y existe m ∈ N tal que bm ∈ q1 ∩ q2 = q. Si
suponemos que a /∈ q2, entonces existe n ∈ N tal que bn ∈ q2. Si ninguna potencia bs pertenece a q1,
entonces b /∈ p1, y b /∈ q2, luego existe n ∈ N tal que an ∈ q1, de aquí a ∈ p1 ⊆ p2 y existe m ∈ N tal
que am ∈ q1 ∩ q2 = q. �

Un ideal propio q ⊆ A se llama quasiprimario si para cualesquiera a, b ∈ A tales que ab ∈ q existen
n, m ∈ N tales que an ∈ q o am ∈ q.

Lema. 44.26.
Para cada ideal q ⊆ A, son equivalentes:

(a) q es un ideal quasiprimario de A.
(b) rad(q) es un ideal primo.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Sea q un ideal quasiprimario y p = rad(q). Si a, b ∈ A verifican ab ∈ p,
existe n ∈ N tal que an bn = (ab)n ∈ q, luego existe m ∈ N tal que (an)m ∈ q o (bn)m ∈ q, esto es,
a ∈ p o b ∈ p.
(b)⇒ (a). Sea, a, b ∈ A tales que ab ∈ q. Como q ⊆ rad(q), entonces a ∈ rad(q) ó b ∈ rad(q), y existe
n ∈ N tal que an ∈ q ó bn ∈ q �

Ejercicio. 44.27.
El comportamiento de los ideales quasiprimarios ante subconjuntos multiplicativos no es igual al de
los ideals primarios. El ideal (X 3, X 2Y ) del ejercicio anterior nos proporciona un ejemplo de un ideal
quasiprimario q= (X 3, X 2Y ) tal que q $ qec.

SOLUCIÓN. Consideramos el subconjunto multiplicativo Σ= {Y t | t ∈ N}. Tenemos rad(q) = (X ) =
p; se tiene Σ∩ p=∅; por otro lado qe = (X 2), luego qec = (X 2) % (X 3, X 2Y ) = q. �

Ideales asociados y anillos de polinomios

Dado un anillo A y un módulo M , consideramos el A[X ]–módulo inducido M[X ]. Para cada ideal
primo p ⊆ A, se tiene que p[X ] es un ideal primo de A[X ]; y para cada ideal primo q ⊆ A[X ], se tiene
que q∩ A⊆ A es un ideal primo y p[X ] ⊆ q. Esta inclusión es, en general, una inclusión propia.
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Estamos interesados en relacionar los conjuntos Ass(M) ⊆ Spec(A) y Ass(M[X ]) ⊆ Spec(A[X ]). Va-
mos a probar que existe una biyección entre ellos dada por p 7→ p[X ] con inversa la traza con respecto
a A.

Lema. 44.28.
Si p ∈ Ass(M), entonces p[X ] ∈ Ass(M[X ]).

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis existe 0 6= m ∈ M tal que p = Ann(m), entonces p[X ] = AnnA[X ](m),
luego p[X ] ∈ Ass(M[X ]). �

Lema. 44.29. (Primer lema de Shock)
Sea A un anillo y M un A–módulo. Para cada sucesión finita m1, . . . , mt ∈ M se verifica:

(1) Ann(mi) = Ann(m j) para todos 1≤ i, j ≤ t, ó
(2) Existe a ∈ A y j ≤ t tales que m ja 6= 0 y Ann(mka) = Ann(m ja) siempre que mka 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. Si existen mi, m j tales que Ann(mi) * Ann(m j), tomamos a ∈ Ann(mi) \Ann(m j),
entonces el conjunto m1a, . . . , mt a tiene menos elementos no nulos que el original, y un argumento
de inducción prueba el resultado. �

Lema. 44.30. (Segundo lema de Shock)
Si H =

∑n
i=0 miX

i ∈ M[X ], existe a ∈ A tal que Ha 6= 0, y los coeficientes no nulos de Ha tienen
todos el mismo anulador.

DEMOSTRACIÓN. Si existen coeficientes no nulos mi, m j tales que Ann(mi) 6= Ann(m j), existen a ∈ A
y j ≤ n tales que m ja 6= 0 y Ann(mka) = Ann(m ja) para todo k tal que mka 6= 0. El polinomio Ha
verifica las condiciones del enunciado. �

Lema. 44.31. (Tercer lema de Shock)
Sea H =

∑n
i=0 miX

i ∈ M[X ] tal que los anuladores de los coeficientes de H forman una cadena
Ann(m0) ⊆ · · · ⊆ Ann(mn), y sea F =

∑t
j=0 b jX

j ∈ A[X ], son equivalentes:
(a) HF = 0,
(b) mi b j = 0 para cada todos 0≤ i ≤ n, 0≤ j ≤ t.
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DEMOSTRACIÓN. Como X es un elemento regular, podemos suponer que m0 = H(0) 6= 0. Tenemos
entonces m0 b0 = 0, esto es, b0 ∈ Ann(m0) ⊆ · · · ⊆ Ann(mn), y se tiene H b0 = 0; usando otra vez que
X es un elemento regular tenemos el resultado. �

Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposición. 44.32.
Si q ∈ Ass(M[X ]), entonces p= q∩ A∈ Ass(M) y q= p[X ].

DEMOSTRACIÓN. Sea q ∈ Ass(M[X ]), y sea H =
∑n

i=0 miX
i ∈ M[X ] tal que q = Ann(H); podemos

suponer m0 = H(0) 6= 0. Existe a ∈ A tal que Ha 6= 0, y todos los coeficientes no nulos de Ha tiene
el mismo anulador, por tanto forman una cadena. Además q= Ann(Ha).
Si tomamos p = q ∩ A, entonces p es un ideal primo, y se tiene p = ∩n

i=0 Ann(mi), luego existe un
índice 0≤ i0 ≤ n tal que p= Ann(mi0 a). Por otro lado p[X ] ⊆ q.

Si F =
∑t

j=0 b jX
j ∈ q, se tiene HaF = 0, y por tanto miab j = 0 para todos i, j, en particular

mi0 ab j = 0 para todo índice j, y por tanto F ∈ AnnA[X ](mi0 a) = p[X ]. �

Corolario. 44.33.
Existe una biyección entre Ass(M) y Ass(M[X ]) definida por la extensión de escalares.

Ideales asociados débiles

Tenemos un resultado general sobre los divisores de cero de un A–módulo:

Lema. 44.34.
Sea A un anillo y M un A–módulo. El conjunto Div(M) de todos los divisores de cero de M es:

Div(M) = ∪{Ann(m) | 0 6= m ∈ M}= ∪{rad(Ann(m)) | 0 6= m ∈ M}.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que Div(M) ⊆ ∪{rad(Ann(m)) | 0 6= m ∈ M}. Si a ∈ ∪ rad(Ann(m)),
existe 0 6= m ∈ M y n ∈ N tales que an ∈ Ann(m). Tomando t el menor exponente tal que at m 6= 0,
tenemos a ∈ Ann(at n) ⊆ Div(M). �
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A raíz de este resultado, para estudiar un módulo M podemos estudiar los ideales primos sobre los
anuladores de los elementos no nulos; en particular los ideales primos minimales.
Sea M un A–módulo, un ideal primo p es un ideal primo asociado débil de M si existe un elemento
0 6= m ∈ M tal que p ⊇ Ann(m) es minimal. El conjunto de los ideales primos asociados débiles de
M se representa or Assf(M).

Lema. 44.35.
Para cada anillo A y cada A–módulo M son equivalentes:

(a) M 6= 0.
(b) Assf(M) 6=∅.

DEMOSTRACIÓN. Si M 6= 0, existe 0 6= m ∈ M , y Ann(m) es un ideal propio; cada ideal propio a

está contenido en un ideal primo p que es minimal sobre a, luego Assf(M) 6= ∅. Recíprocamente, si
Assf(M) 6=∅, entonces M 6= 0. �

Para los ideales primos débiles se verifican propiedades análogas a los ideales primos asociados.

Lema. 44.36.
Sea A un anillo y 0→ M ′→ M → M ′′→ 0 una sucesión exacta de A-módulos, se verifica:

Assf(M
′) ⊆ Assf(M) ⊆ Assf(M

′)∪Assf(M
′′)

DEMOSTRACIÓN. Si p ∈ Assf(M ′) existe 0 6= x ∈ M ′ ⊆ M tal que p ⊇ Ann(x) es minimal, luego
p ∈ Assf(M).
Si p ∈ Assf(M) \ Assf(M ′), existe 0 6= x ∈ M \ Assf(M ′) tal que p ⊇ Ann(x) es minimal. Se tiene
Ann(x) ⊆ (M ′ : x). Si (M ′ : x) * p, existe y ∈ (m′ : x) \ p. Tenemos Ann(x) ⊆ Ann(y x); si
Ann(y x) * p, existe z ∈ Ann(y x) \ p. Tenemos entonces yzx = 0, luego z y ∈ Ann(x) ⊆ p, pero
z, y /∈ p, lo que es una contradicción. �

Lema. 44.37.
Sea A un anillo y {Mi | i ∈ I} una familia de A–módulos, se verifica:

Assf(⊕i∈I Mi) = ∪i∈I Assf(Mi).
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DEMOSTRACIÓN. Para cada índice j ∈ I tenemos una sucesión exacta corta 0 → M j → ⊕i Mi →
⊕i 6= j Mi → 0, y por lo tanto Assf(M j) ⊆ Assf(⊕i Mi), y se tiene ∪i Assf(Mi) ⊆ Assf(⊕i Mi). Si I es un
conjunto finito, la igualdad es inmediata. Si I es un conjunto infinito y p ∈ Assf(⊕i Mi), existe J ⊆ I
finito tal que p ∈ Assf(⊕ j M j) = ∪ j Assf(M j) ⊆ ∪i Assf(Mi). �

Corolario. 44.38.
Sea A un anillo, M un A–módulo y {Ni | i ∈ I} una familia de submódulos tales que ∩i∈I Ni = 0,
entonces se verifica:

Assf(M) ⊆ ∪i∈I Assf(Ni)

DEMOSTRACIÓN. Basta considerar el homomorfismo inyectivo M →⊕i∈I
M
Ni

. �

Problema. 44.39.
¿Cuando se verifica la igualdad?

Proposición. 44.40.
Sea A un anillo, Σ ⊆ A un subconjunto multiplicativo y M un A–módulo, se verifica:

Assf(Σ
−1M) = {p ∈ Assf(M) | p∩Σ=∅}.

Y existe una correspondencia biyectiva entre Ass(Σ−1M) y Assf(Σ−1MΣ−1A), dada por p 7→ Σ−1p.

DEMOSTRACIÓN. Para cada m ∈ M se tiene

Ann(m
1 )= {a ∈ A | a m

1 = 0}
= {a ∈ A | ∃t ∈ Σ tal que tam= 0}
= {a ∈ A | ∃t ∈ Σ tal que ta ∈ Ann(m)}
= SatΣ(Ann(m)).

Como consecuencia m/1= 0 si, y sólo si, Ann(m)∩Σ 6=∅.
Si p ∈ Assf(Σ−1M), existe 0 6= m/1 ∈ Σ−1M tal que p ⊇ Ann(m/1) es minimal, y p ⊇ SatΣ(Ann(m)).
En particular p ⊇ Ann(m) es minimal. Si p ∩Σ 6= ∅ entonces Σ−1A= Σ−1p ⊇ AnnΣ−1A(m/1), lo que
es una contradicción, ya que en este caso AnnΣ−1A(m/1) no está contenido en un ideal maximal de
Σ−1A, y por tanto Ann(m/1) = Σ−1A, lo que implica que m/1= 0.
Si p ∈ Assf(M) y p ∩ Σ = ∅, existe 0 6= m ∈ M tal que p ⊇ Ann(m) es minimal, entonces p ⊇
SatΣ(Ann(m)) = Ann(m/1) es minimal y p ∈ Assf(Σ−1M).
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Dado un ideal primo p ∈ Ass(Σ−1M), tenemos queΣ−1p ⊇ AnnΣ−1A(m/1) es minimal, luego pertenece
a Assf(Σ−1MΣ−1A). Por otro lado, si Σ−1p ∈ Ass(Σ−1MΣ−1A), entonces p∩Σ=∅ y p ∈ Ass(Σ−1M).

�

Proposición. 44.41.
Sea A un anillo y M un A–módulo, se tienen inclusiones Ass(M) ⊆ Assf(M) ⊆ Supp(M) y la igualdad:

Supp(M) = {q | ∃p ∈ Assf(M) tal que p ⊆ q}.

En particular los elementos minimales de Assf(M) coinciden con los elementos minimales de
Supp(M).

DEMOSTRACIÓN. Si p ∈ Ass(M) existe 0 6= m ∈ M tal que p= Ann(m), luego p ∈ Assf(M).
Si p ∈ Assf(M) existe 0 6= m ∈ M tal que p ⊇ Ann(m), luego m/1 6= 0 en Mp. Como consecuencia
tenemos la inclusión {q | ex istsp ∈ Assf(M) tal que p ⊆ q} ⊆ Supp(M). Si q ∈ Supp(M) tenemos
Mq 6= 0, y existe m/1 6= 0 en Mq. Si pAq ∈ Assf((Mq)Aq), entonces p ⊆ q, p ⊇ Ann(m) es minimal y
p ∈ Assf(M).
La última afirmación es inmediata. �

Elementos localmente nilpotentes

Dado un A–módulo M ya conocemos que el conjunto de los divisores de cero de M coincide con
la unión de los ideales primos asociados, ver Lema (44.4.). La intersección de los ideales primos
asociados también tiene una descripción que es de interés. Como los elementos minimales de Ass(M),
Assf(M) y de Supp(M), si existen son los mismos, vamos a caracterizar su intersección.
Sea M un A–módulo. Un elemento a ∈ A se llama nilpotente para M si existe n ∈ N tal que anM = 0.
Un elemento a ∈ A se llama localmente nilpotente para M si para cada m ∈ M existe n(m) ∈ N tal
que an(m)m= 0.

Lema. 44.42.
Si M es un A–módulo finitamente generado todo elemento localmente nilpotente para M es un
elemento nilpotente para M .

DEMOSTRACIÓN. Si m1, . . . , mt es un sistema de generadores de M y ni = n(mi), para i = 1, . . . , t,
basta tomar n=máx{n1, . . . , nt} para tener Man = 0. �
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Proposición. 44.43.
Sea A un anillo y M in A–módulo. Son equivalentes:

(a) a ∈ A es localmente nilpotente sobre M .
(b) a ∈ ∩{p | p ∈ Assf(M)}.

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Si a es localmente nilpotente y p ∈ Assf(M) existe 0 6= m ∈ M tal que
p ⊇ Ann(m) es minimal y existe n(m) ∈ N tal que man(m) = 0, luego a ∈ p.
(b) ⇒ (a). Si a no es localmente nilpotente, existe 0 6= m ∈ M tal que mae 6= 0 para cada e ∈ N;
entonces a /∈ rad(Ann(m)) y existe un ideal p, primo minimal sobre Ann(m) tal que a /∈ p. Por lo
tanto a /∈ ∩{p | p ∈ Assf(M)}. �

Corolario. 44.44.
Sea A un anillo. Se verifica:

(1) Si M es un A–módulo finitamente generado, entonces rad(Ann(M)) = ∩{p | p ∈ Assf(M)}.
(2) Si M es un A–módulo finitamente generado, entonces M es p–coprimario si, y sólo si, Assf(M) =
{p}.

(3) Assf(A) contiene a cada ideal primo minimal de A.
(4) Nil(A) = ∩{p | p ∈ Assf(A)}.
(5) Un ideal a ⊆ A es p–primario si, y sólo si, Assf(A/a) = {p}.

DEMOSTRACIÓN. (1). Si M es un A–módulo finitamente generado, entonces todo elemento de A
localmente nilpotente de M es nilpotente.
(2). En este caso tenemos Div(M) = ∪m 6=0 rad(Ann(m)) = p= rad(Ann(M)). �

Ideales asociados esenciales

Proposición. 44.45.
Sea N ⊆ M un submódulo con descomposición primaria reducida N = ∩t

i=1Ni, en la que Ni es pi–
primario. Para cada ideal primo p ∈ {p1, . . . ,pt}, sea Σ= A\p. Si Γ % Σ, entonces SatΓ (N) % SatΣ(N).
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DEMOSTRACIÓN. Sea p = p1 e I = {i ∈ {1, . . . , t} | pi ⊆ p}. Entonces SatΣ(N) = ∩i∈I Ni es una
descomposición primaria. Como Γ % Σ, tenemos Γ ∩ p 6=∅, y por tanto J = {i ∈ {1, . . . , t} | p j ∩ Γ =
∅} $ I , y por tanto SatΓ (N) % SatΣ(N), ya que en una intersección aparece N1 y en la otra no. �

Teorema. 44.46.
Sea N ⊆ M un submódulo con descomposición primaria reducida e irredundante N = ∩t

i=1Ni, en la
que Ni es pi–primario. Para cada ideal primo p son equivalentes:

(a) p ∈ {p1, . . . ,pt}.
(b) Para todo conjunto multiplicativo Γ % (A\ p), se tiene SatΓ (N) % SatA\p(N).

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Es justo la proposición anterior.
(b)⇒ (a). Supongamos que p no es uno de los pi. Para los índices i tal que pi ⊆ p existe s ∈ p \∪ipi;
esto elementos existen, ya que ∪ipi ⊆ p, y si se diese la igualdad entonces existe un índice j tal que
p ⊆ p j, lo que es una contradicción, pues tendríamos p j = p.
Tomamos Γ = 〈Σ, s〉, el menos conjunto multiplicativamente cerrado que contiene a Σ y a s.
Para cada ideal pi se tiene pi ∩ Γ = ∅ sí, y solo sí, pi ∩Σ = ∅ y s /∈ pi sí, y sólo sí, pi ⊆ p y s /∈ pi. De
aquí deducimos que la segunda condición es irredundante, por lo tanto tenemos pi ∩Γ =∅ sí, y sólo
sí, pi ∩Σ=∅, y tenemos:

SatΓ (N) = ∩pi∩Γ=∅Ni = ∩pi∩Σ=∅Ni = SatΣ(N).

�

Si queremos trabajar con una condición más débil que la de ser ideal primo asociado, podemos
utilizar la condición que se deduce de este teorema sin necesidad de que se verifique la existencia
de una descomposición primaria.
Dado un submódulo N ⊆ M , un ideal primo p es un ideal primo asociado esencial a M/N si para
cada conjunto multiplicativo Γ % Σ = A \ p se tiene SatΓ (N) % SatΣ(N). El conjunto de todos los
ideales primos asociados esenciales a M/N se representa por Asse(M/N).

Lema. 44.47.
Para cada submódulo N ⊆ M se verifica:
(1) Si p ∈ Asse(M), entonces Ann(M) ⊆ p.
(2) Asse(MR) = Asse(MR/Ann(M)).
(3) p ∈ Asse(M) sí, y sólo sí, cada elemento de pAp es un divisor de cero de Mp.
(4) Si pAsse(M), entonces Mp 6= 0.
(5) p ∈ Asse(M) sí, y sólo sí, cada elemento de p es un divisor de cero de M .
(6) q ∈ Asse(Σ−1M) sí, y sólo sí, q∩ A∈ Asse(M).
(7) Si N ⊆ M , entonces Asse(N) ⊆ Asse(M).
(8) ¿Qué pasa con extensiones, sumas directas, extensiones esenciales?
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Proposición. 44.48.
Sea p un ideal primo y 0 6= m ∈ M . Son equivalentes:

(a) p ⊇ Ann(m) es un ideal primo minimal sobre Ann(m).
(b) m/1 6= 0 y cada elemento de pAp es nilpotente para mAp.
(c) mAp es pAp–coprimario.

Corolario. 44.49.
Sea p un ideal primo. Si p ⊇ Ann(M) es un ideal primo minimal sobre Ann(m), para algún 0 6= m ∈ M ,
entonces p ∈ Asse(M). En otras palabras, Ass f (M) ⊆ Asse(M).
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44.1. Ejercicios

Descomposición terciaria de módulos sobre anillos noetherianos
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Introducción

El tema central de este capítulo lo constituyen los Dominios de Dedekind, que son los dominios noet-
herianos de dimensión uno íntegramente cerrados; aquí vamos a hacer un tratamiento algebraico de
los mismos a partir de los Dominios de Valoración Discreta. El objetivo del capítulo es caracterizar
los dominios en estas dos clases y observar que los Dominios de Dedekind aparecen de forma natural
al considerar los anillos de enteros algebraicos.
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45. Dominios de valoración discreta

Dado un cuerpo K una valoración discreta v sobre K es una aplicación sobreyectiva1 v : K∗ → Z,
K∗ = K \ {0}, verificando:

(I) v(x y) = v(x) + v(y).
(II) v(x + y)≥min{v(x), v(y)}.

También se puede considerar la aplicación v definida sobre todo K agregando a Z un elemento
{+∞}, verificando n< +∞ para cada n ∈ Z, y definiendo v(0) = +∞.
Si v es una valoración discreta sobre K , llamamos dominio de valoración discreta de v al conjunto

D = {r ∈ K | v(r)≥ 0} ∪ {0}.

Lema. 45.1.
Se verifican las siguientes propiedades:

(1) D es un subanillo de K .
(2) Las unidades de D son los elementos x que verifican v(x) = 0.
(3) D es un anillo local con ideal maximal m= {x ∈ D | v(x)> 0} ∪ {0}.

DEMOSTRACIÓN. (1). Si x , y ∈ D \ {0}, entonces v(x), v(y)≥ 0, y se verifica:

v(x + y)≥min{v(x), v(y)} ≥ 0.

v(x y) = v(x) + v(y)≥ 0.

Por otro lado se verifica:

v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1), luego v(1) = 0.

(2). Si x ∈ D es una unidad, entonces existe y ∈ D tal que x y = 1, luego 0 = v(1) = v(x y) =
v(x) + v(y), y por tanto v(x) = 0 = v(y). Recíprocamente, si x ∈ D y v(x) = 0, entonces tomamos
x−1 ∈ K , se verifica 0= v(1) = v(x x−1) = v(x) + v(x−1) = v(x−1), luego x−1 ∈ D y x es una unidad
en D.
(3). Si 0 6= a ∈ D no es invertible, entonces v(a) > 0. Luego solo falta probar que m es un ideal.
Dados a, b ∈ m, se tiene v(a+ b)≥min{v(a), v(b)}> 0, luego a+ b ∈ m. �

1130-01.tex
1Podríamos definir valoraciones discretas sin necesidad de imponer la condición de sobreyectiva para después hacer

un proceso de normalización por el que pasaríamos a considerar finalmente aplicaciones sobreyectivas.
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Ejercicio. 45.2.
Dos elementos a, b ∈ D verifican v(a) = v(b) si, y solo si, existe un elemento invertible u ∈ D tal que
a = bu.

En general un dominio de valoración discreta es un dominio D que es el dominio de valoración
discreta de alguna valoración v sobre su cuerpo de fracciones K .

Ejemplo. 45.3.
El ejemplo más conocido de valoración discreta es la valoración p–ádica en Q, siendo p un número
entero primo. Esta valoración se representa por vp, y está definida para cada número racional no
nulo r por vp(r) = e ∈ Z, donde e es el exponente de p en la expresión de r como producto de
factores primos. El anillo de valoración discreta es: Z(p) = {

a
b | p - b}, esto es, el localizado de Z en

el ideal primo (p).

Este ejemplo se puede extender a considerar un anillo de polinomios sobre una indeterminada con
coeficientes en un cuerpo.

Ejemplo. 45.4.
Dado un cuerpo L y un polinomio irreducible F ∈ L[X ] se considera la aplicación vF : L(X )∗ → Z
definida vF(G/H) = e, siendo G/H irreducible, y e la mayor potencia de F que divide a G o −e la
mayor potencia de F que divide a H.

Se tiene que vF es una valoración discreta y el anillo de valoración asociado, al igual que en el caso
p–ádico, está formado por las fracciones irreducibles en L(X ) cuyo denominador no es múltiplo de
F .

Ejemplo. 45.5.
Consideramos R[X ], y la valoración vX sobre R(X ). El anillo de valoración discreta es: D = {F/G |
G(0) 6= 0}. Sabemos que D se puede identificar con el anillo de funciones racionales valoradas en
R en un entorno de cero de la recta real. El ideal maximal es el generado por (X ), y X es el único
elemento irreducible. Observa que para cada f ∈ D se tiene que vX ( f ) indica el orden de la función
f en el punto 0.

Ejemplo. 45.6.
Dado un cuerpo K , se considera K¹Xº, el anillo de las series formales de potencias, y K((X )), su
cuerpo de fracciones. Se tiene una valoración v en K((X )), definida v(F/G) = e, siendo X e la mayor
potencia de X que divide a F/G. El anillo de valoración es K¹Xº.

Aún otro ejemplo.

Ejemplo. 45.7.
Cuando K es un cuerpo, el cuerpo de fracciones K((X )) coincide con K¹X−1, Xº, el anillo de las
series formales de potencias de Laurent, y tiene como elementos a las series formales

∑∞
i=t aiX

i,
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con at 6= 0, con t ∈ N. En este caso, existe una valoración discreta v : K((X ))→ Z definida:

v(
∞
∑

i=t

aiX
i) = t.

El anillo de valoración para la valoración v es el anillo K¹Xº de las series formales de potencias:
∑∞

i=0 aiX
i.

Observación. 45.8.
Observa que si D es un dominio de valoración discreta, entonces se verifica:
(1) Para cada 0 6= a ∈ D se tiene v(a) = 0 si, y solo si, a es invertible en D.
(2) Para cada 0 6= a ∈ K se tiene a ∈ D, o a−1 ∈ D.
(3) Si a, b ∈ D verifican v(a) = v(b), entonces aD = bD.

DEMOSTRACIÓN. (1). Observa que v(1) = v(1) + v(1), luego v(1) = 0. Si a es invertible en D,
se tiene 0 = v(1) = v(aa−1) = v(a) + v(a−1) y por tanto v(a−1) = −v(a). Como ambos son no
negativos, se tiene v(a) = 0 = v(a−1). Recíprocamente, si v(a) = 0, como a−1 ∈ K , y se tiene
0= v(1) = v(aa−1) = v(a) + v(a−1), se tiene v(a−1) = 0 y por tanto a−1 ∈ D.
(2). Si a /∈ D, entonces v(a)< 0, luego v(a−1 = −v(a)> 0 y por tanto a−1 ∈ D.
(3). Si v(a) = v(b), entonces v(ab−1) = 0, luego ab−1 ∈ D y es invertible. Entonces aD = bD. �

Lema. 45.9.
Todo dominio de valoración discreta es un DE (dominio euclídeo).
Como consecuencia, todo dominio de valoración discreta es un DIP, un DFU, y es íntegramente ce-
rrado.

DEMOSTRACIÓN. Basta ver que la aplicación v restringida a D define una función euclídea. Dados
a, b ∈ D, si v(a) < v(b), entonces la división es: a = 0b + a. Si v(a) ≥ v(b), existe c ∈ D tal que
v(a) = v(b) + v(c), por ser v sobreyectiva. Entonces v(a) = v(bc) y se tiene aD = bcD, luego existe
un elemento invertible u ∈ D tal que a = bcu, y la división es: a = b(cu) + 0. �

Observa que esta demostración en realidad prueba que si a, b ∈ D son elementos no nulos, entonces
a|b ó b|a.
Si D es un dominio de valoración discreta, entonces es un anillo local con ideal maximal m = {a ∈
D | v(a) > 0}. Como todo dominio de valoración discreta es un DIP, sea m = tD. Cada elemento
0 6= a ∈ D verifica v(a) ≥ 0, sea v(a) = r. Si r = 0, entonces a es invertible. Si r > 0, entonces
a ∈ m= tD, y existe d ∈ D tal que a = td. Se verifica v(a) = v(t)+ v(d), y por tanto v(a)≥ v(t). Por
ser v sobreyectiva existe b ∈ D tal que v(b) = 1, lo que implica que v(t) = 1. Todo elemento a ∈ D
tal que v(a) = 0 es invertible, y si v(a) = 1, entonces a = tu, siendo u ∈ D invertible. Por inducción
se tiene que para cada o 6= a ∈ D se tiene a = t v(a)u, siendo u ∈ D invertible. El elemento t se llama
un parámetro de uniformización o parámetro local de D.
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En lo que sigue, para un dominio local D con ideal maximal m, llamamos K al cuerpo de fracciones
de D, y F al cuerpo residual D/m.

Proposición. 45.10.
Si D es un dominio de valoración discreta con ideal maximal m = tD, entonces cada elemento
0 6= a ∈ D se escribe, de forma única, como a = t ru, siendo r ∈ N y u ∈ D invertible.
En particular

(1) todo elemento no nulo de K se escribe de forma única como t su, siendo s ∈ Z y u ∈ D invertible;
(2) todo ideal no nulo de D es el ideal principal generado por t r para algún r ∈ N\{0}, por lo tanto

los ideales de D forman una cadena descendente y D es un anillo noetheriano;
(3) los únicos ideales primos de D son 0 y m.

Teorema. 45.11.
Sea D un dominio. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) D es un dominio de valoración discreta que no es un cuerpo.
(b) D es un dominio local noetheriano de dimensión uno íntegramente cerrado.
(c) D es un dominio local noetheriano de dimensión uno y el ideal maximal es principal.
(d) D es un dominio local noetheriano de dimensión uno verificando

dimF(m/m
2) = 1.

(Donde F = R/m y m es el ideal maximal.)
(e) D es un dominio local que no es un cuerpo y cada ideal no nulo es una potencia del ideal

maximal.
(f) D es un dominio que no es un cuerpo y cada ideal no nulo es de la forma (xα) para algún x ∈ D.
(g) D es un dominio de ideales principales local que no es un cuerpo.
(h) D es un dominio de valoración noetheriano que no es un cuerpo.

DEMOSTRACIÓN. (c)⇒ (d). Supongamos que m = (x), entonces {x +m} es un sistema de genera-
dores de m/m2 y por tanto dimF(m/m2) ≤ 1. Si m = m2, entonces x = d x2 para algún d ∈ D, esto
es 1 = d x , luego x es una unidad si es no nulo ó bien x = 0. En cualquier caso llegamos a una
contradicción ya que la dimensión de D es positiva. En consecuencia dimF(m/m2) = 1.
(d)⇒ (e). Sea 0 6= a≤ D un ideal no nulo, entonces rad(a) = m, y existe una potencia de m contenida
en a, supongamos que mn ⊆ a, entonces como a/mn ⊆ D/mn, y éste es un anillo local artiniano. Por
ser dimF(

m/mn

m2/mn ) = 1, tenemos que cada ideal de D/mn es una potencia del ideal maximal m/mn.
Aplicándolo a a/mn, tenemos que a es una potencia de m.
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(e)⇒ (f). Tomamos x ∈ m\m2, por la hipótesis tenemos que existe n ∈ N tal que (x) = mn; entonces
ha de ser n = 1 y por tanto m = (x) es un ideal principal. Ahora, como cada ideal no nulo es una
potencia del ideal maximal, tenemos el resultado.
(f) ⇒ (a). Tenemos que (x) es el único ideal maximal. Dado 0 6= r ∈ D un elemento no nulo,
tenemos que (r) = (xn) para algún n ∈ N. Para comprobar que este n es único, supongamos que
(xn) = (xn + 1), entonces existe s ∈ D tal que xn = sxn+1, y como x 6= 0, tenemos 1 = sx , esto
es, x es una unidad, lo que es una contradicción. Este índice n lo representamos entonces por n(r).
Definimos ahora v : K∗ → Z mediante: v(r/s) = n(r) − n(s); entonces v es una valoración sobre
K con grupo de valoración Z y con anillo de valoración D, esto es, D es un dominio de valoración
discreta.
(a)⇒ (g). Supongamos que D es un dominio de valoración discreta, entonces D no es un cuerpo, ya
que para cada n ∈ N existe x ∈ D verificando v(x) = n, luego si n 6= 0, entonces x no es una unidad.
Por otro lado, sea 0 6= a ⊆ D un ideal no nulo, llamamos n = min{v(y) | 0 6= y ∈ a}. Si n = 0,
entonces a contiene una unidad y tenemos a = D. Si n 6= 0, entonces sea y ∈ a tal que v(y) = n,
resulta que si x ∈ a, entonces v(x) ≥ v(y), luego v(x y−1) = v(x)− v(y) ≥ 0 y x y−1 ∈ D, esto es
x ∈ (y). Como consecuencia a= (y) y entonces D es un dominio de ideales principales.
(g)⇒ (c). Es evidente.
(a+c)⇒ (h). Es evidente.
(h)⇒ (f). Basta ver que D es un dominio de ideales principales. Ya que los ideales de un anillo de
valoración forman una cadena, cada ideal finitamente generado es principal, como D es noetheriano,
resulta que cada ideal de D es principal. Otra vez por formar los ideales de D una cadena, resulta
que D es un anillo local.
(a+c)⇒ (b). Es evidente.
(b)⇒ (c). Sea m el ideal maximal de D, por el lema de Nakayama se tiene mn 6= mn+1 para cada n ∈ N.
Sea 0 6= a ∈ m, ya que rad((a)) = m, existe un exponente n tal que mn ⊆ (a); supongamos también
que mn−1 * (a). Entonces existe b ∈ mn−1 \ (a); definimos x = a/b ∈ K . Ya que b /∈ (a), resulta que
x−1 /∈ D, como consecuencia x−1 no es entero sobre D, entonces x−1m * m, ya que si x−1m ⊆ m,
entonces m sería un D[x−1]–módulo fiel finitamente generado como D–módulo y entonces x−1 sería
entero sobre D. Entonces, ya que se tiene x−1m ⊆ D, resulta que x−1m = D y como consecuencia
m= (x). �

Corolario. 45.12.
Sea A un dominio noetheriano íntegramente cerrado y p un ideal primo no nulo minimal de A. El
localizado Ap es un anillo de valoración discreta.

Ejemplo. 45.13.
Dado un dominio de ideales principales A y p= (p) un ideal primo no nulo, entonces por el Corola-
rio anterior Ap es un dominio de valoración discreta. Este ejemplo generaliza los ejemplos (45.3.),
(45.4.). En este caso la valoración, definida sobre K , el cuerpo de fracciones de A y de Ap, es
vp : K∗ −→ Z, definida por vp(psu) = s.
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45.1. Ejercicios

Dominios de valoración discreta

Ejercicio. 45.14.
Sea A un dominio de valoración discreta con ideal maximal m y cuerpo residual F = A/m. Demuestra
que para todo entero natural n el F–espacio vectorial mn/mn+1 es de dimensión uno.
Ref.: 1130_001 SOLUCIÓN

Ejercicio. 45.15.
Sea A un dominio de integridad local con ideal maximal m = (t) 6= 0. Si ∩n≥1(tn) = 0, demuestra
que A es un dominio de valoración discreta.
Ref.: 1130_002 SOLUCIÓN

Ejercicio. 45.16.
Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m = (t). Demuestra que se verifica una de las
dos posibilidades:

(1) A es un dominio de valoración discreta o
(2) existe un entero natural n tal que tn = 0.

En el último caso demuestra que A es artiniano.
Ref.: 1130_003 SOLUCIÓN

Ejercicio. 45.17.
Sea A un dominio de integridad noetheriano local con ideal maximal m 6= 0 y cuerpo residual F =
A/m.
(1) Demuestra m/m2 es un espacio vectorial sobre F .
(2) Demuestra que si dimF(m/m2) = 1, entonces A es un dominio de valoración discreta.
(3) Si todo ideal no nulo de A es una potencia de m, demuestra que A es un dominio de valoración

discreta.

Ref.: 1130_004 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 45.18.
Sea D un dominio de valoración discreta con cuerpo de fracciones K y E un anillo intermedio. Prueba
que son equivalentes:

(a) E es un dominio de valoración discreta.
(b) E = D.

Ref.: 1130_015 SOLUCIÓN

Ejercicio. 45.19.
Sea A un dominio de integridad noetheriano local con ideal maximal m 6= 0. Prueba que son equiva-
lentes:

(a) A es un anillo de valoración discreta;
(b) los únicos ideales primarios (no nulos) de A son las potencias de m.

Ref.: 1130_016 SOLUCIÓN
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46. Ideales fraccionarios

Sea D un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K . Un ideal fraccionario de D es un
D–submódulo no nulo b de K para el que existe 0 6= d ∈ D tal que db ⊆ D.

Ejemplos. 46.1.
(1) Todo ideal no nulo de D es un ideal fraccionario de D. (En este contexto los ideales no nulos de

D se suelen llamar ideales enteros de D.)

(2) Para cada elemento no nulo k ∈ K se tiene que kD es un ideal fraccionario de D. Además, cada
ideal fraccionario de D es de la forma ka, siendo 0 6= k ∈ K , y 0 6= a ⊆ D, un ideal entero de D.

(3) Si D es noetheriano los ideales fraccionarios de D son exactamente los D–submódulos no nulos
finitamente generados de K .

Dada una familia de ideales fraccionarios {b j | j ∈ J}, su intersección, si es no nula, es un ideal
fraccionario. Para la suma no ocurre lo mismo; en este caso tenemos que restringir a sumas finitas:
la suma finita de ideales fraccionarios es un ideal fraccionario. También el producto (finito) de ideales
fraccionarios es un ideal fraccionario. Además el producto de ideales fraccionarios es distributivo con
respecto a la suma, esto es,

b(c1 + c2) = bc1 + bc2.

para b, c1 y c2 ideales fraccionarios de D.
Para cada ideal fraccionario b de D definimos el inverso de b como (D : b) = {k ∈ K | kb ⊆ D}. El
ideal fraccionario (D : b) se suele representar también por b−1. Observa que se tiene b(D : b) ⊆ D.
Un ideal fraccionario b de D se llama invertible si b(D : b) = D.
Los ideales invertibles verifican propiedades de interés.

Proposición. 46.2.
Sea D un dominio de integridad, se verifica:

(1) Todo ideal fraccionario principal es invertible;
(2) Todo ideal fraccionario invertible es finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. (1). Es inmediato.
(2). Si b es un ideal fraccionario invertible, entonces 1 = b1c1 + · · · + bt ct para b1, . . . , bt ∈ b y
c1, . . . , ct ∈ (D : b), entonces {b1, . . . , bt} es un sistema finito de generadores de b. �
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Proposición. 46.3.
Sea a un ideal fraccionario de D. Se verifica:

(1) a−1 = (D : a) es un ideal fraccionario de D.
(2) a es invertible si, y sólo si, aa−1 = D
(3) Si ab= ac y a es un ideal invertible, entonces b= c.
(4) El producto a1 · · ·at es un ideal invertible si, y sólo si, cada ai es un ideal invertible. En ese caso

se verifica (a1 · · ·at)−1 = a−1
1 · · ·a

−1
t .

DEMOSTRACIÓN. (1). Es claro que a−1 es un D–submódulo de K . Para ver que es un ideal fraccio-
nario, tomamos a ∈ a∩ D, entonces aa−1 ⊆ D.

(2). Si existe un ideal fraccionario b tal que ab= D, entonces se tiene a−1 = Da−1 = baa−1 = bD = b.

(3). Basta considerar la siguiente cadena de igualdades: b= Db= a−1ab= a−1ac= Dc= c.

(4). La condición necesaria es evidente, ya que (a1 · · ·at)a−1
1 · · ·a

−1
t = D. Para la condición sufi-

ciente, si a1 · · ·at es invertible, existe un ideal fraccionario b tal que (a1 · · ·at)b = D, y se verifica
a1(a2 · · ·at)b= D, luego a1 es invertible; igual sucede con cada ai. �

Proposición. 46.4.
Sean p1, . . . ,pn,q1, . . . ,qm ideales primos de D verificando:

(1) p1 · · ·pn = q1 · · ·qm y
(2) Cada pi es invertible.

Entonces n= m, y salvo una permutación se tiene pi = qi para cada índice i.

DEMOSTRACIÓN. Hagamos la demostración por inducción sobre n. Si n= 1, entonces p1 = q1 · · ·qm,
y existe j tal que q j = p1; supongamos por simplicidad que j = 1, entonces tenemos D = p−1

1 p1 =
p−1

1 q1q2 · · ·qm = q2 · · ·qm, entonces necesariamente m = 1 y el resultado es cierto. Supongamos que
sea cierto el resultado para n− 1. Supongamos que p1 es minimal entre los pi, entonces q1 · · ·qm =
p1 · · ·pn ⊆ p1, y existe j tal que q j ⊆ p1, supongamos que j = 1. Tenemos también p1 · · ·pn = q1 · · ·qm ⊆
q1, luego existe i tal que pi ⊆ q1 ⊆ p1, luego por la minimalidad de p1 resulta que p1 = q1, y por
ser p1 invertible tenemos p2 · · ·pn = q2 · · ·qm. Aplicando ahora la hipótesis de inducción tenemos el
resultado. �
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Proposición. 46.5.
Dado un dominio de integridad D se verifica:

(1) El conjunto I (D) de los ideales fraccionarios invertibles tiene estructura de grupo abeliano para
la multiplicación de ideales.

(2) Los ideales fraccionarios principales no nulos forman un subgrupo, P (D), del grupo I (D).
(3) La aplicación ν : K× −→P (D), definida ν(k) = kD es un homomorfismo sobreyectivo de grupos

con núcleo D× (los elementos invertibles de D), por tanto P (D)∼= K×/D×.

Al grupo cociente I (D)/P (D) lo llamamos el grupo de clases de D. Lo representamos por Cl(D),
y su orden lo llamamos el número de clases de D. En realidad el grupo de clases está en biyección
con el grupo de clases de isomorfía de ideales fraccionarios.

Lema. 46.6.
Para cada dominio D el grupo de clases está en biyección con el grupo de clases de isomorfía de
ideales fraccionarios.

DEMOSTRACIÓN. Para cada ideal fraccionario a existe 0 6= d ∈ D, definimos entonces ν :F (D) −→
Cl(D) mediante ν(a) = [da] ∈ Cl(D). Es claro que ν es sobreyectiva sobre Cl(D). Veamos cuando
ν(a) = ν(b); existe k ∈ K tal que da= d ′bkD, esto es, da= d ′kb, y existe un isomorfismo de a −→ b

definido por x 7→ d x
d ′k ∈ b. Por otro lado, si a∼= b, entonces ν(a) = ν(b), ver Ejercicio (46.10.). �

Observa que si D es un DIP, entonces el grupo de clases es trivial, por tanto su número de clases es
igual a uno. Se utiliza pues el número de clases como una medida de cuanto se aleja un dominio de
integridad de ser un DIP.
Veamos cómo podemos utilizar los ideales invertibles para caracterizar dominios de valoración dis-
creta.

Proposición. 46.7.
Sea D un dominio local que no es un cuerpo. Son equivalentes:

(a) D es un dominio de valoración discreta.
(b) Cada ideal fraccionario de D es invertible.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Si D es un dominio de valoración discreta, todo ideal es de la forma
t sD, con s ∈ N y t un parámetro de uniformización, entonces todo ideal fraccionario es principal, y
por tanto invertible.
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(b)⇒ (a). Si todo ideal fraccionario no nulo es invertible, entonces todo ideal no nulo es finitamente
generado y por tanto D es un anillo noetheriano.
Sea m el ideal maximal de D. Si m= m2, por el Lema de Nakayama, se tiene m= 0, y entonces D es
un cuerpo, lo que es una contradicción. Tenemos pues m 6= m2.
Sea t ∈ m \ m2. Si tm−1 ⊆ m, entonces t ∈ m2, lo que es una contradicción, por tanto tm−1 = D
y resulta que m = tD es un ideal principal. Veamos que cada ideal de D es una potencia de m.
Llamamos Γ = {a | 0 6= a no es potencia de m}. Por ser D noetheriano, existe un elemento maximal
a en Γ . Se tiene a ⊆ m y am−1 ⊆ mm−1 = D. Como a ⊆ am−1 se tiene a= am−1, y por tanto am= a, y
por el Lema de Nakayama resulta a = 0, lo que es una contradicción, o a ( am−1, y por tanto am−1

es una potencia de m, lo que implica que aes una potencia de m, lo que es una contradicción. Por
tanto Γ =∅ y cada ideal no nulo de A es una potencia de m. Por tanto D es un dominio de valoración
discreta. �

Ejercicio. 46.8.
Sea D un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K y sea p un ideal primo no nulo de D. Se
verifica:

(1) Para todo ideal fraccionario a de D el módulo aDp es un ideal fraccionario de Dp.
(2) Todo ideal fraccionario de Dp es de la forma aDp, con a ideal fraccionario de D.
(3) Si a es un ideal fraccionario finitamente generado, entonces (a−1)p = (ap)−1.
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46.1. Ejercicios

Ideales fraccionarios

Ejercicio. 46.9.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K .

(1) Prueba que todo A-submódulo no nulo finitamente generado de K es un ideal fraccionario de A.
(2) Si A es un dominio noetheriano, prueba que a es un ideal fraccionario de A si, y sólo si, a ⊆ K es

un A-submódulo finitamente generado.

Ref.: 1130_005 SOLUCIÓN

Ejercicio. 46.10.
Sea D un dominio.

(1) Para cada ideal fraccionario a se tiene: HomD(a, A)∼= (D :K a) = {k ∈ K | ka ⊆ D}.
(2) Para ideales fraccionarios a,b se tiene HomD(a,b)∼= (b :K a) = {k ∈ K | ka ⊆ b}.

Ver también la Proposición (49.9.).
Ref.: 1130_029 SOLUCIÓN

Ejercicio. 46.11.
Sea A un dominio de integridad. Demuestra que todo ideal fraccionario de A es invertible si y sólo si
todo ideal entero de A es invertible.
Ref.: 1130_006 SOLUCIÓN

Ejercicio. 46.12.
Sea A un dominio de integridad y a1, . . . ,an ideales fraccionarios de A tales que su producto es un
ideal fraccionario principal: a1 · · ·an = aA.Demuestra que todos los ideales ai son invertibles.
Ref.: 1130_007 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 46.13.
Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K y p un ideal primo no nulo de A. De-
muestra que los ideales fraccionarios de Ap son exactamente los Ap–submódulos de K de la forma
aAp, con a un ideal fraccionario de A.

Ref.: 1130_008 SOLUCIÓN

Ideales invertibles

Ejercicio. 46.14.
Sea D un dominio.

(1) Si D es un dominio local, prueba que un ideal a ⊆ D es invertible si, y sólo si, es un ideal principal.
(2) Si D no es necesariamente local, prueba que un ideal finitamente generado a ⊆ D es invertible

si, y sólo si, aDm es un ideal principal para cada ideal maximal m ⊆ D.

Nota. Finitamente generado es necesario en (2); los ideales que son localmente principales son exac-
tamente los ideales son que cancelables; pueden existir ideales cancelables que no son finitamente
generados, y que por lo tanto no son invertibles.
Ref.: 1130_023 SOLUCIÓN

Ejercicio. 46.15.
Sea D un dominio, y a,b ⊆ D ideales tales que a+b es cancelable. Prueba que (a+b)n = an+bn para
cada n ∈ N.
Ref.: 1130_024 SOLUCIÓN
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47. Dominios de Dedekind

Los dominios de integridad (no necesariamente locales) que verifican la propiedad de que todos
los ideales fraccionarios son invertibles se llaman dominios de Dedekind. La Proposición (46.7.)
prueba que los dominios de Dedekind locales son los dominios de valoración discreta. Se trata ahora
de caracterizar los dominios de Dedekind siguiendo el Teorema (45.11.).

En lo que sigue D será un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones.

Teorema. 47.1.
Sea D un dominio de integridad que no es un cuerpo. Son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) D es un dominio de Dedekind.
(b) D es un dominio noetheriano y para cada ideal primo no nulo p el localizado Dp es un dominio

de valoración discreta.
(c) D es un dominio noetheriano íntegramente cerrado en el que cada ideal primo no nulo es ma-

ximal (= de dimensión uno).
(d) Todo ideal propio y no nulo a es un producto finito de ideales primos (no necesariamente dis-

tintos); a= p1 · · ·pt .

DEMOSTRACIÓN. (a)⇒ (b). Como todo ideal fraccionario es invertible, resulta que todo ideal entero
no nulo es finitamente generado, luego D es noetheriano. Por otro lado, para cada ideal primo p el
anillo local Dp verifica que cada ideal fraccionario es invertible, luego Dp es un dominio de valoración
discreta.

(b) ⇒ (c). Para cada ideal primo no nulo p tenemos que Dp es un dominio de valoración discreta,
por lo tanto es íntegramente cerrado, y como la intersección de íntegramente cerrados lo es, basta
ver que D = ∩p6=0Dp; ver el Ejercicio (35.24.).

Para ver que cada ideal primo no nulo es maximal, sea p un ideal primo no nulo y m un ideal maximal
tal que p ⊆ m. Como el localizado Dm es un dominio de valoración discreta, tenemos que pDm = mDm,
y por tanto p= m.

(c) ⇒ (d). Dado un ideal no nulo a, consideramos una descomposición primaria minimal a = q1 ∩
. . . ∩ qt . Sea pi = rad(qi). Observa que los ideales pi son no nulos, ya que si 0 = pi = rad(qi) ⊇ qi,
entonces qi = 0.

Veamos que los qi son comaximales dos a dos. Si q1 + q2 6= D, existe un ideal maximal m tal que
q1 + q2 ⊆ m. Como pi es el menor ideal primo que contiene a qi, resulta pi ⊆ m, y como cada ideal
primo no nulo es maximal, resulta p1 = m = p2, lo que es una contradicción. Tenemos entonces
a= q1 ∩ . . .∩ qt = q1 · · ·qt .

1130-03.tex
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Dado un ideal p-primario q, con p 6= 0, en el anillo local Dp el ideal qDp es pDp–primario, y como
Dp es un dominio de valoración discreta se tiene qDp = (pDp)n para n ∈ N. Entonces q = pn, ya que
ambos son p–primarios. Por tanto existen n1, . . . , nt ∈ N tales que a= p

n1
1 · · ·p

nt
t .

(d) ⇒ (a). (1) Primero probamos que cada factorización a = p1 · · ·pt , en la que los pi son ideales
primos invertibles, es única.
Si tenemos dos factorizaciones a = p1 · · ·pt = p′1 · · ·p

′
s. Tomamos un índice j tal que p′j sea minimal

en {p′1, . . . ,p′s}, se tiene p1 · · ·pt = p′j, y existe pi tal que pi ⊆ p′j. Dado el índice i existe un índice
h tal que p′h ⊆ pi ⊆ p′j; la minimalidad de p′j implica que pi = p′j; supongamos que i = 1 = j.
Como p1 es invertible resulta p2 · · ·pt = p′2 · · ·p

′
s, y por inducción llegamos a que t = s y a que

{p2, . . . ,pt}= {p′2, . . . ,p′s}.
(2) Si se verifica (d) todo ideal primo invertible es un ideal maximal.
Dado p un ideal primo invertible, tomamos a /∈ p y escribimos p+ aD = p1 · · ·pt . Hacemos la mis-
ma construcción para p + a2D; teniendo p + a2D = p′1 · · ·p

′
s. Pasando al cociente D/p tenemos las

expresiones:
a(D/p) = (p1/p) · · · (pt/p),
a2(D/p) = (p′1/p) · · · (p

′
s/p),

y por tanto
(p1/p)

2 · · · (pt/p)
2 = a2(D/p) = (p′1/p) · · · (p

′
s/p)

es una factorización del ideal a2(D/p) en ideales primos invertibles. Por (1) esta descomposición es
única, y por tanto las colecciones p1,p1, . . . ,pt ,pt y p′1, . . . ,p′s son iguales (salvo en el orden). Tenemos
entonces:

p ⊆ p+ a2D = p′1 · · ·p
′
s = p1p1 · · ·ptpt = (p+ aD)2 ⊆ p2 + aD.

En particular cada elemento x ∈ p se escribe en la forma x = y + ad, con y ∈ p2 y d ∈ D, luego
ad = x− y ∈ p y se tiene d ∈ p, esto es, x ∈ p2+ap, y se tiene p2+ap ⊆ p ⊆ p2+ap, luego p= p2+ap.
Por ser p invertible, se tiene D = p+ aD y por tanto p es un ideal maximal.
(3) Si se verifica (d) los ideales primo no nulos son invertibles.
Si p es un ideal primo no nulo, tomamos 0 6= a ∈ p; existen ideales primos tales que aD = p1 · · ·pt ⊆ p,
luego todos los ideales pi son invertibles, y aplicando (2) son maximales, y como algún pi ⊆ p,
tenemos que p es maximal.
Para probar la implicación, dado un ideal fraccionario a, podemos suponer que es entero, conside-
ramos una factorización a = p1 · · ·pt . Por (3) cada ideal pi es invertible, y por tanto a es un ideal
invertible. �

Como consecuencia del Teorema, dado un ideal no nulo a con factorización p1 · · ·pt , los ideales pi

están determinados de forma única, salvo en el orden, y en consecuencia en dominios de Dedekind
se tiene un teorema de unicidad de la descomposición de ideales no nulos como producto de ideales
primos.

Ejemplos y construcciones de dominios de Dedekind
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Proposición. 47.2.
Si D es un dominio de Dedekind y Σ ⊆ D es un subconjunto multiplicativo, entonces Σ−1D es un
dominio de Dedekind.

DEMOSTRACIÓN. Ver Ejercicio (47.20.). �

Proposición. 47.3.
Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind.

El recíproco no es cierto.

Ejemplo. 47.4.
Vamos a ver que el anillo Z[

p
−5] es un dominio de Dedekind y no es un dominio de ideales princi-

pales, ya que no es un dominio de factorización única.

Para estudiar este ejemplo vamos a hacer previamente el siguiente resultado.

Proposición. 47.5.
Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K y L/K una extensión finita separable de
cuerpos. Si E es la clausura entera de D en L, entonces E es un dominio de Dedekind.
Como consecuencia, para cada cuerpo de números algebraicos el anillo de enteros (la clausura entera
de Z) es un dominio de Dedekind.

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea A un dominio normal con cuerpo de fracciones K y L/K una extensión
finita separable. Si B es la clausura entera de A en L, entonces existe una base y1, . . . , yt de L sobre
K tal que B ⊆

∑t
i=1 yi.

Dado x ∈ L, como x es algebraico sobre K , existe an xn + · · · + a1 x + a0 = 0 con ai ∈ A, an 6= 0.
Entonces (an x)n + an−1(an xn)n−1 + · · · + a1an−2

n (an x) + a0an−1
n = 0 y por tanto an x es entero sobre

A, esto es, an x ∈ B. Por lo tanto dada una base de L sobre K podemos encontrar múltiplos de cada
elemento que pertenezcan a B, esto es, podemos suponer que la base está contenida en B.
Por ser L/K separable la traza define una forma bilineal no degenerada; T (x , y) = T (x y), y existe
dada una base {x1, . . . , x t} de L en B existe una base dual {y1, . . . , yt} tal que T (x i y j) = δi, j. Dado
b ∈ B existe una combinación b =

∑t
i=1 ki yi con ki ∈ K . Para cada índice i se tiene bx i ∈ B, ya que
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es el producto de dos elementos de B, además la traza de un elemento de B pertenece a A, ver la
Proposición (29.19.), en particular

k j =
t
∑

i=1

kiδi, j =
t
∑

i=1

ki T (yi x j) = T ((
t
∑

i=1

ki yi)x j) = T (bx j) ∈ B.

Por lo tanto b ∈
∑t

i=1 Ayi. Aplicamos este resultado al dominio de Dedekind D.

(2) Por ser D noetheriano, se tiene E ⊆
∑t

i=1 D yi es un D–módulo noetheriano, y por tanto un anillo
noetheriano.
(3) Tenemos que E es íntegramente cerrado en L, luego es un dominio normal.
(4) Falta ver que cada ideal primo no nulo de D es maximal para tener que E es un dominio de
Dedekind.
Dado un ideal primo no nulo p de E, se tiene que p ∩ D es un ideal primo no nulo, y por tanto
maximal, y por el Corolario (29.13.) tenemos que p es un ideal maximal. �

Para completar el Ejemplo (47.4.) basta ver que Z[
p
−5] es la clausura entera de Z en Q[

p
−5].

Proposición. 47.6.
Dada la extensión Q[

p
d], con d libre de cuadrados, la clausura entera E de Z en Q[

p
d] es:

E =







Z
�

1+
p

d
2

�

si d ≡ 1 (mod 4) y

Z[
p

d] en otro caso.

DEMOSTRACIÓN. Dado x ∈ E podemos escribir x = a+b
p

d
m con mcd{a, b, m} = 1. Tenemos que x es

raíz del polinomio X 2−2 a
m X+ a2−d b2

m2 . Si b = 0, y como se tiene X 2−2 a
m X+ a2−d b2

m2 =
�

X − a
m

�2
, entonces

x es raíz de X − a
m , esto es, x = a

m ∈ Q, y como es entero sobre Z, entonces x ∈ Z. Supongamos
que b 6= 0, entonces x es raíz de X 2 − 2 a

m X + a2−d b2

m2 , y éste es irreducible, por tanto sus coeficientes
pertenecen a Z.
Llamamos h =mcd{a, m}, entonces h2 | d b2, y como mcd{h, b} = 1, entonces h2 | d, pero d es libre
de cuadrados, luego h= 1.
Como 2a

m ∈ Z, entonces m | 2a, y se tiene m | 2.

Si m = 2 entonces a es impar, y de a2−d b2

m2 ∈ Z se deduce 4 | a2 − d b2, esto es, b es impar y d ≡
1 (mod 4), entonces E = Z

�

1+
p

d
2

�

, ya que

a+ b
p

d
2

=
a− b

2
+ b

1+
p

d
2

.

Si m= 1, entonces E = Z[
p

d]. �

En particular, como −5 6≡ 1 (mod 4), tenemos que la clausura entera de Z en Q[
p
−5] es Z[

p
−5].
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Ejemplo. 47.7.
Observa que la clausura entera de Z en Q[

p
5], según este resultado es: Z

�

1+
p

5
2

�

Ejercicio. 47.8.
Determina un polinomio mónico con coeficientes en Z del que el elemento 1+

p
5

2 sea raíz.

SOLUCIÓN. Un polinomio es: X 2 − X − 1. �

Surge ahora el problema de describir los ideales de los dominios de Dedekind E que son clausuras
enteras de Z en cuerpos de números, y también estudiar si amén de ser dominios de Dedekind
verifican alguna otra propiedad adicional.

Nota. 47.9.
El anillo de enteros de Q[

p
d] es un DIP para los siguientes valores de d, libre de cuadrados y menor

que 0: d = −1,−2,−3,−7,−11,−18,−43,−67,−163. Por otro lado C. Gauss conjeturó que hay
infinitos valores de d libre de cuadrados y mayor que 0 para los cuales el anillo de enteros es un DIP
(¡sin probar!).

Teoría de divisibilidad de ideales en dominios de Dedekind

Dado un dominio de integridad D y dos ideales a y b, decimos que a divide a b, o que b es divisible
por a, si existe un ideal c tal que b= ac.

Lema. 47.10.
En un dominio de integridad un ideal a divide a otro ideal b si b ⊆ a.

Corolario. 47.11.
En un dominio de Dedekind para dos ideales no nulos a y b se verifica que a divide a b si y solo si
b ⊆ a.

En la forma obvia podemos definir el máximo común divisor de dos ideales a y b, ideal al que
vamos a representar por (a,b).
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Proposición. 47.12.
Sea D un dominio de Dedekind y a, b ideales no nulos con factorización en producto de ideales
primos distintos: a= p

a1
1 · · ·p

at
t y b= p

b1
1 · · ·p

bt
t , con ai, bi ∈ N. Se verifica:

(1) a ⊆ b si y solo si ai ≥ bi para cada índice i = 1, . . . , t.
(2) a+ b= (a,b) = p

c1
1 · · ·p

ct
t , siendo ci =min{ai, bi} para i = 1, . . . , t.

(3) a∩ b= p
d1
1 · · ·p

dt
t , siendo di =max{ai, bi} para i = 1, . . . , t.

Proposición. 47.13.
Sea D un dominio de Dedekind y a un ideal no nulo con factorización en producto de ideales primos
distintos a= p

a1
1 · · ·p

at
t . Existe un isomorfismo de anillos

D
a
=

D
p

a1
1 · · ·p

at
t

∼=
�

D
p

a1
1

�

× · · · ×
�

D
p

at
t

�

.

Aritmética de los ideales en dominios de Dedekind

Proposición. 47.14.
Sea D un dominio de Dedekind y a un ideal no nulo. Se verifica:

(1) Existe un ideal b tal que a+ b= D y ab es un ideal principal.
(2) Todo ideal del anillo cociente D/a es un ideal principal.

DEMOSTRACIÓN. (1). Sea a = p
e1
1 · · ·p

et
t la factorización en producto de ideales primos distintos de

a. Definimos dos ideales:
a0 = ap1 · · ·pt ,
ai = ap1 · · ·pi−1pi+1 · · ·pt .

Se verifica a0 ( ai ( a. Para cada índice i tomamos un elemento ai ∈ ai \ a0 y definimos a =
a1 + · · ·+ at . Como a ∈ p

ei
i \ p

ei+1
i , la factorización de aD com producto de ideales primos distintos

es: aD = p
e1
1 · · ·p

et
t p

et+1
t+1 · · ·p

et+s
t+s . El ideal que andamos buscado es el ideal b= p

et+1
t+1 · · ·p

et+s
t+s .

(2). Primero probamos que si f es un ideal fraccionario y g es un ideal entero, existe un a ∈ f tal que
f−1a+ g= D.
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Si g= p
e1
1 · · ·p

et
t , definimos

f0 = fp1 · · ·pt ,
fi = fp1 · · ·pi−1pi+1 · · ·pt .

Se verifica f0 ( fi ( f. Para cada índice i tomamos un elemento ai ∈ fi \f0 y definimos a = a1+· · ·+at .
Se verifica

f−1a ⊆ D,
f−1a * pi, para cada índice i,

entonces pi - f−1a y f−1a+ g=mcd{f−1a,g}= D.
Para hacer la demostración, sea b ⊇ a un ideal. Tomamos f = b y g = b−1a. Observa que de a ⊆ b

se deduce que g = b−1a ⊆ b−1b = D. Aplicado el resultado del párrafo anterior existe a ∈ b tal que
b−1a+ b−1a= D; multiplicando por b se tiene aD+ a= b, y tenemos el resultado. �

Corolario. 47.15.
Sea D un dominio de Dedekind y a un ideal no nulo. Para todo elemento no nulo 0 6= a ∈ a existe
un elemento b ∈ a tal que a= aD+ bD.

DEMOSTRACIÓN. Basta tomar b= a y a= aD en el punto (2) de la Proposición (47.14.). �

En realidad la propiedad de que los ideales no nulos estén generados por dos elementos va a carac-
terizar a los dominios de Dedekind.

Proposición. 47.16.
Sea D un dominio de integridad que verifica la propiedad: “para cada ideal no nulo a y cada elemento
no nulo a ∈ a existe b ∈ a tal que a= aD+ bD", entonces D es un dominio de Dedekind.

DEMOSTRACIÓN. Veamos el caso local. Si D es un dominio local con ideal maximal m, para cada
ideal no nulo a, tomando 0 6= a ∈ ma existe b ∈ a tal que a = aD + bD; en particular a = ma+ bD.
Aplicando el Lema de Nakayama se tiene a= bD, por lo tanto todo ideal de D es principal y D es un
dominio de valoración discreta.
En el caso general, como cada ideal está generado por al menos dos elementos, resulta que D es un
dominio noetheriano. Si p es un ideal primo no nulo de D, también el anillo Dp verifica la propiedad
del enunciado, luego Dp es un dominio de valoración, y por tanto D es un dominio de Dedekind.

�
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Proposición. 47.17.
Sea D un dominio de Dedekind. Son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) D es un dominio de factorización única.
(b) D es un dominio de ideales principales (su número de clase es igual a uno).

DEMOSTRACIÓN. Sea D un dominio de Dedekind que es un dominio de factorización única y sea p

un ideal primo no nulo, entonces p está generado por dos elementos, sea p= aD+bD. Consideramos
una factorización en producto de elementos primos de a; a = p1 · · · ps. Es claro que uno de los pi, por
ejemplo p1, pertenece a p, entonces p1D ⊆ p, y como cada ideal primo no nulo es maximal tenemos
p = pD; esto es, todo ideal primo es un ideal principal. Como todo ideal no nulo es un producto de
ideales primos, y cada ideal primo no nulo es principal, tenemos que cada ideal no nulo es un ideal
principal. �

Este resultado sobre ideales primos no es válido para anillos de enteros algebraicos, ya que no todo
anillo de enteros algebraicos es un dominio de factorización única. Sin embargo en éstos tenemos
un resultado de cierto interés.

Proposición. 47.18.
Sea D un anillo de enteros algebraicos (la clausura entera de Z en una extensión finita de Q),
entonces cada ideal primo no nulo p de D es de la forma p= pD+aD, siendo p ∈ Z un entero primo.

DEMOSTRACIÓN. Basta considerar la intersección de p con Z para determinar el elemento primo
p. �

Ejercicio. 47.19.
Sea D un dominio de Dedekind, para cada ideal primo no nulo p de D, para cada a /∈ p se verifica
p= p2 + pa.

SOLUCIÓN. Como p es primo no nulo entonces es maximal, y se tiene p + Da = D. Multiplicando
por p tenemos p= p2 + pa. �
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47.1. Ejercicios

Dominios de Dedekind

Ejercicio. 47.20.
Sea A un dominio de Dedekind. Demuestra que para todo subconjunto multiplicativo Σ de A el anillo
de fracciones Σ−1A es un cuerpo o es un dominio de Dedekind.
Ref.: 1130_009 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.21.
Sean a,b ideales fraccionarios de un dominio de Dedekind A y n un entero no nulo. Demuestra que
an = bn si y sólo si a= b.
Ref.: 1130_010 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.22.
Sea A un dominio de integridad noetheriano que no es un cuerpo. Prueba que son equivalentes:

(a) A es un dominio de Dedekind;
(b) Am es un anillo de valoración discreta para todo ideal maximal m.

Ref.: 1130_017 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.23.
Sea A un dominio noetheriano que no es un cuerpo. Prueba que son equivalentes:

(a) A es un dominio de Dedekind;
(b) para todo ideal maximal m de A no existe ningún ideal a tal que m2 $ a $ m.

Ref.: 1130_018 SOLUCIÓN
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Ejercicio. 47.24.
Sea A un dominio noetheriano que no es un cuerpo. Prueba que son equivalentes;

(a) A es un dominio de Dedekind;
(b) todo ideal primo no nulo de A es maximal y todo ideal p–primario es una potencia de p.

Ref.: 1130_019 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.25.
Sea D un dominio de Dedekind. Prueba que se verifica:

(1) Cada elemento no nulo a ∈ D está contenido en sólo un número finito de ideales maximales.
(2) Si a ⊆ b ⊆ D, existe un ideal c ⊆ D tal que a= cb.

Ref.: 1130_013 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.26.
Sea D un dominio semilocal, cada ideal invertible es principal.

Ref.: 1130_012 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.27.
Un dominio de Dedekind D que tiene sólo un número finito de ideales maximales es un DIP.

Ref.: 1130_014 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.28.
Sea D un dominio de Dedekind. Prueba que cualquier sobre–anillo D ⊆ E ⊆ K se puede escribir en
la forma E = ∩{Dm | m ∈ C ⊆Max(D)}, para un subconjunto C ⊆Max(D), y que E es un dominio
de Dedekind.
Ref.: 1130_011 SOLUCIÓN

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



SEC. 47. DOMINIOS DE DEDEKIND 515

Ejercicio. 47.29.
Si D es un dominio de Dedekind en el que cada ideal maximal es principal, prueba que D es un DIP.

Ref.: 1130_020 SOLUCIÓN

Anillos de series formales de potencias

Ejercicio. 47.30.
Si K es un cuerpo, entonces:

(1) K¹Xº es un DIP, luego un DFU:
(2) K¹Xº es un DVD.
(3) El elemento X es irreducible.

Ref.: 1130_025 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.31.
Dado un anillo A, en A¹Xº consideramos la métrica definida por d(

∑∞
n=0 anX n,

∑∞
n=0 bnX n) = 2−k,

siendo k el orden de la serie
∑

n=0∞(an − bn)X n. Este métrica induce una topología, la topología
(X )–ádica, la cual hace que A¹Xº sea un anillo topológico, y el espacio métrico A¹Xº, d) es un
espacio métrico completo.
Si hacemos las misma definiciones en A[X ], entonces A¹Xº es la completación de A[X ].
Ref.: 1130_026 SOLUCIÓN

Ejercicio. 47.32.
Sea K un cuerpo, se considera el anillo K¹X−1, Xº de las series formales de potencias de Laurent; en
él definimos una aplicación:

v : K¹X−1, Xº −→ Z, v(
∞
∑

n=t

anX n)min{n | an 6= 0}.

Prueba que:
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(1) v(α+ β)≥min{v(α), v(β)}, para cada α,β ∈ K¹X−1, Xº.
(2) v es sobreyectiva.
(3) v(αβ) = v(α) + v(β), para cada α,β ∈ K¹X−1, Xº.

Tenemos que v es una valoración cuyo anillo de valoración es {α ∈ K¹X−1, Xº | v(α)≥ 0}= K¹Xº.
Ref.: 1130_27 SOLUCIÓN
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48. Módulos finitamente generados

Dado un dominio D y un D–módulo M , definimos T (M) = {m ∈ M | existe 0 6= d ∈ D tal que dm=
0}.

Lema. 48.1.
Para cada D–módulo M se tiene:

(1) T (M) ⊆ M es un submódulo.
(2) Si f : M1 −→ M2 es un homomorfismo de D–módulos, entonces f (T (M1)) ⊆ T (M2).
(3) T T (M) = T (M).
(4) T (M/T (M)) = 0.

Llamamos a T (M) el submódulo de torsión de M . Un D–módulo M se llama torsión si T (M) = M ,
y se llama libre de torsiónódulo!libre de torsión si T (M) = 0.
Un submódulo N ⊆ M se llama cerrado si T (M/N) = 0, y se llama puro si dN = dM ∩N para cada
d ∈ D. Representamos por N ⊆c M que N ⊆ M es un submódulo cerrado, y por N ⊆p M que N ⊆ M
es un submódulo puro. Ver Ejercicio (48.8.).

Lema. 48.2.
(1) Todo submódulo cerrado es puro.
(2) Todo submódulo puro de un módulo libre de torsión es cerrado.

DEMOSTRACIÓN. (1). Si T (M/N) = 0 y x ∈ dM ∩ N , y d 6= 0, existe m ∈ M tal que x = dm ∈ N ,
luego m+ N ∈ M/N es torsión, luego m+ N = 0, y se tiene m ∈ N , esto es, x ∈ dN .
(2). Si N ⊆ M es puro y M es libre de torsión, sea m+ N ∈ M/N torsión, existe 0 6= d ∈ D tal que
dm ∈ N ∩ dM = dN , y existe n ∈ N tal que dm = dn, luego d(m− n) = 0, y se tiene m = n ∈ M ,
esto es, m+ N = 0. �

Los submódulos cerrados verifican las siguientes propiedades.

Proposición. 48.3.
Sea M un módulo, se verifica:
(1) Si H ⊆c N ⊆c M , entonces H ⊆c M .
(2) Si {Ni | i ∈ I} es una familia de submódulos cerrados, entonces ∩iNi ⊆c M .
(3) Para todo X ⊆ M existe un menor submódulo cerrados N ⊆p M tal que X ⊆ N ⊆c M .
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DEMOSTRACIÓN. (1). Consideramos la sucesión exacta corta 0 → N/H → M/H → M/H → 0, y
como N/H, M/N son libres de torsión, también M/H es libre de torsión.
(2). Tenemos un monomorfismo M/∩i Ni −→

∏

i M/Ni; como
∏

i M/Ni es libre de torsión, se tiene
que M/∩i Ni es libre de torsión.
(3). Basta considerar N como el único submódulo de M que verifica N/X = T (M/X ). �

Sea D un dominio con cuerpo de fracciones K , para cada D–módulo M tenemos un K–espacio vec-
torial Σ−1M , que tiene un invariante, la K–dimensión. Dado un módulo M definimos el rango de M
como la K–dimensión de Σ−1M . Observa que todo módulo finitamente generado tiene rango finito,
el cual está unívocamente determinado; lo representamos por rng(M).

Teorema. 48.4.
Sea D un dominio y M un D–módulo libre de torsión de rango uno. Existe un ideal fraccionario
a ∈ F (D) tal que M ∼= a.

DEMOSTRACIÓN. Dado 0 6= m0 ∈ M , definimos a = (M :K m0) = {
a
b ∈ K | am0 ∈ bM}, que,

evidentemente es no nulo.

(1) Definimos f : M −→ a mediante, f (0) = 0, y si 0 6= m ∈ M , por ser M de rango uno, existe
a
b ∈ K tal que a

b m0 = m, por tanto a
b 6= 0. Si bm = 0, entonces m = 0, lo que es imposible. Si

ab = 0, entonces abm = 0, y a = 0, lo que es imposible. Por tanto ab 6= 0. Veamos que a
b está

determinado de forma única. Si a
b m0 = m= a′

b′m0, entonces

am0 = bm y a′m0 = b′m,
b′am0 = b′bm= ba′m0.

Entonces b′a = ba′, y se tiene a
b = f raca′b′. Definimos entonces f (m) = a

b ∈ a tal que a
b m0 = m,

que está bien definida.
(2) Veamos que f es un homomorfismo de módulos.

Si m ∈ M , d ∈ D, existe a
b ∈ a tal que a

b m0 = m, luego a
b rm0 = rm, luego, si rm 6= 0, entonces

f (rm) = r f (m).

Si m1, m2 ∈ M y m1+m2 = 0, entonces m2 = −m1, y se tiene f (m1)+ f (m2) = f (m1)+ f (−m1) =
f (m1)− f (m1) = 0. Si m1 +m2 6= 0, existen ai

bi
∈ a tales que ai

bi
m0 = mi, entonces

a1m0 = b1m1 y a2m0 = b2m2

b2a1m0 = b2 b1m1 y b1a2m0 = b1 b2m1

(b2a1 + b1a2)m0 = b1 b2(m1 +m2)

Como consecuencia f (m1 +m2) =
b2a1+b1a2

b1 b2
= a1

b1
+ a2

b2
= f (m1) + f (m2).

(3) Es claro que f es inyectivo y sobreyectivo sobre a, por tanto f : M ∼= a
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Finalmente, como M es finitamente generado, a es un D–submódulo de K finitamente generado,
luego un ideal fraccionario. �

Teorema. 48.5.
Sea D un dominio de Dedekind, cada módulo libre de torsión y finitamente generado es proyectivo.

DEMOSTRACIÓN. Si rng(M) ≤ 1, el resultado es cierto. Supongamos que rng(M) = t > 1 y que es
resultado es cierto para módulos libres de torsión de rango menor que t.
Dado 0 6= m ∈ M , consideramos Dm ⊆ M y el menor submódulo cerrado (o puro) N ⊆ M que
contiene a Dm. Tenemos N/Dm= T (M/Dm).
Si N = M , entonces T (M/Dm) = M/Dm, y M es de rango uno, lo que es una contradicción.
Si N 6= M , entonces

0< rng(N)< rng(M) y
rng(M/N)< rng(M)

Por la hipótesis de inducción N y M/N son proyectivos, por tanto M es proyectivo. �

Corolario. 48.6.
Sea D un dominio de Dedekind, para cada módulo finitamente generado M se tiene que T (M) es
un sumando directo de M , luego M ∼= T (M)⊕ (M/T (M)).

DEMOSTRACIÓN. Basta considerar la sucesión exacta 0 → T (M) → M → M/T (M) → 0 y utilizar
que M/T (M) es proyectivo. �

A la hora de estudiar los módulos finitamente generados sobre un dominio de Dedekind, nos resta
sólo estudiar los módulos de torsión.
Sea M un módulo finitamente generado, para cada p ∈ Ass(M) definimos

M(p) = {m ∈ M | Ann(m) = pn para algún n ∈ N}.

Teorema. 48.7.
Sea D un dominio de Dedekind, y M un módulo finitamente generado, ya que Ass(M) es finito, si
Ass(M) = {p1, . . . ,pt}, entonces

(1) M(p) ⊆ M es un submódulo p–coprimario.
(2) {M(pi) | i = 1, . . . , t} es una familia independiente de submódulos.
(3) M = ⊕t

i=1M(pi).
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DEMOSTRACIÓN. (1). Es inmediato.
(2). Si x ∈ M(p1) ∩t

i=2 M(pi), existen x i ∈ M(pi) tales que x = x1 = x2 + · · · + x t entonces p
n1
1 =

Ann(x1) ⊇ ∩t
i=2p

ni
i , y existe i 6= 1 tal que pi ⊆ p1, lo que es una contradicción.

(3). Sea 0 6= x ∈ M , tenemos Ann(x) = q
h1
1 · · ·q

hs
s , con los qj distintos dos a dos, entonces q1, . . . ,qs ∈

Ass(M). Ya que q
h1
1 +q

h j

j = D, si j 6= 1, se tiene qh
1+q

h2
2 · · ·q

hs
s = D, para h≥ h1, y Dx = qh

1 x+q2 · · ·qs x ,

siendo q
h2
2 · · ·q

hs
s x ⊆ M(q1). Como Ann(qh

1 x) = (Ann(x) : qh1
1 ) = q

h2
2 · · ·qs

hs , por inducción tendremos
Dx ∈

∑s
j=1 M(q j). �
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Ejercicios

Módulos finitamente generados
Un submódulo N ⊆ M se llama puro si dN = dM ∩N para cada d ∈ D. Representamos por N ⊆p M
que N ⊆ M es un submódulo puro. Los submódulo puros verifican las siguientes propiedades.

Ejercicio. 48.8.
Sea M un módulo, se verifica:

(1) Si N ⊆⊕ M , entonces N ⊆p M .
(2) Si H ⊆p N ⊆p M , entonces H ⊆p M .
(3) Si {Ni | i ∈ I} es una familia de submódulos puros, entonces ∩iNi ⊆p M .
(4) Para todo X ⊆ M existe un menor submódulo puro N ⊆p M tal que X ⊆ N ⊆p M .

Ref.: 1130_030 SOLUCIÓN
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49. Módulos proyectivos

Un A–módulo P se llama proyectivo si el funtor HomA(P,−) es exacto, esto es, si para cada su-
cesión exacta corta 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, la sucesión 0 → HomA(P, M ′) → HomA(P, M) →
HomA(P, M ′′)→ 0 es exacta.

Proposición. 49.1.
Para cada A–módulo P son equivalentes:

(a) P es proyectivo.
(b) Cada diagrama con filas exactas

P

wwp p p p p p p

��
M // M ′′ // 0

se puede completar a un diagrama conmutativo.
(c) P es un sumando directo de un A–módulo libre.
(d) Toda sucesión exacta corta 0→ M ′→ M → P → 0 escinde.

Lema. 49.2.
Son ciertos los siguientes enunciados:

(1) Cada sumando directo de un módulo proyectivo es proyectivo.
(2) La suma directa de módulos proyectivos es proyectivo.
(3) En una sucesión exacta 0 → P ′ → P → P ′′ → 0, si P ′ y P ′′ son proyectivos, entonces P es

proyectivo.

Módulos proyectivos finitamente generados

1130-05.tex
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Proposición. 49.3.
Un A–módulo proyectivo P es finitamente generado si, y sólo si, es un sumando directo de An para
un cierto n (esto es, de un A–módulo libre finitamente generado).

Observación. 49.4.
(1) Para anillo conmutativo A se verifica que si An ⊆ Am, entonces n≤ m.
(2) Si F es un módulo libre finitamente generado, existe un único n ∈ N tal que F ∼= An. Llamamos

a n el rango de F .

Podemos caracterizar fácilmente los dominios D para los que cada submódulo de un módulo libre
finitamente generado es libre.

Proposición. 49.5.
Si D es un DIP entonces todo submódulo de un módulo libre finitamente generado es un módulo
libre.
En particular, todo módulo proyectivo finitamente generado es libre.

DEMOSTRACIÓN. Sea M ⊆ Dn. Si n= 1, entonces M es un ideal principal, y por tanto libre de rango
uno, ya que D es un dominio. Supongamos que para cada M ⊆ Dm, con m< n, se tiene que M es libre,
y supongamos que M ⊆ Dn. Consideramos la proyección p : Dn → D definida p(a1, . . . , an) = an. Si
p(M) = 0, entonces M ⊆ Ker(p) ∼= Dn−1, y M es libre. Si p(M) 6= 0, consideramos el siguiente
diagrama conmutativo con filas son exactas.

0 // Dn−1 ∩M //

��

M //

��

p(M) //

��

0

0 // Dn−1 // Dn // D // 0

Por la hipótesis Dn−1 ∩M y p(M) son libres, y por tanto M es libre.
Para la segunda parte basta tener en cuenta que todo módulo proyectivo finitamente generado es
un submódulo de un módulo libre finitamente generado. �

Una consecuencia de este resultado es la caracterización de los DIP en términos de módulos libres.

Teorema. 49.6.
Sea D un dominio. Son equivalentes:

(a) D es un DIP.
(b) Cada submódulo de módulo libre finitamente generado es libre.
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Vamos ahora a determinar los dominios D para los que cada submódulo de un módulo libre finita-
mente generado, Dn, es proyectivo.

Un A–módulo E se llama inyectivo si podemos completar cualquier diagrama con fila exacta

0 // N //

��

M

xxp p p p p p p

E

Equivalentemente, para cada sucesión exacta corta 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, la sucesión 0 →
HomA(M ′′, E)→ HomA(M , E)→ HomA(M ′, E)→ 0 es exacta.
Una caracterización de los módulos inyectivos en términos de los ideales de A es la que proporciona
el “Lema de Baer".

Lema. 49.7. (Lema de Baer)
Para un A–módulo E son equivalentes:

(a) E es un A–módulo inyectivo.
(b) Se puede completar cualquier diagrama

0 // a
incl //

��

A

xxq q q q q q q

E

DEMOSTRACIÓN. Consideramos el siguiente diagrama con fila exacta.

0 // N //

f
��

M

E

La familia Γ = {(N ′, f ′) | N ⊆ N ′ ⊆ M , y f ′ : N ′→ E verifica f ′|N = f } es no vacía, ya que (N , f ) ∈ Γ .
Por otro lado podemos considerar la siguiente relación de orden (N1, f1) ≤ (N2, f2) si N1 ⊆ N2 y
f2|N1

= f1. Podemos probar que cada cadena en Γ tiene una cota superior en Γ , y por el lema de
Zorn existe (N ′, f ′) ∈ Γ maximal. Para simplificar podemos suponer que (N ′, f ′) = (N , f ). Si N = M ,
tenemos la extensión buscada. Si N 6= M , sea m ∈ M \N . Si Am∩N = {0}, entonces N+Am= A⊕Am,
y existe una extensión de f definiendo la imagen de m igual a 0; lo que es una contradicción. Si
Am ∩ N 6= {0}, consideramos a = (N : m), y definimos g : a → E mediante g(a) = f (am). Por la
hipótesis, existe una extensión g ′ de g:

0 // a
incl //

g
��

A

g ′
xxq q q q q q q

E
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Definimos f ′ : N + Am → E mediante f ′(n + am) = f (n) + ag ′(1). Tenemos que ver que f ′ está
bien definida; sean n1 + a1m = n2 + a2m, entonces n1 − n2 = (a2 − a1)m, luego f (n1) − f (n2) =
f (n1− n2) = f ((a2− a1)m) = g(a2− a1) = g ′(a2− a1) = (a2− a1)g ′(1) = a2 g ′(1)− a1 g ′(1). Además
es claro que f ′ extiende a f ; lo que es una contradicción. �

Un ejemplo típico de módulo inyectivo lo proporciona el cuerpo de fracciones de un dominio.

Proposición. 49.8.
Si D es un dominio con cuerpo de fracciones K entonces K es un D–módulo inyectivo.

DEMOSTRACIÓN. Consideramos el siguiente diagrama:

0 // a
incl //

f
��

D

K

Para cada 0 6= a ∈ a se tiene f (a)
a ∈ K , y definimos g : D→ K mediante g(x) = x f (a)

a . Veamos que g
extiende a f . En efecto, si b ∈ a, tenemos g(b) = b f (a)

a =
b f (a)

a = f (ba)
a = f (b)a

a = f (b). �

Proposición. 49.9.
Sea D un dominio. Dados a,b ⊆ D, a 6= 0, se tiene de forma natural (b : a)∼= HomD(a,b).

DEMOSTRACIÓN. Dada la inclusión f : a ,→ D, tenemos HomD(D, K)
f ∗
−→ HomD(a, K), que es so-

breyectiva ya que K es un D–módulo inyectivo. Por otro lado HomD(D, K) se identifica con K vía
g 7→ g(1). Como la aplicación f ∗ está definida f ∗(g) = g ◦ f , para cada a ∈ a tenemos f ∗(g)(a) =
(g ◦ f )(a) = g( f (a)) = g(1a) = ag(1); esto es, f ∗(g) es la multiplicación for g(1). Veamos que f ∗

es inyectiva; si f ∗(g) = 0, entonces para cada 0 6= a ∈ a se tiene ag(1) = 0, y por tanto g(1) = 0;
esto es Ker( f ∗) = {0}, y f ∗ es un isomorfismo.

Por otro lado tenemos b
g
,→ D

h
,→ K , y tenemos homomorfismos HomD(a,b)

g∗−→ HomD(a, D)
h∗−→

HomD(a, K)∼= K . Con la identificación anterior se tiene HomD(a,b) = {k ∈ K | ka ⊆ b}= b.
El ser natural significa que si tenemos homomorfismos h : a′→ a y l : b→ b′, entonces el diagrama
siguiente es conmutativo:

(b : a) //

��

HomD(a,b)

h∗◦l∗
��

(b′ : a′) // HomD(a′,b′)
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�

Ver también el Ejercicio (46.10.)

Proposición. 49.10.
Sea D un dominio. Para un ideal 0 6= a ⊆ D son equivalentes:

(a) a es invertible.
(b) a es proyectivo.
(c) a es proyectivo finitamente generado.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (c). Si a es invertible, tenemos a(D : a) = D, y por tanto a es proyectivo y
finitamente generado. Ver Proposición (49.15.).
(c)⇒ (b). Es inmediato.
(b) ⇒ (a). Si a es proyectivo, existe un homomorfismo sobreyectivo p : D(I) → a que escinde. Sea
q : a→ D(I) tal que p ◦ q = ida. Llamamos x i = p(ei) ∈ a.

Para cada índice i ∈ I tenemos qi : a
q
−→ D(I)

pi−→ D. Observa que qi ∈ HomD(a, D = (D : a) = a−1.
Para cada a ∈ a tenemos a = p◦q(a) = p(q(a)) = p(

∑

i∈I eiqi(a)) =
∑

i∈I p(ei)qi(a) =
∑

i∈I x iqi(a) =
(
∑

i∈I x iqi)(a). Tenemos entonces
∑

i∈I x iqi = 1 ya que D es un dominio y a 6= 0. Como consecuencia
a es un ideal finitamente generado. �

Podemos entonces concluir con el resultado que andábamos buscando y que caracteriza los dominios
de Dedekind en términos de módulos proyectivos.

Teorema. 49.11.
Sea D un dominio. Son equivalentes:

(a) Cada ideal no nulo de D es invertible. (D es un dominio de Dedekind.)
(b) Cada submódulo de un módulo libre finitamente generado es proyectivo.

En particular D es un dominio noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. (a) ⇒ (b). Si cada ideal no nulo de D es invertible, entonces es proyectivo y
finitamente generado, y por inducción tenemos que cada submódulo de un módulo libre finitamente
generado es proyectivo finitamente generado.
(b) ⇒ (a). Si cada submódulo de Dn es proyectivo, en particular cada submódulo no nulo de D es
proyectivo, y por tanto es invertible. �
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Ejercicio. 49.12.
Sea D un dominio noetheriano. Prueba que son equivalentes:

(a) D es normal.
(b) Cada sobreanillo fracionario B coincide con D.

SOLUCIÓN. (a)⇒ (b). Si D ⊆ B ⊆ K es un sobreanillo fraccionario, para cada b ∈ B existe 0 6= d ∈ D
tal que dD[b] ⊆ D, y por ser D noetheriano, resulta que es un D–módulo finitamente generado, luego
D[b] es un D–módulo finitamente generado y b es entero sobre D, luego B ⊆ D.
(b) ⇒ (a). Sea x ∈ K entero sobre D, entonces D[b] es un D–módulo finitamente generado, y por
tanto es un sobreanillo fraccionario, luego D[b] = D y b ∈ D. �

Módulos proyectivos sobre anillos locales

Vamos a estudiar anillos a través de sus módulos proyectivos finitamente generados. El primer re-
sultado nos asegurar que ciertos módulos proyectivos finitamente generados son libres.

Teorema. 49.13.
Si A es un anillo local, entonces todo módulo proyectivo finitamente generado es libre.

DEMOSTRACIÓN. Sea M un módulo proyectivo finitamente generado, N otro módulo tal que M ⊕
N ∼= An y m ⊆ A el ideal maximal de A. Consideramos los A/m–módulos M ⊗ (A/m) ∼= M/mM y
N ⊗ (A/m)∼= N/mN . Tenemos que ambos son A/m–módulos proyectivos, y por tanto libres:

(A/m)n ∼= An ⊗A (A/m)∼= (M ⊕ N)⊗A (A/m)∼= (M ⊗A (A/m))⊕ (N ⊗A (A/m))∼= (M/mM)⊕ (N/mN).

Supongamos que M/mM ∼= (A/m)r y N/mN ∼= (A/m)s, entonces r + s = n.
Dado un sistema de generadores {m1, . . . , mr} de M/mM y un sistema de generadores {n1, . . . , ns}
de N/mN , vamos a ver que {m1, . . . , mr , n1, . . . , ns} es linealmente independiente en M ⊕ N , y por
tanto {m1, . . . , mr} es linealmente independiente, y M será libre de rango r.
Por el isomorfismo An ∼= M ⊕ N tenemos dos sistemas de generadores de An: {e1, . . . , en}, la base
canónica, y {x1, . . . , xn} := {m1, . . . , mr , n1, . . . , ns}. Podemos escribir

ei =
∑n

j=1 ai, j x j x j =
∑n

h=1 b j,heh, o

(ei)i = A(x j) j (x j) j = B(ei)i.
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Estas últimas expresiones en notación matricial. En consecuencia (ei)i = A(x j) j = AB(ei). Como los
{ei}i son una base, se tiene AB = 1. Por otro lado se tiene (x j) j = BA(x j) j. Entonces (BA−1)(x j) j = 0;
tomando clases módulo m, tenemos B A− 1 = 0, por lo tanto BA− 1 ∈ Mn(m) = Mn(Jac(A)) =
Jac(Mn(A)); por la caracterización de los elementos del radical de Jacobson: Jac(R) = {x ∈ R |
para todo r ∈ R el elemento 1 − x r es invertible a derecha}, se tiene que BA tiene un inverso a la
derecha C , que verifica BAC = 1. Por tanto B es invertible, y también lo es A. Este último resultado
nos dice que {x j} j es linealmente independiente, tal y como deseábamos. �

Vamos a aplicar este resultado al estudio de un anillo cualquiera.
Al considerar el espectro Spec(A) de un anillo A, para cada ideal primo p ∈ Spec(A) el anillo Ap es
local, y para cada A–módulo proyectivo y finitamente generado M tenemos que Mp es un Ap–módulo
proyectivo y finitamente generado, y por tanto libre.
Para cada A–módulo proyectivo finitamente generado M y cada ideal primo p, se define el rango de
M en p como el rango del Ap–módulo libre Mp; lo representamos por rngp(M). Observa que el rango
de M en p, utilizando que Ap/pAp es el cuerpo de fracciones K del dominio de integridad A/p, se
puede calcular como el rango del espacio vectorial sobre K definido a partir de M/pM .
Tenemos para cada A–módulo proyectivo finitamente generado M una aplicación ρM : Spec(A)→ N
definida por ρM(p) = rngp(M).

Proposición. 49.14.
En la situación anterior la aplicación ρ : Spec(A) → N es continua, cuando consideramos en N la
topología discreta: cada punto es abierto.
En particular, si A es un dominio, entonces ρM es una aplicación constante.

DEMOSTRACIÓN. Dado n ∈ N vamos a ver que ρ−1
M (n) es un subconjunto abierto. Si ρ−1

M (n) = ∅
es claro que es abierto. Por otro lado, si ρ−1

M (n) 6= ∅, tomamos p ∈ ρ−1
M (n); vamos a determinar un

entorno abierto de p contenido en ρ−1
M (n).

Tenemos rngp(M) = n, esto es, rng(Mp) = n (como Ap–módulo). Sean x1, . . . , xn ∈ M tales que
{x1/1, . . . , xn/1} es una base de Mp.
Definimos f : An→ M mediante f (ei) = x i, para i = 1, . . . , n. Podemos entonces escribir la siguiente
sucesión con filas exactas:

0 // H := Ker( f ) // An f //

!!CCCCCCCCC M // L := M
Im( f )

// 0

Im( f )

=={{{{{{{{{

""FFFFFFFFF

0

<<xxxxxxxxx
0
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Tenemos que fp es un isomorfismo, luego la sucesión siguiente es exacta:

0 // Hp
// An

p

fp
∼=

// Mp
// Lp

// 0

En particular Lp = 0. Como L es un A–módulo finitamente generado, existe s ∈ A\ p tal que sL = 0;
por lo tanto, al considerar la localización en Σ = {1, s, s2, . . .}, tenemos Ls = 0, y por lo tanto una
sucesión exacta

0 // Hs
// An

s
fs // Ms

// 0

Ésta es una sucesión de As–módulos, y Ms es proyectivo como As–módulo, por lo tanto esta sucesión
escinde, y Hs es un As–módulo finitamente generado. Podemos localizar en p (ó en pAs), verificándose
(Ms)p = Mp, e igual para los demás. Tenemos entonces una sucesión exacta corta:

0 // Hp
// An

p

fp
∼=

// Mp
// 0

y como Hs es finitamente generado, existe t/1 ∈ As \ pAs, esto es, t ∈ A \ p, tal que tHs = 0. Al
considerar el conjunto multiplicativo Σ= {1, st, (st)2, . . .} ⊆ A tenemos una sucesión exacta

0 // Hst = 0 // An
st

fst // Mst
// Lst = 0 // 0

y por tanto fst es un isomorfismo y tenemos fst : An
st
∼= Mst .

Dado q ∈ Spec(A) tal que st /∈ q, para cada A–módulo N se tiene Nq = (Nst)q, y por lo tanto fq : An
q
∼=

Mq, luego X (st) = {q ∈ Spec(A) | st /∈ q} es un entorno abierto de p contenido en ρM(n), y éste es
un conjunto abierto.
Si suponemos que A es un dominio, entonces 0 ∈ Spec(A), y para cada ideal primo p se tiene 0 ⊆ p.
Si s /∈ p, entonces s /∈ 0, luego 0 pertenece a cada abierto de p, por lo tanto ρM(0) = ρM(p), y ρM es
una aplicación constante. �

Ideales fraccionarios proyectivos

Proposición. 49.15.
Sea D un dominio y a un ideal fraccionario. Si a es invertible, entonces a es proyectivo finitamente
generado.

DEMOSTRACIÓN. Si aa−1 = D, existen x1, . . . , xn ∈ a e y1, . . . , yn ∈ a−1 tales que 1 =
∑n

i=1 x i yi. Para
cada a ∈ a se tiene a = a

∑n
i=1 x i yi =

∑n
i=1 x i(a yi), luego {x1, . . . , xn} es un sistema de generadores

de a. Para ver que es proyectivo, consideramos el homomorfismo f : An→ a definido por f (ei) = x i,
para i = 1, . . . , n; veamos que tiene un inverso a la derecha. Definimos g : a→ An mediante g(a) =
(a y1, . . . , a yn) ∈ An. Es claro que f ◦ g = ida, y por tanto a es un sumando directo de An. �
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Proposición. 49.16.
Si D es un dominio de Dedekind, el grupo de clases Cl(D) = F (D)/P (D) es isomorfo al grupo de
clases de isomorfía de ideales fraccionarios.

DEMOSTRACIÓN. Por ser D un dominio de Dedekind tenemos que F (D) es un grupo. Sean a,b ∈
F (D) tales que existe un isomorfismo f : a ∼= b; fijado 0 6= x ∈ a, para cada a ∈ a tenemos f (xa) =
x f (a) = a f (x). Por ser f un isomorfismo se tiene xb = a f (x), entonces b = f (x)

x a. El recíproco
también es cierto, y por tanto para a,b ∈ F (D) se tiene a∼= b si, y sólo si, aP (D) = bP (D). �

Proposición. 49.17.
Si D es un dominio de Dedekind, cada módulo proyectivo finitamente generado es isomorfo a una
suma directa de ideales de D.

DEMOSTRACIÓN. Dado P, un módulo proyectivo finitamente generado, tomamos n ∈ N tal que
M ,→ Dn. Si n = 1, entonces P es isomorfo a un ideal de D. Supongamos que el resultado es cierto
para m < n, y vamos a estudiar el caso n. Consideramos la proyección Dn p

−→ D. Si p(P) = 0,
entonces P ,→ Dn−1, y el resultado es cierto. Si p(P) 6= 0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
con filas exactas:

0 // Dn−1 ∩ P //

��

P //

��

p(P) //

��

0

0 // Dn−1 // Dn // D // 0

Por ser D un dominio de Dedekind todo ideal fraccionario es proyectivo, en particular p(P) es proyec-
tivo y la sucesión de la fila superior escinde, esto es, P ∼= (Dn−1∩ P)⊕ p(P), en donde cada sumando
es isomorfo a una suma directa de ideales de D. �

Existe una expresión más sencilla para los módulos proyectivos finitamente generados sobre un
dominio de Dedekind que vamos a tratar de justificar.

Lema. 49.18.
Sea D un dominio de Dedekind, a,b ∈ F (D) tales que b ⊆ D, existe a ∈ a tal que aa−1 + b= D.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que b = p
e1
1 · · ·p

et
t . Consideramos ai ∈ ap1 · · · epi · · ·pt \ ap1 · · ·pt . Se

tiene aia
−1 ∈ p1 · · · epi · · ·pt \ p1 · · ·pt , y por lo tanto, si llamamos a = a1 + · · ·+ at , se tiene aa−1 /∈ pi,

para i = 1, . . . , t. Como consecuencia aa−1 + b = D, ya que son comaximales por no tener primo en
común. �

Corolario. 49.19.
Sea D un dominio de Dedekind y a1,a2 ∈ F (D), se tiene a1 ⊕ a2

∼= D⊕ a1a2.

DEMOSTRACIÓN. Dado 0 6= a1 ∈ a1, tenemos a1a
−1
1 ⊆ D, entonces existe a2 ∈ a2 tal que a2a

−1
2 +

a1a
−1
1 = D. Podemos encontrar bi ∈ a−1

i tales que a1 b1 + a2 b2 = 1. En consecuencia es cierto que
�

b1 b2

−a2 a1

� �

a1 −b2

a2 b1

�

=
�

1 0
0 1

�

,

y podemos definir una aplicación a1 ⊕ a2 −→ D⊕ a1a2 mediante
�

x1

x2

�

7→
�

b1 b2

−a2 a1

��

x1

x2

�

.

Como la matriz que define esta aplicación es invertible, tenemos un isomorfismo. �

Corolario. 49.20.
Sea D un dominio de Dedekind. Para cada módulo proyectivo finitamente generado P de rango n
existe un ideal a ⊆ D tal que P ∼= Dn−1 ⊕ a.
Si P1 y P2 son módulos proyectivos de rangos n1 y n2, respectivamente, y Pi

∼= Dni−1⊕ai, para i = 1, 2,
entonces P1 ⊕ P2

∼= Dn1+n2−1 ⊕ a1a2.

Observa que este resultado pone de manifiesto que existe una relación entre el producto de ideales
y la suma directa de módulos proyectivos finitamente generados.
Este resultado se extenderá, para tener en cuenta las estructuras algebraicas subyacentes, al consi-
derar clases de isomorfía de módulos proyectivos finitamente generados y un grupo definido a partir
de las mismas; de esta forma obtendremos un grupo isomorfo al grupo de clases del dominio de
Dedekind D.

K–teoría

Dado un anillo A, consideramos P (A) el conjunto de clases de isomorfía de módulos proyectivos
finitamente generados, la clase de P se representa por [P].
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En P (A) se define una operación [P1]+[P2] = [P1⊕ P2], de forma que P (A) es un monoide conmu-
tativo con elemento neutro [0].
Para un homomorfismo f : A1 −→ A2 tenemos un homomorfismo de monoides f :P (A1) −→P (A2)
definido f ([P]) = [P ⊗A1

A2], de forma que tenemos un funtor de anillos a monoides.
Definimos K0(A) como el grupo que define P (A); tenemos entonces un funtor de anillos a grupos
abelianos.

Teorema. 49.21.
Si D es un dominio de ideales principales, existe un isomorfismo de grupos abelianos K0(D)∼= Z que
lleva la clase de [D] a 1 ∈ Z.

Para cada anillo A existe un único homomorfismo ε : Z −→ A, de forma que tenemos un homomor-
fismo de grupos abelianos ε : Z∼= K0(Z) −→ K0(A). Definimos eK0(A) = K0(A)/ Im(ε).

Teorema. 49.22.
Para cada domino D el homomorfismo ε escinde, de forma que K0(D)∼= Z⊕ eK0(D).

DEMOSTRACIÓN. Tenemos P (D)
η
−→ Z, definido η([P]) = dimK(P ⊗D K), y se verifica ηε = idZ.

�

Teorema. 49.23.
Si D e sun dominio de Dedekind, existe un isomorfismo de grupos abelianos eK0(D)∼= Cl(D).

DEMOSTRACIÓN. Dado P un módulo proyectivo finitamente generado, existe un ideal fraccionario
a tal que P ∼= Dn ⊕ a. Se define η : eK0(D) −→ Cl(D) mediante η([P1]− [P2]) = [a1a

−1
2 ], para P1, P2

módulos proyectivos finitamente generado de rango n. Para ver que está bien definida, sean Q1,Q2

módulos proyectivos finitamente generados finitamente generados de rango m, tales que Q i = Dm⊕bi

y [P1]− [P2] = [Q1]− [Q2]. Existe un módulo proyectivo finitamente generado P = Dt ⊕ c tal que
P1 ⊕Q2 ⊕ P ∼= p12⊕Q1 ⊕ P, entonces

Dn+m+t ⊕ a1b2c
∼= Dn ⊕ a1 ⊕ Dm ⊕ b2 ⊕ Dt ⊕ c
∼= Dn ⊕ a2 ⊕ Dm ⊕ b1 ⊕ Dt ⊕ c∼= Dn+m+t ⊕ a2b1c

y por tanto a1b2c
∼= a2b1c. Multiplicando por a−1

2 b−1
2 c−1, se tiene a1a

−1
2
∼= b1b

−1
2 , lo que prueba que η

está bien definida.
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Además η es un isomorfismo con inverso µ : Cl(D) −→ eK0(D), definido µ([a]) = [a]− [D]. �

Este isomorfismo también se puede escribir η : K0(D) −→ Z⊕Cl(D), definido η([P]) = (n, [a]), para
p ∼= Dn ⊕ a.
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49.1. Ejercicios

Módulos proyectivos

Ejercicio. 49.24.
Sea A un dominio de integridad y a un ideal fraccionario de A. Demuestra que si a es proyectivo,
entonces es finitamente generado. Concluye que todo dominio de integridad no noetheriano contiene
un ideal que no es proyectivo.
Ref.: 1130_022 SOLUCIÓN

Ejercicio. 49.25.
En un dominio de Dedekind todo ideal es proyectivo, este resultado podemos extenderlo a sub-
módulos de módulos proyectivos. Tenemos: cada submódulo de un módulo proyectivo finitamente
generado es proyectivo, y es una suma directa finita de ideales de D.
Ref.: 1130_028 SOLUCIÓN

Ejercicio. 49.26.
Razonar sobre la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(1) Todo dominio de Dedekind es un dominio de ideales principales.
(2) Sea D un dominio de integridad. Todo ideal fraccionario de D es invertible si, y solo si, todo

ideal entero de D es invertible.
(3) Sea D un dominio de Dedekind, a,b ideales fraccionarios y n un entero no nulo.Se tiene an = bn

si, y solo si, a= b.
(4) Sea p un ideal primo de A. Si ap es el núcleo del homomorfismo A→ Ap, entonces ap ⊆ p.
(5) Si a ⊆ A es un ideal nilpotente, entonces dim(A) = dim(A/a).
(6) dim(A) = sup{dim(Ap) | p ∈ Spec(A)}.
(7) Sea D un dominio de integridad y Σ ⊆ D un subconjunto multiplicativo, entonces Σ−1D es un

subanillo del cuerpo de fracciones de D.
(8) Sea D un dominio de ideales principales y Σ ⊆ D un subconjunto multiplicativo, entonces Σ−1D

es un dominio de ideales principales.
(9) A ⊆ B es una extensión entera de anillos en la que todo ideal primo no nulo de A es maximal,

entonces todo ideal primo no nulo de B es maximal.
(10) Si A⊆ B una extensión entera de anillos y u1, . . . , ut ∈ B son elementos enteros sobre A, entonces

A[u1, . . . , ut] es un A-módulo finitamente generado.
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(11) En un anillo artiniano A, Nil(A) 6= Jac(A).

Ref.: 1130_021 SOLUCIÓN
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funciones racionales, 350
indescomponible, 25
Jacobson, 50
local, 36, 345

regular, 411
noetheriano, 227

polinomios, 57, 58
reducido, 40
semilocal, 36, 46
total de fracciones, 340, 348
trivial, 9

anulador
de un elemento, 200
de un módulo, 200

aplicación, 247
A–bilineal, 82, 273
bilineal, 379
biyectiva, 247
composición, 247
identidad, 247
polinómica, 159
regular, 159

asociados
ejercicio, 467, 468

automorfismo, 190

base, 209
de Groebner, 113
de Groebner minimal, 119
de Groebner reducida, 119
de trascendencia, 330

bifuntor, 254
binomio, 143

cadena
maximal, 315

categoría, 247
autodual, 265
cociente, 256
concreta, 253
conexa, 248
discreta, 248
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esquelética, 263
esqueleto de una —, 263
opuesta, 250
pequeña, 248
producto, 250

categorías
dualmente equivalentes, 265
equivalentes, 264
isomorfas, 262
isomorfimo de —, 262

clase, 247
de morfismos, 247
de objetos, 247

clausura
algebraica, 166, 329
de Zariski, 166
entera, 298, 303
multiplicativa, 358
saturada, 341

coeficiente líder, 97
completación, 515
componente

aislada, 465
irreducible, 443
primaria

aislada, 426, 456
embebida, 426

composición
de extensiones, 329
estrella, 260

condición
de cadena ascendente, 225
de cadena descendente, 226
maximal, 225
minimal, 226

conjunto, 247
algebraico afín, 151
algebraico irreducible, 322, 441
completo de idempotentes ortogonales, 24
de ceros, 151
de raíces, 151
genéricamene

estable, 426

genéricamente estable, 455
independiente de ideales, 24
irreducible, 441
lineal, 152

contenido
de un polinomio, 444
ideal — de una serie formal, 244

criterio
de irreducibilidad de Eisenstein, 73

cuerpo, 8
de fracciones, 340
residual, 36

descomposición
en componentes irreducibles, 443
primaria, 423, 452

estándar, 438
reducida, 423, 452

terciaria, 474
reducida, 474
unicidad, 476

determinante, 211
diagrama

de Newton, 97
dimensión

de un anillo, 311
división

cocientes, 101
resto, 101

dominio, 33
íntegramente cerrado, 298
atómico, 353
de factorización única, 67, 353
de integridad, 33
Dedekind, 505
normal, 298
valoración

discreta, 491, 492
dualidad, 250

elemento
átomo, 353
adjunto, 211
algebraico, 329
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cero, 8
cofactor, 211
divisor de cero, 33, 451
entero, 297, 303
idempotente, 28, 44
inverso, 7, 8
invertible, 7
irreducible, 67, 352
localmente nilpotente para —, 484
minimmal, 242
nilpotente, 33, 451
nilpotente para —, 484
opuesto, 8
primo, 353
reducido, 120
regular, 33, 390
trascendente, 329, 330
unidad, 7
uno, 7, 8

elementos
a–torsión, 386

epimorfismo, 197, 251
espacio

métrico completo, 515
espectro, 387
exponente, 97
extensión, 285

algebraica, 329
de cuerpos, 329
dimensión finita, 329
dimensión infinita, 329
Dorroh, 28, 291
entera, 298
escindida, 285
esencial, 469
finitamente generada, 329
trascendente pura, 329
trivial, 291

extensiones
equivalentes, 285

extremo relativo, 169

fórmula

de Newton, 8
factor

de composición, 233
familia

independiente, 206
función

polinómica, 147
función de costo, 169
funtor, 253

adjunto a la derecha, 265
adjunto a la izquierda, 265
codominio, 259
codominio de un —, 253
composición, 254
contravariante, 254
dominio, 259
dominio de un —, 253
equivalencia, 264
extensión de escalares, 277
fiel, 263
Hom, 255
Hom contravariante, 255
Hom covariante, 255
identidad, 253
inclusión, 253
morfismo, 259
pleno, 263
restricción de escalares, 277

funtores
naturalmente isomorfos, 259

grado, 97
de trascendencia, 331

grupo
abeliano

divisible, 280
torsión, 280

de clases, 501
lineal general, 211
simple, 253

hiperplano, 147, 152
hipersuperficie, 152
homomorfismo, 248
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anillos, 13
codominio de un —, 248
composición, 247
conúcleo, 197
de evaluación, 57, 58
de la acción, 183
dominio de un —, 248
identidad, 248
imagen, 190
núcleo, 190

ideal, 14
altura, 311, 411
binomial, 143
casi primo, 70
de un conjunto de puntos, 155
descomponible, 423
divide a —, 509
divisible por —, 509
divisor primo, 424, 452

aislado, 426
embebido, 426
minimal, 452

eliminación, 137
entero, 499
finitamente generado, 15
fraccionario, 499

invertible, 499
generado por —, 15
inverso, 499
irreducible, 449
maximal, 34
maximal de divisores de cero, 342
monomial, 107

irreducible, 438
libre de cuadrados, 142

monomial puro, 437
no trivial, 14
potencia simbólica, 436
primario, 346, 421
primo, 33

co–altura de —, 412
primo asociado débil, 482

primo asociado esencial, 486
primo minimal, 52
principal, 15
propio, 14
quasiprimario, 479
radical

del submódulo, 451
residual, 15, 46, 140

ideales
comaximales, 25, 27
intersección de —, 15
primos, 342
primos maximales, 342
primos relativos, 25
suma de —, 15

ínfimo, 15, 188, 189
isomorfismo, 17, 159, 190

natural, 259, 260

límite
directo, 292
inverso, 293

lema
Artin–Rees, 461
Artin–Rees para módulos, 461
corto de los cinco, 284
Dickson, 92

para ideales monomiales, 108, 111
Fitting, 236
Gauss, 68, 444
Nakayama, 217, 223
normalización, 313
Schur, 193, 233
serpiente, 287

ley modular, 192
longitud, 311

m, 517
mínimo común múltiplo, 115
máximo común divisor, 509
módulo, 183

acción, 183
artiniano, 227
cíclico, 200

26 de noviembre de 2019 Curso 2014�2015. NOTAS DE TRABAJO, 6



ÍNDICE ALFABÉTICO 543

cociente, 197
coirreducible, 456
coterciario, 469
divisor de cero de un —, 470
dual

ejercicio, 468
elemento nilpotente para un —, 472
finitamente presentado, 383
fracciones, 380
homomorfismo de —, 187
inyectivo, 525
libre, 209
libre de torsión, 391
longitud de un —, 235
longitud finita, 235
noetheriano, 225
plano, 380
proyectivo, 523
rango de un — libre, 210
simple, 193, 233, 253
soporte de —, 472
soporte de un —, 387
torsión, 391, 517
uniforme, 456, 469

matrices
equivalentes, 211
semejantes, 211

matriz adjunta, 211
modulo

coprimario, 456
monoideal, 93, 108
monomio, 87

líder, 97
monomorfismo, 191, 250
morfismo

de conjuntos afines, 159
multiplicación, 7

número
de clases, 501

nilradical, 40
normalización, 298

orden

admisible, 91
buen orden, 92
de términos, 91
fuertemente monótono, 91
monótono, 91
monomial, 91
parcial, 91
parcial compatible, 91
parcial lineal, 91
producto, 93, 94
producto lexicográfico, 93, 94
total, 91

par compatible, 292, 293
parámetro

local, 493
uniformización, 493

polinomio
de Horner, 72
de Laurent, 63
primitivo, 68, 444

presentación
libre, 210
libre finita, 210

producto, 7
de ideales, 15
directo

anillos, 23
módulos, 204

tensor
anillos, 81

propiedad
asociativa, 7
autodual, 252
conmutativa, 7
ditributiva, 7
dual, 250
local, 385

propiedad universal
de la extensión de Dorroh, 28
del anillo cociente, 17
del anillo de fracciones, 338
del anillo de polinomios, 57, 58
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del anillo producto, 24
del conúcleo, 197
del módulo de fracciones, 381
del núcleo, 191
del producto tensor, 273, 380

proyectivos
ejercicio, 535

pseudo–complemento, 192
punto, 147
puntos, 152

quasicategoría, 255

radical
de Jacobson, 41
de un ideal, 51

rango
de un módulo libre f.g., 524
en p, 529

refinamiento, 234
relación

compatible, 16
orden, 91
preorden, 91

representación
distributiva, 87
recursiva, 87

restricciones, 169
retículo, 189
retracción, 251

s–polinomio, 115
saturación

de un conjunto, 356
de un ideal, 142, 343, 425, 431
de un submódulo, 476

saturado
subconjunto, 341, 356, 357

sección, 251
semisicigia, 115
serie de composición, 233

equivalentes, 233
longitud, 233

serie de submódulos, 233

serie formal, 59–63, 78
de potencias, 59
de potencias (descendentes) de Laurent, 63
de potencias de Laurent, 63–64, 492
demostración de Kaplansky, 230
ejercicio, 78–81, 244, 515, 516
orden de una . . . , 78
teorema de Hilbert, 229

sistema de generadores, 15, 188
de un monoideal, 93
minimal, 93, 218

sistema directo de módulos, 292
sistema inverso de módulos, 293
soporte

de un polinomio, 108
ejercicio, 467

subanillo, 14
íntegramente cerrado, 298
característico, 17
generado por . . . , 14

subcategoría, 250
plena, 250

subconjunto
algebraicamente independiente, 59, 330
algebraicamente independiente infinito, 330
genera un monoideal, 92
multiplicativamente cerrado, 337

submódulo, 187
Σ0–torsion, 390
p–primario, 452
cíclico, 188
cerrado, 517
descomponible, 452
esencial, 469
finitamente generado, 188
generado, 188
irredicible, 456
primario, 451, 473
puro, 517, 521
suma, 189
terciario, 473
torsión, 386, 391, 517

sucesión, 283
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acotada a derecha, 283
acotada a izquierda, 283
exacta, 283
exacta corta, 283

escindida, 285
sucesiones

equivalentes, 284
homomorfismo de, 283

suma
directa

de anillos, 83
de módulos, 203
interna, 206

supremo, 15, 189

término líder, 97
teorema

Akizuki, 401, 402
ascenso, 302
base de Hilbert, 113, 228, 237

series de potencias, 229
Buchberger, 116
Castelnuovo, 333
Cayley–Hamilton, 215, 216, 220
ceros de Hilbert, 322

forma débil, 321
chino del resto, 25
Cohen, 229
descenso, 304
descomposición primaria

unicidad, 424, 426
doble cociente, 199
Eakin–Nagata, 231
elusión, 37
estructura de anillos artinianos, 404
estructura de anillos artinianos locales, 405
incomparabilidad, 302
intersección de Krull, 463
isomorfía de Noether, 199
Jordan–Hölder, 235
Krull, 35, 340
Lüroth, 332
Laplace, 211

Lasker–Noether, 449, 475
McCoy, 68, 220
multiplicadores de Lagrange, 169
paralelogramo, 198
primer — de isomorfía, 17, 198
Schreier, 234
segundo — de isomorfía, 198
Seidenberg, 417
tercer — de isomorfía, 199

topología a–ádica, 515
topología de Zariski, 152, 387
transformación

natural, 259
transitividad

de las extensiones enteras, 299

unión
irreducible, 38

valoración
p–ádica, 492
discreta, 491

variedad
lineal afín, 147
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