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Introduccion

Seguimos el esquema planteado en la guia docente de la asignatura, que pide organizar la introduc-
cién segun los siguientes items.

€8]
(2)
(3)
4

objetivos previstos inicialmente en la propuesta de TFG, indicando si han sido o no alcanzados,
antecedentes importantes para el desarrollo,

resultados obtenidos, en su caso, y las principales fuentes consultadas,

bibliografia final que incluya todas las referencias utilizadas.

Objetivos previstos

Los objetivos previstos para el trabajo son los siguientes:

€3]

(2)
(3)
€))

Estudiar las propiedades de los ideales monomiales que puedan ser ttiles para el estudio de
anillos cara.

Relacionar los ideales monomiales con los complejos simpliciales mediante anillos cara.
Observar la homologia asociada a los anillos cara.

Obtener herramientas que serdn de utilidad para, en un futuro, poder entender la Upper Bound
Conjeture.

Los objetivos se han llevado a cabo con éxito, ya que:

(@

(b)

(o)

Se han obtenido las propiedades de los ideales monomiales necesarias para los siguientes ob-
jetivos. En particular, conocer el aspecto de la descomposicién primaria de ideales monomiales
nos permitird descomponer los anillos cara para su posible estudio, y conocer el proceso de
polarizacion de un ideal nos permitird generalizar los resultados para anillos cara a cualquier
cociente de un anillo de polinomios por un ideal monomial.

Se ha relacionado de manera exitosa el concepto topoldgico de complejo simplicial abstracto con
el concepto de ideal monomial. Esta relacion es la que nos permitird aprovechar propiedades
homoldgicas, topolégicas y combinatorias del complejo simplicial para obtener resultados de

interés algebraico.
Se ha estudiado la homologia asociada a los anillos cara utilizando el complejo de homologia

complejo cadena aumentado de un complejo simplicial. También se ha observado que este
complejo estd asociado a un complejo de homologia Koszul, que por un lado nos permitird
obtener el teorema de Reisner, herramienta esencial para entender la Upper Bound Conjeture,
y por otro lado nos permitird discutir otro tipo de cuestiones en un futuro, como la dualidad
con el complejo de cohomologia de Koszul (o complejo de cohomologia de De Rham, si estamos
trabajando con variedades diferenciales).



(d) El teorema de Reisner, que relaciona los anillos cara Cohen—Macaulay con propiedades homo-
l6gicas del complejo simplicial, nos permitird obtener de una manera sencilla que complejos
simpliciales son Cohen—Macaulay. En particular, serd de mucha utilidad saber que todo com-
plejo simplicial Cohen-Macaulay es puro y que todo complejo shellable es Cohen—-Macaulay.
También se ha observado su importancia en la demostraciéon de la Upper Bound Conjetura para
esferas simpliciales.

Antecedentes

No es dificil encontrar antecedentes del trabajo a lo largo de la carrera. Los polinomios siempre
han jugado un papel importante en ella; a veces de manera explicita, como en algebra I, donde
estudiamos los primeros cocientes de anillos; otras de manera implicita, como en las asignaturas
de analisis matematico y numérico, donde el objetivo primordial solia ser aproximar de manera efi-
ciente ciertas funciones "suficientemente regulares"por polinomios; y en otras podemos encontrarlos
casi escondidos, como en ecuaciones diferenciales, donde calcular la solucién de una ecuacién es en
el fondo obtener el nicleo de ciertos morfismos de anillos. No es de extrafiar, por tanto, que el estu-
dio de cocientes por ideales monomiales sea estudiado, dado que los ideales monomiales resumen
de algun modo al resto, como se puede ver en cualquier asignatura de dlgebra conmutativa donde
aprendes a calcular la base de Groebner de un ideal.

Sin embargo, los antecedentes mas claros a las cuestiones planteadas en el trabajo residen en la
topologia algebraica. La asociacion del grupo fundamental a una variedad topoldgica (cuyo enlace
intermedio era el complejo simplicial abstracto) abrié la veda que permitiria relacionar objetos
topoldgicos con estructuras algebraicas. En particular, la asociacion entre anillos cara y complejos
simpliciales residird en que, si hay tantas variables como vértices, tomaremos que el producto de
dos variables distintas es cero si, y solo si, no hay arista entre los vértices. Una representacién de un
anillo que es tan inocente que hasta sorprende lo til que resulta (una vez que observas la estructura
de algebra exterior/algebra de Koszul que estas definiendo en el simplex/complejo simplicial).

Resultados obtenidos y las principales fuentes consultadas

(a) Hemos obtenido resultados de interés propio para ideales monomiales, como son el lema de
Dickson, la descomposicién primaria de ideales monomiales, su polarizacién a ideales mono-
miales libres de cuadrados y todos los resultados de cardcter endogdmico que permiten operar
con ellos de manera mas sencilla.

(b) Hemos podido relacionar un anillo cociente (el anillo cara) con un complejo simplicial. Esto
permite trabaje con un dlgebra en vez de con el complejo simplicial, y con el complejo simplicial
en vez de con el 4lgebra; esta relacién nos ha permitido trabajar en cada caso en el lugar mas
sencillo y trasladar propiedades de un mundo a otro.

(c) Considerando el complejo cadena aumentado asociado a un complejo simplicial nos ha permi-
tido relacionar la profundidad de las localizaciones en ideales maximales del anillo cara con
la homologia del complejo. Como consecuencia de este hecho, hemos obtenido el teorema de
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Reisner, que caracteriza los anillos cara Cohen—Macaulay en base a propiedades homoldgicas
de su complejo simplicial asociado.

Utilizando el Teorema de Reisner, hemos obtenido corolarios que nos permitiran saber en ciertas
ocasiones de manera simple que un complejo simplicial es Cohen-Macaulay o no. De particular
interés es el hecho de que todo Complejo simplicial Cohen-Macaulay es puro y que todo com-
plejo simplicial Shellable es Cohen—Macaulay. También hemos observado la importancia del
teorema de Reisner en la Upper Bound Conjeture.

La principales fuentes consultadas son:

= [5], del que hemos tomado los resultados principales sobre ideales monomiales, asi como la

obtencion de la base de Groebner.

= [4], del que hemos tomado la definicién de Anillo Cara.
= [9], del que hemos tomado gran parte de los resultados sobre anillos Cohen-Macaulay, com-

plejo cadena aumentado, y consecuencias del teorema de Reisner.

= [3], la fuente consultada de mas peso. De €l hemos obtenido los teoremas mds importantes

del trabajo, la Upper Bound Conjeture y el teorema de Reisner.

Bibliografia final

Se incluye al final del texto.

Introduccion

El objeto de este trabajo es estudiar la relacion existente entre dos objetos matematicos, los ideales
(monomiales) del anillo de polinomios S = k[x, ..., x,] en n indeterminadas, con coeficientes en
un cuerpo k, y los complejos simpliciales (finitos).

La importancia de cada uno de ellos por separado es mds que clara:

= Por un lado, los ideales monomiales (o generados por monomios) del anillo S = k[x4, ..., x,]

nos permiten, no sélo simplificar el estudio del mismo, al poder considerar para cada ideal
(dado un orden monomial) su ideal inicial; proceso que es interés, ya que los ideales mono-
miales tienen excelentes propiedades algebraicas, por lo que operar con ellos se reduce en
gran parte de las ocasiones a operar con sus conjuntos de generadores, lo que permite usar
métodos combinatorios juntamente otros algebraicos. Los ideales monomiales son la parte
algebraica de este trabajo.

= Por otro lado, los complejos simpliciales son una herramienta clave en topologia algebraica,

pues nos permiten modelizar, mediante triangulaciones, como conjuntos discretos de datos a
las variedades topoldgicas, y asi reducir el estudio de estas dltimas al estudio de un modelo
algebraico. Por ejemplo, el grupo fundamental de un espacio topoldgico. Por conocido, no
entraremos demasiado en estos temas durante el trabajo, pero si relacionaremos los complejos
simpliciales con complejos de cadenas homoldgicos asociados a los mismos.

TFG: Face rings Rodrigo
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La posible relacion entre estos dos tipos de objetos nos genera dos preguntas:

1. ¢Como podemos realizar la asociacién de estos dos objetos?

2. ¢Qué beneficios podemos obtener de la misma?

La respuesta a la primera pregunta pasa por el estudio de una estructura a la que llamaremos
anillo cara (face ring) o anillo de Stanley-Reisner. Para definirlo, a cada complejo simplicial
abstracto A en n variables se le asignard un ideal monomial del anillo k[x,, ..., x,] generado por
monomios libres de cuadrados al que llamaremos ideal de no caras o ideal de Stanley-Reisner,
de manera que un monomio libre de cuadrados pertenece a este ideal si, y solo si, el conjunto de
indices de las variables del monomio con exponente 1 es igual al conjunto de vértices de una no
cara de A, esto es, de un subconjunto del conjunto de vértices que no esté en A). El anillo cara es
el cociente del anillo de polinomios sobre este ideal. Que se puede considerar como una K-algebra
sobre los elementos de A. También es posible realizar el camino inverso; si comenzamos por un ideal
monomial, primero, mediante la polarizacion le asociamos un ideal monomial libre de cuadrados,
para finalmente asociar a este nuevo ideal un complejo simplicial que revierte el anterior proceso.

La relacién existente entre ideales monomiales y complejos simpliciales abstractos nos resultara
muy util para el estudio de elementos algebraicos mediante el uso de herramientas combinatorias
y topoldgicas. Un ejemplo de que la relacion establecidas entre estos dos mundos es buena lo da
el siguiente hecho: la forma usual de medir el tamafio de un anillo es mediante su dimension (di-
mensién de Krull: el supremo de las longitudes de cadenas de ideales primos), y si el anillo es local
también tenemos otra medida alternativa: la profundidad: el supremo de las longitudes de suce-
siones regulares maximales; ambas medidas coinciden en los anillos locales Cohen—-Macaulay (de
hecho ésta es la definicién de anillo local Cohen—Macaulay). Por otro lado la dimensién topoldgica
de un complejo simplicial abstracto es bien conocida, coincidiendo con la dimensién de Krull; por
otro lado la profundidad, definida en términos algebraicos, se interpreta en funcién de la homo-
logia del complejo de cadenas asociado: en cierto modo una nueva forma de medir el tamafio del
complejos simplicial abstracto.

Saber si un anillo es Cohen-Macaulay (sus localizados en los ideales maximales son anillos locales
Cohen-Macaulay) es generalmente dificil; para anillo monomiales de Stanley—Reisner, gracias a un
resultado debido a Reisner, obtenemos una caracterizacién de esta propiedad utilizando propieda-
des homoldgicas del complejo simplicial asociado mediante célculos algebraicos sencillos). No solo
eso, sino que ademas, si el complejo simplicial verifica propiedades de simple comprobacién. Por
ejemplo, el anillo de Stanley—Reisner es Cohen-Macaulay si el complejo es de dimension 1, si se
union de dos complejos Cohen—Macaulay mds sencillos, o si es un complejo shellable.

Para terminar, el teorema de Reisner serd clave para demostrar la Upper Bound Conjeture, un primer
paso para generalizar a mayor numero de dimensiones la famosa férmula de Euler.
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Abstract

The Face Rings, also known as Stanley—Reisner rings, are defined as the quotient of a polynomial
ring of a Field over a finite set of variables, S = k[x,, ..., x,,], divided by a monomial ideal, which is
an ideal of S generated by monomials. This rings have the property of being related with simplicial
complexes, discreet topological structures that allow us to model manifolds, as well as being useful
for other kind of applications. This relationship between face rings and simplicial complexes will
allow us to apply homological, topological and combinatorial tools typical of simplicial complexes
to study algebraic problems and vice versa. In fact, we will use the homology of the augmented
chain complex of a simplicial complex to study which Stanley-Reisner rings are Cohen—Macaulay;
a property verified by those rings whose depth and Krull Dimension are equal for each of its loca-
lizations on maximal ideals. This result will be reflexed on the Stanley’s Theorem, theorem that is
going to be crucial during the proof of the Upper Bound Conjeture.

The Project will be structures in four Chapters:

(1) Monomial Ideals

The Chapter I deals with the monomial ideals of S = k[x;,...,x,] with k a field. This ideals
will be the ones generated by monomials. During this chapter we will characterize them as
the ideals whose polynomials belong to them if, and only if, all his monomials belong to the
ideal. This will allow us to operate with them performing simple calculation with their sets of
generators, obtaining that the colon ideal, the radical, and the saturation of monomial ideals
are all monomial ideals. We will proof the Dickson’s Lemma, discovering that all monomial
ideals are finitely generated.

After that, we will obtain the primary decomposition of monomial ideals, specificating the spe-
cial case of squarefree monomial ideals. To do that, we will calculate the representation of
monomial ideals as an intersection of irreducible monomial ideals, the ones generated by pure
powers of the variables. We will discover that this ideals are all primary ideals, and intersecting
the ones of the representation associated with the same prime ideal, we will obtain an irre-
dundant primary decomposition. We will also obtain the associated prime ideals of a monomial
ideal.

To finish this chapter, we will define the process of polarization that will allow the transforma-
tion all monomial ideals into squarefree monomial ideals, process that is going to be essential
in the next chapters. Thanks to it, the study of quotients between polynomial rings and mo-
nomial ideals studying the quotients by squarefree monomial ones only (Face Rings). To finish
the chapter, we also observe that the polarization process doesn’t affect the property of being



viii

(2)

(3)

4

Cohen-Macaulay, the last piece that we need to forget about non-squarefree monomial ideals
during the next chapters.

Stanley-Reisner Rings

In this chapter we will define the face rings. To do that, we will define an abstract simplicial
complex as a subset of the power set of a finite vertex’s set verifying that if a set, called face,
belongs to the simplicial complex, then all subset of the set belong to the simplicial complex too.
We will introduce all objets related to simplicial complexes too (faces, facets, dimension, non-
faces,simplex,...). We will also define orders over simplicial complexes. This will be necessary
to define the augmented oriented chain complex of the simplicial complex, this will be the
principal tool used during this paper.

After that, we can define the Stanley-Reisner ideal associated with a simplicial complex over a
set of n vertex. This will be the ideal generated by those monomials of S = k[x;, ..., x,] whose
set index belonging to variables with power equal to one is the vertex set of a minimal non-
face of the simplicial complex. Now, the Stanley-Reisner ring of the simplicial complex is the
quotient between the polinomial ring S and the Stanley—Reisner ideal.

To finish this chapter, we will define the homology complex of a simplicial complex, the aug-
mented oriented chain complex. We will notice the relationship between this complex and the
Koszul complex, as well as remark the exterior algebra structure that is behind the definition of
the homology complex (more precisely, its Koszul algebra for an arbitrary simplicial complex).
In addition, we will define the join of simplicial complexes and the cone of a complex, and we
will see some homological results related with this constructions.

Cohen-Macaulay Rings

During this chapter we will study the property of being Cohen-Macaulay that some rings verify.
We will define the Krull’s dimension of a Ring, as well as the height of an ideal, remarking when
a Ring is unmixed.

Now, we will study regular sequences of modulus over a Ring, proving that each regular se-
quence could be extended to a maximal one in each maximal ideal, as well as a proposition
that will allow us to associate length of regular sequences with modules of homology.

After this, we will define the concept of depth for local rings as the length of the maximal regular
sequence. We will characterize the depth using homology. We will prove some propositions for
the depth too.

Next, we will define the Cohen-Macaulay Rings as the rings whose localizations in maximal
ideals has the same dimensién than depth. We will prove that all local Cohen-Macaulay Rings
are unmixed.

To finish the chapter, we will study tensor products between Cohen-Macaulay rings, which
will be useful to prove some propositions associating joins of simplicial complexes with Cohen-
Macaulay properties of its associated face rings

Cohen-Macaulay Simplicial Complexes
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The last Chapter is about the main theorem of the memory, the Reisner theorem. First we
will define the Cohen-Macaulay simplicial complexes as the ones whose associated Stanley-
Reisner ring is Cohen Macaulay. Then, we will define the link of Face F as the faces that doesn’t
touch F and that united with it belong to the complex. We will enunciate then the Stanley
Theorem, that characterizes the Cohen—-Macaulay simplicial complexes using the homology of
the of the complex’s links. In particular, we will notice that, when simplicial complexes are
Cohen-Macaulay, its homology modules with position less than the complex’s dimension are
Zero.

After that, we will use the Reisner theorem to prove some useful corollaries that will allow us to
determinate if a simplicial complex is Cohen-Macaulay with ease in some special occasions. First
we will prove that a simplicial complex of dimension equal to 1 is Cohen-Macaulay if, and only
if, its graph is connected. Then, we will prove that all Cohen-Macaulay simplicial complexes are
pure. This means that all maximal faces have the same dimension. After that, we will prove that
the g-skeleton of a Cohen-Macaulay simplicial complex of dimension d > q is Cohen-Macaulay
too, where the g-skeleton is the subcomplex whose faces are the faces of the complex with
dimension less or equal than q. Next we will see that the join of two simplicial complexes is
Cohen-Macaulay if, and only if, both complexes of the join are Cohen-Macaulay. The last special
case will be when the Simplicial Complex is shellable. We will prove that all shellable simplicial
complexes are Cohen-Macaulay, which could be really useful in future studies.

To finish the Chapter, we will show the importance of the Reisner theorem in the proof of
the Upper Bound Conjeture for simplicial spheres (UBCS). We will define the f-vector of the
simplicial complex as the vector that counts the number of faces of each dimension. Then we
will talk about the h-vector of an homogeneous algebra, specifying how to compute it in the
case of homogeneous algebras associated to a simplicial complexes. Notice that the h vector is
related with the f-vector. Then we will enounce the conjeture and we will start remarking in
which part the Reisner theorem is necessary. The conjeture says that we can give an upper bound
to the number of faces of a simplicial sphere (an approach to the generalization of the Euler’s
formula). First, we will enounce a theorem the shows the homology modules of a simplicial
sphere (this theorem is a generalization of the Euler Characteristic in some way). In particular,
this theorem show us that the homology of the links of the sphere are zero when the position of
the homology modulus is different that the dimension, more precisely, less that the dimension.
Applying the Reisner theorem, we can deduce that the Simplicial spheres are Cohen-Macaulay.
Then we will signal a theorem that gives some bounds to the h-vector of a simplicial complex
when it is Cohen-Macaulay. This bound is one of the principal reasons that allow the proof of
the Upper Bound Conjeture, that wouldn’t be satisfactory without the Reisner theorem.

To sum up we will remark the importance of connecting different ideas from different field in mat-
hematics. In this case, we have been able of "drawing.?n algebra, associating a simplicial complex to
a face ring to apply tools designed to solve some kind of problems to effectively solve some different
ones, in this case, a conjeture about topology using algebraic tools (Upper bound conjeture) and
an algebraic problem using homological ones (Reisner theorem). Furthermore, we are able now to
continue developing this connection.

TFG: Face rings Rodrigo
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Capitulo I

Ideales monomiales

Sea K un cuerpo; el anillo de polinomios S = K[ xj, ..., X,,], en las indeterminadas x., ..., x, sobre K,
es utilizado en el estudio de la estructura de K-algebras, al ser toda K—-algebra finitamente generada
un cociente de un anillo de polinomios, y en Geometria Algebraica, al ser cada conjunto algebraico
el conjunto de ceros de un ideal de un anillo de polinomios.

La complejidad del anillo S = K[x;,...,Xx,] hace que sea de interés considerar algunos elementos
especiales, como por ejemplo los monomios. En este caso particular tenemos que los monomios
forman una base de S como espacio vectorial sobre K; ademas, desde el punto de vista de algebras
estos elementos son particularmente interesantes, ya que los ideales a generados por monomios,
ideales monomiales, se caracterizan por el hecho de que un polinomio F pertenece a a si, y sélo si,
cada monomio de F pertenece a a; lo que hace particularmente fécil su estudio, ya que las diversas
operaciones con ideales se traducen a manipulaciones con los monomios generadores.

1. Propiedades basicas de los ideales monomiales

1.1. Estuctura de K-base

Sea S =K|[xy,...,x,] el anillo conmutativo de polinomios en n variables sobre el cuerpo K.
Sea N", donde N es el conjunto de los numeros naturales, entre los que se incluye el cero.

Llamaremos monomios a los elementos de S de la forma u = x* = x“...x% con a = (ay,...,a,) €
N™. Es claro que se tiene x%"° = x%x?, para cualesquiera a, b € N".

Es claro que el conjunto Mon(S) de los monomios de S forman una K-base de S. Esto es, para
cualquier F € S, existe un tnico conjunto {c, € K | a € Mon(S)}, casi nulo, tal que F = ), c,x".
Dado F, los elementos no nulos de {c, | Mon(S)} forman el soporte de F, al que representaremos

por sop(F).

Definicion 1 (ideal monomial)
Un ideal a C S es un ideal monomial si estd generado por monomios.

Una propiedad fundamental de los ideales monomiales que hace su estudio més facil, es la siguiente:



2 Car I. IDEALES MONOMIALES

Teorema 1.1.1 (Estructura de K-base)
Sea a un ideal monomial. Entonces Mon(a), el conjunto de monomios pertenecientes a a, es una
K-base de a.

DEMOSTRACION. Si llamamos Mon(a) = a N Mon(S), tenemos un subconjunto de a que es lineal-
mente independientes sobre K.

Dado F € a, por ser a un ideal monomial existe un conjunto de monomios {uy,...,u,,} € Mon(a),
de Mon(a) y un conjunto de polinomios {fi, ..., f,,} € S tales que F = Z:n:l f:u;. De esto se deduce
que sop(f) S U;Z, sop(fiue).

Como para todo indice i se tiene sop(fju;) € Mon(a), puesto que f;u; es una suma de monomios de
a por monomios de S (y a es un ideal), obtenemos que F tiene su soporte en Mon(a), y por tanto
que Mon(a) es un sistema lineal de generadores del ideal a. O

Esta propiedad nos permitird dar una caracterizacion de los ideales monomiales:

Corolario 1.1.2 (Caracterizacion)
Sia es un ideal de S, entonces equivalen:

(a) a es un ideal monomial;
(b) Vf €8, se tiene f € a si, y solo si, sop(f) C a;

DEMOSTRACION. (a)=> (b). Se deduce del Teorema 1.1.1.

(b) < (a). Sea fy, ..., f,, un conjunto de generadores de a. Dado que sop(f;) € a para todo indice i,
se deduce que U:il sop(f;) es un conjunto de generadores, formado por monomios, del ideal a.
O

Corolario 1.1.3
Si a es un ideal monomial, entonces las clases de residuos de los monomios que no pertenecen a a
forman una K -base del anillo S/1I.

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del Teoremal.1.1 y del Corolariol.1.2. O

Ahora vamos a demostrar un lema debido a Dickson, el cual, entre otras cosas de interés, nos
ayudard a probar que todo ideal monomial de S es finitamente generado.
Definicion 2

Un monomio x®

b .. . . ’ . / . .

= xll...xrl:ﬂ divide al monomio x* = x‘lll...x;’“ si, y s6lo si, b; < a; para cada indice i.
En este caso escribimos x?|x?.
Definicién 3
Sea M un conjunto no vacio de Mon(S), el conjunto de monomios de S; un monomio x* € M se
llama un elemento minimal de M respecto a la divisibilidad si, cuando x" divide a x°, entonces

b _ ,a
x° = x“.
Denotamos por M™" al conjunto de elementos minimales de M.

Teorema 1.1.4 (Lema de Dickson)
Si M es un conjunto no vacio de Mon(S), entonces M™" es un conjunto finito.
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SEC. 1. PROPIEDADES BASICAS DE LOS IDEALES MONOMIALES 3

DEMOSTRACION. Probaremos el lema de Dickson por induccién sobre n, el nimero de variables
de S = K[x4,...,x,]. Sea n = 1. Si d es el entero mas pequefio para el cual xf € M, entonces
MMt = {xf}. Por lo que M un conjunto finito.

Sean >2yB = K[x] = K[xy,Xy,...,X,_1]. Usaremos la notaciéon y en vez de x,. Sea S =
K[xq,...,X,_1,Y]. Tomamos como N el subconjunto de Mon(B) consistente en los monomios x¢,
donde a € N1, tales que x%y® € M para algin b > 0. Nuestra hipétesis de induccién nos dice que
N™m es un conjunto finito. Sea N™" = {u,,u,, ...,u}. Por la definicién de N, para cada 1 <,i,<s,
existe un b, > 0 con u;y% € M. Sea b = max{b,, b, ..., b.}. Ahora para cada 0 < £ < b, definimos
el subconjunto N; de N como

N ={x"€N: x%y* e M}.
De nuevo, nuestra hipétesis de induccién dice que, para cada 0 < £ < b, el conjunto Ngmi” es finito.

Sea N g”'” = {u(f), vees ugf)}. Ahora mostraremos que cada monomio perteneciente a M es divisible por
uno de los monomios de la siguiente lista:

b b
Uy LUy
ugo), e ugo)
0
(€Y} 1
uy y,...,us(l)y
(b=1)_ b-1 b—1),,b-1
Uy y ,...,ugb_l )y .

De hecho, puesto que para cada monomio w = x*y" € M con x* € Mon(B) obtenemos que x® €N,
deducimos que si y > b, entonces w es divisible por uno de los monomios u,y%, ...,u,y® y que si
0 <y < b, entonces w es divisible por uno de los monomios u(ly)y”, ves ug)yy. Por tanto M™" es un

subconjunto del conjunto listado arriba, por lo que M™" es finito. O

Este lema nos permite demostrar el siguiente hecho importante sobre ideales monomiales:

Corolario 1.1.5
Todo ideal monomial a de S estd generado por un conjunto finito de monomios.

DEMOSTRACION. Como a es un ideal monomial, f € a si, y sélo si, sop(f) C a.

Si consideramos Mon(a), el conjunto de monomios pertenecientes a a, tenemos que Mon(a) €
Mon(S), por lo que Mon(a) tiene sélo un conjunto finito de elementos minimales L = {u;,...,u}
(por el Lema de Dickson).

Por ser a un ideal, si tomamos un monomio arbitrario w € Mon(S), entonces wu; € Mon(a) para
todo indice i. (Pues es un monomio y estd en a). Esto nos indica que el conjunto de monomios
generado por L es Mon(a), y por tanto el ideal generado por L es .

Resumiendo, a es finitamente generado, y un conjunto de generadores es el conjunto de los elemen-
tos minimales de Mon(a). O

Proposicion 1.1.6
Sea {uy,...,u,,} un sistema de generadores del ideal a formado por monomios. Entonces para cada
monomio v se tiene: v € Mon(a) si, y sélo si, existe un monomio w y un indice i tal que v = wu;.
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i=m
DEMOSTRACION. Si v € Mon(a), existen polinomios f; € S tales que v = Y. f;u;. De esto se deduce
i=1
que v € sop(f;u;) para cierto indice i, y de aqui se deduce que existe cierto w € sop(f;) tal que
V= Wul'.

La otra implicacidn es trivial y se dedujo en el corolario anterior. O

Proposicién 1.1.7

Cada ideal monomial admite un tnico conjunto minimal de generadores monomiales respecto
a divisibilidad.

Se denotard como G(a) al sistema minimal de generadores monomiales de a.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Lema de Dickson 1.1.4.

Si a es un ideal monomial, Mon(a) es una K-base de a, y por tanto lo genera linealmente. Mon(a)
admite un subconjunto de elementos minimales respecto a divisibilidad que es finito (obviamente
unico) y que genera a Mon(a). De aqui se deduce el resultado. O

Veamos algtin ejemplo de ideales monomiales:

Ejemplo 1.1.8
EnelanilloS =K[X,Y] el ideal a = (X%, XY,XY?) es monomial, pues estd generado por monomios.

Como en este caso n = 2, el ideal se puede representar de manera muy sencilla:

Figura I.1: Representacién bidimensional de un ideal monomial

XY?

xy {
Eje Y
0 X’

Eje X

En la figura se observa ademds que se tiene la igualdad: a = (X2,XY,XY?) = (X%, XY).
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Ejemplo 1.1.9
El ideal b = (X — 1,XY?) no es monomial, pues el polinomio X — 1 estd en el ideal y 1 no lo estd
(pues b no es el ideal total).

1.1.1. Graduacion

Sia € Z", un elemento f € S se dice que es homogéneo de grado a si es de la forma cx® con ¢ €K,
el cuerpo base.

El anillo S es Z"-graduado, con componentes de grado

_ | Kx%siaeN",
S, =
0, en otro caso.

Un S-mddulo es llamado Z"-graduado si M = @P,.,» M, y S,M, € M,,, para todos a,b € Z".

Si M y N son médulos graduados, un homomorfismo de médulos ¢ : N — M es homogéneo si
¢(N,) € M, para todo a € Z".

Si existe tal homomorfismo que es inyectivo, el cociente M /N es también graduado con componen-
tes (M/N), = M,/N,.
En particular, un ideal es Z"-graduado si, y s6lo si, es un ideal monomial.

2. Operaciones Algebraicas con ideales monomiales

Como ya anunciamos al inicio del capitulo, gracias a los corolarios 1.1.2 y 1.1.5, podemos caracte-
rizar cada ideal monomial a por su conjunto de generadores G(a), lo que nos va a permitir realizar
operaciones con los ideales monomiales manipulando estos generadores.

2.1. Operaciones basicas

Sea S =K|[xy,...,x,] el anillo conmutativo de polinomios en n variables sobre el cuerpo K.
Sean a y b ideales monomiales de S
Es facil verificar que las siguientes relaciones se cumplen:

G(a+b) c G(a)UG(b)
G(ab) € G(a)G(b)
Veamos ahora como realizar otras operaciones.

Proposicion 2.1.1
Si a, b son ideales monomiales de S, entonces aNb es un ideal monomial y

Glanb)={lecm(u,v):ue€ G(a),v € G(b)}

donde lcm(u,v) denota el minimo comtn multiplo deu y v.

TFG: Face rings Rodrigo



6 Car I. IDEALES MONOMIALES

DEMOSTRACION. Sea f € anb. Como a y b son ideales monomiales, el corolario 1.1.2 nos indica
que sop(f) € anb. Aplicando de nuevo el corolario 1.1.2 en el sentido opuesto deducimos que anb
es un ideal monomial.

Sea w € sop(f); entonces como sop(f) C anNb, existen u € G(a) y v € G(b) tales que ulw y v|w,
por lo que Icm(u,v) divide a w. Dado que Icm(u,v) € anb para todo u € G(b), concuimos que
{lem(u,v) :u e G(a),v € G(b)} es un sistema de generadores de a N b. O

Definicion 4 (Ideal Residual)
Sia, b son ideales de S, entonces

a:b=feS:fgeaVgeb

es llamado ideal residual de a respecto a b.

Proposicion 2.1.2
Si a, b son ideales monomiales, entonces a : b es un ideal monomial y

a:b= ﬂ a:(v)
veG(b)

Ademads, G(a: b) = {u/gcd(u,v) :ue G(I)}, donde gcd(u,v) denota al maximo comtin divisor de
uyv.

DEMOSTRACION. Sea f € a : b. Entonces fv € a para todo v € Gb. Por el corolario 1.1.2 tenemos
que sop(f)v = sop(fv) C a. Esto implica que sop(f) C a : b. Por tanto, del corolarion /refCorol
deducimos que a : b es un ideal monomial.

La presentacion de a : b dada como intersecciéon es obviamente cierta y es también claro que
{u/gcd(u,v) : u € G(a)} € a: (v). Luego sea w € a : (v). Entonces existe un u € G(a) tal que
u divide wv. Esto implica que u/gcd(u, v) divide w, como se deseaba. O

2.2. Saturacidn y radical

Sean a C S un ideal graduado. Denotamos por 1) = (x, ..., X,,) el ideal graduado maximal de S.

Definicion 5 (Saturacion y Radical)
La saturacion a de a es el ideal

o0
a:n“:Ua:nk
k=1

El radical v/a de a es el ideal
Va={feS: ffeakeN}

Cuando un ideal coincide con su saturacion o con su radical, se llama, respectivamente, ideal satu-
rado o ideal radical.

Proposicion 2.2.1
La saturacion y el radical de un ideal monomial son monomiales.
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DEMOSTRACION. Por la proposicién 2.1.2, a : m* es un ideal monomial para todo k. Puesto que d
es la unién de estos ideales, es un ideal monomial.

Sea f = cx“ 4 --- € y/Jacon 0 # ¢ € K. Entonces f* € a y consecuentemente sop(f*) c a,
puesto que a es un ideal monomial. Sea sop(f) = {x“,...,x%}. La encolvente convexa del conjunto
{a,...,a,} € R" es un politopo. Asumiremos que a, es un vértice de este politopo, es decir, a; no
pretenece a la envolvente convexa de {a,,...,a,}.

Asumamos que (x%)k = (x@)f(x®2)k2 . (x%)* con k =k, +k,+---+k, y k; < k. Entonces
a; =Y (ki/k—kp)a; con Y (k/(k— k) =1,
i—2 i=2

por lo que a, no es un vértice, una contradiccién. De esto se deduce que el monomio (x%)* no puede
cancelarse con otros términos de f* y por tanto pertenece a sop(f*), el cual es un subconjunto de
de a. De hecho x® € /ay f —cx® € 4/a. Por induccién sobre el cardinal de sop(f) concluimos que
sop(f) € +/a. Aplicando el corolario 1.1.2 obtenemos que y/a es un ideal monomial. U

Definicion 6 (Elemento Libre de cuadrados)
A un monomio x° de S lo llamamos libre de cuadrados si las componentes de a = (a, ...,a,,) son 0
ol

Denotamos como v/u =[], , ., ;.
M

Entonces /u = u si, y solo si u es libre de cuadrados.

Proposicion 2.2.2
Sia es un ideal monomial, entonces {/u : u € G(a)} es un conjunto de generadores de /a

DEMOSTRACION. Obviamente {/u : u € G(a)} C /a. Puesto que /a es un ideal monomial, es
suficiente probar que cada monomio v € y/a es multiplo de algun /u con u € G(a). De hecho, si
v € v/a entonces vk € a para algtin entero k > 0, y ademds vk = wu para algtn u € G(a) y algtin
monomio w. De esto deducimos la conclusién deseada. O
Definicion 7

Un ideal monomial a se dice libre de cuadrados si estd generado por monomios libres de cuadrados.

Corolario 2.2.3
Un ideal monomial a es radical, a = +/a si, y solo si, a es libre de cuadrados.

3. Descomposicion primaria e ideales primos asociados

La descomposicidon primaria de indeales monomiales y la obtencién de sus ideales primos asociados
van a ser de importancia para el desarrollo de resultados posteriores. En particular obtendremos la
descomposicién primaria de los ideales monomiales generados por elementos libres de cuadrados,
pues la necesitaremos para el estudio de anillos cara.
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3.1. Ideales monomiales irreducibles

o7 . . ez . m . . .
Una presentacién de un ideal como intersecién de otros ideales, a =) i1 9; se dice irredundante si
no se pueden omitir ideales en esta presentacion.

Teorema 3.1.1

Sea a un ideal monomial de S. Entonces a puede escribirse como interseccion de ideales monomia-
les generados por potencias puras de las variables. Ademads, una presentacion irredundante de este
tipo es unica.

DEMOSTRACION. Sea G(a) = {uy,...,u,}, y supongamos que cierto u; no es una potencia pura, di-
gamos u,. Entonces podemos escribir u; = vw donde v y w son monomios coprimos, es decir,
gcd(v,w)=1yv #1#w. Afirmamos que a = a, Na, donde a; = (v, uy, ...,u,) y a, = (W, u,, ..., u,).
Obviamente, a estd contenido en la interseccidn. Sea u un monomio contenido en a; Na,. Si u es un
multiplo de uno de los u;, entonces u € a. Si no lo es, entonces u es un multiplo de v y de w, y por
tanto de u; dado que v y w son coprimos. En cualquier caso, u € a

Si cualquiera, G(a;) o G(a,) contienen un elemento que no es una potencia pura, procedemos
como antes y obtenemos, tras un numero finito de pasos una presentacién de a como interseccién
de ideales monomioales generados por potencias puras. Omitiendo estos ideales que contengan la
interseccidon de otros, obtenemos una interseccion irredundante.

Sea q;N---Ngq, =q;N---Ngq. dos intersecciones irredundantes de ideales generados por potencias
puras. Mostraremos que para cada i € [r], con [r] = {1,...,r}, existe j € [s] tal que q;. C q;. Por
simetria obtenemos la inclusién reciproca y por tanto que r =sy que {q;,...,q, =, ..., 0.}

De hecho, sea i € [r]. Asumiremos que q; = (x}", ..., x,*). Supongamos que q;. ¢ q; para todo j € [s].

. . b; /
Entonces para cada j existe xlj’ € q;\g;. De esto obtenemos que [; & [k] o que b; < a; . Sea
b b
u= lcm{xlll, N o B

Tenemos que u € ﬂj.zlq;. C q;. Por tanto, existen i € [k] tales que x; divide a u. Pero esto es

obviamente imposible, obteniendo la contradicciéon que nos proporciona la tesis deseada. O
Definicion 8

Un ideal monomial se dice irreducible si no puede escribirse como interseccion propia de otros
dos ideales monomiales.

Un ideal monomial se dice reducible si no es irreducible.

Corolario 3.1.2
Un ideal monomial es irreducible si, y solo si, es generado por potencias puras de las variables.

DEMOSTRACION. Seaq = (xlf“ll, ves xi") y supongamos que q = anb donde a y b son ideales monomia-
les que contienen propiamente a q. Por el Teorema 3.1.1 tenemos que a =N_,q; y b = ﬂjzlq; donde
los q; y los q;. son generados por potencias puras de las variables. Por tanto, tenemos la presentacién

a=(\an[)d.
=1 j=1
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Omitiendo ciertos ideales de la interseccién de la derecha, podemos obtener presentaciones irre-
dundantes de ¢. La unicidad proporcionada por el Teorema 3.1.1 implica que q = q; o que q = q;.
para algtin i o j, una contradiccién.

Por otro lado, si G(q) contiene un monomio u = vw con gcd(v,w) =1y v # 1 # w, entonces, como

en la prueba del Teorema 3.1.1, q puede escribirse como interseccion propia de ideales monomiales.
O

Por el Teorema 3.1.1 y por el Corolario 3.1.2 obtenemos que todo ideal monomial puede expresarse
como intersecion irredundante de irreducibles, que son ideales monomiales generados por potencias
puras de las variables.

3.2. Caso ideales Libres de cuadrados

Para el caso particular en el que nuestro ideal a descomponer sea libre de cuadrados, los ideales que
apareceran en nuestra descomposicidn serdn generados por potencias puras de la variables elevadas
a exponentes 1 6 0. Estos ideales son exactamente los ideales primos que son monomiales.

Definicién 9
Un ideal a de un anillo R se dice que es primo si Va,b€R,ab€a < ac€aobea

Corolario 3.2.1
Un ideal libre de cuadrados se puede expresar como interseccion de ideales primos monomiales.

Definiciéon 10 (Ideal primo minimal)
Sea a un ideal de un anillo R. Un ideal primo p se llama ideal primo minimal de a si a C p y no hay
otros ideales primos de R que contengan a a y esten contenidos propiamente en p.

Denotaremos al conjunto de ideales primos minimales de a como Min(a).
Lema 3.2.2

Si a tiene una presentacion irredundante como interseccion de ideales primos, a = p,; N ... NP,
entonces Min(a) = {p;, ..., P}

DEMOSTRACION. Supongamos que p; no es un ideal primo minimal de a. Entonces existe un ideal
primo p con a C p, y p estd contenido propiamente en p;. Dado que p;R, =R, parai # jy dado
que la localizacién conmuta con las intensecciones, deducimos que IR, .

Por otro lado, si p es un ideal primo conteniendo a a, entonces p;...p, C p;N---Np, C p. Por lo
que uno de los p; debe estar contenido en p. Por tanto, si p es un ideal primo minimal de a, entonces

p=p;. O
Corolario 3.2.3
Si a es un ideal monomial libre de cuadrados de S, entonces

a= (] »

peMin(a)

y cada p € Min(a) es un ideal primo monomial.
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3.3. Descomposicion Primaria

Como ya anunciamos antes, nos va a interesar estudiar la descomposicién primaria de ideales mo-
nomiales.

Definicion 11 (Ideal primo asociado a un médulo)

Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mdédulo finitamente generado, entonces, un ideal primo
p de R es llamado ideal primo asociado con M si p es el anulador de algin x de M.

Es decir, si existe x en M con {P} = ann(x), donde ann(x) = {a €R : ax = 0}

El conjunto de p que verifican esta propiedad se Illama Ass(M), el conjunto de primos asociados a
M.

Definicion 12 (Ideal Primo Minimal)

Un ideal p C R es llamado ideal primo minimal de M si M, # 0 y para cada ideal primo q contenido
propiamente en p tenemos que M, = 0, donde M, denota la localizacion en el primo p.

Para el caso M = R/a, p es un primo minimal de M si, y solo si, a C p y no hay ideal primo q con
acqcCp.

Ademads, el conjunto Ass(M) es finito y contiene a los ideales primos minimales de M.

Por abuso de notacion, en ocasiones, si a es un ideal de R, se denota Ass(a) = Ass(R/a).

Definicion 13 (Ideal primario)
Un ideal a de un anillo R se dice que es primario si para todo par de elementos a,b deR conab € a
tenemos que, o bien b € a, o existe un k € N con a* € a.

Proposicion 3.3.1

Sea a un ideal de un anillo Noetheriano R. Equivalen:

(a) a es primario.

(b) Existe un ideal primo p tal que {p} = Ass(R/a). De suceder esto, se dird que a es p-primario.
Proposicion 3.3.2

El ideal irreducible (xfll, . xfk") es (X; , ..., X; )-primario.

DEMOSTRACION. Sea q = (X', ...,x;*) ¥ p = (x;, ..., X; ). Puesto que p es un ideal primo minimal de
q deducimos que p € Ass(q).

Observemos que p™ C q para m = Zle a;. De hecho, p es el tnico ideal primo minimal que contiene
a q Por tanto, si p’ es un ideal primo asociado de q entonces p C p’.

Tenemos que p’ = q : (g) para algin polinomio g. Supongamos que p’ # p. Entonces p’ contiene el
polinomio f con la propiedad de que ninguno de los elementos u € sopf es divisible por las variables
x;. De hecho, f es regular en S/q. Dado que f g € q concluimos que g € qy que q : (g) =S, una
contradiccion. O
Definicién 14

Una presentacion de un Ideal a como interseccion de ideales primarios se llama una descomposicion
primaria de a,

a= mCIi
i=1
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Esta descomposicién se dice que es irredundante si ningun Q; puede eliminarse y si P; # P;
para i # j, con {P,} = Ass(Q,)-

Los g; se llaman componentes p;-primarias de a.

Las componentes primarias no son unicas en general, si lo son si estdn asociadas a un ideal
primo minimal.

La priposicién anterior indica que la descomposicion que obtuvimos en ideales irreducibles es
una descomposicién primaria. Sin embargo, no tiene por que se irredundante (en el nuevo
sentido primario).

Podemos construir una presentacion irredundante utilizando la presentacién en irreducibles e
intersecando las componentes primarias asociadas al mismo primo.

Ejemplo 3.3.3
Obtengamos una presentacion irredundante de un ideal monomial como interseccion en irre-
ducibles. Dado el ideal

2.2 2 2.2
X3, X1X5X 5, X5X5),

(w3 .3
ct—(xl,xz,x1 o

aplicando el proceso se tiene, por ejemplo, una descomposicion como la siguiente:
a=(x, xg, xgxg) N (x5, xi’, xfx,f) N (xf, xg, xg).
Se descomponen cada uno de estos ideales como:
(o1, x5, x5x3) = (1, x2) N (x1, x5, x3)
(20, %3, x2x2) = (x5, x2) N (x4, X3, x2).
Sustituyendo en la expresion primera y simplificando se tiene:
a=(xq,x2)N (2, x,) N (S, x5, x3)

Esta es una representacién de a como interseccién irredundante en irreducibles. También es
una descomposicion primaria, ya que cada uno de los ideales es un ideal primario; sin embar-
go no es una descomposicién primaria irredundante; los ideales (x,,x3) y (x},x,) tienen el
mismo primo asociado, por lo que esta descomposicion no seria una descomposicion primaria
irredundante. Dado que la interseccion de ideales p—primarios es un ideal p—primario, inter-
secando ambos ideales obtenemos la descomposicion primaria irredundante de a, que en este
caso es:
a= (xf, XX, xg) N (xf, xg’, x%),

y que obviamente no es una descomposicion en irreducibles.
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» La descomposicién primaria obtenida de este modo es tnica.

Llamaremos a esta descomposicion la descomposicidon primaria estandard de a.

Corolario 3.3.4
Lo ideales primos asociados a un ideal monomial son ideales primos monomiales.

Corolario 3.3.5
Si a es un ideal monomial de S, y p es un ideal primo asociado a a, entonces existe un monomio v
conp=a:v.

4. Polarizacion

En la proxima seccién, utilizaremos ideales monomiales generados por monomios libres de cuadra-
dos para generar unas construcciones algebraicas y topolédgicas llamadas anillos de Stanley-Reisner
y anillos cara.

Dado que hemos desarrollado una teoria para ideales monomiales generales, nos interesaria poder
asociar a cada ideal monomial un ideal libre de cuadrados que lo represente adecuadamente.

Este proceso, al que llamaremos polarizacién, consistird en una deformacién de los ideales mono-
miales en ideales libres de cuadrados en un conjunto nuevo de variables.

Lema 4.0.6

Sea a un ideal monomial de S = K[x,...,x,] con G(a)= {uy,...,u,} donde u; = x% con a; =
a1, ENLVi=1,...,m.

Sea j € {1,...,n} fijo, y supongamos que a;; > 1 para al menos un i€ {1, ..., m}

Sea T = S[z] el anillo de polinomios sobre S en la variable z y sea b CT el ideal monomial con
G(b) =vy,..., v, donde v; = u; sia;; =0, yv; = (u;/x;)z sia;; > 1.

Entonces z — x; es un elemento que no es divisor de cero médulo b y (T /b)/(y — x;)(T/b) = S/a.

Este Lema nos induce un proceso iterativo que nos va a permitir obtener la polarizacién de un ideal
monomial:

Sea a un ideal monomial de S = K[x,,...,x,,] con G(a) = {uy,...,u,,} donde u; = x% con a; =
A1, -5 Qi € L1, Vi=1,...,m.

Para cada j tomamos a; = max{a;; : i = 1,...,m} y tomamos T como el anillo de polinomios sobre
K en las variables

Xll’ Xlz’ seey xlal’XZ].’ Xzz, seey Xzaz, ------- ,xnl,xnz’ ---,xnan
Tomemos b C T el ideal monomial libre de cuadrados con G(b) = v, ...,v,, donde

al-j

n
vi=| ” |x]-k parai=1,...,m.

j=1 k=1

Los monomios v; se llaman polarizaciones de u;, y el ideal obtenido b se llama polarizacidén de a.
Dicho de una manera menos formal:

10 de julio de 2014 Curso 2013-2014. TRABAJO FIN DE GRADO



SEC. 4. POLARIZACION 13

Método 4.0.7
Dado un ideal monomial a realizamos los siguientes pasos:

1. Asociamos a cada indeterminada el mayor exponente que toma en G(a).
2. Tomamos un nuevo anillo K[x, ..., x,] donde s es la suma de los exponentes anteriores.

3. En este nuevo anillo, tomamos como G(b) los elementos de G(a) modificados para que sean
libres de cuadrados, es decir, dado que tenemos mds indeterminadas, sustituimos las potencias
que aparecen en los monomios por productos de nuevas variables.

Ejemplo 4.0.8
Seaa=(x3y? x?z) CK[x,y,2]
1. x aparece con exponente 3, y con exponente 2 y z con exponente 1.

2. Consideramos el anillo K[ x4, X5, X3, Y1, Y2,%]

3. Elideal b que obtenemos es b = (Xx1X3X5Y1 Y2, X1X22)
Como se puede observar en el ejemplo, el ideal polarizado de a, b, posee informacién extra que
hemos afiadido a a. Esto se puede solucionar de manera muy sencilla con un simple cociente.
Proposicion 4.0.9

Sea a un ideal monomial de S y b C T su polarizacion. Entonces la secuencia z de formas lineales

xll - xlz, ceey x11 - Xlal,le - XZz, ceey le - X2a23 ceey xn - xnz, ...,X — X

1 ny na,

es una T /b-secuencia y las siguientes K -dlgebras son isomorfas:

(T/6)/(2)(T/b)=S/a

Nota 4.0.10
La definicién de M -secuencia puede encontrarse en.24.

Proposicion 4.0.11
SeaacCS=K|[xq,...,Xx,] un ideal monomial y sea b C T su polarizacion.

Entonces S /a es Cohen-Macaulay <= T /b es Cohen-Macaulay.

DEMOSTRACION. [5, Corollary 1.6.3] O

Cuando mds adelante hablemos de anillos de Stanley-Reisner y de anillos Cohen-Macaulay, esta
proposicién nos serd muy util, ya que nos permitira saber que cocientes de anillos de polinomios
por ideales monomiales serdn Cohen-Macaulay estudiando solo anillos de Stanley-Reisner.

TFG: Face rings Rodrigo
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Capitulo II

Anillos de Stanley-Reisner

Como ya adelantamos, vamos a ser capaz de asociar a nuestros ideales monomiales un complejo
simplicial, para mds adelante poder relacionar cuestiones algebrdicas en anillos con propiedades
topolégicas y combinatorias de los complejos.

5. Complejos simpliciales

No limitaremos a trabajar con complejos simpliciales abstractos.

5.1. Definicion de Complejos simplicial

Definicién 15 (Complejo Simplicial abstracto)
SeaV = {vy,...,v,} un conjunto de vertices. Un complejo simplicial (abstracto) A sobre un conjunto
de vértices V es una coleccion de subconjuntos de V que verifica:

1. SiF CV F € A entonces todos los subconjuntos de F estdn en A (Vacio incluido).

2. {i} € AVi €V (Esta condicion a veces no se exige).

m Los elementos F de A se llaman caras de A.

» La dimension de una cara F de A es el numero |F| — 1 donde |F| es el niimero de vértices de
F

» Las caras de dimensiones O y 1 se llaman vértices y aristas respectivamente y dim(0) = —1

» [as caras maximales de A bajo la inclusion se llaman Facetas de A. Al conjunto de Facetas de
un complejo A lo denotaremos como Z (A).

= Al conjunto de subconjuntos de {v,, ...,v,} que no pertenezcan a A, es decir, que no sean caras,
los denotaremos como A'(A) y lo llamaremos conjunto de no-caras de A. (Usualmente, se
denotard indicando solo las no-caras minimales).
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» La dimensién del complejo simplicial A es el mdximo de las dimensiones de sus Facetas, es
decir,
dim(A) =max{dim(F):F € A}
» Denotamos por A=(Fy,...,F,) al complejo simplicial con facetas F, ..., F,.
» Un complejo simplicial con solo una Faceta se llamard Simplice o Simplex.

Ejemplo 5.1.1
Sea

A =< {VI’ VZ}J {Vla vS}) {VZJ V3, V4} >

Una representacion gréfica tipica de A puede observarse en la Figura II.1:
Figura II.1: Complejo Simplicial

V2
V5

\

V3

V4

En este caso
g(A) = {{vl) Vz}, {vh VS}; {VZJ V3, V4}}

JV(A) = {{vl) VB}s {vh V4}, {VZ; VS}’ {v?,s VS}J {V4, VS}}
donde se ha indicado 4 (A) solo con sus no-caras minimales.

Definicion 16 (Subcomplejo)
Denotaremos por subcomplejo de un complejo simplicial A a un nuevo complejo simplicial cuyo
conjunto de facetas es un subconjunto del conjunto de facetas de A.

5.2. Ordenes en complejos simpliciales

En ocasiones, resulta interesante asociar ordenes en los conjuntos de vertices de los complejos
simpliciales.
Sea F un g-Simplex en A con vértices vy, vy, ..., V, (por eso lo de g-simplex). Podemos asignar orien-
taciones a este conjunto de vértices

Vv, <V <..<V

Iq
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vjo < le <. < qu

y diremos que son equivalentes si la permutacién que lleva {i, iy, ...,i,} a {jo, j1,-.-, j;} €s una per-
mutacién par. A cada una de las dos clases de equivalencia obtenidas la llamaremos una orientacion
de F.

Definicion 17

Llamaremos q-simplex orientado de A a un q-simplex F con la eleccion de una orientacion. Si
{vo, V1, ..., v,} es un conjunto de vertices, al q-simplex sobre este conjunto de vertices con orientacion

Vo < V; <... <V, lo denotaremos [vy, V1, ..., V] .

6. Anillo de Stanley-Reisner

Como ya predijimos con anterioridad, vamos a ser capaces de realizar una asociacion entre comple-
jos simpliciales e ideales monomiales, lo que nos permitird ademds asociar a un cociente de nuestro
anillo S = K[xy, ..., x,] por un ideal monomial con uno de estos complejos, lo que llamaremos el
anillo de Stanley-Reisner asociado a un complejo simplicial.

Definicién 18

Ideal Faceta e Ideal de Stanley-Reisner

Sea A el complejo simplicial sobre n vertices vy, ...,v,. Sea K un cuerpo y x, ..., X,, indetermindas y
seaS =K[xq,...,x,].

1. Denotaremos como ag ) al ideal monomial libre de cuadrados de S generado por x; , ..., X;
donde {v; ,...,v; } € Z(A). Llamaremos a az,, el ideal faceta de A (o ideal Cara).

2. Denotaremos como a, al ideal monomial libre de cuadrados de S generado por X; , ..., X;
donde {v,,...,v;} € A(A). Llamaremos a a, el ideal de Stanley-Reisner (o ideal de las
no-caras).

Ejemplo 6.0.1
Siguiendo el ejemplo 5.1.1, teniamos que

g(A) = {{VIJ VZ}J {vb VS}: {VZ) V37 V4}}
N (A) = {{Vb V3}, {V1; V4}: {Vz, Vs}: {VB) Vs}: {V4; Vs}}
En este caso, trabajando en S = K[x, ..., X5]:
Aza) = (X1, X1 X5, X5X3X,4)

ap = (X1X3, X1 X4, XoXs5, X3X5, X4X5)

Definicién 19 (Complejo Faceta y complejo de Stanley-Reisner)
Sea a = (M, ...,M,) un ideal en el anillo S = K[x,...,x,] y sean My, ..., M, los monomios libres de
cuadrados en x, ..., X, que formen un conjunto minimo de generadores para a.

TFG: Face rings Rodrigo
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1. Denotaremos como 6 4(I) el complejo simplicial sobre el conjunto de vértices vy, ..., v, con
facetas F,,...,F, donde F; = {v; : x;|M;,1 < j < n} para todo i. Llamaremos a &4)(I) el
Complejo Faceta de a.

2. Denotaremos como O 4+(I) el complejo simplicial sobre el conjunto de vértices vy, ..., v, donde
{vi, ..., v, } es una cara de 6 4(a) si y solo si x; ,...,x; & a. Llamaremos a 6 4(a) el complejo
de Stanley-Reisner de a.

Nota 6.0.2
Cabe resaltar que dado un complejo simplicial A, si

ag(A) = (M]_, ...,Mq) C K[Xl, ceey Xn]

entonces a, es generado por los monomios libres de cuadrados que no dividen a My, ..., M,.

Ejemplo 6.0.3
Siguiendo el ejemplo 1.1.8, teniamos que a = (X?,XY) era un ideal monomial de S = K[X,Y].
Dado que a no es libre de cuadrados, no posee un complejo simplicial asociado.

Polarizando a obtenemos su ideal polar b = (XZ,XY ), que es libre de cuadrados. Calculando, obte-
nemos que:

6(@)(&) =< {VXJ VZ}: {VX: VY} >

Figura I1.2: §4,(a)

On(a) =< vy, vz} vkl >
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Figura I1.3: 6 (1)

Definicidon 20 (Anillo de Stanley-Reisner o anillo Cara)
Sea A un complejo simplicial sobre un conjunto de n vértices V. El anillo de Stanley-Reisner o
Anillo Cara de A respecto al cuerpo K es

K[A] =K[Xxq,...,Xx,]/ax

donde a, es el ideal de no caras.

7. Complejo cadena asociado a un complejo simplicial

En esta seccién veremos que, dado un anillo conmutativo con unidad A, podremos asociarle a cada
complejo simplicial un complejo cadena de A-mdédulos libres. El estudio de la exactitud de este
complejo nos permitird relacionar propiedades algebraicas de nuestro anillo de Stanley-Reisner con
propiedades combinatorias del complejo simplicial.

Definiciéon 21

Sea A un anillo conmutativo con unidad y sea A un complejo Simplicial. Definimos como 6,(A) el
A-mddulo libre con base consistente en los q-simplices de A, mddulo las relaciones dadas por

(Vo> V15 Va5 w0 Vgl + [V1, Vg5 o5 Vg ]

En particular 6,(A) estd definido para cualquier cuerpo K y dimy6,(A) es igual al nimero de
q-simplices de A.
Para q > 1 definimos el homomorfismo

0,1 6,(A) = 6,1 (A)

inducido por

q
0,([vos V15 e Vo) = Z(—l)‘[vo,vl, oo Vie1s Vis Vi 15 00 Vg
i=0

TFG: Face rings Rodrigo
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donde V; significa que v; debe ser eliminado. Dado que 0,0,,, = 0 obtenemos el complejo cadena
6 (A) =1{6,(A),0,}, llamado el complejo cadena orientado de A.
El complejo cadena orientado aumentado de A es el complejo

0— 6,(A) 5%—> G;_1(A) > ... > Gy(A) > > 6_,(A)=A—>0

donde d=dim(A) y e(v)=1 para cada vértice v de A. Este complejo cadena aumentado se denota
como (6(A),e). Fijamosd, =€ y 6_; =A.
Sea Z,(A,A) = ker(d,), B, =im(0,41) ¥y

H,(AA) = Z,(A,A)] B,(A,A),Yq > 0.

Los elementos de Z,(A,A) y $B,(A,A) son llamados cycles y boundaries respectivamente yH (A5A)
es el g-ésimo grupo de homologia simplicial reducido de A con coeficientes en A.

Nota 7.0.4 (Sobre algebra exterior y complejos de Koszul)

Al definir 6,(A) como un A-mddulo libre sobre los q-simplices médulo la relacion de equivalencia
de asimetria en el orden, estamos considerando la potencia exterior q-ésima del A-mddulo libre con
dimension el numero de vértices de A. Es decir, a cada simplice maximal de A lo estamos dotando
de estructura de A-dlgebra exterior, donde el producto exterior de dos caras disjuntas contenidas en
un simplice maximal seria la cara compuesta por la unién de los vertices de las dos caras.

Teniendo esto presente, observando el complejo cadena orientado aumentado como un complejo de
cadenas entre potencias exteriores de A-mddulos libres de diemnsidn apropiada, obtenemos un tipo
de complejo cadena llamado complejo de Koszul. Sin entrar en demasiados detalles, la exactitud de
un complejo de Koszul estd asociada con la regularidad de cadenas de ciertos elementos de A, y esto
serd en enlace que nos permitird estudiar anillos Cohen-Macaulay con complejos simpliciales.

(Para la definicion de complejo de Koszul, véase [1, Capitulo V, ejercicio 4.22] )

Proposicion 7.0.5
Si A es un complejo simplicial no vacio, entonces Hy(A;A) es un A-médulo libre de rango r — 1,
donde r es el numero de componentes conexas de A

DEMOSTRACION. Sea V = {x, ..., x,} el conjunto de vertices de A y sean A, ..., A, sus componentes
conexas. Denotamos los conjuntos de vertices de A; como V; y reordenando la numeracién de los
vértices asumiremos que x; € V;Vi=1,...,r

Fijemos Bi=x,—x,v E = fB; +im(d,) parai = 1,...,r — 1. Vamos a probar que el conjunto
B=1{B,,..., .1} es una A-base para Hy(A;A) = ker(d,)/im(d,).

Probemos que B es linealmente independiente. Si suponemos que Z a;f3; esta en im(0,) para
ciertos a; en A, agrupando de manera apropiada podemos escribir

Zaﬁl— Z bii(x; —x;)+--+ Z b;;(x; —

X;,X; €V, x;,XEV,

para ciertos b;; en A. Dado que 6, es el A-mdédulo libre con base V' y los V; son mutuamente disjuntos,
obtenemos
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apb, = SUm, v, paral = k<r-1,

y aplicando 9, en ambos lados que a; = 0 para todo k =1,...,r — 1.
Probemos ahora que B es un sistema de generadores. Sean x; v x; dos vértices de A, es suficiente

probar que x; — x; +im(0;) estd en el submédulo generado por B porque ker(d,) estd generado
por elementos de la forma x; — x;. Supongamos que x; €V, y x; €V, para ciertos mys.

La conexion en A; para todo i nos permite tomar caminos X; , ..., X; , X, ¥ Xj,, e X, X €N Ay Y A
respectivamente de manera que se verifiquen las siguientes ecuaciones:

(x _xi2)+(xi2 _xi3)+"'+(xit _xm):xil = X

i
(xj, = x3,) + Ccjy =g ) oo+ (g, = %) = x5, — X,

de donde concluimos que x; — x; +1im(?9;) = (x,, — x,) — (x; — x,.) + im(0,). O

Definicion 22

Sean A y A, complejos simpliciales en conjunots de vértices disjuntos V y W respectivamente.

Definimos la union de complejos simpliciales

Ax A

como el complejo simplicial en el conjunto de vértices VU W con caras F UG donde F € A y
GeA-1.
Definimos el cono

cn(A)=wxA

de A como la union de A con un vértice disjunto {w}

Proposicion 7.0.6
Si A es un complejo simplicial y cn(A) = w * A su cono, entonces

H,(cn(A);A) = 0 para todo p.

DEMOSTRACION. Si o = [y,...,V,] es un p-simplex orientado, fijemos [w, o] igual a [w, v, ...,v,].
En general si ¢, = > n;0; es una p-cadena, fijemos [w,c,] igual a > n;[w, o,]. Esta operacién es un
homomorfismo desde %,(A) en 6,,,(w * A). Si o es un p-simplex orientado, de la definicién del

operador de boundary ? uno obtiene que

o[w, o] = o—w sidimo =0,
W,01=1 6 - [w,00]sidimo > 0.
Como consecuencia, uno obtiene férmulas méas generales:
0[w,cy] =cy— e(co)w (IL.1)
o[w,c,] =c, —[w,0c,] sip>0. (11.2)

TFG: Face rings Rodrigo
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Por la proposicién 7.0.5 obtenemos que I:IO(W * A) = 0, porque w * A es conexo. Asumamos que
p > 0. Sea z, € Z(w * A) un p-ciclo de w x A, mostraremos que z, es una boundary. Escribimos

z, =c, +[w,d, 4],

donde c, consiste en los términos de z, con soporte en A,y d,_; es una cadena. Es suficiente mostrar
que
z, —0[w,c,] =0

. Usando las igualdades obtenidas arriba II.1 II.2 obtenemos
z, —0[w,c,] =c,+[w,d,_1] —c,+ [w,0c,] =[w,e,_,],

donde e, ; = d,_; + 0c, es una cadena en A. Aplicando ? a la igualdad de arriba y usando que
%z, es un ciclo obtenemos que 0[w,e,_;] = 0. Por las dos identidades de arriba II.1 1.2 de nuevo
obtenemos que

e,_1 —€(e,_1)w sip=1,

et et p-1

0=0[w,e, 1] {ep_l — [w,0e,_4]sip>1.

Ahora, la parte de esta cadena con soporte en A es e, ;. Ademas, e, ; =0y [w,de,_;] =0, lo que
muestra que z, = 0[w,c,]. O
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Capitulo III

Anillos Cohen-Macaulay

En esta seccion estudiaremos los anillos Cohen-Macaulay, que serdn por definicién aquellos anillos
cuyas localizaciones en sus ideales maximales verifican que su dimensién (de Krull) y su profundi-
dad coinciden. Para ello estudiaremos estos conceptos de dimension y profundidad, asi como otros
relacionados con los mismos, la altura y las sucesiones regulares.

8. Dimension de Krull y altura

Entendemos por una cadena de ideales primos de un anillo R a una sucesién finita estricta de
iclusiones de ideales primos:

pO Cpl C.. Cpn;
el entero n se llama longitud de la cadena. La dimension de Krull de R, denotada como dim(R), es
el supremo de las longitudes de todas las cadenas de ideales primos en R.

Sea p un ideal primo de R. Denotaremos por ht(p), la altura de p como el supremo de las longitudes
de las cadenas de primos que terminen en p. Es destacable que dim(R,) = ht(p).

Si a es un ideal de R, definimos la altura de a como:
ht(a) = min{ht(p)la C py p € Spec(R)}.

donde Spec(R), el espectro de R es el comjunto de ideales primos de R. Definimos su codimension
como
dim(R) — dim(R/I).

Un ideal a de un anillo R lo llamamos unmixed si ht(a) = ht(p) para todo p en Assz(R/a).
Si M es un R-modulo, definimos su dimensiéon como

dim(M)=dim(R/ann(M))

y su codimensiéon como
dim(R) —dim(M).
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9. Sucesiones regulares

Teorema 9.0.7 (Teorema de la Dimension)
Sea (R, m) una anillo local y sea M un R-médulo. Llamemos

6(M) = min{r : existen xy,...,x, € m con l[(M/(x,...,x,)) < oo}
donde lx(M) indica la longitud de M como R-mddulo.
Entonces dim(M) = 6(M).
DEMOSTRACION. La demostracién puede encontrarse en [/, teorema 1.34]. U

Este teorema nos da una util caracterizacion de la dimensién de Krull para mdédulos sobre anillos
locales que no precisa discutir longitudes de cadenas de ideales primos de R/Anny(M).

Definicion 23 (Elemento Regular)
Sea M un mddulo sobre un anillo R. Decimos que un elemento x € R es un elemento M -regular si
xz =0 para z € M implica que z = 0, es decir, x no es un divisor de cero de M.

Definicion 24 (Sucesion Regular)
Una x=x,,...,Xx, de elementos de R es llamada una sucesion M-regular o simplemente una M-
sucesion si:

1. x; es un elemento M /(x, ..., x;_1)M-regular parai =1,...,n.
2. M/xM #0

En esta situacion decimos que M es un mddulo x-regular

Proposicion 9.0.8

Sea M un R-mddulo y a un ideal de R de manera que aM # M. Si Xx=Xx1, ..., X, es una M -sucesion en
a (es decir, que los elementos x4, ..., X, de R estdn en a), entonces X puede extenderse a una sucesion
regular maximal en a .

DEMOSTRACION. Por induccién, supongamos que hay una sucesion regular x, ..., x; en a para algun
i>r.SeaM =M/(xq,...,x;)M. Llamemos Z(N) al conjunto de divisores de cero de un médulo N.
Sia ¢ (M) tomamos x;,, en a que sea regular en M. Dado que

(Xl)C(xl,Xz)C cte C(Xl,...,xi_,_l)CR

Es una sucesién creciente de ideales en un anillo noetherieno, la construccién inductiva debe parar
en una sucesion M-regular maximal en a.

O
Lema 9.0.9
Sea M un médulo sobre un anillo local (R, m). Si x, ..., X, es una sucesiéon M -regular en m, entonces
r <dim(M).
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DEMOSTRACION. Por induccion sobre dim(M). Si dim(M) = 0, entonces m es un ideal primo aso-
ciado de M y cada elemento de m es un divisor de cero de M. Usando la segunda parte de la prueba
de lema (10.0.14) uno tiene que dim(M /x;M) < dim(M).

Dado que Xx,, ..., X, es una sucesion regular en M /x;M por induccién se deduce que r < dim(M).

O
Lema 9.0.10
Si M es un R-modulo, entonces
zon= ] »
pEAssp(M)
DEMOSTRACION. [9, 1.1.18] O

Proposicion 9.0.11
Sea M un R-mddulo y sea a un ideal de R. Entonces:

(a) Homg(R/a,M) = (0) si y solo si existe x € a que sea regular en M.
(b) Exti(R/I,M)=~Homg(R/I,M/xM) donde x= x,...,x, es cualquier M-sucesidn en a.
DEMOSTRACION.

(@) (=) Asumamos que a C Z(M). Usando el Lema (9.0.10) tenemos que a C p para algun
p € Ass(M). Por tanto, existe un monomorfismo ) : R/p — M. Para obtener la contradiccion,
observamos que la composicién

R/a—?—R/p>¥Y—>M

es una aplicacién no nula, donde ¢ es la aplicacion candnica entre R/a y R/p.

La vuelta es trivial.
(b) Considerando la sucesién exacta

0—>M—>"->M——M=M/x;M— 0.

De acuerdo con [8, Teorema 7.3], existe una sucesion exacta larga con homomorfismos natura-
les de conexion

- — Ext} '(R/a,M) »"1— Ext] "(R/I, M) — Ext] '(R/a,M) —°—
Extp(R/a,M) —*1— Ext}(R/I,M) — ...

Dado que x; esta en a, usando [8, Teorema 7.16] obtenemos que en la tltima sucesioén exacta
la aplicacién dada por multiplicar por x; es cero. Por tanto
Exty '(R/a,M) ~ Ext}(R/a,M)

y la demostraciéon se deduce por induccién sobre r.
O
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10. Profundidad

Definicion 25 (Profundidad)
Sea M # 0 un mddulo sobre un anillo local (R, m). Se define como profundidad de M, denotada
depth(M), la longitud de cualquier M -sucesion maximal contenida en m.

De la proposicion (9.0.11) obtenemos que
depth(M) = min{r : Exty(R/m,M) # 0}
Por el lema (??) obtenemos que depth(M) < dim(M)

Lema 10.0.12 (Lema de la profundidad)
Si0 - N — M — L — 0 es una sucesion exacta corta de modulos sobre un anillo local R, entonces

(a) Sidepth(M) < depth(L), entonces depth(N) = depth(M).
(b) Sidepth(M) =depth(L), entonces depth(N) > depth(M).
(c) Sidepth(M) > depth(L), entonces depth(N)=depth(L)+ 1.

DEMOSTRACION. [9, 1.3.9] O
Proposicion 10.0.13
Si M es un R-modulo, entonces
Ass(M) C Supp(M) = V(ann(M))
y cualquier elemento minimal de Supp(M) estd en Ass(M). (Aqui V(a) denota el conjunto de los
ideales primos de R que contienen a a y Supp(M) el conjunto de ideales primos p con M, # 0)
DEMOSTRACION. [9, 1.1.31] O
Lema 10.0.14
Si M es un mddulo sobre un anillo Local R y z es un elemento regular de M, entonces
depth(M/2M) = depth(M) — 1
dim(M/zM)=dim(M) —1
DEMOSTRACION. Como depth(M) > depth(M /2M) aplicando el Lema de la profundidad a la suce-

sidn exacta
0-M-—->*">M-—>M/z2M—0

deducimos que depth(M) =depth(M /zM) + 1.
Para probar la segunda igualdad observamos primero la validez de la primera desigualdad dim(M) >
dim(M /zM),ya que de no darse, existiria una cadena de ideales primos

ann(M) C ann(M /zM) Cpy C -+ C gy

donde d es la dimensiéon de M y p, es minimal sobre ann(M). Por la proposicion (10.0.13) el ideal
p, consiste en divisores de cero, una contradicciéon dado que z € ann(M /zM) C p,. Por otro lado, la
desigualdad inversa dim(M) < dim(M /zM ) + 1 sigue del Teorema de la dimensién (9.0.7). O
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11. Anillos Cohen-Macaulay

Definicién 26 (Mddulos y Anillos Cohen-Macaulay)

Sea R un Anillo Local Noetheriano (R, (m)). Un mddulo finitamente generado M # 0 es un modulo
Cohen-Macaulay si depth(M) = dim(M).

SiR como mddulo es Cohen-Macaulay, diremos que R es un anillo Cohen-Macaulay.

Un R-mddulo Cohen-Macaulay maximal M es un médulo Cohen-Macaulay condim(M) = dim(R).

La definicién puede extenderse a anillos noetherianos no locales. Si R es un anillo Noetheriano, un
R-médulo M se dice Cohen-Macaulay si la localizacion de M en cada uno de los ideales maximales
m de R es Cohen-Macaulay como R ,,-mddulo. (En particular, el médulo O es Cohen-Macaulay).

Sin embargo, para que M sea un mddulo Cohen-Macaulay maximal, exigiremos que M,, sea un
R,,-mddulo para cada ideal maximal m de R.

Como en el caso local, R serd un anillo Cohen-Macaulay si como mddulo o es.

Proposicion 11.0.15

Sea M # 0 un R-médulo Cohen-Macaulay sobre un anillo local (R,m) y p € Ass(M), entonces
dim(R/p) =depth(M)

DEMOSTRACION. [9, 1.3.11] O
Proposicion 11.0.16
Si S es un dlgebra homogénea Cohen-Macaulay sobre un cuerpo k y a es un ideal de S, entonces

dim(S) =dim(S/a) + ht(a).

DEMOSTRACION. [9, 2.2.3] O

Corolario 11.0.17
Sea R un anillo de polinomios graduado positivamente sobre un cuerpo k y a un ideal graduado de
R. Entonces, siR/a es Cohen-Macaulay, a es unmixed.

DEMOSTRACION. Se deduce de la proposicion (11.0.15) y de la proposicién (11.0.16). U

Escribimos ahora proposiciones que nos hardn falta mds adelante:

12. Producto tensor de algebras Cohen-Macaulay

Estos resultados seran necesarios en el préoximo captulo cuando hablemos de unién de complejos
simpliciales Cohen-Macaulay.

Proposicion 12.0.18
Si A y B son dos dlgebras afines sobre un cuerpo k con presentaciones A ~ k(x]/a, y B ~ k[y]/a,,
entonces

A®; B ~k[x,y]/(a; + ay).
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DEMOSTRACION. [9, 2.2.20] U

Teorema 12.0.19
SiA y B son dos dlgebras homogéneas sobre un cuerpo k, entonces

depth(A®, B) = depth(A) + depth(B)

DEMOSTRACION. [9, 2.2.21] O

Corolario 12.0.20
SiA y B son dos dlgebras homogéneas sobre un cuerpo k, entonces A ®, B es Cohen-Macaulay si y
solo si A y B son Cohen-Macaulay.
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Capitulo IV

Complejos simpliciales Cohen-Macaulay

En este ultimo capitulo veremos el teorema de Reisner, que nos permitird caracterizar los anillos
cara Cohen-Macaulay mediante sus complejos simpliciales. También veremos aplicaciones de este
hecho.

13. Teorema de Reisner

Definicion 27

Sea K un cuerpo. Se dice que un complejo simplicial A es Cohen-Macaulay si el anillo de Stanley-

Reisner K[A] es un anillo Cohen-Macaulay.

Definicion 28

Sea A un complejo simplicial y F € A una cara, definimos lk(F), el enlace de F, como:
Ik(F)={HeA:HNF=0,HUF € A}

Teorema 13.0.21 (Reisner)
Sea A un complejo simplicial. SiK es un cuerpo, entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. A es Cohen-Macaulay sobre K.
2. H,(1k(F);K) = 0 para Fe A y i<dim(Ik(F)).

DEMOSTRACION. [3, Teorema 5.3.9] O

Nota 13.0.22
Cabe destacar del teorema que, al ser todo complejo simplicial A el enlace su cara vacia, H;(A;K) =
0 parai < dim(A).

14. Aplicaciones del Teorema de Resiner

Corolario 14.0.23
Si A es un complejo simplicial de dimension 1, entonces A es Cohen-Macaulay <= es conexo
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DEMOSTRACION. Por el teorema de Reisner 13.0.21 A es Cohen-Macaulay si y solo si Hy(A;k) =
0, porque el enlace de un vértice de A consiste en un conjunto discreto de vértices. Usando la
proposicién 7.0.5 se completa el resultado O

Proposicion 14.0.24
Si k es un cuerpo, entonces un complejo simplicial A es Cohen-Macaulay sobre k si y solo si Lk(F)
es Cohen-Macaulay sobre k para todo F € A

DEMOSTRACION. =) Sea F una cara fija de Ay A’ =1k(F). Si G € A, utilizando la igualdad
lkp(G) =1k,(GUF)

y el criterio de Reisner nos permite deducir que H;(Ik(G),k) = 0 para i < dim(lk,/(G)), por lo
que A’ es Cohen-Macaulay.

<) Dado que todos los enlaces son Cohen-Macaulay, es suficiente tomar F = () y observar que
A = k(D) para concluir que A es Cohen-Macaulay. |

Proposicion 14.0.25
Si A es un complejo simplicial con vértices x+, ..., X,, entonces la descomposicion primaria del ideal
de Stanley-Reisner de A es:
ap = ﬂPF
F

donde la interseccion estd tomada sobre las facetas F de A, y pp denota el ideal cara generado por
todos los x; tales que x; ¢ F.

DEMOSTRACION. Sea F una cara de Ay p; el ideal cara generado por los x; tales que x; ¢ F. No es
complicado probar que p; es un ideal primo de I, siy solo si F es una faceta.
Puesto que la descomposicién primaria de un ideal monomial generado por monomios libres de

cuadrados estd compuesta por la interseccién de ideales monomiales primos, se obtiene el resultado.
O

Corolario 14.0.26
Sea A un complejo simplicial de dimension d en el conjunto de vértices V = {x;,...,x,} y sea k un
cuerpo. Entonces

dimk[A]=d+1=max{s:x; ...x; €a, yi; <...<ig}.

DEMOSTRACION. Si F es una faceta de A con d + 1 vértices, por la proposicién 14.0.25 el ideal cara
pr generado por las variables que no estdn en F tiene altura (*) igual a la altura de a,. Por lo tanto
ht(a,) =n—d—1. Aplicando que dim(k[x4, ..., x,,]) = dim(k[A])+ht(a,) obtenemos el resultado.
(Proposicién 11.0.16)
(Recordemos que la altura de un ideal primo p es el supremo de las longitudes de cadenas de primos
contenidos en p)

0

Corolario 14.0.27
Todo complejo simplicial Cohen-Macaulay es puro, es decir, todas sus caras maximales tienen la
misma dimension.
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DEMOSTRACION. Se deduce de la proposicién 14.0.25 y del corolario11.0.17 O
Definicion 29

El g — esqueleto de un complejo simplicial A es el complejo simplicial AY consistente en todos los
p-simplices de A conp <q.

Proposicion 14.0.28
Sea A un complejo simplicial de dimension d y A su q —esqueleto. Si A es Cohen-Macaulay sobre
un cuerpo k, entonces A? es Cohen-Macaulay paraq < d.

DEMOSTRACION. Fijemos A’ = A%y tomemos F € A’ con dim(F) < q < d. Observemos que

lkear(F) = (Lka(F))T.

Dado que A es puro, existe una faceta F’ de A de dimensién d conteniendo a F, por lo que F'\F
es una cara de [k (F) de dimensiéon d — |F|. La dimensién de lk,/(F) es g — |F|. Utilizando la
proposicién 14.0.24 obtenemos que

H,(lk,(F);k) =0 para i < dim(lk,(F)) =d — |F|,

Yy por tanto

H;((Ika(F)* 1 k) = Hy(1ka(F); k) = O para i < q — |F| < d — |F|.

Donde la igualdad entre los médulos de homologia se debe a que los complejos de cadena orientados
de (1k,(F)) "l y 1k,(F) son iguales hasta el grado q — |F| y por tanto sus homologias deben
coincidir hasta un grado menos.

Aplicando el criterio de Reisner, obtenemos que A es Cohen-Macaulay. O

Proposicion 14.0.29
Si Ay y A, son complejos simpliciales, entonces, su union A, * A, es Cohen-Macaulay si y solo si A;
es Cohen-Macaulay parai =1,2.

DEMOSTRACION. Dado que se verifica la identidad
Opxa, = Oa, T 0,
existe un isomorfismo de k-algebras
k[Ay*Ay] ~k[A;] @ k[A,],

por la proposicion 12.0.18
Aplicando el corolario 12.0.20 se obtiene el resultado.
O
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Definiciéon 30
Dado un complejo simplicial A y A, ..., A, subcomplejos suyos, podemos definir la union

S
Ua,
1=1

como el complejo simplicial con conjunto de vértices U;_,V; de manera que F es una cara de U]_, A,
si y solo si F es cara de A; para algtn i.

La interseccion puede definirse de manera similar.

Definicion 31 (Complejos Shellables)
Un complejo simplicial puro A de dimensién d se dice shellable si las facetas de A pueden ser

ordenadas F, ..., F, de manera que
i-1
F,(\JF)
j=1

Es puro de dimension d — 1 para todo i > 2, donde
Fi - '{O- (S A'O- C Fi}'

Si A es shellable, F,,...,F, es llamado un shelling.

Teorema 14.0.30
Sea A un complejo simplicial. Si A es shellable, entonces A es Cohen-Macaulay sobre cualquier
cuerpo k.

DEMOSTRACION. SeaV = {x,...,x,} el conjunto de vértices de A y R = k[x] un anillo de polinomios
sobre el cuerpo k. Asumamos que Fi,...,F, es un orden sobre las facetas de A de manera que

F;N (U;'.;llfj) es puro de dimensién d — 1 para todo i > 2, donde d es la dimensién de A. Fijo

s—1
o = {x; € FF\{x;} €F,[ \(JF)}
j=1
podemos considerar que o = {x,, ..., X, }. Existe una sucesion exacta corta

0—R/(a:f)—'—>R/a—R/(a,f)—0,(x)

donde f =x;...x, ya=a,.
Mostraremos que la igualdad

R/(a: f)=k[F],

donde se verifica que k[F,] es un anillo polinémico en d + 1 variables. Por la proposiciéon 14.0.25
podemos descomponer a = N;_, p;, donde p; estd generado por V\F; para todo i. Por tanto

(a: )=V )= Gi: ).

OCF;
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Oservemos que si o C F; para algun i, entonces i = s; de otro modo tendriamos que i < s, por lo
que o estaria en F, N (Uj.;i_j), pero dado que el complejo simplicial es puro de dimensiéon d — 1,
existe v € o de ,manera que o C F,\{v}, lo que es una contradiccion.

Portantoi=sy (a:f)=(p,:f)=0p,.

Lo siguiente que veremos es que

R/(a,f)= k[Fl U"'Ufs—l]'

Observemos que f € p; parai = 1,...,s — 1; De otro modo f ¢ p; para algin i < s implicaria
que o C F; y podriamos aplicar el mismo argumento que antes para obtener la contradiccién.
Si p es un primo minimal de (Lf) diferente de p,,...,p,_;, entonces p, C p y x; € p para algun
Xx; € o,por lo que por construccion de o obtenemos que F,\{x;} C F, para algun k < s. Luego
V\F, C {x;} U(V\F,) C p, y por la minimalidad de p obtenemos que p, = p,, lo que es imposible.
Juntandolo todo concluimos que py, ..., p,_; son todos primos minimales de (a, f) y que

s—1

(a.f)=r:

i=1

Usando induccién sobre s y la sucesién exacta (*) obtenemos que R/I es Cohen-Macaulay por apli-
cacion directa del lema de la profundidad, donde hemos usado que los extremos de la sucesién son
ambos R-médulos Cohen-Macaulay de dimensién d + 1.

O

15. La relacion entre el teorema de Reisner y la Upper Bound
Conjeture

En esta seccién solamente pretendemos sefialar el papel del Teorema de Reisner en la demostra-
cién de la Upper Bound Conjeture. No pretendemos en ningin momento demostrarla (aunque si
sefialaremos referencias donde esta aparece).

Comencemos introduciendo un par de conceptos:
El primero es el concepto de f-vector de un complejo simplicial.

Definicion 32 (f-vector de un complejo simplicial)
Sea A un complejo simplicial de dimension d. Se define su f -vector como la (d + 1)-upla:

f(A)=(fo, - fa)
donde f; es el nimero de i-caras de A. Se toma f_; = 1.

El otro concepto que queremos definir es el de h-vector de un complejo simplicial. En general,
dado un algebra homogénea, podemos definir su h-vector como aparece en [9, Definicion 4.2.4].
Sin embargo, cuando el dlgebra homogénea procede de un complejo simplicial, podemos aplicar el
siguiente teorema:
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Teorema 15.0.31 (Caracterizacion de h-vector de un complejo simplicial)
Si A es un complejo simplicial de dimensién d y (h;) el h-vector de k[A], entonces h, = 0 para
g>d+1y

k )
(d+1-—
hy :Z(—l)k_l( ki l)fi_l para0<k<d+1.
i=0

DEMOSTRACION. [9, Teorema 5.4.6] O

Cabe destacar que el h-vector y el f-vector de A estdn relacionados.

La Upper Bound Conjeture para esferas simpliciales es la siguiente:

Conjetura 15.0.32 (UBCS)

Sea A un complejo simplicial de dimension d con n vértices. Si la realizacion geométrica de A, |A|,
es homeomorfa a una esfera de dimensién d, S¢, es decir |A| = S¢, entonces

fi(A) < f,(A(C(n,d +1))) parai=0,...,d.
DEMOSTRACION. [3, Theorem 5.4.4] O

donde A(C(n,d +1)) es el complejo simplicial abstracto definido por la frontera del politopo ciclico
C(n,d 4+ 1) (ver [9, antes del teorema 5.5.14].

Si A verifica que |A| = S9 diremos que es una esfera simplicial.
Para resolverla, se necesita realizar la siguiente observacién:

Teorema 15.0.33
Sea A es un complejo simplicial de dimensién d. Si |A| = S¢, entonces

k para i = dim(lk(F)),
0 en otro caso.

A (k(F); ) = {

DEMOSTRACION. [9, Teorema 5.5.5] O

Juntando la observacién con el teorema de Reisner obtenemos que las esferas simpliciales son
Cohen-Macaulay.

El saber que las esferas simpliciales son Cohen-Macaulay nos permite aplicar el siguiente teorema:
Teorema 15.0.34

Sea A un complejo simplicial Cohen-Macaulay de dimension d sobre n vértices. Sik[ A] es Cohen—
Macaulay y k es un cuerpo infinito, entonces el h-vector de A satisface

i +n—d—2
Oshi(A)S(l n. )para05i5d+1.
i

DEMOSTRACION. [9, Teorema 5.4.8] O

Y este cota del h-vector serd la que nos permita demostrar la Upper Bound Conjeture para esferas
simpliciales.

En resumen: El Teorema de Reisner nos permitira conocer que las esferas simpliciales son
Cohen-Macauly y esto nos permitira obtener una de las cotas clave que resolveran la Upper
Bound Conjeture.
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