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La matemática nació del juego, y el

juego es la vida del niño. El niño

nace matemático y suele dejar de

serlo en cuanto se hace hombre.

Y si no deja de serlo es que sigue

siendo niño.

M. de Unamuno

Introducción.

El uso de bases estándar ó bases de Groebner en anillos conmutativos
ha sido muy fruct́ıfero en los últimos años en Álgebra Conmutativa y
por consiguiente en Geometrı́a Algebraica y Teorı́a de Números. En es-
ta monograf́ıa vamos a desarrollar una teorı́a no conmutativa de bases
de Groebner con aplicaciones al estudio de la estructura de álgebras no
necesariamente conmutativas.

Esta teorı́a puede ser desarrollada en un contexto no conmutativo ge-
neral. Sin embargo, de cara a aplicaciones concretas, que estamos des-
arrollando simultáneamente, es necesario un estudio en detalle de las
bases de Groebner: su definición y propiedades, en los que vamos a lla-
mar álgebras cuadráticas, esto es, álgebras finitamente presentadas con
un sistema de generadores fxi: i = 1; : : : ;ng, verificando relaciones de
conmutación del siguiente tipo:

xjxi = qi;jxixj + ri;j(x);
siendo qi;j 2 K �, ri;j(x) 2 K [x1; : : : ; xn] un polinomio de grado menor o
igual que 2. En el desarrollo que vamos a realizar necesitaremos imponer
ciertas condiciones a los polinomios ri;j(x) de cara a obtener propiedades
de interés.

Las álgebras cuadráticas recogen una gran cantidad de ejemplos recien-
temente estudiados; citaremos algunas referencias a las mismas: [3], [5]
[8] [9] [10] [11] [14] [16] [18] [20]

Estos ejemplos son estudiados de forma unificada por la teorı́a introdu-
cida en esta monograf́ıa. Esta teorı́a además presenta una forma nueva
de atacar los problemas en los ejemplos mencionados; en contraposi-
ción con las técnicas empleadas hasta el presente (fundamentalmente
técnicas combinatorias, que dependen estrechamente de cada uno de
los ejemplos que se está estudiando). Las técnicas introducidas en esta
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monograf́ıa ofrecen además una sistematización que simplifica enorme-
mente el estudio de los problemas abordados.

Es necesario destacar que aunque la presente memoria presenta una ex-
posición en álgebra no conmutativa de resultados y técnicas conmuta-
tivas y que por lo tanto podrı́a ser considerada como un ejercicio es-
tiĺıstico; resulta que estas técnicas han permitido, en el caso no conmu-
tativo, obtener nuevos resultados (incluso resultados teóricos) cuya de-
mostración, por otros métodos no ha sido posible hasta el momento. Es-
to pone de manifiesto que la teorı́a de bases de Groebner en un contexto
no conmutativo puede suponer un nuevo impulso al estudio de álgebras
no necesariamente conmutativas.

Terminamos señalando que el objetivo fundamental de esta monograf́ıa
es el de hacer una exposición de la teorı́a de bases de Groebner en un
contexto no conmutativo, que, al fijar la notación, sirva de referencia pa-
ra posteriores trabajos sobre este tema.

———————

Este trabajo está dividido en cinco capı́tulos. En los dos primeros se estu-
dian las relaciones de orden y se muestra la forma de construir relaciones
de orden compatibles con estructuras algebraicas; se enuncian y prue-
ban los resultados fundamentales que serán de aplicación en el resto de
la teorı́a.

El capı́tulo tres se dedica a estudiar bajo qué condiciones las álgebras ba-
se de nuestro estudio tienen una base, como espacio vectorial, formada
por términos en un cierto orden; esta condición permite la extensión de
la construcción que en álgebras envolventes de álgebras de Lie prueba
el teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt. Para probarla hemos tenidos que
introducir un nuevo ı́ndice que mida el desorden de un término.

Los dos últimos capı́tulos se dedican a la aplicación de métodos elemen-
tales/computacionales a estas álgebras; fundamentalmente introduci-
mos las bases de Groebner; damos criterios para su existencia y mostra-
mos algunas de las aplicaciones de la existencia de bases de Groebner,
fundamentalmente en la aritmética de ideales y en el estudio de la di-
mensión.

ii [Notas de trabajo]
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3. Inducción de órdenes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Capı́tulo 1

Relaciones de orden.

1. Relaciones en un conjunto.

Sea X un conjunto no vacı́o. Una relación en X es un subconjunto R �
X � X . Para indicar que el par (a; b) pertenece aR, escribimos aR b.

Propiedades que puede verificar una relación.

Propiedad reflexiva. Para cada a 2 X se tiene aR a.

Llamamos �(X) = f(a; a) 2 X � X : a 2 Xg. Es claro que R verifica la
propiedad reflexiva si y sólo si �(X) � R.

Propiedad simétrica. Para cada cualesquiera elementos a, b 2 X , si
aR b, entonces bR a.

Propiedad antisimétrica. Para cada cualesquiera elementos a, b 2 X , si
aR b y bRa, entonces a = b.

Si llamamos Rop = f(a; b) 2 X � X : (b; a) 2 Rg, entonces R verifica la
propiedad simétrica si y sólo si R = Rop y la propiedad antisimétrica si y
sólo si R\Rop � �(X).
Propiedad transitiva. Para cada cualesquiera elementos a, b, c 2 X , si
aR b y bR c , entonces aR c.

Dadas dos relacionesR y S en un conjunto X , definimos una nueva rela-
ción R�S mediante:R�S = f(a; b) 2 X � X : 9x 2 X ; (a; x) 2 R; (x; b) 2 Sg:
Es claro que una relación R verifica la propiedad transitiva si y sólo si[13. �Algebras cuadr�aticas] 1
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Propiedad total o conexa. Para cualesquiera elementos a, b 2 X se veri-
fica: aR b ó bRa.

Es claro que una relación es total si y sólo si R[Rop = X � X .

Dadas dos relaciones R y S , decimos que S extiende a R si R � S.

Una relación R se llama relación de equivalencia si verifica la propieda-
des reflexiva, simétrica y transitiva; es un preorden si verifica las propie-
dades reflexiva y transitiva; es un orden parcial si verifica las propiedades
reflexiva, antisimétrica y transitiva, y es un orden total si es un orden par-
cial que es total ó conexo.

Si � es un preorden en un conjunto X , definimos una nueva relación, a
la que vamos a representar por �, mediante:

a � b si a � b y b 6� a:
Es claro que � verifica la propiedad transitiva y para cada a 2 X se tiene
a 6� a.

Si �1 y �2 son preórdenes en X1 y X2 respectivamente, definimos un
preorden� en el producto cartesiano X1 � X2 mediante:(a1; a2) � (b1; b2) si

�
a1 �1 b1 y
a2 �2 b2

Llamamos a� el preorden producto de�1 y�2. Esta construcción se pue-
de hacer en el caso en que �i sean órdenes parciales u órdenes totales,
obteniendo en ambos casos que � es un orden parcial en X1 � X2

Si �1 y �2 son preórdenes en un conjunto X definimos una nueva rela-
ción � en X , mediante

a � b si

�
a �1 b y
a �2 b

Llamamos a � la intersección o composición de �1 y �2, ya que conside-
rados con subconjuntos de X � X se verifica �=�1 \ �2. Es claro que� es un preorden, y si �1 y �2 son órdenes parciales, entonces � es un
orden parcial.

En cambio, si �1 y �2 son órdenes totales, no necesariamente � es un
orden total. Para corregir este problema vamos a hacer la siguiente defi-
nición.

2 [Notas de trabajo]
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Sean �1 y �2 preórdenes en un conjunto X , definimos una nueva rela-
ción �1;2 en X , mediante:

a �1;2 b si

�
a �1 b ó
a �1 b; b �1 a y a �2 b

Llamamos a �1;2 la composición lexicográfica de �1 y �2. Es claro que�1;2 es un preorden, y si �1, �2 son órdenes parciales, respectivamente
totales, entonces �1;2 es un orden parcial, respectivamente total.

2. Elementos asociados a una relación de orden.

Consideramos en un conjunto no vacı́o X un preorden �. Si ? 6= Y � X
es un subconjunto, un elemento y0 2 Y se llama minimal en Y si no
existe un elemento y 2 Y tal que y � y0, y se llama maximal en Y si no
existe y 2 Y tal que y0 � y.

Un preorden � se llama artiniano si cada subconjunto ? 6= Y � X tiene
un elemento minimal, y se llama noetheriano si cada subconjunto ? 6=
Y � X tiene un elemento maximal.

Sea � un orden parcial en X . Si ? 6= Y � X , un elemento y0 2 Y se
llama el mı́nimo de Y si para cada y 2 Y se verifica y0 � y, y se llama un
máximo si para cada y 2 Y se verifica y � y0.

A un orden total artiniano � lo llamamos un buen orden. En este caso
cada ? 6= Y � X tiene un único elemento minimal que resulta ser un
mı́nimo.

3. Propiedad de Dickson.

Sea� un preorden. Para un subconjunto ? 6= Y � X una base de Dickson
es un subconjunto finito F � Y verificando que para cada y 2 Y existe
f 2 F tal que f � y.

Un preorden� verifica la propiedad de Dickson, o es un preorden de Dic-
kson, si cada subconjunto ? 6= Y � X tiene una base de Dickson.

(3.1) Lema.
Cada preorden total artiniano es un preorden de Dickson.[13. �Algebras cuadr�aticas] 3
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DEMOSTRACIÓN. Sea ? 6= Y � X , entonces Y tiene un elemento mini-
mal, llamémoslo y0. Vamos a ver que fy0g es una base de Dickson de Y .
Sea y0 6= y 2 Y , entonces y � y0 (y por ser y0 minimal resulta y0 = y), lo
que es una contradicción, ó y0 � y. �
(3.2) Proposición.
Todo preorden de Dickson es artiniano.

DEMOSTRACIÓN. Dado ? 6= Y � X , tomamos una base de Dickson
F � Y de Y . Si f1 � f2, f1, f2 2 F , entonces F nff2g es también una base de
Dickson de Y . Como F es un conjunto finito, podemos tomar una base de
Dickson que sea minimal entre las bases de Dickson de Y . Llamémosla
también F . Si f 2 F es un elemento minimal en F , (existe por ser F fini-
to) entonces f es un elemento minimal en Y , y en consecuencia Y tiene
elementos minimales. �
(3.3) Teorema.
Sea�un preorden en un conjunto no vacı́o X . Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) � es un preorden de Dickson;

(b) Para cualquier sucesión fangn de elementos de X existen ı́ndices
i < j tales que ai � aj.

DEMOSTRACIÓN. a)b. Dada una sucesión fangn, llamamos Y = fan: n 2Ng. Existe F una base de Dickson de Y . Tomamos un ı́ndice j verificando
que j > h para cada ı́ndice h tal que ah 2 F . Entonces se verifica que exis-
te un elemento ai 2 F , y por lo tanto un ı́ndice i, tal que i < j y ai � aj.
b ) a. Consideramos un subconjunto ? 6= Y � X . En el conjunto de
los elementos minimales de Y consideramos las clases de equivalencia
definida por el preorden. Si el número de clases es finito, tomando un
representante de cada clase tenemos una bases de Dickson de Y . Si el
número de clases es infinito, entonces construimos una sucesión fangn

formada por representantes de las clases. Por la hipótesis existen ı́ndices
i < j con ai � aj, lo que es una contradicción. �
(3.4) Proposición.
Sea�un preorden de Dickson en un conjunto no vacı́o X , y sea fangn una
sucesión de elementos de X . Entonces existe una subsucesión estricta-
mente ascendente de números naturales fnigi tal que ani

� anj
para todo

par de ı́ndices i < j.

4 [Notas de trabajo]
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DEMOSTRACIÓN. Construimos la sucesión fnigi de la siguiente forma.
Tomamos i = 0; sea fb1; : : : ; bkg una base de Dickson de fan: n 2 Ng.
Para cada 1 � j � k definimos

Bj = fn 2 N : bj � ang
Es claro que N = B1 [ � � � [ Bk. Entonces uno de los Bj es infinito; su-
pongamos que sea Bj; definimos n0 = m, siendo m un ı́ndice verificando
bj = am.

Si ahora i > 0, definimos

Ui�1 = fan: ani�1
� an; ni�1 < ng

Por la construcción, el conjunto fn 2 N : an 2 Ui�1g es infinito. Toma-
mos una base de Dickson para Ui�1. Podemos encontrar un elemento
am en esta base tal que am � an para un número infinito de ı́ndices n.
Tomamos entonces ni = m.

De esta forma construimos una sucesión fnigi verificando las condicio-
nes del enunciado. �
El comportamiento de los preórdenes de Dickson es de interés; veamos a
continuación que el producto de preórdenes de Dickson es un preorden
de Dickson.

(3.5) Lema.
Sean �1 y �2 preórdenes de Dickson en conjuntos X1 y X2 respectiva-
mente, entonces su producto es un preorden de Dickson.

DEMOSTRACIÓN. Sea f(an; bn)gn una sucesión en X1 � X2. Existe una
sucesión estrictamente ascendente fnigi tal que ani

�1 anj
si i < j. Se

considera ahora la sucesión fbni
gi; existen ı́ndices ni < nj con bni

�2

bnj
, y es claro que (ani

; bni
) � (anj

; bnj
). Por tanto � es un preorden de

Dickson. �
(3.6) Lema.
Sean�1 y�2 preórdenes de Dickson en un conjunto X , entonces su com-
posición y composición lexicográfica son preórdenes de Dickson.

DEMOSTRACIÓN. Hacemos al demostración para la composición lexi-
cográfica, el otro caso es similar. Sea fangn una sucesión en X ; existe
una sucesión estrictamente ascendente fnigi tal que si i < j, entonces
ani

�1 anj
. Si para algún ı́ndice i se verifica ani

�1 ani+1
, tenemos el[13. �Algebras cuadr�aticas] 5
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resultado. En caso contrario anj

�1 ani
si i < j. Existe entonces una

subsucesión fanh
gnh

tal que ank
�2 anh

si k < h, y por tanto �1;2 es un
preorden de Dickson. �
El siguiente resultado nos proporciona una caracterización de preórdenes
de Dickson en términos de preórdenes artinianos.

(3.7) Teorema.
Sea� un preorden de Dickson en un conjunto X y sea�0 un preorden ex-
tensión de �. Entonces �0 es un preorden de artiniano. Se tiene además
que un preorden� es de Dickson si y sólo si cada preorden extensión de� es artiniano.

DEMOSTRACIÓN. La primera parte es consecuencia de que cada preor-
den de Dickson es artiniano y cada extensión de un preorden de Dickson
es de Dickson.
Para la segunda parte, supongamos que existe una sucesión fangn tal que
ai 6� aj si i < j. Vamos a deducir que existe un preorden �0 que extiende
a � y que no es artiniano. Definimos �0 mediante:

a �0 b si

�
a � b ó9i < j tal que a � aj y ai � b

Por la hipótesis fangn es una cadena estrictamente �0–descendente. Por
la definición de �0 es claro que aj �0 ai si i < j. Vamos a ver que no se
verifica ai �0 aj. Si suponemos que ai �0 aj, entonces existen k, l 2 N
tales que k < l, ai � al y ak � aj. Se tiene entonces l � i y j � k, luego
l < k, lo que es una contradicción. �

6 [Notas de trabajo]
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Capı́tulo 2

Órdenes en monoides.

1. Monoides ordenados.

Sea M un monoide, al que vamos a suponer con notación aditiva, y �
un orden parcial en M . Decimos que � es un orden parcial lineal si para
cualesquiera a, b, c 2 M , tales que a � b, se tiene que a + c � b + c.

Un par (M ;�) formado por un monoide M y un orden parcial lineal� en
M se llama un monoide ordenado. Si G es un grupo podemos hacer las
mismas definiciones y obtenemos el concepto de grupo ordenado. Si la
relación de orden� es total entonces tenemos los monoides y los grupos
totalmente ordenados.

(1.1) Ejercicio.
Si (G;�) es un grupo ordenado, para cada par de elementos a, b 2 G son
equivalentes los siguientes enunciados:
(a) a � b;
(b) 0 � b� a;
(c) a� b � 0;
(d)�b � �a.

2. Monoides preordenados.

Sea M un monoide y� un preorden en M , esto es, una relación en M que
verifica las propiedades reflexiva y transitiva.[13. �Algebras cuadr�aticas] 7
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(2.1) Lema.
Si � es un preorden en M , entonces

a � b si a � b y b � a

es una relación de equivalencia en M . En M= � se tiene una relación de
orden si definimos [a] � [b] si a � b;
siendo [a] la clase de equivalencia de a.

Si M es un monoide, decimos que un preorden � en M es lineal si para
cualesquiera a, b, c 2 M tales que a � b se tiene que a + c � b + c.

Un par (M ;�) formado por un monoide M y un preorden lineal � en M
se llama un monoide preordenado. Si G es un grupo podemos hacer las
mismas definiciones y obtenemos el concepto de grupo preordenado.

(2.2) Lema.
Si (M ;�) es un monoide preordenado, entonces (M= �;�) es un monoi-
de ordenado. En particular si (G;�) es un grupo preordenado, entonces
se verifica que (G= �;�) es un grupo ordenado.

Si (G;�) es un grupo preordenado, entonces el conjunto

G+ = fg 2 G: 0 � gg
es cerrado para la suma y verifica a � b si y sólo si b � a 2 G+, para cua-
lesquiera elementos a, b 2 G. Los elementos de G+ se llaman elementos
positivos de G.

Vamos a tratar de detallar las propiedades que verifican los elementos
positivos y comprobar que son suficientes para definir un orden parcial
lineal en un grupo G.

(2.3) Proposición.
Si P � G es un subconjunto verificando:

(i) 0 2 P;

(ii) P + P � P;

(iii) la relación definida por b � a 2 P es compatible con la estructura
de grupo (es lineal).

8 [Notas de trabajo]
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Entonces tenemos una estructura de grupo ordenado si y sólo si P \(�P) = f0g. Tenemos una estructura de grupo totalmente ordenado si y
sólo si se verifica además P [ (�P) = G.

3. Inducción de órdenes.

(3.1) Observación.
Si H � G es un submonoide de un monoide ordenado, entonces la es-
tructura de monoide ordenado de G induce en H una estructura de gru-
po ordenado. En particular si G es un grupo ordenado y H un subgrupo,
los elementos positivos de H son los elementos del conjunto H \ G+.

(3.2) Observación.
Si fG�: � 2 �g es una familia de monoides ordenados, es posible definir
un orden parcial en

Q
G� mediante(a�)� � (b�)� si a� � b� para cada ı́ndice � 2 �:

Se obtiene ası́ el producto de monoides ordenados. Es claro además que
si los G� son grupos ordenados el conjunto de los elementos positivos es
exactamente

Q(G�)+.

Esta definición es útil, y la usaremos en un futuro, pero tiene el incon-
veniente que si los monoides G� son totalmente ordenados, no es cierto
en general que

Q� G� sea totalmente ordenado. Este problema se arregla
con la siguiente definición.

(3.3) Observación.
Si fG�: � 2 �g es una familia de monoides ordenados con � un conjunto
de ı́ndices bien ordenado, entonces en

Q
G� definimos una relación de

orden mediante:(a�)� � (b�)� si para el menor ı́ndice � para el que a� 6= b�
se tiene a� � b�:

Si cada monoide G� es totalmente ordenado, entonces
Q

G� es totalmen-
te ordenado con esta relación de orden. Se obtiene ası́ el producto lexi-
cográfico de monoides ordenados.

En el caso en que� = f1; : : : ;ng sea finito consideramos el orden 1 � 2 �� � � � n; el orden en el producto lexicográfico G1 � � � � � Gn se representa
por �lex y lo llamamos el orden lexicográfico.[13. �Algebras cuadr�aticas] 9



P. Jara
Dados dos preórdenes en un conjunto, definimos un nuevo preorden al
que vamos a llamar su composición lexicográfica.

4. Órdenes en N n.

Consideramos un monoide M y un orden total � en M . Decimos que �
es monótono si 0 es un mı́nimo de M ; esto es, para cada x 2 M se verifica
0 � x.

Sea M un monoide y � un orden total en M . Se dice que � es un orden
(total) admisible si verifica:

(1) Es monótono;

(2) Para cada a, b, c 2 M si a � b, entonces a + c � b + c.

(4.1) Lema.
Si M es un monoide y� es un orden total admisible en M , entonces M es
un monoide cancelativo.

Como consecuencia, si M es un monoide cancelativo y � es un order
total en M , entonces � es un orden total admisible si y sólo si es lineal y
monótono.

(4.2) Observación.
La composición lexicográfica de órdenes totales admisibles es admisible.

Vamos a considerar el caso particular del monoide Nn .

Sea� un preorden total en Nn . Decimos que� es fuertemente monótono
si �i � �i para cada ı́ndice i, entonces (�1; : : : ; �n) � (�1; : : : ; �n), esto es,
es una extensión del orden producto en Nn , ver (3.2).

Es claro que cada orden fuertemente monótono es monótono, sin em-
bargo el recı́proco no es siempre cierto. Para órdenes lineales sobre Nn

tenemos:

(4.3) Lema.
Todo orden total lineal y monótono en Nn es fuertemente monótono.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que �i � �i para cada ı́ndice i, entonces
existe  2 Nn tal que � +  = �, como se verifica 0 � , se obtiene� � � +  = �. �

10 [Notas de trabajo]
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(Para un preorden en Nn se puede hacer también las definiciones de monótono,
fuertemente monótono, preorden admisible, etc.)

Vamos a relacionar cualquier orden admisible con el orden producto enNn .

(4.4) Teorema.
Sea � un orden total admisible en Nn y sea �p el orden producto en Nn .
Entonces � es un buen orden que extiende a �p.

DEMOSTRACIÓN. Dados �, � 2 Nn , con � �p �, existe  2 Nn tal que� = � + . Es claro que 0 � , luego se verifica:� = � + 0 � �+  = �:
Tenemos por tanto que � extiende a �p. Como �p es un orden de Dic-
kson, entonces � es un orden de Dickson y en consecuencia es un buen
orden �
Los siguientes son ejemplos de órdenes admisibles en N . Más adelante
veremos que ambos son ejemplos de órdenes inducidos en el producto.

(4.5) Ejemplo.
El orden lexicográfico en Nn se define(a1; : : : ; an) �lex (b1; : : : ; bn) si

8<:son iguales ó

existe 1 � i � n tal que

�
aj = bj; 8j < i
ai � bi

(4.6) Ejemplo.
El orden lexicográfico inverso en Nn se define(a1; : : : ; an) �invlex (b1; : : : ; bn) si

8<:son iguales ó

existe 1 � i � n tal que

�
aj = bj; 8j > i
ai � bi

(4.7) Observación.
En realidad el orden lexicográfico es el producto lexicográfico de los órdenes
usuales en N considerando en f1; : : : ;ng el orden usual, y el orden lexi-
cográfico inverso es el producto lexicográfico de los órdenes usuales enN , considerando en f1; : : : ;ng el orden n < n � 1 < � � � < 2 < 1.[13. �Algebras cuadr�aticas] 11
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5. Órdenes vectoriales.

Vamos a introducir en esta sección una forma general de definir órdenes
y preórdenes en el monoide Qn y por restricción en el monoide Nn .

Dado ! = (!1; : : : ; !n) 2 Qn definimos un preorden�! en Nn mediante:� �! � si

nX
i=1

�i!i � nX
i=1

�i!i:
Las siguientes propiedades son inmediatas:

1. Es claro que �! es un preorden (verifica las propiedades reflexiva y
transitiva);

2. También es lineal (si � �! � y  2 Nn , entonces
P

i �i!i �Pi �i!i yP
i(�i + i)!i �Pi(�i + i)!i);

3. Para que sea monótono es preciso que todo elemento !i sea no ne-
gativo.

(5.1) Lema.
Para cada ! 2 Qn tenemos que son equivalentes:

(a) �! es un preorden, lineal y monótono;

(b) !i 2 Q+ [ f0g para cada ı́ndice i = 1; : : : ;n.

Dados !1, !2 2 Qn definimos el producto lexicográfico de �!1 y �!2 y
obtenemos un preorden�1;2 dado por:� �1;2 � si (� � !1; � � !2) �lex (� � !1; � � !2)
Esta construcción se puede generalizar a un número finito de elementos!1, : : : , !m 2 Qn .

(5.2) Lema.
Si !1, : : : , !m 2 Qn es un sistema de generadores de Qn , entonces�1;::: ;m
es un orden total, y si los !j

i son no negativos, entonces �1;::: ;m es un
orden admisible.

12 [Notas de trabajo]
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DEMOSTRACIÓN. Sean �, � 2 Nn , si � 6�1;::: ;m � entonces (� � !1; : : : ; � �!m) 6� (� �!1; : : : ; � �!m). Entonces existe un ı́ndice i tal que � �!i > � �!i

y � � !j = � � !j, si j = 1; : : : ; i � 1, pero entonces (� � !1; : : : ; � � !m) <(� � !1; : : : ; � � !m).
Para ver que es un orden total es suficiente ver que verifica la propiedad
antisimétrica. Si � � !i = � � !i para cada ı́ndice i, como los f!igi son
un sistema de generadores, entonces para cada ı́ndice j se verifica: ej =P

i qji!i y por tanto �j = � � ej = � � ej = �j. �
Los órdenes vectoriales son de interés debido el siguiente resultado:

(5.3) Proposición.
Para cada orden � en Qn existen m n–uplas !1, : : : , !m, m � n, tales que� es igual a�1;::: ;m
DEMOSTRACIÓN. Ver la demostración en los siguientes trabajos: Robbiano–
1986 [23], Robbiano–1985 [22] y Mora–Robbiano–1989 [19]. �

[13. �Algebras cuadr�aticas] 13
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Capı́tulo 3

Teorema de
Poincaré–Birkhoff–Witt.

Vamos a considerar un cuerpo K , usualmente será C , y una K –álgebra R
finitamente presentada, esto es, R está generada por elementos x1, : : : ,
xn verificando las siguientes relaciones:

xjxi = qi;jxixj + ri;j(x); i < j; (3.1)

siendo 0 6= qi;j 2 K y ri;j(x) 2 K + KV + KV 2
j�1. Donde V = fx1; : : : ; xng y

V 2
j�1 = fxhxk: 1 � h � k < jg.

Es inmediato observar que R es un cociente de K hX1; : : : ;Xni, la K –álgebra
libre sobre indeterminadas X1, : : : , Xn, por el ideal bilátero H generado
por los elementos XjXi � qi;jXiXj � ri;j(X), i < j.

Otra consecuencia de la presentación de R es que cada elemento de R se
puede escribir en la siguiente forma:X� a�x�;
siendo a� 2 K , � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn y x� = x�1

1 � � �x�n
n . Es claro que

cuando la expresión anterior es única, la teorı́a es más sencilla. Para pro-
bar que este puede ser el caso en bastantes ejemplos vamos a estudiar
un resultado análogo al teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt en este tipo
de álgebras.

Obtendremos también que el álgebra graduada gr(R), asociada a la filtra-
ción estándar de fx1; : : : ; xng, de una K –álgebra R verificando las condi-
ciones en (3.1), se puede describir en términos de una extensión de Ore[13. �Algebras cuadr�aticas] 15
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iterada

K [X1; �1; �1] � � � [Xn; �n; �n];
1. Álgebra libres.

Sea fX1; : : : ;Xng una familia finita de indeterminadas. La K –álgebra libre
sobre fX1; : : : ;Xng es el conjunto de polinomios formalesX� a�Xi1

� � �Xim;
siendo � = (i1; : : : ; im), ij 2 f1; : : : ;ng, m 2 N y a� 2 K .

Representamos por K hX1; : : : ;Xni este conjunto de polinomios y defini-
mos en él, en la forma obvia, dos operaciones internas: la suma y el pro-
ducto (el producto de los Xi se realiza por yuxtaposición). Obtenemos
que con estas operaciones K hX1; : : : ;Xni es una K –álgebra cuyo elemen-
to uno es 1.

Es sencillo de probar que K hX1; : : : ;Xni verifica la siguiente propiedad
universal:

(1.1) Lema.
Para cada K –álgebra R y cada aplicación f : fX1; : : : ;Xng ! R existe un
único homomorfismo de K –álgebras

f 0: K hX1; : : : ;Xni ! R

verificando f 0(Xi) = f (Xi), 1 � i � n.fX1; : : : ;Xng //
f ))RRRRRRRRRRRRRRRR K hX1; : : : ;Xni����� f 0

R

La definición de f 0 para que se tenga la conmutatividad del diagrama es:

f 0(X� a�Xi1
� � �Xim) =X� a�f (Xi1

) � � � f (Xim):
16 [Notas de trabajo]
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2. Pares ı́ndices.

Sea R una K –álgebra finitamente generada y fx1; : : : ; xng un sistema de
generadores de R. Existe un único homomorfismo de K –álgebras sobre-
yectivo

f 0: K hX1; : : : ;Xni ! R

verificando f 0(Xi) = xi, 1 � i � n.

El núcleo de f 0 es el conjunto de las relaciones que verifican los genera-
dores fx1; : : : ; xng.

La K –álgebra R se llama finitamente presentada si el ideal H = Ker(f 0) es
un ideal bilátero finitamente generado de K hX1; : : : ;Xni.
Como hemos mencionado anteriormente, en este estudio vamos a con-
siderar únicamente K –álgebras finitamente presentadas. En especial va-
mos a estudiar la clase especial de K –álgebras finitamente presentadas
con sistema de generadores fx1; : : : ; xng que verifica las relaciones:

xjxi = qi;jxixj + ri;j(x); i < j;
siendo 0 6= qi;j 2 K y ri;j(x) 2 K + KV + KV 2

j�1 (En donde hemos usado

las siguientes notaciones: V = fx1; : : : ; xng y V 2
j�1 = fxhxk: 1 � h � k <

jg.) Llamamos a una K –álgebra de este tipo una K –álgebra cuadrática
triangular, o simplemente una K –álgebra triangular.

Sea R una K –álgebra triangular. Un término de R es un elemento de la
forma:

x = xi1
� � �xim ; xij

2 fx1; : : : ; xng:
Cuando m = 0 tenemos x = 1.

Dado un término x = xi1
� � �xim , vamos a definir dos números asocia-

dos a x. El primero es el peso de x, y que representamos por W (x). Para
definir W (x) primero fijamos una sucesión de números enteros primos
positivos p1, : : : , pn que verifique las siguientes condiciones:

p3
i�1 < pi; 2 � i � n:

A continuación definimos

W (x) = (X ei;pe1
1 � � �pen

n );[13. �Algebras cuadr�aticas] 17
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con el orden lexicográfico, siendo ei el número de copias de xi en el des-
arrollo de x. El segundo número que definimos es el ı́ndice de x, y lo
representamos por I(x). Éste es exactamente el ı́ndice en el sentido de G.
Birkhoff, esto es, primero definimos para cada par 1 � j; k � m

Ijk = �0 if ij � ik;
1 if ij > ik

y a continuación definimos

I(x) = X
1�j<k�m

Ijk:
El par (W (x); I(x)) se llama el par ı́ndice del término x.

En el conjunto N n f0g � N definimos un orden total como sigue:(W1; I1) � (W2; I2) si

�
W1 < W2 ó
W1 = W2 y I1 � I2

Es el producto lexicográfico de los órdenes usuales en N n f0g y N .

Veamos a continuación una primera aplicación del par ı́ndice.

(2.1) Lema.
Para cada término x = xi1

� � �xim en R existen�1, : : : ,�n 2 N , y a(�1;::: ;�n) 2
K tales que

x =X a(�1;::: ;�n)x�1
1 � � �x�n

n :
DEMOSTRACIÓN. Hacemos la demostración por inducción sobre el par
ı́ndice de x. El par ı́ndice más pequeño de los términos de R es (1; 0); en
este caso tenemos que x = 1 y el resultado es cierto. Sea x un término en
R, si I(x) = 0, entonces el resultado es también cierto. Sea x un término
en R tal que I(x) > 0 y supongamos que el resultado es cierto para cada
término en R con par ı́ndice menor que (W (x); I(x)). En este caso existe
un ı́ndice ij tal que ij > ij+1 y tenemos

xij
xij+1

= qij+1;ij
xij+1

xij
+ rij+1;ij

:
(Aquı́ hemos representado rij+1;ij

(x) sencillamente por rij+1;ij
; lo seguire-

mos haciendo ası́ en este capı́tulo.) Descomponemos x en dos sumandos

x= xi1
� � �xij

xij+1
� � �xim == qij+1;ij

xi1
� � �xij+1

xij
� � �xim + xi1

� � � rij+1;ij
� � �xim:
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Ya que ij+1 < ij, tenemos:

I(xi1
� � �xij+1

xij
� � �xim) < I(x):

Por otro lado tenemos que rij+1;ij
2 K + KV + KV 2

ij�1. Podemos descom-

poner rij+1;ij
en dos partes:

rij+1;ij;1 2 K + KV and rij+1;ij;2 2 KV 2
ij�1

y es claro que el peso de cada término en xi1
� � � rij+1;ij;1 � � �xim es menor

que W (x) y lo mismo ocurre para xi1
� � � rij+1;ij;2 � � �xim . Por lo tanto, por la

hipótesis de inducción, tenemos el resultado. �
Como consecuencia inmediata de este Lema tenemos:

(2.2) Corolario.
La familia fx�1

1 � � �x�n
n : �1; : : : ; �n 2 Ng es un sistema de generadores de

R como espacio vectorial sobre K .

Claro que con esto no basta para tener una buena descripción de los ele-
mentos de R; serı́a conveniente que además la familia que aparece en el
Corolario fuese una base; esto lo conseguimos mediante el teorema de
Poincaré–Birkhoff–Witt, pero necesitaremos imponer nuevas propieda-
des a las álgebras en consideración.

3. Teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt.

Estamos ahora interesados en probar un teorema análogo al de Poin-
caré–Birkhoff–Witt para K –álgebras triangulares R con respecto a un sis-
tema de generadores fx1; : : : ; xng.

Como R es un cociente de una K –álgebra libre sobre fX1; : : : ;Xng, defi-
nimos por recurrencia una aplicación K –lineal�: K hX1; : : : ;Xni ! K [X1; : : : ;Xn];
siendo K [X1; : : : ;Xn] el anillo de polinomios en indeterminadas conmu-
tativas. Llamamos T = K hX1; : : : ;Xni. En T consideramos la filtración
estándar fTmgm asociada al sistema de generadores fX1; : : : ;Xng y la gra-
duación T = �mTm definida por el grado total. Es claro que Tm =�i�mT i.[13. �Algebras cuadr�aticas] 19
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Para definir � procedemos como sigue.

Definimos �(1) = 1, entonces � está definido sobre T0 = T0. Suponga-
mos que � está definido Tm�1 y que verifica la siguientes relaciones:

(i) �(Xi1
� � �Xim�1

) = Xi1
� � �Xim�1

si I(Xi1
� � �Xim�1

) = 0;

(ii) si ij > ij+1, entonces�(Xi1
� � �Xim�1

) =
qij+1;ij

�(Xi1
� � �Xij+1

Xij
� � �Xim�1

) + �(Xi1
� � � rij+1;ij

� � �Xim�1
): (3.2)

Por lo tanto, para definir � en Tm basta con definir � sobre Tm.

Sea Xi1
� � �Xim 2 Tm. Si I(Xi1

� � �Xim) = 0 definimos �(Xi1
� � �Xim) = Xi1

� � �Xim .
El término en Tm con menor par ı́ndice es X1 � � �X1, el producto de m co-
pias de X1, y � se puede definir sobre él; �(X1 � � �X1) = X1 � � �X1.

Supongamos que hemos definido � sobre todos los términos con par
ı́ndice menor que Xi1

� � �Xim y que I(Xi1
� � �Xim) > 0. Entonces existe un

ı́ndice ia tal que ia > ia+1 y podemos hacer la definición�(Xi1
� � �Xim) = qia+1;ia�(Xi1

� � �Xia+1
Xia � � �Xim) + �(Xi1

� � � ria+1;ia � � �Xim):
Es claro que Xi1

� � �Xia+1
Xia � � �Xim y cada término en Xi1

� � � ria+1;ia � � �Xim

tiene par ı́ndice menor que el par ı́ndice de Xi1
� � �Xim .

Para finalizar necesitamos probar que la anterior definición es indepen-
diente del ı́ndice ia elegido.

Sea ib otro ı́ndice con ib > ib+1 y b � a. Si ia+1 < ib, entonces no existe
contradicción con la definición anterior; en efecto tenemos:�(Xi1 � � �Xim) == qia+1;ia�(Xi1

� � �Xia+1
Xia � � �Xim) + �(Xi1

� � � ria+1;ia � � �Xim) == qia+1;iaqib+1;ib
�(Xi1

� � �Xia+1
Xia � � �Xib+1

Xib
� � �Xim)++qia+1;ia�(Xi1

� � �Xia+1
Xia � � � rib+1;ib

� � �Xim)++qib+1;ib
�(Xi1

� � � ria+1;ia � � �Xib+1
Xib

� � �Xim)++�(Xi1
� � � ria+1;ia � � � rib+1;ib

� � �Xim);
por lo tanto en este caso el resultado final es independiente del ı́ndice
elegido.
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Cuando ia+1 = ib la situación es diferente y más complicada. Para sim-
plificar las expresiones vamos a renombrar las indeterminadas que apa-
recen. Supongamos entonces que se tiene:

Xia = C;
Xia+1

= Xib
= B and

Xib+1
= A;

escribimos también QAB = qib+1;ia+1
etc. para los demás ı́ndices. Tene-

mos por tanto el siguiente desarrollo:�(Xi1 � � �Xim) == �(Xi1
� � �CBA � � �Xin) == qBC�(� � �BCA � � � ) + �(� � � rBCA � � � ) == qBCqAC�(� � �BAC � � � ) + qBC�(� � �BrAC � � � ) + �(� � � rBCA � � � ) == qBCqACqAB�(� � �ABC � � � ) + qBCqAC�(� � � rABC � � � )++qBC�(� � �BrAC � � � ) + �(� � � rBCA � � � ):

En la misma forma obtenemos:�(Xi1 � � �Xim) = �(Xi1
� � �CBA � � �Xim) == qAB�(� � �CAB � � � ) + �(� � �CrAB � � � ) == qABqAC�(� � �ACB � � � ) + qAB�(� � � rACB � � � ) + �(� � �CrAB � � � ) == qABqACqBC�(� � �ABC � � � ) + qABqAC�(� � �ArBC � � � )++qAB�(� � � rACB � � � ) + �(� � �CrAB � � � ):

Es necesario probar ahora que estos dos elementos son iguales; esto es
equivalente a probar la siguiente igualdad:�(qBCqAC(� � � rABC � � � ) + qBC(� � �BrAC � � � ) + (� � � rBCA � � � )) =�(qABqAC(� � �ArBC � � � ) + qAB(� � � rACB � � � ) + (� � �CrAB � � � )): (3.3)

Veamos en primer lugar que se verifica:

qBCqACrABC + qBCBrAC + rBCA � qABqACArBC � qABrACB � CrAB 2 H:
(3.4)

Para probar esto vamos a trabajar módulo el ideal H generado por la re-
lación de R. Tenemos en este caso las congruencias:

qBCqACrABC + qBCBrAC + rBCA �� qBCqAC(BA� qABAB)C + qBCB(CA� qACAC) + (CB � qBCBC)A �� qBCqACBAC � qBCqACqABABC++qBCBCA� qBCBqACAC + CBA� qBCBCA �� �qBCqACqABABC + CBA:[13. �Algebras cuadr�aticas] 21
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Y de forma análoga tenemos:

qABqACArBC + qABrACB + CrAB �� qABqACA(CB � qBCBC) + qAB(CA� qACAC)B + C(BA� qABAB) �� qABqACACB � qABqACqBCABC++qABCAB� qABqACACB + CBA� qABCAB �� �qBCqACqABABC + CBA:
Vamos a llamar, al igual que Berger en ([4]), al elemento en (3.4) la su-
ma de Jacobi de R definida por A, B y C, y la vamos a representar por
J(A;B;C). Imponemos a R la siguiente condición:

condición PBW. J(A;B;C) es una combinación K –lineal de RX ;Y Z , ZRX ;Y
y RX ;Y con X < Y y X , Y , Z < C en el orden X1 < � � � < Xn, siendo
RX ;Y = YX � qX ;Y XY � rX ;Y .

(Esta es una condición más fuerte que la de J(A;B;C) 2 H y la necesita-
mos para poder hacer inducción sobre el par ı́ndice.)

Por lo tanto tenemos una expresión de la forma

J(A;B;C) =XaZXY ZRX ;Y +XaXYZ RX ;Y Z +XaXY RX ;Y ;
en la que cada término de esta suma tiene un par ı́ndice menor que el
par ı́ndice de CBA.

Ahora para aplicar esto a nuestra relación (3.3), procedemos como sigue:�(qBCqAC(� � � rABC � � � ) + qBC(� � �BrAC � � � ) + (� � � rBCA � � � ))���(qABqAC(� � �ArBC � � � ) + qAB(� � � rACB � � � ) + (� � �CrAB � � � )) == �(� � � J(ABC) � � � ) == �(� � �P aZXY ZRX ;Y +P aXYZ RX ;Y Z +PaXY RX ;Y � � � ) = 0

Obtenemos entonces el siguiente resultado:

(3.1) Teorema.
Sea R una K –álgebra triangular finitamente presentada verificando la
condición PBW con respecto a un sistema de generadores fx1; : : : ; xng.
Entonces la familia fx�1

1 � � �x�n
n : �1; : : : ; �n 2 Ng es una base de R como

espacio vectorial sobre K .

4. Un poco de aritmética.

Consideramos un anillo de polinomios formales K[X1; : : : ;Xn], en inde-
terminadas no conmutativas, cuyas indeterminadas verifican las relacio-
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nes de conmutación siguientes:

XjXi = qi;jXiXj; if i < j;
siendo 0 6= qi;j 2 K . Entonces K[X1; : : : ;Xn] es una K –álgebra finita-
mente generada son sistema de generadores formado por: fX1; : : : ;Xng.
Evidentemente verifica la condición de PBW.

Vamos a ver algunas relaciones que se verifican en K[X1; : : : ;Xn]. Por
hipótesis tenemos XjXi = qi;jXiXj, si i < j. Una regla general de con-
mutatividad puede construirse de la siguiente forma. Primero, si � =(�1; : : : ; �n) 2 Nn entonces tenemos:

XiX
�= Xi(X�1

1 � � �X�n
n ) == q1;iX1XiX

�1�1
1 X�2

2 � � �X�n
n� � �= q�1

1;iX�1
1 XiX

�2
2 � � �X�n

n� � �= q�1
1;i � � �q�i�1

i�1;iX�1
1 � � �X�i�1

i�1 X
1+�i
i � � �X�n

n :
Por inducción podemos generalizar esta relación y obtener:

X
�i
i X� = q

�1�i
1;i � � �q�i�1�i

i�1;i X�1
1 � � �X�i�1

i�1 X
�i+�i
i � � �X�n

n :
Para simplificar esta expresión vamos a introducir la siguiente notación.

Definimos una upla q = (qi;j)i;j, para i < j, y definimos q(�;�) =Qi<j q
�i�j

i;j .

Cuando � = (0; : : : ; �i; : : : ; 0), se obtiene el resultado anterior. Es fácil
ver que se obtiene también la siguiente regla general de conmutatividad:

X�X� = q(�;�)X�+�:
También se cumplen las siguientes relaciones:

q(�+�0;�+�0) = q(�;�)q(�;�0)q(�0;�)q(�0;�0):
Ya que los exponentes pueden ser negativos usando q�1

i;j , tenemos tam-

bién las relaciones:

q�(�;�) = q(��;�) = q(�;��):[13. �Algebras cuadr�aticas] 23
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5. Cocientes de extensiones de Ore.

Sea R una K –álgebra triangular finitamente generada y fx1; : : : ; xng un
sistema de generadores verificando las relaciones:

xjxi = qi;jxixj + ri;j; i < j (3.1)

siendo 0 6= qi;j 2 K y ri;j 2 K � KV � KV 2
j�1.

Consideramos en R la filtración estándar fRmgm asociada a este sistema
de generadores y la K –álgebra graduada asociadagr(R) = �iRi=Ri�1:
Para determinar la estructura de gr(R) vamos a construir una extensión
de Ore y obtendremos gr(R) como cociente suyo.

Definimos recursivamente automorfismos �j y �j–derivaciones �j, j =
2; : : : ;n, en

Sj�1 = K [X1; �1; �1] � � � [Xj�1; �j�1; �j�1];
siendo �1 = 1 y �1 = 0. La definición de �j es fácil; tenemos: �j(Xi) = qi;jXi

para cada i < j. Y se prueban por inducción las siguientes relaciones:�j(X�1
1 � � �X�j�1

j�1 ) = q(�;ej)X�1
1 � � �X�j�1

j�1 ; (3.5)

usando la notación introducida en la Sección 4.

Para la definición de �j hacemos:�j(P� a�X�) == Xj

P� a�X� � �j(P� a�X�)Xj == Xj

P� a�X� �P� a�q(�;ej)X�Xj

(3.6)

para cada
P� a�X� 2 Sj�1.

(5.1) Observación.
Podemos probar, también por inducción, que el elemento ası́ definido
pertenece a Sj�1.

Para probar que �j es una �j–derivación basta estudiar los siguientes des-
arrollos: �j(P� a�X�P� b�X�) == Xj

P� a�X�P� b�X� � �j(P� a�X�P� b�X�)Xj;
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y por otro lado tenemos:�j(P� a�X�)�j(P� b�X�) + �j(P� a�X�)P� b�X� == �j(P� a�X�)�Xj

P� b�X� � �j(P� b�X�)Xj

�++ �Xj

P� a�X� � �j(P� a�X�)Xj

�P� b�X� == Xj

P� a�X�P� b�X� � �j(P� a�X�P� b�X�)Xj:
(5.2) Observación.
Tenemos pues que gr(R) es un cociente de una extensión iterada de Ore.
Si además verifica la condición de PBW para el sistema de generadoresfx1; : : : ; xng de R, entonces gr(R) es un cociente impropio y por tantogr(R) es una extensión iterada de Ore.

(5.3) Observación.
Es también posible invertir el anterior resultado, esto es, probar que sigr(R) es una extensión iterada de Ore verificando las condiciones (3.5) y
(3.6), entonces R verifica la condición de PBW para un sistema de gene-
radores que verifique la condición (3.1). Este resultado nos proporcio-
na una gran cantidad de ejemplos de álgebras triangulares verificando la
condición de PBW.

[13. �Algebras cuadr�aticas] 25
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Capı́tulo 4

Álgebras triangulares.

Consideramos una K –álgebra R generada por elementos x1, : : : , xn veri-
ficando las siguientes relaciones de conmutación:

xjxi = qi;jxixj + ri;j; i < j; (4.1)

siendo 0 6= qi;j 2 K y ri;j 2 K + KV + KV 2
j�1. Donde V = fx1; : : : ; xng

y V 2
j�1 = fxhxk: 1 � h � k < jg y la condición de PBW. Entonces el

conjunto fx�: � 2 Nng es una base de R como espacio vectorial y en
consecuencia cada elemento f de R tiene una expresión única en la for-
ma

f =X� a�x�;
siendo � 2 Nn y a� 2 K casi todos nulos.

Llamamos término de R a cada uno de los elementos de la base fx�: � 2Nng. Es claro que los términos de R están parametrizados por el conjun-
to Nn . De cara a desarrollar una aritmética en R vamos a considerar un
orden admisible en Nn y en consecuencia un orden total en el conjunto
de los términos de R. Cuando R es conmutativo el orden admisible en Nn

implica que el orden total en R es compatible con la multiplicación; sin
embargo, cuando R no es conmutativo esto no tiene por que ocurrir.

Veamos como podemos solucionar este problema. Dado un orden ad-
misible � en Nn podemos escribir cada elemento f de R de forma única
como una expresión

f = a�1 x�1 + � � �+ a�r x�r ;[13. �Algebras cuadr�aticas] 27
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siendo �1 > � � � > �r y a�i 6= 0 para cada i = 1; : : : ; r.

Tomemos el caso particular en que f = xj y consideremos g = xi con
i < j. Se verifica:

fg = xjxi = qi;jxixj + ri;j:
Parece natural que xixj sea el mayor término de fg, y que por tanto los
términos, que con coeficiente no nulo aparecen en ri;j sean menores. Pa-
ra conseguir esto necesitamos imponer condiciones al orden admisible
en consideración; por ejemplo basta con que � sea la composición lexi-
cográfica del preorden suma y el orden lexicográfico en Nn ; llamaremos
a este el orden lexicográfico graduado. De esta forma nos aseguramos

que para cualquier par de elementos genéricos f = a�1 x�1 + � � �+ a�r x�r

y g = a�1 x�1 + � � � + a�sx�s
de R se tiene que el mayor término de fg es

exactamente x�1+�1
.

A partir de aquı́ podemos desarrollar una aritmética en el anillo R.

1. Expresiones polinómicas.

Consideramos una K –álgebra triangular R verificando la condición de
PBW. Comenzamos por fijar el orden lexicográfico en Nn para la ordena-
ción e1 < e2 < � � � < en, siendo ei = (�ij)n

j=1. Supongamos que para i < j

se tiene la relación

xjxi = qi;jxixj + ri;j;
siendo ri;j =Pk�l<j ak;l

i;j xkxl +Pn
k=1 ak

i;jxk + ai;j, con a�;�i;j 2 K . Utilizando

el orden anterior y ordenando los monomios respecto a él tenemos la
siguiente expresión

xjxi = qi;jxixj + a
j�1;j�1
i;j x2

j�1 + � � �+ a1;2
i;j x1x2 + a1;1

i;j x2
1+

an
i;jxn + � � �+ a1

i;jx1 + ai;j:
Vamos a utilizar en lo que sigue la siguiente notación:

ri;j;1 = a
j�1;j�1
i;j x2

j�1 + � � �+ a1;2
i;j x1x2 + a1;1

i;j x2
1

ri;j;2 = an
i;jxn + � � �+ a1

i;jx1 + ai;j
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Dado un elemento 0 6= f 2 R, podemos escribir f en la forma:

f =X� a�x�;
siendo � = (�1; : : : ; �n) 2 Nn , x� = x�1

1 � � �x�n
n y a� 2 K casi todos nulos.

El diagrama de Newton de f es:N (f ) = f� 2 Nn : a� 6= 0g
El exponente de f es:exp(f ) = maxf� 2 Nn : � 2 N (f )g
El grado de f es:grad(f ) = maxf�1 + � � �+ �n: � = (�1; : : : ; �n) 2 N (f )g
El coeficiente principal de f es:lc(f ) = aexp(f ):
El término principal de f es: lt(f ) = xexp(f ):
El monomio principal de f es:lm(f ) = aexp(f )xexp(f ):
(1.1) Lema.
Dados 0 6= f ; g 2 R se verifica:

(1) si f + g 6= 0, entonces exp(f + g) � maxfexp(f ); exp(g)g;

(2) si exp(f ) < exp(g), entonces exp(f + g) = exp(g).
Veamos el comportamiento del exponente ante el producto.

(1.2) Lema.
Para cada �, � 2 Nn se verifica:exp(x�x�) = � + �:[13. �Algebras cuadr�aticas] 29
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DEMOSTRACIÓN. Vamos a hacer la demostración por inducción sobre �
y �. Supongamos que � = e1, tenemos

x1x� = x1x�1
1 � � �x�n

n ;
y el resultado es cierto para cada � 2 Nn . Sea j > 1; supongamos que el
resultado es cierto para � = e1; : : : ; ej�1 y para cada � 2 Nn , y que para
cada  < � se tiene exp(xjx

) = ej + . Tenemos entonces:

xjx
� = xjx1x�1�1

1 � � �x�n
n = qi;jx1xjx

�1�1
1 � � �x�n

n +
r1;j;2x�1�1

1 � � �x�n
n + r1;j;1x�1�1

1 � � �x�n
n ;

ya que sin pérdida de generalidad podemos suponer que �1 6= 0; al ana-
lizar estos sumandos resulta:

(1) el último no cuenta para el exponente, pues su grado es demasiado
pequeño;

(2) como r1;j;1 2 KV 2
j�1, el segundo sumando es cero ó su exponente

está acotado por (�1; : : : ; �j�1 + 2; �j; : : : ; �n).;
(3) por la hipótesis de inducción el exponente del primer sumando es:(�1 � 1; : : : ; �j + 1; : : : ; �n) = ej + �:

Entonces exp(xjx
�) = ej + � y por tanto el resultado es cierto para cada

ı́ndice j y cada � 2 Nn . Haciendo ahora inducción sobre � se obtiene el
resultado. �
Como consecuencia tenemos:

(1.3) Proposición.
Dados 0 6= f ; g 2 R se verifica fg 6= 0 y exp(fg) = exp(f ) + exp(g).
Para desarrollar la aritmética en R necesitamos nuevas definiciones. Si�1, : : : , �t 2 Nn es una lista de elementos de Nn , definimos:�1 = �1 + Nn ;�2 = (�2 + Nn) n�1;

...�t = (�t + Nn) n [i<t�i;� = Nn n [i�t�i:
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No creemos que la notación �i para un elemento de Nn se confunda con
la i–ésima potencia de �, ya que no vamos a usar potencias de elementos
de Nn a lo largo de este trabajo.

(1.4) Lema.
Para cada lista de elementos de Nn , por ejemplo �1, : : : , �t , tenemos quef�1;�2; : : : ;�t ;�g es una partición de Nn .

Como consecuencia tenemos el siguiente algoritmo de la división en R.

(1.5) Teorema. (Algoritmo de la división.)
Para cada lista finita de elementos no nulos

g1; : : : ; gt 2 R;
consideramos la partición de Nn determinada por la listaexp(g1); : : : ; exp(gt):
Se verifica entonces que para cada 0 6= f 2 R existen elementos q1, : : : ,
qt , r 2 R únicos cumpliendo las propiedades siguientes:

(1) f =Pt
i=1 qigi + r;

(2) r = 0 ó N (r) � �;

(3) Para cada ı́ndice i se verifica: exp(gi) +N (qi) � �i.

Como consecuencia, si qigi 6= 0, se tiene exp(qigi) � exp(f ) y si r 6= 0,
entonces exp(r) � exp(f ).
DEMOSTRACIÓN. Existencia.

Hacemos inducción sobre exp(f ). Si exp(f ) = 0, entonces tenemos dos
posibilidades:

(i) exp(f ) = (0; : : : ; 0) 2 �i, para algún ı́ndice i;

(ii) exp(f ) = (0; : : : ; 0) 2 �.

(i) Tenemos exp(f ) = exp(gi) + , para algún  2 Nn , luego exp(gi) =(0; : : : ; 0) y gi 2 K . Podemos tomar:8<:qj = 0; si j 6= i;
qi = fi=gi;
r = 0[13. �Algebras cuadr�aticas] 31
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(ii) Tenemos exp(f ) 2 �, entonces podemos tomar:�

qi = 0; si i = 1; : : : ; t;
r = f

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todos los polinomios
g con exp(g) < exp(f ). Al igual que antes tenemos dos posibilidades:

(i) exp(f ) 2 �i, para algún ı́ndice i;

(ii) exp(f ) 2 �.

(i) Tenemos exp(f ) = exp(gi)+, para algún  2 Nn . Si definimos h = xgi

tenemos que f � lc(f )lc(h)xgi es un elemento de R exponente estrictamente

menor que f . Aplicando la hipótesis de inducción tenemos:

f � lc(f )lc(h)xgi =X
i

q0igi + r0
con los q01; : : : ; q0t ;R0 verificando las condiciones del Teorema. Entonces
obtenemos la expresión:

f =X
i

qigi + r;
en donde 8><>:qj = q0j; si j 6= i;

qi = q0i + lc(f )lc(h)x ;
r = r0

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado observe-
mos las siguientes inclusiones:exp(gi) +N (qi)� exp(gi) + fN (q0i) [ fgg == (exp(gi) +N (q0i)) [ fexp(gi) + g �� �i:
(ii) Si exp(f ) 2 �, entonces f � lm(f ) es un polinomio con exponente
estrictamente menor que f , y por tanto, por la hipótesis de inducción,
tenemos:

f � lm(f ) =X
i

q0igi + r0
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con los q01; : : : ; q0t ; r0 verificando las condiciones del Teorema. Entonces
obtenemos la siguiente expresión para f :

f =X
i

qigi + r;
en donde �

qi = q0i; si i = 1; : : : ; t;
r = r0 + lm(f )

Para comprobar que se tienen las condiciones del enunciado tenemos
que si r 6= 0, entonces, considerando que N (0) = ?, tenemos:N (r) = N (r0 + lm(f )) � N (r0) [ fexp(f )g � �:
Unicidad.

Sean

f =X
i

qigi + r =X
i

q0igi + r0
dos expresiones de f verificando las condiciones. Tenemos entonces:

0 =X
i

(qi � q0i)gi + (r � r0):
Vamos a analizar los exponentes de los sumandos de esta suma:exp(r � r0) 2 N (r � r0) � N (r) [N (r0) � �:exp((qi � q0i)gi)= exp(qi � q0i) + exp(gi) �� exp(gi) + (N (qi � q0i)) == (exp(gi) +N (qi)) [ (exp(gi) +N (q0i))� �i:
Ahora como los �1, : : : , �t , � forman una partición de Nn , llegamos a
que cada uno de los sumandos es cero, y como estamos en un dominio,
tenemos qi = q0i, para cada ı́ndice i, y r = r0. �
Los elementos q1, : : : , qt se llaman cocientes a la izquierda de f y r se lla-
ma resto a la izquierda de f relativos a fg1; : : : ; gtg. El resto a la izquierda[13. �Algebras cuadr�aticas] 33



P. Jara
r se representa también por rl(f ; fg1; : : : ; gtg), y si no hay confusión sim-
plemente por r(f ; fg1; : : : ; gtg).
De forma análoga se definen los cocientes y el resto a la derecha de f
relativos a fg1; : : : ; gtg.

El orden de los elementos g1, : : : , gt es determinante para el cálculo del
resto a la izquierda ó a la derecha, esto es, puede ocurrir que:

r(f ; g1; : : : ; gi; : : : ; gj; : : : ; gt) 6= r(f ; g1; : : : ; gj; : : : ; gi; : : : ; gt);
para i 6= j.

2. Bases de Groebner en álgebras triangulares.

Sea R una K –álgebra triangular. Si I es un ideal izquierda de R, definimosExp(I) = fexp(f ): f 2 Ig:
Si D � Nn , decimos que D es un monoideal de Nn si para cada � 2 D y
cada � 2 Nn se verifica � + � 2 D.

(2.1) Lema.Exp(I) es un monoideal de Nn .

(2.2) Proposición.
Cada monoideal D de Nn tiene un sistema finito de generadores.

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que D es un monoideal de Nn , sea A � D
una base de Dickson de D para el orden usual en Nn , entonces se verifica
D = A + Nn , y por tanto A es un sistema de generadores de D. �
(2.3) Lema.
Sea I un ideal izquierda no nulo de R y A es un sistema finito de generado-
res de Exp(I), entonces para cada conjunto de elementos ff�: � 2 Ag � I
tales que exp(f�) = � para cada � 2 A, se tiene: ff�: � 2 Ag es sistema de
generadores de I como ideal a la izquierda.

DEMOSTRACIÓN. Como A es finito, supongamos que ff�: � 2 Ag =fg1; : : : ; gtg. Para cada 0 6= f 2 I consideramos el algoritmo de la división
para la sucesión g1; : : : ; gt . Obtenemos una expresión f =Pi qigi + r. Si
r 6= 0, entonces N (r) � � y como tenemos r = f �Pi qigi 2 I, se verificaexp(r) 2 Exp(I) = A + Nn = [i�i, lo que es una contradicción. �
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Si I es un ideal izquierda de R, una base de Groebner de I es un conjunto
finito de elementos no nulos G = fg1; : : : ; gtg � I verificando queExp(I) = fexp(g1); : : : ; exp(gt)g+ Nn :
(2.4) Corolario.

(1) Cada ideal izquierda no nulo de R tiene una base de Groebner;

(2) Toda base de Groebner de un ideal izquierda no nulo es un sistema
de generadores.

(2.5) Proposición.
Si I es un ideal izquierda no nulo de R, y G , G 0 son dos bases de Groebner
de I, entonces para cada 0 6= f 2 R se verifica r(f ; G ) = r(f ; G 0).
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que al aplicar el algoritmo de la división
para G y G 0 obtenemos dos expresiones:

f =X
i

qigi + r =X
j

q0jg 0j + g 0;
respectivamente. Si r 6= r0, como r � r0 2 I, tenemosexp(r � r0) 2 Exp(I) = [i�i = [i(�0)i:
Pero exp(r � r0) 2 N (r � r0) � N (r) [ N (r0) � � = �0;
lo que es una contradicción. �
3. Algoritmo de Buchberger.

Se trata ahora de caracterizar y construir bases de Groebner para ideales
a la izquierda de R.

(3.1) Proposición.
Sea I un ideal izquierda no nulo de R y G una familia finita de elementos
de I. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de I;

(b) Para cada 0 6= f 2 I se tiene r(f ; G ) = 0.[13. �Algebras cuadr�aticas] 35
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DEMOSTRACIÓN. (a))(b). Si r(f ; G ) 6= 0, entonces exp(r(f ; G )) 2 Exp(I)\� = ?, lo que es una contradicción.

(b))(a). Sea 0 6= f 2 I, por el algoritmo de la división existen q1, : : : , qt ,
r 2 R tales que:

f =Pi qigi; yexp(gi) +N (qi) � �i:
En consecuencia, exp(qigi) 6= exp(qjgj) si i 6= j, y entonces exp(f ) es el
máximo de los exponentes de los sumandos qigi, luego existe un ı́ndice i
tal que exp(f ) = exp(qigi) 2 �i � exp(gi) + Nn ;
y por tanto exp(f ) 2 fexp(g1); : : : ; exp(gt)g+ Nn . �
Esta caracterización para bases de Groebner no es muy práctica, ya que
habrı́a que probar con todos los elementos del ideal a la izquierda I pa-
ra ver que tenemos una base de Groebner. Se trata entonces de buscar
criterios más prácticos para caracterizar bases de Groebner.

Vamos a introducir en este punto la notación necesaria para su desarro-
llo.

Por hipótesis tenemos que xjxi = qi;jxixj + ri;j cuando i < j, siendo 0 6=
qi;j 2 C . Una regla general de conmutatividad en este contexto se puede
expresar de la siguiente forma; dados xi y x�, se verifican las igualdades
siguientes:

xix
�= xi(x�1

1 � � �x�n
n ) == q1;ix1xix

�1�1
1 x�2

2 � � �x�n
n + monomios con térm. menores� � �= q�1

1;ix�1
1 xix

�2
2 � � �x�n

n + monomios con térm. menores� � �= q�1
1;i � � �q�i�1

i�1;ix�1
1 � � �x�i�1

i�1 x
1+�i
i � � �x�n

n + monomios con térm. menores:
Que por inducción se puede generalizar fácilmente a:

x
�i
i x� = q

�1�i
1;i � � �q�i�1�i

i�1;i x�1
1 � � �x�i�1

i�1 x
�i+�i
i � � �x�n

n + mon. con tér. menores:
Esta expresión final se puede simplificar si consideramos una upla q =(qi;j)i;j, con i < j, y denotamos q(�;�) =Qi<j q

�i�j

i;j .
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Es claro que cuando � = (0; : : : ; �i; : : : ; 0), tenemos el resultado anterior
y un pequeño ejercicio rutinario prueba que se tiene la ley de conmuta-
ción siguiente:

x�x�= q(�;�)x�+� + monomios con términos menores= q(�;�)x�+� + r�;� ;
en donde, para simplificar notación, hemos representado los monomios
con términos menores por r�;� .

Se verifican las relaciones siguientes:

q(�+�0;�+�0) = q(�;�)q(�;�0)q(�0;�)q(�0;�0):
Y como los exponentes pueden ser negativos, utilizando q�1

i;j , tenemos la

relación:

q�(�;�) = q(��;�) = q(�;��):
Desafortunadamente no se verifican relaciones similares para los r�;� .

Después de establecer estas reglas vamos a definir el mı́nimo común múltiplo
de un par de términos. Si x� y x� son dos términos definimosi = maxf�i; �ig; 1 � i � n:
Sea  = (1; : : : ; n) 2 Nn , entonces llamamos a x el mı́nimo común
múltiplo de x� y x� . Tenemos que x es realmente un múltiplo cuando la
parte ri;j es siempre nula, ya que se verifica:

x = q�(�;��)x��x�:
Y el resultado análogo para x� :

x = q�(�;��)x��x� :
Con este bagaje vamos a definir las semisicigias ó s–polinomios. Dados f ,
y f 2 R, con exp(f ) = x� y exp(g) = x� , el s–polinomio definido por f y g
es:

S(f ; g) = q�(�;��)lc(f ) x��f � q�(�;��)lc(g) x��g:[13. �Algebras cuadr�aticas] 37
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(3.2) Lema.
Se considera la expresión

Pt
i=1 cix

�i
fi, en donde: los fi son elementos de

R, ci 2 K y �i 2 Nn , verificando:exp(X
i

cix
�i

fi) < � = exp(x�i

fi); para cada ı́ndice i:
Entonces existen elementos cjk 2 K y gi 2 R tales que:exp(gi) < �i;Pi cix

�i
fi =Pjk cjkx��jk

S(fj; fk); exp(x��jk
S(fj; fk)) < �;

en donde xjk = mcmfxexp(fj); xexp(fk)g.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que exp(fi) = �i, entonces �i + �i = �.
Hacemos el siguiente desarrollo:X

i

cix
�i

fi =X
i

ci lc(fi) x�i
filc(fi) =X

i

ci lc(fi)q(�i;�i)hi;
donde x�i

filc(fi) = q(�i;�i)hi Podemos completar este desarrollo de la siguiente

forma:P
i cix

�i
fi =P

i ci lc(fi)q(�i;�i)hi =
c1 lc(f1)q(�1;�1)(h1 � h2) + (c1 lc(f1)q(�1;�1) + c2 lc(f2)q(�2;�2))(h2 � h3)+� � �+ (c1 lc(f1)q(�1;�1) + � � �+ ct�1 lc(ft�1)q(�t�1;�t�1))(ht�1 � ht)+(c1 lc(f1)q(�1;�1) + � � �+ ct lc(ft)q(�t ;�t ))ht :
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Consideramos ahora el producto x��jk

S(fj; fk). Vamos a desarrollarlo y
ver que tiene como sumando un múltiplo escalar de hj � hk.

x��jk
S(fj; fk) =

x��jk

�
q�(�j;jk��j)lc(fj) xjk��j

fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) xjk��k
fk

� =
q�(�j;jk��j)lc(fj) x��jk

xjk��j
fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) x��jk

xjk��k
fk =

q�(�j;jk��j)lc(fj) q(jk��j;��jk)x���j
fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) q(jk��k;��jk)x���k

fk+
q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j

fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk =

q�(�j;jk��j)+(jk��j;��jk)lc(fj) x���j
fj � q�(�k;jk��k)+(jk��k;��jk)lc(fk) x���k

fk+
q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j

fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk =

q�(�j;jk��j)+(jk��j;��jk) x�j
fjlc(fj) � q�(�k ;jk��k)+(jk��k;��jk) x�k

fklc(fk)+
q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j

fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk =

q�(�j;jk��j)+(jk��j;��jk)+(�j;�j)hj � q�(�k;jk��k)+(jk��k;��jk)+(�j;�j)hk+
q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j

fj � q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk =

q(jk;��jk)(hj � hk) + q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j
fj�

q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk

Entonces tenemos

q�(jk;��jk)x��jk
S(fj; fk)�

q�(jk;��jk)x��jk q�(�j;jk��j)lc(fj) rjk��j;��jk x���j
fj+

q�(jk;��jk)x��jk q�(�k;jk��k)lc(fk) rjk��k;��jk x���k
fk = hj � hk:

Ahora como
P

i ci lc(fi)q(�i;�i) = 0, tenemos:P
cix

�i
fi =

c1 lc(f1)q(�1;�1)q�(12;��12)x��12
S(f1; f2)++(c1 lc(f1)q(�1;�1) + c2 lc(f2)q(�2;�2))q�(23;��23)x��23

S(f2; f3) + � � �� � �+ (c1 lc(f1)q(�1;�1) + � � �+ ct�1 lc(ft�1)q(�t�1;�t�1))
q�(t�1;t;��t�1;t)x��t�1;t

S(ft�1; ft) + monomios con térm. menores:[13. �Algebras cuadr�aticas] 39
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Y tenemos la primera parte del enunciado. Para la segunda parte tene-
mos en cuenta que cada hi es un polinomio mónico con exp(hi) = �,
entonces exp(hi � hj) < � y tenemos el resultado. �
(3.3) Teorema. (Buchberger)
Sea I un ideal izquierda no nulo del anillo R y G un sistema finito de
generadores de I. Son equivalentes los siguientes enunciados:

(a) G es una base de Groebner de I;

(b) Para un orden fijado de G y para cada i 6= j se tiene R(S(gi; gj); G ) =
0.

DEMOSTRACIÓN. (a))(b). Es evidente.

(b))(a). Sea 0 6= f 2 I, entonces f =P qigi y tenemosexp(f ) � maxfexp(qigi): i = 1; : : : ; tg:
Vamos a ver que podemos alcanzar la igualdad. Llamamos:� = maxfexp(qigi): i = 1; : : : ; tg;�i = exp(qigi):
Si exp(f ) < �, descomponemos f en la siguiente forma:

f =Pi qigi ==P�i=� qigi +P�i<� qigi ==P�i=� lm(qi)gi +P�i=�(qi � lm(qi))gi +P�i<� qigi:
las dos últimas sumas son “despreciables”, ya que su exponente es menor
que �. Vamos a cambiar

P�i=� lm(qi)gi mediante otra expresión. Usando
el Lema (3.2) tenemos:X�i=� lm(qi)gi =X cjkx��jk

S(gj; gk) + monomios con términos menores;
con exp(x��jk

S(gj; gk)) < �. Los restos de la división de S(gj; gk) por g1,: : : , gt son cero, entonces resulta:

S(gj; gk) =X qjkigi; con qjki 2 R;
y por el algoritmo de la división tenemos:exp(qjkigi) � exp(S(gj; gk)):
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Encontramos pues una expresión del siguiente tipo:

f =X
i

q0igi; con exp(q0gi) < �:
Repitiendo el proceso tantas veces como sea necesario, llegamos a una
expresión

f =X
i

qigi;
en donde exp(f ) = maxfexp(qigi): i = 1; : : : ; tg, y como consecuenciaexp(f ) = exp(qigi) para algún ı́ndice i, esto es:exp(f ) = exp(qigi) = exp(qi) + exp(gi) 2 fexp(g1); : : : ; exp(gtg+ Nn

y G es una base de Groebner. �
Vamos ahora a buscar un mecanismo que nos permita construir una ba-
se de Groebner de un ideal a la izquierda I.

(3.4) Teorema. (Algoritmo de Buchberger)
Sea I un ideal izquierda no nulo de R con sistema de generadores ff1; : : : ; ftg.
Es posible construir una base de Groebner de I siguiendo los siguientes
pasos:

(1) Se define G 0 = ff1; : : : ; ftg;

(2) Se define G n+1 = [fr(S(f ; g); G n) 6= 0: f ; g 2 G ng.

Entonces cuando G i = G i+1 , tenemos que G i es una base de Groebner
de I.

DEMOSTRACIÓN. Dado G 0 = fg1; : : : ; gtg, si r(S(f ; g); G 0) = 0 para cada
par f ; g 2 G 0 , entonces tenemos una base de Groebner. Si no lo es, exis-
ten f ; g 2 G 0 tales que r(S(f ; g); G 0) 6= 0. Llamamos gt+1 = r(S(f ; g); G ).
Tenemos queN (gt+1) � �. Entonces, si definimos:G (1) = fg1; : : : ; gt ; gt+1g;
obtenemos una partición�1; : : : ;�t ;�t+1;�(1);[13. �Algebras cuadr�aticas] 41
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siendo �t+1 [�(1) = �. Si r(f ; G 0) = 0, para f 2 R, entonces r(f ; G (1)) =
0. Y en el caso en que r(S(gi; gj); G 0) = 0, también se tiene r(S(gi; gj); G (1)) =
0.

Si para todo f , g 2 G (1) se verifica r(S(f ; g); G (1)) = 0, entonces tenemos
una base de Groebner. En el caso contrario tenemos un nuevo gt+2 =
r(S(f ; g); G (1)) 6= 0, y definimos G (2) = fg1; : : : ; gt+1; gt+2g, teniendo queN (gt+2) � �(1).
Si en algún momento encontramos una base de Groebner, ya hemos ter-
minado, en caso contrario tendrı́amos una cadena ascendente de siste-
mas de generadores: G 0 � G (1) � � � �
Asociada tenemos una cadena ascendente de monoideales:exp(G 0) + Nn � exp(G (1)) + Nn � � � �
Como consecuencia del Lema de Dickson esta cadena se estabiliza y por
tanto existe un ı́ndice n tal queexp(G (n)) + Nn = exp(G (n+1)) + Nn ;
tenemos entoncesexp(gt+n+1) 2 exp(G (n)) + Nn = Nn n�(n);
pero exp(gt+n+1) 2 �(n), lo que es una contradicción. �
4. Bases de Groebner reducidas.

En el proceso anterior obtenemos un sistema de generadores que es una
base de Groebner, y que tiene, posiblemente, demasiados elementos. Va-
mos a optimizar el proceso de obtención de una base de Groebner.

(4.1) Lema.
Sea I un ideal izquierda no nulo de C q [X1; : : : ;Xn] y G = fg1; : : : ; gtg una
base de Groebner de I. Sea f 2 G un polinomio que verifica:exp(f ) 2 fexp(g): f 6= g 2 G g + Nn ;
entonces G n ff g es una base de Groebner de I.
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Una base de Groebner G de un ideal izquierda no nulo I de R se llama
minimal si verifica:

(i) lc(f ) = 1 para cada f 2 G ;

(ii) exp(f ) =2 fexp(g): f 6= g 2 G g + Nn para cada f 2 G .

Simplemente eliminando los elementos que sobran tenemos la siguiente
Proposición.

(4.2) Proposición.
Todo ideal izquierda no nulo I de R tiene una base de Groebner minimal.

Un ideal puede tener bases de Groebner minimales distintas. Para buscar
la unicidad vamos a introducir las bases de Groebner reducidas. Una
base de Groebner G de un ideal izquierda no nulo I se llama reducida si
verifica:

(i) lc(f ) = 1 para cada f 2 G ;

(ii) N (f ) \ (fexp(g): f 6= g 2 G g + Nn) = ?.

Es claro que toda base de Groebner reducida de un ideal izquierda no
nulo I es una base de Groebner minimal.

(4.3) Teorema.
Cada ideal izquierda no nulo tiene una única base de Groebner reducida.

DEMOSTRACIÓN. Si G es una base de Groebner minimal, un elemento
f 2 G se llama reducido siN (f ) \ (fexp(g): f 6= g 2 G g + Nn) = ?:
Si f 2 G es reducido, entonces es reducido en cualquier base de Groebner
minimal G 0 que lo contenga y que verifique:fexp(g): g 2 G g = fexp(g): g 2 G 0g:
Definimos para cada f 2 G los siguientes elementos:

f 0 = R(f ; G n ff g);G 0 = (G n ff g) [ ff 0g:[13. �Algebras cuadr�aticas] 43
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de las relaciones:

f =P qgg + R(f ; G n ff g) =P qgg + f 0exp(f ) = maxffexp(qgg): g 2 G n ff gg [ fexp(f 0)gg;
y por ser todos los exponentes distintos, se tiene que existe g 2 G nff g tal
que exp(f ) = exp(qgg), lo que es una contradicción con el hecho de serG una base de Groebner minimal. Tenemos entonces que G 0 es una base
de Groebner y que f 0 es reducido. Aplicando este proceso a cada uno de
los elementos obtenemos una base de Groebner reducida.

Para ver la unicidad, si G y G 0 son dos bases de Groebner reducidas, se
verifica: Exp(I) = exp(G ) + Nn = exp(G 0) + Nn :
Dado f 2 G tenemos las relaciones siguientes:exp(f ) = exp(g 0) + ; g 0 2 G 0 ;  2 Nn ;exp(g 0) = exp(g) + 0; g 2 G ; 0 2 Nn ;
de donde se deduce que exp(f ) = exp(g) +  + 0, y por ser G minimal
tenemos  = 0 = 0. Entonces exp(f ) = exp(g 0) y como consecuencia
tenemos la igualdad: exp(G ) = exp(G 0):
Dado ahora f 2 G , existe g 0 2 G 0 tal que exp(f ) = exp(g 0). Entonces f � g 0
tiene todos sus términos menores que exp(f ). Como f � g 0 2 I tenemos
R(f �g 0; G ) = 0. Como G y G 0 son reducidas y exp(G ) = exp(G 0), tenemosN (f � g 0) � � = Nn n Exp(I);
Para probar esta inclusión consideramos el siguiente desarrollo:N (f � g 0) \ (exp(G ) + Nn) =N (f � g 0) \ ([fexp(L) + Nn : L 2 G g) =[fN (f � g 0) \ (exp(L) + Nn): L 2 G g =[fN (f � g 0) \ (exp(L) + Nn): f 6= L 2 G g =N (f � g 0) \ (fexp(L): f 6= L 2 G g + Nn) �(N (f ) \ (fexp(L): f 6= L 2 G g + Nn))[N (g 0) \ (fexp(L): g 0 6= L 2 G 0g+ Nn)) = ?
Entonces R(f � g 0; G ) = f � g 0, de donde f = g 0. �
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Capı́tulo 5

Aplicaciones.

Vamos a dedicar este Capı́tulo a las aplicaciones de la teorı́a de bases
de Groebner hasta ahora desarrollada. En primer lugar estudiamos las
aplicaciones clásicas de las bases de Groebner en orden a calcular con
elementos en el anillo R.

La última parte del Capı́tulo la dedicamos al cálculo de la dimensión de
Gelfand–Kirillov en algunos ejemplos de anillos noetherianos.

1. Aplicaciones de las bases de Groebner.

Problema de pertenencia.

(1.1) Problema.
Sea I un ideal izquierda de R con un sistema de generadores ff1; : : : ; frg;
dado f 2 R, nos planteamos el problema de determinar si f 2 I.

Esto se hace como sigue: se calcula una base de Groebner G = fg1; : : : ; gtg
de I; entonces tenemos f 2 I si, y sólo si, r(f ; G ) = 0.

Es posible también obtener una expresión de f como combinación lineal
de los generadores originales f1, : : : , fr . Para ello únicamente hay que te-
ner en cuenta que, por el algoritmo de la división, tenemos una expresión
de la forma:

f = q1g1 + � � �+ qtgt ;[13. �Algebras cuadr�aticas] 45
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y como los gi se obtienen haciendo s–polinomios a partir de los fj, tene-
mos que es posible dar la expresión deseada.

Igualdad de ideales.

(1.2) Problema.
Sean I1 e I2 ideales izquierda de R con sistemas de generadores ff 1

1 ; : : : ; f 1
r1
g

y ff 2
1 ; : : : ; f 2

r2
g, respectivamente. El problema es determinar cuando I1 =

I2. .

Conseguimos bases de Groebner reducidas G 1 y G 2 de I1 e I2, respecti-
vamente. Por la unicidad de las bases de Groebner reducidas, tenemos
I1 = I2 si, y sólo si, G 1 = G 2 .

Representantes canónicos.

(1.3) Problema.
Dado un ideal I de R el problema es dar un criterio, y un método, para
determinar un representante canónico en cada clase del cociente R=I.

En primer lugar, dado I, construimos una base de Groebner G de I. Para
cada f 2 R consideramos el resto r(f ; G ) y es claro que se verifica:

f + I = r(f ; G ) + I:
Además, r(f ; G ) es único verificando la igualdad anterior y N (r(f ; G )) �� = Nn nExp(I), ver Proposición (2.5). Este elemento r(f ; G ) lo llamamos
la forma normal de la clase de f con respecto a G .

El comportamiento de la forma normal es bueno respecto a combina-
ciones K –lineales, ya que si a1, a2 2 K y f1, f2 2 K , entonces se verifica:
r(a1f1 +a2f2; G ) = a1r(f1; G )+a2 r(f2; G ). Es claro que por el algoritmo de
la división tenemos:

fi = qi
1g1 + � � �+ qi

tgt + r(fi; G );
entonces se verifica:

a1f1 + a2f2 =
a1q1

1g1 + � � �+ a1q1
t gt + a1r(f1; G ) + a2q2

1g1 + � � �+ a2q2
t gt + a2r(f2; G ) =(a1q1

1 + a2q2
1)g1 + � � �+ (a1q1

t + a2q2
t )gt + a1r(f1; G ) + a2r(r2; G );
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de donde tenemos el resultado, ya queN (a1r(f1; G ) + a2r(r2; G )) � Nn n Exp(I);
y por tanto r(a1f1 + a2f2; G ) = a1r(f1; G ) + a2r(f2; G ). Tenemos enton-
ces, para cualesquiera f1, f2 2 R, las equivalencias entre los siguientes
enunciados:

f1 + I = f2 + I;
f1 � f2 2 I;
r(f1 � f2; G ) = 0;
r(f1; G ) = r(f2; G ):

Como consecuencia, cada elemento de R=I está unı́vocamente determi-
nado, y determina, un elemento r de K con N (r) � Nn n Exp(I). Para
estos elementos las operaciones en R=I están definidas exactamente por
estos representantes por la regla:

a1(r1 + I) + a2(r2 + I) = (a1r1 + a2r2) + I:
Ideales izquierda cofinitos.

Pasamos ahora a estudiar el caso de ideales cofinitos, esto es, ideales a
la izquierda I de R tales que el cociente R=I es de dimensión finita como
K –espacio vectorial.

K –base del cociente.

(1.4) Problema.
Se trata de dar un método que permita calcular una base del cociente
R=I.

Para cada clase de R=I, considerando una base de Groebner de I, tene-
mos un representante r de la clase f + I tal que N (r) � Nn n Exp(I). De
aquı́ resulta que r se puede escribir en la forma

r =X� c�x�;
con � =2 fexp(g): g 2 G g + Nn = Exp(I) y c� 2 K . Tenemos entonces
que fx� : � 2 Nn n Exp(I)g es un sistema de generadores linealmente
independiente de R=I; esto resuelve el problema.[13. �Algebras cuadr�aticas] 47
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Como subproducto podemos determinar cuándo un ideal a la izquierda
es cofinito; lo es si, y sólo si, el cardinal del conjunto Nn nExp(I) es finito.
Este resultado lo mejoraremos más adelante al estudiar la dimensión de
Gelfand–Kirillov de los cocientes R=I.

Operaciones en el cociente.

(1.5) Problema.
Dar un criterio que permita calcular las operaciones en el cociente R=I
cuando I es un ideal bilátero (cofinito) de R.

Supuesto que I es un ideal bilátero cofinito, las clases del cociente S =
R=I tienen una K –base finita, y como S es un anillo, tenemos un produc-
to interno en S. Pero S es una K –álgebra finito–dimensional, luego este
producto se puede describir completamente en términos de los produc-
tos de los elementos de una K –base. El cálculo se realiza considerando
una base de Groebner G y calculando los restos de la división por G .

Caracterización de ideales cofinitos.

Ya conocemos que un ideal a la izquierda I de R es cofinito si, y sólo si,Nn n Exp(I) es finito. Vamos a buscar una caracterización más sencilla.

(1.6) Proposición.
Sea I un ideal a la izquierda de R con base de Groebner reducida G . Son
equivalentes los siguientes enunciados:

(a) I es cofinito;

(b) Para cada indeterminada xi existen gj 2 G y �i 2 N tales que lm(gj) =
x
�i
i .

DEMOSTRACIÓN. (a))(b). Como I es cofinito, dado xi existe �i 2 N tal
que x

�i
i es el término ĺıder de un polinomio en I, entonces (0; : : : ; �i; : : : ; 0) 2Exp(I) = exp(G ) + Nn . Llamemos �j = exp(gj) para cada gj 2 G . Existen

j 2 f1; : : : ; tg y  2 Nn tales que(0; : : : ; �i; : : : ; 0) = �j + ;
entonces �j

h = 0 = h si h 6= i. Luego exp(gj) = (0 : : : ; �i; : : : ; 0) para
algún �i 2 N , esto es, lm(gj) = xm

i para algún m 2 N .
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(b))(a). Consideramos � 2 Nn nExp(I). Por hipótesis, para cada xi existe
gj tal que lt(gj) = x

�i
i . Si �i � �i, entonces tenemos una expresión del

siguiente tipo:� = (0; : : : ; �i; : : : ; 0) + (�1; : : : ; �i � �i; : : : ; �n) 2 exp(gj) + Nn � Exp(I);
lo que es una contradicción, y por tanto necesariamente �i < �i, para
cada ı́ndice i. En consecuencia existe un número finito de elementos� 2 Nn n Exp(I) y por tanto I es cofinito. �
2. Dimensión de Gelfand–Kirillov.

Vamos a aplicar la teorı́a de bases de Groebner al cálculo de la dimen-
sión de Gelfand–Kirillov de un cociente R=I del anillo R por un ideal a la
izquierda I.

Para referencias sobre la dimensión de Gelfand–Kirillov y la función de
Hilbert se puede consultar el libro de McConnell y Robson [17].

Ya que I es un ideal a la izquierda de R y R es una K –álgebra triangu-
lar verificando la condición de PBW; tenemos, siguiendo la notación de
las secciones precedentes, un sistema de generadores de R formado por
x1, : : : , xn, entonces x1 + I, : : : , xn + I es un sistema de generadores
de R=I. Si llamamos W al subespacio de R generado por los x1, : : : ,
xn, y definimos por recurrencia W m+1 = WW m, para cada m 2 N y
W 0 = f1g. Podemos definir por recurrencia la función de Hilbert HI

de R=I; HI(m) = dimK (W m + I=I), para cada m 2 N . La dimensión de
Gelfand–Kirillov es la medida del crecimiento de la función de Hilbert,
esto es: GKdim(R=I) = inffr: HI(m) � mr; para m >> 0g:
si el crecimiento de HI es polinomial e infinito en caso contrario. La de-
finición de dimensión de Gelfand–Kirillov es independiente del subes-
pacio generador que se considere, no ası́ la definición de la función de
Hilbert.

Por ser R una K –álgebra triangular verificando la condición de PBW y por
estar considerando en Nn un orden graduado, el lexicográfico graduado,
se obtiene fácilmente la siguiente Proposición.

(2.1) Proposición.
Para cada f 2 R son equivalentes los siguientes resultados:[13. �Algebras cuadr�aticas] 49
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(a) f 2 W m;

(b) gr(f ) � m.

Como una aplicación directa del problema de determinar la dimensión
de un cociente para un ideal cofinito obtenemos también de forma in-
mediata el siguiente resultado:

(2.2) Proposición.
Con las notaciones anteriores se obtiene:

(1) dimK (W m) = Cardf� 2 Nn : Pi �i � mg;

(2) dimK (W m) = Cardf� 2 Nn n Exp(I): Pi �i � mg;

Como consecuencia, para al cálculo de la dimensión de Gelfand–Kirillov
de un cociente R=I basta analizar, según la proposición anterior, los car-
dinales de los subconjuntos de Nn . En este punto conviene destacar que
podrı́amos, sin ninguna restricción abordar el problema del cálculo de la
dimensión para un cociente K [X1; : : : ;Xn]=J del anillo de polinomios en
indeterminadas conmutativas. Obtenemos en este caso que la dimen-
sión de Gelfand–Kirillov de K [X1; : : : ;Xn]=J se calcula considerando el
sistema de generadores X1, : : : , Xn; llamemos Wc al K –subespacio vec-
torial de K [X1; : : : ;Xn] generado por X1, : : : , Xn, entonces se tiene:dimK (W m

c + J=J) = Cardf� 2 Nn n Exp(J): X
i

�i � mg;
de forma que tenemos un nexo de unión entre la dimensión de Gelfand–
Kirillov de R=I y la de K [X1; : : : ;Xn]=J para un J adecuado.

El proceso a seguir es el siguiente: Dado el ideal I de R definimosExp(I) �Nn , el monoideal asociado. A cada monoideal M de Nn le podemos aso-
ciar un ideal JM de K [X1; : : : ;Xn] definiendo:

JM = fX�: � 2 Mg:
Si definimos J = JExp(I), tenemos entonces el siguiente resultado:

(2.3) Teorema.
Con la notación anterior se verifica:GKdim(R=I) = GKdim(K [X1; : : : ;Xn]=J)
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Como consecuencia, el estudio de la dimensión de Gelfand–Kirillov en
álgebras triangulares verificando la condición de PBW se reduce com-
pletamente al estudio de la dimensión de Gelfand–Kirillov en álgebras
afines conmutativas, esto es, al estudio de la dimensión de Krull.

Como consecuencia podemos calcular la dimensión de Gelfand–Kirillov
de cualquier R–módulo finitamente generado. Ver [15].

[13. �Algebras cuadr�aticas] 51
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