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1.1

NUMEROS REALES EL CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES

Numeros reales

1

1.1 El conjuntos de los ntimeros reales 3 1.2 Naturales, enteros, racionales
e irracionales 6 1.3 Valor absoluto 7 1.4 El principio de induccién 8
1.5 Intervalos y conjuntos destacados 11 1.6 Ejercicios 12

Existen diferentes formas de formalizar el conjunto de los ntimeros reales aunque se
pueden agrupar en dos variantes: constructivos y axiomaticos. Los primeros son dema-
siado laboriosos para un curso de Calculo y, por este motivo, hemos preferido dejarlos de
lado. En su lugar, hemos asumido que el conjunto de los ntimeros reales es conocido por
el lector y elegimos la definicién axiomética de este conjunto.

El conjuntos de los ntimeros reales

Vamos a definir el conjunto de los ntimeros reales, R, en términos de qué sabemos
hacer con sus elementos. Es dificil que si alguien nos pregunta seamos capaces de dar una
respuesta clara de qué es un niimero pero si somos capaces de decir qué cosas podemos
hacer con ellos.

En el conjunto de los ntimeros reales tenemos definidas varias operaciones. La primera
que todos aprendemos es la suma.

Suma de ntimeros reales

Las suma verifica, entre otras, las siguientes propiedades. Sean a, b y c nimeros reales
cualesquiera.
1) Propiedad asociativa: a+ (b +c) = (a +b) +c.
2) Propiedad conmutativa:a +b =0b +a.
3) Existencia de elemento neutro: a + 0 = a.
4) Existencia de elemento opuesto: a + (—a) = 0.

Estas cuatro propiedades se resumen diciendo que (IR, +) es un grupo abeliano o conmu-
tativo.

Producto de nimeros reales

Ademads de la suma también sabemos multiplicar ntimeros reales. Por el mismo mo-
tivo, se supone que sabemos dividir. Mucho cuidado con esta afirmacién. No estamos
hablando de cémo se dividen ntimeros sino de que, supuesto conocido el producto de
numeros, la divisién es la operacion inversa. Ocurre lo mismo con la suma: no hemos
dicho como se restan ntimeros reales pero, en teoria restar una cantidad es simplemen-
te sumar la cantidad cambiada de signo. Con el producto, dividir por un ntiimero a es
multiplicar por 1/a.



Cota

EL CONJUNTOS DE LOS NUMEROS REALES NUMEROS REALES

Sean g, b y c nmeros reales distintos de cero. Entonces se verifican las siguientes pro-
piedades.
5) Propiedad asociativa: a(bc) = (ab)c.
6) Propiedad conmutativa: ab = ba.
7) Existencia de elemento neutro: al = 1a.
8) Existencia de elemento inverso: a% =1(@#0).

Observacién 1.1. El elemento opuesto en el caso de la suma y el elemento inverso para
el producto son tinicos. En el caso de la suma la notacién es siempre la misma: el opuesto
de a es —a. Para el producto usaremos indistintamente la notacién 1 o a7%.

Una vez que tenemos la suma y el producto, seria conveniente que estas dos operacio-
nes se relacionen de alguna manera:

9) propiedad distributiva: a(b + c) = ab + ac.

Orden

Las propiedades que hemos comentado hasta ahora no determinan de manera tinica el
conjunto de los nameros reales. El conjunto de los ntimero racionales también las verifica
como se puede comprobar facilmente. ;Ctial es la diferencia entre ambos conjuntos? ;Qué
sabemos hacer en R que no podamos hacer en Q? Siempre que se hace esta pregunta en
clase las respuestas suelen ser del tipo: raices cuadradas, logaritmos, senos o cosenos,
etc. Aunque se podria intentar seguir por ahi, ese camino puede tener mds dificultades a
posteriori que el que vamos a elegir.

El orden en el conjunto de los niimeros reales también es algo conocido por el lector.
Lo podemos ver de varias formas: sabemos cuando un ntimero es positivo o somos ca-
paces de decidir cuél de dos nimeros es el mayor. Hagamos un breve resumen de sus
propiedades.

10) Propiedad reflexiva: a < a.

11) Propiedad antisimétrica: sia < by b < a, entonces a = b.

12) Propiedad transitiva: sia < by b < c, entonces a < c.

13) El orden es total: dado a € IR, se cumple que a > 0 0 que a < 0 o, lo que es lo mismo,
dadosa, b € R, se cumple quea <boqueb <a.

Las siguientes propiedades relacionan la suma y el producto con el orden que acaba-
mos de presentar.

14) Sia < b,entoncesa+c <b+c.
15) Sia < by c >0, entonces ac < bc.

El altimo axioma

Tanto R como Q verifican todas las propiedades que hemos expuesto. Necesitamos,
por tanto, alguna propiedad mads para diferenciarlos. Esta dltima propiedad esta muy re-
lacionada con el orden, pero antes de presentarla necesitamos definir algunos conceptos.

Definicién 1.2.
a) Sea A C R, diremos que M € R es una cota superior o mayorante (resp. inferior o
minorante) de A sia < M para cualquier a € A (resp.a > M).
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b) Sea A unsubconjunto de R. Diremos que ay € A es el miximo absoluto (resp. minimo
absoluto) de A si verifica que a < ag (resp. a > ag) para cualquier a € A.

Veamos algunos ejemplos de estos conceptos.

Ejemplo 1.3.

a) El conjunto de los nimeros naturales no es un conjunto acotado. Mds concretamente,
no es un conjunto acotado superiormente pero si estd acotado inferiormente. Como no
estd acotado superiormente no tiene maximo. Si tiene minimo: 1 < n para cualquier
natural n

b) Elconjunto {% i neE IN} estd acotado superior e inferiormente: 0 < 1 < 1 para cualquier
natural n. Tiene méximo: el 1, pero no tiene minimo. El minimo podria ser el cero pero
no pertenece al conjunto.<

A la vista de los ejemplos, la existencia de maximo implica que el conjunto esta acota-
do pero el reciproco no es cierto. Hay conjuntos acotados y que no tienen ni méximo ni
minimo: piensa en el intervalo ]0, 1[. Sin embargo, aunque ni el 0 ni el 1 sean ni méximo
ni minimo, si parece claro que tienen un papel destacado. De alguna forma son los extre-
mos del conjunto, pertenezcan o no a dicho conjunto. El supremo y el infimo van a ser
una forma de reconocer este tipo de puntos.

Definicién 1.4. Sea A un subconjunto acotado superiormente de R. El supremo del
conjunto A, sup(A), es la menor de sus cotas superiores. Andlogamente se define el
infimo de un conjunto acotado inferiormente como la mayor de sus cotas inferiores y
lo notaremos inf(A).

Con esta definicion ya podemos afiadir la tltima propiedad que nos falta para definir
el conjunto de los ntiimeros reales:

Axioma del supremo: todo conjunto acotado superiormente tiene supremo.

Este axioma es equivalente al “axioma del infimo”. Sélo hay que darse cuenta de que
si cambiamos el signo las desigualdades también cambian.

Ejemplo 1.5. Los extremos de un intervalo acotado son el supremo e infimo de dicho
intervalo independientemente de si pertenecen o no al intervalo. En el caso particular
de que alguno de ellos esté en dicho intervalo serdn, ademas maximo o minimo (lo que
corresponda). <

Proposicion 1.6. Sea A un conjunto acotado superiormente y sea x el supremo de A.
a) Six ¢ A, entonces A no tiene maximo.
b) Six € A, entonces A tiene mdximo y, de hecho, x = max(A).

La siguiente proposicion sera ttil en la demostraciéon de algunos resultados posteriores.

Proposiciéon 1.7. Sea A C R un subconjunto acotado superiormente y sea x € R. Entonces

i)a < x, para todoa € A
x =sup(A) & q .
ity dado ¢ >0, da € A tal que x — ¢ < a.

Maiéximo absoluto

Supremo

infimo
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gebraico

Numero tras-
cendente

NATURALES, ENTEROS, RACIONALES E IRRACIONALES NUMEROS REALES

Naturales, enteros, racionales e irracionales

Numeros naturales

El conjunto de los ndmeros naturales, al que denotaremos IN, es
N=1{1,2,3,...}

La inclusién del cero como ntimero natural es una convencién. En algunos textos aparece
como natural y en otros no. Nosotros no lo vamos a incluir para simplificar algunas nota-
ciones. Por ejemplo, para poder hablar de In(n) o de < sin necesidad de estar recordando
constantemente que 7 no puede ser cero.

Numeros enteros

El conjunto de los nimeros enteros, Z, es
Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

La operacién suma en Z es una operacion interna: la suma (y la resta) de enteros es un
entero. No ocurre lo mismo con el producto. El inverso de un nimero entero no nulo es
un nimero racional.

Numeros racionales e irracionales

Los ntimeros racionales son aquellos que se pueden expresar como cociente de un en-
tero y un natural:

Q:{Z: peZ,qe]N}.

Los ntimeros irracionales, R \ Q, son aquellos que no son racionales. Probablemente es-
tds mds acostumbrado a tratar con la representacion decimal de los ntimeros reales. Los
racionales tienen una cantidad finita de decimales o infinita peridédica. Los irracionales,
por tanto, tienen una cantidad infinita de decimales no periédicos.

Observaciéon 1.8. El conjunto de los niimeros irracionales 1o es, ni siquiera, un espacio
vectorial como lo es el conjunto de los ntimeros racionales. El elemento neutro para la
suma o el producto, 0 y 1, no son irracionales. Es muy fécil encontrar ejemplos de que la

suma y el producto de ntiimeros irracionales no es necesariamente un numero irracional:
21 _
= =2.
Dentro de los ntimeros reales podemos distinguir entre ntimeros algebraicos y ntiime-
ros trascendentes. Un ntiimero es algebraico si es solucién de un polinomio con coeficientes

enteros. Por ejemplo, cualquier racional o V2 son nimeros algebraicos. Si no se puede ex-
presar como raiz de un polinomio con coeficientes enteros diremos que es un ntimero
trascendente.

No es facil buscar las raices irracionales de un polinomio, pero si podemos buscar las
posibles raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros.
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Observacién 1.9. Dada la ecuacion a,x"* +a,_1x" ' +...+ax +ag = 0, donde ag, a1,,...,4,
son ntimeros enteros y apa, # 0, sila ecuacion tiene una raiz racional p/q (con p y g primos
entre si), entonces p divide a ag y g divide a a,,.

El conocimiento de las raices racionales nos puede servir para comprobar que un nu-
mero no es racional.

Ejemplo 1.10. Las tinicas posibles raices racionales del polinomio x> —2 = 0 son +1, +2.
Cémo ninguna de ellas es solucién del polinomio, V2 no puede ser un niimero racional.
La otra demostracién usual de que V2 no es un ntimero racional utiliza la descomposicién
en primos de un ntiimero y la reduccién al absurdo: supongamos que V2 fuera racional.
Eso quiere decir que podria escribirse de la forma V2 = g, donde s es una fraccidn irre-
ducible. Si elevamos al cuadrado obtenemos que 29> = p? y, en consecuencia, p?> es un
ntmero par. Pero para que el cuadrado de un niimero sea par, necesariamente dicho na-
mero debe ser par. Luego p = 2a para conveniente a. Sustituyendo, q2 = 2a° y, por tanto, g
también es par. Hemos obtenido una contradiccién: la fraccién p/q no puede ser irredu-
cible y, a la vez, que numerador y denominador sean pares. Por tanto, V2 no puede ser
racional.

Comprueba ttit mismo que con las mismas ideas puedes comprobar que la raiz cuadrada
de un natural es otro natural o un ntimero irracional. <

Representacion decimal

FALTA

Valor absoluto

La distancia entre dos ntimeros reales se mide calculando la diferencia entre el mayor
y el menor de ellos. La funcién que mide la distancia al cero es la funcién valor absoluto.

Definicion 1.11. Se define el valor absoluto de un nimero real x como

X, six >0
|x| = .
—x, six<O0

Proposiciéon 1.12. Dados x,y € R, se verifican las siquientes afirmaciones.
a) |x|20,ylx|=0 & x=0,

b) [x|<y & -y<x<y,

c) |x+y|§|x|+|y,
d) |1xl=|y||<[x-y
e) si|xy|:|x||y|.

4

Para demostrar cualquiera de estas desigualdades o, en general, para trabajar con ex-
presiones en las que intervienen valores absolutos tenemos varias posibilidades. La pri-
mera de ellas es discutir los distintos casos que se pueden presentar. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.13. ;Cuando es cierta la desigualdad [x - 3| <[x—1]?
Lo que vamos a hacer es eliminar el valor absoluto (una funcién definida a trozos) discu-
tiendo todas las posibilidades:

Desigualdad
triangular
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Conjunto
inductivo

Principio de
inducciéon

EL PRINCIPIO DE INDUCCION NUMEROS REALES

a)six<1,|x-3|<[x-1] & —-(x-3)<—-(x—-1) & -3 > -1lo que, claramente,
no es cierto,

b) sil<x<3,[x-3|<[x-1] & —-(x-3)<(x—-1) & 2 <x, ypor dltimo

¢ six>3,|x-3|<|x-1] & (x-3)<(x-1) & -3<-1.

Resumiendo, la desigualdad es cierta si, y s6lo si, x > 2. «

También podemos aprovechar el hecho de que elevar al cuadrado conserva el orden
en los reales positivos: 0 < a < b < a* < b%. Vamos a utilizar esto para demostrar la
desigualdad triangular:

x+y|<ixl+|y| = |[x+y[ <(ix1+]y])]

= x2+y2+2xny2+y2+2|xy|

— xy§|xy

7

lo cual, evidentemente, es cierto. Observa que, de regalo, hemos probado que la igualdad
en la desigualdad triangular es cierta si, y s6lo si, xy = | xy | 0,lo que es lo mismo, sixe y
tienen el mismo signo. Prueba tt a demostrar el resto de afirmaciones de la proposiciéon
anterior.

El principio de induccién

La definicién del conjunto de los ntimeros naturales puede hacerse como la definicién
que hemos dado del conjunto de los ntimeros reales mediante una serie de propiedades
que lo caractericen en lugar de especificar cudles son sus elementos. Si el axioma del
supremo es la propiedad clave que nos ha permitido definir los nimeros reales, en el
caso de los naturales dicha propiedad es la de ser inductivo.

Definicién 1.14. Un subconjunto A de los ntimeros reales diremos que es inductivo
si verifica las siguientes dos propiedades:

a) 1eA,

b) sia € A, entoncesa + 1 € A.

Ejemplo 1.15.
a) R, Q,Z, N, R* son conjuntos inductivos.
b) Ningtn conjunto acotado puede ser un conjunto inductivo.«

Definicién 1.16. El conjunto de los niimeros naturales es el menor conjunto induc-
tivo o, lo que es lo mismo, la interseccién de todos los conjuntos inductivos.

Proposicion 1.17. Sea A un subconjunto de los niimeros reales verificando que
a) A es inductivo,

b) AcNN.

Entonces A = IN.

En otras palabras, para demostrar que un subconjunto del conjunto de los nimeros
naturales, A C IN, es, en realidad, el conjunto de los naturales es suficiente con comprobar
que
a) 1€A, yque
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b) sin € A, entoncesn + 1 € A.

La principal utilidad de este principio es demostrar que una propiedad indicada en el
conjunto de los naturales es cierta. Por ejemplo, la propiedad “todos los ntimeros de la
forma 1> + 5n son divisibles por 6” son en realidad muchas (tantas como naturales) afir-
maciones. No es dificil fijar un natural y comprobar que para ese concreto la propiedad es
cierta. Pero, jcémo podemos hacerlo para todos a la vez? En este tipo de demostraciones,
el principio de induccién nos proporciona una ventaja. Para demostrar que se cumple
para un natural puede suponerse que la propiedad es cierta para el natural anterior (hi-
potesis de induccién). Esto puede ser muy ttil en algunas ocasiones.

Ejemplo 1.18. Demostrar que 1 +3 +5+...+ (2n — 1) = n?, para cualquier n € N.
Lo demostramos usando el método de induccién. Tenemos que comprobar que el con-
junto

A={neN; 1+3+5+...+Q2n-1) =n?

coincide con IN. Para ello es suficiente con demostrar que A es un conjunto inductivo, o

sea, tenemos que comprobar que

a) la propiedad es cierta paran =1,y que

b) sila propiedad es cierta para un nimero natural, también es cierta para el siguiente
ntmero natural.

Vamos alla.

a) Es inmediato comprobar que la propiedad se cumple la propiedad paran = 1.

b) Supongamos que se cumple para un natural fijo m y comprobemos que se cumple para
m+ 1:

14+4345+...+2m-1)+Cm+1)=m?>+Q2m+1) = (m+ 1)~

Por tanto, A = IN y la propiedad se cumple para todos los naturales. <

1.4.1 Una aplicacién del principio de induccién: el binomio de Newton

(Cuantas posibilidades tienes de que aciertes la loteria primitiva? Tienes que escoger 6
ntmeros de entre 47 sin importar el orden. El nimero de combinaciones posibles es (467).

Las combinaciones sin repeticién de n elementos tomados de p en p se definen como
las distintas agrupaciones formadas con p elementos distintos, eligiéndolos de entre los
elementos de que disponemos, considerando una variacién distinta a otra sélo si difieren
en algin elemento, y sin tener en cuenta el orden de colocacién de sus elementos. El
ntimero de combinaciones que se pueden construir de esta forma es

(n) n!

p)  pin-p)

A los numeros de la forma (Z), “n sobre p” se les suele llamar nimeros combinatorios. Ngmeros combi-
Recordemos que el factorial de un ntimero natural 7 es natorios

nt=1-2.3---n

y que 0! = 1.


http://es.wikipedia.org/wiki/Factorial

Binomio
de Newton

Tridngulo de Pas-
cal o de Tartaglia

EL PRINCIPIO DE INDUCCION NUMEROS REALES

Las siguientes propiedades de los nlimeros combinatorios son faciles de comprobar y
nos serdn muy utiles.
a) (y) = () = 1, para cualquier n € IN.
b) () + ()= (”Jl.rl), para cualesquiera i < n naturales.

Proposicion 1.19. Dadosa,b € Ryn € N, se cumple que
= (n
+Dh)" = n—lbi
(a+1) ZO ( z-)“

Demostracién. Vamos a probarlo usando el método de induccion. Es claro que la propiedad
es cierta para n = 1. Supongamos que es cierta para un natural fijo n y comprobemos que
se cumple para n + 1:

(a+b)"! = (a + b)(a + b)"
=(a+D) Z (1:) a" iy
_ Z( ) n—itlpi Z( ) 2"ipitl

i=0

gty e e

1=

n+ 1 = (n = o n+1
— + n+1—zb1 + n—1b1+1 + bn+1
( 0 ZZ( “ ; (i)” n+1
n n
— (n +1 a1 4 (” i Z ( . n )Q”H_jbj + (71 + 1) p+1
0 =i\ = j—1 n+1
— n+1 an+1 + - 1’1 +|. n an+1—ibi + n+1 bn+1
0 i [\i i—1 n+1
n
— n+1 an+1 + n + 1 an+1—ibi + n+1 bn+1
0 - i n+1

n+1
§ e
1

i=0

La utilidad del binomio de Newton estriba en que no es necesario calcular el desarrollo
completo de (x + 3)™ si s6lo nos interesa el coeficiente de x* que, por cierto, es (f)B“.

Los coeficientes del desarrollo de (2 + b)" también se pueden encontrar usando el lla-
mado tridngulo de Pascal (o de Tartaglia). Este consiste en lo siguiente: comenzamos
con un 1, en cada linea nueva afiadimos unos en los extremos y bajo cada par de nimeros
colocamos su suma. El resultado que se obtiene nos da los coeficientes del binomio de
Newton.


http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tri%C3%A1ngulo_de_Pascal&oldid=14532305
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tri%C3%A1ngulo_de_Pascal&oldid=14532305
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Tri%C3%A1ngulo_de_Pascal&oldid=14532305
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W N~ olB

tridngulo de Pascal n° combinatorio (@+b)"
1 ©
1 1 ©® @ a+b
1 2 1 (S) (%) (%) a? + 2ab + b?
1 3 3 1 Q O 6 06 a® + 3a%b + 3ab® + b3

Tabla1.1 Tridngulo de Pascal o Tartaglia

Intervalos y conjuntos destacados

Los conjuntos que van a jugar un papel méas destacado son los intervalos.

Definicién 1.20. Un subconjunto I de R es un intervalo si para cualesquierax, y € I
secumple que [x, y] ={te R: x<t<y}CL

Ya conoces cuéles son los distintos intervalos: abiertos, semiabiertos, cerrados, acotados

O no:

xeR:a<x<

[a,0] =
la,b]= {x€eR: a

<
[a,b[= {xeR:a<x<

<
[a,+c0[= {xeR: a<x

]—o0,b]={xeR: x<b

{
{
{
la,b[= {xeR: a<x
{
{
{
]—o00,b[={xeR: x<b

}
la, +oo[= {x e R: a < x}
}
}

Definicién 1.21. Sea A un subconjunto de IR.

a) Diremos que a € A es un punto interior siexiste ¢ > 0tal que Ja—¢,a+ ¢[C L

b) El interior de A es el conjunto, A = {a € A : a es un punto interior}. Diremos que
el conjunto A es abierto si coincide con su interior.

¢) Diremos que x € R es un punto adherente si para cualquier ¢ > 0 se tiene que

la—¢,a+e[NA £ 0.

d) El cierre o adherencia del conjunto Aes A = {x € R : x es un punto adherente de A}.

Diremos que el conjunto A es cerrado si coincide con su adherencia.
e) Diremos que x € R es un punto de acumulacion de A si para cualquier r positivo
se cumple que

la—r,a+r[n(A\{a}) #0.

Notaremos A’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A.

INTERVALOS Y CONJUNTOS DESTACADOS

Intervalo

Punto interior

Punto adherente

Punto de acumu-
lacién



Punto aislado

Frontera
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f) Diremos que x € R es un punto aislado del conjunto A si existe r > 0 tal que
la—ra+r[NA = {a}.
g) La frontera de A es Fr(A) = A\ A.

Ejemplo 1.22.

a) Los intervalos abiertos, ya sean acotados o no, son conjuntos abiertos. De la misma
forma los intervalos cerrados son conjuntos cerrados.

b) El conjunto de los naturales IN es cerrado y tiene interior vacio al igual que Z. Ademas
todos sus puntos son aislados.

c) El conjunto A = {% S ]N} tiene interior vacio, todos sus puntos son aislados y su

cierre es A U {0}. Mdas concretamente, 0 es un punto de acumulaciéon de A.<

Proposicién 1.23. Sea A un subconjunto de R. Se verifican las siguientes afirmaciones.
1) ACACA,
b) A es abierto si, y solo si, R \ A es cerrado.

Ejercicios

2x—3
x+2

Ejercicio 1.1. Calcular para qué valores de x se verifica que < %
Solucién 1.1. Para quitar denominadores tenemos que multiplicar por x + 2.
a) Six>-2,entoncesx+2>0y &3 <1 = 6x-9<x+2 & x< i
b) Six < -2, entoncesx +2 <0y

2x=3 1 _ 11
> <3 & 6x-9>x+2 < x> %, quenose
verifica.
Resumiendo 22 <1 = —2<x<

3
x+2

1
=

Ejercicio 1.2. Encontrar aquellos valores de x que verifican que:

a)}—c+11—x>0, d) ¥?<x,
b) ¥2-5x+9 > x, e) ¥’ <x,
c) ¥(x—2)(x+3)? <0, f) x> —(a+b)x+ab<0.

Solucién 1.2.

a) 0<%+ﬁ:ﬁ & 0<x(l-x) &= 0<x<l1.

b) > -5x+9>x & x> -6x+9>0 & (x—-3)>>0 & x#3.
0) ¥x-2)(x+32<0 e ¥*(x-2)<0 & 0<x<2.

d) ¥*<x & ¥*-x<0 & x(x-1)<0 & x€[0,1].

e) ¥*<x e x(x-1)(x+1)<0 & ]-00,-1]UJ0,1].

) 0>x>—(@+bx+ab=(x—a)(x—b) & x€]min{a, b}, max{a,b}[.

Ejercicio 1.3. Discutir para qué valores de x se verifica que:
a) x—1]|x+2 =3, Q) x—=1l+x+1 <1,
b) x> —x|>1, d) [x+1| <|x+3|

Solucion 1.3.
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Q) 3=lr-1lr+2 =[x -D(x-2)| & (x-1Ex-2) =43 = x=1(-1+V2I).
b) Vamos a discutir dos casos por separado,
i) Sixe[0,1],1< |x2—x| =x-x?> & x*-x+1<0loqueno ocurre nunca.

ii) Six¢[0,1],1<|x2—x|:x2—x = ¥-x-1>0 = x¢[1_T‘/§,1+2‘/5].

¢) Nunca se verifica la desigualdad.

d) Vamos a usar que, para niimeros positivos, 0 < x < y < x*

<y’

Ix+1|<|x+3] & |x+1P<|x+3]® &= (x+1)? < (x+3)?

= P +2+1<P+6x+9 = -2<ux

Ejercicio 1.4. Resolver las siguientes inecuaciones:
a) [x=5|<[x+1], b) [x-3|<0.

Solucién 1.4.
a) Vamos a discutir las diferentes posibilidades.
i) Six < -1, la desigualdad se traduce en —(x + 5) < —(x + 1) lo que no se cumple
nunca.

ii) Si—1 <x <5,tenemosque ~x+5<x-1 & x> 2.

iii) Six > 5, la desigualdad x —5 < x + 1 es cierta.

Resumiendo, |[x = 5| < |x+1| & x> 2.
b) Nunca. El valor absoluto siempre es mayor o igual que cero.

Ejercicio 1.5. ;Para qué valores de x se cumple la desigualdad x> — 3x — 2 < 10 — 2x?
Solucién 1.5. Operando obtenemos que
X -3x-2<10-2x & x¥*-x-12<0 & (x—-4)(x+3)<0,

con lo que la desigualdad se cumple cuando los dos factores tienen signos distintos, esto
es, cuando x €] — 3,4].

Ejercicio 1.6. Calcular, si existen, el supremo, infimo, méximo y minimo de los siguien-
tes conjuntos

a) A=[0,1]1U]2,3[,

b) A={2n: neN},

Q) A={xelR: |x2+2x+1|<%},
d) A =[0,+o0o[NQ.

Solucién 1.6.

a) min(A) = inf(A) = 0, sup(A) = 3, no tiene maximo.
b) min(A) = inf(A) = 2, no tiene supremo ni maximo.
c) Si quitamos el valor absoluto

1

2 L L 2 L 2
X +2x+1|< — <x+2x+1< =
2 2 2 5 3

X +2x+z>0
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La segunda desigualdad se cumple siempre. Para estudiar la primera desigualdad,
calculamos las raices del polinomio:

2—2x/§)(x_2+2\/§)<0 — xe]ﬁ/z?ﬁ[.

1
X2 +2x + 5= (x -
d) inf(A) = min(A) = 0, no tiene supremo ni maximo.

Principio de induccién
Ejercicio 1.7. Demostrar que 1 +1+2+22+23 4+ ... +2" = 2" para cualquier n € N.

Solucién 1.7. Lo demostramos usando el método de induccién. Es inmediato que se
cumple la propiedad para n = 1. Supongamos que se cumple para un natural fijo n y
comprobemos que se cumple para n + 1:

1+20+20 427+ 420 420 ol g ol o 2

PO 1.1.1 1
Ejercicio 1.8. Demostrar que 3 + 3 + g5+ ...+ 57

igual que dos.

< 1 para cualquier natural mayor o

Solucién 1.8. Lo demostramos usando el método de induccién. Es inmediato que se

cumple la propiedad para n = 1. Supongamos que se cumple para un natural fijo n y

comprobemos que se cumple para n + 1:
1 1 1 1 1 1

—t+-+=-+...+ +———(1+1+1+1+ +
2 4 8 ool o2n 2 2 4 8 7

1
2n—1

)s%(1+1):1.

Ejercicio 1.9. Probar que la suma de los cubos de tres niimeros naturales consecutivos
es divisible por 9.

Solucién 1.9. Tenemos que demostrar que n° + (1 + 1)3 + (n + 2)* es divisible por 9 para
cualquier natural n. Es facil comprobar que se cumple para n = 1. Supongamos que es
cierto para un natura fijo n y veamos si es cierto para n + 1:

m+1°2+n+2°+m+3° =mn+1)7>%+n+2)°+ @+ +27n + 27)
=(n® + (n+1)° + (n +2)%) + (9n* + 27n + 27).

Para acabar s6lo hay que recordar que la suma de dos ntiimeros divisibles por 9, es divi-
sible por 9.

n(n+1)

Ejercicio 1.10. Demostrar por induccién que 1+2 +3 +... +n = =5—, para cualquier

n € IN.

Solucién 1.10. Paran = 1 la igualdad es inmediata. Supongamos que se cumple para
un natural n y veamos que también es cierta para n + 1:

n(n +1) n2+n+3n+2_(n+1)(n+2)

1+2+3+...+n+n+1)= > +(n+1)= > >
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Ejercicio 1.11. Demostrar que 12 +22+ 3% +... +n? = %(Znﬂ), para cualquier n € IN.

Solucién 1.11. Paran = 1 la igualdad es inmediata. Supongamos que se cumple para
un natural n y veamos que también es cierta para n + 1:

1N@2n+1 +1)n+2)(n+3
12+22+32+...+nz+(n+1)2:n(n+ )6(n+ )+(n+1)2:(n )(n6 Jn+3)
Ejercicio 1.12. Demostrar que 13+23+33+...+n3zw, paran € IN.

Solucién 1.12. Similar al Ejercicio 1.11.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 1.1. Demostrar por induccién que todos los ntimeros de la forma 7% + 51 son
divisibles por 6.

Ejercicio 1.2. Demostrar por induccién que todos los ntimeros de la forma 3%" — 1 son
divisibles por 8.

Ejercicio 1.3. Pruébese que para todo natural n > 2 se verifica que 3 no divide an®>—n+1.
Ejercicio 1.4. Pruébese que para todo natural n > 2 se verifica que: 5 divide a n° — 1.

Ejercicio 1.5. Demostrar que (1 +x)" >1+nx,Vne€IN,n > 1. parax € R\ {0}, x > -1.

1
i+l

Ejercicio 1.6. Demostrar que x"*! + > x" + L para cualquier natural n y cualquier
] q i P

real x positivo distinto de uno.

Ejercicio 1.7. Probar quesix € R\ {1}, entonces se verifica que

) 3 xn+1_1
+x°+ ... +x"=——, VneN.

1+x+
X+Xx 1

Ejercicio 1.8. Demostrar que, dado un natural n, y/n es natural o irracional.

Ejercicio 1.9. Demostrar que V2 + V3 es irracional.



—16—



NUMEROS COMPLEJOS INTRODUCCION

Niumeros complejos

2
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2.1 Introduccién

Los nameros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de
polémicas y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente
evidencia de su utilidad, acabaron por ser aceptados, aunque no fueron bien compren-
didos hasta épocas recientes. Nada hay de extrafio en ello si pensamos que los ntiimeros
negativos no fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVIL.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de Car-
dano (1501-1576) y Bombelli (1526-1572) relacionados con el célculo de las raices de la
ctibica o ecuacioén de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmé que “cier-
tas ecuaciones algebraicas sélo tienen solucién en nuestra imaginacién” y acufié el califi-
cativo imaginarias para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo XVIII los
ndmeros complejos o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con frecuen-
cia, cuando la solucién de un problema resulta ser un ntimero complejo esto se interpreta
como que el problema no tiene solucién.

Las razones de todo esto son claras. Asi como los ntimeros reales responden al pro-
blema cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los ntiimeros
complejos. Mientras los matematicos necesitaron interpretar en términos fisicos sus ob-
jetos de estudio, no se avanz6 mucho en la comprensién de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con niimeros complejos se debi6é a que ellos no
se preocuparon de la naturaleza de los mismos; no se preguntaron ;qué es un nimero
complejo?, sino que se dijeron jpara qué sirven?, ;qué puede hacerse con ellos? Es Gauss
quien definitivamente concede a los ntimeros complejos un lugar privilegiado dentro de
las matematicas al probar en 1799 el conocido como Teorema Fundamental del dlgebra que
afirma que toda ecuacién polinémica de grado n con coeficientes complejos tiene, si cada
raiz se cuenta tantas veces como su orden, n raices que también son niimeros complejos.
Algunas de sus implicaciones las podemos comentar directamente. Fijate en cada una de
las ecuaciones:

x+3=0, 2x+3=0, x*=-2=0, xX2+2x+2=0,

cuyas soluciones x = =3, x = 3/2,x = £12 y x = 1+itienen sentido cuando x es, respecti-
vamente, un ntimero entero, racional, real o complejo. Podria ocurrir que este proceso de
ampliaciéon del campo numérico continuara. ;Qué ocurrird si ahora consideramos ecua-
ciones polinémicas con coeficientes complejos? Por ejemplo:

X+ (1 -t +(1/5-iV2)x® - 8x+3-i/V3=0.
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¢Coémo serdn sus soluciones? ; Apareceran también nuevos tipos de nimeros? El teorema
fundamental del dlgebra nos dice que esa ecuacién tiene soluciones que también son na-
meros complejos y, por tanto, que no aparecerdn ya por este procedimiento nuevos tipos
de ntiimeros.

El término, hoy usado de “niimeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo po-
pular la letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporddicamente. En 1806 Argand
interpreta los ntimeros complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es conside-
rada como el nacimiento de la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica
en dicho afio la Memoria sobre la Integracion Compleja que Cauchy habia escrito ya en
1814.

En estas notas vamos a dar solamente unos breves conceptos de distintas formas de
expresar los nimeros complejos y cémo se trabaja con ellos. Pero antes de empezar una
advertencia: aunque histéricamente (y vulgarmente) se llama i a la raiz cuadrada de -1
esta expresion no es totalmente cierta. Si asi fuera obtendriamos la siguiente cadena de
igualdades que no es posible,...;verdad?

1=VI=+/(-)(-1) = V-1V-1=ii=*= -1.

Suma de ntimeros complejos

Recordemos que para dotar a un conjunto, en este caso
R X IR, de estructura de cuerpo se necesita una suma y
un producto que verifiquen ciertas propiedades. La su-
ma no es nada nuevo, es la suma de R? como espacio
vectorial, es decir, si (4, b), (c, d) son dos elementos de R?,
definimos su suma como

(a,b)+(c,dy=(a+c,b+d).

Es evidente (por otra parte nosotros ya lo sabfamos del
estudio de espacios vectoriales) que esta suma cumple
las propiedades que tiene que cumplir:

1) Asociativa. Figura21l La suma de ndmeros

2) Conmutativa. complejos es la suma usual de vecto-
3) Existencia de neutro ((0, 0)). res en el plano

4) Existencia de inverso (—(a, b) = (—a, —b)).
La representacion gréfica de la suma es conocida. Dos nimeros complejos z =a +iby
w = ¢ + id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 2.1) es z + w.

\

Producto de niimeros complejos

El producto si es nuevo. Dados (a, ), (c,d) € R?, definimos su producto como
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Tampoco es dificil comprobar que este producto es adecuado, en el sentido de que
verifica las propiedades

— 18—
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5) Asociativa,

6) Conmutativa,

7) Existencia de elemento neutro (el neutro para el producto es (1,0), compriebalo).
8) Si (a,b) # (0,0) entonces su inverso es

(a,b)—lz(L b )

a2 + b2’ a2 + b2

Comprueba también que (a, b)(a, b1 =(1,0).

9) Distributiva: (a,b)((c,d) + (e, f)) = (a,b)(c,d) + (a,b)(e, f).

Asi, por ejemplo, % = (2,3) (23—5, %) = (%, 21—5) Pues bien, los nimeros complejos
son justamente el cuerpo (R?,+,). Es decir cada nimero complejo es una pareja (a, b)
donde a y b son ntimeros reales, y la suma y el producto de complejos son los que hemos
descrito antes. A esta forma de representar los nimeros complejos se la suele llamar forma
cartesiana. Esta forma es muy comoda para trabajar con sumas de niimeros complejos pero
no lo es tanto para trabajar con el producto: prueba a calcular (1, —1)*.

En la siguiente definiciéon recogemos toda la informacién anterior.

Definicién 2.1. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y pro-
ducto definidas por

(a,b)+ (c,d)=(@+c,b+4d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Ademads,
(—a,—Db) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) # (0,0) tiene inverso

a =)
a2 + b2’ a2 + b?

(a, b)( ) =(1,0).

Todas estas propiedades se resumen diciendo que (IR?, +, -) (Iéase “el conjunto R? con
las operaciones suma y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbo-
licamente por C y sus elementos se llaman niimeros complejos.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tie-
ne dos estructuras: la algebraica y la de orden. Ambas estructuras estin armoniosamente
relacionadas. Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden
en C, pero no hay ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. En
efecto, si suponemos que < es una relacién de orden en C compatible con su estructura
algebraica, como i # 0 habria de ser 0 < i? = —1 (esto todavia no es contradictorio porque
pudiera ocurrir que la relacién < no respetara el orden de R). Pero también 0 < 1% = 1,
luego 0 <1+ (—1) = 0y eso si que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma que
la suma y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define en C nin-
gun orden. Asi que ya sabes: jmucho cuidado con escribir desigualdades entre ntiimeros

Forma cartesiana
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Forma binémica

Parte real e
imaginaria

FormMA BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO NUMEROS COMPLEJOS

complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre las partes reales o imagi-
narias de ntiimeros complejos, porque tanto la parte real como la parte imaginaria de un
ntimero complejo son nimeros reales.

Forma binémica de un nimero complejo

Dentro de IR?> podemos distinguir el subconjunto formado por los elementos que tie-
nen la segunda componente 0, {(7,0), a € R}. Restringidos la suma y el producto a este
subconjunto tenemos una propiedad curiosa y es que nos seguimos quedando en el sub-
conjunto. Es inmediato observar que

(ﬂl, O) + (HZI O) :(ﬂl + 4, O)/ Vﬂl, ar € R/
(allo)(a21 0) :(ala2/ 0)/ val/ a € R.

Esto hace que el conjunto {(4,0); a € R}, con la suma y el producto definidos antes sea
también un cuerpo, pero este cuerpo se puede identificar con los nimeros reales mediante
la aplicacién

R «— {(a,0); a € R}

a <« (a,0)

De ahora en adelante siempre usaremos esta identificacion; es decir, para nosotros van
a ser indistinguibles el complejo (4, 0) y el nimero real a. Como consecuencia, cualquier
ntimero complejo (a,b) se puede escribir de la forma

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + b(0, 1).

Si ahora llamamos (0,1) = i, obtenemos que el ntiimero complejo z = (a,b) (se le suele
llamar a los ntimeros complejos con letras como z, u, v,...) se puede poner como z = a +ib.
Esto es lo que se llama la forma binémica de un ntimero complejo. Al ntimero real a se le
llama la parte real del complejo y al nimero b se le llama la parte imaginaria. A i también
se le llama la unidad imaginaria. Es claro que i no es ningtin namero real (no es un par con
la segunda componente 0) y cumple una propiedad que nos sera 1til y que, seguramente,
ya conocias

2 =i =(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1,

es decir, el cuadrado de i es —1. Esto nos permite que las férmulas para la suma y el
producto de niimeros complejos, cuando estdn puestos en forma binémica, sean faciles de
recordar, ya que, formalmente, los vamos a sumar y multiplicar como si fueran niimeros
reales y simplemente tendremos en cuenta que i = —1. Nos referimos a lo siguiente: antes
hemos definido la suma de dos nimeros complejos (puestos como pares) de la forma
(a,b) + (c,d) = (a + ¢, b + d). Esta misma operacién, puesta en forma binémica, quedaria
a+ib+c+id =a+c+i(b+d), que es la suma formal de las parejas a + ib y ¢ + id, sacando
al final factor comun el i.
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Para el producto sucede igual. Si multiplicamos dos complejos en bA- _______ 1 bi
forma de pares (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc). Esto puesto en forma / :Z =a+o
binémica seria (a+ib)(c +id) = ac —bd +i(ad + bc). Pero este resultado 2| !
es lo que se obtiene multiplicando formalmente a + ib por c + id y |
tenemos en cuenta que i = —1. ¥ :
(a + ib)(c + id) = ac + ibc + iad + 2bd = ac — bd + i(ad + be). :
—bf--mmeees Nz =q—bi

Figura 2.2 Representa-
ciéon de un numero com-
plejo

Representacion grafica. Conjugado y médulo de un ntimero
complejo

Segtn hemos definido, el niimero complejo a + ib no es mas que el elemento (a, b) del
plano IR? y, en ese sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre  Plano complejo
de eje real, y el eje vertical recibe el nombre de eje imaginario.

Definicién 2.2. Siz =a + ib es un nimero complejo (con a y b reales), entonces el

conjugado de z se define como z = a —iby el médulo o valor absoluto de z, se define Conjugado
como: |z| = Va? + b2. Médulo

Observa que Va? + b? esta definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del nimero
real no negativo a? + b2.

Geométricamente, z es la reflexion de z respecto al eje real, mientras que |z| es la dis-
tancia del punto (a,b) a (0, 0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (a, b) (ver
figura 2.2). La distancia entre dos ntimeros complejos z y w se define como |z — w|.

La representacién gréfica de la suma es conocida. Dos nameros complejos z =a +iby
w = ¢ + id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver Figura 2.1) es z + w.

Proposiciéon 2.3. Sean z, w € C. Entonces

a) z=2z,
b) z+w=z+w,
c) zw=zw.

d) |z = 2z,

e) max{|Re(z)|,|Im(z) |} < |z| < |Re(z)| + |Im(z)|,

P lzwl =zl

Q) lz+w|<|z|+|w]. Desigualdad

., . . . . . . triangular
Demostracion. La comprobacién de estas afirmaciones es inmediata. Por ejemplo, para 8

comprobar que la propiedad f) se verifica, basta observar que |zw |y | z|| w | son niimeros
positivos cuyos cuadrados coinciden, pues
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lzw|? = zwzw = zwzw = zzww = |z [ |w [ :(|z||w|)2.

Para demostrar la tltima afirmacién es suficiente probar que |z + w* < (|z]+|w|)? En
efecto:
lz+wP = z+w)(z+w) = (z+w)(Z+ W) = 2Z + WO + 20 + Zw
= |zP +|w[* + 2Re (z0) < |z + |w|* + 2| Re (z0) |
<lzP+|wlP+2|zw| =z +|wP +2|z||@| = 1z +|w P + 2| z||D|

= (zl+|w)? O

Observacién 2.4. De la demostracién de la dltima afirmacion se deduce que |z + w| =
|z|+|w]si, y s6lo si, Re(zw) = | ZW |, estoes, sizw € IR(J)r ,0lo que eslo mismo zw = p donde
p € Rj. Esta igualdad, puede escribirse de forma equivalente multiplicando por w como
z|w|* = pw, esto es, z = Aw para algtn A € R{ lo que quiere decir que z y w estdn en una
misma semirrecta a partir del origen.
Ejemplo 2.5. La divisién de niimeros complejos es facil teniendo en cuenta que el pro-
ducto de un complejo y su conjugado da como resultado el médulo al cuadrado de dicho
nimero complejo.

1+i 1+i2+i 1+43i

2—i 2-i2+i 5

La divisién o el producto de dos niimeros complejos no es dificil, pero si que puede ser
aburrido calcular (1 +1)'. ;Existe algo como el binomio de Newton para ntimeros reales?
Compruébalo tti mismo. Lo que si es muy facil es su médulo:

10
@+ =11+i=v2 =25«

Forma polar y argumento de un nimero complejo

Hay otras formas de representar los niimeros complejos. Una de ellas es la forma polar.
Supongamos que tenemos un niimero complejo z = a + ib # 0. Este complejo se corres-
ponde con la pareja de ntimeros reales (a, b) que podemos representar en el plano.

A los dos ejes del plano (en este caso se suele llamar el plano complejo) se les denota
por el eje real (donde se representa la primera componente) y el eje imaginario (donde se
representa la segunda).
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A la vista del dibujo esta claro que el nimero z (o el par
(a,b), al fin y al cabo para nosotros son la misma cosa)
queda totalmente determinado por dos magnitudes: la
longitud del vector y su “direccién”. ;Cémo medimos
la direccién? Si normalizamos el nimero complejo z

a b
z=|z| (m + lm) sen (6) éngullo de O radianes

b

Como (IZ_I +1i m) es un vector de médulo uno (pertenece 1

cos(0
ala circunferencia centrada en el origen y de radio uno), ) ©)
se tiene que poder escribir de la forma Figura2.3  Argumento

( a b ): (cos(0), sen(6))

IzI' ]zl
para conveniente 0 € R. En otras palabras, z = |z | (cos(0) + isen(0) ).

Definicién 2.6. Dado z € C, z # 0, hay infinitos nimeros ¢t € R que verifican la Argumento
igualdad z = | z| (cos(t)+i sen(t)) cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de

z. El conjunto de todos los argumentos de un niimero complejo no nulo se representa

por Arg(z).

Arg(z) = {0 € R: z =|z|(cos(0) + isen(0))}

De entre todos los argumentos de un niimero complejo z # 0 hay un tinico argumento
que se encuentra en el intervalo | — 7, ]. A dicho argumento se le llama argumento Argumento prin-
principal de z y se representa por arg(z). cipal

Al namero complejo de médulo p y argumento O se le suele representar pg y las fér-  Forma polar
mulas que hemos visto son la forma de pasar de la forma binémica a la forma polar de
un complejo.

Observacién 2.7.

a) Observa que el argumento principal no es mas que el &ngulo que forma el vector con
la parte positiva del eje real.

b) Si 01y 02 son dos argumentos del mismo ntimero complejo, entonces

cos(61) = cos(67)

01,6, € Arg(z) —
b 8(z) {sen(@l) = sen(67)

} & 01 =0, +2kn paraalgin k € Z.

Dicho de otra manera, si 0 es un argumento de z, podemos obtener el conjunto de todos
argumentos afladiendo multiplos enteros de 27, esto es, Arg(z) = {0 + 2kmt; k € Z}. En
particular,

Arg(z) = {arg(z) + 2km; k € Z}.

Célculo del argumento principal

Para calcular el argumento principal de un ndmero complejo hay varias férmulas, pero
la mds intuitiva es la siguiente: si z = a + ib # 0 su argumento principal 0 es
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arctan(g) , sia >0,

7, sia=0yb>0,
0=1-7%, sia=0yb<0

arctan(f—;)+n sia<0yb>0,

arctan(g)—n sia<0yb<0.

También se puede calcular el argumento de un ntimero complejo mediante la férmula

Im(z) . —
arg(z) = {Zarctan(m), siz¢ R,
I, sizeR™.

Ejemplo 2.8. Si tenemos el complejo z = —2 + 2V3i, entonces su médulo sera |z| =

V4 +12 = V16 = 4, mientras que el argumento se calcula de la siguiente forma. Como la
parte real es negativa y la parte imaginaria es positiva, el argumento es

2n

2\/5 e
0= arctan(—2)+n = arctan(—\/g) + 1= _§ + 1= 3

Asf =2 +24/3i = 4y .<

Para pasar de la forma polar de un complejo a la forma binémica es atin mds facil.
Utilizando las férmulas de la trigonometria se tiene que si z = pg su forma binémica
serd z = p cos(0) + ip sen(0). Realmente la férmula p(cos(0) + isen(0)) se llama la forma o
expresion trigonométrica del complejo z.

Ejemplo 2.9. Elcomplejo5 = escrito en forma binémica es

AN -3n V2 2
5_[31_71 = 5COS(T) + sten(T) = —57 - 157.<

Formula de De Moivre. Interpretacién geométrica del producto
Si tenemos dos ntimeros complejos no nulos
z =|z|(cos(01) +isen(01)), w = |w]|(cos(O,)+ isen(Oy)).

y los multiplicamos, obtenemos que

zw = |z||w]|(cos(B1) + isen(61)) (cos(O) + i sen(O>))
=|zw| (cos(61) cos(B;) — sen(B7) sen(O,) + i(sen(H1) cos(6;) + cos(61) sen(O,)))
=|zw|(cos (61 + 63) + isen (61 + 6)).

Es decir: para multiplicar dos niimeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus
argumentos. Por ejemplo, para calcular (1+ i)*como|1+i| = V2 y arg(1+i) = m/4, se sigue
que (1 +i)* = —4.

Obsérvese que aunque los dos argumentos sean argumentos principales la suma no
tiene por qué ser argumento principal.

Asi pues, el producto de dos niimeros complejos es geométricamente un giro (pues
se suman los argumentos de los niimeros que estamos multiplicando) seguido de una
homotecia (el producto de los médulos de ambos niimeros).
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Figura 2.4 Interpretacion
geométrica del producto

Como consecuencia, es facil demostrar mediante induccién la siguiente férmula que
sera de gran utilidad.

Proposicion 2.10. Si z es un complejo no nulo, 0 es un arqumento de z y n es un niimero
entero, se verifica que z" = | z|" (cos(n6) + i sen(n)), y, en particular, n6 € Arg(z").

Ejemplo 2.11. Aunque ya es conocido, veamos como podemos aplicar la férmula de
De Moivre para calcular cos(2x), con x real. Utilizando que cos(x) + i sen(x) es un nimero
complejo de médulo uno, la férmula de De Moivre nos dice que

cos(2x) + isen(2x) = (cos(x) + i sen(x))?

cos?(x) + (isen(x))? + 2i cos(x) sen(x)

(COSZ(X) - senz(x)) + 2i cos(x) sen(x).

Igualando parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria obtenemos
que

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) y que sen(2x) = 2 cos(x) sen(x).<
Funciones elementales

Raices de un niimero complejo

Aplicando la férmula de De Moivre vamos a obtener las raices n-ésimas de un ntimero
complejo. Para empezar por el caso mds facil vamos a suponer como complejo el nimero
real 1. Vamos a llamar raices n-ésimas de la unidad a aquellos ntimeros complejos z que
verifiquen que z"" = 1. Trabajando con la forma trigonométrica de z = | z| (cos(0) + i sen(0)
y teniendo en cuenta que el médulo de 1 es 1y su argumento principal es 0, obtenemos
que

Z" = |z|" (cos(nB) + isen(nf)) = 1 = 1(cos(0) + i sen(0)),

de donde |z|" = 1y por tanto |z| = 1. Por otra parte igualando los argumentos tenemos
que n0 = 0. Se podria pensar que de aqui se puede obtener tinicamente que 6 = 0 pero eso

Férmula de De
Moivre
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seria si consideraramos solamente argumentos principales. Realmente cualquier multiplo
entero de 27t es un argumento de 1 y entonces lo que obtenemos es que n0 = 2kn parak €

Z.y entonces 0 = 2"7”, para k € Z. Dandole valores a k y numerando las correspondientes

soluciones, obtenemos para los enteros comprendidos entrek =0y k=n-1
2m 4m _2(n-1m

90:0/ 61:_1 82:_1
n n n

n-1

Obviamente hay mds ntimeros enteros pero no es dificil ver que cualquier otro entero
nos da un dngulo que difiere en un multiplo entero de 27t de los que hemos obtenido
y produce, por tanto, el mismo argumento. Concluyendo, las raices n-ésimas de 1 son
n nimeros complejos distintos, z,z1, ..., z,-1 todos con médulo 1 y el argumento (no
necesariamente el principal) de zx es 2"7” parak€{0,1,...,n—1}.
) Ejemplo 2.12. Las raices ctibicas de la unidad son
i los niimeros complejos zg = 1o, z1 = 12?71 yzp = 14Tn. Es

7
v >SS

~ . _ _ 1, :\3 _ 1 _ 3 g
decirzo = 1,21 = —3 +i%,yz2 = =5 — i~ . Silas re-

2 “3\0  presentamos en el plano complejo quedan las tres en

2 ! la circunferencia unidad pero es que ademds forman

un tridngulo equilatero uno de cuyos vértices esta en
el 1.

De igual forma las raices cuartas de la unidad serdn

z0 = 19,21 = 1%771,22 = 1%1 yz3 = 16Tn, es decir zg = 1,

z1 = 1,20 = =1y z3 = —i. En este caso, al igual que an-

-7 tes, todas las raices se distribuyen en la circunferencia

i3 unidad (todas tienen médulo 1) pero ahora seran los

Figura 2.5 Raices quintasdei vértices de un cuadrado, siendo uno de ellos (el que

corresponde a zp) el ntimero 1. <

Esta propiedad puede generalizarse a cualquier natural: dado n € N las raices n-ésimas
delaunidad sonlos vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia

unidad, estando uno de dichos vértices en el punto 1.
Finalmente si lo que queremos es hacer las raices n-ésimas de un niamero complejo,
haciendo pequefias modificaciones en el proceso anterior, obtendremos las raices que se

recogen en el siguiente resultado.

Proposicion 2.13. Sean un niimero natural. Las raices n-ésimas del niimero complejo z vienen

0 + 2k 0 + 2k
Zk=|Z|1/n[COS(¥)+Z’S€n(¥)], k=0,1,2,...,n—-1,

donde O es un argumento de z.

dadas por

Esto también tiene una interpretacién geométrica clara. Las n raices n-ésimas de un
nimero complejo z = |z |y se distribuyen todas en la circunferencia centrada en el origen
y radio /| z| formando los vértices de un poligono regular de n lados, uno de los cuales

estd en el complejo Vm(cos (%) +isen (%))

— 06—
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La funcién exponencial
Definimos la exponencial compleja como

e =exp(z) = eR¢@ (cos(Im(z)) + i sen(Im(z))).

Observa que |e*| = eRe@,

de Euler

Im(z) € Arg(e*). En particular, obtenemos la llamada férmula

e = cos(t) +isen(t)  (t €R)

que establece una relacién entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas.
Haciendo t = 7 tenemos la singular igualdad ¢™+1 = 0 en la que intervienen los nimeros
mas importantes de las matematicas. De la férmula de Euler se deducen facilmente las
llamadas ecuaciones de Euler:
it o it it _ it
cos(t) = % sen(t) = % (t € R).

Se prueba facilmente que e = e*¢” para todos z,w € C. Se deduce que para todo
z€ Cytodok € Z es ¢* = &%, 1o que nos dice que la exponencial compleja es una
funcién periédica con periodo 2mi. Naturalmente, esto supone una gran diferencia con la
exponencial real que es una funcién inyectiva. Observa que la exponencial no se anula
nunca pues |e| = eRe@ > .

Justificacién

¢Por qué hemos definido la funcién exponencial de esta forma? En un principio sélo
tenemos la restricciéon de que su valor coincida con el de la funcién exponencial que ya
conocemos en los nimeros reales. Si queremos que se siga cumpliendo que e*e¥ = e**Y,

podemos avanzar algo. Si z € C, deberia cumplirse que
& = eRe(z)+iIm(z) — eRe(z) ei Im(z).

Por tanto, s6lo nos hace falta definir ¢/ con ¢ real. ; Por que hemos elegido cémo definicién
et = cos(t) +isen(t)? Una posible justificacion es que la definicién esta hecha asi para que
las derivadas vayan bien: si

(eit)' = e’ = i(cos(t) + isen(t)) = —sen(t) + i cos(t),

entonces coincide con

(cos(t) + isen(t))’ = —sen(t) + i cos(t).
El segundo motivo necesita conocer el desarrollo de Taylor de la las funciones exponen-
cial, seno y coseno. En la Seccién 7?7 tienes los detalles.
Logaritmos complejos

El comportamiento periédico de la exponencial compleja se va a traducir, como vamos
a ver enseguida, en que la ecuacién ¢ = z, donde z es un nimero complejo no cero, va a
tener infinitas soluciones w € C. Como

Férmula de Euler

Ecuaciones de
Euler
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wo_ eRe(w) (

e cos(Im(w)) + i sen(Im(w))) .

Para que e” = z es necesario y suficiente que:

a) |eV| = |z|, esto es, eRe®) = |z|, es decir, Re(w) = log|z| (logaritmo natural del nimero
real positivo | z|).

b) Arg(e”) = Arg(z), estoes, Im(w) € Arg(z) y esto se cumple si, y sélo si Im(w) = arg(w)+
2km, conk € Z.

Hemos probado que {w € C : e¥ = z} = {log|z| + i(arg(z) + 2kn), k € Z}. Por tanto,
existen infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacién e = z. Cualquiera de
ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Log(z).
De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

log(z) = log|z| + iarg(z),

para todo z € C*. Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2kn
para algtn entero k.

Observacién 2.14. Es importante que nos demos cuenta de que la igualdad log(zw) =
log(z) + log(w), que es valida para ntimeros reales positivos, no es siempre cierta cierta
para ntiimeros complejos. Por ejemplo:

log(~1 +iV3) = log |—1 + i\/§| +iarg(~1+iV3)
= log(2) + i (arctan(~V3) + 1) = log(2) + i%”
log(-V3 + i) = log |—\/§ + i| +iarg(—V3 + i)
= log(2) + i (arctan(~1/V3) + ) = log(2) + i%“

log ((—1 +iV3)(—V3 + i)) = log(—4i) = log(4) — ig

3n

# log(~1 + iV3) + log(—V3 + i) = log(4) + i >

Lo que si esté claro es que el nimero log(z) + log(w) € Log(zw), es decir, log(z) + log(w)
es un logaritmo de zw pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

Como la funcion z + arg(z) es continua' en C \ IR; y discontinua en R, se deduce que
el logaritmo principal es discontinuo en R y continuo en C \ Rj.

Potencias complejas

Recuerda que dados dos ntimeros realesa > 0y b € R, la potencia de base a y expo-
nente b se define como a? = ¢"1°8@_ Ahora, dados a,b € C, con a # 0, sabemos que hay
infinitos logaritmos de a, todos ellos son de la forma log(a) + i2km, con k € Z. Por ello,

No hemos hablado todavia de funciones continuas, mucho menos de continuidad de funciones complejas,
pero la idea intuitiva de que cuando z se acerca a zp, el argumento principal de z se acerca al argumento
principal de z( sigue siendo vélida.

— 28—
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cualquier ntimero complejo de la forma €"1°8@*2k7) donde k € Z, es una potencia de base
a 'y exponente b. De todas ellas se destaca una:

ab — eblog(u)
y dicho ntimero se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa
que sib =1/ndonde n € N, el nimero

atm =exp (% log(a))
-0, 150

n n

=|z|/" (cos (&(a)) +isen (arg(a)))
n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por {/a. Esta definicién
da lugar a las funciones exponenciales complejas de base 4, z +— a*, definidas por a* =
exp(zlog(a)). También permite definir la funcién potencia compleja de exponente b, z
z¥ como z¥ = exp(blog(z)).

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad a*** = a* + a® pe-
ro las funciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la

propiedad (zw)? = zPw’. Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blog(z) + blog(w))
o, puesto que la funcién exponencial es peridédica de periodo 2mi, cuando se verifique que
blog(zw) = blog(z) + blog(w) + 2kni, paraalgink € Z.

Como caso particular, cuando z y w pertenecen al primer cuadrante la igualdad log(zw) =
log(z)+log(w) es cierta con lo cual lo anterior se cumple para k = 0. Por los mismos motivos
la igualdad (z%)¢ = z% no es cierta en general.

Ejercicios

Ejercicio 2.1. Efectuar las operaciones indicadas:
a) % 2- 31 d) L+
) 254410415
) (2+1 (3—2i)(1+2i)
(1-?

o) (2i- 1)2(1 .+ 1+1)

Soluciéon 2.1.
RS iy D P =2+
b) @+)B=2)(A+2) _ _ 1

(1-i)2

2
o) (2i- 1)2(1i f;) = -1(11 +23i)

Valor principal
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E]erc1c1o 22, Sizi=1-i,zp=-2+4i,yzz3 = V3-2i, calcular las siguientes expresiones:

1
a) 2425 -3 o[22
b) IZZz -3z 0 122 +5 P+ - 2P
Q) (z3—2z3)°

d) |z1z2 + zpz1|

Soluciéon 2.2.

a) 22 +2z1 -3 =-1-4i e) |Z;1+_§2;}|_§
b) 12z, - 3z11* = 170 f) |2+ P+ [z — 22 = 461 + (16 +4V3)?

) (z3 —z3)° = —1024i
d) |z1z2 + 20z1] = 12

Ejercicio 2.3. Calcular el médulo y el argumento de los niimeros complejos:

a) 1 d) —i
b) o 4
) -1
Solucién 2.3.
a) |[1]=1,arg(1) =0. d) |-i| =1, arg(-i) = —7.
b) lil =1, arg(i) = %. £ | =1, arg( L+ 1) = 3
o |-1]=1,arg(-1) = 7. e)’z 12| A\ T ) T
Ejercicio 2.4. Expresa en forma polar los niimeros complejos:
a) 3+3i c) -1
b) -1+ V3i d) -1-+3i
Solucién 2.4.
a) 18%
b) 22
o 1,
d) 2 o
Ejercicio 2.5. Calcula
2) (@)4 (Y Q) (—4+4i)'/3
Va+i) M d) (~160)!/4
b) \2V3 - 2i e) i
Solucién 2.5.
a) Desarrollamos la expresion
a4 .5 4
V3+i) \1-i) \2 2

= (cos (—E) +isen (——))4 i

- 3

- icos(~2) - sen(-21) < 2]

=icos|- 3)= "% "3
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b) Como \/2\/_ 2i = A[2(V3-1) = \/4 COS - +zsen( )) para terminar sélo te-

nemos que calcular las raices de cos ——) + isen (——) Dichas raices son cos (—ﬁ) +

1sen( )ycos(11”)+lsen(1112”)

¢) Las raices de orden cinco de —4 + 4i son

3T 4 2km 3t 4 2km
{\/E[COS([LT) + isen[%” :k=0,1,2, 3,4}.

d) Simplificamos un poco: ¥—16i = 2V—i. Las raices cuartas de —i son

-7 + 2kn —7 +2kn
cos — +isen E— 1 k=0,1,2,3;.

e) Las raices cibicas de —1 son

T+ 2km\ . T+ 2km 1 V3, 1 V3,
{cos( 3 )+zsen( 3 ).k—0,1,2}—{§+71,—1,§—71}_

Ejercicio 2.6. Encuentra todas las soluciones de las ecuaciones:
a) x*-1=0 b) 2x* —3x3 - 7x> - 8x+6=0

Solucién 2.6.
a) x=1,i,-1,-i
b) Es facil comprobar que 1 y 3 son soluciones del polinomio y que

2x4—3x3—7x2—8x+6:O:Z(x—3)(x—%)(x2+2x+2).

ara terminar, las raices de x X son —1 +1i.
Para t 1 de x? +2x +2 1+

Ejercicio 2.7. Resolver las ecuaciones

a) z4—81=0, Q) (z+iP° =1.
b) 20 +1 = V3,

Solucién 2.7.

a) x=23,3i,-3,-3i

b) Las raices sextas de —1 + V3i = 2%77 son

2 4 2km 2% 4 2k
{%[COS(BT] +sen(BTﬂ :k=0,1,...,5%.

c) Se trata de buscar los ntimeros complejos z de forma que z + i sea una raiz ctibica de
la unidad. Vamos a calcular entonces las raices ctibicas de 1 y después despejaremos
z. Como el médulo de 1 es 1 y el argumento es 0, los tres nameros complejos z; que
vamos buscando son
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Z1+i= \S/I(COS(O) +isen(0)) =1,

z +i—\ﬁ(cos(w)+isen(o+2n))—cos(z—n)+isen(2—n)
20T 3 3 ) 3 3
3

+i—,

1
2 2
0+
Z3+i:\3/1(cos 3
2

4n)+isen(0+4n)) = Cos(4—n)+isen(4—n)
3 - 3 3

3

___Z_

1
2

y obtenemos que

z1=1—1, 22:—§+1 5 5 5

) e ()

@ Ejercicio 2.8. Resolver la ecuacién (1 + )z® —2i = 0.

2
1+i

T +2km T +2kn
Cos 3 + sen 3 1 k=0,1,2¢.

5_3

Solucién 2.8. Como (1+1)z>-2i=0 < z*> = 2L =1+, las soluciones son las raices

cabicasde 1 + i
e

(® Ejercicio 2.9. Resolver la ecuacién z° =z
Solucién 2.9.
a) En primer lugar, tomando médulos |z5 | = |z y |Z| = |z|, con lo que |z P =|z|. De

aqui obtenemos que |z| =00z =1.
Si|z| =0, entonces z = 0. Supongamos ahora que |z| = 1 y notemos 0 = arg(z),
2’ =7 & cos(560) + isen(50) = cos(—0) + i sen(—06)

—50-(-0)=2kn, ke Z < 6:%,k€Z.

Por tanto las soluciones son 0 y {cos (’%) + isen ("3—“) t ke Z}. En realidad, lo que he-
mos escrito son las raices sextas de la unidad y es suficiente considerar k = 0,1, 2, 3, 4
y 5.

b) Otra forma posible de resolver la ecuacién es trabajar directamente en lugar de igualar
modulos y argumentos a ambos lados de la igualdad. Concretamente, sabemos que
|zl =0 0|z| = 1. En este segundo caso, se tiene que

5

2=7 & 2°

=7z e z°

=z = =1,
de donde obtenemos que z = 0 0 es una de las raices sextas de la unidad.
Ejercicio 2.10. Expresalos 8 nimeros +1 +7, +V3 +i en la forma re'®.

Solucién 2.10.
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1= —1=¢", i=e"?, —i=e®? V3 xi=2e""% V3 xi=2*0"0

Ejercicio 2.11. Calcula log(z) y Log(z) cuando z es uno de los ntimeros siguientes
i, —i, 8_3, eSi, 4, —5e, 1 +1i.

Solucién 2.11. Sabemos que el logaritmo principal de un nimero complejo z es log(z) =
log |z |+ iarg(z). El conjunto de todos los logaritmos se obtiene directamente cambiando
argumento principal por el conjunto Arg(z). S6lo indicamos el primero.

a) log(i) = log|i| + iarg(i) = i7.

b) log(—i) = log|—i| + iarg(—i) = —i7.

c) log(e™ 3 = log|e -3 | +iarg(e” 3 =

d) log(e™) = 10g|e5Z | +iarg(e’) =1+ 1(5 2).

e) log(4) =log|4|+iarg(4) = log(4).

f) log(—5e) = log|—5e| + i arg(—5e) = log(5e) + im.

g) log(1 +1) =log|1+i| +iarg(l + i) = log(V2) +iZ.

Ejercicio 2.12. Calcula log(3i) + log(-1 + iV3) y log (3i(—1 + 1\/§))

Solucién 2.12.
a) log(3i) = log(3) + iZ y log(—1 + V3i) = log(2) + i%~.
b) log(3i(~1 +iV3)) = log(~3V3 — 3i) = log(6) — i*Z.

En consecuencia, el logaritmo de un producto o es igual a la suma de los logaritmos si
hablamos de logaritmos principales.

Ejercicio 2.13. Calculalog(-1 —1) —log(i) y log(#).
Solucién 2.13.

a) log(- 1—1)—10g =log(V2) - i%f —iz log(V2) - /.

b) log( ) log(~1 + i) = log(V2) — i

Ejercicio 2.14. Calcula (-4)!, i7%, i, 12, 31, ((=i)"), (1 + i)'+

Solucién 2.14.

a) (—4)' = /18- = illog@+im) = o=mtilog) = o= (cos(log(4)) + i sen(log(4))).

b) i3 = ¢ 3ilos() = o3i5) — o

C) it = eilog(i) = ei(i%) = g_g,

d) 121‘ — eZilog(l) — 60 =1.

e) 3177 = e(17710803) = £log(3)(cos(- log(3))+i sen(— log(3))) = 3(cos(— log(3))+i sen(—1og(3))).
f) (_i)i — pllog(-i) — e—z’i% — €§ y, (eg)z’ — ez'%'

g

(1+ )™ =exp (1 + 1) log(1 + i)) = exp ((1 +)(log(V2) + ig))
=exp (log(\/i) - g + z(% + log(\/z)))
—plos(V2-§ (cos (% + log(\/i)) +isen (g + log(\/i)))
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Ejercicio 2.15. Demuestra que
a) cos(3x) = cos®(x) — 3 cos(x) sen?(x), y
b) sen(3x) = 3 cos?(x) sen(x) — sen3(x).

Solucién 2.15. Vamos a resolver los dos apartados al mismo tiempo. Observa que,
usando la férmula de De Moivre, se tiene que

(cos(x) + i sen(x))> = cos(3x) + i sen(3x).
Si desarrollamos el cubo de la izquierda

cos(3x) + isen(3x) = (cos(x) + i sen(x))’

= cos3(x) + i cos?(x) sen(x) — 3 cos(x) sen?(x) — i sen>(x).

Para terminar el ejercicio sélo hace falta igualar parte real con parte real y parte imaginaria
con parte imaginaria.

Ejercicio 2.16. Calcula (1 —i)%/2.
Solucién 2.16. Calculamos el valor principal usando que 1 —i = V2_./4,

1- i)3/2 _ eglog(l—i)
- o3 st )

= ¢2log(V2) (cos (_3@71) + isen (—3%())

=23/ (cos (—%T) + isen (—%))
Ejercicio 2.17. Comprueba que la funcién f(z) = e* transforma el conjunto
z=x+iyeC 0<x, 0<y<m
en el conjunto {w € C; |w| > 1, Im(w) > 0}.
Solucién 2.17. Sabemos que |é*| = eRe@ Por tanto,

|ex+iy|:ex21 = x>0.

Para terminar, Im (ex”V) =e*sen(y) < 0siy € [0, m].

Ejercicios complementarios
Ejercicio 2.1. Calcula las raices de la ecuacién z* + iz = 0.
Ejercicio 2.2. Estudia para qué valores de n € IN se cumple que (1 +9)" = (1 —i)".

Ejercicio 2.3. Representar graficamente el subconjunto de IR? definido por la desigual-
dad

|zl + Re(z) <1, zeC
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SUCESIONES DE NUMEROS REALES DEFINICION Y PROPIEDADES.

Sucesiones de numeros reales
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El concepto de limite es basico en Célculo y, de entre las diversas posibilidades, hemos
elegido que haga su aparicién asociado a sucesiones de ntimeros reales. La idea intuitiva
de sucesion es sencilla: una sucesion es una lista ordenada.

Definicién y propiedades.

Definicién 3.1. Una sucesion de ntimeros reales es una aplicacion del conjunto de Sucesién
los nameros naturales en el conjunto de los ntimeros reales, esto es,
N — R,
n Xy

Llamaremos término general a x, y, usualmente, no mencionaremos la funcién sino s6- Término general
lo la imagen de la funcién. Dicho de otra manera, hablaremos de sucesién con término
general x,, y la notaremos {x,,},eN 0 (X1)neN-

Ejemplo 3.2. Hay dos formas usuales de definir una sucesién: mediante una férmula
general que nos permita obtener todos los términos de la sucesién o, por recurrencia, o sea

obtenemos cada término en funcién de los anteriores. Por ejemplo, la sucesion {ﬁ}neN
eslasucesién 1, 3,5, 7,... Como puedes ver, sabemos todos los términos de la sucesién. El
que ocupa el lugar 53 es 11@. En cambio, la sucesion definida como x; =0, x2 = 1y x40 =
Xn+1+X, conocida como sucesion de Fibonacci estd definida por recurrencia. Para calcular
un término tenemos que conocer previamente el valor de los dos anteriores. No importa.
Puesto que sabemos los dos primeros, podemos calcular el tercero y asi sucesivamente:

0,1,2,3,5,8,13,21,... «

Definicién 3.3. Diremos que la sucesion {x,},eN es convergente si existe x € R Sucesién conver-
verificando que para cada ¢ > 0 existe np € IN tal que |x, — x| < ¢, para cualquier gente
n > ny. En ese caso escribiremos que lim x, = x o {x,} — x.

n—oo

Es facil observar que limy .« X, = x si, y s6lo si, limy, e | x4 — x| = 0.

Ejemplo 3.4.

a) La sucesion constantes son convergentes y su limite es dicha constante.
b) La sucesién {l} es convergente a cero.
mInelN


http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesidochar {243}n%20de%20Fibonacci
http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesidochar {243}n%20de%20Fibonacci
http://es.wikipedia.org/wiki/Sucesidochar {243}n%20de%20Fibonacci
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Figura 3.1 Limite de una sucesién

¢) La sucesién {n},en no es convergente.
d) La sucesion {(—1)"},cn NO es convergente. <

Sucesiones y acotacion

Definicién 3.5. Diremos que la sucesion {x,},en esté acotada superiormente (respec-
tivamente inferiormente) si existe M € R verificando que x, < M para todo n € IN
(respectivamente x,, > M).

Diremos que la sucesion esté acotada si lo estd superior e inferiormente o, lo que es
lo mismo, si existe M € R tal que | x, | < M, para cualquier natural 7.

Proposiciéon 3.6. Toda sucesién convergente estd acotada.

Demostracion. Aplicamos la definicién de convergencia para ¢ = 1. Entonces existe un
natural ng tal que |x, —x| < 1 para n > ng. En particular, el conjunto {x, : n > ng} esta
acotado superiormente por x + 1 e inferiormente por x — 1. El resto de los términos de la
sucesion también esta acotado por ser un conjunto finito. Por tanto, la unién de ambos
estd acotado. O

Observacién 3.7. Elreciproco no es cierto. La sucesion {(—1)"},en estd acotada pero no
es convergente.

Algebra de limites

Proposiciéon 3.8. Sean {x,} e {y,} dos sucesiones convergentes. Entonces
a) lim(x, +y,) = lim x, + lim y,,
Nn—oo n—oo Nn—00

B) 1im (xn - Yn) = (lim xn) . (lim yn),
n—00 n—0o0 1n—>00
. . X lim X
c) si lim y, # 0, se tiene que lim 22
n—oo n—eo 1y limy, 0 Yn
Proposicion 3.9. Sea {x,} una sucesion convergente a cero e {y,} una sucesién acotada. Enton-
ces {x, Y} es convergente a cero.

In (3n4 —2n + 7)
Ejemplo 3.10. Vamos a calcular r}l_r)rolo m@ETon=1)

—36—
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_In@Brn*-2n+7) In (ﬂ4(3 — 5+ %))
lim = lim
n—oo ln(2n2 +2n — 1) n—0 1 (1’12(2 +2_ lz))

In(n*) +In (3 -
= lim

=% In(n?) +In (2 +

-5+ %)
n3
o)
n
2 7
-5+ )
2
n

_ L)
2

Nl»—\ 3

4In(n) +1In(3
= lim
=% 21In(n) + In (2 +

dividimos por In(n) numerador y denominador
= % =2.4

3.1.3 Convergencia y orden

Proposicion 3.11. Sean {x,} e {y,} dos sucesiones convergentes. Supongamos que el conjunto
{n e N: x, <y} es infinito. Entonces lim x, < lim y,,.

n—00 n—00

Proposicion 3.12. Sean {x,}, {y.} y {z,) sucesiones de niimeros reales verificando que Regla del sand-
a) lim x, = hm Zn Y que wich

n—oo
b) x, < yn < zy, para cualquier n natural.
Entonces {y,} es convergente y lim x, = lim y, = lim z,.
n—oo n—o0 n—o00

Ejemplo 3.13. Vamos a calcular el limite

n
lim

2
+ ot .
n—c0 nzv— n2\n n2\n
Acotamos superior e inferiormente:
1 < 1 N 2 U U
n < “ee < n—
n2\n = n2\n  n?\n n2\n = n2\n’

Como nuestra sucesién estd encajada entre dos sucesiones que tienden a cero, se tiene
que

VYn € IN.

1 2 n
lim

4+
n— 0 1’12\/_ 1’12\/% nZ\/ﬁ

=0«

3.2 Sucesiones parciales
Si una sucesién es una “lista” de niimeros, podemos construir una lista nueva esco-

giendo algunos de estos, por ejemplo los que ocupan un lugar par o impar. A este tipo de
sucesiones las llamaremos parciales de la sucesion original.



Sucesién parcial

Cola

3.3

Sucesion
creciente
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Definicién 3.14. Sea {x,} una sucesién de niimeros reales. Diremos que {y,} es una
sucesion parcial de {x,} si existe una aplicacién estrictamente creciente o : N — IN tal
que Y, = Xy(») para cualquier natural .

Ejemplo 3.15.

a) El primer ejemplo de sucesién parcial de una sucesién dada es simple: eliminemos
una cantidad finita de términos al inicio de la sucesion. Por ejemplo, eliminar los tres
primeros términos se consigue con la aplicacion o(n) = n + 3. La sucesion {x,+3}neN €5
lo que se llama una cola de la sucesién {x;},eN.

En general, si p es un nimero natural, las sucesion parcial {x,+,}seN €s una cola de la
sucesion {x,},en. La convergencia de una sucesion y de sus colas es equivalente: la
sucesion converge si, y solo si, lo hacen todas o alguna de sus colas.

b) Quedarnos sélo con los términos que ocupan una posicién par o impar consiste en
considerar las parciales {x2,},eN 0 {X27-1}neN.<

Proposicion 3.16. Sea {x,} una sucesion de niimeros reales convergente. Entonces cualquier
parcial es convergente y con el mismo limite.

Este resultado se suele usar para demostrar que una sucesion no es convergente: si
existe alguna parcial no convergente o existen parciales distintas convergentes a limites
distintos, la sucesién original no es convergente.

Ejemplo 3.17. La sucesion {(—1)"} no es convergente puesto que la parcial de los pares
converge a 1 mientras que la de los impares lo hace a —1. «

Monotonia

La definicién de monotonia para funciones cualesquiera se puede enunciar para suce-
siones.

Definicién 3.18. Una sucesion {x,},eN es creciente si cumple que x, < x4 para
todo natural n. Dicho de otra forma, cuando avanzamos en la lista los términos son
mayores:

YlSm = xngx;«n.

Analogamente, diremos que {x,},en es decrecientesi cumple que x,, > x4 para todo
natural n o, lo que es lo mismo, n <m = x,, > xy,.

Evidentemente no todas las sucesiones son monétonas al igual que no todas las fun-
ciones son monoétonas. Por ejemplo, la sucesion {cos(1)},en no es monétona ni tampoco
lo es la sucesion {(—1)"}.

8§ 19 12 14 .16 ° 18 20

|
—_
T
(e}
NAV
S
(o)}

Figura 3.2 La sucesion {cos(n)},eN no es monétona

38—
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Eso si, de cualquier sucesion siempre podemos elegir términos cada vez mayores o cada
vez menores. En otras palabras, siempre podemos elegir una sucesién parcial monétona.

Proposicion 3.19. Toda sucesion tiene una parcial monétona.

¢Cudl es el interés de las sucesiones monétonas? Son mds faciles de estudiar. Por ejem-
plo, la convergencia de las sucesiones monétonas se reduce al estudio de su acotacion.

Proposicion 3.20. Una sucesion mondtona es convergente si, y solo si, estd acotada. De hecho,
si {Xn}neN es una sucesion creciente y acotada se tiene que

lim x, = sup {x, : n € N}.

n—oo

El hecho de que las sucesiones monétonas y acotadas sean convergentes nos permite
demostrar que una sucesion es convergente sin, teéricamente, conocer su limite.

Ejemplo 3.21. Vamos a estudiar la convergencia de la sucesién
x1=1, xpys1 =Vx,+1, Yn>1.

Para demostrar que esta sucesion es convergente vamos a comprobar que es una sucesion
monoétona y acotada.
a) Observa que x; = V2 > x; = 1. Vamos a demostrar por induccién que la sucesion es
creciente.
i) El primer paso ya lo tenemos dado: x; = V2 > x; = 1.
ii) Si ahora suponemos que X, < X;+1, veamos que X,42 > Xp41:

x”+2 = \/xn+1 + 1 > \/xn + 1 = xn+1.

Luego la sucesién es monétona creciente.
b) Veamos que también estd mayorada, concretamente que x, <2, Vn € IN. De nuevo lo
comprobamos por induccién.
i) Es inmediato paran = 1.
ii) Six, <2, veamos que para x,.1 también se verifica:

Xun =V +1<V2+1=V3<2.

Por tanto, existe x = lim,,,« X, y lo calculamos haciendo uso de la férmula de recurrencia.
Tomando limites

) 1+5

2 =x,+1 = x¥*—-x-1=0 = x=

xn+1 2

Como {x,} es creciente y el primer término es 1, la tnica posibilidad que cabe es que
Y = %5 P

Ejemplo 3.22. Consideremos la sucesion {x,},en definida por recurrencia como x; = —%
y X1 =24 x3 para cualquier natural n. Estudia si {x,},eN es convergente y, caso de que
lo sea, calcula su limite.
a) Sicalculas algunos términos de la sucesion, parece que la sucesion es creciente. Vamos
a comprobarlo por induccién.
11

: __3 _
i) X1 =—5<Xp=—5.

ii) Supongamos que x, < x,41 para un natural 7, entonces



Teorema de
Bolzano-
Weierstrass

3.4
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3 3
3 2 + x;, < 2 +xn+1 _
Xn+l = 3 = 3 = Xn+2

ya que la funcién f(x) = x> es creciente.
Acabamos de demostrar que el conjunto {n € N : x, < x,,41} es inductivo y que, por
tanto, la sucesion es creciente.

b) ;Estd acotada la sucesion? Por ser una sucesion creciente, esta acotada inferiormente.
Sélo nos falta encontrar una cota superior. De hecho, la sucesién serd convergente si,
y s6lo si, estd acotada superiormente. Si la sucesion fuera convergente a un niimero L,
como lim, e X = limy, 0 X441 = L, se tiene que cumplir que 3L =2 + L3. Las solucio-
nes de este polinomio son 1y —2 (compruébalo por ejemplo por el método de Ruffini).
Dado que la sucesion es creciente y su primer término es —3, queda descartado que el
limite sea —2. Vamos a comprobar por induccién que 1 es una cota superior.

i) Esevidente quex; = -3 < 1.
ii) Supongamos que x,, < 1 para un natural 7, entonces

2+x2 241
Xnt+l1 = 3HSTS1.

En resumen, la sucesion es creciente y mayorada y, por lo visto anteriormente, su limite
esl. <«

Uniendo los dos resultados anteriores: toda sucesién acotada tiene una parcial moné-
tona y que, por ser parcial, sigue siendo acotada y, por tanto, convergente.

Teorema 3.23 (teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada tiene una
parcial convergente.

Aunque lo usaremos poco en los ejemplos précticos, este teorema es la clave que permi-
te probar la existencia de médximo y minimo de funciones continuas en intervalos cerrados
y acotados.

Sucesiones divergentes

La sucesion {n},en no es convergente, pero tiene un comportamiento muy particular.
Los términos de esta sucesién toman valores tan grandes como se desee siempre que
dicho términos sean lo suficientemente avazandos. A esto nos solemos referir como que
la sucesion {n},en tiende a +oo.

Definiciéon 3.24.

a) Sea {x,}nen una sucesién de ntiimeros reales. Diremos que {x,},en diverge positi-
vamente o tiende a +oo si para cualquier M € R existe un natural ng tal que x, > M
para cualquier n > n9. En ese caso escribiremos nh_r)?o Xy = +00.

b) De manera similar, diremos que {x,},eN diverge negativamente o que tiende a —oo si
para cualquier K € R existe un natural ny tal que x,, < K para cualquier n > ng. En

ese caso escribiremos lim x, = —oo.
n—-o0
¢) En general, diremos que una sucesion es divergente si diverge positiva o negativa-
mente.
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De la definicién se deduce directamente que
las sucesiones divergentes no estan acotadas:
las sucesiones divergentes positivamente no
estdn acotadas superiormente y las que di- Acotadas
vergen negativamente no estan acotadas in-
feriormente.

/ N\

Sucesiones

Convergentes

Observacién 3.25. Un error muy comun es

decir que una sucesion tiende a +oo si “sus

términos son cada vez mas grandes” o “si hay

términos tan grandes como se quiera”. Com-

pruébalo en los siguientes ejemplos:

a) Lasucesion 1,1,2,4,3,9,..,n,n%,..noes \_ Y,
creciente pero es divergente.

b) Lasucesion1,1,2,1,3,1,...,n,1,.. tiene tér-
minos tan grandes como se quiera pero no
es divergente.

Mondtonas

Figura 3.3 Distintos tipos de sucesiones

Proposicion 3.26. Sean {x,}neN Y {Yn}neN sucesiones de niimeros reales.
a) Si lim x, = +oo y {y,} estd acotada inferiormente, entonces lim x, + y,, = +oo.
n—oo

n—oo
. . 1
b) lim |x,| = +oosi, y sélo si, lim — = 0.
n—oo n—o0 Xy

c) Si lim x,, = +oo y existe un natural ny y un niimero positivo k tal que y, > k para n > ny,
n—oo
entonces limy,,—,co X, Yy = +00.

Ejemplo 3.27. Vamos a probar que

lim x" =

n—-oo

{+oo, six>1,
0, si|x|<1.

Comencemos con el caso x > 1. Vamos a demostrar que la sucesién {x"'}, que claramente
es creciente, no estd acotada. Por reduccién al absurdo, supongamos que si estd acotada.
En ese caso, la sucesién es convergente al supremo de sus elementos por ser creciente.
Notemos L a dicho supremo. Se tiene que x" < L, Vn € IN. En particular,

L
<L, VneN = "< =<1,
X

lo que contradice que L sea el supremo.
Six < 1,entonces 1 > 1y podemos aplicar el apartado anterior para obtener que limy_,o -
+00 y, por tanto, lim; e x"* = 0. <

Criterios de convergencia

El primer criterio que vamos a ver, el criterio de Stolz, permite resolver indeterminacio-
nes de la forma ”%” 0 “Z2”. En cierta manera juega un papel similar a la regla de L'Hoépital

para cocientes de funciones.

Proposicion 3.28. Sean {x,}neN € {Yn}neN dos sucesiones de niimeros reales. Supongamos que
se verifica alguna de las siguientes condiciones:
a) {YnlneN es creciente y diverge positivamente, o bien

=

Criterio de Stolz
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b) lim x, = lim y, = 0 e {yn}new s mondtona.
n—oo

n—oo

Entonces se verifica que:
s Xpel — X . X

a) Si lim =" = [ € R, entonces lim == = L.
n—oo yn+1 — yn n—00 yn
c1. o Xpyl — X . X

b) Si lim =" = 40, entonces lim == = +oo.
n—0 Yy11 — Yy n—o Yy
1. Xn+l — Xn . Xn

¢) Si lim —/——— = —oo, entonces lim — = —oo.
n—oo yl’H—l _— y?’l n—oo ]/n

Veamos un ejemplo de su uso.

Ejemplo 3.29. Vamos a calcular

12422432+ 402
lim .

n—o00 n3

Aplicando el criterio de Stolz, tenemos que estudiar

L P42+ 2+ (n+ D)) - (124224 ) (n +1)2 1
lim = lim ——— = —.
n—o00 (7’1 + 1)3 _ 7’13 o500 37’12 + 31’1 + 1 3
Por tanto, limy,_, e 1%2%3# =1x

Proposicion 3.30.  Sea {x,},eN una sucesion de niimeros reales positivos. Se verifica que:
c 1 Xn+l .
a) Si lim 2= =L € R, entonces lim Jx, = L.

n—oo  Xp, n—00

c 1. X+l .
b) Si lim == = +o0, entonces lim {/x, = +oo.

n—oo Xy n—oo

Ejemplo 3.31. Aplicando el criterio de la raiz, limy—e /7 = 1 ya que lim, 0 2 = 1. «

Proposiciéon 3.32. Sea {x,}neN una sucesion de niimeros reales convergente a uno, y sea
{Yn}new una sucesion cualquiera. Entonces se verifica que:
a) lim y,(x,—1)=Le€R < limx;" = ek,

n—-00 n—oo

b) lim y,(x, —1) = +o0o & lim X" = +00.
Nn—o00

n—oo

c) lim y,(x, —1) = —c0 & lim x" = 0.
Nn—00

Nn—o00
. . 2 343 n+3
Ejemplo 3.33. Calcular lim,_,« (:2+2';+_2) .
2 + 3 n+3 2 + 3
lim [2—2F2 ) — b = limn+3) | 2 1) =L
n—oo\ 112 + 211 — 2 n—00 n?+2n-2

Para terminar, resolvemos el segundo limite

MR +2m—-2 m2+2n—2

(n+3)(=3n+5) _

. n2—n+3 . n-n+3 n?+2n-2
111520(ﬂ+3)(m_1) —1}1_1’)1010(1’14'3)( )

= lim 5
nse 2421 -2

n
Ejemplo 3.34. La sucesion {(1 + %) } es creciente y tiene limite e.
Para comprobar que, en efecto, es creciente vamos a escribir el término n-ésimo utilizando
el binomio de Newton
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nn-1) 1 nn-1)n-2) 1 nn-1)---2-1 1
L TR I 3! BT T

1
n
1\ 1 1 2 3\ 1
SRRty b e () (e [ (R R
...+(1_1)(1_%)(1_5)...(1_”‘1)1,
n n n n /Jnl
Te puedes imaginar cudl es el término siguiente:
1y"*! 1)1 1 2 3 \1
A e Fid UnFrre e | s RS
1 2 3 n—1\1
m+(1_n+1)(1_n+1)(1_n+l)m(1_n+l)a
1 2 n—1 n 1
ceex 1= 1— R 1— )
+( n+1)( n+1) ( n+1)( n+1)(n+1)!
Observa los dos términos que acabamos de escribir. Hay dos diferencias:
a) Este ultimo tiene un sumando mas que el término n-ésimo. Dicho término de mas, el

altimo, es positivo. En realidad, todos los sumandos son positivos.
b) Sinos fijamos en el resto de sumandos y vamos comparando uno a uno

IA

1,

P . l

Uniendo estos dos apartados, obtenemos la desigualdad que estdbamos buscando, esto
n+1

n+l
El calculo del limite es facil utilizando la Proposicion 3.32 (la regla del ntimero e):

es, que (1— %)n < (1— L

) v ) 1
hm(1+—) = = hmn(1+ﬁ—1)=L,

n—o0o n n—00

y este segundo limite es inmediato comprobar que vale uno.
Ejemplo 3.35. Foérmula de Stirling

) n!e”
lim =1

W 2

FALTA «
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3.6.1

E]ERCICIOS SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Ejercicios
Sucesiones

. s e . : 2 n 1
Ejercicio 3.1. Prueba quesi|x| < 1, entonces 7}1_1)1010 I+x+x"+...+x" = T

sz +1— . 2
Solucién 3.1. Sabemosquel+x+x*>+...+x" = x"x_l L (es la suma de una progresién

geométrica) y, usando que lim x" = 0, se obtiene lo pedido.

n—oo

Ejercicio 3.2. Seaa unnumero real positivo y definamos x; = a, x,41 = 73~ paran € N.
n
Probar que la sucesién {x,},en converge a cero.

Solucién 3.2. Usando la definicién de la sucesién, se puede comprobar que
-2 o
T 144’ 1+2a

X1=4a, X2
y que, en general, x,, = ].-F(V?——l)(l’ con lo que es inmediato concluir que limy, . x, = 0.

Ejercicio 3.3. Demostrar que la sucesion x; = 1, x,41 = V3x,, ¥n > 1 es convergente y
calcular su limite.

Solucién 3.3.
a) Veamos por induccién que la sucesion es creciente. Es inmediato comprobar que x; <
x2. Six; < X141 tenemos que comprobar que X417 < Xp42:

Xn+l = V3xn < V3xn+1 = Xn+2.

b) Ademas es una sucesién acotada, ya que por induccién otra vez tenemos que x,, < 3,
¥n € IN. Para n = 1 es inmediato, y si x, < 3, comprobémoslo para x,.1. En efecto,

Xp+1 = V3x, < V3:3=3.

Por tanto, la sucesién es creciente y mayorada, luego existe su limite x, que estard com-
prendido entre 1 < x < 3. Para calcular su valor vamos a tomar limites en la férmula de
recurrencia, esto es x> | =3x, = x> =3x = x(x-3) =0 delo que se deduce que
limy, 00 X = x = 3.

Ejercicio 3.4. Estudiarla convergencia dela sucesién definida comoa; =2y x,41 = xi;r > ,
paran > 1.

Solucién 3.4. Eneste caso se trata de estudiar la convergencia de una sucesién que viene
definida de forma recurrente. Sabemos que si demostramos que la sucesién es monétona
y acotada entonces es convergente (el reciproco no es en general cierto; si es convergente
si que es acotada pero no tiene por qué ser monétona). Veamos si es monétona. Si hay
algtn tipo de monotonia esa monotonia se intuira en los primeros términos. Teniendo en
cuenta que a; = 2 obtenemos quea, = ZZT+5 = % < 2 = a7. Aiunno hemos demostradonada,
bueno hemos demostrado que en caso de ser monétona sera decreciente. Veamos que si

lo es. Razonando por induccién tendremos que demostrar que a; < a1 (eso es justamente
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lo que acabamos de hacer) y que si, para un n € NN, se tiene que x,4; < X, entonces

Xn+2 < Xp41. Bueno, pues supongamos que para un natural n se tiene ciertamente que
2 2 Y tS _ 45 :
Xn+1 < Xy, €Nntonces X, <X, ypor tanto 7 — < #—, es decir x,,42 < x41, que era lo que

queriamos demostrar.

Algunos comentarios: realmente hemos demostrado que la sucesién es estrictamente de-
creciente. No era necesario demostrarlo pero es que es asi. Otro comentario es que el
anterior razonamiento no esta justificado del todo. En un momento hemos dicho que si
Xn+1 < Xp, €ntonces X2 < xﬁ. Esto no es cierto en general pero si los dos ntimeros son

n+1
mayores o iguales a 0 entonces si que lo es. Pero, claramente, es muy facil observar que
2
. . x;+5
xn > 0, para cualquier natural n. Se tiene que a1 = 2 > 0y x,41 = ~%— > 0. Pero el hecho

de que x,, > 0, para todo n € IN ya nos da también la acotaciéon ya que al ser la sucesion
decreciente para demostrar que estd acotada sélo necesitamos demostrar que estd mino-
rada y lo acabamos de hacer ya que hemos demostrado que 0 es una cota inferior de los
términos de la sucesion.

Entonces la sucesién es convergente y todas sus parciales convergen al mismo limite que
ella, al que le vamos a llamar L. Es decir

(xfl+5)_ lim, X5 +5 L[2+5
— = =

L = lim x,41 = lim

n—00 n— o0 6 6 /

y se tiene que el limite L cumple la ecuacién L = L26—+5 = L2 - 6L + 5 = 0 que tiene como
soluciones L = 5y L = 1. Pero como la sucesion es decreciente y el primer término vale 2
la tnica posibilidad para el limite es L = 1.

Ejercicio 3.5. Se define la sucesion {x,} por recurrencia como x; =1, x,1 = V1 + 2x,—1.

. . X,
Calcula lim,, 0 X, y limy 0 T

Solucién 3.5.
a) Vamos a comprobar que la sucesién {x,} es monétona y acotada.
i) Veamos, en primer lugar, que la sucesion {x,} es decreciente. Utilizaremos el prin-
cipio de induccién.
1) Es inmediato comprobar que x; =1 > x, = V3 - 1.
2) Supongamos que X, > X1, entonces

2%, +1>2x,00+1 = V1+2x,—1>+1+2x,41 -1,

0, lo que es lo mismo, x,+1 > Xy42.

ii) Comprobemos que todos los términos son positivos de nuevo por induccién:

1) Es evidente que que x; >0y,

2) six, >0, V1 +2x, >10,lo que es lo mismo, x,,41 > 0.
Resumiendo, {x,} es decreciente y estd acotada inferiormente y, por tanto, es conver-
gente. Sillamamos L al limite, se cumple que L = V1 + 2L — 1 de donde se deduce que
L=0.

b) Para calcular el limite de la sucesion {

y obtenemos

. X Xy V1+2x,+1 1
lim = . = lim = (y1+2x,+1)=1.
no00 Xpe1 AT+ 2%, —1 VI+2x,+1 1noe2 ( o)

- }, multiplicamos y dividimos por V1 + 2x,, +1

X,
Xn+1
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Ejercicio 3.6. Estudia la convergencia de la sucesion definida por recurrencia como
m=1,a,.1 = ﬁ para cualquier natural 7.
n

Solucién 3.6. Al ser una sucesién definida por recurrencia lo usual es intentar demos-
trar que es monotona y acotada para poder concluir que es convergente.

. _ ai 1 _ .
Si calculamos a; = i =3 < 1 = a1, y ahora, si suponemos que, para un natural n, se

verifica que a,41 < 4y, Vamos a intentar demostrar que a,42 < dy41. Se tiene que

An+1 n
20,01 +1  2a,+1

42 < py1

= (2a, + a1 < ap(an+1 +1)
— 28,041 + Ay < 2050541 + ay

= a,41 < ay.

Como antes hemos supuesto que 4,11 < a, se tiene lo que se pretendia. Hay que tener en
cuenta que las operaciones que hemos hecho aqui son posibles si los elementos 24, +1 son
positivos para cualquier natural . Podemos demostrarlo también por induccién.a; =1 >
0y, supuesto que a, > 0 entonces 24, +1 > 0y a,41 = Zaiﬁ > 0, con lo que las operaciones
anteriores son vélidas. Ademds hemos demostrado que la sucesién esta minorada por 0
y por tanto convergente. Si llamamos

n— o0 —00

a L
L=lima, = lima :lim( - ):
T S nrl n 20,41 2L +1
dedonde2l?2+L =L y, por tanto, L = 0.
Hay otras formas de demostrar que la sucesion es convergente. Para ver que es decreciente
otra forma de hacerlo es ver que

a
Apo1 <y = —— <a, & a, <22 +a, < 0<24,
2a, +1
para cualquier natural n. Por supuesto teniendo en cuenta que a, > 0, esto es cierto.

Otra forma de demostrar el decrecimiento es la siguiente, también por induccién. Si

1 1 1 1 1
Ay >0y = — < =5 —+2< +2:>1 >~ ,
n  Ap+l an an+1 = +2 +2
. an An+1
pero operando se obtiene que
1 1 a,
= = = dn+1
149 1+2a, 2a, +1
an ay

y andlogamente a,2 = con lo que la sucesién es decreciente.

_1

147’
ya . an+l 7 . . .

Por altimo hay otra forma, esta mds directa, de demostrar la convergencia. Si calculamos

4 = % y siseguimos a3 = , a4 = ... parece ser que a4, = z, Yn € N. Intentemos

demostrarlo por induccién: claramente a; =1 = 21—1 Supongamos que, para un natural n

se tiene que a, = ﬁ ; entonces

1
An _ 2n—1 _ 1 1

T a1 2.l 41 4l 2u+1)-1'
que era lo que queriamos demostrar. Ahora es claro que (a,) — 0.

_46_
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Ejercicio 3.7. Sea {x,},en la sucesion definida por recurrencia como x; = %y x,41 =
2, 4

X, + 3E-

a) Demuestra que % <Xy < % para cualquier natural .

b) Demuestra que {x,}.eN es decreciente.

¢) Calcula su limite.

Solucién 3.7.
a) Lo demostramos por induccién. Es claro que 1 < x; = 1 < 2. Supongamos que & <
X, < %, entonces

= (4]
T 5 T T Y
NI (4)2 4 4
Tt 5 7\5) T25 75
b) Denuevo comprobamos que la sucesién es decreciente por induccién. En primer lugar,
es evidente que x; = 1 > 14010 = x. Supongamos ahora que x;, > x,41, entonces
- 2+
Xn+2 = I’l+1 + —= 25 = 25 = Xn+1,

ya que la funcién “elevar al cuadrado” conserva el orden en los positivos.
¢) De los dos apartados anteriores se deduce que la sucesién es monétona y acotada vy,
por tanto, convergente. Si L es su limite, debe verificar que

4
L=1%+— L=— Y~ =
+25¢> 5 5,0

Uil W~

Puesto que la sucesion es decreciente, el limite no puede ser % y, se tiene que L =

Ull—=

Ejercicio 3.8. Seaa € R, a > 1. Estudiar el comportamiento de la sucesién x;
x2+a
Xnt+1 = | ~5— para todon € IN.

Solucién 3.8. En primer lugar, probamos que la sucesién es decreciente. Se tiene que

Il
Q
N

_ a2+a _
Xy = <a=x (< a>1).5isuponemos que x,+1 < X, veamos que también
Xpao < Xu41. En efecto, como x 1 < x entonces

n+1+a x%l+a
Xn+2 = T <Xp+1 = > .

Ademas la sucesion estd acotada, yaque 1 < x, <a, VYn € N (jpruébese por induccién!),
por tanto la sucesion tiene limite x que verifica la ecuacién siguiente:
2
) X" +a 5

x° = = X
2

=0 = x=1Va
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Ejercicio 3.9. Seaa < 1.Estudia la convergencia de la sucesién definida por recurrencia

como X1 =4, Xu41 =1 — V1 —xy,.

Solucién 3.9.

Para empezar, echemos un vistazo a los primeros términos de la
sucesion. jCudl es mayor x1 0 x2? Vamos a verlo en general

x<1-V1l-x &< V1l-x<1-x

— 1-x21 & x<0, (3.1)

usando la relacién que hay entre un nimero y su raiz cuadrada:
Vx <xsix>1y+x>xsi0 < x < 1. Por lo tanto, al menos tenemos que distinguir dos
casos:a <0y0<a<l
a) Supongamos que 0 < a < 1. Vamos a demostrar que 0 < x, < 1 para todo natural
n. Lo hacemos por induccién. Para n = 1 es obviamente cierto. En segundo lugar, si
0 <x, <1, entonces

0<1-%,<1 = 0<V1-x,<1 = 0<1—-1—-x,=x,41<1.

En consecuencia, si 0 < x,, < 1, aplicamos la férmula 3.1 y obtenemos que x,; > x,,41.
Hemos probado que la sucesioén es decreciente y minorada y, por tanto, convergente.

b) Supongamos quea < 0. Vamos a demostrar que x,, < 0 para cualquier natural n. Lo de-
mostramos por induccién. Obviamente, x; = 2 es menor o igual que cero. Supongamos
ahora que x, < 0, entonces

1-x,21 = J1-x,21 = 1-+1—-x, =x,41 <0.

En consecuencia, si x, < 0, de nuevo la férmula 3.1 nos dice que se cumple que x,, <
Xu+1. Hemos demostrado que la sucesién es creciente y mayorada y, por tanto, conver-
gente.
En cualquiera de los dos casos, la sucesion es convergente. Llamemos L a su limite. En-
tonces debe cumplirse que L = 1 — V1 - Ly, resolviendo la ecuacién, obtenemos que el
tnico valor que tiene sentido es L = 0.

Ejercicio 3.10. Estudia la convergencia de la sucesién definida por recurrencia como
1
X1 =2,%Xp41 =2+ X

Solucién 3.10. Al tratarse de una sucesién definida por recurrencia lo usual es intentar
demostrar, por induccién, que es monétona y acotada. Veamos que no es tan inmediato.
Si intentamos demostrar inductivamente algtin tipo de crecimiento lo primero es ver qué
ocurre con los primeros términos de la sucesiéon. Como x; = 2 obtenemos que x; = %
que es mayor que 2. Parece que la sucesion es creciente. Sin embargo si ahora suponemos
que para un natural 7 se verifica que x, < X,.1 entonces - y2++>2+-1

- - xn+] - Xn+1

Es decir, x,41 > xj42. Justamente lo contrario de lo que pretendlamos demostrar Aqui

hay que notar que lo que ha ocurrido no es que no hayamos sido capaces de deducir que
si X, < Xu41 entonces x,41 < X142 sino que hemos deducido que si x,; < x,41 entonces

Xn+1 = Xn+2.

_48_
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Volvamos a los primeros términos. Es facil comprobar con la férmula de la recurrencia
que x3 = %, Xy = %, X5 = %. Podriamos seguir algin término mds, pero no parece

necesario. Si ordenamos los términos de la sucesién que hemos calculado obtenemos

Esta relacion sugiere que, de existir algin patrén de crecimiento deberia ser algo parecido
a que la parcial de los impares es creciente y la de los pares decreciente. Vamos a demos-
trar que eso es asi. Realmente vamos a demostrar para cualquier natural n se verifica

Xon—1 < Xop+1 < Xon+2 < X2,

y esto lo demostraremos por induccién.

Para n = 1 ya hemos comprobado que se verifica x; < x3 < x4 < xp. Supongamos ahora
que para un natural n se verifica que xp,-1 < X2,41 < X2442 < X2,,. Inviertiendo se obtiene
que -L- > 1> _L > t Si ahora sumamos 2 en todos los términos de la cadena de

Xopn-1 = X2pn+1 T X2n+42
desigualdades se tiene 2 + -=— > 2 + >2+ 1 >2+ L esdecir
2n—-1 X2n+1 X2n+2 Xon

Xon = Xop+42 = X343 = X2n+1-
Volviendo a hacer las mismas operaciones, invertir y sumar 2, se obtiene finalmente que

Xop41 < X243 < Xop+da < X242,

que era lo que pretendiamos demostrar. Si analizamos lo demostrado nos damos cuenta
de que nos ha salido a la vez que la parcial de los impares es creciente y la de los pares
decreciente pero es que ademads tenemos la las acotaciones necesarias para concluir que
las dos parciales son convergentes: se tiene que la parcial de los impares estd mayorada
por cualquier término de la parcial de los pares, por ejemplo por x, = 2 y la parcial de
los pares estd minorada por x; = 2. Asi que ambas son convergentes.

Para concluir que la sucesion x{,} es convergente aiin nos queda un detalle y es ver que
el limite da sucesién parcial de los pares y el limite de la parcial de los impares son el
mismo. Si llamamos L = limy e X24-1 Y M = lim,, e X2, por la definicién de la sucesion
tenemos las relaciones

1 1
M=2+-yL=2+—.
+Ly +M

Si sustituimos la expresion de L de la segunda ecuacién en la primera se tiene la ecuacion

M=2+

1
2+]\_/I

que al resolverla nos da dos soluciones, M = 1+ V2. Evidentemente el limite es M = 1+ V2.
Si ahora obtenemos L resulta que también L = 1++V/2. Por tanto la sucesién es convergente
y su limites es 1 + V2.

3.6.2 Criterios de convergencia
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Ejercicio 3.11. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones y calcular su limite

cuando exista:
4 4
a) {1+2 +3+ -+ }

4 7

C) { 1+1/2+1/3+ +1/n }

1'+2'+3r+ +n! 1+3+5+- +(2n—1) 2n+1
b) { n }' d) { n+1 ) }

Solucion 3.11.

4
a) Aplicamos el criterio de Stolz y nos queda 2= — 1)

e = P Si desarrollamos el deno-
minador tenemos un polinomio de grado 4 y con coeficiente principal 4, ya que queda
de la forma (1 + 1)° — 1% = 51* + ... + 1. Por tanto el limite es 1/5.

b) Aplicando el criterio de Stolz tenemos que

L Xpsl — Xn ) (n+1)! . (n+1)! on+1
lim ——— = lim ————— = lim ——————— = lim — =1.
n—co Y1 — Y, noe(m+ 1) —nl nseenl(n+1)—-1) n-oe n
c) Por el criterio de Stolz, lim,,_, e ﬂ = limy—e0 % =0.
d) Escribimos la sucesién de la forma ;” = 2+6+10+'"+2(22(Z;3_(2”+1)(n+1) y aplicamos el cri-

terio de Stolz
Xnp1 =X 22n+1) - (2n+3)n+2) - 2n+1)(n+1)) 3
Vuet — Un 201 +2)— 20+ 1) "2

Por tanto el limite es —%‘

Ejercicio 3.12. Estudia la posible convergencia de las siguientes sucesiones y calcula su

limite cuando exista:
) e

1+2V2+3V3+...4nvn |’

b) { =}
C){ (/m}

Solucién 3.12.
a) Aplicamos el criterio de Stolz y nos queda:

iy S X n+1)>*Vn+1-n*Vn
n—=00 Ypy1 — ]/n n—00 (1’1 + 1) v+ 1

multiplicamos y dividimos por (n + 1)*Vn + 1 + ny/n

_ n+1D*n+1)—n'*n
= lim

= (1 4 1)\/m((n +12Vn+1+ nzx/ﬁ)

- lim (n+1)° —n’
= lim
=0 (n+ 1) + n2(n + 1)yn(n + 1)
S5nt + -+ 1 )
= lim —.

= (n + 1)4 + n2(n + 1)yn(n + 1) 2
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b) Aplicamos el criterio de la raiz:

. Xn+1 . n! . 1
lim = lim = lim =0,
n—oo X, n—oo (n+ 1) noeon+1
y, por tanto, lim;, ﬁ =0.
¢) El término general lo podemos escribir de la forma x,, = (112,,72,' y aplicamos el criterio
de la raiz:
(@2n+2)!
Xyl g el @n+2)@n+1) (n \' 4
lim = lim ————= = lim =-.
n—oo Xy n—oo (2"1)" n—oco (Tl + 1)2 n+1 e
nn!

Ejercicio 3.13. Calcular el limite de las siguientes sucesiones.
T+1+.+1

a) In() (7

In(n+1)!
b) { In(n+1)" }’
<)

n?45
(n2—5n+6 ) n+2
n2+2n+1 ’

d) {(1 + In(n + 1) — In(n))"}.

Solucién 3.13.
a) Por el criterio de Stolz se tiene que

1

lim L1 _ Jim ol —lm— L
1= Y1 = Yo om0 In(n+1) —In(n) o g 4 1)1n(”7+1)
= lim ! =1

=% (n+1)In (1 + 1)

b) Por el criterio de Stolz se tiene que

L, YL =X _ In(n +2)! —In(n + 1)!
n—eo Y1 — Yy n—oeo (n+1)Inm+2) —nin(n +1)
L In(n +2)
=i nn(22) + In(n + 2)
n+1

—lim ———— =1,

i W) ]
ey~ 1

¢) Aplicamos la regla del ntimero e y estudiamos

n2+5(n2—5n+6_1) —7n3 + -

lim

= lim —— =-7.
n—eo n+2 \n2+2n+1 n—eo 13 4 ...

Por tanto, la sucesién tiende a e™”.

d) Escribimos el término general de la forma x,, = (1 +In (”T”))n y aplicamos la regla del
namero e:

n
lim n(l + ln(nnj) - 1) = lim nln(nni) = lim ln(l + %) =1In(e) = 1.

n—oo n—00 n—oo
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Entonces lim;, e (1 + In(n + 1) — In(n))" =e.

Ejercicio 3.14. Calcular el limite de las siguientes sucesiones.

1
n+1 1+In(n)
a) ( n2+n+5 ) ’

b) {sen(%)},
C) {cos(m)ln(n)}.

Solucién 3.14.
a) Sillamamos x, al término general de la sucesién propuesta, vamos a estudiar In(x;),
es decir

lim In(x,) = lim 1 (In(n + 1) = In(n* + n + 5))

neo n—eo 1+ In(n)
. In(m+1)-2In(n) - In(1 + 1/n + 5/n?)
= lim
H=00 1+ In(n)
In(n+1) 5 _ In(1+1/n+5/n2)
- lim In(n) : In(n) -1
n—0oo M +1

Entonces, lim,, o0 X, = €7 1.

b) Utilizando la continuidad de la funcién seno en el cero se tiene que

n—oo

1
lim sen(;) =sen(0) = 0.

¢) Ellimite es

lim cos(\’n2 + 1) Inr) =0,

n—o0 n

donde hemos utilizado que es el producto de una sucesién acotada, cos (‘V n? + 1), por
una convergente a cero, #
Ejercicio 3.15. Calcula los siguientes limites

1 )n2+56n+5

7

b) limye om0

C) lim;;— oo "’/ #

Solucion 3.15.

n2+561+5
a) Consideramos la sucesién x,, = (1 + # .Como la base converge a 1y es siem-

pre distinta de uno aplicamos la regla del namero e. Concretamente,
2
n°+56n+5
- 1) — —1

= lim

1
lim (7% + 56 +5(1+—
Hon n+5) n?+1 n—o  n2 41
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y, por tanto, lim,_, x, = e'.

log(n!)
VI+V2+..+n

caso el denominador es una sucesién de niimeros positivos estrictamente creciente y
no mayorada. Aplicando Stolz tenemos que

b) Para la sucesién x;,, = aplicamos el criterio de Stolz. Notemos que en este

i log((n +1)1) — log(1!) log (") log(n +1)
im — _ '
= N1 424+ VI +1-VI=V2—... =1 Vn+1 Vn+1

Finalmente aplicamos de nuevo el criterio de Stolz a este tiltimo cociente:

n+2 n+2)

log(n+1+1)—log(n+1) log(7=% _ log(%3%
Vi+1+1-Vn+1 Vi+2-Vn+1 m(l_%)
n+

lo que nos asegura que lim, .« X, = 0.
. . . z . 1 . 2z .
c) Aplicamos el criterio de la raiz y, si x, = (Jw, estudiamos el limite

(n+1)! 1
L Xpel _ o @™ (n+1)@2n)"
lim = lim " = lim W
—00 —00 : n—oo
n Xn n )+ ( n+ )
_ lim 1 ( 2n )”“
Con—e2n+2 \2n+2)

Ahora estudiamos cada uno de los factores por separado: el primero de ellos es un
cociente de polinomios de mismo grado que tiene limite %; el segundo presenta una
indeterminacién de la forma “1*”. La resolvemos:

] 21\ L , 2n
Y}I—I&(Zn+2) ¢ =1}5§0(”+1)(2n+2_1)_L'

Es muy facil comprobar que L = -1y, por tanto,

R RS N
e TR

Ejercicio 3.16. Calcula el siguiente limite

' 3n2 +2n + 1)\
lim |1+ log| ————— .
n—0co 3n? +5n

Solucién 3.16. Esta claro que el cociente de polinomios al que afecta el logaritmo, al ser
polinomios del mismo grado, converge a 1 que es el cociente de los coeficientes lideres.
Como logaritmo neperiano es continuo en 1 y vale 0 tenemos que la base del término
general converge a 1 mientras que el exponente es claro que diverge positivamente. En
conclusién: estamos ante una indeterminacién de la forma “1%”.

Utilizando la regla del nimero e tenemos que

2 1 4n+1 2 2 + 1
lim 1+10gM =t = lim(4n+1)1+logu -1|=L,
n—0co 3n? + 5n n—0eo 3n? +5n
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pero
lim (4n + 1) (log(

Ahora hacemos

(3n2 +2n+ 1)‘4”“’ .

lim =e¢ & lim@dn-1)
n—oo 3712 + 5n n—oo

32
n +2n+1_1 -
3n? +5n

y

242m+1 - 1 —“12n2 +7n -1
lim (4n + 1) (221D q) hm(4n+1)(3”—+)= lim (22X 1) oy,
n—oco 3n2 +5n n—co 3n2 +5n) n-oo 3n2 +5n

y el limite buscado resulta

2 1 4n+1 1
lim |1+ log M =et= 2,
n—0co 3n? +5n et

(® Ejercicio 3.17. Calcula el siguiente limite

' cos(1) + cos(%) +---4cos (%) —n
lim .

n—00 log (n3 + 1)

Solucién 3.17. FALTA
Ejercicio 3.18. Seana, b € R*; estudiar el cardcter de la sucesion {(a” + bl ”}.

Solucién 3.18. Aplicando el criterio de la raiz, tendriamos que estudiar el limite
g+l 4 pr+l
lim ————
n—eo  q" + "

Para ello es mas comodo distinguir varios casos.
a) Sia > b, dividimos numerador y denominador por 4" y nos queda que

n+1 n+1 b n
. a1 4 pn+l . aa" + ha” _a +b (E)
llmﬁ: hl’l’ln—bn: hm—n:a,
n—o g+ b n—oo & 4 0% n—eo (h)
an Tt +\3

usando que lim; . x"" = 0 siempre que | x| < 1.
b) Sib > a, las mismas cuentas del apartado anterior nos dan que
a1 4 prtl

lim ——— =b
n—co  g" + pt

c) Por tltimo, sia = b entonces no es necesario utilizar ningtn criterio y

lim (a" +b")"" = lim (22")"/" = 1.
n—o0

n—-oo

1/n

En cualquiera de los casos, llegamos a la conclusiéon de que lim,, o (a" + 0" )" = max{a, b}.
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3.6.3 Ejercicios complementarios

Ejercicio 3.1. Sea {x;};en una sucesion de ntiimeros reales y x un ntimero real. Probar
que si limy, e X2, = x ¥ limy 00 X241 = X, entonces lim, e X, = X.

Ejercicio 3.2. Sea A un conjunto no vacio de ntiimeros reales y sea x un mayorante de
A. Probar que x = sup(A) si, y s6lo si, existe una sucesiéon de elementos de A convergente
ax.

Ejercicio 3.3. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:
a) {3},

2"+n
b) {322},

Ejercicio 3.4. Seaa € R* yconsideremos la siguiente sucesion: x1 = a, X411 = % (xn + xi”),
para cualquier n € IN. Pruébese que {x,},en es convergente y que su limite, x, verifica

2 =a.

In(1-2---
Ejercicio 3.5. Calcula el limite lim u
n—oo  mln(n)

Ejercicio 3.6. Calcula los siguientes limites.

1+V2+V3+...3n
2

a) lim

n—oo

b) lim %{/(371 +1)@n+2)---(3n +n).

4

Ejercicio 3.7. Calcular, si existe, el limite de las siguientes sucesiones:
1/ 1/n\"

a) {(%) }con a,b>0.
1/ 1/ 1/n\"

b) {(“—n+b3"+c n) } cona,b,c>0.
al/n+ bl/n_H,Cl/n n

<) {(%) }conp,q,r eRp+g+r#0.

Ejercicio 3.8. Sea {a,} una sucesiéon de niimeros reales positivos convergente. Estudiar
la convergencia de la sucesion
m+F+..+t
In(n) '

] 40212 anfn_
D - "}, donde {a,,} es una su-

Ejercicio 3.9. Calcular el limite de la sucesién {
cesion convergente de ntimeros reales positivos.

Ejercicio 3.10. Estudiar la convergencia de { 'f/al : ag a3

3 -a%,”‘l} donde lim,, 0 4, = 4,
a, € R*,¥neN.

5(1+24+3%+...+n%) )n}

Ejercicio 3.11. Calcular el limite de la siguiente sucesién de ntimeros reales {( 5

Ejercicio 3.12. Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
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a) Si{x,} — x, entonces {|x,|} — |x].

b) Si {|x,|} — a con a > 0, entonces {x,,} — a 6 {x,} — —a.

c) Toda sucesién monétona es convergente.

d) Toda sucesién mondétona, que admita una parcial convergente, es convergente.

e) Sea {x,} una sucesién de ntimeros reales de forma que {x2,} y {x2,+1} son convergentes.
Entonces {x,} es convergente

— 56—
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Limites y continuidad

A
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4.6 Monotonia 67 4.7 Ejercicios 68

La definicién usual de funcién continua involucra el concepto de limite: cuando x “tien-
dea”a, f(x) “tiende a” f(a). Esto es una definicién perfecta de la continuidad siempre que
definamos qué es “tender a”.

Limite funcional

Existen varias formas de definir el limite de una funcién en un punto. Nosotros vamos

a utilizar sucesiones en la definicién y asi aprovechar todas las propiedades que hemos
visto en el tema anterior. La definiciéon de limite de una funcién con sucesiones va a tener
siempre un aspecto similar al siguiente:

lim f(x) =b < [si lim x, = a, entonces lim f(x,) = b].

xX—a n—oo n—o0
Para que esto valga como definicion de limite, s6lo tenemos que garantizarnos que exis-
tan sucesiones convergentes al punto donde tomamos limite. Recordemos que A’ denota
al conjunto de puntos de acumulacién del conjunto A. Con todos estos ingredientes ya
podemos dar la definicién de limite de una funcién en un punto.

Definicién 4.1. Sea A unsubconjuntode Ry f : A — R una funcién. Diremos que
f tiene limite en xo € A’ y que vale L si para cualquier sucesién {x,} de elementos de
A distintos de xg que tienda a xo se cumple que {f(x,)} tiende a L.
Caso de ser asf, escribiremos ,}Hf} f(x)=L.

—X0

En algunas ocasiones puede ser més ttil reescribir la definicién de la forma siguiente.
Proposicion 4.2. Sea f: A CR — Ryxg € A’. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) lim f(x) = L.

X—X0

b) Para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que si0 < |x —xo| < oy x € A, entonces |f(x) - L| <e.

Algebra de limites

Dado que la definicién de limite se puede ver en términos de sucesiones, podemos
aplicar los resultados sobre limites de sucesiones que conocemos. Obtenemos el resultado
andlogo a la Proposicion 3.8 sobre el comportamiento de limite con respecto a sumas,
productos y cocientes.

Limite
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4.2
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Proposiciéon 4.3. Sean f,g: A — Ry xo € A’. Entonces,
a) lim(f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x),
X—X( X—X0 X—Xp

b) lim (f9)(x) = (lim £())(lim g0},
_ limyoy f(2)

) si lim g(x) # 0, se cumple que lim (z) T

x=x\ g
Proposicion 4.4. Sean f,g: A — Ryxy € A’. Si lim f(x) = 0y g estd acotada, entonces
X—X0
lim (fg)(x) = 0.
—X0

Limites laterales

Intuitivamente, para calcular lim,_,y, f(x) tomamos valores cercanos a xo, calculamos
su imagen por la aplicacién f y vemos si se acercan a algtin valor. Si nos acercamos a xo
por valores mayores que xo, hablaremos de limite por la derecha. Si nos acercamos por
valores menores hablaremos de limite por la izquierda. Formalizemos estos conceptos.

Definiciéon 4.5. Sea A un subconjunto de R, f : A — R una funciény xop € A”.
a) Si xp es un punto de acumulacién de A~ = {x € A : x < x¢}, se define el limite por
la izquierda de f en xo como lim f(x) := lim fia-(x).
x—xy X=X
b) Si xp es un punto de acumulacién de A* = {x € A : x > xp}, se define el limite por
la derecha de f en xo como lim f(x) := lim fia+(x).
x—>xa X—Xp

En principio no tienen porqué tener sentido ambos limites laterales. Por ejemplo, si x
es el extremo de un intervalo sélo se puede estudiar uno de los dos limites laterales. Lo
que si es cierto es que si se puede estudiar el limite, al menos uno de los limites laterales
tiene que tener sentido. Ademds, una funcién tiene limite en xo si, y s6lo si, existen todos
los limites laterales que tengan sentido y coinciden.

Proposiciéon 4.6. Sea f: A — RyxyeA.
a) Sixg € (AT) yxo ¢ (A7), entonces 3 lim f(x) =L < I lim f(x) = L.
X—X0 x—>x(’]r

b) Sixge (A7) yxo¢ (AT), entonces Ilim f(x) =L & I lim f(x) = L.
X—Xp x_)xa

c) Sixg € (A*)Y N(A7), entonces A lim f(x) =L <= I lim f(x) = lim f(x) = L.
X=X x—x; x—xy

Limites infinitos y en el infinito

Asintotas verticales

Como ya hemos comentado en la seccién anterior, la definiciéon de limite de una funcién
con sucesiones siempre tiene el mismo aspecto:

lim f(x) = b e [lim Yy=a = lim f(xn)zb].

58—
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Hasta ahora hemos tomado a y b como el punto donde tomamos limite y como el valor
del limite. Si admitimos que a y/o b sean +oo, obtenemos la definicién de limite infinito
o en el infinito.

Definicién 4.7. Sea f : A » Ry xyp € A". Diremos que el limite de f en xq vale
+00 si para cualquier sucesioén {x,} de elementos de A que tienda a xo se cumple que
{f(x,)} tiende a +oo, 0 sea,

lim f(x) = +00 & [Y{x,} > x0 = {f(xn)} = +0]

X—Xo

También podemos reformular de manera equivalente la definicién de limite sin utilizar
sucesiones.

Proposicién 4.8. Sea f: A — Ryxo€ A’ Son equivalentes
a) lim f(x) = +oo.
X— X0
b) Dado M € Rexiste 0 > 0 tal que si|x —xo| < 0y x € A, entonces f(x) > M.
En otras palabras,

—x0l <6
lim f(x) = +o0 [VMGIR,EI(5>Otalque ¥ = xol } :>f(x)>M]
X=X X € A

Esta situacion seguramente ya se te ha presentado y te has referido a ella como que la
funcién tiene una asintota vertical en xy.

La funcién f(x) = Hlfxl tiene La funcién f(x) = ﬁ también
una asintota verticalen x = 1 tiene una asintota vertical en x = 1

Figura 4.1 Asintotas verticales

Eso s, tienes que tener cuidado con la afirmacién anterior: la funcién - también tiene
una asintota vertical en x = 1 pero su limite no es +co ni —co. Su valor depende de si
calculamos el limite por la izquierda o por la derecha.

Asintotas horizontales

La ultima posibilidad que nos queda es definir limites en +co 0 —co. De nuevo empe-
Zamos con sucesiones.
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Definiciéon 4.9. Sea A C R un subconjunto no acotado superiormentey sea f : A —

R.

a) Diremos que f tiene limite en +co y que vale L si para cualquier sucesién {x,} de
elementos de A que tienda a +oo se cumple que {f(x,)} tiende a L.

b) De forma similar, diremos que el limite de f en +oo es +oo si para cualquier su-
cesion {x,} de elementos de A que tienda a +oo se cumple que {f(x,)} tiende a
+00.

Y también tenemos las reformulaciones equivalentes sin usar sucesiones.

Proposiciéon 4.10. Sea A C R un subconjunto no acotado superiormente y sea f : A — R.
a) lirin f(x) = L si, y sélo si, dado ¢ > 0 existe M € R tal que si x > My x € A entonces
X—+00

|f(x)—L|<£.

b) lirP f(x) = +oo si, y solo si, dado M € R existe N tal que si x > N, entonces f(x) > M.
X—+00

De forma completamente andloga se pueden definir los limites en —co 0 que valgan
—oo.

Ejemplo 4.11. Las funciones periédicas no constantes no tienen limite en infinito.

Para demostrar que una funcién no tiene limite en +oco usando la caracterizacién por su-
cesiones tenemos que encontrar una sucesién {x,} que tienda a +oco y tal que {f(x,)} no
sea convergente o dos sucesiones de manera que sus imédgenes tienden a limites distintos.
Veamos que este taltimo método nos viene bien.

AN o o) o~ o+ T, fxo+T) —~,. (x0 + 2T, f(x0 + 2T)), =~

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ e P

(Wb, f(yo)) o+ T, f(yo+T) (Yo +2T, f(yo +2R)___.~
Figura 4.2 Las funciones periddicas no triviales no tienen limite en infinito

La funcién no es constante: toma al menos dos valores distintos. Sean x, yo tales que
f(x0) # f(yo). Si T es un periodo de la funcién f, las sucesiones {xo + nT} e {yo + nT}
tiendena +ooy

fxo) = lim f(xo +nT) # lim f(yo +nT) = f(yo)-<

Cuédndo una funcién tiene limite en +co 0 —co solemos decir que la funcién tiene una
asintota horizontal. Por ejemplo, como

. 2x+ 3sen(x)
Iim ————= =2,
xX—+00 X

la funcién f(x) = w tiene una asintota horizontal en 2. Observa que, a diferencia de

las asintotas verticales, la gréfica de la funcién puede cruzar la recta que define la asintota
(y = 2 en este caso).

— 60—
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Figura 4.3 Asintota horizontal

Indeterminaciones

Existen limites que no se pueden resolver utilizando las operaciones elementales, lea-
se por ejemplo el limite de una suma es la suma de los limites. A estas situaciones las
llamamos indeterminaciones y son

00 — 00, g, g, 000, 0°, 0o’ 1%,
Ya conoces algunas formas de eliminar indeterminaciones. Por ejemplo, cuando nos en-
contramos con un cociente de polinomios con una indeterminacién del tipo 8, €s0 signi-
fica que numerador y denominador tienen una solucién comun. Si simplificamos dicha
raiz, eliminamos la indeterminacion.

2 _
Ejemplo 4.12. Calculemos lim -1
-1 x—1
2 - —1)(x+1
limu :limw =limx+1=2+«
-1 x—1 x—1 x—1 x—1

Célculo de limites

Proposiciéon 4.13. Sean f,g: A — Ryxg€ A’

a) Si lim f(x) = +oo y g estd minorada, entonces lim (f + g)(x) = +oo.
X—X0 X—X0

b) Si lim f(x) = +oo y existe K > 0 tal g(x) > K para todo x, entonces lim f(x)g(x) = +oo.
X=X X—Xo

IllOO/I

El siguiente resultado permite resolver algunas indeterminaciones del tipo
Proposicion 4.14. Sean f,g: A — Rya € A’. Supongamos que }gr; f(x) = 1. Entonces
@) lim f@S® = e = lim g(x) (f() - 1) =,

b) lim fx)*® =0 & limg(x) (f(x) = 1) = —o0, y
0 lim f(3% = +oo = limg(x) (f() - 1) = +oo.

(x2 + X+ 1)"‘3

Ej lo 4.15. Calcula li
jemplo aleula lim { ————

X—+00

— 61—
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2420 +1)" 24 2x+1
im (S22 0) =l e lim (r-3)[ o~ 1] = L.
xo+oo |\ X2 —x+3 xX—+00 xX2—x+3

Resolvamos este segundo limite:

2+ 2x+1 -3)(3x -2
lim (x —3) rooxr —-1]= lim &=3)Bx~2) )3 ):3.
X400 x2—-x+3 x—te0 x2—x+3

2 x-3
x +2x+1) — 3«

Por tanto, limy_ 1 ( PR

Proposicion 4.16. Sea a € R*, entonces

In(x) x* e
lim = lim — = lim — =0.
x—+oo0 XA x—+o0 X x—+o0 x¥

Ejemplo 4.17. Vamos a comprobar que lim x/* =1.

X—+00

Tomando logaritmos,

In(x
lim x* =¢¢ & lim ) =L,
X—+00 x—+00 X

y este tltimo limite vale 0 por lo que el limite original es ¢’ = 1. <
Es posible intercambiar los papeles de +co y 0 en un limite.

Proposicion 4.18. Sea f una funcion definida en un intervalo no acotado superiormente. En-
fonces

1
li =L > i (—) =L.
A, f ) s
Ejemplo 4.19. El cambio de variable anterior nos permite resolver algunos limites de
forma sencilla. Por ejemplo, el limite
2
e—x
li
xi)r{)1+ x3

involucra exponenciales y polinomios, pero no se encuentra en las condiciones necesarias
1

para poder aplicar la escala de infinitos. Un cambio de variable de la forma y = | nos
resuelve la situacién:
42
I
lim = lim = =0,
x—0+t X y—+oo ol

usando, ya si, la escala de infinitos. <

Continuidad
Ya que tenemos la definicién de limite, podemos hablar de continuidad.

Definiciéon 4.20. Sea f : A ¢ R — R. La funcién f es continua ena € Asilim f(x) =
X—a

f@),

— 62—
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Podemos expresar la continuidad utilizando sucesiones de manera similar a lo que
hemos hecho con limites o de la forma “e — 6”.

Proposicion 4.21. Sea f : A — R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) f escontinuaena € A.

b) Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que six € Ay |x —a| < 0, entonces |f(x) —f(a)| <e.

Si te fijas, la definicién de funcién continua se parece mucho a la definiciéon de limite.
Comparandolas, la primera diferencia salta a la vista: hemos cambiado el valor del limite
por f(a). La segunda es un poco maés sutil: en la definicién de limite partimos de un punto
de acumulacién. Como vemos en la siguiente proposicién, es importante distinguir entre
puntos aislados y puntos de acumulacién a la hora de estudiar la continuidad de una
funcién.

Proposiciéon 4.22. Sea f: A — R
a) Siaes un punto de acumulacion de A, f es continua en a si y sélo si existe lim f(x) = f(a).
X—a

b) Siaes un punto aislado de A, f es continua en a.

Observacién 4.23. La distincién entre puntos aislados y puntos de acumulacién carece
de importancia en el caso de funciones definidas en intervalos ya que todos los puntos
son de acumulacién. Por tanto, si I es un intervalo, una funcién f : I — R es continua en
a €1siy soélo si }Ciir[}f(x) = f(a).

Discontinuidades

¢Qué puede fallar para que que una funcién no sea continua? Para que si lo sea, debe
existir el limite en dicho punto y coincidir con el valor de funcién. Por tanto, las disconti-
nuidades se deben a alguno de estas dos causas:
a) Ellimite }(113 f(x) existe pero no vale f(a). En este caso decimos que la funcién presenta

una discontinuidad evitable en a. El motivo es que si cambiamos el valor de la funcién
en a por el del limite obtenemos una funcién continua.
b) La segunda posibilidad es que no exista el }(11)1} f(x). Esto puede deberse a varios facto-

res.

i) Existen los limites laterales pero no coinciden. En este caso diremos que f presenta
una discontinuidad de salto en a.

ii) Algtn limite lateral no existe: diremos que f tiene una discontinuidad esencial en
a.

Algebra de funciones continuas

Como sabemos el comportamiento de los limites con respecto a sumas, productos o
cocientes, es facil obtener un resultado similar para funciones continuas.

Proposicion 4.24. Sean f,g: A — R continuas en a € A. Entonces,
a) f+ gescontinuaena,
b) fgescontinuaena,y

c) sig(a) #0, éj es continua en a.

— 63—

Discontinuidad
evitable

Discontinuidad
de salto

Discontinuidad
esencial



Regla de
la cadena

441

CONTINUIDAD LiMITES Y CONTINUIDAD

Proposicion 4.25. La composicion de funciones continuas es una funcion continua.

Ejemplo 4.26. La funcién valor absoluto es continua. En consecuencia si f es continua
’ f | también lo es. Es facil encontrar ejemplos de que el reciproco no es cierto. La funcién

fw ={

1, six >0
-1, six<0

es discontinua en el origen y |f| es la funcién constantemente igual a uno que si es conti-
nua. <

Caracter local de la continuidad

La continuidad de una funcién en un punto sélo depende del comportamiento de dicha
funcién “cerca” del punto. Este hecho lo aplicamos sin darnos cuenta cada vez que es-
tudiamos la continuidad de una funcién definida a trozos. Por ejemplo, cuando decimos
que la funcién

sen(x), six <0,

F) = {xZ, six >0,

es continua en R* s6lo nos estamos fijando en x> que, evidentemente, es una funcién
continua. En otras palabras, la continuidad de f en el punto x = 0.5 no depende del
comportamiento de dicha funcién en R™.

Figura 4.4 Carécter local de la continuidad

El siguiente resultado nos dice que la restriccién de una funcién continua sigue siendo
una funcién continua.

Proposicion 4.27. Sea f : A C R — R una funcién continuaena € Aysea BC Acona € B.
Entonces fip es continua en a.

Si nos quedamos con un dominio més pequefio, la continuidad no se resiente. ;Qué
ocurre con el reciproco? Si una funcién es continua en un dominio, ;qué ocurre si la ex-
tendemos a un dominio mayor? En general no se mantiene la continuidad: piensa, por
ejemplo en una funcién definida en los [0, +oo[. ;Se puede extender a R manteniendo la
continuidad en el origen? La respuesta ya la conoces: s6lo si el limite por la izquierda coin-
cide con el valor de la funcién en 0. Ahora bien, en otros puntos la situacién es distinta.
Por ejemplo, si la funcién era continua en 1, también lo sigue siendo la extensién.
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Proposicion 4.28. Sea f : A — Ry a € A. Son equivalentes: Caricter local de
a) f es continua en a. la continuidad
b) Para cualquier r > 0, fianja—ra+r] €5 cOntinua en a.

c) Exister > 0 tal que fianja—ra+s] €5 COntinua en a.

Teorema del valor intermedio
El teorema del valor intermedio o su versiéon equivalente el teorema de los ceros de
Bolzano es el resultado mas importante de este tema. Su demostracién

Lema 4.29. Sea f: A C R — Rcontinuaena € A con f(a) # 0. Entonces existe 0 > 0 Lema de conser-
verificando que f(x)f(a) > 0, para todo x €]a — 6,a + 6[NA. vacién del signo

Demostracién. Aplicamos la definicién de continuidad tomando ¢ = | f(a) | y encontramos
6 <0tal que

U = - f] <

Esto es equivalente a que

f@—|f@] < fo) < f@ +| f@)]- (4.1)

Discutimos ahora las dos signos posibles:
a) Si f(a) > 0, la primera desigualdad de la ecuacién (4.1) nos da que f(x) > 0.
b) Si f(a) < 0,1a segunda parte de la ecuacién (4.1) nos dice que f(x) también es negativo. O

Teorema 4.30. Sea f : [a,b] — R continua y verificando f(a)f(b) < 0. Entonces existe Teorema de los
c €]a, b[ tal que f(c) = 0. ceros de Bolzano

a N\ N\ /\/\ ib, f(b))
b

(mf(n))\/ \/

Figura 4.5 Teorema de los ceros de Bolzano

El teorema de los ceros de Bolzano es un resultado de existencia: sélo afirma que hay un
punto donde la funcién vale cero. No dice nada sobre cuantos puntos de este tipo hay ni
sobre como podemos encontrarlos.

Ejemplo 4.31. Una de las utilidades mds importantes del teorema de los ceros de Bol-
zano es garantizar que una ecuacién tiene solucién. Por ejemplo, para comprobar que la
ecuacion ¢* + In(x) = 0 tiene solucién, estudiamos la funcién f(x) = e* + In(x): es con-
tinua en R* y se puede comprobar que f(e™'%) < 0y 0 < f(e'%). Por tanto, la ecuacién
¢* + In(x) = 0 tiene al menos una solucién entre e~1% y ¢!, En particular, tiene solucién en
R*. «
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El teorema del valor intermedio es similar al teorema de los ceros de Bolzano. Si este
altimo afirma que en cuanto una funcién continua tome valores positivos y negativos,
tiene que anularse, el teorema del valor intermedio traslada esta afirmacién a cualquier
numero real: en cuanto una funcién continua tome dos valores distintos, también tiene
que alcanzar los valores intermedios. Todo esto es cierto tinicamente cuando el dominio
es un intervalo.

Teorema 4.32. Sea I un intervalo, f : I — R una funcién continua. Entonces f(I) es un
intervalo.

Demostracion. Tenemos que demostrar que sic, d € f(I), entonces [c,d] C f(I). Puesto que
c y d pertenecen a la imagen de la funcion, existen a y b en I tales que f(a) = cy f(b) = d.
Puesto que I es un intervalo [4, b] C I. Tengase en cuenta que no sabemos si a2 es menor o
mayor que b y que cuando escribimos [4, b] nos estamos refiriendo al intervalo [a, b] o al
[b,a], depende del orden que corresponda.

Sea z €]c,d[. Consideremos la funcién g : [4,b] — R definida como g(x) = f(x) — z.
Es claro que g es una funcién continua. Ademas, g(@) = f(a) —z=c-z<0<d-z =
f(b)—z = g(b) y, por tanto, g verifica las hipétesis del teorema de los ceros de Bolzano. En
consecuencia, existe xg € [a, b] tal que g(xp) = 0 o, equivalente, f(xg) = z. O

Si el teorema de los ceros de Bolzano nos garantiza que

21 una ecuacién vale cero o, lo que es lo mismo, que una fun-
cién se anula, el teorema del valor intermedio nos per-
1t ‘ mite conocer todos los valores de una funcién: su ima-
/ i I gen. S6lo nos queda una dificultad que superar. Imagina
e +» por un momento que sabes los valores de una funcién en

0 dos puntos. Por ejemplo, supongamos que una funcién
f :[a,b] = R continua verifica que f(a) = 0y que f(b) =
1. ;Qué podemos decir sobre su imagen? El teorema del
valor intermedio nos dice que la funcién toma todos los

Figura 4.6 valores entre 0 y 1. En otras palabras [0,1] C f([a, b]), pe-

ro ;se da la igualdad? En la Figura 4.6 puedes ver que la

imagen puede ser un conjunto mayor. El ingrediente que falta para resolver este problema
es la monotonia de la funcién.

Propiedad de compacidad

El siguiente teorema y sus versiones para funciones de varias variables es una herra-
mienta fundamental en el estudio de los extremos absolutos de una funcién y responde
a la pregunta de qué se puede decir sobre cémo son los intervalos en el teorema del valor
intermedio. Ningtn otro resultado nos va a garantizar a tanta generalidad la existencia
de extremos.

Teorema 4.33. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f([a, b]) es un intervalo
cerrado y acotado. En particular, la funcion f tiene mdximo y minimo absolutos.
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Monotonia

(Como podemos calcular los extremos absolutos de una funcién? ;Hay algtan punto
destacado donde buscar? En un intervalo, los tinicos puntos destacados son los extremos
pero es muy facil encontrar funciones que no alcanzan su maximo o su minimo en nin-
guno de los extremos del intervalo. Por ejemplo, consideremos la funcién sen : [0, 2n] —
R. Sabemos su valor en los extremos: cero. ;Nos da eso alguna informacién sobre el méxi-
mo o el minimo de la funcién? La verdad es que no demasiada. La informacién adicional
que necesitamos sobre la funcién es la monotonia.

Definiciéon 4.34.
a) Una funcién f : A € R — R es creciente (resp. decreciente) si

x<y = f(x) < f(y) (xesp.f(x) > f(y)).

b) Una funcién f : A € R — R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decrecien-
te) si

x<y = f(x) < f(y) (resp.f(x). > f(v))

En general, diremos que una funcién es monétona si es creciente o decreciente y di-
remos que es estrictamente monotona si es estrictamente creciente o estrictamente de-
creciente.

Observacién 4.35. Hay veces que los nombres nos pueden inducir a error y este es uno
de esos casos. La idea intuitiva que tenemos todos es que una funcién creciente es aquella
que tiene una gréfica ascendente. En realidad eso es una funcién estrictamente creciente.
Una funcién constante es creciente (y decreciente). La expresion correcta deberia ser que
una funcién creciente es aquella cuya grafica “no baja”.

Imagen de una funcién

Una vez que tenemos todos los ingredientes: funcién definida en un intervalo, continua
y monétona, ya podemos calcular la imagen de dicha funcién. Enunciamos el resultado
sOlo para funciones crecientes. Ya te puedes imaginar cudl es para funciones decrecientes.

Corolario 4.36.
a) Sea f : [a,b] — R una funcién continua y creciente. Entonces la imagen de f es f([a,b]) =

[f(a), fD)].

b) Sea f :]a,b|— R una funcién continua y estrictamente creciente. Entonces la imagen de f es
F(la, bl) = [lim £, lim £)].
x—a x—b

Ejemplo 4.37. Sea f : [0,1] — R la funcién definida por f(x) = 137, para cualquier

x €[0,1].

a) El dominio de la funcién es un intervalo.

b) La funcién es continua por ser cocientes de funciones continuas, polinomios en este
caso.

¢) Vamos a comprobar que es creciente: si x, y € [0,1],
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y
< <.
< —y — X(1+y) < ]/(1+x) — x+xy = y xy — X< ]/

Por tanto, £([0, 1) = [£(0), f(1)] = [0, %4]. <

El estudio de la monotonia de una funcién puede complicarse. En algunas ocasiones, se
puede sustituir por la condicién, mas débil, de inyectividad aunque tendremos que espe-
rar hasta el siguiente tema, derivabilidad, para encontrar una condicién verdaderamente
util: el signo de la derivada. Volveremos a esta cuestion al final del siguiente tema.

fx) < fly) &=

Monotonia e inyectividad

La definicién de funcién estrictamente monétona nos dice que pun-

3 tos del dominio distintos tienen imagenes distintas. En particular,
\ las funciones estrictamente monétonas son inyectivas. El reciproco no es

cierto en general. Hay funciones inyectivas que no son monétonas.

11 f Por ejemplo, la funcién f : [0,3] — R definida como
X, si0<x<2,
01 2 3 f(x)_{S—x, si2<x<3,

3 no es creciente ni decreciente. Tampoco es dificil conseguir un ejem-
\ plo con funciones continuas: eliminemos los puntos de disconti-

) nuidad de la funcién f. Considera la funcién g : [0,1]U[2,3] = R
definida como
11 & _[x si0<x<1,
g(x)_{S—x, si2<x<3,
01 2 3

Como puedes ver, para la inyectividad no es una condicién su-
Figura 4.7 Mono- ficiente para probar monotonia si consideramos funciones que no
tonfa e inyectividad sean continuas o que no estén definidas en intervalos. En otro caso,
el resultado es cierto.

Proposicion 4.38. Sea I un intervaloy f : I — IR continua. Entonces f es estrictamente
mondtona si, y solo si, f es inyectiva.

Ejercicios

Ejercicios conocidos

Ejercicio 4.1. Calcular los siguientes limites
a) limy e 727

. X+
b) limye 5577

2
. —4
c) limy J;TZ

: x2+4
d) llmx_>2+ =2

Soluciéon 4.1.
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_1
a) limyeo 7207 = 7

5x+3 _
b) limy e %;‘2:1 0 s
) limy—» 2= = lim,—» % =limyox+2=4
2 4
d) limy_,o+ };_J“Z = +o0

Ejercicio 4.2. Calcular los siguientes limites.
- 1_1)(1
a) lim,_ 4 (; - 1) (m),

4
; X
b) lim—o 3x3+2x2+x”
‘/_
C) hmx—>1 x=1”
Vx-1
d) hmx_yl =11/

Solucién 4.2.
o))<
b) lim,_ m =

¢) limy_; |\7/C_1| = +o0.

d) No existe limy_; I\J/C_T_lll ya que los limites laterales no coinciden. Mas concretamente,
lim\&_1 :lim\/__1 : Vit = lim -1 1

w—lx =1 x=>1x=1] x+1 x=1|x=1] 144X

que, dependiendo de por dénde nos acerquemos a 1 tiende a % 0 —%.

Ejercicio 4.3. Si f(x) = 1/xy g(x) = 1/4/x, ;cuéles son los dominios naturales de f, g,
f+g f-gydelas composiciones fo gy go f?

Solucién 4.3.

a) El dominio de f es R".

b) El dominio de g es R*.

c) El dominio de f + ges R*.
d) El dominio de f o ges R*.
e) El dominio de go f es R*.

Ejercicio 4.4. Calcular el dominio las funciones:

_ 2_5v+6
a) y =2 b) y_ln(§2+4§:6) Q) y=r=m

Solucién 4.4.

a) El dominio es ]| — o0, 2[U[2, +0o0].
b) El dominioes R \ [2,3].

¢) El dominio es ] — co, —=1[U[0, 1].

Ejercicio 4.5. Probar quesi f(x) = £, entonces f o f o f(x) = x.

Soluciéon 4.5.

(Fofop=(Fo N f( 1 ]=f(x_1):1_1x_1:x.

1- & x

Ejercicio 4.6. Estudiar sison pares o impares las siguientes funciones:
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a) f(x)—|x+1|—|x—1|, Q) fx) =€ +e™*
b) f(x)=In({) d) f@) =e"=e

Soluciéon 4.6.

a) f(x)=|x+1]|—|x—1]esimpar.
b) f(x) =In (“x) es impar.

c) f(x)=e*+e " espar

d) f(x) =e* —e™ esimpar.

Ejercicio 4 7 Calcular la inversa de las siguientes funciones

a) f(x)= 1+e“

b) f(x) =V1-x
Solucién 4.7.
a)
S =S (1+e)y=¢
YT 1t e el=e
=y=c(l-y)
¥
X _
e T—y
_ y
:}x—ln(m) In(y) — In(1 - y).

Por tanto, f~1(y) = In(y) — In(1 — y).
b) y=VI-8 = 1-*=1® &= 1-=x> & x=+1—-y3 Portanto f = f~.

Ejercicio 4.8. Calcular los siguientes limites

a) lim,_o W_m d) imy e /X + VX —x
b) limy_o \/‘E !

: _2x+3

Solucién 4.8.

a) Multiplicamos y dividmos por el conjugado,
lim V1+x-— \/1—3(_li \/1+x—\/1—x \/1+x+\/1—x — lim 2x
=0 x>0 x 1+x+ =0 ( 1+x+ )

b) Multiplicamos por los conjugados de numerador y denominador,

lim V1+x-— — lim Vi+x—-1 V1+x+1 V1-x+1 ~ lim \/1 x+1 _
VI —x—1 *OVI-x-1 Virx+l VI-x+1 *=0 vitx+l

¢) No hay ninguna indeterminacion: lim,_, é/zzg_ﬁ - = Q/—B >
+x—

d) Multiplicamos y dividimos por el conjugado,
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\X+ VX + X
lim +/x +Vx - Vx = lim x+ V-V ————— = limL L
X—+00

x—+00 m+\/§ x—+00 \/m+ﬁ 2

Ejercicio 4.9. Calcular los siguientes limites
; | x]

a) limy—o xzz_”
; x—1

b) lim,_ Tx=1]

x2+x+6

x21—4

d) hmx—)O 2_21/x

e) limx_>0

C) limx_)z

1
el/x+1

Solucién 4.9.
a) Estudiamos los limites laterales.

x| . X 1
lim = lim = lim =1,
=0t X2 +x  x—0* x(x+1) x=0rx+1
] : —X -1
1 =1 =1 =-1.
o0 24X xot x(x+1) ot x + 1
b) Calculamos los limites por la derecha y por la izquierda.
2 -1
im = 1:limw:hmx+1:2,
x—1* |x -1 | x—1* x—1 x—1*
2-1 - +1
lim = = g CTDOHD =
x—1- |x -1 | x—1~ 1-x x—1*

c) Ellimite por la izquierda vale —co y el limite por la derecha +co.
d) limy—o 57 = 0y limyo- 54z = 3

5
; 1 _ : 1 _
e) hmx_>0+ Thal 0 y llmx_)()f gl 1.

4.7.2 Limites y continuidad

Ejercicio 4.10. Sean f,g: R — R las funciones definidas por

a)
1 .
7 Six#0
flx) =
0, six=0
b)
%, six <0
glx)=3x, si0<x<l1
Vx, six>1

Estudiar la continuidad de f y gy la existencia de limites de f y g en +co y —oc0.

Solucién 4.10.
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a) En primer lugar estudiemos la continuidad de

1 .
fy = Tran SXFO

0, six=0

El carécter local de la continuidad nos da que f es continua en IR*. Veamos qué ocurre
en el origen. Para ello estudiamos los limites laterales en 0:

lim ——— =0, lim ——— =
x>0+ 1 + el/x i SR

Por tanto f no es continua en el origen. Por tltimo

1 1 1 1

lim y

- _z im —— = —
x——o0 ] 4 el/x 2’ x—l>r41:100 1+ el/x 2

b) La funcién
%, six <0
g(x) =1 x, si0<x<1

Vx, six>1

es continua en R \ {0, 1} por el caracter local. Veamos los limites laterales en 0 y 1:

lim — = -
x—0" X

y, por tanto, ¢ no puede ser continua en 0. Como
lim x =1= lim Vx =1=g(1),
x—1- x—1*

g es continua en 1. Por dltimo, los limites en infinito valen

. —
xl_l)rgo flx) = th —=0,y

——00 X

. 1 5~ _
Jim 100 = lim 5 = oo

1
Ejercicio 4.11. Sea f : R* — R la funcién definida por f(x) = x®-1, para todo x €
R* \ {e}. Estudiar el comportamiento de f en 0, ¢, +co.

Solucién 4.11.
a) Veamos en primer lugar el comportamiento en 0: lim,_,g In(x) = —c0o = lim,_,o ﬁ =
0, por tanto tenemos una indeterminacién del tipo 0°. Tomemos logaritmos para re-
solverla:
In(x)

J 1
limIn (xm)-l) =lim ——— =1 = limx"o1 =¢! =¢.
x—0 x—0 ln(x) -1 x—0

b) En e vamos a estudiar los limites laterales:
77—

1 . 1
lim xh®-1 = 7¢ =0, y lim x®®1 ="¢ = +o00,
x—e” x—et
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¢) Por ultimo, en +oco de nuevo tomamos logaritmos para resolver la indeterminacién:

1 ) In(x ) 1
lim In (xln(x)*l) = lim # =1 = lim x™o1 =¢! =,
x—+00 xX—+00 ln(x) -1 X—+00

Ejercicio 4.12. Sea f : ]O, g[ — R la funcién definida por f(x) = ( tar}(x) )Sen(x). Probar que
f tiene limite en los puntos 0 y 7 y calcular dichos limites.
Solucién 4.12. En primer lugar, veamos el limite en 0:

) sen() cos(x) sen(x) cos(x)sen® 1

lim = =lim ———— =- =1,

x—0 \ tan(x) x—0 \ sen(x) x—0 sen(x)sen@) 1

ya que limy_,o sen(x)**"® =1, usando que limy_,o+ x* = 1.
EnZ
2 7

= ——==-=0.
x—% sen(x)sen® 1

. sen(x) . COS(X) sen(x) 0
lim =1 =
x—% tan(x )

Ejercicio 4.13. Sea f : ]0,%[ — R la funcién definida por f(x) = (1 + sen(x))ctan®,
Estudiar la continuidad de f y su comportamiento en 0y /2.

Solucién 4.13. La funcién f es continua en ]0, 5[ ya que 1 + sen(x) es una funcién
continua y positiva en dicho intervalo y, cotan(x) también es una funcién continua en
este intervalo.

Veamos el comportamiento en 7: limxﬁg(l + sen(x))Rn®) = 7+ = 4o,

En 0, lim,—o(1 + sen(x))°an® =“1*" con lo que aplicamos la regla del ntimero e para
resolverlo:

lim cotan(x)(1 + sen(x) — 1) = lim cos(x) = 1 = lim(1 + sen(x))°n) = ¢,
= d x—

Ejercicio 4.14.

a) Da un ejemplo de una funcién continua cuya imagen no sea un intervalo.

b) Da un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo
y que no sea continua.

¢) Da un ejemplo de una funcién continua en todo IR, no constante y cuya imagen sea un
conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una funcién continua en [0, 1] tal que f([0, 1[) no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una funcién continua definida en un intervalo abierto acotado y
cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

Soluciéon 4.14.

a) Por el Teorema del valor intermedio, la funcién no puede estar definida en un inter-
valo. Como ejemplo nos vale la funcién f : [0,1] U [2,3] = R, f(x) = x.

b) f:R] — R definida como f(x) = Lsix # 0y f(0) = 1. Claramente f no es continua

en 0 y suimagen es R*.

c) f(x) = sen(x).
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d) f00) = k.
e) f:]0,100n[— R definida como f(x) = cos(x).

Ejercicio 4.15. Probar que existe un ntimero real positivo x tal que In(x) + vx = 0.

Solucién 4.15. Consideremos la funcién f : R* — R definida como f(x) = In(x) + Vx.
La funcién f es continua y esta definida en un intervalo. Ademas

lim f(x)=+co y 1irr6f(x) = —o00,

X—+00

Por tanto f cambia de signo y tiene que anularse en IR*.

Ejercicio 4.16. Probar que la ecuacion tan(x) = x tiene infinitas soluciones.

Solucién 4.16. Dado un entero k, sea f : ]% +km, 5+ (k+ 1)n[ — R, definida como
f(x) = tan(x) — x. f es una funcién continua definida en un intervalo y
lim f(x)=-c0 y lim  f(x) = +oo.
x—Z+kmt x—Z+(k+1)m™

Dado que la funcién cambia de signo, f se anula al menos una vez en cada uno de dichos
intervalos.

Ejercicio 4.17. Suponiendo que la temperatura varia de manera continua a lo largo
del ecuador, pruébese que, en cualquier instante, existen dos puntos antipodas sobre el
ecuador que se hallan a la misma temperatura.

Solucién 4.17. Sea T : [0,2nr] — R la funcién que nos indica la temperatura en un
punto del ecuador y que es continua por hipétesis. Buscamos un punto que cumpla que
T(x) = T(x+m), por tanto definamos g : [0, 1] — R como g(x) = T(x) — T(x + 7). La funcién
g es continua y g(0) = —g(m), por lo que debe anularse en algtin punto.

Ejercicio 4.18. Un corredor recorre 6 kilémetros en 30 minutos. Probar que existe un
intervalo de 5 minutos seguidos a lo largo del cual el corredor recorre exactamente 1
kilémetro.

Solucién 4.18. Consideremos f : [0,30] — [0, 6] la funcién que nos indica en un mo-
mento dado cuantos kilémetros se han recorrido. Sabemos que f(0) = 0y f(30) = 6.
Encontrar un intervalo de 5 minutos a lo largo del cual el corredor recorre 1 kilémetro es
lo mismo que encontrar una solucién de la ecuacién f(x + 5) — f(x) = 1, para ello con-
sideremos la funcién g(x) = f(x + 5) — f(x) — 1 con x € [0,25] y veamos que cambia de
signo.
a) g(0) = f(5) — 1 puede ser positivo, negativo o cero. En este tltimo caso ya hemos
encontrado un cero de g. Vamos a discutir el primer caso (el segundo es similar).
b) g(5) = f(10) — f(5) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
c) g(10) = f(15) - f(10) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
d) g(15) = f(20) - f(15) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
e) g(20) = f(25) - f(20) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g, en caso contrario,
f) g(25) = f(30) — f(25) — 1. Si es negativo o cero tenemos un cero de g. Sumando las
desigualdades
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) - f(0) > 1
£10) - £(5) > 1
f(15) - £(10) > 1
f(20) - £(15) > 1
£(25) - £(20) > 1
£(30) - £(25) > 1

se obtiene que f(30) > 6 con lo que la dltima no puede ocurrir.

Ejercicio 4.19. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempo ty. El reloj puede ade-
lantar o atrasar, pero cuenta con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasadas doce
horas el reloj marca un tiempo to + 12 horas. Demuéstrese que en algtin momento dicho
reloj mide con exactitud una hora.

Solucién 4.19. Sea f : [0,12] — R la funcién definida por: f(t) = tiempo (medido en
horas) que marca el reloj en el tiempo t. Podemos admitir que f es continua. El incremen-
to de f en el intervalo [0, 12] es igual a f(12) — f(0) = 12. Al igual que en el Ejercicio 4.18,
podemos dividir el intervalo [0, 12] en doce intervalos de longitud 1. No es posible que el
reloj marque en todos ellos més de una hora (o0 menos) si al final marca doce horas exacta-
mente. Como hemos dicho el desarrollo es similar al Fjercicio 4.18. Queremos encontrar
t € [0,11] tal que f(t + 1) — f(t) = 1. Por tanto, estudiamos la funcién g : [0,11] - R
definida como

gty =flt+1) - f(H) -1

Si g(0), (1), g(2),...,¢(10) son positivos, entonces g(11) tiene que ser negativo y viceversa.
Por tltimo, la aplicacion del Teorema de los ceros de Bolzano nos da el punto buscado.

Ejercicio 4.20. Un escalador comienza, desde su campamento base, a subir a una mon-
tafia el sdbado a las 7 horas, alcanzando la cima a las 8 de la tarde. A las 7 horas del
domingo inicia el descenso hacia el campamento base tardando el mismo tiempo que le
costo la subida. Demostrar que existe una determinada hora, a lo largo del domingo, en
la que el escalador se encuentra exactamente a la misma altura que a esa misma hora del
sdbado.

Solucién 4.20. Sea f : [7,20] — [0, /] la funcién que indica la altura del escalador en
la subida y g : [7,20] — [0, /] la que indica la altura bajando, donde # es la altura de la
montafia. Por tanto f(7) = ¢(20) = 0y f(20) = g(7) = h. La ecuacién que queremos resolver
es f(x) = g(x) olo que es lo mismo buscamos un cero de la funcién h(x) = f(x)—g(x). Dado
que h es continua, estd definida en un intervalo y h(7) = —h < 0 < h(20) = h, el Teorema
de los ceros de Bolzano nos asegura la existencia de un punto donde se anula .

Ejercicio 4.21. Determinar la imagen de la funcién f : R* — R definida por f(x) =
arctan(In |x|).

Soluciéon 4.21. Como la funcién es par, f(x) = f(—x), se tiene que f(R*) = f(IR*). En este
caso, f es la composicién de la funcién arcotangente y la funcién logaritmo neperiano.
Dado que ambas son estrictamente crecientes, su composiciéon también lo es. Por tanto
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 _ +y — |1 . _|.rtr
FR) = FRY) = [tim £, lim_f) = |-3. 5]
Ejercicio 4.22. Probar que la ecuacion x + e + arctan(x) = 0 tiene una sola raiz real. Da
un intervalo de longitud uno en el que se encuentre dicha raiz.

Solucién 4.22. Consideremos f(x) = x + ¢* + arctan(x), Vx € R. f es una funcién
continua definida en un intervalo, ademés f(-1) < 0 < f(0) y por tanto f se anula en
el intervalo | — 1,0[. Para comprobar que sélo se anula en un punto basta observar que
f es una funcién estrictamente creciente, en particular inyectiva, por ser suma de tres
funciones estrictamente crecientes.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 4.1. Pruébese que todo polinomio de grado impar admite al menos una raiz
real.

Ejercicio 4.2. Sean f :]0,1[— Ry g: R — R definidas por

Tz’ six>0

f(x)=x, Vx€]0,1[, g(x) =

X

7=, six<0.

Comprobar que f y ¢ son continuas y acotadas pero no tienen maximo ni minimo abso-
lutos.

Ejercicio 4.3. Sea f :[0,1] — [0, 1] una funcién continua en [0, 1]. Pruébese que f tiene
un punto fijo: dx € [0,1]: f(x) = x.

Ejercicio 4.4. Dado un ntimero real positivo a, pruébese que existe x € R* tal que x> = a.
Ademas x es tinico.

Ejercicio 4.5. Sea f : [0,1] — R una funcién continua verificando f(0) = f(1) = 0.
Probar que, dado n € N, existe x € [0, 1] tal que f(x) = f (x + %)

Ejercicio 4.6. Sea f : [-1,1] — R la funcién definida por f(x) = %,Vx € [-1,1].
Calcular su imagen.

-1
2

Ejercicio 4.7. Sea f : R — R la funcién definida por f(x) = e *, Vx € R*, f(0) = 0.
Probar que f es continua en IR, estrictamente decreciente en IR™ y estrictamente creciente
en R*. Calcular la imagen de f.

Ejercicio 4.8. Demostrar que la aplicacién f :] -1, 1[— R definida por f(x) = ln( 1j)

1-x

es biyectiva. Determinese f~! y compruébese que es una funcién continua.

Ejercicio 4.9. Sea f : R — R la funcién definida como

Flx) = {sen(x) sen(}—c), six#0,

0, six =0.

— 76—
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Estudiar la continuidad de f y la existencia de limites en +co y —co.

Ejercicio 4.10. Seaa € Ry f : Rj — R la funcién definida por f(x) = x“ sen(%),
Vx € R*, f(0) = 0. Estudiar la continuidad de f segtin los valores de a.

Ejercicio 4.11. Probar que para cada ntimero real 4 existe un tinico ntimero positivo x
verificando x + In(x) = a.

Ejercicio 4.12. Sean a,b dos ntimeros reales verificando b < 0 < a. Estudiar el compor-
tamiento en cero de las funciones f, ¢ : R* — R definidas por

flx) = arctan(f—c) — arctan(g), g(x) = xf(x).

Ejercicio 4.13. Sea f : R\{1} — Rla funcién definida por f(x) = arctan (%) Estudiar la
continuidad de f y su comportamiento en el punto 1, en +c0 y en —oo. Calcular la imagen

de f.
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DERIVABILIDAD DEFINICION. RECTA TANGENTE.

Derivabilidad
5

5.1 Definicién. Recta tangente. 79 5.2 Reglas de derivacion 81 5.3 Teore-
ma del valor medio 82 5.4 Reglasde 'Hopital 84 5.5 Derivadas de orden
superior 85 5.6 Polinomio de Taylor 87 5.7 Concavidad y convexidad 91
5.8 Algunas aplicaciones de la derivada 92 5.9 Ejercicios 95

5.1 Definicion. Recta tangente.

Definicién 5.1. Una funcién f : A CIR — Res derivable ena € AN A’ si existe Funcién derivable

- f@
m ——

x—a X—a

A dicho limite lo notaremos f’(a). A la funcién a — f’(a) la llamaremos funcién deri-
vada de f y la notaremos f’.

Observaciéon 5.2.

a) El cociente incremental % y la derivada se pueden ver también como un limite
en cero haciendo un cambio de variable:
fla+h)— fla)
"(a) = 1li .
f'(@) = lim .

b) Larestriccién de que a sea un punto de acumulacién del dominio dela funcién (a € AN
A’) es obligatoria si queremos que el cociente incremental tenga sentido y no estemos
dividiendo por cero. Recuerda que en el caso de que el conjunto A sea un intervalo se
cumple que A’ = A con lo que podemos estudiar la derivabilidad en cualquier punto
del intervalo.

Ejemplo 5.3. La funcién f(x) = x es derivable. Su derivada en un punto a es, segtin la

definicién,

lim — =1i

x—a X —da xX—a X—a

f'(a) = lim 2a.

f)—fl@ . x*-a® . (xt+a)x-a) _
X—a X—a - it h

Obtenemos asi la férmula usual de la derivada de f(x) = x?, esto es, que f’(x) = 2x. <

La condicién de ser derivable es mas fuerte que la de ser continua.

Proposicion 5.4. Sea f : A — R derivable en a € A, entonces f es continua en a. Condici6n necesa-
. X . . . ria de derivabili-
El reciproco no es cierto. Hay funciones continuas que no son derivables. dad
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Ejemplo 5.5. La funcién valor absoluto, f(x) = | x|, es conti-
nua pero no es derivable en el origen: no coinciden los limites
laterales en 0.

. f)=fO) x| x
lim —————=1lim — =1lim - =1, y
x—0* x—0 x—=0t X x—0t X
0 () - £0) x| x
Figura 5.1 La funcién xli)r%)l‘ =0 oo x xlg(r}- x -1

valor absoluto no es de-

) ] Por tanto, la funcién valor absoluto no es derivable en el ori-
rivable en el origen

gen. En el resto de puntos de la recta real, la funcién es o bien
la identidad o bien la identidad cambiada de signo. En ambos
casos, la funcién es derivable. ;Por qué? Fijate que la definicién
de derivabilidad est4d hecha usando limites y que, en particular,
cuestiones como su cardcter local siguen siendo vélidas. <

5.1.1 Interpretacion geométrica de la derivada

La recta que une los puntos
(a, f(a)) y (x, f(x)) esunarec-
ta secante a la grafica de la
funcién f. Puedes ver en la
Figura 5.2 que el cociente in-
cremental es

f(x) fx)—f@@)
x—-a

v y=f@+f@x-a)

O

f@¢----------- tan(0).
Cuando hacemos tender x a
a, dicha recta se convierte en
tangente a la funcion f enel
punto (a, f(a)). Siel valor tan(0)

Figura 5.2 Recta tangente nos indica la pendiente de

la recta secante, la derivada,

Recta tangente  f’(a), nos indica la pendiente de la recta tangente que tiene como férmula

y = f@) + f'(a)(x - a).

- — — — — — — — —

I
I
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
¢

X

_

5.1.2 Derivadas laterales

Puesto que la derivada estd definida como un limite y sabemos la relacién entre limi-
tes laterales y limite, podemos hablar de derivadas laterales. Aunque tiene sentido para
un conjunto cualquiera, vamos a enunciarlo tinicamente para funciones definidas en un
intervalo I.

Definicién 5.6. Sea f :I — R ,a € I, de forma que {x € I : x < a} # 0. Se dice que f
es derivable por la izquierda en el punto a si existe

- f@ o,
llmv—f(ﬂ)

X—a-

- 80 -
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Este limite se llama derivada lateral izquierda de f en el punto a.
Siahora el puntoa es tal que {x € I : x > a} # 0, se dice que f es derivable por la derecha
en el punto a si existe

lim f

) -fl@ _ , .
x—at X—a _f(a)

Este limite se llama derivada lateral derecha de f en el punto a.

Observacién 5.7. La relaciéon que hay entre la derivabilidad y la derivabilidad lateral

para funciones definidas en un intervalo I queda reflejada en las siguientes afirmaciones:

a) Sia = min(l), entonces f es derivable en a si, y s6lo si, f es derivable por la derecha a
y ademas, f'(a) = f'(a").

b) Sia = max(I), entonces f es derivable en a si, y s6lo si, f es derivable por la izquierda
enay ademas, f'(a) = f'(a”).

c) Sia € I, entonces f es derivable en a si, y s6lo si, f es derivable por la izquierda y por la
derecha enay ambas derivadas coinciden. Ademds, en ese caso, f'(a) = f'(a*) = f’'(a”).

Resumiendo, para que una funcién sea derivable deben de existir todas las derivadas

laterales que tengan sentido y coincidir.

Reglas de derivaciéon

Proposicion 5.8. Sean f,g: A — R funciones derivables en a € A. Entonces
a) La suma de funciones derivables es una funcion derivable y su derivada es la suma de las deri-

vadas: (f + g)'(a) = f'(a) + ¢’ (a).
b) Elproducto de funciones derivables es una funcién derivable y (fg)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g’ ().

; o f ; JAY _ fl@g@)-f@)g (@)
c) Si g(a) # 0, la funcion 368 derivable y (§) (a) = —GOr

Usando el primer apartado podemos calcular la derivada de cualquier polinomio, siem-
pre que sepamos la derivada de x". Comencemos por eso.

Ejemplo 5.9. Esinmediato comprobar que la funcién identidad f(x) = x es derivable y
que f’(x) = 1. Usando la segunda propiedad se demuestra por induccién que cualquier
potencia también lo es y que la derivada de la funcién g(x) = x" es ¢’(x) = nx""!, para
cualquier natural 1, aunque dicha derivada también se puede calcular directamente:

n_ n
limw = lim " a1 " A" Zh+ - =na" e
h—0 h h—o\1 2

Con esto tenemos resuelta la derivada de una funcién racional. Veamos otro tipo de
funciones. Por ejemplo, ;cudl es la derivada de la funcién exponencial?
Ejemplo 5.10. Calculamos la derivada de la funcién exponencial. Sia € R,
er — et (e -1)

lim = lim
x—a X —da xX—a X—a

IIlOO/I

Usando la regla que tenemos para resolver indeterminaciones del tipo

lim e=¢e".
x—aX—a

@ -1 =L & lim(@E ™)/ P =e=¢
X—a
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5.3

Maiéximo relativo

Minimo relativo

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DERIVABILIDAD

PortantoL =1y

et = et (@ —1)
lim =lim——~=¢
x—a X—4 xoa X—4a

a

0, lo que es lo mismo, la derivada de la funcién exponencial es ella misma. <

No parece fécil calcular la derivada de la funcién logaritmo tinicamente con la defi-
nicién, pero el siguiente resultado nos dice cémo calcular la derivada de la inversa de
cualquier funcién.

Proposicion 5.11. Sean f : A — Rcon f(A) C By g: B — R. Supongamos que f derivable
ena € Ay que g es derivable en f(a). Entonces, la funcion compuesta g o f es también derivable
en a con derivada

g0 f)@=g'(f@)f'(@).

Teorema 5.12. Sea f : A — R una funcién inyectiva con inversa f~' : f(A) — R. Sea
a € A y supongamos que f es derivable en a. Entonces son equivalentes:

a) f'(a) #0y f~! es continua en f(a).

b) f! es derivable en f(a).

En caso de que se cumplan ambas afirmaciones se tiene que ( f ‘1)/ (f@) = =

f'@:

Ejemplo 5.13. Usemos que la derivada de la funcién exponencial f(x) = e* es f'(x) = e*
para calcular la derivada de su inversa, =}, la funcién logaritmo. Aplicando el teorema
de derivacion de la funcién inversa,

1y et 1
(f 1)(f(ﬁf))—(f(X))l—j%.

Si y = f(x), tenemos que (f~1)'(y) = ;7 <

Teorema del valor medio

Definicién 5.14. Una funcién f : A — R tiene un mdximo relativo ena € A si existe
un entorno de a, Ja —r,a + r[C A, donde se cumple que

f(x) < fla), Vx€la—r,a+1|.

Si se cumple que f(x) > f(a), diremos que la funcién tiene un minimo relativo en a.
En general, nos referiremos a cualquiera de las dos situaciones diciendo que f tiene
un extremo relativo en a.

Observacién 5.15. En el caso particular de funciones definidas en intervalos, los extre-
mos relativos sélo se pueden alcanzar en puntos del interior del intervalo, nunca en los
extremos.

Aligual que la monotonia, la nocién de extremo relativo no tiene nada que ver la conti-
nuidad o derivabilidad de la funcién en un principio. Sélo depende del valor de la funcién
en un punto y en los puntos cercanos.

— 82—
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Ejemplo 5.16. La parte entera de un nimero real x 2
es el tinico namero entero E(x) que verifica que E(x) <
x < E(x) + 1. La grafica de dicha funcién la puedes ver
en la Figura 5.3.

¢Tiene maximo o minimos relativos? Si lo piensas un
poco, descubrirds que la funcién alcanza un madximo -2 -1 1 2
relativo en fodos los puntos y un minimo relativo en
cualquier punto que no sea entero.

En efecto, alrededor de un niimero no entero la fun-
cion es constante y, por tanto, tiene un maximo y un
minimo relativo. En cambio, si z es un ntimero ente- Figura 5.3 Funcion parte ente-
ro, se tiene que f(z) < f(x) para cualquier x € ]z -3,z+ 1

<

En el caso de funciones derivables la bisqueda de extremos relativos es un poco mds
sencilla. El siguiente resultado nos dice que s6lo tendremos que buscar puntos que anulen
la derivada.

Proposiciéon 5.17. Sea f : A C R — Rderivable en a € A. Si f tiene un extremo relativo en
a, entonces f'(a) = 0.

Usualmente llamaremos puntos criticos a aquellos en los que se anula la derivada.

Teorema 5.18. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a, b], derivable en la, b[ y
verificando que f(a) = f(b). Entonces existe c €]a, b[ tal que f’(c) = 0.

Demostracion. Usando la propiedad de compacidad,
la funcién alcanza su maximo y su minimo absolu-
tosen [a,b]. Sean a, B € [a, b] tales que f(a) = max(f)
y f(B) = min(f).
a) Sia €]a, b, a es un maximo relativo y, por tanto,
f'(a)=0.
b) Sip €]a, b, B es un maximo relativo y, por tanto,
f(B) = 0. Figura 5.4 Teorema de Rolle
¢) Sia,f € {a, b}, entonces f es constante y, por tanto
f'(x) = 0 en todo el intervalo. O

a b

Teorema 5.19. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y derivable en ]a, b.
Entonces existe c €]a, b[ tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Demostracion. La funcién g : [a,b] — R definida como g(x) = (f(b) — f(a))x — (b — a)f(x)
verifica las hipétesis del teorema de Rolle. Por tanto existe ¢ €]a, b[ tal que g’(c) = 0 como
queriamos. O

Hay una versién un poco mas general del teorema del valor medio que es 1til cuando
queremos aplicar este resultado a dos funciones al mismo tiempo.

Teorema 5.20. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones continuas en [a, b] y derivables en
la, b[. Entonces existe c €]a, b[ tal que
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RecLas pE L'HbPITAL DERIVABILIDAD

fO) - f@ _ f©
g(b)—g@ g'(c)

Consecuencias del teorema del valor medio

Proposiciéon 5.21. Sea I un intervalo, f : I — R derivable.

a) f es creciente siy solo si f'(x) > 0 para cualquier x € I.

b) f es decreciente siy sélo si f'(x) < 0 para cualquier x € I.

c) f es constante siy sélo si f'(x) = 0 para cualquier x € I.

d) Si f'(x) > 0 para todo x € 1, entonces f es estrictamente creciente.
e) Si f’(x) < 0 para todo x € 1, entonces f es estrictamente decreciente.

Teorema 5.22.  Sea I un intervaloy f : I — R derivable. Entonces f’(I) es un intervalo.

Observacién 5.23. El teorema del valor intermedio para la derivada no es una conse-
cuencia del teorema del valor intermedio. Seria necesario que la funcién fuera de clase
C! para garantizarnos la continuidad de la derivada. Sin embargo, se pueden encontrar
funciones derivables cuya derivada no es una funcién continua (vease el Ejemplo 5.29).

La primera aplicacién del teorema del valor intermedio para la derivada es que el es-
tudio de la monotonia se simplifica sobremanera. Una vez que sabemos que la derivada
no se anula (en un intervalo), basta evaluar en un punto arbitrario para saber su signo.

Ejemplo 5.24. Estudiemos la monotonia de la funcién f(x) = 1+ vx— V1 + x parax > 0.
Para ello, veamos cuando se anula la derivada:

_ 1 L:0(:)\/_:\/1+x(=>x:l+x

2vx  2Vl+x
Por tanto, f’ no se anula nunca. El teorema del valor intermedio para las derivadas nos
asegura que f es estrictamente monétona en R*. En efecto, si la derivada cambiase de
signo, tendria que anularse, cosa que no ocurre.
Una vez que sabemos que f” tiene el mismo signo en todo R*, podemos averiguar dicho
signo evaluando en cualquier punto. Por ejemplo f'(1) > 0, con lo que f es estrictamente
creciente. <

Lo que hemos visto en el ejemplo anterior, lo podemos repetir con cualquier funcién
cuya derivada no se anule.

Corolario 5.25. Sealun intervaloy f : I — R una funcién derivable con f’(x) # 0, para todo
x € I. Entonces f es estrictamente mondtona.

Teorema 5.26. Sealunintervaloy f : 1 — R derivableen I con f’(x) # 0 para todo x € L.

Entonces f es estrictamente monétona, = es derivable y ( f ‘1)’ (f(a) = f,l(a).

Reglas de L'Hopital

Proposiciéon 5.27. Sea I un intervalo,a € I, f,g : I\ {a} — R derivables. Supongamos que
lim f(x) = lim g(x) = 0. Entonces, si
X—a X—a
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lim f® =L, +00,—00 = lim@ =

P e g v =L, +00,—00.

Podemos aplicar este resultado al estudio de la derivabilidad de una funcién continua.
Aplicando la primera regla de L'Hopital al limite de la definicién de derivada se obtiene
el siguiente resultado.

Corolario 5.28. Sea I un intervalo,a € 1y f : I — R una funcién continua y derivable en  Condicién sufi-
I\ {a}. ciente de deriva-

a) Silim f’(x) = L, entonces f es derivableen ay f'(a) = L. bilidad
X—a

b) Silim f'(x) = oo, entonces f no es derivable en a.
X—a

Ejemplo 5.29. Estudiemos la funcién f : R — R definida como

F) = {32 sen(%), six #0,

, six=0.

Esta funcion es continua y derivable en IR*. No es dificil comprobar que f es continua en
0. Usando que el producto de una funcién acotada por otra que tiende a cero es cero, se
tiene que

lim £(x) = lim sen(j—c) = 0= f(0).

Sabemos que f’(x) = 2xsen (%) - cos (}lc) si x # 0. Usando que la funcién coseno no tiene
limite en +oo (recuerda que sabemos por el Ejemplo 4.11 que ninguna funcién periédica
no trivial tiene limite en infinito), concluimos que no existe lim,_,o f'(x).

Para estudiar la derivabilidad en el origen nos queda tinicamente la definicién

2 1
— £(0 x“sen |+
limjM = limJ = limxsen(—) =0.
-0 x—0 x—0 X x—0 X
Por tanto, f es derivableen Oy f’(0) = 0.
La funcion f es un ejemplo de una funcién derivable pero cuya derivada no es una fun-
cién continua y, al mismo tiempo, un ejemplo de que la regla de L'Hopital no es una

equivalencia.«<

Proposicion 5.30. Sea I un intervalo,a € I, f,g : I\ {a} — R derivables. Supongamos que 22 regla de L'Hé-
lim |g(x)| = +oo. Entonces, si pital

xX—a

1mf,(x) =L = lim@ =L
x—a g’ (x) x—a g(x)

Derivadas de orden superior

Al igual que podemos estudiar la derivabilidad de una funcién, podemos repetir este
proceso y estudiar si la derivada es una funcién derivable. Si f : A — R es una fun-
cién derivable, notaremos f” a la primera derivada, f” a la segunda derivada y f™ a la
derivada de orden n.
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Definicién 5.31. Sea A C R, diremos que una funcién f : A — Res de clase C! si
es derivable y f” es una funcién continua.

Si n es un nimero natural cualquiera, diremos que f es de clase C" si f es n veces
derivable y la derivada n-ésima f es continua.

Por tltimo, si una funcién admite derivadas de cualquier orden diremos que es de
clase C*.

Usaremos la siguiente notacion

Cl(A)={f: A - R: existe f’ y es continua},
C2(A)={f: A —> R: existe f” y es continua} ...

En general,

C"(A) = {f :A— R: existe f yes continua} , Y
C*(A) = { f:A—> R: existe f(”) para todo n natural}.
Se tiene la siguiente cadena de inclusiones:
C¥(A) €...C"Y(A) € CYA) €...C3(A) € CY(A) € C(A),

donde C(A) denota al conjunto de las funciones continuas en A. Para comprobar que las
inclusiones son estrictas, tenemos que encontrar funciones de clase n que no sean de cla-
se n + 1. ;Cémo buscamos una funcién con estas propiedades? La respuesta es sencilla:
consideremos la funcién valor absoluto (o cualquiera otra con un pico) y, aunque todavia
no hemos hablado de ello, calculemos una primitiva. Dicha primitiva se puede derivar
una vez (obtenemos la funcién valor absoluto) pero no se puede volver a derivar. Si que-
remos que se pueda derivar mds veces s6lo tenemos que integrar mas veces. Esto es lo
que hacemos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.32. La funcién f : R — R definida como
£ = {(x —a)"1, six>a,

0, six<a,

es de clase C" pero no de clase C"*1. No es dificil comprobar que la derivada de orden
n + 1 no es continua en a:

nm+1)(x—a)*, six=>a,

0, six <a,

7o =
v+ Dnx—a)l, six>a,
f (x)_{O, six<a,

y, sucesivamente,
I(x — ix>a
) ( :{(n+1)(x a), six>a,
F7e 0, six <a.
Esta funcién no es derivable en x = a porque las derivadas laterales existen y no coinciden.

(1) 1y (n+1)!, six>a,
f ) {0, six <a.
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Obsérvese que la funcién f no es de clase n + 1 porque no existe la derivada no porque no
sea continua. En este sentido, el Ejemplo 5.29 es “mejor”: la funcién era derivable pero la
derivada no era continua.«

Proposiciéon 5.33. Sea I un intervalo, a € 1y n, un niimero natural mayor o igual que 2. Sea
f I = R una funcién de clase n verificando

f@=f'@a=-=f"Ya)=0, fM) #0.

a) Sin esimpar, f no tiene un extremo relativo en a.
b) Sines par:

i) si f(”)(a) > 0, f tiene un minimo relativo en a,

ii) si f(a) <0, f tiene un maximo relativo en a.
Ejemplo 5.34. La funcién f(x) = x* (2 + sen(%)) six # 0y f(0) = 0 tiene un minimo
absoluto en el origen pero no se puede encontrar un intervalo centrado en 0 dénde la
derivada tenga un tnico cambio de signo. <

Polinomio de Taylor
Si f : 1 — Resuna funcién derivable en a € I, la recta tangente
y=f@+f@x-a

tiene cierto parecido con la funcién original. Mds concretamente, ambas pasan por el
punto (a, f(a)) y tienen la misma pendiente.

Si la funcién f se puede derivar méas veces podemos plantearnos encontrar un poli-
nomio que se ajuste con mds exactitud a dicha funcién. Para ello podemos escoger va-
rios caminos pero, en general, necesitamos imponer condicionales adicionales al polino-
mio. Por ejemplo: jexiste un polinomio de grado 2 que coincida con la funcién, su de-
rivada y la segunda derivada en un punto 4? Supongamos que el polinomio es p(x) =
ag + ai(x — a) + ax(x — a)>. Si imponemos esas condiciones, obtenemos que:

ay =f(a),
a1 :f,(u)l
2“2 :f//(a)l

En general, si queremos que el polinomio coincida con la funcién y sus derivadas de
fO@ ;
orden n obtenemos que a; = ——, parai=1,2,...,n.
Definicién 5.35. Sea f :I — IR, n veces derivable en a € I. El polinomio de Taylor de
orden n centrado en a de la funcién f es

" (n)
P,(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %(x — @) b %(x —a)".

El polinomio de Mclaurin es el polinomio de Taylor en el caso particular a = 0.

Ejemplo 5.36. Calcular el polinomio de Taylor de la funcién seno en centrado en el
origen.
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En primer lugar vamos a calcular las derivadas sucesivas de la funcién seno:

f(x) = sen(x),
f'(x) = cos(x),
f7(x) = —sen(x),
f"(x) = —cos(x), y
f(4)(x) = sen(x).

Las derivadas a partir de orden 5 se vuelven a repetir. Expresar la derivada n-ésima asi
es, como minimo, incémodo aunque tiene la ventaja de ser entenderse facilmente. De otra
forma,

f(x) = sen(x),
f'(x) = cos(x) = sen (x + g)
f"(x) = cos (x + g) = sen (x + 2%)
" (x) = cos (x + 2;) = sen (x + 3%),
y, por induccién, se tiene que
f(”)(x) = sen (x + ng)

Si sustituimos en el origen:

f0)=0, f0)=1, f/(0)=0, f”(0)=-1, f90)=0,...

Se observa que todas las derivadas de orden par son nulas y las de orden impar van
alternando los valores 1y -1. El polinomio de Taylor de orden 21 — 1 nos queda

_ : f7O 70 5 fEDO) 551
Pon-1(®) =) + f O + 752 + == o+
x3 x5 el x2n—1
_x—§+a+...+(—1) (21’[——1)'
-1
:n (=1 L2+
Qk+ 1)
k=0

El siguiente resultado se conoce como formula infinitesimal del resto y permite calibrar
el parecido entre una funcién y su polinomio de Taylor cerca del punto donde estamos
calculando el desarrollo.

Férmula infini- Proposicién 5.37.  Sea I un intervalo, f : I — R una funcién de clase C" conn > 1y P, el
tesimal del resto  polinomio de Taylor de f en a € 1. Entonces

L WP
x—a (x — (1)”
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Figura 5.5 La funcién coseno y su polinomio de Taylor

A la diferencia entre la funcién y el correspondiente polinomio se le suele llamar resto  Resto de Taylor
de Taylor de orden n de la funcién f en el punto a: R,(x) = f(x) — Pn(x).

Ejemplo 5.38. Calcular lim,_,o )1—6(6 -1+ x)%).
Sea f : R* — R la funcién definida como

fx) = %(e— (1+x)7).

Consideremos la funcién g : Ry — R definida como g(x) = (1 + ), x>0y g0) =,
funcién que hemos estudiado en el Ejercicio 5.3 y obtuvimos que es derivable en cero
y §'(0) = —e/2. Utilizando esta funcién y el teorema de Taylor, la funcién f podemos
escribirla asi:

Rq(x)

= 80 =80 _ —gOr=Rik) g _

X X

,Vx >0

donde Ri(x) representa el resto de Taylor de la funcién g en el cero, y de orden 1, por lo

que sabemos que lim,_,o Rl}f") = 0. Entonces
e

li ==.

i £ = 3
Teorema 5.39. Sea I un intervaloy f : I — R una funcién n + 1 veces derivable. Sea P,, Teorema de Tay-
el polinomio de Taylor de orden n en el punto a de la funcién f. Entonces, dado x € I existe lor
c €la, x[ tal que

f(n+1)(c)
-p — _ n+1‘
F&) = Pule) = Gy (=)

La férmula de Taylor permite dar una estimacién del error que cometemos. Dejando
aparte el valor de la derivada de orden n+1 de la funcién, estamos dividiendo por (n+1)! lo
que quiere decir que cuanto mads alto sea el grado del polinomio mejor. Al mismo tiempo
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estamos multiplicando por (x—a)"*! lo cual quiere decir que cuanta mayor sea la distancia
entre el punto donde desarrollemos, 4, y el punto donde evaluemos, x, peor.

Ejemplo 5.40. La funcién coseno es uno de los ejemplos tipicos de funcién que su-
puestamente conocemos. Decimos supuestamente porque en la practica, salvo en unos
cuantos valores destacados, no sabemos calcularla. En cambio si que podemos evaluar
su polinomio de Taylor, por ejemplo, en el origen. Para ello usaremos las derivadas en el
origen de f(x) = cos(x):

fO =1, f©O) =0, f(0) =1, f"(©) =0, y f¥0) =1.
El polinomio de Taylor en el origen de orden uno, dicho de otra manera, la recta tangente
en(es
Pi(x) = 1.
Cerca del origen, el polinomio de Taylor y la funcién coseno no se diferencian demasiado,

pero este parecido desaparece rdpidamente cuando nos alejamos. Aumentemos el grado
del polinomio de Taylor. La segunda derivada en el origen vale -1 y por tanto

2

x
PZ(X) =1- ?
El polinomio de grado 4 es
x? xt
Pao=1-75+5

que, como se puede ver la Figura 5.6, se diferencia atin menos de la funcién coseno.

W4 TRG A ] RS A N
Orden 1 Orden 2 Orden 4
Figura 5.6 Polinomio de Taylor de la funcién coseno
A la vista de este ejemplo puede pensarse que si aumentamos el orden del polinomio de

Taylor el error que cometemos serd cada vez mas pequefio y veremos que para la funcién
coseno de hecho es asi. «

La funcién exponencial coincide con su derivada y, por tanto, con su derivada n-ésima.
Su polinomio de Taylor en el origen es

Por ejemplo, si queremos calcular el ntimero e, el error sera
eC

m(l _ 0)n+1,

R,(1) = f(1) - P,(1) =
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donde f(x) = ¢* y c es un punto intermedio entre a = 0 y x = 1. No sabemos con exactitud
cuanto vale ¢, lo que si sabemos es que la exponencial es una funcién creciente y entre 0
y 1 estd acotada por 3, por ejemplo. Por tanto

e ' 3

IR =51 | = G

Por tanto, utilizando dicha cota del error, tenemos

n P,L(1) error R (1)
0 1 3

1 2=1+1 2

2 25=1+1+1 %

3 26=1+1+1+1% :

4 ~ 2.708 0.025

Tabla 5.1 Aproximaciones
del ndmero e

Para poder calcular este polinomio lo tinico que necesitamos es la existencia de derivadas
de cualquier orden en un punto 4 del dominio. En este ambiente, es natural plantearse
preguntas como

a) ;Cualquier funcién de clase C* es el limite en algtin sentido de su polinomio de Taylor
cuando el orden tiende a infinito?

b) ;Qué ocurre con funciones que presentan problemas de regularidad como, por ejem-
plo, la existencia de puntos de discontinuidad o en los que no existan todas las deri-
vadas?

c) Si el polinomio de Taylor no se parece a la funcién original siempre, ;hay al menos
algunos puntos en los que si se parezca? Y, en ese caso, ;como de grande es dicho
conjunto?, jes un intervalo?, ;es abierto, cerrado,...?

5.7 Concavidad y convexidad

Definicién 5.41. Sea I un intervalo de R. Diremos que una funciéon f : I — Res
convexa si verifica que Funcién convexa

fA=-Dx+Ay) <A =-N)f(x) +Af(y),

para cualesquiera x, y € I.
Diremos que la funcién es céncava si se verifica la desigualdad opuesta, esto es, Funcién céncava

fA=Mx+Ay) 2 A =-D)f()+Af(y).



ALGUNAS APLICACIONES DE LA DERIVADA DERIVABILIDAD

Las definiciones de concavidad y convexidad son com-
pletamente independientes de que la funcién sea o
no continua, derivable o cualquier otra condicién de
regularidad. Dicho esto, como ocurre con la mono-
tonia, la derivada es una gran herramienta que nos
va a permitir simplificar el estudio de la concavidad
y convexidad.

W, F

Observacion 5.42.

a) La convexidad (analogamente la concavidad) tie-
ne una clara interpretacion geométrica. Debe ve-

rificarse que el segmento que une los puntos (x, f(x)), (v, f(y)) quede por encima de la

grafica de la funcién. Recuerda que dados dos puntos x, vy € R", el segmento que los

une es el conjunto

Figura 5.7 Funcién convexa

[x,y]={Q -A)x+Ay: A €]0,1]}.

b) No estd de més recalcar que f es convexa si, y s6lo si, — f es concava.

Proposicion 5.43. Sea I un intervaloy f : I — IR dos veces derivable. Entonces
a) Si f”(x) > 0 para cualquier x € I, entonces f convexa.
b) Si f”(x) < 0 para cualquier x € I, entonces f céncava.

Punto de inflexién Definicién 5.44. Diremos que f : I — R tiene un punto de inflexion ena € I si en
dicho punto la funcién cambia de céncava a convexa o viceversa.

5.8 Algunas aplicaciones de la derivada

Ejemplos de méximos, minimos, niimero de soluciones, desigualdades, estudio de una
funcion, etc.

Imagen de una funcién

El teorema del valor intermedio junto con la monotonia permiten calcular la imagen
de una funcién. Més concretamente, se cumple que
a) si f : [a,b] — R es creciente entonces f([a,b]) = [f(a), f(D)], ¥
b) si f :]Ja, bJ— R es estrictamente creciente entonces f(]a, b[) = Jlimy—,, f(x), lim,_; f(x)].
Resultados similares se tienen para funciones decrecientes. Observa que necesitamos
tres datos de la funcién para poder aplicarlos: continuidad, monotonia y que el dominio
sea un intervalo. Observa que, hasta este momento, no ha aparecido la palabra derivada.
Su papel es facilitarnos el estudio de la monotonfa. Nada mas.

Ejemplo 5.45.
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Veamos un ejemplo: vamos a calcular la imagen de la

funcién f : [0,5] — R definida como f(x) = x> —6x>+ 20 /

9x — 1. En este caso, la funcién es derivable en todo 18 3 ) I

su dominio, es un polinomio. ;Cudles son sus puntos {4 fO) =x"—6x"+9x -1

criticos? 14 /l
’ _ 2 _ —
ff(x)=3x"-12x+9=0 < x=1,3. 124 f()=32-12x+9

Por tanto f es estrictamente monétonaen [0, 1], en[1, 3]
y en [3,5]. Podemos evaluar la derivada en un punto
de cada uno de dichos intervalos para averiguar el ca-
racter de la monotonia:

intervalo x signode f’(x) monotonia de f

[0,1] 0 + est. creciente
[1,3] 2 - est. decreciente
[3,5] 4 + est. creciente

Con estos datos,

f(10,5]) = £([0,1]) U £([1,3]) U £([3,5])
= [f(0), SD]V [fB), FDIV[fQ), f5)]
=[-1,3]U[-1,3]U[-1,19] = [-1,19].
En particular, la funcién f tiene maximo y minimo absolutos y ya sabemos su valor: -1y
19. También sabemos dénde se alcanzan: el minimo en 0y en 3y y el maximo en 5.«

Si en lugar del intervalo [0, 5], hubiésemos considerado la funcién f definida en todo R
no serfa necesario estudiar la monotonia. Piénsalo un momento. Se cumple que

lim x° - 6x* +9x—1=-0c0 yque lim x° —6x* +9x — 1 = +o0.

X——00 X—+00
Esto quiere decir que f(R) = R.
Ejemplo 5.46. ;Cual eslaimagen de la funcién f : R — R definida como

flx) = arctan(x’ — 2x* + sen®(2x — 3))?

Un vistazo a la derivada y te dards cuenta de que no parece facil decidir la monotonia de
la funcién. De nuevo, observa que

lim - 2x* +sen®(2x—3) = —c0 = lim f(x) = —g, y que
X——00 X——00

lim x° —2x* + sen®2x - 3) = + 00 = lim f(x) = g .
X——00 X——00
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Por tanto, f(R) D ]—%, %[ (Podria ser la imagen un conjunto mayor? En este caso no, ya
que la funcién arcotangente no toma nuca valores fuera de dicho intervalo. En consecuen-

cia f(R) = ]—g, ﬂ[ <

Extremos absolutos

Acabamos de ver como el estudio de la imagen de una funcién nos da automaticamen-
te, si existen, los extremos absolutos. En el caso de que tengamos garantizado la existencia
de dichos extremos antes de estudiar monotonia, es posible ahorrar algunos célculos. Por
ejemplo, la funcién del Ejemplo 5.45 tiene méximo y minimo por la propiedad de com-
pacidad: es una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado. Eso quiere decir que
los extremos absolutos se tienen que alcanzar en uno de los siguientes puntos:

a) puntos criticos,
b) extremos del intervalo, o
c) puntos donde la funcién no sea continua o no sea derivable.

En este caso, los extremos de la funcién f : [0,5] = R, f(x) = x> —6x?+9x—1 tienen que
estar entre los siguientes: 0, 1, 3 y 5. Hemos reducido el problema de averiguar el valor
maximo o minimo en todo un intervalo a averiguar el maximo o el minimo de cuatro
numeros. S6lo hace falta echar un vistazo para encontrarlos:

f0) =1, f(1) =3, f(3) = -1, f(5) = 24.

Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en 5 y el minimoen 0y en 1.

Desigualdades y ecuaciones

La demostracién de una desigualdad o el estudio de el ntimero de soluciones de una
ecuacién son sélo dos ejemplos que podemos resolver estudiando las funciones adecua-
das. Por ejemplo, la validez de la desigualdad

sen(x) <x, VYxe ]O, g[,

la podemos ver de varias formas: pasamos restando o dividiendo y comprobamos que
a) laimagen de la funcién f(x) = x — sen(x) con x € ]O, %[ esta contenida en R*, o bien,

b) la imagen de la funcién g(x) = sen(x)/x con x € ]0, %[ esta contenida en ]0, 1[.
Dependiendo del tipo de funciones involucradas en la desigualdad, serd més conve-
niente utilizar uno u otro método.
Calculemos cudl es la imagen de f(x) = x — sen(x) en el intervalo ]O, %[ Como f'(x) =
1 — cos(x) > 0 en dicho intervalo, f es estrictamente creciente y, en consecuencia,

f(]o, g[) - ]}}g{}f(x),ig; f(x)[ - ]O,g - 1[,

También podemos utilizar la monotonia para contar el nimero de soluciones de una
ecuacion. Para ello nos aprovecharemos de que una funcién continua y estrictamente mo-
nétona en un intervalo se anula (una tinica vez) si, y s6lo si, cambia de signo en los extre-
mos de dicho intervalo. Mds concretamente,
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sea f :]a, b[— R continua y estrictamente creciente. Se cumple que
a) silim f(x) >00 lirrgf(x) <0, fnoseanulaen Ja,b[, y
X—a X—

b) silim f(x) <0y lin; f(x) > 0, entonces f se anula una tinica vez en |a, b|.
x—a x—

5.9 Ejercicios

59.1 Ejercicios conocidos

Ejercicio 5.1. Calcular la tangente de las siguientes curvas en los puntos dados:
a) y = .7 en el origen.

b) y=x*+1en (3,10)

¢) y = cos(x) en (%,O)

d) y=|x|len(1,1)

Solucién 5.1.

a) y'(x) = (}(121"12)2 = y'(0)=1.

b) ¥ (x) =2x = y’(3) =6.

c) ¥ (x)=-sen(x) = vy (%) =-1.

d) ¥’ (x) =1enR"y, por tanto, y'(1) = 1.

Ejercicio 5.2. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
a) y =sen(x + 3)
b) y = cos?(x)

_ 1
C) y= cos(x)
d) v =sec(x)
e) y=+1%

f) y=v2+1

Solucién 5.2.
a) y'(x) = cos(x + 3).
b) v'(x) = 2 sen(x) cos(x).

sen(x)

Q) Y= 2w
d) yl(X) — sen(x)

cos?(x)

©) ¥ = Jawam:

f) ¥'(x) = x(x> +1)723.

Ejercicio 5.3. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

> — A X
2 [ = (- ). D =
b) f(x) = cos(cos(cos(x))). f;) f() - ;/E :
0 fx) = ¥etIn(x). ) f(x) = Lxlxl.
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Solucién 5.3.

4

Q) () = (35— &) (45 +275),

b) f'(x) = —sen(cos(cos(x))) sen(cos(x)) sen(x).
o) f'(x) = 4x3e* In(x) + x*e* In(x) + x3¢*.

d) f'(x) =x*(In(x) +1).

&) f/() = V" Ino) + 1)

f) f'(x) =1x|.

Ejercicio 5.4. Comprobar que la funcién f: R — RR,
2x, six <0,
flx) = {3x2, six>0.

es continua pero no es derivable en el origen.

Solucién 5.4. Esinmediato comprobar que la funcién es continua y que
lim f'(x) =2# 0= lim f'(x).
x—0~ x—0*

Ejercicio 5.5. Calcular los puntos donde la recta tangente a la curva y = 2x> — 3x% —
12x + 40 es paralela al eje OX.

Solucién 5.5. Buscamos dénde se anula la derivada:

1+V1+

fx)=6x>—6x-12=0 & ¥*—x-2=0 & x= Tg =2,-1.
Ejercicio 5.6. Dibuja las graficas de las siguientes funciones indicando los maximos,
minimos y puntos de inflexién.

a) y=6-2x—x° b) v =3x* — 413 o y=(x—-1)>

Solucién 5.6.

a) La funcién alcanza su méximo absoluto en x = —1 y no tiene puntos de inflexién.
b) La funcién alcanza su minimo en x = 1y puntos de inflexién en x = 0 y x = 24/36.
c) No tiene extremos y tiene un punto de inflexién en x = 1.

Ejercicio 5.7. Calcular dos ntimeros positivos cuya suma sea 20 y su producto sea ma-
ximo.

Solucién 5.7. Sean x e y dichos nimeros. Entonces x+y = 20. Como y = 20—x, tenemos
que buscar el maximo de la funcién f(x) = x(20 — x). Derivamos y calculamos sus puntos
criticos:

flx)=20-2x=0 < x=10.

Puesto que f”'(x) = -2, la funcién tiene su maximo en x = 10 y los dos ntimeros que
estabamos buscando son 10 y 10.
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Ejercicio 5.8. Calcular las dimensiones del rectdingulo de mayor area que puede inscri-
birse en un semicirculo de radio r.

Solucién 5.8.
Salvo multiplicar por 4, podemos trabajar en el primer
cuadrante. Tenemos que maximizar la funcién f : [0, 7] —

R definida como f(x) = xVr? —x2. Los puntos criticos 2x
son .
) y y
f’(x):VrZ—xz——x =0 = r*-2x*=0
2 _ 42 X X
r
= x=—.

V2

Es inmediato comprobar que en dicho punto la funcién alcanza el méaximo.

Ejercicio 5.9. Calcular los siguientes limites:

a) hmx_>0 sen(3x)
b) hmx—m/Z czos(;z)

) lim,_,, Y2538 A2

d) limy_ =22® C;’;‘x)

Solucién 5.9.

3cos(3x) sen(3x) =3

=3 = limx_,o

-2 = hmx_>_— C%s(x) =-2.

a) Aplicamos las reglas de L'Hopital lim,_,g
b) Usamos las reglas de L'Hopital. lim,_, x

sen(x)

c) Usando la regla de L'Hopital

2
 em .1 1  V@+5-3 1
lim = lim =- = lim——— = —.
x—2 2x x—2 2\/x2 +5 6 x—2 x2 -4 6

d) Aplicamos la regla de L'Hopital dos veces:

. 1—cos(x) . sen(x) 1
liy — g iy ~limp et =3

Definicién. Reglas de derivacion

Ejercicio 5.10. Sea f : ] Ly 2[ — IR definida por:

In (1 — sen(x)) — 2 In(cos(x))
sen(x)

f(x) =

4

six # 0y f(0) = a. Estudia para qué valor de a la funcién f es continua en cero.

Solucién 5.10. Calculamos el limite de f en el cero aplicando la regla de L'Hoépital y
nos queda
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— cos(x) 2 sen(x)
lim 1-sen(x) cos(x) -1
x—0 cos(x)

Por tanto, f es continua en cero si, y sélo si, a = —1.
Ejercicio 5.11. Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién f : R — R definida
por

arctan (exp (;—21)) , six<0

fo0 =4 #5 si0<x<1

1+¥, sil<x.

Calcula la imagen de la funcién.

Solucién 5.11. La funcién f es continua y derivable en R\ {0, 1}. Para estudiar la conti-
nuidad y derivabilidad en 0 y 1, utilizamos limites laterales:

lim f(x) = lim arctan (exp (_—21)) = arctan(0) =0, vy
x—0~ x—0~ X

li = li =
xi)rgl*' f(x) er{)l*' x2+1

Por tanto, f es continua en cero. Veamos en 1:

2x
li = [i =1,
=il Y

In(x)
=

lim f(x) = lim 1+

x—1t x—1t

1.

En consecuencia, f es continua en toda la recta real.
La derivada, salvoen 0 y 1, vale

5, six <0,

f)=1 500

si0<x<1,

sil<x.

Las derivadas laterales en 0 son

0= I

2 —2x?
lim f/(x) = lim ——— =2,
x—0+ x—0~ (xZ + 1)

que no coinciden y, por tanto, f no es derivable en 0. En 1,

—98-—
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)
lim f() = lim 22 =0,y
x—1- x—1- (x2 + 1)

. . 1—In(x)

1 4 = 1 _— = 1
xl>1111+f (X) anl’l*' x2

Por tanto f es derivable en R \ {0, 1}.
Para terminar el problema vamos a calcular la imagen de f. Como

fR) = f(I=e0,0]) U f([0,1]) U £([1, +e0l),

calculamos la imagen de cada una de estos tres intervalos por separado

a) EnR™, f'(x) < 0y, por tanto, f(] - o, 0]) = [f(0), lims—e f()[= [0, %[.

b) En ]0, 1], la derivada es positiva: f([0, 1]) = [f(0), f(1)] = [0, 1].

¢) Por dltimo, en [1, +oo[, f'(x) =0 <= x = e. Evaluando la derivada, es muy sencillo
comprobar que f es creciente en [1, ¢] y decreciente en [e, +oo[. Por tanto,

Fl1, +osl) = LFD, f@1 | lim_ ), f@)]-

Uniendo todos los resultados anteriores, la imagen de f es f(IR) = [O, 1+ %]

Teorema del valor medio

Ejercicio 5.12. Probar que arcsen(x) + arccos(x) = 7 para todo x € [-1,1].

Solucién 5.12. Sea f:[-1,1] = R, f(x) = arcsen(x) + arccos(x). Como f es derivable en
]-1,1[ y ademas f’(x) = 0, Vx €] -1, 1] tenemos que f es constante en el intervalo ] -1, 1[.
Si evaluamos la funcién en el cero, obtenemos f(x) = 7, para todo x €] — 1, 1[. Utilizando
la continuidad de f en todo [-1,1], se deduce que f(x) = 7 en el intervalo cerrado.

Ejercicio 5.13. Demostrar que la desigualdad 135 < In(1 + x) < x se verifica para todo
x> 0.

Solucién 5.13. Podemos resolver el ejercicio de varias formas.

a) En primer lugar vamos a demostrar las dos desigualdades como consecuencia directa
del teorema del valor medio. Para ello, definimos f : Rf — R, f(x) = In(1 + x). Si
ahora restringimos f al intervalo [0, x], siendo x > 0, por el teorema del valor medio,
se asegura la existencia de c €]0, x[ verificando

, 1
In(l+2) = f() = f(0) = f'©x = T

X.

Por tanto

1 <L<1

O<c<xy = 1<l+c<l+x =
1+x 1+c¢

X x
1+x<m_ln(1+x)<x, Vx> 0.

b) Otra posibilidad es demostrar una a una las desigualdades. Veamos cémo podemos
demostrar una de las dos. Por ejemplo, como
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Inl+x)<x & x-In(1+x)>0,

vamos a calcular la imagen de la funcién f : R — R definida como f(x) = x — In(1 +
x) y comprobar que su imagen esta contenida dentro de R*. Como la funcién f es
derivable, estudiamos su monotonia:

, 1 1+x-1 x
f“j_1_1+x_ 1+x 1+

>0, Vx> 0.
x
Por tanto, f es estrictamente creciente y
£ (10, +eoD) = [lim £, lim_ )
x—0 xX—+00
Como lim,— f(x) = 0, la funcién siempre es positiva como queriamos demostrar.

(® Ejercicio 5.14. Demuestra que

ad < arctan(x) < x
1+x?

para cualquier x positivo.

Solucién 5.14. FALTA

Ejercicio 5.15. Demostrar que | arctan(x) — arctan(y) | < |x -y
R.

, para cualesquiera x, y €

Solucién 5.15. Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién f(f) = arctan(t) y
tomamos valores absolutos:

1
£ - fW)| =] O [x - v] =’

1+ c2

|x—y|<]x-y].

2

(® Ejercicio 5.16. Calcula el ntimero de soluciones de la ecuacién x° = x sen(x) + cos(x).

Solucién 5.16. Vamos a estudiar la funcién f : R — R definida como f(x) = x* -

x sen(x) — cos(x). Claramente es una funcién derivable. Su tinico punto critico es
f'(x) =2x —xcos(x) = x(2 —cos(x)) =0 & x=0.

Examinando el signo de la derivada podemos conocer la monotonia de la funcién.

intervalo x signo de f’(x) monotonia de f
]—00,0] -1 - estrictamente decreciente
[0,+00] 1 + estrictamente creciente
Como f(0) = -1y lim f(x) = lirP f(x) = +00, la funcién cambia de signo en los inter-
X—>—00 X—+00

valos [0, +oo[ y | — o0,0] y tiene, por tanto, dos soluciones.

Ejercicio 5.17. Calcular el ntimero de ceros y laimagen dela funcién f : R — R definida
por f(x) = x® = 3x% + 2.

— 100 —
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Solucién 5.17. Consideramos la funcién f : R — R, f(x) = x® — 3x% + 2. Calculamos los
puntos criticos de la funcién:

flx)=6x"—6x=6x(x*-1)=0 < x=-1,0,1.

Ademads tenemos que en —1 y en 1 hay dos ceros de f (f(—=1) = f(1) = 0). Si hubiera algtin
cero maés, por el teorema de Rolle habria mds de tres puntos criticos de la funcién. Por
tanto, la funcién f tiene solamente dos ceros.

Ejercicio 5.18. Sea f: R\ {-1} = R la funcién definida como

f(x) = arctan (%) + arctan(x).

Calcula su imagen.

Solucién 5.18. La funcién a la que tenemos que calcularle la imagen es una funcién
continua. Si estuviera definida en un intervalo el teorema del valor intermedio nos diria
que suimagen es un intervalo; sin embargo IR\ {—1} no es un intervalo. Si es cierto que esta
formado por dos intervalos, |-, =1[ y ]-1, +oo[, asi que la imagen de la funcion, restrin-
gida a cada uno de los intervalos |—co, —=1[ y ]-1, +oo[ tiene que ser un intervalo. Por otra
parte la funcién, en cada uno de los dos intervalos anteriores, es derivable asi que para
calcular la imagen vamos a estudiar la derivada. Esto sabemos que nos da informacién
sobre crecimiento, extremos relativos, etc.

—(1+x)—(1-%)
, (1+x)° 1 -2 1
f = . +
1- 14+ x2 1+x)2+(1-x)2 1+x2
1+ (=) A+xP+ (-2
-2 1

= + =
24+2x2  1+x2

y la funcién es constante (en cada uno de los intervalos donde estd definida).

Para conocer las dos constantes basta entonces con evaluar en un punto de cada uno
de los intervalos. En el intervalo ]-1, +oo[ no hay ningtn problema ya que facilmente
f(0) = arctan(1) + arctan(0) = 7 + 0 = 7. En el otro intervalo no parece tan fécil ya que
no se ve un nimero en |—oo, —1[ en el que sea facil evaluar la funcién. En este caso lo
que podemos hacer es calcular el limite de la funcién, o bien en —co o0 bien en —1 por la
izquierda. Por ejemplo en —co tenemos

. S 1-x _ n_m m_ 3m
xl_l}l’_l’loo flx) = xl_l)r_noo arctan(m) + arctan(x) = arctan(—1) S =173 "1

Asi que la imagen es el conjunto {—% , %}

x|
e\x—l

Ejercicio 5.19. Calculalaimagen dela funcién f : R — R definida por f(x) =
cualquier x real.

; para

Solucién 5.19. FALTA

— 101 —
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Ejercicio 5.20. Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = ax® + bx? + cx + d.

a) Encuentra las condiciones que deben verificar los pardmetros para que f alcance un
maximo y un minimo relativo.

b) Si se verifica el enunciado anterior, demuestra que en el punto medio del segmento
que une los puntos donde se alcanzan el maximo y el minimo relativo se alcanza un
punto de inflexién.

Solucién 5.20.

a) La derivada de la funcién f es f’(x) = 3ax? + 2bx + c. Dicha derivada se anula en dos
puntos si, y sélo si, 4v* — 12ac > 0 y, efectivamente, estamos ante un polinomio de
segundo grado, esto es, a # 0.

b) Olvidemos por un momento el enunciado concreto del problema y pensemos lo que
tenemos y lo que queremos demostrar. La derivada de f es un polinomio de grado
dos (una parabola); el maximo y el minimo relativos de f se alcanzan en los puntos
de corte de la parabola con el eje OX, esto es, en los puntos que anulan a la derivada y
queremos demostrar que en el punto medio la segunda derivada de f vale cero. Para
simplificar (esperemos) la notacién, sean a y f los puntos donde se alcanza dichos
extremos. Entonces f’(x) = k(x — a)(x — p) para conveniente constante k # 0. Para
terminar es suficiente con calcular la segunda derivada en el punto medio:

a+p

() =k@x = (a+p) = f(T) = 0.

Ejercicio 5.21. Probar que Vx € R se verifica que
1 x

sen(arctan(x)) = .
V1 + x2 Y V1 + x2

Solucién 5.21. Podemos escribir cualquier real x de la forma tan(y) para conveniente

cos (arctan(x)) =

Y€ ]—%, %[ Usando este cambio x = tan(y) tenemos que

1 1 1
cos (arctan(x)) = & cos(y) = =
V1 + x2 y [1 + tanZ(y) sec(y)
y analogamente
X tan(y) tan(y)
sen (arctan(x)) = & sen(y) = =
V1 + %2 /

\/1 + tan?(y) - sec(y)

Ambas igualdades son ahora evidentes.

Ejercicio 5.22. Calcular la imagen de la funcién f : R — R definida por f(x) = e (22 -
3).

Solucién 5.22. La funcién f es continua y derivable en toda la recta real. Para estudiar
su monotonia, calculamos la derivada y vemos cudndo se anula
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f'(x) = 2xe — <x2 - 3) 2xe™
= 2x(4-x%)=0 & x=0,£2.

Por tanto, f es estrictamente mondétona en los intervalos ]—co, -2], [-2,0], [0, 2], [2, +oo[.
Para averiguar qué tipo de monotonia tenemos podemos evaluar la derivada en un punto
de cada uno de dichos intervalos

intervalo x signo de f'(x) monotonia de f
]—00,0-2] -5 + estrictamente creciente
[-2,0] -1 - estrictamente decreciente
[0,2] 1 + estrictamente creciente
[2, +00[ 5 - estrictamente decreciente

De modo que su imagen es

f@R)=f(I—-00,-2])U f([-2,0]) U f£([0,2]) U f (]2, +o0[)
= | lim_f@, fe2|uLO), F10 1O, f@TU | lim f@), f@)]
= ]O, 6_4] U [—3, 6_4] = [—3, e_4]

usando que limy_,.c0 f(x) = 0, que f(0) = -3y que f(2) = f(-2) = e
Observacion: Podiamos habernos ahorrado algunos cdlculos utilizando que la funcién f
es par y, por tanto, f(IR) = f(IR}).

Ejercicio 5.23. Sea f : R\ {1} — R definida por f(x) = arctan(%).
a) Estudiar la continuidad de f y los limites en —co y +oco.
b) Calcular la imagen de f.

Solucién 5.23. La funcién es derivable por ser composicién de funciones derivables.

Vamos a calcular los limites en +oo:
lim f(x) = lim f(x)= arctan(-1) = S
x—

X—+00 —00 4

Para calcular su imagen en primer lugar estudiamos la monotonia. Como la funcién ar-

cotangente es creciente, s6lo tenemos que fijarnos en % y

(1:”;) - (1_2x)2 >0, Vx € R\ {1}.

Esto nos dice que f es estrictamente creciente si estamos en un intervalo. En otras palabras,
f es estrictamente creciente en ] — oo, 1[ y en ]1, +00[. Su imagen sera

FRAY = £ =, 1 U f(1L 40l = |35 0 ]-2.-F| = |5, 5[ V{5
Ejercicio 5.24. Calcular la imagen de f : R* — R, f(x) = x/*.

Solucién 5.24. Esta funcién es continua y derivable en todo R*. Calculamos su deriva-
da:
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f(x) = Lt xlle/xln(x) = x1*2(1 — In(x)).

Por tanto f'(x) =0 <= x = e. En este punto se tiene un punto de maximo relativo (la
funcién pasa de creciente en el intervalo ]0, e[ a ser decreciente en Je, +oo[). Calculando
los limites en los extremos del dominio (lim,—o f(x) = 0, limy—, 1« f(x) = 1) se deduce que
como f(e) = €!/¢ > 1, la imagen de la funcién es f(IR") =]0,e'/¢].

Ejercicio 5.25.

a) Sean f, g : R* — R definidas por
2 x

g =2-7

X

><II\J

f) =

NIR

Estudia los extremos, los intervalos de monotonia, los cortes con los ejes y el compor-
tamiento en +co y 0 de ambas funciones. Haz un esbozo de sus gréficas.
b) Sea a > 2. Se define la sucesién {x,}:
2 x
X1 =4, Xp41=—+—, ¥neN.

X, 2
Demuestra que {x,} es mondtona y acotada y calcula su limite. (SuGERENCIA: usa las
funciones del apartado anterior).

Soluciéon 5.25.
a) Las funciones f y g son derivables en R*. Vamos paso a paso a estudiar ambas fun-
ciones.
i) Para estudiar los intervalos de monotonia, estudiamos el signo de la derivada.

, 2 1 4+

f(X):——Z E 7:0<:>X:2, y
, 2 1

g'(x) = —;—§<O,Vx>0.

En consecuencia, g es estrictamente decreciente y f es estrictamente monétona
en los intervalos ]0,2] y [2, +oo[. Para saber el cardcter de la monotonia en cada
uno de dichos intervalos, podemos evaluar en un punto de cada uno de ellos. Por
ejemplo, como f’(1) <0, f es estrictamente decreciente en ]0, 2] y, como f’(10) > 0,
f es estrictamente creciente en [2, +o0[.

ii) Los extremos de la funcién se obtienen como consecuencia de la monotonia. f
tiene un minimo absoluto en 2 y ¢ no tiene extremos.

iii) Los limites en cero y en infinito valen

2 x 2 x
IS0 = gty = e Jm f0) = lim D45 =
lim o(x) = lim > — % = + lim ¢()= lim 2— %
= lim—- — = = +o00, i - — — = —00.
x—>0g x—0 X 2 X—+00 g x—+00 X

iv) Los puntos de corte con los ejes son
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2 x 4+
f(x)—;+§— o >0, Vx>0,
2 x 4-x?%
= - — = = = = :2.
8) x 2 2x 0 X

Con estos datos no deberias tener dificultad en hacer un esbozo de las graficas de
ambas funciones.

b) La sucesion {x,} estd definida de forma recurrente utilizando la funcién f. Observa
que x,4+1 = f(xy), esto es, cada término se obtiene del anterior aplicando la funcién f.

i)

ii)

Para hacernos una idea de la monotonia, veamos qué término es mayor x1 0 X =
flx1):

+a?

= a’> >4,
2a

2
a>f) = a>E+g = a>

lo cual ocurre obviamente sia > 2, que es el caso. Acabamos de dar el primer paso
para demostrar por induccién que la sucesion es decreciente. Supongamos ahora
que, para un natural # fijo, se cumple que x,, > x,4+1 y tenemos que demostrar que
Xp41 > Xpe2. COmo

Xn+1 = f(xn) > f(xn+1) = Xn+2,

tenemos que demostrar que x, > x,41 = f(x,) > f(x4+1). Esta implicacién es
cierta si los elementos de la sucesion pertenecen al intervalo donde la funcién f es
estrictamente creciente que, habfamos comprobado en el apartado anterior, es el
intervalo [2, +0o[. Para ello vamos a ver que si x > 2, entonces f(x) > 2:

4 — x2

f(x):’z—‘+§>2<=> 52 e P2 —dx+4>0 & (x-2)?%>0,

lo cual es claramente cierto. Resumiendo, siempre que apliquemos la funcién f a
un ndmero mayor que dos, obtenemos de nuevo un ntimero mayor que dos. En
particular los términos de la sucesién x;, €]2, +oo[ y la sucesién es decreciente.

La sucesion estd acotada inferiormente por cero: sumando y dividiendo ndmeros
positivos siempre obtenemos ntimeros positivos.

Una vez que sabemos que la sucesién es monétona y acotada, el limite tiene que veri-
ficar que L = 2 + £ y, despejando, obtenemos que {x,} tiende a 2.

Ejercicio 5.26. Seana,b,c € R con a? < 3b. Probar que la ecuacién Crat+bx+c=0
tiene una solucién real tnica.

Solucién 5.26. Definimos la funcién f : R — R, f(x) = x® + ax? + bx + c. Se trata de
una funcién polinémica de grado impar luego, por el teorema de Bolzano, sabemos que
al menos se anula en un punto de la recta real. Estudiamos la derivada para deducir la
unicidad de la solucién de la ecuacién f(x) = 0 utilizando el teorema de Rolle.

—2a + V4a2 — 12b
c )

fl(x)=3x2+2x+b=0 & x=
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Teniendo en cuenta que a2 < 3b = 4a*-12b < 0; se tiene que la derivada no se anula en
ningtn punto real, por lo que la solucién de la ecuacién f(x) = 0 que tenfamos es tnica
ya que la funcién es estrictamente creciente.

® Ejercicio 5.27. Demostrar que, para cualquier a € R, la ecuacién x = —a + V2sen (%)

tiene una tnica solucion.

Solucién 5.27. Vamos a estudiar la funcién continua f : R — R definida como

f)=x+a- \/isen(a\;;).

Es muy facil ver que lim,_,_« f(x) = —co y que lim,_, ;o f(x) = +00. Por tanto, el teorema
del valor intermedio nos dice que su imagen es todo R y, en particular, se anula en algtn
momento. En particular, tenemos demostrado que la ecuacién tiene solucién. Vamos a
estudiar la monotonia de f.

- -1 a—x
flx)y=1- cos(ﬂ x)_ :1+cos( )20, Vx e R,
V2 )5 \2

Fa)=0 e Cos(a\;;)z—l — %:(21”1)77 = x=a-V202k+1)r,

conk € Z.Como f es creciente en R ya que su derivada es mayor o igual que cero y es es-
trictamente creciente en cualquier intervalo de la forma [a - V2(2k + 1)mt,a — V2(2k + 3)71],
la continuidad nos da que f es estrictamente creciente y, por tanto, la solucién de la ecua-
cién es tnica.

Otra posibilidad para comprobar que la funcién no alcanza un extremo relativo en dichos
puntos es estudiar las derivadas superiores en los puntos criticos. Puedes comprobar fa-
cilmente que

£ (a=V2(2k + 1)m) = 0y que £ (a — V2(2k + 1)) = 0,

para cualquier k € Z, con lo que f tiene un punto de inflexién y no un extremo en dichos
puntos.

(® Ejercicio 5.28. Sea f: R — Rla funcién definida como

flx) = {log (1 + xz) + 2arctan(}-c), six#0,

TT, six=0.
Estudia su continuidad, derivabilidad y calcula su imagen.

Solucion 5.28. FALTA

59.4 Reglas de L'Hopital
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Ejercicio 5.29. Calcula los siguientes limites

-1
2) lim cos(x) + 3x ‘

x—0 2x (
. e +e™* —2cos(x)
b) }cli% x sen(2x)
a _ X
Q) }CILI{} “xl_fﬂl dondea>0ya # 1.
4 lim 200

x—>+o0  In(x)

Solucién 5.29.
a) Aplicamos la primera regla de L'Hopital:

lim = sen(x)+3 3 > lim cos(x)+3x—-1 3
im———— == im———— ==,
x—0 2 2 x—0 2x 2
b) Sabemos que lim,_, Sel;(x) =1, por tanto

e’ + e —2cos(x) e* +e™* —2cos(x)

}(ii% sen () = }clg(} 52 (aplicamos la regla de L’'Hopital)
Y —e " +2
=lim i sen(x) (regla de L'Hopital de nuevo)
x—0 4x
.Y+ + 2cos(x)
=lim =1
x—0 4

c) Aplicamos la primera regla de L'Hopital:

lim ax*~! — a*In(a) 1 L oxt—at 1
x>a a*In(a) " In(a) —aa*—a%  In(a)

d) Usamos la segunda regla de L'Hopital:

1/x
Cmy 1 In(in@)
Jm 3 Ix Jm In(x) 0 = lim n(x) 0.

Ejercicio 5.30. Calcular los limites de las siguientes funciones en el punto indicado:

a) lir(r)l+ (cos(x) +a sen(bx))%

x arctan(5)
50 sen?(2x) cos(sen(x))
) i [t ) en(%)
R b
d) lim (1 — cos(x)) sen(4x)
=0 x3cos (% —x)
¢) lim X + sen(x)

x—+00 X — c0s(X)

Solucién 5.30.
a) Utilizamos la regla del ntimero e y estudiamos el siguiente limite
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. cos(x)+asen(bx)—1 O
lim =—.
x—0* X 0

Esta indeterminacién la resolvemos utilizando la primera regla de L'Hopital:

lir51+ —sen(x) +1ab cos(bx) _

ab,

con lo que lim,_,o+ (cos(x) +a sen(bx))% = e,

b) Ellimite que tenemos que calcular presenta una indeterminacién del tipo “3”, pero si
aplicamos la regla de L'Hopital directamente las derivadas se complican demasiado.

Observa que limy_,g cos(sen(x)) = 1y que

2
2
lim _sen(x) =1 = lim — " 20 =1,
-0 X x—0 (2x)2
con lo que
x arctan() ' xarctan(’z—‘) (2x)2 1 y arctan(%)
v sen?(2x)cos(sen(x)) -0  (2x)2  sen?(2x) cos(sen(x)) 50 4x

Este dltimo limite lo resolvemos aplicando las reglas de L'Hopital:

1+](€)2 1 arctan (5) 1
lim —*- = = = lim 27
x—0 4 x—0 4x

¢) Estamos ante una indeterminacién del tipo “1%”. Por tanto

tan(ﬂ)
lim (tan(n—x)) P ¢l = lim tan(n—x) (tan(n—x) - 1) =1L.
x—1 4 x—1 2 4

Calculemos el limite de la derecha:

X X sen(%) sen(T) - Cos(%)
limtan(—)(tan(_) — 1) = lim .
x—1 2 4 x—1 Cos(%x) Ccos (%x)
an(5) () -con(5)
= lim .
x—1 COS(%) COS (%)
como i, s en() = 1y lim o) - £

Para resolver este dltimo limite aplicamos la primera regla de L'Hopital:

T X Tt X
lim £ COS(T) ty Sen(r) -1
- ’
x=1 -3 sen(%) V2
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y por tanto

lim tan(ﬂ) (tan(ﬁ) - 1) __ 2 ) 1 _ 1 — lim (tan(E))tan(%) o
x—1 2 4 B \/E \/§ h x—1 4 - :

d) Usando que limy_ Serﬁx) =1y que lim,_,g cos (% - x) = %, se tiene que
. (1 — cos(x)) sen(4x) . 4x(1 — cos(x)) sen(4x) 1
lim = lim 3 . :
=0 x3cos (% - x) =0 x 4 cos (% - x)
_ 4V2(1 - cos(x))
= lim .
x—0 xZ

Este altimo limite se resuelve aplicando la primera regla de L'Hopital y se tiene que

lim (1 — cos(x)) sen(4x) —ova
=0 x3cos (% - x)

e) Si aplicamos la regla de L'Hopital, llegamos al limite limy_, }::f’lg; que no existe

y, por tanto, no podemos decir nada sobre el limite original. En cambio, dividiendo
numerador y denominador por x se resuelve facilmente:

x + sen(x) 1+ %(x)
lim ————= = 1i

Yoo x — cos(x)  x—o0  _ Cos)
X

sen(x)

cos(x) -0

X

usando que lim,_, = limy 00

Ejercicio 5.31. Estudiar el comportamiento de la funcién f : A — R en el punto a en
cada uno de los siguientes casos:

VE-VI+VED

a) A :]2r +OO[1 f(X) = > 1 =2.
=

b) A=R*\ (1}, f(x) = ﬁ—%,azl.

0) A =11, +ool, f(x) = #-_f;m a=1.

Solucién 5.31.
a) Aplicando la primera regla de L'Hopital tenemos

1 1
W T (Vx—2+ ) Va2 -4
lim = lim

simplificando el factor Vx —2

(Vx =2+ Vx)Vx +2 _1

= lim =,
x—2 2x\/§ 2
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Por tanto limy_,» f(x)
b) Como f(x) = ﬁ -

%, si aplicamos L'Hopital nos queda
1
X

|’_l

1
3

—_

x—

_ x=1
= . x—1

lim — — —lim —~ — —lim= —————
) + 51 o1 e 51 XIn@) +x - 1

Volviendo a aplicar L'Hopital, lim,_,1 m = % Por tanto, lim,_,; f(x) = %

*(1+In(x))—-1

c) Aplicamos L'Hopital y nos queda lim,_,; ——— = 0. Por tanto lim,_,; f(x) = 0.

Ejercicio 5.32. Estudiar el comportamiento en +co de las funciones f, ¢ : R* — R dadas

por
In(2 + 3¢¥)

a) f(x) = Nl
b) g(x) = (@* + x)'/*, donde a € R*.

Solucién 5.32.
a) Para estudiar el limite de f en +oo aplicamos la segunda regla de L'Hopital:

i 3¢ V24322 V3

x—+o00 2 + 3¢¥ 3x 3

Por tanto el limite de f es %

b) Vamos a calcular ahora el limite en +co de la funcién g. Para ello, aplicamos logaritmos
y estudiamos la funcién h(x) = w Discutimos en funcién del pardmetro a:

i) Sia =1, entonces h(x) = w,

y aplicando L'Hopital tenemos

lim h(x)=0 — lir+n g(x) =1.
X—+00

X—+00

ii) Sia > 1, utilizando la regla de L’'H6pital tenemos:

a* In(@)+1 In(a) + 1/a*

lim ——2"— = lim ——2— " = In(a).

x—+oo ¥ +x x—+o0 1+ x/a¥

Por tanto, en este caso lim,—+« g(x) = en@ =g,
iii) En el caso en que a < 1, repetimos los célculos del caso anterior, pero teniendo en
cuenta que lirP a* =0y por tanto imy_,+c0 1(x) =0 = limy_400 g(x) = ¢ = 1.
X—+00

Ejercicio 5.33. Estudiar el comportamiento en el punto cero de la funcién f : A — R en
los siguientes casos:

1 — cos(x)
a) A= R+, X)=——,
) f() NE
b) A =]0,Z[, f(x) = (sen(x) + cos(x))"/*
1
¢) A=10,3[ f(x) = (cos(x) + )7
Solucién 5.33.
a) Aplicamos L'Hopital y obtenemos
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lim sen(x)

x—0 1
2vx

= lin& 2+v/xsen(x) =0
x—

L sen(®)+cos()—1 _

— limx_)o X

b) Teniendo en cuenta la regla del niimeroe, lim,_ f(x) = e
L. Por tanto, y aplicando L’'Hopital a la tltima expresién,

}Ciir&(cos(x) —-sen(x)) =1 = }g% flx) =e.

¢) Razonando igual que en el caso anterior

i — sen(x) + x ~ lim = sen(x) N 1 _

1
x—0 2x x—0 2x 2 E

Luego lim,_, f(x) =€ = 1.

Ejercicio 5.34. Estudiar el comportamiento en el punto cero de la funcién f : A — Ren
los siguientes casos:

1
a) A=]0,%[, f(x) = (1 - tan(x)):?,
b) A=R", f(x) = x=n®,
o) A=10,3L f(x) = "
Solucién 5.34.
a) Aplicando las reglas de L'Hopital,

—(1 + tan?(x)) B

iy =R =0 = i) =0

sen(x)
b) Siescribimosla funcién f(x) = x*"®) = (x*) "=, se obtiene facilmente quelim,_,o f(x) = 1.
c) Utilizando la regla de L'Hopital

1
i 1- 1+x2 - lim x? 1 _ 1
x—0 3sen?(x) cos(x)  x—0 sen?(x) 3cos(x)(1+x2) 3°

Por tanto, lim,_,g f(x) = %

Ejercicio 5.35. Calcula los siguientes limites:

T 1/x
a) lim (E - arctan(x))

X—+00
b) i In(e?* + sen(x))
SN

1
o) lim (" = x+1)"7, (a > 0).

x—1

Solucién 5.35.
a) Tomando logaritmos

In (% — arctan(x))

e 1/x
lim (— - arctan(x)) =t &= lim
x—+400 \ 2 X—+00 x

Para resolver el limite de la derecha, aplicamos la regla de L'Hopital y nos queda
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1
. 2
lim —
x—+c0 7 — arctan(x)

volviendo a aplicar la regla de L'Hopital nos queda

—_2x
lim Ay _ lim x
x—+00 -z x—)+ool+x2 4
x

. 1/x
y, por tanto, limy_, e (% - arctan(x)) =1.
b) Aplicamos la segunda regla de L'Hopital:
26% +cos(x)

S—= In(e2* +
o, ) 2 g W sente) 2

—+00 6— o —+00
o 2\/3;2+1 V3 o Va2 +1 V3

c) Tenemos una indeterminacién del tipo “1*°”. Por tanto,

}Ci£>rl1(tz"_1—x+1)ﬁ = = }E}I}%(ax_l—x+1—1):L.

Resolvemos el limite de la derecha aplicando la primera regla de L'Hopital:

x—1 1 _ 1 1
lim v @-1 =In(@) -1 = lim (ax_l —x+ 1)3“‘1 = n@-1_ 1
x—-1 1 x—1 e

Ejercicio 5.36. Calcula lim

x—0

3sin(x) — 3x cos(x) ;
S

Solucién 5.36. Calculamos a qué tiende la base aplicando la primera regla de L'Hopital:

. 3cos(x) —3cos(x) +3xsin(x) . sen(x)
lim = lim =1.
x—0 3x2 x—0 X
Dado que tenemos una indeterminacién del tipo “1%”, se tiene que
1 .
lim 3sin(x) — 3x cos(x) _ ol e liml 3sin(x) — 3x cos(x) 1=
x50 x3 x—=0 X X3
Entonces,
.1 (3sin(x) — 3x cos(x) . 3sin(x) — 3x cos(x) — x°
lim — —1)= lim
x—0 X x3 x—0 x*

aplicando la 1° regla de L'Hopital

. 3sin(x) — 3x
= hrn —_——
x—0 4x2

aplicamos la primera regla de L'Hopital de nuevo
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~ lim 3 cos(x) -3
x—0 8x

una ultima vez...

-3 sin(x) _

x—0 8 0

con lo que lim = =1.

x—0 x3

(3 sin(x) — 3x cos(x) :
Optimizacion

Ejercicio 5.37. Calcula las dimensiones del trapecio con mayor drea que puede inscri-
birse en una semicircunferencia de radio 1.
Solucién 5.37. Vamos a poner el drea que queremos que sea

maxima como una funcién de una variable. Hay varias posibili- 4

dades de hacerlo aunque el resultado, evidentemente tiene que Aé—_\ ®, v)
ser el mismo. 0.6 1 : g
El area del trapecio serd la media aritmética de la base mayor M 8;1 .

y la base menor m multiplicado por la altura i; A = Y. S — N
llamamos (x, y) al vértice del trapecio que se aprecia en el dibujo N -05 0 05 1

tendremos que

2+ 2x
A=
2x

y=>0+x)y.

Sino se recuerda el drea del trapecio siempre puede hacerse sumando el area del rectan-
gulo central y los dos tridngulos simétricos que quedan a los lados. Esta funcién anterior
depende de dos variables pero es claro que el punto (x, y) estd en la circunferencia de
radio 1y por tanto x2 + y> = 1 de donde y = V1 — x2 con lo que la funcién a considerar
es f : [0,1] = R definida por f(x) = (1 + x)\/Z1 — x?). Esta funcién es continua en el inter-
valo de definicién y por tanto alcanza maximo y minimo absoluto. Ademas es claro que
el minimo se alcanza cuando x = 1, que el 4rea vale 0. Para calcular el maximo vamos a
calcular los puntos criticos (obsérvese que la funcién no es derivable en 0).

o (—x)  1-x-27
f(x)—Vl—x2+(1+x)\/1_x2— Nl VYx €[0,1].

Yf(x) =0 & 2x2+x-1=0 < x =1o0x = -1 Evidentemente el valor que

nos interesa es x = 1. Ademds si 0 < x < 1/2 se tiene que f'(x) > Oy si1/2 < x < 1
f’(x) < 0conlo que f alcanza maximo (relativo y absoluto) en x = 1/2 (entonces la altura

3V3
Y3,

serd y = ‘/75) y el &rea maxima es f(1/2) =
Ejercicio 5.38. Calcular max{% i ne IN}.

Solucién 5.38. Consideremos la funcién f : Rt — R definida como f(x) = x/*. Los
puntos criticos son



EjErcicios DERIVABILIDAD

pio= e[ L -1

> ):O — Inx)=1 < x=e.
X

Como f”(e) < 0, la funcién f tiene un méximo relativo y absoluto en e. Pero a nosotros
no nos interesa el maximo de la funcién f sino su valor maximo en los niimeros naturales.
Se tiene que

max{%: nelN} =max{\/§, \3/5} = 3.

i 2 3 4

Ejercicio 5.39. De un cuadrado de lado 2 se recortan cuatro trian-
gulos isésceles iguales. ;Cuadl es el volumen méximo de la pirdmide
que se puede formar? (Indicacién: el volumen de una pirdmide es
1Ah, donde A es el 4rea de la base y I su altura).

Solucién 5.39. FALTA

Ejercicio 5.40. Demostrar que la suma de un ntimero positivo y su
reciproco es al menos 2.

Soluciéon 5.40. Tenemos que demostrar que la funcién f : R* — R definida como
flx) = x+ }—C verifica que f(x) > 2, para tod Yx € R*. Calculemos su imagen. f es una
funcion derivable y f/(x) = 1 - 3 = £51. Por tanto f'(x) = 0'si, y s6lo si, x = 1. Como
limy—0 f(x) = limy 400 f(X) = 400, f alcanza su minimo absoluto en x = 1, o lo que es lo
mismo f(x) > f(1) =2, Vx € R* como queriamos demostrar.

Ejercicio 5.41. Calculalas dimensiones de la cruz simé-
trica respecto de los ejes y con area maxima que se puede
inscribir en una circunferencia de radio 1.

T Solucion 5.41. FALTA

Ejercicio 5.42. Una caja abierta estd construida con un
rectdngulo de cartén, quitando cuadrados iguales en cada
T esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las di-
T mensiones de la caja de mayor volumen que puede cons-
truirse con ese procedimiento si el rectangulo tiene como
lados

a) 10y 10,
b) 12y 18.

Solucion 5.42.
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Sean a y b las longitudes de los lados de la ldmina y x la lon-
gitud del lado del cuadrado que se cortara en cada esquina. El
volumen de la caja resultante es f(x) = (a2 — 2x)(b — 2x)x. De-
finamos y = min{a/2,b/2}. Se trata de calcular el maximo ab- |5 —2x
soluto de la funcién f en el intervalo [0, y]. Derivando resul-
ta f’(x) = 12x> — 4(a + b)x + ab. Los ceros de la derivada son
a= %(a+b— a2+b2—ab),yﬁ= %(a+b+ a2+b2—ab).
Fijate que, como a®>+b*—ab > 0, (esta desigualdad es consecuencia de que u v < 1(u?+1v?))
las raices de f’ son reales. Observa también que, al ser f(0) = f(y) = 0, en virtud del
teorema de Rolle, al menos una de ellas tiene que estar en el intervalo ]0,y[. Ademas, f
tiene que alcanzar en un punto de [0, ] un maximo absoluto y como, evidentemente,
dicho punto tiene que estar en ]0,y[, deducimos que ese punto o bien es a o es f5. El criterio
de la derivada segunda nos permite salir de dudas. Tenemos que f”(x) = —4(a + b — 6x).
Conello, f”(a) = —4(a+b—6a) = —4Va? + b*> —ab, f"(B) = —4(a+b—6p) = 4Va? + b> —ab.
Por tanto, f(a) < 0y f(B) > 0. Deducimos asi que el punto a estd en el intervalo 10, y[
y en él la funcién f alcanza su maximo absoluto en [0, y]. Con unos sencillos calculos se
obtiene

b—-2x

fla) = 51—4(—2513 + 3a%b + 3ab® — 2b% + 2(a® — ab + b?)%/?).

Comentario. Este sencillo ejercicio es bastante instructivo y, a pesar de su apariencia, no
es del todo trivial. La dificultad estd en que, una vez calculados, @ y f no es facil saber
cuél de ellos esta en el intervalo [0, y]. Incluso, podria sospecharse que una veces esté «,
otras f3, 0 que estén los dos o que no esté ninguno. Todo ello, dependiendo de los valores
de a y de b. El teorema de Rolle nos dice que al menos uno de los ntiimeros «,  esta en
10, ¥[ (pudieran estar los dos). El criterio de la derivada segunda nos dice que el punto f es
un minimo relativo de f por lo que no puede ser el punto que buscamos. Dicho criterio
también nos dice que f alcanza en @ un maximo relativo. Si a esto le afiadimos que, en
virtud del teorema de Weierstrass, sabemos que f alcanza un maximo absoluto en [0, y],
deducimos que es a el punto que buscamos. Como propina obtenemos que « estd en ]0, /[
cualesquiera seanay b.

Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primera derivada. Escribiendo f’(x) =
12(x — a)(x — p), se sigue que f’(x) < 0six €]a, [y f'(x) > 0six < @ 0six > f. Deducimos
que f es creciente en el intervalo | — oo, o], decreciente en el intervalo [a, ] y creciente en
[B, +oo[. Luego en a hay un maximo relativo. Para justificar que a estd en [0, 7] y que es
el punto donde f alcanza su maximo absoluto en dicho intervalo, hay que razonar como
antes.

Ejercicio 5.43. ;Cudl es la longitud minima del segmento que tiene un extremo en el
eje x, otro extremo en el eje y, y pasa por el punto (8,1)?

Solucién 5.43. Consideramos el tridngulo rectangulo formado por una recta que pase
por (8,1) y corte a los ejes OX y OY, y llamamos « al &ngulo que forma la hipotenusa con
el eje OX. Haciendo uso de las funciones coseno y seno tenemos que:
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1 1
sen(a) = I = = sen(@)

8 8
cos(a) = n = = cos@)

La funcién que queremos optimizar es f(a) = h; + hy = SenL(a) + %@ ,cona €]0,7t/2[.
Vamos a calcular los puntos criticos de la funcién f:

B cos(a) ~ 8sen(a) 8sen’(a) — cos?(a)
sen2(a)  cos2(@)  sen?(a)cos?(«)

f(a)=

y esta funcién se anula siempre y cuando 8sen’(«) — cos®(@) = 0, es decir 8sen®(a) =
cos®(@). De aqui deducimos que

3 1 1 1
tan’(a) = 3 — tan(a) = 5 & a = arctan 5

Por la monotonia creciente de la funcién tangente podemos deducir que la derivada
f'(@) < 0 cuando 0 < a < arctan(’), y f'(a) > 0 cuando arctan() < a < 7. Por tan-
to, en el punto arctan(%) tenemos que la funcién alcanza un minimo relativo que, por ser
el tnico punto critico es también el minimo absoluto. Entonces, el segmento de longitud
minima que nos piden es:

f(arctan(%)) = 8? +vV5 =55,

donde hemos utilizado que

cos(a) = s (arctan(l)) -2
V1 + tan?(a) 2 \5

_ tan(a) 1) 1
Sen(a) = m — Ssen (arctan(i)) = %
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Ejercicio 5.44. A un espejo rectangular de medidas 80x90 cm. se le rompe (accidental-
mente) por una esquina un tridngulo de lados 10x12 cm. como indica el dibujo. Calcula
las medidas del espejo de mayor area de forma rectangular que se puede obtener del la
pieza restante.

Solucién 5.44. Elarea del trozo de espejo que queremos maximizar es (80 — x)(90 — y).

Podemos relacipnar x )y la tangente de] angulo 6:

= —12- 2
-y 12 VY 5%

Por tanto, tenemos que buscar el maximo de la funciéon ;5
f(x) = (80—x) (78 + gx) con x € [0,10]. Calculamos los
puntos criticos:

o 6 6 12 B 15
f'(x) = —78+5x+5(80—x) = —€x+18 =0 & x= 5 90
Como f” (%) = —% < 0, la funcién alcanza un ma-

ximo relativo en dicho punto. El maximo absoluto se
alcanza en este punto, en x = 0 o en x = 10. Como

A

£(0) = 6240, f(%) = 6307.5y f(10) = 6300 80

el méximo absoluto se alcanza en x = 12—5

Ejercicio 5.45. Seinscribe unrectangulo enla elipse % + % = 1 con sus lados paralelos
a los ejes. Hallar las dimensiones del rectangulo para que

a) el drea sea maxima,

b) el perimetro sea maximo.

Solucién 5.45.
En cualquiera de los dos casos, la simetria nos permite
trabajar en el primer cuadrante. En ambos casos usare- /_ '15\

mos que, utilizando la notacién de la figura,
y
A 15 / \
_ _— = > = — —x2 T
200 T225 Tt T YT pp VA0 \ ¥ 20

a) Elarea que queremos maximizar es 4xy, por tanto va-
mos a estudiar la funcién f : [0,20] — R,

f(x) = %x V400 — x2.

Si derivamos,

15 15 x?
4 — 400_ 2__—:0:>4OO:22 = V200.
1'(x) 20‘V X 20 Vaog =2 X &= x=V

Como f es una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado, f alcanza
suméximo y minimo absolutos. Los posibles candidatos son 0,20 y V200. Es suficiente
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con comprobar que f(V200) > f(0), f(20) para asegurar que el maximo se alcanza en

V200.

b) El perimetro es 4(x + y). La funcién a maximizar es f : [0,20] — R definida como
flx)=x+ % V400 — x2,

o sea, x + y. Veamos cuando se anula la derivada

1B x40

20 /200 — 22 V400 + 225

Como f es una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado, f alcanza

su maximo y minimo absolutos. Los posibles candidatos son 0,20 y 4(?5)3225. Es sufi-

ciente con comprobar que f ( 4(;"(?3225) > f(0), f(20) para asegurar que el maximo se
400
alcanza en .
V400+225

(® Ejercicio 5.46. Calcula el d&rea maxima del rectangulo circunscrito a un rectdangulo de
lados a y b.

Solucién 5.46. En funcién del dngulo «, la funcién a maximizar es f : [O, %] - R,

definida como

f(a) = (acos(a) + bsen(a))(asen(a) + b cos(a))

sen(2a) N

> ab.

= (@ + b*) sen(a) cos(a) + ab = (a* + b?)

Los puntos criticos de esta funcién son

F(@) = (@ + 1) cos(2a) = 0 > 2a:g — a:%

(Cuanto vale la segunda derivada en §? Como
2
= ’" 2 2
2 a) = =2(a” + b°) sen(2n),
% / N\ eo\oh (@) ( ) sen(2a)
=)
f ¢ se tiene que la segunda derivada es negativa en

~
2,

% X . o .

e \ N 1 y, por tanto, f alcanza un maximo relativo en

“ CO%KOL dicho punto, pero ;es éste el mdximo absoluto?

pla \ Piénsalo un poco.
\ Como f es una funcién continua en un interva-
a lo cerrado y acotado, f tiene méximo y mini-

mo absolutos que, necesariamente, tienen que
estar en 0, en § o en 7. Como

R ]

el drea maxima es %(az +b?) +aby se alcanza en o = T
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Ejercicio 5.47. Calcula el punto (4,b) de la pardbola y = 3 —x? de forma que el tridangulo
determinado por la recta tangente a la parabola en dicho punto y los ejes de coordenadas
tenga area minima.

Solucién 5.47. Para poder calcular el tridngulo de drea minima que genera la tangente a
la pardbola y = 3—x2 y los ejes tenemos que, en primer lugar, calcular la recta tangente en
un punto a que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es positivo. La recta
tangente que pasa por el punto (4, f(a)) es y — (3 —a?) = —2a(x — a).
Los puntos de corte con los ejes son:

a) Six =0, entonces y = a+3, y

b) si y =0, entonces x = ”22;3.

Por tanto, la funcién a la que tenemos que calcularle el minimo es, en 3;
funcién del punto a,

@) = base x altura _ (a* + 3) 2t (a, f(a))
- 2 T da
1..
con a €]0, V3]. Su derivada vale
, 3a* + 6a%> -9 N\,
f(a)zT:Oﬁa4+2a2—3:0. 1 2

Resolvemos este polinomio bicuadratico mediante el cambio usual 4> = t y obtenemos
que la tinica solucién positiva es a = 1. ;Es aqui donde f alcanza su minimo absoluto?
Observa que

lim f(x) = 400,
x—0*

y que, por tanto, f es estrictamente decreciente en ]0,1]. En cambio, como f’(V3) > 0, f

es estrictamente creciente en [1, \/§] En consecuencia, f alcanza su minimo absoluto en
a=1.

Ejercicio 5.48. Con un disco de radio R queremos
hacer, recortando un disco concéntrico de radio 7, una
arandela como la de la figura. Se pide calcular el radio
r cumpliendo la condicién de que el drea de la parte de
la arandela que queda por encima de la recta y = -7,
la zona coloreada en la figura, sea maxima.

Solucién 5.48. El area que queremos hacer maxima
es Ay = mR? — Ay — As. Cada una de ellas es sencilla
de expresar en términos de R y el dngulo a. Como r = Rcos(a), Ay = nR? cos?(at). Por
otro lado, el drea del segmento circular A3 se pude calcular como diferencia del area del

correspondiente sector circular menos el drea del tridngulo sobrante. Mds concretamente,

la funcién a maximizar es f : |0, Z| — R definida como
2

fla) = nR? = R costa) - aR? - ZE 0]

=R? (n sen’(a) + sen(a) cos(a) — a) .
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[ AZ
W >
Az D ?

=3

2

Su derivada vale
f'(@) = R?(2m sen(a) cos(a) + cos*(a) — sen’(a) - 1)
= R? (2m sen(a) cos(a) — 2 sen’(a))
= 2R? sen(a) (1 cos(a) — sen(a)).

Entonces
sen(a) =0 & a=0, 6
mtcos(a) = sen(a) & a = arctan(mn).

Fla)=0 e {

En consecuencia, f es estrictamente monétona en [0, arctan(r)] y en [arctan(n), %] Ob-

serva que, como 2R?sen(a) > 0 para 0 < a < %, s6lo nos hace falta saber el signo de

1t cos(a) — sen(ar) para conocer el signo de la derivada, pero esto es facil ya que
mtcos(a) —sen(a) >0 & m > tan(a) & arctan(n) > a,

y, por tanto, f es estrictamente creciente en [0, arctan(m)] y estrictamente decreciente en
[arctan(n), %] En consecuencia f alcanza su maximo en a = arctan(r).

Ejercicio 5.49. Calcula el perimetro maximo que puede tener un rectdngulo que tiene
dos vértices en el eje de abscisas y los otros dos en la gréfica de la funcién f(x) = 4 sen(x),
con x € [0, .

Solucién 5.49.

— 120 —



5.9.6

DERIVABILIDAD Ejercicros

Teniendo en cuenta la simetria dela funcién f(x)
4 sen(x) respecto de la recta x = 7, los vértices
del rectdngulo que estdn apoyados en el eje OX
seran x y t—x. Obviamente la altura viene dada
por la funcién f con lo que la funcién que nos
mide el perimetro de un rectdngulo con estas
caracteristicas es g(x) = 2f(x)+2(n—2x). Su deri-
vada g’(x) = 8 cos(x) —4 s6lo se anula en cuando
X T—x " cos(x) = %, lo que en nuestro caso implica que

x = Z. Es inmediato comprobar que en dicho

(x, 4sen(x)) (1t — x,4sen(mt — x))

punto se alcanza el maximo y que, por tanto, el perimetro maximo vale g (%) =3+ %”

Ejercicio 5.50. Un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud a se ha-
ce girar alrededor de uno de sus catetos. ;Qué volumen maximo puede tener un cono
engendrado de esta manera?

Solucién 5.50. Elvolumen de un cono con radio de la base r y altura h es $7tr?h. En este
caso, r y h estan relacionados por el teorema de Pitagoras: 2 +h* = a%. Despejando todo en
funcién de la altura, la funcién a maximizar es f :]0,a[— R definida por f(h) = %h(a2 —h?).
Su derivada se anula en

1y — T2 ap2y -4
f(h)—3(a 3h)—0(=>h—\/?_).

Como limy—,g f(h) = limy—, f(h) =0y f (%) = 1aV2 es positivo, el volumen méximo se

alcanzaen h = % y vale a2

Polinomio de Taylor

Ejercicio 5.51. Expresar el polinomio x* — 5x® — 3x% + 7x + 6 en potencias de (x — 2).

Solucién 5.51. Vamos a calcular el polinomio de Taylor de orden 4 centrado ena = 2
de f(x) = x* —5x> — 3x% + 7x + 6.

f(x):x4—5x3—3x2+7x+6 = f(2) = —16,

f(x) =4x° - 15x° —6x + 7 = (2= -33,
f7(x) = 126* = 30x — 6 = ') = —18,
f7(x) =24x - 30 = f7(2) =18,
) =24 = Q) = 24.
Por tanto
fx) =f(2) + f 1(,2) (x—2)+ f ';(!2) (x -2+ f ”3,!(2) (x-2)°+ f (21(2) (x-2)*

=-16-33(x—2) —9(x —2)> +3(x = 2)> + (x — 2)%.
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Ejercicio 5.52. Calcular un valor aproximado del niimero real @ con un error menor de
1072 en cada uno de los casos siguientes:
a) a =+,
- 1
b) a =sen (E)

Solucién 5.52.

a) Consideramos la funcién f : R — R, f(x) = ¢* . Lo que se nos pide es el valor apro-
ximado de f(1/2) con un error menor que 1072. Aplicando el teorema de Taylor en el
punto cero, sabemos que existe c €]0, 1/2[ verificando

FA/D) = 141/24 —— + 1 s

221 T 33 i T Ra(1/2)

donde R, (x) representa el resto de Taylor de la funcién exponencial de orden 1, y por
tanto
eC

Entonces, sélo nos queda encontrar el n suficiente para que |[R,(1/2)| sea menor que
1072.Comoe < 3 yc < 1/2,entonces e’ < 2. Luego, si encontramos el natural suficiente
para que

El valor aproximado que se nos pide es: Ve ~ 1 +1/2 + 55 + 5= = 1,6458.

2221 T 233l
b) Repetimos el ejercicio anterior, pero ahora la funcién es f(x) = sen(x), la desarrollamos
en torno al cero, y calculamos su valor aproximado en x = 1/2. Como el desarrollo de
Taylor de la funcién seno en el cero es
3.5

X’ x
sen(x):x—§+§+m+Rn(x)

n+1 s 2z . 2z
donde R, (x) = sen (c +(n+ 1)%) % , al ser la funcién seno una funcién acotada en

valor absoluto por 1, s6lo tenemos que exigir que

IR,(1/2)] < <107? = 100<2"™'(n+1)! & n>3.

21+ (11 + 1)

1 1

Por tanto, el valor aproximado que se nos pide es sen (E) ~5 = =0.479.

L
23 3!

Ejercicio 5.53. Ultilizar el polinomio de Taylor para calcular V102 con un error menor
que 1072.

Solucién 5.53. Para calcular V102 vamos a desarrollar la funcién f(x) = yx ena = 100.
Comencemos calculando derivadas de f:
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1
f'(x) sz_l/z,

ey = L1 3
f (x) - 22x 7

1" _113 -5/2
f (x) _222x 7

En general,

—_1\y"+11.3.5... —
()"M1-3-5@n=3) a

f(”)(x) — T
El error es
f(n+1)(c) (_1)n+21 3:5---(2n — 1)6—(2n+1)/2
R,(102) = 102 — 100)**! = 2+ 5.1
n(102) (n+1)! ( ) 21+l (y + 1)! G1)
donde ¢ € [100,102]. La funcién g(x) = x~@n+D)/2 = \/% es decreciente y, por tanto, su
X n+

valor méximo en el intervalo [100,102] lo alcanza en 100. Sustituimos en la ecuaciéon 5.1
y obtenemos que

1-3:-5---(2n—1)
R,(102)| <
| R(102)] (n + 1)1 1027+1

Paran =1, R1(102) < 2_1103 es un error suficientemente pequefio. ;Cuédnto vale V102?
1

V102 ~ P1(102) = £(100) + £/(100)(102 — 100) = 10 + 15 = 101

Ejercicio 5.54. Calcula una aproximacién de cosh(}) con un error menor que 1074,
Solucién 5.54. FALTA

Ejercicio 5.55. Sea f una funcién cuyo polinomio de Taylor de grado 3 centrado en 0 es

1+x+—2+x—3
2 3

Calcula el polinomio de Taylor de grado 3 centrado en cero de la funcién g(x) = xf(x).

Solucién 5.55. Recordemos que el polinomio de grado 3 de la funcién f centrado en 0
es
f//(o) 5 f///(o) 5 2 x3

TR TR _1+x+3+ 3
Despejando en la férmula anterior se tiene que f(0) =1, f/(0) =1, f”(0) =1y f"'(0) = 2.
Para calcular el polinomio de Taylor de la funcién g(x) = xf(x) centrado en el origen y de
orden 3 necesitamos el valor de las 3 primeras derivada en 0:

fO) + f(O)x +
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g(x) = xf(x) = g(0) = 0,
§'(x) = f(x) +xf'(x) = §'(0) = 1
9(x) =2f"(x) + xf"(x) = ¢"(00)= 2,y
§"x)=3f"() +xf"(x) = ¢"(O0)= 3.

Por tanto, el polinomio de orden 3 de g es

24 0 17 O
8(0) +&'(0)x + gz( )2y g3,( ) =x+x2+%x3.

Ejercicios complementarios

Definicién. Reglas de derivacion

Ejercicio 5.1. Sea f : R — R la funcién definida por:

f(x) = {e_xlz, six #0

0, six=0
Estudiar la continuidad y derivabilidad de f y calcular su imagen.
Ejercicio 5.2. Estudiar la continuidad y derivabilidad en cero dela funcién f : RY — R

definida por

six=0

_ (1—ex2)sen% six>0
£ {0 (2)

Ejercicio 5.3. Estudiar la derivabilidad de la funcién f : R] — R definida por f(x) =
(1 +x)/* para x € R*, £(0) = e.

Ejercicio 5.4. Sea f : [-1/2,+oo[— R dada por f(x) = (x + e)/*six # 0y f(0) = €.
Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en cero.

Teorema del valor medio

Ejercicio 5.5. Demostrar que |sen(ax) — sen(ay) | <|al |x -y

,Vx,y € R.
Ejercicio 5.6. Paraa > 0 demostrar que —aeln(x) < x™ Vx> 0.

Ejercicio 5.7. Sean f,g: R — R funciones derivables en todo R verificando

f)=g), gk =—-f(x), VxeR, f(0)=0, g(0)=1.

Probar que f y g son, respectivamente, las funciones seno y coseno.
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Ejercicio 5.8. Sea f : [a,b] — IR continua en [4, b] y derivable en ]a, b[ verificando f(a) =
f(b) = 0. Probar que para todo ntiimero real A existe un punto c €]a, b[ tal que f’(c) = Af(c).
(Indicacién: Considérese la funcién g : [2,b] — R definida por g(x) = e f(x), ¥x € [a, b]).

Ejercicio 5.9. Sea f : R* — R una funcién derivable en R*. Supongamos que fy f’
tienen limite en +oco. Probar que lim,_,+» f'(x) = 0.

Ejercicio 5.10. Sea f : [0,1] — R una funcién derivable, verificando que f(0) = 0y que
If(x)] < |f(x)l, Vx € [0,1]. Probar que f(x) =0, Vx € [0,1].

Ejercicio 5.11. Demostrar que para 0 <a < b se verifical — 7 < ln(i—j) < 2 -1.

Ejercicio 5.12. Seaa > 0. Probar que £ < ¢/¥, Yx > 0y se da la igualdad si, y sélo si,
X =a.

Ejercicio 5.13. Estudiar continuidad, derivabilidad, crecimiento, extremos relativos y
extremos absolutos de la funcién f : R — R definida por

_ 0 six ¢] - 1/ 1[
flx) = { eGP DT gixe] -1, 1]

Ejercicio 5.14. Sea f : [0,1] — R derivable y verificando f(0) = 0. Supongamos que la

funcién f’ es creciente. Probar que la funcién g :]0,1] — R definida por g(x) = @, Vx e
]0, 1] también es creciente.

Ejercicio 5.15. Seaa > 0 un ntimero real que verifica a*/* > x Vx > 0. Probar que a = e.
Ejercicio 5.16. Probar que para 0 <a <1 se verifica (1+x)* <1+ax, VYx>-1.
Ejercicio 5.17. Calcular el nimero de soluciones de la ecuacién 3 In(x) — x = 0.

Ejercicio 5.18. Determinar el nimero de raices reales de la ecuacién 3x° +5x> —=30x = m
segun el valor de m.

14
(1+x) <
1+ xP

Ejercicio 5.19. Demostrar que Vp > 1 se verifica que 27~ para todo x > 0.

Ejercicio 5.20. Sea f(x) = Ax’+Bx?+Cx+D con A > 0. Calcula lim,, 1o v/ f(x + 1)—+/ f(x).

Optimizacion

Ejercicio 5.21. Estudiarlos extremos relativos dela funcién f : R — Renlos siguientes
casos

a)
xInlx|, six€lR%
0, six =0.

fw ={

b)
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| x®Inlx|, sixeRY,
f(x)_{o, six = 0.

Ejercicio 5.22. Estudiar los extremos relativos de la funcién f : R — IR definida como
f(x) = cosh(x) + cos(x).

Ejercicio 5.23. Calcular para qué valores del parametro m se cumple que la ecuacién
20x° — x = m tiene exactamente dos raices reales distintas.

Ejercicio 5.24. Durante la tos, el didmetro de la trdquea disminuye. La velocidad v del
aire en la trdquea durante la tos se relaciona con el radio, 7, mediante la ecuacién v =
Ar*(rg —r), donde A es una constante y 1o es el radio en estado de relajacion. Determinese
el radio de la trdquea cuando la velocidad es méxima, asi como esta velocidad.

Ejercicio 5.25. Calcular el 4&rea maxima de un rectdngulo, que tiene dos vértices sobre
una circunferencia de radio R y los otros dos sobre una cuerda dada de dicha circunfe-
rencia.

Ejercicio 5.26. Una persona desea cortar un pedazo de alambre de longitud L en dos
trozos. Uno de ellos se va a doblar en forma de circunferencia, y el otro en forma de cua-
drado. ;Como debe cortar el alambre para que la suma de 4reas sea minima? ;Y maxima?

Ejercicio 5.27. Se traza la tangente en un punto de la elipse x?/25 + y?/16 = 1 de forma
que el segmento (de dicha tangente) interceptado por los ejes sea minimo. Demostrar que
la longitud de dicho segmento es 9 unidades.

Ejercicio 5.28. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de
un semicirculo de didmetro igual a la base del rectdngulo. Pondremos cristal blanco en la
parte rectangular y cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja
pasar la mitad de luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcular las dimensiones
de la ventana para conseguir la maxima luminosidad si se ha de mantener un perimetro
constante dado.

Ejercicio 5.29. Se desea confeccionar una tienda de campana cénica de un volumen de-
terminado. Calcular sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

Ejercicio 5.30. Demostrar que de todos los tridngulos isésceles que se pueden circuns-
cribir a una circunferencia de radio r, el de area minima es el equilatero de altura 3r.

Ejercicio 5.31. Atamos el extremo de una cuerda de longitud L a una columna de radio
R mediante un nudo corredizo. Calcular la méxima distancia posible del otro extremo al
centro de la columna.

Ejercicio 5.32. Unmuro de 4 metros de altura estd a 3 metros de la fachada de una casa.
Hallar la escalera méas corta que llegara desde el suelo hasta la casa por encima del muro.

Ejercicio 5.33. Investigar la posibilidad de inscribir un cilindro circular recto de area
total maxima (sin las tapas) en un cono circular recto de radio r y altura .

Ejercicio 5.34. Un cultivador de naranjas estima que, si planta 60 naranjos, obtendra una
cosecha media de 400 naranjas por arbol. Este niimero bajard 4 unidades por cada arbol
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mas que se plante en el mismo terreno. Halle el ntimero de arboles que hace méaxima la
cosecha.

Ejercicio 5.35. Una fabrica de plasticos recibe del ayuntamiento de la ciudad un pedido
de 8000 tablas flotadoras para el programa de natacién del verano. La fabrica posee 10
maquinas, cada una de las cuales produce 50 tablas por hora. El coste de preparar las
maquinas para hacer el trabajo es de 800€ por maquina. Una vez que las maquinas estan
preparadas, la operacion es automatica y puede ser supervisada por una sola persona,
que gana 35€/hora.

a) ;Cuédntas maquinas hay que usar para minimizar el coste de produccién?

b) Si se usa el nimero 6ptimo de maquinas, jcudnto ganard el supervisor durante el

proceso?

Ejercicio 5.36. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen entre todos aque-
llos que tienen la superficie lateral total constante.

Ejercicio 5.37. Dado un punto P = (g,b) situado en el primer cuadrante del plano,
determinar el segmento con extremos en los ejes coordenados y que pasa por P que tiene
longitud minima.

Ejercicio 5.38. ;Cudl es la longitud de la escalera mas larga que puede hacerse pasar a
través de la esquina, en angulo recto, que forman dos corredores de anchuras respectivas
ayb?

Ejercicio 5.39. Las palomas domésticas no suelen volar sobre extensiones grandes de
agua a menos que se vean forzadas a ello, posiblemente porque se requiera mds energia
para mantener la altitud sobre el agua fria. Supongamos que se suelta una paloma desde
un barco situado a 3 km de un punto A de la costa, y dicho punto de la costa esta a 10 km
del palomar. Si la paloma gasta dos veces mds energia volando sobre el agua que sobre la
tierra firme y sigue un camino que hace minima la energia gastada, determinese el punto
doénde la paloma abandona el agua.

Ejercicio 5.40. Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que ten-
ga la forma de un cilindro rematado por una semiesfera. El costo de construccién (por
unidad de superficie) es doble para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis).
Determinense las dimensiones 6ptimas para minimizar el costo de construccion.

Ejercicio 5.41. Se proyecta un jardin de forma de sector circular de radio R y angu-
lo central 0. El area del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de R y 6 hacen minimo el
perimetro que bordea el jardin?

Ejercicio 5.42.
a) Calcula los extremos relativos y la imagen de la funcién f : R* — R definida como

In(x)
f(x) = x °
b) ¢Qué nimero es mayor " o 1t°? ;Y entre 9999991000000 y 100000079999

Reglas de L'Hopital

1
Ejercicio 5.43. Calcular lin& (sen(x) +e7)2 .
x—
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Ejercicio 5.44. Estudiar el comportamiento en +oo dela funcién f :]1, +oo[— R definida
x(x1/*-1)

por f(x) = ()

Ejercicio 5.45. Calcula

, (11 + sen(x))l/x
lim| ———=
x—0\a — sen(x)
cona > 0.

Polinomio de Taylor

Ejercicio 5.46.

a) Consideremos la funcién f : Ry definida como f(x) = x — ln(exT'l) six e R*y f(0) = 0.
Demuestra que lim,_,o f(x) = 0 y estudia el signo de la derivada de f para demostrar
que

X

0<1n(e )<x,Vx<O.

b) Dado a > 0, se define la sucesién

1), VYn € IN.

Comprueba que la sucesion {x,} es convergente a cero.

Ejercicio 5.47. Probar que las funciones exponencial, seno y coseno son de clase C* en
R.

Ejercicio 5.48. Utilizar el polinomio de Taylor para calcular ¥28 con un error menor
que 1072,

Ejercicio 5.49. Estudiar el comportamiento de la funcién f : A — R en el punto a en
cada uno de los siguientes casos:

a) A =]Z, E[\[0), fx) = TRt g

b) A=R, f(x) = L - L, - =& 4 =0

Ejercicio 5.50.

a) Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 centrado ena = 1 dela funcién arcotangente.
b) Utiliza dicho polinomio para calcular arctan(1.1) y acota el error cometido.

c) ¢Se puede utilizar el desarrollo centrado en cero para calcular arctan(1.1)?

- 128 —
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Integracion

6

6.1 Funciones integrables 129 6.2 Teorema fundamental del Célculo 135
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lode primitivas 141 6.5 Aplicacionesdelaintegral 151 6.6 Ejercicios 153

El drea de un recinto, la longitud de un cable que cuelga entre dos postes, el volumen o
la superficie de una esfera... Estos son el tipo de problemas que vamos a resolver en este
capitulo. Para ello presentamos el concepto de integral de una funcién.

Funciones integrables

Definiciéon 6.1. Una particion P de un intervalo [a, b] es un conjunto finito del tipo
P ={xp,x1,...,x,} donde

A=x0<x1<...<Xp_1<x,=0.

Ejemplo 6.2. Los conjuntos {0, 1}, {0, %, 1} 0 {O, %, %, l} son particiones del intervalo [0, 1].

No lo son, en cambio, conjuntos como {O, %, %, l}, {0, %, %} <

Definicién 6.3. Sea f : [2,b] — R una funcién acotada y P una particién del inter-
valo. La suma superior S(f, P) de la funcién f relativa a la particién P es

S(f, P) =sup f([xo, x1])(x1 — x0) + sup f([x1, x2])(x2 — x1) + ...
+ sup f([xn—lz xn])(xn - xn—l)-

Analogamente se define la suma inferior I(f, P) como

I(f, P) =inf f ([xo, x1]) (x1 — x0) + sup f([x1, x2])(x2 — x1) + ...
+sup f([xn—lz xn])(xn — Xp-1).

Las sumas inferiores y superiores que vemos en la siguiente figura son una aproxima-
cion del drea que queremos calcular. Ahora bien, el valor de la suma inferior siempre serd
menor que el de la integral y a la suma superior le ocurre lo contrario.

Definiciéon 6.4. La integral superior de f se define como

f =inf{S(f,P) : P particién de [a, b]}.
[a,b]

—|

La integral inferior de f se define como

f f =sup{I(f,P) : P particién de [a, b]}.
——Ia,b]

Particion

Suma superior

Suma inferior

Integral superior

Integral inferior
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N~
\
\

X3 X4 Xn X1 2 X3 X4 Xn

Suma superior Suma inferior
Figura 6.1 Sumas superiores e inferiores
Las integrales superior e inferior son aproximaciones a la integral de la funcién. En un

caso por exceso y en otro por defecto. Cuando ambas aproximaciones coinciden, tenemos
una funcién integrable.

Integral Definicién 6.5. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Diremos que f es integrable
si coinciden la integral superior e inferior. En ese caso, denotaremos f[a ] f a dicha

integral.

. . . b b .
También usaremos con frecuencia las notaciones fa fo fa f(x)dx si queremos hacer
hincapié en la variable de integracion.

Ejemplo 6.6. Calcular la integral de f(x) = x en el intervalo [0, 1] Consideremos la
particién P, del intervalo [0, 1] que consiste en dividirlo en n trozos iguales:

Pn={o,1,—,...,”_1,1}.
nn n

Como la funcién f es creciente, su valor maximo se alcanzard en el extremo de la derecha
y el minimo en el extremos de la izquierda. Con esto es facil calcular el valor de las sumas
superiores e inferiores.

n
i=1
Si hacemos tender 7 a infinito, lim,—e S(f, Pn) = limy—e S(f, Py) = 1. Por tanto fol xdx =
1
2.4

No es facil calcular la integral de una funcién con la definicién. En el ejemplo anterior
hemos tenido que usar la suma de una progresién aritmética y usar particiones de una
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forma particular. En el resto del tema veremos qué funciones son integrables, qué propie-
dades tienen y, por tltimo, el teorema fundamental del célculo y la regla de Barrow nos
permitirdn calcular integrales de una forma mas cémoda.

Propiedades

Comenzamos recopilando informacién sobre la integrabilidad de funciones relaciona-
da con las operaciones usuales.

Linealidad de la integral
Con respecto a la suma, el conjunto de las funciones integrables es un espacio vectorial
y la integral es una aplicacién lineal.

Proposicién 6.7. Sean f, g : [a,b] — R integrables. Entonces

a) Lasuma f + ges integmbleyf(f+g):ff+fg.
b) Si A € R, entonces f(/\f):)\ff.

Producto de funciones

La integral que acabamos de introducir también se comporta bien con respecto al pro-
ducto aunque en este caso 1o hay una identidad que relaciones la integral de un producto
de funciones con el producto de las integrales.

Proposicién 6.8. Sean f, g : [a,b] — R integrables.
a) El producto de ambas funciones, fg, es una funcion integrable.

b ([(fo) <[ [
o (Jr+e?) <(f A +(f)"

Orden

En cuanto al orden, el siguiente resultado nos dice que la integral lo conserva.

Proposiciéon 6.9. Sean f, g : [a,b] — R integrables. Si f(x) < g(x) para cualquier x € [a, b],

entonces
b b
ff(x)dxsf g(x) dx.

En particular, si f(x) > 0 para cualquier x se tiene que 0 < fa ’ f(x)dx.

No es evidente de la definicién, pero se puede comprobar que si una funcién es inte-
grable, su valor absoluto también lo es.

Proposicién 6.10. Sea f : [a,b] — R integrable. Entonces la funcion | f | (x) = | f(x)| es
integrable y

Desigualdad de
Schwarz
Desigualdad de
Minkowski
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f(x)dx

Sf[;lb]|f|(x)dx.

‘ [a,b]

Dominio

Se puede demostrar que si una funcién es integrable en un intervalo, también lo es en
cualquier intervalo contenido en él. Teniendo en cuenta esto, podemos calcular la integral
de una funcién en un intervalo dividiendo este en varios trozos y sumar los resultados.
Esto se conoce como aditividad de de la integral respecto de su dominio.

Aditividad res- Proposicién 6.11. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y ¢ €la, b]. Entonces f es integrable
pecto del dominio ¢y [g, b] si, y s6lo si, es integrable en los intervalos [a, c] y [c, b]. En ese caso,

ff(x)dx—ff(x)dx+ff(x)dx

Observacién 6.12. La integral de una funcién f en un intervalo [4, b] no cambia si “tras-
ladamos” dicha funcién.

a b a+k b+k

Podemos utilizar esto para simplificar el cdlculo de algunas integrales. Por ejemplo, si f
es una funcién impar, entonces
f f(x)dx=0
—a

¢Por qué? Sélo tenemos que mirar la grafica de la funcién.
El &4rea entre 0 y 4 es igual que el drea entre —a y 0 pero con
signos opuestos y ambas se cancelan. Por ejemplo

. - fx3dx:0
—a a' —a

. . . 2 a
Si por el contrario f es una funcién par entonces f f=
—a

2 f

6.1.2 Condiciones suficientes de integrabilidad

Ya hemos visto que las funciones integrables tienen muchas propiedades interesantes.
La siguiente cuestion es ;hay muchas? ;Qué funciones son integrables? ;Tenemos sufi-
cientes ejemplos de funciones integrables?
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El primer resultado que presentamos nos dice que el conjunto de las funciones inte-
grables incluye a la mayoria de las funciones con las que hemos estado trabajando hasta
ahora.

Proposicién 6.13. Sea f : [a,b] — R una funcion.
a) Si f es continua, entonces es integrable.
b) Si f es monétona, entonces es integrable.

Observa que no hemos mencionado que la funcién tenga que ser acotada. En ninguno
de los casos es necesario: para funciones monétonas es inmediato y para funciones con-
tinuas es consecuencia de la propiedad de compacidad.

Podemos ir un poco maés lejos, si “estropeamos” una funcién integrable en unos pocos
puntos, ni la integrabilidad ni el valor de la integral se alteran.

Proposiciéon 6.14. Sea f : [a,b] — R integrable. Sea g : [a, b] — R verificando que el conjunto
{x €la,b]: f(x) # g(x)} es finito. Entonces g es integrable y

b (x)dx = b (x) dx.
| smar= ] s

Esta resultado afirma que si se cambia el valor de una funcién en una cantidad finita
de puntos se obtiene una funcién que sigue siendo integrable y, de hecho, el valor de la
integral no cambia.

Observacién 6.15. Existen funciones integrables que no son continuas. Este hecho deberia
estar claro después de haber afirmado que las funciones monétonas son integrables y
recordando que ya conocemos funciones monétonas que no son continuas (como por
ejemplo la parte entera). De todas formas la tltima proposicién nos da una manera muy
facil de fabricar funciones integrables que no son continuas: témese una funcién continua
y cdmbiesele el valor en un punto. De este modo se obtiene una funcién que deja de ser
continua en dicho punto pero que tiene la misma integral.

Cambiando el valor de una funcién en un punto sélo obtenemos discontinuidades evi-
tables. Aunque las discontinuidades no sean evitables, si no son demasiadas, la funcién
es integrable.

Proposiciéon 6.16. Sea f : [a,b] — Racotada. Si f tiene una cantidad finita de discontinuida-
des, entonces es integrable.

Existe una caracterizacién completa de las funciones integrables. Para darla, se necesita
hablar de conjuntos “pequefios”: los llamados conjuntos de medida nula. Si la medida,
la longitud en esta caso de un intervalo acotado es {(I) = sup(I) — inf(I). Un conjunto
de medida nula es un conjunto que tiene longitud cero. Veamos la definicién con maés
detalle.

Definicién 6.17. Sea A un subconjunto de R. Diremos que A es un conjunto de
medida nula si dado € > 0 existe una sucesion de intervalos acotados {I,,} verificando
que

a) AUz Iny

b) £(I) + €(Ip) + --- + €(I,;) < &, Yn € IN.

Ejemplo 6.18. Cualquier conjunto finito es de medida nula. <

Condiciones sufi-
cientes de integra-
bilidad

Conjunto de me-
dida nula
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Teorema de Teorema 6.19. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Son equivalentes:

Lebesgue | ) £ es integrable.
b) El conjunto de puntos de discontinuidad de f es un conjunto de medida nula.

6.1.3 Sumas de Riemann

Una de las dificultades de la definicién de integral que hemos dado radica en el hecho
de que involucra todas las posibles particiones del intervalo [, b]. La segunda dificultad
es averiguar cudl es el supremo o el infimo de la funcién en cada uno de los intervalos
asociados a una particién. Vamos a dar respuesta a ambas cuestiones:

a) En cuanto a las particiones, veremos que es necesario considerar todas sino sélo al-
gunas elegidas adecuadamente. Asi nos encontraremos el concepto de norma de una
particion.

b) En cuanto al segundo punto, el teorema de Darboux nos dira que no hace falta calcular
el supremo ni el infimo y que cualquier punto del intervalo puede jugar el mismo

papel.

R Comencemos con las particiones. El ejem-

plo tipico de particién que hemos usado con-

/\ \ f siste en dividir el intervalo [a, b] en trozos
\
:
|
]
:
Yi

fly) |mmmm--- / S iguales. Aumentando el namero de trozos,
/ nos aproximamos al valor de la integral. En

este caso, la longitud de cada uno de los tro-

N Z0s es bn;“, lalongitud del intervalo dividido
» porelnamerodetrozos, n. Lanorma de una
X1 72 X3 Xn particion nos mide el tamafo de los trozos
0, més concretamente, el tamafio del trozo
\/ mas grande.
Figura 6.2 Suma integral o de Riemann Definicién 6.20. Sea P = {a = xo <
X1 < x2 < ... < X, = b} una particién
Norma de del intervalo [a, b]. La norma de la particiéon P es

una particién
|P|| = max{x;—x;_1: i=1,2,...,n}.

Si en las sumas inferiores y superiores aproximdbamos por rectangulos cuya altura era
el supremo o el infimo de la funcién, ahora vamos a elegir como altura el valor de la
funcién en un punto arbitrario en cada uno de los intervalos relativos la particiéon. Para
cada particién, tenemos muchas posibles elecciones de puntos. A cualquiera de éstas, las
vamos a llamar sumas integrales o sumas de Riemann.

Definicién 6.21. Sea f : [4,b] - Runa funcibonyseaP ={a=xp) <x <x2 <...<
Suma integral o X, = b} una particién del intervalo [a, b]. Una suma integral o suma de Riemann es una
suma de Riemann suma de la forma

fly)x —x0) + f(y2)(x2 — x1) + -+ + f(yn) (X0 — Xp-1)
donde y; € [xi—1,x;],i=1,2,..n.

Ya podemos dar la respuesta a la pregunta que planteamos al principio de la seccién:
para aproximarnos al valor de la integral de la funcién sélo tenemos que asegurarnos de
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que la norma de las particiones tiendan a cero independientemente de cudles sean los
puntos elegidos en el intervalo.

Teorema 6.22.  Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sea {P,} una sucesion de Teorema de Dar-
particiones del intervalo [a,b] con lim || P, || = 0. Entonces, si S,, son sumas de Riemann boux
n—-o0

asociadas a Py, se cumple lim S, = f f.
n—oo

Esta es una version “light” del teorema de Darboux que, de hecho, permite caracteri-
zar las funciones integrables utilizando sumas integrales en lugar de sumas superiores e
inferiores.

Teorema fundamental del Célculo

Si f es una funcién definida y a es un elemento de su dominio, diremos que f es inte-

grable en [a,a] y que fu ! f(x)dx = 0. También convendremos que fa ’ f=- fbu f.

Definicién 6.23. Sea I un intervalo. Diremos que f : I — R es localmente integrable

si es integrable en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en I. Funcién local-
mente integrable
Ejemplo 6.24.
a) Las funciones continuas y las funciones monétonas son localmente integrables.

b) Si f es integrable en [a, b], es localmente integrable en dicho intervalo. <

Lema 6.25. Sea f unafuncién localmente integrable en un intervalo1y seana, b, c € I. Entonces

f;f(x)dx = facf(x)dx+‘£bf(x)dx.

Obsérvese que la comodidad del lema anterior radica en que no sabemos como estan
ordenados a, by c.

Definicién 6.26. Si f es una funcién localmente integrable en I y a € I podemos
definir una nueva funcién que mide como cambia la integral de la funcion de la forma

F(x) = f £(t)dt.

A las funciones F definidas de esta forma las llamaremos integrales indefinidas de f. Integral indefini-
da
La integral indefinida es la funcién que nos da el 4rea sombreada de la Figura 6.3.

Definicién 6.27. Sea I un intervalo de R. Una primitiva de una funcién f : I — Res Primitiva
una funcién G : I — R continua y derivable en el interior del intervalo que cumple
que G’(x) = f(x) para cualquier x en el interior de I.
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Observacién 6.28.  Dos integrales indefinidas se diferen-
cian en una constante. Ocurre lo mismo para dos primitivas
de una misma funcién. En efecto, la diferencia entre dos fun-
ciones con la misma derivada tiene derivada cero y por tanto
es constante (en un intervalo). En cuanto a integrales indefi-
nidas, si

Fo = [ fod, v 6= [ s

Figura 6.3 Integral in-
definida

son integrales indefinidas, entonces

F() - G() = f £ty dt - fb )t

:faxf(t)dt+f:)f(t)dt:fabf(t)dt.

Existe una gran tendencia a confundir integral y primitiva. Es usual que hablemos de
“vamos a calcular la integral” cuando nos estamos refiriendo a “encontremos una funcién
cuya derivada sea...”. Los conceptos de integral definida y primitiva son, en principio,
independientes. El objetivo de los dos siguientes resultados es poner de manifiesto que
existe una clara relacién entre ellos y, de paso, obtener una forma préactica de calcular
integrales.

Teorema 6.29. Sea I un intervalo, f : I — R una funcion localmente integrable y F una
integral indefinida de f. Entonces

a) F es una funcion continua.

b) Si f es continua en a € I, entonces F es derivable en a con F'(a) = f(a).

En particular, si f es una funcién continua, F es una funcion derivable y F'(x) = f(x) para
todo x en I.

Ejemplo 6.30.

a) La funcién parte entera, E(x), es monétona y por tanto integrable en cualquier interva-
lo. Dicho de otra manera, la funcién parte entera es localmente integrable en IR. Cual-
quier integral indefinida serd una funcién continua en todo R y derivable en R \ Z.
Sin embargo, la funcién parte entera no tiene primitiva. El teorema del valor inter-
medio para las derivadas (Teorema 5.22) nos dice que la funcién parte entera no es la
derivada de nadie porque su imagen no es un intervalo.

b) La funcién f : [-1,1] — R definida como
i ={

0, six==+1,
1

el si—-l<x<l,
—X

no es integrable por no ser acotada. En cambio, si admite una primitiva: la funcién
arcoseno. <

Una de las primeras utilidades del Teorema fundamental del Célculo es poder definir
funciones de una manera rigurosa usando la integral. Por ejemplo, se puede definir la
funcién logaritmo como
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1]
ln(x):f = dt.
1t

") f(t)dt es continua silo son f y g. Si, ademas, g y h son derivables,

§(x)
y f es continua, entonces G es derivable con

La funcion G(x) =

h(x) ’
( f f® dt) (x) = fRE))H (x) — f(g(x))g’ ().

8(x)

2
Ejemplo 6.31. La funcién f(x) = flx + Se?(t) dt es derivable y su derivada es

, sen (x2 + 1)
f = —g g 2x

Regla de Barrow

El siguiente resultado, la regla de Barrow, nos permite resolver de modo practico el
célculo de integrales y sustituirlo por el cilculo de primitivas.

Teorema 6.32. Sea f : [a,b] — R integrable y G una primitiva de f. Entonces
b
f f(x)dx = G(b) — G(a).

Ejemplo 6.33. La primera integral que calculamos fue la de la identidad en el intervalo
[0, 1] (ver Ejemplo 6.6). Ahora podemos calcularla mucho més facilmente.

1 11
x 1
xdx =|—=| =z .«
f =[5, -3

Ejemplo 6.34. Las propiedades de la integral nos pueden servir para darnos cuenta de
que estamos haciendo algo mal. Por ejemplo:

1 1 1
21
f Vx2+x4dx:f xV1+x2dx:[§ 5(1+x2)3/2] =0.
-1 -1 -1
A primera vista puede parecer correcto, pero la integral de una funcién continua y po-

sitiva no puede valer cero, tiene que ser positiva también. ;Qué hemos hecho mal? La
respuesta es que Vx? es | x| y no x como hemos dicho. Hagdmosla correctamente:

1 1
f Vx2+x4dx=f | x| V1 + x2dx
-1 -1

usemos que el integrando es una funcién par,

1
=2f xV1+x2dx:[§(1+x2)3/2] :&_%_4
0

1
0

Regla de Barrow
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Corolario 6.35. Sea ¢ : [a,b] — R una funcion derivable y con derivada ¢’ integrable. Sea 1
un intervalo tal que ¢([a,b]) C 1y f : I — R una funcion continua con primitiva G. Entonces

b D(b)
[trosm - =G0~ G

Célculo de areas de regiones no acotadas. Integrales impro-
pias

Hasta ahora hemos visto como calcular integrales de funciones acotadas en intervalos
cerrados y acotados. En esta seccién vamos a extender la nocién de integral a intervalos de
cualquier tipo y a funciones no acotadas. Pensemos por un momento en un caso concreto:
la funcién f(x) = 11_x2 en | —1,1[. Sabemos calcular su integral en cualquier intervalo de

la forma [a,b] C] - 1,1]:

[ 2 = arcsen() - arcsent

——— = arcsen(b) — arcsen(a).

a 1—x2

Si queremos definir la integral en | — 1, 1, la idea més natural parece tomar limites. Mo-
vamos b hacia 1y a hacia —1. La forma mas cémoda de formalizar estos limites es utilizar
sucesiones.

Definiciéon 6.36. Sea f :]a, b[— R una funcién localmente integrable. Diremos que
f es impropiamente integrable si para cualesquiera sucesiones {a,} y {b,,} de elementos
de ]a,b[ con lim a, = ay lim b, = b se cumple que existe el limite”

n—oo

by
lim f(x)dx.
an

n—00

En ese caso, usaremos la notacion

gggolbn f(x)dx = th(x)dx.

La integral impropia satisface propiedades similares a la de la integral ya vista. Sirvan
los siguientes resultados como muestra.

Proposicién 6.37. Sea f una funcién localmente integrable en el intervalo la, b[ y sea c €]a, b|.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) f es impropiamente integrable en la, b[.

b) f es impropiamente integrable en la,c[ y en ]c, b|.

Ademds, caso de ser ciertas, se cumple que

‘fabf(x)dx: f:f(x)dx+‘fcbf(x)dx

2 En esta definicién no hemos asumido que el limite es tinico. Esto se obtiene como consecuencia de que el

limite exista para cualesquier pareja de sucesiones {a,} y {bs}.
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Proposiciéon 6.38. Sean f y g funciones impropiamente integrables en la, b[ y sean A, u nii-
meros reales.
a) La funcion A f + g es impropiamente integrable y

b b b
[ +upar=a [ fodcen [ goa

b) Si f(x) < g(x) para todo x en ]a, b[, entonces j;bf < fub g
Sihay una diferencia en cuanto a la integrabilidad impropia de la funcién | f | Hay fun-

ciones impropiamente integrables cuyo valor absoluto no lo es. El reciproco si es cierto.

Teorema 6.39. Sea f una funcién localmente integrable en la, b[ y supongamos que g
es una funcion impropiamente integrable en la, b[ con | f (x)| < g(x), para todo x €]a, bl.
Entonces f es impropiamente integrable y se cumple que

Lbf(x)dx < \L‘bg(x) dx.

En particular si f es localmente integrable y | f | es impropiamente integrable, f también es
impropiamente integrable.

Ejemplo 6.40. La funcién f(x) = %(x) six > 0y f(0) = 1 es impropiamente integrable
en ]0, +oo[ pero |f| no lo es. «

En el caso de funciones continuas la situacién es un poco mas sencilla. El teorema fun-
damental del Célculo nos garantiza que la integral indefinida es una primitiva. Vamos a
ver tres casos posibles.

Integracién en intervalos no acotados

Supongamos que tenemos una funcién definida en un intervalono acotado, f : [, +oo[—
R, que es continua en todo [a, +co[. Podemos buscar una primitiva de f, llamémosla F, y
estudiar su comportamiento en +oo: si la funcién F tiene limite en +oo, diremos que existe
la integral impropia de f en [a, +oo[, y dicha integral valdra:

[ s = (im Fw) - o,

es decir, la integral vale “F(+00) — F(a)”, considerando F(+o0) = lim,_, e F(x). Si el limite
de la primitiva es +0c0 0 —oo, diremos que la integral vale +oco 0 —co.

Una vez que hemos definido una integral para este tipo de funciones, podemos gene-
ralizar el drea bajo una curva, la longitud de un arco de curva, la superficie y el volumen
de un sélido de revolucién,etc. siendo todas férmulas perfectamente vélidas.

El caso de una funcién definida en un intervalo de la forma | — oo, b] es completamente
analogo. Ademads, si tenemos una funcién definida en todo IR, podemos dividir la integral

como:
j:;oof(x)dx = f:of(x)dx + j:oof(x)dx

Test de compara-
cién
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para cualquier ¢ € R. Si la suma vale “co — 00”, no podemos calcular la integral.

Ejemplo 6.41. Calcular el 4rea comprendida bajo la curva y = 1/x en el intervalo
[1, +o0].
Viendo el 4rea bajo la curva como una integral se tiene que

—+00 _ +00 _
A:f d—f:[—l] :(lim —1)—(—1):1.<
1 X X 11 xX—+00 X

Integracion de funciones continuas en intervalos abiertos

Se trata de calcular integrales de funciones definidas en un intervalo abierto en uno de
sus extremos, y que tienen una asintota vertical en dicho extremo. Supongamos que el
intervalo es de la forma ]a, b]; el caso de un intervalo [a, [ es completamente anélogo.

Sea pues f :]a,b] — R una funcién continua a la que queremos calcular su integral, y
sea F una primitiva suya. Estudiamos entonces el limite por la derecha de la primitiva en
a, y si existe podemos calcular la integral de f:

f " fw) dx = ) - (1im F)

Nota: Si el limite de la primitiva es +00 0 —oo, diremos que la integral vale +co0 0 —c0. Si
tenemos una funcién continua en un intervalo abierto f :]a, b[— R, su integral valdra

f b Fx)dx = ( lim F(x)) - (lim F(x))

x—a*

Otra vez, si la suma vale “co — 00”’, no podemos calcular la integral.
Al igual que antes, podemos aplicar estos resultados al calculo de longitudes, areas y
volimenes.

Ejemplo 6.42. Calcular el drea bajo la curva y = 1/+/x en ]0, 1].
Aplicamos la férmula dada, y tenemos

A:f;%dx:[2&]2:2—()}Lr552ﬁ)=2.<

Integracion de funciones continuas en un intervalo salvo un punto interior

Supongamos que tenemos una funcién f : [,b] \ {c} = R que es continua en [a, b] \ {c}
y que tiene una asintota vertical en x = c. Entonces, si queremos calcular la integral de
f entre a y b, tenemos que dividir dicha integral en dos trozos: la integral en [a,c[ y la
integral en ]c, b]. Como estos dos casos quedan contemplados en los supuestos anteriores,
podemos calcular la integral de f entre a y b como

j;f(x)dx: ﬁcf(x)dx+fcbf(x)dx.

El tinico problema que se puede presentar es, de nuevo, que la suma valga “co — 00”, en
cuyo caso 1o podemos calcular la integral.
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Ejemplo 6.43. Calcular f_l In (xz) dx.

La funcién que nos danes f : [-1,1] \ {0} — R, f(x) = In(x?). Esta funcién tiene una
asintota vertical en x = 0, por lo que para calcular su integral dividimos el intervalo en
dos partes, [-1,0[ y ]0,1]. Cada una de las dos integrales vale:

fl) In (x?) dx = [xIn (x?) - 2x]: _
fl In (x2) dx = [xln (xz) B Zx](l) _ o

0
con lo que se tiene que f_ll In (xz) dx=-2-2=-4.4

Ejemplo 6.44. Calcular f_l . %dx.
Si hacemos

1
f—dx— —| =-1-(+1)=-2mn

1 X2 —1

Pero la funciéon que estamos integrando es positiva, jno tiene sentido que tenga integral
negativa! ;Qué ha pasado? Como la funcién 1/x* tiene una asintota vertical en x = 0,
tenemos que descomponer la integral como

pero

1
y por tanto f_l xl—zdx = +00. 4

Célculo de primitivas

Utilizaremos la notaciéon f f(x)dx para denotar una primitiva de la funcién f. Ade-
mas, abusando del lenguaje, a menudo hablaremos de “integral de la funcién” cuando
deberiamos decir “primitiva de la funcién”.

Los métodos que vamos a comentar son sélo unos pocos y cubren la mayoria de los
casos usuales, pero no debes olvidar que hay muchos més. En cualquier caso, lo primero
y mds importante es manejar con soltura las derivadas de las funciones elementales. En el
Apéndice C puedes encontrar un par de tablas con algunas de las derivadas y primitivas.

Cambio de variable

Mediante un cambio de variable es posible transformar la integral en otra mas sencilla.
Si hacemos y = ¢(x), dy = ¢’(x) dx, se tiene



CALCULO DE PRIMITIVAS

INTEGRACION

[ rowwwac= [ rwa

Para terminar sélo tenemos que deshacer el cambio.

Ejemplo 6.45. Calcular f A3 Iy

2+e*

Y 4 302 =e" +3y? 1+3
fe + 3e el Y7 _ (Y y~1dy=f Y,
2+¢e* dy =e*dx 2+y y 24y

[

:3y—51n|y+2| =3¢*-5In(e" +2).<

6.4.2 Integracion por partes

Siu y v son dos funciones, teniendo en cuenta que (#-v)’ = u-v’' +v-u’, obtenemos que

f u(x)v’ (x) dx = u(x)o(x) — f v(x)u’ (x) dx.

Esta formula aparece escrita en muchas ocasiones de la forma

fudv:uv—fvdu

El teorema especifica con un poco mas de rigurosidad las condiciones necesarias.

Integracion

Teorema 6.46. Sean u,v : [a,b] — R funciones derivables con derivada continua. Enton-
por partes

ces uv’ y vu’ son integrables en [a, b] y

b b
f u(x)v’(x) dx = u(b)o(b) — u(a)v(a) — f v(x)u’(x) dx.

Ejemplo 6.47. Calcular f xe*dx.

‘g u=x, du:dx]_ v X oxxox
fxe dx_[dv:exdx, b | X fe dx=xe'—¢e =e'(x—1).«
Ejemplo 6.48. Calcular f sen(x) e* dx.

= , d =
f sen(x)e* dx = u=sen(x), du=costx)| sen(x)e’ — f cos(x)e" dx
do = e*dx, v=¢e"

B |u =cos(x), du=- sen(x)]

dv = e“dx, v=e"
=sen(x)e* — cos(x)e* — f sen(x)e” dx,

con lo que despejando tenemos f sen(x)e* dx = % (sen(x)e* — cos(x)e¥). «
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Integracion de funciones racionales

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios, y queremos calcular f % dx. Si el grado de P es
mayor o igual que el de Q, podemos dividir los dos polinomios obteniendo
P(x) G(x)
—~ =H(x)+ ==,
aw ~ 1" aw
donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q. Por tanto,

supondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q.

P(x)
(ax+b)"

Integrales del tipo

El cambio de variable y = ax + b la transforma en una integral inmediata de la forma

P(y)
fy—nydy.

Ejemplo 6.49.

2 3y+1)*+5(y+1)+2
f3x +5x+2dx:[y:x—1,dy=dx]:f (y+1)2+5(y+1)+ iy

(x—1)3 P

3y + 11y + 10

:f%dy
y

d d d
=3f—y+11f—2+10f—z

y y y

11 5

—31n|x—1|—x_1—(x_1)2.<
Mx+N

donde el denominador no tiene raices reales

Integrales del tipo f

x2+bx+c’

Siempre se puede escribir x> + bx + ¢ = (x —d)? + k?, con lo que descomponemos nuestra
integral en dos:

Mx +N Mx+ N _ [(M(x~-d)+N+Md

dpe [ MxAN L d
Zibxtc ") wodp+rr™ a—de+ke
M(x - d) N+ Md
S ey
G—d2+ ") Goapsre™
M 5 dx
:?ln|(x—d) +k2|+(N+Md)fm

y la Giltima integral es inmediata (del tipo arcotangente) si hacemos el cambio de variable
y ="
Ejemplo 6.50. Calcular f 3y,

x2+2x+2
Como x2 +2x + 2 = (x + 1) + 1, hacemos el cambio y = x + 1

2y-1)+3 2 d
fﬂdx:fudy:f y dy+f Y
x24+2x+2 yr+1 yr+1 yr+1

= ln(y2 + 1) + arctan(y) = In(x* + 2x + 2) + arctan(x + 1).«
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Raices reales y/o complejas simples

En este caso

Q) = (x —a)(x — @) ... (x — a,) (% + brx + 1) + box + ¢2) ... (X% + byx + Cp).

Lo que vamos a hacer es descomponer de nuevo en fracciones mds sencillas de la siguiente

manera:
P(x A A A
( ) — 1 + 2 Tt n
Qx) x—-am x—ap X —ay
Bix + C Box + Cy B..x+ C,,
24+bix+c; X2+bx+c X2 4+ byx + ¢y’

donde A4, A, ..., A, B1, B, ...,C, son constantes a determinar. Para calcularlas desarro-
llamos e igualamos los coeficientes del mismo grado.

/\ Observacién 6.51. Si el polinomio Q(x) sélo tiene raices reales se pueden calcular las
constantes Aj,...,A,, dando a la variable x los valores ay,..., ;.

Ejemplo 6.52. Calculo de f ﬁ dx:
Comox*-1=(x-1Dx+1x*+1),1la descomposicién nos quedaria:

1 A N B +Cx+D
¥-1 x-1 x+1 x2+1

Si desarrollamos e igualamos coeficientes:

1 A+ 1(x?+1)+B(x - 1)(x*> + 1) + (Cx + D)(x*> = 1)

xt -1 xt -1
1=A+B+0Ox*+(A-=B+D)x*+(A+B—-Cx+(A—-B-D)
A+B+C=0 A=1/4
A-B+D=0( __  |B=-1/4
A+B-C=0 C=0
A-B-D=1 D=-1/2

Por tanto,

dx 1 dx 1 dx 1 dx
fx4—1_4_1fx—1_1fx+1_§fx2+1
:1 Injx-1| - 1hrl lx+ 1| — 1arc:tar1(x).<1
4 4 2

Raices reales mdltiples

En este caso el denominador tiene la forma Q(x) = (x —a1)'(x —a2)?...(x —a,)™", y

... P(x) . .
podemos descomponer la fraccion 55 en fracciones simples

P(x) A] A2 Ar1 Bl B2 Crn
= + -+ + + + ..
Q) x—-a1 (x—a)? (x—m)r  x—ay (x—ap)? (x —ay)™n

Cada una de estas fracciones pertenecen a alguno de los casos ya estudiados.
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Ejemplo 6.53. Calcular f de

(x+1)3
1 A B C D
G-DE+1P -1 x+1 @+12 G+1p
A+ 1P +Bx-1D)x+1)2?+Clx-1Dx+1)+Dx-1)
- (x=1)(x+1)3

_r
(x—1(x+1)3

Igualando coeficientes:

A+B=0 A=}
3A+B+C=0 B=-1
3A-B+D=0 c=-1
A-B-C-D=1 D=-1

La integral nos queda

dx 1 dx 1 dx 1 dx 1 dx
j}x—D@+lP:gj?%l_fi[x+1_1j}x+nz_§j}x+h3

1 1 1 1
I —1— =Injx+1 .
gk —l=ghhb+ 1+ S Y v e

Raices reales y complejas miultiples. Método de Hermite

El método que vamos a estudiar, conocido como Método de Hermite, consiste en des-
componer % como suma de fracciones més simples de una forma muy particular. Pasos
a seguir:

Descomponemos el denominador, Q(x), como producto de factores de grado 1y facto-
res de grado 2 irreducibles:

Q) = (x — ay)™ -+ (x — )™ (x> + byx + )P -+ (6 + byx + ¢

Escribimos el cociente % de la siguiente forma:
@:£+...+ An + M]X+N] M+
Q) x-m X—a, x2+bix+c X2 4 byx + ¢y
d F(x) )
dx \(x —ap)m=Le - (x —ay) @ 1(x2 + byx + c)PrL - (62 + Dypx + ¢y )Pt

donde Ay, ..., Ay, My, ..., My, Ny,..., Ny son coeficientes que tenemos que determinar, y
en la fracciéon que aparece con una derivada F(x) es un polinomio genérico de grado uno
menos que el denominador. En resumen, se trata de escribir % como suma de fracciones
simples, una por cada factor, mds la derivada de un cociente que tiene por denominador
lo que queda de Q(x).

(Cémo determinamos todos los coeficientes? Basta efectuar la derivada, reducir todas
las fracciones a comtin denominador (que serd Q(x)), e igualar P(x) al numerador resul-
tante. Esto nos producird un sistema de ecuaciones cuya resolucién nos dard el valor de

todos los coeficientes.

Paso 1

Paso 2
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Paso 3 Una vez escrita la funcién racional 22 Q(x) ) dela forma anterior, es facil calcular su integral:
P A Mix + N1
(x)d f Lody ot | 2T s
Q(x) X —m X2+ bix + ¢
F(x)

(x—a))® 1o (x —a,) (a2 + byx + )P+ (32 + byyx + ¢y )Pt

Ejemplo 6.54. Calculo de f = +9)2 dx.

x? _Mx+N+i(ax+b)
x¥2+9)2 x24+49  dx\x2+9
_ (Mx + N)(x%>+9) a(x*>+9) — 2x(ax + b)
ST 92 2 + 97
_Mx® + (N —a)x? + (9M — 2b)x + (92 + 9N)
B (x2 + 9)2

Igualando los numeradores coeficiente a coeficiente, obtenemos el sistema de ecuaciones:

M =0
—a+N =1 {M:O b=0
=
—2b+9M =0 N=1/2 a=-1/2

9+9N =0

f x? gy = —% X N 1 f dx
(2+92 " x2+9 2 J 2249
y la dltima integral vale

f ax__ f 1/9 dx = L arctan(x)
249 +\2 "3 3)
x (?—)) +1

De esta forma se tiene

En resumen,

x—zdx ——x 1 arctan(x) <
(x2 +9)? 2(x2+9) 3

Ejemplo 6.55. Calcular f dx.

3c~”(x2+1)2

x2 =2 _é+Mx+N+£ ax® +bx2+cx+d
Ba2+1)2  x x2+1  dx x2(x2 + 1)

Realizando la derivada y reduciendo a comtin denominador, obtenemos un sistema de
ecuaciones cuya solucionesa =0,b =5/2,c=0,d=1,A=5 M= -5y N = 0; por lo
tanto

f o2 L BAEL —ln(x + 1)

X =
x3(x2 + 1)? x2(x2 +1)

_146_
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6.4.4 Integracion de funciones trigonométricas

Integrales de la forma f sen(ax) cos(bx), f sen(ax) sen(bx), f cos(ax) cos(bx)
Se resuelven usando las identidades

sen(x) sen(y) ==[cos(x — y) — cos(x + y)],

cos(x) cos(y) ==[cos(x — y) + cos(x + y)],

sen(x) cos(y) ==[sen(x + y) + sen(x — y)].

NI NI=N] =

Ejemplo 6.56.

f sen(3x) cos(2x) dx = % f sen(5x) dx + % f sen(x)dx = —% cos(5x) — %cos(x) <

Integrales de la forma ftan”(x), fcotan”(x)

Se reducen a una con grado inferior separando tan?(x) o cotan?(x) y sustituyéndolo por
sec?(x) — 1y cosec?(x) —

Ejemplo 6.57. Calcular f tan® (x) dx.
f tan®(x) dx = f tan>(x) tan?(x) dx = f tan>(x) (secz(x) - 1) dx
= f tan®(x) sec®(x) dx — f tan3(x) dx.
Acabamos por separado cada integral:

f tan>(x) sec?(x) dx = —%1 tan*(x) dx (utilizando el cambio y = tan(x))

f tan®(x) dx = f tan(x) tan?(x) dx = f tan(x)(sec®(x) — 1) dx
= f tan(x) sec?(x) dx — f tan(x) dx = %tanz(x)+ln|cos(x)|.<

Integrales de la forma fsenm(x) cos’(x), con n o m enteros impares

Se transforman en una integral racional con el cambio y = cos(x) (si m es impar) o
y = sen(x) (si n es impar).

Ejemplo 6.58. Calcular f 0 o,

sen?(x)
cos3(x) (1 — sen?(x)) cos(x) dx y = sen(x) 1-12
f senz(x) f sen?(x) [dy = cos(x) dx] f y? ay

— sen(x).<

- _g Y= sen(x)
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Integrales de la forma fsenm(x) cos"(x), con n 'y m enteros pares

Se resuelven usando las identidades cos?(x) = %(1 +cos(2x)), y sen?(x) = %(1 — cos(2x)).

Ejemplo 6.59. Calcular f cos?(x) dx.
1 + cos(2x) dx cos(2x) x sen(2x)
2 = _— = — _ = =4+ —
fcos (x)dx = f > dx f > +f > dx 5 + TR

Integrales de la forma fR(sen(x), cos(x)), R una funcién racional par.

Diremos que R es una funcién racional par si R(sen(x), cos(x)) = R(—sen(x), — cos(x)).
Se resuelven utilizando el cambio y = tan(x)

Ejemplo 6.60. Calcular f de

sen3(x) cos® (x)

dx [ y=tan®) | [a+y??
f sen3(x) cos®(x) [dy = seczxdx] B f Y3 4y

1 3 1
=-3 cotan?(x) + 31In | tan(x) | + > tan?(x) + 1 tan*(x) .<

Integrales de la forma fR(sen(x), cos(x)), R una funcién racional

Se trata de calcular primitivas de funciones racionales en sen(x) y cos(x), es decir, fun-
ciones que sean cociente de dos polinomios en sen(x) y cos(x). En general, se hace el cam-
: ; — x _ 2 _ 1-£ _ 24t
bio de variable t = tan(i), con lo que sen(x) = 7357, cos(x) = 75,y dx = 5. Con
este cambio convertimos la integral en la integral de una funcién racional, que ya hemos
estudiado.

Ejemplo 6.61. Calcular f iy

sen(x)—tan(x)

f sen(x)d—x tan(x) B f sen(x)cc(())ss((fc))cﬁcsen(x) - [tan(;—c) - t] T f t22t_31 at
1  Inft| 1

T4 2 g (’2—‘)

1
+=In

Integracion de funciones hiperbélicas

Integrales de la forma fR(senh(x), cosh(x)), R una funcién racional

Se trata de calcular primitivas de funciones racionales en senh(x) y cosh(x), es decir,
funciones que sean cociente de dos polinomios en senh(x) y cosh(x). En general, se hace el
cambio de variable e* = t, con lo que la integral en una racional, que ya hemos estudiado.

. d.
Ejemplo 6.62. Calcular f T senh(x) 73 cosh®)

_148_
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f dx _f dx 3 =t
1+2senh(x) +3cosh(x) J 1+ Zex+ lev  [dx = dt/t

f dt
- | —=
52 +2t+1

5t+1)

=arctan (

(5 e’ + 1)
= arctan .

En algunos casos, utilizar un método similar al que usamos para calcular primitivas

de funciones trigonométricas puede simplificar los célculos. El siguiente método es un
ejemplo de ello.

Integrales de la forma f senh(ax) cosh(bx), f senh(ax) senh(bx) o f cosh(ax) cosh(bx)

Se resuelven usando las identidades

senh(x) senh(y) :% (cosh(x + ) — senh(x — v))

cosh(x) cosh(y) :% (cosh(x + ) + senh(x — v))

senh(x) cosh(y) :% (senh(x + ) + senh(x — ).
Ejemplo 6.63.

f senh(3x) cosh(x) dx = % f senh(4x) dx + % f senh(2x) dx = —% cosh(4x) — icosh(2x).<

6.4.6 Integracion de funciones irracionales

cx+d cx+d cx+d

Integrales de la forma fR(x,(w)% ,(M)% ,,(M)%)

ax+b
cx+d’

Se resuelven utilizando el cambio de variable y7 =
multiplo de g1,42, ..., gn-

donde g es el minimo comun

Ejemplo 6.64. Calcular f ﬁ

Haciendo el cambio x = yé,

VE+x y3+y fy+1
:Zy —3y +y—ln|y+1|:2\/§—3\3/§+%—1n|\6/§+1|.<
Integrales de la forma fR(x, a2 —x2)

Se transforman en una integral trigonométrica con el cambio x = asen(t) o x = a cos(t).
También se puede realizar el cambio x = a tanh(t) y se transforma en una integral hiper-
bdlica.
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Ejemplo 6.65. Calculo de f —";xz dx:

Hacemos el cambio x = 2sen(t), con lo que dx = 2cos(t)dt y V4-x2 = \/4 —4sen?(t) =
2 cos(t). Sustituyendo:

V4 — x2 (2 cos(t))(2 cos(t))
2 dx =

dt = tan?(t) dt
4 sen?(t) f cotan™({)

= f(cosecz(t) —1)dt = —cotan(t) — t

cos(t) _ \/

sen(t) —

usando que cotan(t) = , se tiene que

4 — x? (x)
= — —arcsen|=].«
X 2

Integrales de la forma fR(x, Va2 + xz)

Se transforman en una integral trigonométrica usando el cambio x = a tan(t). También
se pueden resolver utilizando el cambio x = a senh(t).

Ejemplo 6.66. Calcular f

dx
xV1+a2”

Hacemos el cambio x = tan(t), dx = sec®(t)dt,

sec?(t) it
fxm ftan(t)sec(t) fsen(t) —In

Ejemplo 6.67. Calcular f

<

cn(2)]

+1In

cos(3)

2
L g
X
V1+x2

Hacemos el cambio x = senh(#),
1
dx = f senh? () dt f (cosh(2t) - 1) dt = 7 senh(2t) - 5 <
f V1 + x2

Integrales de la forma fR(x, x2 —az)

Se resuelven utilizando los cambios x = asec(t) o x = a cosh(t).

Ejemplo 6.68. Calcular f Vx? — 1dx.
2
f o :f n () sen() 3 fsen () n

cosz(t) cos3(t)

que se resuelve aplicando los métodos ya vistos. También podriamos haber utilizado el
cambio x = cosh(t) y, en ese caso, se tiene que

— 2 _
f Va2 — 1dx = fsenhz(t) dt = fcosh(it) 1 g =X x2 1 arccc;sh(x) -
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6.5.1

INTEGRACION APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Integrales de la forma fR(x, Vax? + bx + c)

Se reducen a uno de los casos anteriores completando cuadrados, esto es, escribiendo
ax? + bx + c de la forma a(x + a)? + B.

Ejemplo 6.69. Calcular f vé%r

Transformamos el integrando:

_ 2
8x—x2:—(x2—8x+16)+16=—(x—4)2+16:16(1_(x44))

y hacemos el cambio de variable y = (x — 4)/4:

f dx :f dx :[yd:(ic;@/él]:
V8x — x2 16(1—(%)2) y=dx/4

44 d —
:f Y. Y =arcsen(y):arcsen(x 4).4

Wi-g J iy :

Aplicaciones de la integral

Caélculo de areas

El area entre dos funciones f, g : [2,b] — R se define como

b
Area = f | f() — g(x)| dx.

Hasta ahora no hemos visto ningtin metodo que nos permita calcular primitivas en las que
aparecen valores absolutos. Por eso, antes de comenzar a integrar, es necesario estudiar
cuanto vale | f — g|o,dicho de otra forma, averiguar cuél de las dos funciones es la mayor.

Ejemplo 6.70.

Calcular el area entre la funcién f(x) = x(x — 1)(x — 2) y el eje
OX en el intervalo [0, 3].

Dividimos en intervalos donde sepamos el signo de la funcién
e integramos:

1 2 3
f:|f(x)ﬁdx=fo|f(x)|dx+fl|f(x)|dx+f2|f(x)|dx
1 2

:f x(x—l)(x—Z)dx—f x(x = 1)(x —2)dx
0 1

+ fx(x —1D(x—-2)dx
2 S # >

12 193 0 1~2 3
4 15 30 4°

f) =x(x-1)(x-2)
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6.5.3

6.5.4

APLICACIONES DE LA INTEGRAL INTEGRACION

Longitudes de curvas

Sea f una funcién derivable con derivada continua en el intervalo [g, b]. La longitud
del arco dela curva y = f(x) entrex =ayx =">bes

b
longitud = f A1+ f(x)?dx.

Ejemplo 6.71. Calcular la longitud de una circunferencia de radio 1.
La ecuacién de una circunferencia de radio 1 es x* + y* = 1. Podemos despejar y en la

parte positiva: y = f(x) = V1 —x2 con x € [-1,1]. Asi, la longitud de media circunferencia

sera:
l_fl\/1+f'(x)2dx_"'— L —[arcsen(x)]1 L L
1 1V = a2 1 2 2 ’

Area de s6lidos de revolucion

Sea f : [4,b] — R una funcién derivable con derivada continua en [a,b]. Entonces
el drea de la superficie generada haciendo girar alrededor del eje OX el arco de curva

y= f(x)en[a,b]es
b
Superficie = 27'cf F()\J1 + f/(x)2 dx.

Ejemplo 6.72. Calcular la superficie de una esfera de radio 1.
Podemos generar una esfera girando respecto del eje OX la curva del ejemplo anterior

y=fx)=V1l-x2 x€[-1,1]
De esta forma, la superficie sera:

V-2 1
xd =27 dx =27m-2 =4mn.<

1Vl —x2 -1

S = 2nf f(x) 1+f’(x)2dx— - =27

Volumenes de sélidos de revolucion

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. El volumen del s6lido generado al girar el area
bajo la curva y = f(x) respecto del eje OX es

b
Vox = nf f(x)2 dx

y el volumen del sélido generado al girar dicha 4rea respecto al eje OY es

b
Voy = 2nf xf(x)dx
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6.6

6.6.1
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En este segundo caso, la funcién f tiene que ser positiva.

Ejemplo 6.73. Calcular el volumen de una esfera de radio 1.
Podemos generar una esfera rotando respecto del eje OX el

area bajolacurvay = f(x) = V1-x2  x € [-1,1] Con ello,
el volumen sera

1 1 371
_ 2 4. _ — ) dy = _x
V—nﬁlf(x) dx—nil(l x)dx—n[x 3]_1

:n((l—%)—(—1+%)): 4?7%

Figura 6.4 Volumen al
girar respecto al eje OX

Algunas funciones definidas mediante integrales

La funcién gamma

La funcién gamma I' : R* — R estd definida como

F(x):f P le7t dt.
0

Esta funcién, debida a Euler, tiene interés como posible generalizacién del factorial para
nameros reales cualesquiera. Se puede demostrar que

a) I'(x + 1) = xI'(x), para cualquier x € R*.

b) T(x+n)=x+n—-1)(x+n-2)...(x+ DI'(x), Yx € R*, ¥n € IN.

c) I'(n)=m-1),¥n e N.

La funcidn beta

La funcién f : R" x R* — R esta definida como B(p,q) = fol xP71(1 - x)7 1 dx. Esta

I(p)(q)

relacionada con la funcién gamma mediante la igualdad B(p, q) = )

Ejercicios

Teorema Fundamental del Célculo

Ejercicio 6.1. Halla las derivadas de cada una de las funciones siguientes:
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a) F(x) = [ sen®()dt,
b
b) F(x) = fx 1+t2+ien2(t) dt,

Q) F) = [ o dt

1+£2+sen?(t) = °
Solucién 6.1.
a) F'(x) = sen3(x)
b) F'(x) = 1

T 1+x2+sen?(x)
b
’ _ dt
C) F (x) - fa 1+2+sen?(t)

Ejercicio 6.2. Halla las derivadas de cada una de las funciones siguientes:
2) F(x) = [ sen(in(1 + H)d,

b) F(x) = [} sen’(t)dt,

c) F(x) = fxf cos3(t) dt.

Solucién 6.2.

a) F'(x) = sen (ln(l + xz)) 2x,

b) F'(x) = —sen®(x?) 2x,

c) F'(x) = cos(x®)3x% — cos(x?)2x.

Ejercicio 6.3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento dela funcién f : R* — R definida
como

Como consecuencia, estudiar los extremos relativos de dicha funcién.

Solucién 6.3. La funcién f es derivable con f'(x) = e~ (=)’ (3x% — 2x). Por tanto, los
unicos puntos criticos sonx = 0y x = % Como f’ (%) <0y f'(2) > 0, f es estrictamente
decreciente en ]0, %] y estrictamente creciente en [%, +oo[. En consecuencia f alcanza su

minimo absoluto (y relativo) en x = %
Ejercicio 6.4. Calcula el siguiente limite

X fox sen(t?) dt
lim ———
x—0 sen(x4)

uQr

Solucién 6.4. En este caso estamos ante una indeterminacién de la forma “” y estamos

en condiciones de aplicar la primera regla de L'Hoépital. Si calculamos el cociente de las

derivadas de las dos funciones, aplicando el teorema fundamental del calculo se tiene
fox sen(t?) dt + x sen(x?)

x—0 4x3 cos(x*)

Volvemos a estar ante una indeterminacién del mismo tipo. Para no complicar los calculos
notemos que cos(x*) tiene limite 1 cuando x tiende a 0, asf
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fox sen(t?) dt + x sen(x?) fox sen(t?) dt + x sen(x?)
lim = lim
X0 4x3 cos(x*) x—0 43
. j(;x sen(f)dt  xsen(x?)
=lim =———— + lim ————~
x—0 4x3 x—0 4x3

Al primer limite le volvemos a aplicar la primera regla de L'Hopital, con lo que nos queda

. sen(x?) 1
im ==
x—0 12x2 127

donde la tltima igualdad se sigue aplicando una tltima vez la primera regla de L'Hopital

o recordando que lim,_,o %(x) =1.

De forma analoga se tiene que

fim x sen(x?) o sen(x?) _ 1’
x—0 43 x—0  4x? 4

y el limite buscado es

X
xf sen(t?) dt
0 1 1 1

lim—02 - 4o
50 sen(x*) 27173

Ejercicio 6.5. Calcula el maximo absoluto de la funcién f : [1, +co[— R definida por

x—1
fx) = fo € —e2)dt.

Sabiendo que lir}ra flx) = %(\/E — 1), calcula el minimo absoluto de f.

Solucién 6.5.
a) Estudiamos la monotonia de la funcién f. Para ello veamos el signo de la derivada:

f(x) = e _ o720 = ) = (x-1%=2(x-1 & x=1,3.

Por tanto, f es estrictamente monétonaen[1,3] y en[3, +c0]. Como f'(2) > 0y f'(4) <0,
se tiene que f es estrictamente creciente en [1, 3] y estrictamente decreciente en [3, +00].
En particular, la funcién alcanza su maximo absoluto en 3.

b) Dado que f(1) = 0 < limy—, 4+ f(x), f alcanza su minimo absoluto en 1.

Ejercicio 6.6. Demostrar que, para cualquier x € R*, se verifica que

fcosh(x) VE T di cosh(x) senh(x) _
1

x
2 2

Solucién 6.6. Sea f : R — R definida como

cosh(x)
f= [ VAT Sl 1
1

Para comprobar que f vale constantemente cero, vamos a ver que, en primer lugar, f es
constante. Para ello comprobamos que su derivada se anula:
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N| =

f'(x) = (yfcoshz(x) - 1) senh(x) — % (senhz(x) + coshz(x)) +

= senhz(x) - % (senhz(x) + coshz(x)) + %

= 1 (— senhz(x) + COShZ(x)) + = =0.

1
2 2
Una vez que sabemos que f es constante, podemos averiguar dicha constante evaluando
en un punto cualquiera. Por ejemplo, es inmediato comprobar que f(0) = 0.

Ejercicio 6.7. Consideremos la circunferencia centrada en el ori-
gen con radio uno y la recta y = L con L un ntimero real positivo.
L ¢A qué altura L se consigue que el d&rea sombreada sea minima?

1 Solucién 6.7. Este es un problema de optimizacién: tenemos
que buscar una altura para que una magnitud, en este caso un

v

area, sea minima.
Por otro lado también es cier-
to que al tratarse de un drea

L - L - L <~ L \~  vamos a utilizar la integracién
1 1 1 1 para calcular el 4rea. Para no
| hatt | hatt | bt | bt 1 A
m m m m duphcar los calculos VflmOS a
p p B j calcular solamente el 4rea de
Areal Area 2 Area 3 Area 4

la parte de la derecha, tenien-
do en cuenta que el drea total
serd el doble de la que estamos calculando. En cualquier caso como lo que buscamos es
la altura L a la que se alcanza el minimo del érea, la altura serd la misma si calculamos
el drea total o la mitad. Llamemos f(L) a la funcién que nos da el drea a la derecha. Te-

niendo en cuenta que la semicircunferencia superior tiene de férmula V1 — x? y que el

punto donde la recta de altura L corta a la circunferencia unidad tiene de abscisa V1 — L2
se tiene que (fijate en la figura) el 4rea buscada es

f(L) = (Area 1 — Area 2) + (Area 3 — Area 4)

Nowy1 1
= V1—x2dx—L 1—L2+(1—\/1—L2)L—f V1 — 22 dx.
VI—IZ

0

Hay que tener en cuenta que esta funcién estd definida para L € [0,1]. Las integrales
que aparecen en la férmula de f(L) son faciles de calcular pero en cualquier caso no es
necesario calcularlas ya que para calcular el minimo de la funcién L (que es derivable
en base al teorerma fundamental del calculo) nos basta con derivar, calcular los ptintos
criticos y estudiar qué tipo de extremos son.

Con la ayuda del teorema fundamental del calculo podemos calcular la derivada de la
funcion.
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2

-L -L
(L) =+1-(1-12 ~(vi-12
S ( )\/—2 ( Vit

L? -L

+ +1-V1-12++1-(1-1?)
1-12 V1 -2
-2 2 2 72
- 1-L2+ L + L +1-V1-12+ L
1-12 Vi-12 V1-12 Vi-12
=1-2V1-1L?=0
1 3 V3
—12== 2 = - = —
— V1-L 5 = L 1= L i
Ademas la segunda derivada vale f”(L) = \/1[:7 que es positivo (en cualquier valor de

L €]0,1]). Asi en el valor de L = g se alcanza un minimo relativo, y como es el tinico
minimo relativo que se alcanza es también absoluto.

(® Ejercicio 6.8. Pruébese que para x € [0, 7] se verifica que

052 (x) sen?(x) -
f arccos (\/Z) dt + f arcsen (\/E) dt = —.
0 0 4

Solucién 6.8. Para demostrar que una funcién es constante, comprobemos que su de-
rivada es cero.

’

cos2(x) sen?(x)
[ f arccos (\/Z) dt + f arcsen (\/i_f) dt]
0 0

= —arccos(cos(x))2 cos(x) sen(x) + arcsen(sen(x))2 sen(x) cos(x)

= —2x cos(x) sen(x) + 2x sen(x) cos(x) = 0.

Ahora que sabemos que es constante, podemos evaluar en cualquier punto para calcular
su valor. Tomemos x = 7 y recordemos que arccos(x) + arcsen(x) = 7 (Ejercicio 5.12):

1

1 1 1
fz arccos(Vt) dt + fz arcsen(Vt) dt = fz Tar="
0 0 0o 2 4

(® Ejercicio 6.9. Calcula el siguiente limite

f(x+1)€x

. 1
lim >
X—+00 x~eX

In(t) arctan(t) dt

Solucién 6.9. Aplicando la segunda regla de L'Hopital, estudiamos el cociente de las
derivadas:

lim In ((x + 1)e¥) arctan ((x + 1)e¥) (¥ + (x + 1)e*)
x—+00 e*(2x + x2)
. (In(x+1) +x)arctan ((x + 1)e*) (x + 2)
= lim
X—+00 2x + x2
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(In(x+1)+x)(x+2)
2x+x2

li fl(x+l)ex In(t) arctan(t) dt
m =

X—+00 x2€x

Como limy 400 = 5, ¥ My 400 =1, se tiene que

T
>
Ejercicio 6.10. Calcula el siguiente limite

f > sen(sen(t)) dt
lim = 5 .
x—0 X

Soluciéon 6.10. Tenemos un cociente de funciones derivables, ambas con limite cero
en el origen y la derivada del denominador no se anula (salvo en el origen). Estamos en
condiciones de aplicar la primera regla de L'Hopital para resolver dicho limite. Nos queda
el siguiente cociente

2 sen(sen(2x)) — sen(sen(x))

lim
x—0 2x ’
que sigue presentando una indeterminacién de la forma “3”. Aplicando de nuevo la regla

de L'Hopital, obtenemos

. 4cos(sen(2x)) cos(2x) — cos(sen(x)) cos(x) 3
lim 2 ~ 2

6.1)

x3—x

2
Ejercicio 6.11. Se considera la funcion f(x) = J; et dt ,Vx e R.

a) Encontrar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f en R.
b) Encontrar los extremos relativos de f.

. f()
C) Calcula }Cli)% m

Solucién 6.11.

a) La funcion integral f es una integral indefinida cuyo integrando es e~ En concreto,

se puede escribir como:
G/
flx) = f et dt
0

donde g(x) = x° — x* es un polinomio y, por tanto, derivable. Al ser el integrando
una funcién continua y, aplicando el teorema fundamental del célculo, tenemos que
la funcién f es derivable, y ademds su derivada vale

3 2

f(x) = =8’ g (x)= o=@ (3x* —2x) ,¥x e R.

Para encontrar los intervalos de monotonia de f tendremos que analizar el signo de la
derivada. Para ello factorizamos la funcién derivada:

f(x) = (=) x(3x —2).

Como la funcién exponencial es siempre positiva, la funcién derivada se anularé siem-
pre y cuando x = 0 o x = 2/3; concretamente:
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b)

f'(x) = =) xBx—-2)=0 & x(Bx-2)=0 & x=00 x= %

Tenemos entonces que f tiene dos puntos criticos que nos van a permitir descomponer

el dominio de f de la forma siguiente:

i) Six <0, entonces f'(x) > 0 (se puede evaluar f’ en un punto cualquiera negativo)

y, por tanto, f es estrictamente creciente en | — oo, 0[.

if) S5i0 < x < 2/3, entonces f'(x) < 0y, por tanto, f es estrictamente decreciente en
10,2/3I.

iiif) Six > 2/3, f’(x) > 0y, por tanto, f es estrictamente creciente en ]2/3, +oo[.

Con la informacién que tenemos del apartado anterior podemos concluir que f al-

canza un maximo relativo en 0 (la funciéon pasa de ser creciente a decreciente) y un

minimo relativo en 2/3 (pasa de ser decreciente a creciente).

El limite planteado presenta una indeterminacién del tipo “3” y, como es posible apli-

car la regla de L'Hopital, tenemos:

im f® = lim e (3x% - 2x)
20 cos(x3 — x3)(3x2 —2x)  x—0 cos(x3 — x3)(3x2 — 2x)

Simplificamos el cociente:
e_ (X3 _ x2 )2

im——— === - =
x—=0 cos(x® —x2) 1 x—0 sen(x3 — x2)

donde hemos tenido en cuenta que lim,_, €* = ¢’ = 1y que lim,_,o cos(x) = cos(0) = 1.

(® Ejercicio 6.12. Calcula el siguiente limite

6.6.2

vl1og(x) ‘f" dy
x o (flogD)

lim
X—00

Solucion 6.12. FALTA

Célculo de primitivas

Integrales inmediatas y cambio de variable

a)

<)

e)
f)

Ejercicio 6.13. Calcula las siguientes primitivas

f 5a2xdx

b) [ x(x +a)(x + b)dx

[(a+bx®)2dx

d)f‘%

f(a% — x3)3dx
T esian

X

Solucién 6.13.
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a) [5a2x%dx = 3a%x’

b) [x(x+a)(x +b)dx = 3abx® + L(a + b)x® + %
9) f(a + bx®)2dx = a®x + 16227 + Labxt
DI
e) f(a% — x3)3dx = a?x — 244135503 4 223x713 _ &

f) fx+1dx—x+—+21n( 1+x)

Ejercicio 6.14. Calcula las siguientes primitivas
a) f 2 senh(5x) — cosh(5x)dx
b) f i/l-;ln(x)dx

) T
d) fe"+1
e) fx(Zx +5)10dx

Solucion 6.14.
a) Laintegral es f 2senh(5x) — cosh(5x)dx = £ Cosh(5x) senh(5x)
b) Hacemos el cambio de variable 1 + In(x) =

fm f 1/3 4 (3 31n(x))(1 In(x))'/?

- V2
Q) ‘/—% arctan( \/ﬁ)

d) Sumamos y restamos e*,

dx 1+¢* e*
= - =x—-In(1+¢).
fex+1 f(1+ex 1+e")dx x~In{l+e)

e) Hacemos el cambio de variable 2x +5 =y,

INTEGRACION

fx(2x+5)10dx [2x+5 y = x——(y— ) f (y - 5)y10dy

IO RS § L
_4fy idy=1117 "1

1 ((Zx +5)12  502x+ 5)11)
:Z + .

12 11

Integracién por partes

Ejercicio 6.15. Calcula las siguientes primitivas

a) f In(x)dx e) f xe *dx
b) [ arctan(x)dx f) [x2e3dx
Q) f arcsen(x)dx g) f x sen(x) cos(x)dx

d) f x sen(x)dx

- 160 —
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Solucién 6.15.
a) Integrando por partes

fln(x)dx:[uzln(x) = du:’l‘dx]:xln(x)—fdx:xln(x)—

dv=dx = v=x

b) Integrando por partes

_ _ d
f arctan(x) dx = |u =arctan(x) = du = 7 ]

dv=dx = v=x

1
=xarctan(x) — f 1 -fxz dx = xarctan(x) — 5 In (1 + x2).

¢) Integrando por partes

u = arcsen(y) = du = £
f arcsen(x) dx = [ ) Vi-x? ]
dv=dx = v=x

dx = xarcsen(x) + V1 — x2.

=x arcsen(x) —

V1 — x2

d) Integrando por partes

fxsen(x)dx:[ u=x = du=dx ]

dv =sen(x)dx = v = —cos(x)

= —xcos(x) + f cos(x) dx = —x cos(x) + sen(x).
e) Integrando por partes
f xe Ydx = [ o : e:‘f dx::fu;:dfe—x] =—xe " + f e dx = —e (1 +x).
f) Integrando por partes
fxze3x dx = [dz : ij ;:d? ; Exf;x] %xze‘%‘ - % fxe3x dx
- [dv i:?’:dac:}:fuv::dge?’x] %x2e3x - % (§e3x - f%e?’x dx)

1 2 2
==x26% — Sxed + %,

3 9 27

g) Integrando por partes

f ) ()d_lf (2x) dx = u=x = du=dx
reenyjcosiyjan =y | reemenar = dv = sen(2x)dx = v = —SX

1 xcos(2x 1 _ xcos(2x) 1
=5 ( + > f cos(2x) dx) = 1 + 3 sen(2x).

-161 —
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Ejercicio 6.16. Demuestra que fo+oo x"e™* dx = n! para cualquier natural n.

Solucién 6.16. Vamos a demostrarlo por induccién. Paran =1,

oo u=x = du=dx et too
e dx = _ | =[x +f e *dx
0 dv=erdx = v=—-e" 0

[ =L

+00
n,—X — A .
Supongamos que fo x"e™* dx = n! y veamos qué ocurre para n + 1:

f+°° w1y g _[# =T = du= (1"
xe ™ dx =
0 dv=e"dx = v=—-¢"*

+00
= [—x"“e‘"]Jr + f (n+ 1x"e*dx
0 0
+00
=(n+ 1)[ e dx=m+Dn! = (n+1)!
0

Ejercicio 6.17. Demuestra que

/2 1-3---2n-1) =
2n — . —
fo sen”"(x)dx = i) 2

para cualquier natural n.

Solucién 6.17. Vamos a demostrarlo por induccién. Si llamamos

/2
I, = f sen®(x) dx,
0

se trata de demostrar que I,, = % - 7 para cualquier natural 7.

4

. s . 1—cos(2
Veamos si se verifica para nn = 1. En este caso, teniendo en cuenta que sen?(x) = %(x)

se tiene que

/2 /2 1 — cos(2x) x  sen(2x) I o1n
L = 2(x) dx = Eel e N o2l I Y
1 fo sent ) dx fo 2 7 [2 4 ]0 422

s 13-2n-1) g
Supongamos ahora que para un natural n se verifica que I, = 775" - 5 Y vamos a ver

si somos capaces de demostrar la correspondiente férmula para n + 1.
70/2
L1 = f sen?™D(x) dx
0
70/2
= f sen?"*2(x) dx
0
70/2
= f sen?(x) sen’(x) dx
0
71/2
= f sen?(x) (1 - cosz(x)) dx
0

TT/2
=1, - f sen?(x) cos*(x) dx.
0
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En esta tltima integral podemos utilizar integracién por partes para resolverla, si llama-

mos u(x) = cos(x) y v’ (x) = sen?*(x) cos(x) entonces u’(x) = —sen(x) y v(x) = Ser;n +1(x) y se

tiene que

/2 2041, 12 3 con2it2
f sen’"(x) cos (x) dx = [COS(x) e (x)] + f 2 sen () o
’ 0 Jo

2n+1 2n+1
1
IR
Sustituyendo en la expresién de I,,,; tenemos que
1 1 2n+2
Lyv1 =1 — mlnﬂ = L1+ o+ 1) =1y = n+1(2n n 1) = 1n,
de donde
2n+1 1-3---@2n-1)2n+1)-1) =«
Iny1 = I, = © =
2n+2 2-4---2n)(2(n + 1)) 2

que es la férmula esperada.

Integracion de funciones racionales

Ejercicio 6.18. Calcula las siguientes primitivas

a) f (x+u)(x+b)
b) f x2-5x+9 dx

x2— 5x+6

5x342
C) f x3— 5x2+4x

d) f x(x+1)2

e) f = 4x+3)(x2+4x+5)

Solucién 6.18.
a) Descomponemos en fracciones simples, a)l(x T = - u)l(x o+ a_b)l D) Y sustituimos

f dx _f 1 f 1n|a+x|+1n|b+x|
(x+a)(x+b) (b—a)(x+a) (a—Db) x+b) —a+b a-b
b) Puesto que numerador y denominador tienen el mismo grado, comenzamos dividien-
do
2 _
x> —5x+6 x> —5x+6
—xes [
x2—5x+6

descomponemos en fracciones simples y usamos el apartado anterior,
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dx
:“3f<x—2><x—3>
1 1

:x+3f(x—3_x—2)

=x+3In|-3+x|-3In|-2+x].

c) Dividimos y descomponemos en fracciones simples,
3 2 _
f 5x° +2 dx=f5+25x 20x +2 i
x3 — 5x2 + 4x x3 — 5x2 + 4x
1 7 161
I'= — - d
f(5+2x 3(x—1)+6(x—4)) X

:5x+%ln(—4+x)—§ln|—l+x|+

In|x|
2

d) Descomponemos en fracciones simples e integramos:

dx 11 1
fx(x+1)2:f(i_x+1_(x+1)2)dx

1
:—1+x+ln|x|—ln|1+x|.

e) Descomponemos en fracciones simples y resolvemos,

f dx _f el5 1 1 )
(2 —4x+3)(x2 +4x+5) J \130(x2 +4x+5) 20(x—-1) 52(x —3)

7 1 1
:ﬁarctan(2+x)+5—21n|—3+x|—ﬁln|—1+x|

1 2
+§ln|5+4x+x |

Ejercicio 6.19. Calcula las siguientes primitivas
a) f dx
le+1
X
b) f 41 p
X
S ey
d
D [ @ty

Solucién 6.19.
a) Descomponemos en fracciones simples e integramos,

f dx _f 1 x=2 i

WB+1 3x+1) 2-x+1

arctan(%) 1 1
+—ln|1+x|—gln|1—x+x

V3 3

2

_164_



INTEGRACION Ejercicros

b) Para calcular la descomposicién en fracciones simples, nos hace falta conocer las raices
del polinomio x*+1=00,lo0 que es lo mismo, las raices cuartas de —1. Como -1 = 1,
sus raices cuartas son

1 .1 1 .1 1 .1 1 1

___Z_

$+l$,22:$_1$123:_$+1$y24 \/— \/_

Agrupando cada raiz con su conjugada y multiplicando, se tiene que
DA | =(x2+\/§x+1)(x2—\/§x+l) :

Esto permite descomponer en fracciones simples y comprobar que

Z1 =

f _dx = —arctan( \/§+2x)+ 1 arctan(—\/i-'_zx)
xr+1 242 V2 2V2 V2
1 1
— ——In|-1+V2x— 22|+ —In(1 + V2x + x?) .
4\/5 | ' 4\/5 ( )

c) Utilizando la descomposicién
f dx ag + a1 x + ax? f bo by + byx
= + + dx
(x+D2(x2+1)?2  (x+1)(x2+1) x+1  x2+1

se demuestra que

dx 1 1 arctan(x)
__ + i 1+x - 1@
G122 +1)2 | Ml+x) i+ 4 pIn1+x] - 7in(1 +2).

d) Como (x* —1)? = (x — 1)%(x + 1)%(x? + 1)?, tenemos la descomposicién
2 3
f dx _ A0+ @mX +apx” + asx +f bo N by +b2+b3x .
(x* =12 (x—-DE+DE2+1) x+1 x-1  a2+1
Derivando y calculando los coeficientes se obtiene que

dx X 3arctan(x) 3 3
=— ——In|-1 —1 1 .
f(x4—1)2 -1+ 8 16 nI-t+al+ qginfl+x|

Integracion de funciones trigonométricas

Ejercicio 6.20. Calcula las siguientes primitivas
a) [ cos®(x)dx

b) f sen’(x)dx

c) [ sen?(x)cos®(x)dx

d) [ St

e) [ sen?(x)cos?(x)dx

f) [ cos®(3x)dx

Solucion 6.20.
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a) Utilizando el cambio de variable sen(x) = t la integral queda

fcos3(x)dx:f(l—t2) dt:t—gzsen(x)—%.

b) Utilizando el cambio de variable cos(x) = ¢, la integral es

5 2 . ) P28
dx=— [ (1-8) dt=- | # -2 +1dt=——+— —¢

__ Cos55(x) N 2co;3(x) _ cos(a).

¢) Utilizamos el cambio de variable sen(x) = t,

B £ send(x) sen’(x)
2 3 _ 2 2 _ _
fsen (x) cos (x)dx—ft (1—t)dt—§—g_ T "5

d) Utilizamos el cambio de variable sen(x) = t y obtenemos que

2
5 1—12
fmdx:fudt:ft_3+t—2t_ldt:—1t_2+1t2—21n|t|
sen3(x) t3 2 2

1 1
=-3 cosec?(x) + 5 sen’(x) — 21n|sen(t) | .

e) Utilizando que 2 sen(x) cos(x) = sen(2x),

f sen?(x) cos?(x) dx = f 31 sen’(2x) dx = 411 f 1_%5(4@ dx = 31—2 (4x — sen(4x)) .

f) Utilizando repetidamente que 2 cos?(x) = 1+ cos(2x) y el cambio de variable 3x = t, se

tiene que
3
fcos6(3x)dx :%fcos6(t)dt: %I(HCTOS(%)) dt

1
=1 1 + 3 cos(2t) + 3 cos?(2t) + cos®(2t)
1
=576 (180x + 45 sen(6x) + 9sen(12x) + sen(18x))

Ejercicio 6.21. Calcula las siguientes primitivas

a) f cos(x) dx

1+cos(x)
1+tan(x)
b) f 1- tan(x)d
C) f 1+c052(3x)
d) f 3sen? x)+5cosz(x)
f sen(Zx)
) 1+sen2(x)

Solucion 6.21.
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a) Hacemos el cambio y = tan ( %)
cos(x) (1= e
f1+cos(x)dx_fl+y2dy
2
= f(l Ay - 1) dy = 2 arctan(y) —

= x—tan(f)
= 5):

b) Como la funcién es par en seno y coseno, utilizamos el cambio tan(x) = ¢,
f 1+ tan(x) f 1+t
1- tan(x) 1-H1+ t2)
1
= d
f (t2 +1 t-— 1) X

= %ln (tanz(x) + 1) —In(tan(x) — 1) .

c) Elintegrando es par pero antes de hacer el cambio y = tan(x) lo “arreglamos” un poco.

dx 3 a1 dt 3 _q.1 dy
f1+cos2(3x) _[3x_t]_3f1+cosz(t) —[tan(t)—y]—3f2+y2

eliminamos el 2 del denominador buscando un arcotangente,

-3 ) ==V
f2(1+(%)) '

1 tan(3x)
3\/_f1+zz = arc’cam(—\/E )

d) Aprovechamos que el integrando es una funcién par en seno y coseno para realizar el
cambio de variable tan(x) = ¢,

+xdx
f 3sen2(x)af5 cos2(x) - f Wa)nz(x) = [tan(x) = {]
:f5ft3t2 :f5(1+3t2 [ \[f]
\/—f1+y = 115 arctan(\/étan(x))

e) Utilizamos las férmula del &ngulo doble, y hacemos el cambio de variable y = sen?(x),

_sen(@) f 2sen(x)cos(x) , f dy _ _ )
f1+sen2(x)dx_ 1 + sen2(x) dx = 1+y—1n|1+y|—ln(1+sen (x)),
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Integracién de funciones irracionales

Ejercicio 6.22. Calcula las siguientes primitivas
3
a) f \/x_

b)f

x+1)3

f \/JT+2

(r+1)2—Vx+1

Solucién 6.22.
a) Hacemos el cambio de variable x — 1 = t2

32 16x  12x*  2x°
— 2 39 — A/ - 4=
dx f(t +1)’dt =V 1+x(35 3 + 35 + 7 )

X
b) Hacemos el cambio de variable x + 1 = t?,

f ax = 2f at 5 = 2arctan () = 2arctan(\/x+ 1).
Ve +1++4/(x+1) L+t

¢) Utilizando el cambio de variable x = ¢°,

\/E-lw/" f—dt f(tz—t+1—$)dt

B £
—6(§—E+t—ll’llt+1|)

=2Vx = 3Vx+ {x—In|{x+1|.

d) Hacemos el cambio de variable x + 1 = t?,

f Vx+1+2 I 2t(t+2)dt_f( 2—2t—2 N 2 )dt
(x+12-vVx+1 t—t t2+t+1 t-1

= —ln(t‘2 +t+ 1) - % arctan(

Zi/gl)uln(t—n

—iarctan(w) +21n('\/x+ 1+ 1) —ln(‘\/x+ 1 +x+2)
V3 V3

Ejercicio 6.23. Calcula las siguientes primitivas
a) [ \/ﬁzd—xﬂ
Xc—=X
dx
b f T
Q) f \/1"_7dx
x6
d) [ A dx
Solucién 6.23.
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2 2.3
a) Como x —x+1:<x—§) +31

ﬂ:[x_%:t]:f
Va2 —x+1 /t2+§

V3

hacemos el cambio de variable t = 5= senh(y),

2

:f(?senh(y)+%) dy

3 (e2V eV
—2\/§cosh(y)+é—L (T—T—Zy)+yf

y se deshacen los cambios.
b) Utilizamos el cambio de variable x = sec(t),

dx _ 4 _1 g 1
f—x5m = fcos (tHdt = 1 (2t + sen(2t) + 3 sen(4t)).

Para terminar, basta deshacer el cambio realizado.
¢) Hacemos el cambio de variable x = sen(t),

XS 5 1 5 2 3
f — dx = fsen () dt = ~ cos (t) + 3 cos (t) — cos(t)T,

y se deshacen los cambios.
d) Hacemos el cambio de variable x = senh(¢),

%6 o — et 6
f dx = | senh®(t)dt = f dt
V1 + x2 f 2
= % f (e6t + (?)e‘” + (g)eZt + (g) + (Z)e‘Zt + (g)e_‘” + e‘ét) dt

6t O At 2t e 0t (4564 — 962t 4+ 1
1[3 9e* +45e7 ( )—ZOtF

" 64 6 6

y se deshacen los cambios.

Integracion de funciones hiperbdlicas

Ejercicio 6.24. Calcula las siguientes primitivas
a) [ senh’(x)dx

b) [ cosh*(x)dx

Q) f senh®(x) cosh(x)dx

d) f senh?(x) cosh?(x)dx
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e) [tanh’(x)dx
dx
f) f senh(x) cosh?(x)
d
g) f 25enh(x)f3cosh(x)

Solucién 6.24.
a) Utilizando el cambio de variable cosh(x) = ¢,

3
f senh®(x) dx = f 214t = % Ct= %Cosh3(x) _ cosh(x).

b) En estos problemas podemos seguir dos estrategias: podemos imitar el método em-
pleado con funciones trigonométricas o podemos desarrollar en términos de expo-
nenciales. Si seguimos la primera estrategia, usaremos que cosh?(x) = (1 + cosh(2x)),

con lo que
2
f cosh(x) dx = f (“%Sh(zx)) dx

- i f (1 + cosh?(2x) + 2 cosh(x)) dx

integramos y volvemos a aplicar la férmula del d&ngulo doble,

_x 1 1 1 + cosh(4x)
—4+4senh(2x)+4f( > )dx

3x 1 1
=3 + 1 senh(2x) + %) senh(4x).

La otra posibilidad es desarrollar en términos de exponenciales:

f cosh*(x)dx = f (ex Jrze_x)4

= % f (64" +46F +12 + 47 + e'4x) dx

1 /1 1
= 7 (L—Le“ + 267 +12x — 2072 — 4_16_4x)'

Agrupando es facil comprobar que los dos resultados coinciden.

c) Laintegral es inmediata: f senh®(x) cosh(x) dx = }Isenh‘}(x).
d) En este caso vamos a utilizar el desarrollo como exponenciales:
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f senh’(x) cosh?(x) dx = f (e 7 )2 (ex te? )2 dx
2 2

= 11_6 (ezx - e_zx)z dx

_ L
" 16

1 /1
=16 (E senh(4x) — Zx) .

(34" T 2) dx

e) La resolvemos de forma anéloga a la correspondiente integral trigonométrica:
f tanh®(x) dx = f (sech2 +1) tanh(x) dx

= f sech?(x) tanh(x) dx + f tanh(x) dx
= 1 tanh?(x) + In (cosh(x)).

f) Hacemos el cambio de variable cosh(x) = y,

(el
senh(x) cosh?(x) yA(y? - 1)

descomponemos en fracciones simples,

_f 1 __ 1 _ld _1111’]/__1'4_1

“J -y T2y )Y T2y Ty
y terminamos deshaciendo el cambio con y = arccosh(x).

g) Desarrollamos seno y coseno hiperbdélicos,

f dx _» f dx
2senh(x) + 3cosh(x) 5eX + %

hacemos el cambio de variable ¢* = ¢,

= 2f T -iltStz = % arctan (\/5 t) = % arctan (\/5 e").

Un poco de todo

Ejercicio 6.25. Prueba que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se
indicia en cada caso:
dx_ _ 2
a) L 1_:;\, =1 +11’1(m)
Z

b) fol/z —2_ — arcsen (%) - arcsen(lz)

V20+8x—x2
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NN e =
d) fo —dx = g

e) f1+oo from 3x_2+x+5dx 3n+1]§(2)

f) f 3+J-Cx4 dx = ﬁ

g) [ N =

h) fo —ax cos(ﬁx)dx = ﬁ

i) fo+oo e~ sen(fx)dx = aZLiﬁZ' a>0,peR

Solucién 6.25.
a) Ya sabemos la primitiva de esta funcién, la calculamos en el Ejercicio 6.14 d, con lo
que

1 Pa—
fo 1ix3x:[x_ln(1+ex>1é:1—1n<1+e)+1n<2>=1+1“(1ie)'

b) Teniendo en cuenta que 20 — 8x + x> = 36 — (x — 4)?, y haciendo el cambio de variable
y = x — 4 se tiene que

—3.5 dy

1/2 1/2
fomf36(x4)2f\/7—46m

hacemos el cambio t = y/6,

/ _mwﬁ‘” ) (7)
= = arcsen — arcsen
-2/3 1-— t2 3 12

Q) fo \/ﬁ fo ; 1( [ ] fo Vi —arcsen(l)—arcsen(O)
d) fo de —[ = ] 3 fo Ny 3(arcsen(l)—arcsen(O)) a
x—1

e) Descomponemos como suma de fracciones simples:

x—1 A Bx+C
= +
-3x2+x+5 x+1 x2—-4x+5

x3-3x2+x+5

Desarrollando se obtiene que A = — =1 y C = 0. Entonces

5/

x—1 1 X 1
dx= | = - d 6.2
fx3—3x2+x+5 * f5x2—4x+5 x+1 6.2)

1 1 X
= —CInjx+1]+= | —>—dx.
5n|x | 5fx2—4x+5 *

Calculamos por separado una primitiva de

X 1 (2x—4)+4 1 ’ f dx
— = | Y s Sin(®—dx+5) 42 |
fx2—4x+5 * 2fx2—4x+5 ) n(x * ) x2—4x+5
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completamos cuadrados x* —4x +5 = (x —2)* + 1,

1 dx
=-In(x*-4 2 | ———
2n(x x+5)+ f1+(x—2)2
1
Eln (xz —4x + 5) + 2 arctan(x — 2) (6.3)

Usando (6.2) y (6.3),

+00

e 1 1
f x—1x% = 3x% + x + 5dx = g[—ln|x+1|+Eln|x2—4x+5|+2arctan(x—2)]
1 1

1[ (Vi2—4x+5 3z +1n(Q)
= = |In| ————— | + arctan(x — 2) = —.
5 x+1 1 10

f) Utilizando el cambio de variable y = x> pasamos a una integral sencilla:

+00 X 1 +00 dy ‘\/5 . \/57_(
[ sma=g [ 52 = 2 avctany) - arctano) = .

g) Usamos el cambio de variable e* = t,

+00 +00
f dx = f at = lim arctan(t) — arctan(0) =
- 0

o 5 +eF T+£2  xteo

h) Utilizamos el método de integracién por partes dos veces:

+oo u=e*™ = du=—-ae"dx
f e~ cos(Bx) dx = [ 1 ]
0 dv =cos(fx)dx = v = Bsen(ﬁx)

+00 a +00
+ = f e~ sen(Bx) dx
0

= |1e_“x sen(px) i 5

p

usamos que limy_, ;o e sen(fx) = 0y sen(0) =

ﬁ f * sen(Bx) dx

e integramos por partes de nuevo,

[ U=e* —= du=—-ae *dx ]
|4

v =sen(fx)dx = v= —% cos(Bx)

o 1 +0o0 a 400
= —[[-=e""" cos( x)] - = e~ cos(Bx) dx)
p ([ p f 0 B Jo ’
Sil= f0+0° e~ cos(px) dx, entonces I = % (% - %I) — 1= azilgz

i) Analogo al apartado anterior.
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Ejercicio 6.26. Prueba que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se
indica en cada caso:

a) f_ 11 V1 - x2dx = Z

b) [ (1 + cos(x))?dx = 3

o [ 7;//zzlsen(x)lg’dx =3

d) [ sen?(6) cos?(0)d0 = 2
9 L0-") 3= 3

0 e =

g)fo e ln(1+\/_)

h) f (1+y)(1+yx2) 2(1+y)\/?

) f (1+x)\/_

Solucién 6.26.
a) Mediante el cambio de variable x = sen(t), nos queda que

1 /2 /2
f V1 —x2dx = f cos>(t) dt = f % (1 + cos(2t)) dt =
-1 _ —

/2 /2

SE

b) Desarrollamos el cuadrado,

f n(l + cos(x))? dx = f ' 1 + 2 cos(x) + cos?(x) dx

TC

= f 1+ 2 cos(x) + %(1 + cos(2x)) dx = 3m.

Tt

¢) Usando que la funcién seno es impar,

/2 /2 0
f |sen(x) | dx = 2f sen’(x) dx = [cos(x) = ] = —2f 1—#dt =
_ 0 1

/2

d) Utilizando que sen(2x) = 2 sen(x) cos(x), se tiene que

/2 1 /2 1 /2 e
f sen?(x) cos?(x) dx = — f sen?(2x)dx = = f 1—cos(4x)dx = —.

e) Vamos poco a poco simplificando la integral mediante sucesivos cambios de variable,

fl (1 - p2/3)3/2 3pdp = [p =x> = dp =32 dx] =9 fl (1 - x2)3/2 x° dx
0 0

1
_ 2 y5/2+y9/2_2y7/2 :ﬁ
2\572 " 92~ 7772},
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f) Comenzamos dividiendo numerador y denominador por 1 + y/?,

f+°° dx 1 f+°° dx
0o 1+x2+y2 1+y2 ) .

(hm arctan(t) —arctan(O)) L
X—t+oo 241+ y?

g) La integral es inmediata: fo \/% = arcsenh(1) — arcsenh(0) = In (1 + \/5_)
h) Hacemos el cambio de variable t = \/y x,

f+°° dx 1 f+°° dx
0o A+yd+yx® 1+yJo 1+ (yx)?

1
:(1+y)\/yf0 1+ 22

lim arctan(t) — arctan(O)) I

1
1+ y)\/_ (t—>+oo 2(1 + y)\/_

i) Mediante el cambio de variable x = t?> pasamos a tener una integral inmediata

+00 +00
f d—x = [x = tz] = f 2dt2 = 2( lim arctan(t) — arctan(O)) = 1.

+00
Ejercicio 6.27. Calcula f
1

3x+14 N
(x +4)(x + 3)2

®

Solucién 6.27. Tenemos que calcular una integral impropia (el dominio no es acotado)
de una funcién continua. Para ello, calculamos una primitiva y estudiamos sus limites en
Oy en +oo.
En primer lugar descomponemos como suma de fracciones simples. Es facil comprobar
que
3x+14 2 2 5
(x+4)(x+3)2 x+4 x+3 " (x+3)2°

Calculamos la primitiva

e t= [ e [ o f(

=2In(x +4) - 2In(x + 3) — x_

+3

(x+4)2 5

=In - .
x+3 x+3
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Observa que si calculamos cada integral por separado entre 0 y +o0 no llegamos a nada
ya que, por ejemplo,

lim In(x + 3) = +o0

xX—+00

y, por tanto, -z no es impropiamente integrable en 0, +co[. Pero nosotros no estamos
integrando esta funcién. La integral que queremos calcular es

+00 2 2
f ﬂdx: lim ln(x+4) - 5 11n(1)1n(x+4) - 5
0 x—

(x +4)(x + 3)2 x—>+c0  \x+3 x+3 x+3 x+3
——11r1(4—1)2+§
B 3/ 3’

Ejercicio 6.28. Calcula f log (x + V1 - xz) dx.

Solucion 6.28. FALTA
Aplicaciones

Longitudes, areas y volimenes

Ejercicio 6.29. Calcula las siguientes &dreas:

a) Area limitada por las curvas y = x> y y? = 8x

b) Area limitada por y = xe™ el eje OX, la ordenada en el punto x = 0 y la ordenada en
el méximo.

c) Area de la figura limitada por la curva y = x(x — 1)(x — 2) y el eje OX.

Soluciéon 6.29.
a) Las curvas y = x* e y?> = 8x se cortan en los puntos (0,0) y (2,4). Por tanto el 4rea es

2

2
f V8x — x%dx = &x:%/z—lx:; :§.
0 3 37|, 3

b) La funcién f(x) = x ¢ es derivable. Derivando

f’(x)ze_XZ(l—sz):O == x:ii.

V2

Si evaluamos la segunda derivada, f’ (%) <0y f (—%) > 0, con lo que el maximo se

1 < .
alcanza en 5 El drea pedida es

N2 ) 1 1
—|—xeFdx=2+ .
l f(\/i) 2t

¢) La funcién f(x) = x(x — 1)(x — 2) es positiva en [0, 1] y negativa en [1, 2], por tanto el
area pedida es
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1 2
1
_ 3 a2 _ 1
‘fo‘x(x—l)(x—Z)dx—fl x(x—l)(x—Z)dx—fx + 2x — 3x =5-
3

Ejercicio 6.30. Halla el area comprendida entre el eje de abscisas y la curva y = x° —
6x2 + 8x.

Solucién 6.30. Lacurvay = x>—6x?+8xcortaaleje OXenx =0,x =2y x = 4. Ademaés,
estd por encima de dicho eje en el intervalo [0,2] y por debajo en [2,4]. Por tanto, el area
pedida es

2
fx3—6x2+8xdx—fx3—6x2+8xdx=4+4=8.
0 2

Ejercicio 6.31. Halla el 4rea comprendida entre las parabolas y = 6x — x2, y = x> — 2x.

Solucién 6.31. Las pardbolas se cortan en x = 0 y x = 4. Ademés es facil comprobar que
en dicho intervalo la primera pardbola estd por encima de la segunda con lo que el area

es
3714
f6x—x2—(x2—2x)dx:[4x2_2i] :%_
0 31 3

Ejercicio 6.32. Halla el drea del recinto limitado por las gréficas de f(x) = cosh(x) y
g(x) = senh(x), en el primer cuadrante.

Solucién 6.32. Como cosh(x) > senh(x) en todo R, tenemos que calcular
+00 +00
f cosh(x) — senh(x) dx = f e ¥ dx =[]y = 1.
0 0

Ejercicio 6.33. Calcula el 4rea entre las curvas y = sech(x) ey = %cosh(x).
Soluciéon 6.33. FALTA

Ejercicio 6.34. El cuadrado con un vértice en el origen y el vértice opuesto en (1,1) se
divide en dos partes por cada una de las siguiente curvas. En cada caso, halla la razén
entre el d&rea mayor y el drea menor.

a) y> =x°, b) y=x",n>1, o) y=xe L.

Solucion 6.34. El 4rea del cuadrado con estos vértices es uno. Las curvas dividen a
dicho cuadrado en dos partes. Conocida el drea de una de ellas, el drea de la otra es uno
menos dicha drea. El cociente entre ambas es la razén que estamos buscando.

a) El 4rea que encierra la curva y? = x° es

1 1
f V3 dx = [%xs/z] = g
0 5 0 5

2

Por tanto la razén es —= = %

5
b) El érea es
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1
f xndx: |:an+1:|1 — 1
0 n+1 0o n+l

y la razén n.
c) El drea es

ylarazénese - 1.

Ejercicio 6.35. Halla la longitud de las siguientes curvas:
x*+48

a) y= Sax en [2,4]
b) y=In(1 - x?)en [%, %]

c) Halla la longitud de la catenaria, o sea, de la funcién f : [-a4,a] — R definida como
— E X/a —x/a
flx) = > (e +e ) .

Solucioén 6.35.

a) Si f(x) = ";Zf, entonces

, xt—16 o (116
P =T = = (5
y la longitud es f24\/1 + f(x)*dx = 24 %dx = 1?7,
b) Si f(x) =In (1 - xz), la longitud es
2/3 2/3 e 2
f A1 +f’(x)2dx=f 1+( sz) dx
1/3 1/3 1-—x
2311 + x2)2 _ 2/3 1 4 42

Sty Ty
(1—X2)2 x 1/3 1—X2 X

= % (121n(§) - 121n(§) - 13) - % (151n(3) + 151n(§) - 46).

Observa que hemos usado que 1 — x? es positivo entre 1/3 y 2/3. La misma integral

entre, por ejemplo 3 y 4 nos obligarfa a utilizar x*> — 1. Recuerda que Va2 = | x|.
c) Lalongitud de la catenaria es

f mmc = f \/1 + (%(ex/” - e"f/“))2 dx
= f; \/(%(e"/“ + .«3"‘/‘1))2 dx = a(e - %)

~178 -
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Ejercicio 6.36. Hallese la longitud del arco de curva x = 137 + ﬁ desde y = 1 hasta
y=3.

Solucién 6.36. Sinotamos f(y) = 3> + ﬁ, la longitud es

3 2 3
[ 1 1 53
4 2 = 2 = 2 —_— = —

Ejercicio 6.37. Hallese la longitud del arco de la curva 9x2 = 4y entre los puntos (0, 0)

y (2V3,3).

Solucién 6.37. Queremos calcular la longitud de x = %y?’ = g(y) con y € [0, 3]. Dicha

3 14
f\/1+g'(y)2dy=f0\/1+ydy:?

Ejercicio 6.38. Lacurvay = sen?(x), parax € [0, 7], gira en torno al eje OX determinando
un s6lido. Calcula su volumen.

longitud es

Solucién 6.38. Tenemos que calcular

T T 2
nfo‘ (ser12(x))2 dx :nﬂ (1_#8(2@) dx

L TC
=1 f 1 + cos?(2x) — 2 cos(2x) dx
0
m x  sen(4x) " 32
—Z [x + 5 - - sen(2x)]0 = T .

Ejercicio 6.39. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de
fe) = 55

Solucién 6.39. La funcién sélo corta al eje OX en el origen. Por tanto el volumen de 0 a

+00 es
oo 2
nf ( 218x ) dx = 27m.
0 x4 +9

Ejercicio 6.40. Calcula el volumen del sélido generado al girar la regién limitada por
— 2oy =2

X=y'ey=x

a) alrededor del eje OX.

b) alrededor del eje OY.

Solucién 6.40. Las curvasx = y? e y = x* se cortan en (0, 0) yen(1,1).
a) Respecto al eje OX: 7t fol(\/i)2 — (x¥?)%dx = % - %

b) Respecto al eje OY: 271t fol x(\/i - xz) = (% — %) m.
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Ejercicio 6.41. Halla el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX

X —X
lacurvay = “5—entrex =1y x = -1.

Solucién 6.41. El volumen es

1 e"+e"‘2 n e
nf( ) dxz—f ezx+e‘2x+2dx:—(ez—e‘2+4).
1 2 4 ), 4

Ejercicio 6.42. Al girar alrededor del eje OX, el segmento de curva y = yx comprendido
entre las abscisas 0 y 4, engendra un tronco de paraboloide de revolucién cuya superficie
es igual a la de una esfera de radio V13/12. Hallese el valor de a.

Solucién 6.42. El 4rea de la superficie obtenida al girar la curva f(x) = Vx entre 0 y a
respecto al eje OX es

! [ 1 [ 1 4 1)
4 2 = —_— = — = — —
271](; Vxq[1+ f/(x)? dx 271]:\5 1+4xdx 271‘[: x+4dx 3(a+4) )
Si ahora igualamos a la superficie de una esfera de radio v13/12,

47t (a 1 )3/2 13 5[165
4

? = 47'(E — a= T .
Ejercicio 6.43. Halla el drea de la superficie generada al girar la curva y = x alrededor
del eje OX entre y = 0y y = V2.

Solucion 6.43. El drea es 27 foﬁ X2V1 + 4x2 dx = —w.

Ejercicio 6.44. Halla mediante integracion el area y volumen de un cono circular recto
de altura /1 y con base de radio r.

Solucién 6.44.
Estamos girando la recta que pasa por el origen con pendiente

(r,h r/h respecto del eje OX. Su volumen es

A
0 \7 El 4rea lateral es

27rf —x 1+—dx—m’V1’2+h2

6.6.4 Ejercicios complementarios

Teorema fundamental del Calculo

Ejercicio 6.1. Seaa >0y f:R" — R definida como

—-180 —
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In(x)
flx) = f 1+ € dr.
0

Demostrar que f es estrictamente creciente y calcular

LC (6

x—>0 ln(x) x>+o0 X

Como consecuencia, calcula la imagen de la funcién f.

Ejercicio 6.2. Pruébese que para x € [0, 5] se verifica la igualdad

tan(x) tdt cotan(x) tdt
+ —_—
f% 1+¢2 ﬁ t(1 + t2)

Ejercicio 6.3. Calcula el siguiente limite

i fOZX sen(sen(t)) dt — 3x>
im .

x—0 x2

Ejercicio 6.4. Calcula todas las funciones f de clase uno verificando que
fx)? = f ft* + f/(t*dt, conxeR.
0

Ejercicio 6.5. Sea f(x) = fOx t2 cos(t?) dt.
a) Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 centrado en 0 de dicha funcién.

1
b) Utiliza el polinomio anterior para aproximar el valor de fo x2 cos(x?) dx. Da una cota
razonada del error cometido.

Célculo de primitivas

Ejercicio 6.6.

a) f \/x;‘_ C) f \/af__ﬂdx e) f x7% dx
b) [ 2l d) [4*3dx f) [xV5—x2dx
Ejercicio 6.7.
a) [x2In(x)dx d) [xarctan(x)dx
b) [In*(x)dx e) [xarcsen(x)dx
In
) f%dx f) fsenz(x dx

Ejercicio 6.8. ;Doénde estd el error en el siguiente desarrollo?

u = —L — du = sen(x) dx
f tan(x) dx = f sen(x) dx = [d cos(x) cos?(x) ]

cos(x) v =sen(x)dx = v = —cos(x)

=-1+ fcos(x) 2 ((xx)) dx=-1+ f i(e)rslgcci dx=-1+ ftan(x) dx.

Ejercicio 6.9.
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d
) cosf(x) ) f sen5(x) cos3(x)
cos?(x) 5
b) f senﬁ(x)d e) f tan”(5x)dx

f) | cotan®(x)dx
©) f senz(x)cos4(x) ) f ()

Ejercicio 6.10.

a) f X Sen2(x2) dx e) f sen(x)dfcos(x)
b d /2 cos(x) tan(x/2)
) fsen(gx> Sen(x) * f) f sin(x)(sin(x)+cos(x)) dx

C) f1+sen(x)+cos()
d) f 3+5c0s

Ejercicio 6.11.

a) f # d) f (x+1)2(x2+1)
b) f 232 —4x+9 4x+9

) fx2+x+%

E]erc1c10 6 12.

a) f \/—+\/5—x C) ftan3 (% + %)dx
d d
) cos(x) ;CenS(x) d) f cos?(x)+2 sen(x)aéos(x)+2 sen2(x)

E]erc1c1o 6.13. Probar las siguientes igualdades:

) f =3 o [ =1
b) fﬂ/z _cos(x) dx =2,

1- sen(x

E]erc1c1o 6 14. Probar las siguientes igualdades:

a) [ o) [ Inx) dx = -
b) f x(ln(x))2 m’

Ejercicio 6.15.

a) f\/3 — 2x — x2dx ) f\/xz + xdx
b) [V2+x2dx

Ejercicio 6.16.
a) | e d) [ —12/?{0195

b) [ gy
dx
o | 7=

Ejercicio 6.17.
a) f x sen?(x)dx
b) f xeXdx

-182 —
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c) [ senh(x)cosh(x)dx
d) [ Ixldx

Ejercicio 6.18. Demuestra que

7'(/2 n— 1 7'(/2
f sen”(x) dx = f sen”2(x) dx,
0 nJo

para cualquier natural 7 > 2. Como consecuencia demuestra que

70/2
2 46 2n
2n+1
dx=2=.2.2... ,
fo senT@Wdx =35 g gy Y Aue
/2 135 2n-1
2n
dx=—=.2.2.2...
L sen”"(x) dx 218 o

Longitudes, areas y voliimenes

Ejercicio 6.19. Calcular la longitud de la grafica de la funcién f(x) = arcsen(e®) entre
los puntos que tienen de abscisas x = —In(2) y x = 0.

Ejercicio 6.20. Calcular las siguientes dreas:

a) Area comprendida entre la curva y = tan(x), el eje OX y la recta x = 1t/3.

b) Area del recinto limitado por las rectas x = 0, x = 1, y = 0 y la gréfica de la funcién
f :R — R definida por f(x) = m

c) Area de la superficie obtenida por la revolucién de la pardbola y? = 4x y larexta x = 5
alrededor del eje OX.

Ejercicio 6.21. Hallar el drea comprendida entre el eje de abscisas y la parabola y =

4x — x2.

Ejercicio 6.22. Hallar el 4rea de la interseccion de los circulos x2 + y? = 4, x2 + y? = 4x.
Ejercicio 6.23. Hallar el area limitadapory =e*, y =¢™,x=0,x = 2.

Ejercicio 6.24. Calcular el 4rea bajo la grafica de la funcién f[1,+co[— R dada por
£ = (B2

Ejercicio 6.25. Hallar la longitud del arco de la curva y = x3 desde x = 0 hasta x = 5.
Ejercicio 6.26. Hallar la longitud de la curva y = e* desde x = 0 hasta x = 1.

Ejercicio 6.27. Hallar la longitud del arco de la curva y = arcsen (¢*) desde x = —In(2)
hasta x = 0.

Ejercicio 6.28. Hallar el volumen de los cuerpos engendrados al girar y = e* entre x = 0
y x = 1 alrededor del eje OX y del eje OY.

Ejercicio 6.29. Hallar el 4rea de la superficie generada al girar la curva y = x> alrededor
del eje OX entrex =0y x = 1.

Ejercicio 6.30. Calcular el volumen del s6lido generado al girar la regién limitada por
lasrectasy=1,x=1ylacurvay =x° +2x + 1
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a) alrededor del eje OX, y b) alrededor del eje OY.

Ejercicio 6.31. Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor
del eje OX el arco de la curva y = sen(x) comprendido entre x = 0 y x = 271.

Ejercicio 6.32. Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor
del eje OY el arco de la curva y = sen(x) comprendido entre x =0y x = 7.

Ejercicio 6.33. Hallar el volumen del elipsoide engendrado por la rotacién de la elipse
Z—; + Z—; = 1 alrededor del eje OX (a > 0, b > 0).

Ejercicio 6.34. Hallar el volumen del s6lido S que se genera al girar alrededor del eje
OX la regioén bajo la curva y = x2 + 1 en [0, 2].

Ejercicio 6.35. Hallar el volumen del s6lido de revolucién que se obtiene girando la
gréfica de la funcién f(x) = x> + x% + 1, limitado por las rectas x = 1, x = 3ey = 0
alrededor de

a) el eje OX b) el eje OY
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SERIES NUMERICAS DEFINICION Y PROPIEDADES

Series numéricas

7

7.1 Definicion y propiedades 185 7.2 Convergencia absoluta e incondicio-
nal 189 7.3 Criterios de convergencia para series de términos no negati-
vos 190 7.4 Ofros criterios 193 7.5 Suma de series 194 7.6 Ejerci-
cios 197

En el siglo XVIII muchos matematicos buscaban, sin demasiado éxito, el valor de la

expresion
1 1 1
1+ 2 + 7 + =z +...

La primera aportacién relevante fue hecha por Jacobo Bernoulli en 1689 cuando demostré
la convergencia de dicha serie. Mds tarde, en 1728-1729, D. Bernoulli calcul6 su valor con
una precisiéon de una centésima. Stirling aumenté la precision hasta los ocho primeros
decimales al afio siguiente. Cuatro afios después, Euler calcul6 el valor con dieciocho
cifras decimales y se dio cuenta de que coincidian con la expresién de 7%/6. En afios
posteriores, Euler no s6lo demostré que, efectivamente, ese era el valor de dicha suma
sino que calcul6 1+ 5 + 3¢ + 3¢ + ... para k par.

En este tema vamos a estudiar sucesiones de esta forma. Veremos que, en algunos casos
concretos, seremos capaces de calcular su limite. En el resto de ocasiones intentaremos,
al menos, decidir sobre la convergencia o no de dichas sucesiones.

Definicién y propiedades

Las series de ntiimeros reales son un caso particular de sucesiones. Comencemos con
una sucesion {a,} y construimos la sucesién

51 =4a1,

S2 = a1 4y,

S3 =ai +dy +as,

Sp =a1+dy+az+dy

y asi sucesivamente. A las sucesiones de la forma {s,,} las llamaremos series y hablaremos
de la suma de la serie para referirnos a su limite.

Definicion 7.1. Sea {a,},cn una sucesion de niumeros reales. Consideremos la su-
cesion {s,} definida como
n
Sp=a1+ady+---+a, = Zak.
k=1

Serie de nimeros
reales
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A esta sucesion {s,} la llamaremos serie de término general a, y la notaremos Z an.

n>1
A los términos s, se les suele llamar sumas parciales de la serie. Si {s,,} tiene limite, lo

notaremos

n o
lim ay +a, +---+a, = lim ak:Zak.
n—-0o0 n—-oo
k=1 k=1
La principal dificultad para estudiar la convergencia de una serie es que normalmente
no disponemos de una férmula para las sumas parciales. En aquellos casos en que si,

la convergencia de una serie se reduce al calculo de un limite. Vamos a empezar por un
ejemplo sencillo.

. . . 1 .
Ejemplo 7.2. Vamos a estudiar si la serie Z T es convergente o, lo que es lo mismo,
k>1
vamos a calcular

lim1+1+ +l
n—eo 2 4 2n

Los términos de la sucesion de sumas parciales son

n sumas parciales s,
1 1
-
23t 1
Soativy g
4 2+it8t% 16
1 1 1 1
nostitooa 1-5
1 1 1 1
Por tanto, lim =+ -+---+ —=1lim1-— =1
"h50 2 4 2n pooo on
1 1 1
0 1

Figura7.1 Lasuma de una progresiéon geométrica de razén %

Vale, pero ;de donde ha salido la férmula de la suma de los n términos? Graficamente es
muy fécil de ver. El segmento [0, 1] se obtiene uniendo el [0, %], y luego vamos afiadiendo
la mitad de la mitad que nos falta. <

Este ejemplo se basa en la suma de los términos de una progresién geométrica. Recor-
demos cudl es la férmula para calcular su suma.

Progresiones Ejemplo 7.3. Una progresion geométrica de razén r es una sucesion de la forma
geométricas

a,ar,ar’, ... ar",
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donde cada término se obtiene del anterior multiplicindolo por una cantidad fija 7, la
razon. Esta forma particular hace que se puede calcular su suma de manera explicita.
Fijémonos que

n n n
(1—r)Zrk :Zrk—rZrk =1- "1
k:O kZO kZO

de donde se deduce que

) n L 1 — i+l
.« 71: fd —_—
a+ar+ar-+---+ar aZr a T, (7.1)
k=0
1 ma-1 oml_g 1

. 1 1
Pore]emplo,1+§+§+...+2—n— %_1 o =2—2—n.

El hecho de que tengamos la férmula (7.1) nos pone en bandeja el calculo del limite cuan-
do n tiende a +o0. Es facil comprobar que

0, sire]l-1,1],
lim " ={1, sir=1,
n—00 .

no existe, en otro caso.

Por tanto,
& n+1
Zark=lima1_r S
n—oo  1-—7r 1-r
k=0

si,y solosi, |r| < 1.«

Estamos dando una definicién de suma de infinitos ntimeros. La primera condicién
parece inmediata: los nimeros que sumemos tienen que ser pequefios (cercanos a cero)
si no queremos que el resultado final se dispare.

Proposicion 7.4. Sila serie E ay es convergente, entonces lim a, = 0.
n—oo

n>1

Demostracion. Si {A,} es la sucesién de sumas parciales,

(o]
n—oo
Appi=a+a+---+a, +a,, —— ay
n=1
(o)
n—oo
Ay,=a1+a+--+a, — ay
n=1

Restamos y obtenemos que Ay,+1 — Ay = ay41 — 0.0

Ejemplo 7.5. Este resultado nos da una condicién necesaria para la convergencia de
la serie. Sin embargo, esta condicién no es suficiente. El término general de la serie }' 1,
usualmente llamada serie arménica converge a cero, pero la serie no es convergente.

a) Vamos a comprobarlo estudiando las sumas parciales hasta un indice que sea potencia
de 2.

—187—

Condicién necesa-
ria de convergen-
cia

La serie arménica
no es convergente
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+00
Como consecuencia Z — = +o0.
n=1
b) También podemos usar el Ejercicio 3.13. Recordemos que
1,1 1
1+5+5++5

nlglolo In(n) =1

. 1 1 1
yque,portanto,nh_r)?o1+§+§+m+—:+oo.

c) También podemos utilizar integrales para calcular la suma. Fijado un natural #, con-
sideremos la funcién f(x) = 1/x en el intervalo [1,7] y consideremos la particién

P=1{1,2,3,...,n—1,n} de dicho intervalo. ;Cuanto valen las sumas superiores e infe-
riores?

A
1+

fly =1 11 fl) =1

0.5 057

1, .

01 2 3 . on=11 01 2 3 - on—1n

Figura 7.2 Sumas superiores e inferiores de la funcién 1/x en el intervalo [1, 1]

Sumando las drea de los rectdngulos de la Figura 7.2, podemos acotar la integral su-
periormente por

" dx 1 1 1 1
| = — <l4+=-+=+-- 7.2
n(n) f1 s +2+3+ +n—2+n—1 (7.2)
e inferiormente
1 1 1 1 1 " dx
—d+ -+t - < — =1 . 7.
stttz ot gt S 3 n(n) (7.3)

De la desigualdad (7.2), obtenemos que

1 1 1 1
< 4. _
ln(n+1)_1+2+3+ +n_1+n
y desigualdad (7.3) se deduce que
1 1 1 1
44— 4+ < .
1+2+3+ +n_1+n_1+1n(n)

- 188 —
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En resumen,

hn(n+1)£1+1

1 1
- < .
2+ 1+n_1+ln(n)

1+ +
3 n-—

Como la funcién logaritmo diverge positivamente en +oco, obtenemos que la serie no
es convergente, aunque la anterior desigualdad nos da mas informacién sobre el valor
de las sumas parciales del que hemos conseguido en los dos apartados anteriores.«

Dado que una serie de nimeros reales no es mds que una sucesion, las propiedades
que ya conocemos de limites de sucesiones siguen siendo ciertas en este ambiente. La
siguiente proposicion nos dice que el limite de una serie es lineal: parte sumas y saca
fuera escalares.

Proposiciéon 7.6.  Sean Z an y Z by, dos series convergentes. Sean A y u niimeros reales.
n>1 n>1 Linealidad

Entonces la serie Z(/\an + uby,) es convergente y

nx1
i(Aan + uby) = /\ian + yi by.
n=1 n=1 n=1

Trabajando con sucesiones es inmediato comprobar (de hecho, ya lo hemos usado en
varias ocasiones) que una sucesion {a,},eN es convergente si, y sélo si, lo son sus colas
{41 nen. Ademds, ambas tienen el mismo limite. Si consideramos la serie asociada a
cada de una ellas, la convergencia de ambas esta también muy relacionada.

Proposiciéon 7.7.  Sea {a,} una sucesion de niimeros reales y k un niimero natural fijo. En-

tonces la serie Z an es convergente si, y solo si, lo es la serie E Ak Ademds, caso de que sean

n>1 n>1
COTlUBT’gET’ltES, se Cumple que

) k-1 )
Z ap = an + Z Ap+ks
n=1 n=1 n=1
o lo que es lo mismo,
k-1

(o] (o8]
Zan: an+Zan.

n=1 n=1 n=k

De nuevo obtenemos que la convergencia de una serie depende de las colas de dicha
serie aunque la suma total si depende de que afiadamos o no los primeros términos.

7.2 Convergencia absoluta e incondicional

Definiciéon 7.8.

a) Diremos que la serie ) a, es absolutamente convergente sila serie ), |a, | es conver- Convergencia
gente. absoluta
b) La serie }’ a, es incondicionalmente convergente si para cualquier aplicacién biyec-
tiva o : N — I, la serie )| a,(,) es convergente y Convergencia
incondicional
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Observacién 7.9. La convergencia incondicional de una serie es el andlogo a la propie-
dad conmutativa para una suma infinita. Una serie es incondicionalmente convergente si
se puede sumar en cualquier orden y el resultado siempre es el mismo. Este es el motivo
de que en algunos textos se hable de series conmutativamente convergentes.

La convergencia absoluta y la convergencia incondicional son condiciones més fuertes
que la convergencia de una serie. El siguiente resultado nos dice que estan relacionadas.

Teorema 7.10. Sea ) a, una serie de niimeros reales. La serie converge incondicionalmente
si, y sélo si, converge absolutamente.

En la préactica, es sumamente dificil comprobar la convergencia incondicional de una
serie directamente. No es sencillo trabajar con todas las reordenaciones posibles de una
sucesion de nimeros reales. Lo que si haremos es estudiar la convergencia absoluta.

El primer criterio y, posiblemente, el mas importante que vamos a utilizar en el estudio
de la convergencia de series de ntimeros reales es el criterio de comparacién. Esencialmen-
te nos dice que si una serie se puede sumar también se puede sumar otra mas pequenia y,
reciprocamente, si una serie no se puede sumar, otra mayor tampoco se puede.

Teorema 7.11. Sean {a,}y {b,} dos sucesiones de niimeros reales verificando que |a, | < by
para todo n € IN.

a) Si ), by es convergente, entonces ), a, es convergente.

b) Si ), ay es divergente, entonces Y by es divergente.

Si aplicamos el criterio de comparaciéon tomando b, = | a, |, se obtiene que las series ab-
solutamente convergentes son convergentes, esto es, una de las implicaciones del teorema
de Riemann. El reciproco del criterio de comparacién no es cierto.

Ejemplo 7.12. La serie }, (_}1 L es convergente pero no absolutamente convergente.<

Dado que la serie }, # no es incondicionalmente convergente, si la sumamos en dis-
tinto orden nos puede dar un resultado diferente pero ;cudntos?. La respuesta es que
muchos. Mdas concretamente, la serie se puede reordenar de forma que su suma sea el
numero real que queramos.

Teorema 7.13. Sea ), a, una serie convergente pero no absolutamente convergente. Dado

(o]

un niimero real x cualquiera, existe una biyeccion o : IN — IN tal que Z Ag(n) = X.
n=1
Criterios de convergencia para series de términos no negativos

El primer criterio es una versién del criterio de comparacién usando limites.

Proposiciéon 7.14. Sean {a,}, {b,} sucesiones de niimeros reales verificando a, > 0, y b, > 0.
Entonces se verifican las siquientes afirmaciones:
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a
a) Silim = =L#0 entonces, Y, ay, converge <= )b, converge.

n—-oo n

a
b) Si lim — =0 entonces, )b, converge = Y a, converge.

n—oo n

... a
c) Si lim = = 400 entonces, Y, ay converge = )by, converge.

n—-oo n

Ejemplo 7.15. Lasseries ), 5y Y, 3n2 - tienen el mismo cardcter de convergencia. La
ventaja del criterio de comparacién por paso al limite es que no hace falta saber que una
de ellas es mayor que la otra. Es suficiente con que sean “aproximadamente” iguales:

1
) 7z 3t -n+7

lim —— = lim ———— =3.

n—oo 1 n—oo 1’12
3n2-n+7
Por ahora no sabemos si ambas series son convergentes o no (dentro de poco veremos
, . . X . 1 1 .-

que si lo son) pero si podemos aplicarlo 1a otras series. Por ejemplo, )’ 57— y 12 7 tiene el
mismo caracter. Como sabemos que )’ 5; es convergente, también lo es ). —.. Observa
que el criterio de comparacién 10 nos resuelve este mismo problema: 5— es mayor que

5y, por tanto, el criterio de comparacién no da informacién. «

Proposiciéon 7.16. Sea {a,} una sucesién de niimeros positivos. Criterio de la raiz
a) Si{fa, <L <1, entonces },a, es convergente. o de Cauchy

b) SiRJa, > 1, entonces ) a, no es convergente.

Corolario 7.17. Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.
a) Si lim {fa, = L < 1, entonces ), a, es convergente.

n—oo
b) Si lim </a, > 1, entonces ), a, no es convergente.
n—oo

2n+1
Ejemplo 7.18. Vamos a estudiar la convergencia de la serie ), (7n +3) " utilizando el
criterio de la raiz. Para ello calculamos el limite

‘ . n 2141 . n 21'1;1 1
lim /| 5—— = lim = .
n —00 m+3 n—>c0\ 71 + 3 7
Como dicho limite es menor que uno, la serie es convergente. «

Para calcular el limite de una raiz n-ésima podemos aplicar el criterio de la raiz (véase
Proposicién 3.30).

Proposiciéon 7.19. Sea {a,} una sucesién de niimeros positivos. Criterio del co-
a) Si L <[ <1, entonces Y, a, es convergente. ciente o de D’A-
n lembert

b) Si aZ—“ > 1, entonces ), a, no es convergente.
n

Corolario 7. 20 Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.

At
a) Si lim —— < 1, entonces ), a, es convergente.
Nn—00 alfl

+1
b) Si im in > 1, entonces ), a, no es convergente.
n—oo

Ejemplo 7.21. Vamos a estudiar la convergencia de la serie Y 2 T +3 utilizando el criterio
del cociente.
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2(n+1)>? 2
1i 143 1i 2(7’1 + 1) 2"+ 3 _ 1
P 2%11 ] TaDe 2p2  oml g 3 27

Como el limite es menor que uno la serie es convergente. <

Proposicion 7.22. Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.

aﬂ

a) Sin (1 — a—“) > L > 1, entonces la serie ) a,, es convergente.
n

b) Sin (1 — a’;—“) < 1, entonces la serie ), a, no es convergente.
n

Corolario 7.23. Sea {a,} una sucesion de niimeros positivos.

. Ap+1 .
a) Silimn (1 -z ) > 1, entonces la serie ), a, es convergente.
n—oo ay

- An+1 .
b) Si limn (1 -z ) < 1, entonces la serie ), a, no es convergente.
n—oo ay

Ejemplo 7.24. Vamos a estudiar la convergencia de la series cuyo término general es

_ (@n)! 1
nin! 2n+1)22n°

n =

Aplicamos, en primer lugar, el criterio del cociente.

(2n+2)! 1
. Ant . n+1)1)2 (2n+3)221+2
lim 2 = fiy (D0 @)
n—oo (1, n—oo  (2n)! 1

(M2 (2n+1) 22
im 2n+2)2n+1)2n + 1)
n—co 4(n+ 1)(n + 1)(2n + 3)

_ (2n + 1)?
= l1m
n—eo 2(n +1)(2n + 3)
an? +4n+1

= lim — =
n—oo 4n? + 10n + 6
Como
an? +4n+1 <
42 +10n+6 ~

el criterio del cociente no da informacién util. Aplicamos ahora el criterio de Raabe:

, An+1 . 4n* +4n+1
llmn(l— )_llmn 1-—
n—o0 ay, n—oo 42 +10n + 6

6n% +5n 6

= lim 2" 5y
ioe 42 +10n+6 4

y, por tanto, el criterio de Raabe nos dice que la serie es convergente. <

Proposiciéon 7.25. Sea {a,} una sucesion de niimeros no negativos tal que {a,} es una sucesion
decreciente a cero. Entonces se verifica que

Zan es convergente = Z 2" aon es convergente .



7.4

SERIES NUMERICAS OTROS CRITERIOS

. . . . 1
Ejemplo 7.26. Vamos a estudiar la convergencia de la serie E —,cona € R
n>1 n Serie armdnica

a) Sia <0, el término general 1 no tiende a cero y, por tanto, la serie no es convergente. ~generalizada
b) Sia > 0, el término general es decreciente y converge a cero. Podemos aplicar el criterio
. 2 . n . . .
de condensacién: las series Y - y . (;T)a tienen el mismo comportamiento. Como

2" 1
Z Qs Z ST’

aplicamos el criterio de la raiz:

1 1 1 1
W—F<  a> 1.

Resumiendo, si a > 1 la serie es convergente. Si a < 1, la serie no es convergente y si
a = 1 ya sabiamos que no era convergente.
A esta serie se la suele llamar serie armoénica generalizada de exponente a. <

El ejemplo anterior serd clave en muchos ejercicios para poder aplicar el criterio de
comparacion. Es por esto que lo resaltamos:

Proposiciéon 7.27. ), n%, es convergente si, y sélo si, a > 1.
1

Por ejemplo, si comparamos ; con 4, tenemos que estudiar el cociente

n

1
na

=n"a,.

El siguiente resultado recoge las diferentes posibilidades que se pueden presentar.

Proposiciéon 7.28. Sea {a,} una sucesion de niimeros no negativos. Criterio de
a) Siexiste a > 1 tal que la sucesion {n"a,} estd acotada entonces ) a, es convergente. Pringsheim
b) Siexistea <1 tal que {n"a,} converge a L # 0 o es divergente entonces )’ a, no es convergente.

Otros criterios

La principal herramienta para estudiar la convergencia de series de términos cuales-
quiera seran los criterios de Dirichlet y Abel.

Teorema 7.29. Sea {a,} y {b,} dos sucesiones de niimeros reales.

a) Si{a,} es monétona, converge a cero y la serie ), b, tiene sumas parciales acotadas, en- Criterio de Diri-
tonces Y, ayb, converge. chlet
b) Si{a,} es monétona, acotada y la serie ) b, converge, entonces ), a,b, es convergente. Criterio de Abel

La sucesién {(—1)"} no es convergente pero sus sumas parciales siempre valen -1 00y,
en particular, estdn acotadas. Tomando b, = (—1)" en el criterio de Dirichlet obtenemos
lo siguiente.

Proposicion 7.30. Sea {x,} una sucesion de niimeros reales no negativos. Si la sucesion {x,} es  Criterio de Leib-
decreciente a cero, entonces la serie alternada ) (—1)"x,, es convergente. niz

Ejemplo 7.31. La serie alternada Z(—l)"%, que ya comentamos en el Ejemplo 7.12, es
convergente porque 1 es decreciente y convergente a cero. <
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Suma de series

Sélo en contadas ocasiones es factible calcular de manera explicita la suma de una serie.
La mayoria de las veces seran necesarios medios indirectos como veremos, por ejemplo,
en la siguiente seccién. La dificultad radica en el célculo explicito del valor de las sumas
parciales. Si sabemos cudnto valen, el problema de estudiar la convergencia de la serie se
reduce a un problema de célculo de limites, cosa normalmente mucho maés sencilla.

Observacién 7.32. Hasta ahora s6lo hemos estudiado la convergencia y no el valor de
la suma de la serie. No es lo mismo Z a, que Z a,. jHay un sumando de diferencia!

n>1 n>0

Series telescopicas

Las series telescopicas son aquellas series }_ a, cuyo término general se puede escribir
de la forma a, = b, — b,41 para alguna sucesién {b,}. El calculo de su suma equivale
al célculo del limite de la sucesién {b,, }. Para verlo sélo tienes que calcular las sumas

parciales:
a1+ ay ey = (b1 = PE + (P = PR+ o+ (U = Bya) = b1 = b,

Resumiendo,

Proposicion 7.33. Sea {b,} una sucesion de niimeros reales. Entonces la serie que tiene como
término general a, = b, — b1 es convergente si, y sélo si, {b,} es convergente. En ese caso

(o8]

Zan = by — lim b,

n=1
Ejemplo 7.34. Vamos a calcular el valor de i #
Jempro 7.5%. — n(n +1)
Como ﬁ = % - nl?, las sucesién de sumas parciales es
n n
1 1 1 1 ]]3[ 1 1
=Y c———=|=—£|+£-£|+...+|£ - =1-
Zi(i+1) Zi i+1 (1 %/) (/l/ ) (/1]1/ n+1) n+1’

i=1 i=1

o) 1 . 1
Conloque;m—gl_rgol—n_'_l =1«

Series geométricas

La serie } " se puede sumar utilizando que conocemos sus sumas parciales, como ya
hicimos en el Ejemplo 7.3. Sabemos que

n

n+1_1
M

k=0

y tomando limites cuando # tiende a infinito obtenemos el siguiente resultado.
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1
1-r

o0
Proposiciéon 7.35. Laserie ) r" es convergente si, y sélo si, |r| < 1. En ese caso Z ' =

n=0

Demostracion. S6lo hay que usar la férmula de la suma de una progresién geométrica que
vimos en el Ejemplo 7.3:

b Ml 1
n — —
kz_‘ar n—WZ‘rk nh—{go -r  1-7

ya que lim " = 0 si|r| < 1. En cualquier otro caso el término general de la serie no
n—oo

converge a cero y, por tanto, la serie no es convergente. O
Veamos un ejemplo

Series aritmético-geométricas

Las series aritmétrico-geométricas son series de la forma ), p(n)r", donde p es un po-
linomio. Para calcular su suma, transformamos la serie en otra en la que el grado del
polinomio es menor hasta obtener una serie geométrica. Si )., p(n)r" = S, entonces

1-nS= Z p(m)yr'" — Z pm)r" +1
n=0 n=0

= p(0) + ) (p(n) = p(n = 1) 7",
n=1

Observa que p(n)—p(n—1) sigue siendo un polinomio, pero con grado estrictamente menor
que el grado de p(n). Repitiendo este proceso las veces necesarias, acabamos obteniendo
una serie geométrica. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7.36. Vamos a calcular la suma de la serie Z(nz—n)r”. Sisusumaes S, entonces
n>0

(1-7S = i [(n2 —n)—((n-17>—- (- 1))] = i(Zn - 2)r",
n=1 n=1

0, lo que es lo mismo,
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[s¢]

Repetimos el proceso anterior, si 51 = Z nr", entonces

n=1

[o¢] ; 1
(1—r)51—r+nZ:2‘[n—(n—1)]r —r+m—1—r—l_r.

Por tanto,

Cocientes de polinomios

En algunos casos se pueden sumar descomponiendo el término general en fracciones
simples. También pueden ser de utilidad algunas identidades como, por ejemplo, la que
define la constante de Euler.

La constante de Euler-Mascheroni

En el Ejercicio 5.13 vimos que

ﬁ<ln(1+x)<x

se cumple para cualquier x positivo. En particular, para x = 1 € N obtenemos que

In(1 + 1) — In(n) = 1n(1 * ”) - ln(l ; 1) <L
n n n
y que
1
L <In (1 + 1)
n+l 1+ % n
Si definimos ay,,-1 = % y az, = In(n + 1) — In(n), las desigualdades anteriores se escriben
como

Aoyl < A2y < d2y-1, Y1 € N,

0, lo que es lo mismo, la sucesion {a,} es decreciente. El criterio de Leibniz nos da que la
serie Y (—1)"*1a, es convergente, o sea que existe el limite

lim —a +a + -+ + (=1)"a, = lim 1 — (In€2) — In(1))
n—oo

n—oo
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Este limite recibe el nombre de constante de Euler-Mascheroni y se denota por y:

1 1 1
y:lim1+§+§+---+ﬁ—ln(n).

n—oo

Ejemplo 7.37. FALTA «

Series hipergeométricas

Definicién 7.38. Diremos que una serie de nimeros reales ), 4, es una serie

Any1 _ an+p
thergeometrzca si existen a, ﬁ V4 € R tales que 2L = an+y*
an+p

anty Entonces la serie es

Proposicion 7.39. Sea Z a, una serie hipergeométrica con = =
n

n=1
convergente si, y sélo si, y > a + B. En dicho caso, se cumple que

Z{ Vaﬁ

Ejemplo 7.40. FALTA «
Ejercicios

Series numéricas

Ejercicio 7.1. Discutir la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:
a) Lo
b) Z In(n)
9L m
d) X5
) Ly

Solucién 7.1.
a) Aplicamos el criterio del cociente:

1

. Ap+ . (m+1)2mT . n 1
1 =lim ——=1lim —=- < 1.
P, ST T T D 2

Por tanto, la serie es convergente

I .
b) Comparamos con la serie Y, 1 que no es convergente. Como n(”) > 1 1a serie no es
convergente.

¢) Comparamos con la serie arménica ), %:

1

= Vnn+1 +1
lim L = lim # = lim m =1.
n—oo 1 n—oo n n—oo 7’12

n(n+1)

Constante de
Euler-Mascheroni

Serie hipergeomé-
trica
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1

Vn(n+1)

Por tanto, las dos series tienen el mismo cardcter y, en consecuencia, la serie },

no es convergente.
d) No es convergente. La serie se comporta igual que la serie arménica J 1.
e) Comparamos con la serie convergente Y .

1 n
) > o 2"=n
lim —2— = lim =—— =1.
n—oo _1 n—ooo 2N
2t—n

Por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.2. Discutir la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:
n+1 " 1(2)"
a) Z(3n—1) d) ZE(E)
1 o
b) X @n-1)2n e) Lo
2n-1
9 L (5)

Solucion 7.2.

n
a) Aplicamos el criterio de la raiz lim, o ( o 11) = lim,— 00 3%_11 = % < 1. Por tanto, la

serie es convergente.
b) Comparamos con la serie convergente nl—z

1

o w_(@n—1pn
L
2n-1)2n

Por tanto, las dos series tienen el mismo carécter y, en consecuencia, la serie es conver-
gente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz

uff mo 2t no I (1)
1. (—) - 1. (—) - (_) < 1.
ieo N \3r— 2 o\ 3 — 2 3
Por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente,

L(z)n+1 no2 2
Lm%ﬂ%nﬂg—g“
n\5

Por tanto, la serie es convergente.
. . n
e) No es convergente porque limy_,e @, = im0 & = +0o.

Ejercicio 7.3. Discutir la convergencia de las siguientes series de nameros reales:

a) L d) X imm
b) ¥ £t e) & n(ln%n))z
o X 10711+1

Solucién 7.3.
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a) No es convergente porque # = %

b) No es convergente porque el término general no tiende a cero: limy o 22 = 1.

c) La serie tiene el mismo carécter que }, % y, por tanto, no es convergente.

d) Aplicando el criterio de condensacioén, la serie tiene el mismo cardcter que la serie
Y. 2" lr11(2”) =Y ln(12") =Y nlr11(2) y esta dltima serie no es convergente comparando con
rl

e) Aplicando el criterio de condensacién }’ 2"

1 — 1
2"(In(27)> L n*(In(2))?

y esta dltima serie es

convergente (compdrase con ), %).

Ejercicio 7.4. Estudiar la convergencia de las series

1)
a) ¥ &
2:3-(n+2)
b) Z 56 56--(1+5)

o X (2n+1)”

Solucién 7.4.
a) Aplicamos el criterio del cociente,

(n42)+D)

lim 4 i 20 1 (n+2)”Jrl e _q

m = 11m ———— = 11Im = =

noeo @, | noeo (HD)" T a5 3\ 41 3 7
3n!

y, por tanto, la serie es convergente. Observa que en el tltimo paso hemos utilizado la
regla del ntimero e.
b) La serie

n+2) Z:J 2-3-4
(n+ 5) (n+3)(n +4)(n+5)
tiene el mismo carécter de convergencia que la serie }| # usando el criterio de com-

paracion por paso al limite. Esta tltima serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz,

n—oo (2n+1)”_n—>002n+1_2‘

En consecuencia, la serie es convergente.

Ejercicio 7.5. Discutir la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:
1 3n-1
) L gy d) Z V)

n? 258 2:5-8--(3n—1)
b) Z (Bn=1) ) Z 159--(4n-3)

W
) L Grnve

Solucién 7.5.
1
n2In(n) —

es convergente y, el criterio de comparacion nos dice que ), m también lo es.

b) El término general no converge a cero y, por tanto, la serie no es convergente.

a) ComoIn(n) > 1 paran > 3, se tiene que nl—z, para cualquier n > 3. La serie } %
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¢) Comparamos con la serie convergente ) #

lim ani = lim ﬂ =1
noe s (4 )yn o (n+ 1)Vn
y, por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente
3(n+1)-1
(Vo)™ 3n + 2) 1

lim = lim <1
n—oo -1 n—oo \311 — 1

(V2)r

y, por tanto, la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente

1
V2

Sl

2.5:8-(3n—-1)(3n+2)
. 159-(4n-3)(dn+1) . 3n+2
lim ——— =

= lim =
n—co  258-(3n=1) o0 477 + 1
159--(4n—3)

3
-<1
4

y, por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.6. Discutir la convergencia de las siguientes series de nameros reales:

n
a) Z% ) d) 2(324”-1)
_ 1 2
b) ¥ e e) L o

2n+1
) L Gy

Solucién 7.6.
a) Aplicamos el criterio del cociente

1
i)l
lim(n+)zlim =0<1
n—o0 i n—oo 11 +
y, por tanto, la serie es convergente.
b) Comparamos con la serie )| %
1
. iz . (Bn-2)Bn+1)
lim ———— = lim > =9
-0 & —00
" ey n
y, por tanto la serie es convergente.
¢) Comparamos con la serie }, %,
2n+1
lim P02
n—o0o l
n3

En consecuencia, las dos series tienen el mismo carécter de convergencia. Puesto que
la serie Y % es convergente, ambas lo son.
n

d) No es convergente porque el término general no converge a cero:

n
lim( 3n ):eL — limn( 3n —1):L
3n+1

n—oo\311 + 1 n—00
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y el segundo limite vale

(3n—3n—

. . 1\
lim n lim n 1 )— 1/3.

( 3n _1)
n—-oo  \3n+1 T 5

Por tanto el término general de la serie converge a e™1/3 # 0.
e) Aplicamos el criterio de la raiz

] n? Yn2 1

lim = lim =-x<1
n—oo Y 4(n-1) n— 4 4

y, por tanto, la serie es convergente.

Ejercicio 7.7. Estudiar la convergencia de las siguientes series de nameros reales:
ln( n+l )

S = b) ¥ I-

Solucién 7.7.

a) La serie dada es equivalente a la serie }. ;== 1)n ,y si a ésta le aplicamos el criterio de la
raiz obtenemos la convergencia de la misma, y por tanto de la primera.

b) Si escribimos el término general como a4, = ﬁ, entonces comparamos con la serie

Y nl—z, y se tiene

. an . n
lim — = lim =0
n—oo _L n—oo 3 n
1’12

de lo que se deduce que la serie es convergente.

E]erc1c10 7.8. Discutir la convergencia de las s1gu1entes series de nimeros reales:

a) Z ) d) X (,12“)
b) I(3)° & L2t
QY (1 + %) "

Soluciéon 7.8.

3
n .
a) Aplicamos el criterio de la rafz lim / — = - < 1y, en consecuencia, la

n—o0 en n—o00 {[ e
serie es convergente.
b) Aplicamos el criterio de la raiz

hmn(znﬂ)%_hm(znﬂ)%_ 2 _,
n—oeo \\3n+1) ~ n50\3n+1) N3

ﬁ

y, por tanto, la serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz

o 1N 1 1 1
lim (1+;) :lim—:limﬁ:2<1
n—oo n—-oo n—oo
"1 + l)nz (1 + E)

y, en consecuencia, la serie es convergente.
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d) Aplicamos el criterio de la raiz:

lim {/a, = lim mzi—0<1

n—oo n—oo en +1 n—)oo en el/

de lo que se deduce que la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente:

P wt (
n—oo

"2
= 2 =-<1
iitoee (n+ 1)+l 2mn! n+1) e "

de lo que se deduce la convergencia de la serie.

E]erc1c1o 7.9. Discutir la convergencia de las siguientes series de niimeros reales:

| 1:3:5-(2n-1)
) Z gn))' d) Z 2-4-6--(2n+2)
n 2462
b) X 1352(2n+l) €) X 570-@nt3)
Q) Z(n+l)

Solucién 7.9.
a) Aplicamos el criterio del cociente

[(n+1)!]?

. (@n2) . m+D!'(n+ 1) (2n)! . (n + 1)? 1
| =1 =1 =-<1
s E;z!); . n! (2n+2)! Pt Cn+2)2n+1) 4 =
n):
y, por tanto, la serie es convergente.
b) Aplicamos el criterio del cociente
2n+1
i PEerEey _ 2" 1-3-5--@ual) 2 o
n—00 #&Ml) n—oeo 20 1.3.5.--2n+1)2n+3) n-oo2n+3

y, en consecuencia, la serie es convergente.
c) Aplicamos el criterio de la raiz

n
lim 4 (n+21) = limn-’_z1 =0<1

n—oo n

y, por tanto, la serie es convergente.
d) Aplicamos el criterio del cociente

1:35--(2n-1)(2n+1)

lim Ap+1 lim 246-(2n+2)2n+4) ; 2n+1
n—eo @,  noco 135-Qn-1) T pSe2n 44
246-2n+2)

2n+1
pero, como 2nid

aplicamos el crlterio de Raabe

) A1\ _ 5. 2n+1\ 3n 3
,}5&”(1_ a, )‘35?0”(1 2n+4)‘;}5§02n+4_2>1

y, por tanto, la serie es convergente.
e) Aplicamos el criterio del cociente
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2-4-6-21-(2n+2)

. py . 579.-(2n+3)-2n+5) o 2n+2

lim = lim T = lim T =1,
—00 —00 20 —00

noe dn o m 57.9--2n+3) " n

pero 22 < 1 por lo que el criterio del cociente no decide. Aplicamos el criterio de

Raabe

. Ap+1 .
hmn(l— L ):hmn =
n—oo an n—oo

(1_2n+2) . 3n 3

im ==>1
2n+5 n—o2n+5 2
y, en consecuencia, la serie es convergente.

Ejercicio 7.10. Discutir la convergencia de las siguientes series de ntimeros reales:

AL d) Lin(}3)
1.3-5--(2n-1 nin(n
b) L (i) e) ¥, Yot

) Lin(1+1)

Solucién 7.10.

a) No es convergente porque el término general no converge a cero.

4n2+3n
<
4n?2+8n+4 —

b) Aplicamos el criterio de Raabe y llegamos a n (1 - ”Z—“) =
n
deduce la no convergencia de la serie.
¢) Comparamos con la serie arménica ), %

In(1+1 n
lim ( n) = lim nln(1+%): lim 1n(1+%) =In() =1

n—oo = n—oo n—-00

1, de lo que se

y, por tanto, la serie no es convergente.
d) Podemos escribir el término general de la forma:

n?+3
an :ln(n2+2) :ln(1+

n2+2)'

Comparando con la serie }, nl—z se obtiene la convergencia de la serie dada.

v |
e) Comparamos con la serie )| % ya que

. an

lim
n—+oo In(n)
573

=1

Y aplicando el criterio de condensacién a la serie ) % se obtiene que es convergente,

luego la de partida también lo es.

Ejercicio 7.11. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
2" 1
a) X sen(;qz d) X (In(m) In(In(1)
) X en ()
sen(%)
0 L%

Solucion 7.11.
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.1 ., n n
a) Acotamos y utilizamos el test de comparacién. Como | % sen(n) | < %, vamos a estu-
. . n . . . .
diar la serie }', Z;. Le aplicamos el criterio del cociente:

2n+l
. dn4l . n+1)! .
lim —= = lim % = lim =0
n—oo n—oo 2% n—oon+1

n!

. n . .z .
Por tanto, la serie ), ; es convergente y, como consecuencia, también lo es la serie
21‘1
Y. % sen(n).
(_1)1‘!
b) Como |sen (_n2 )
c) Aplicando el criterio de comparacién por paso al limite, la serie se comporta igual que
1
X i Yo por tanto es convergente.

< nl—z, la serie es convergente por el test de comparacion.

d) El término general es decreciente y convergente a cero. Estamos en condiciones de
aplicar el criterio de condensacién. La serie tiene el mismo cardcter de convergencia
que la serie

2" 3 1
Z 271n (2" In (In (27)) Z n1n(2) In(n In(2))

que, a su vez y por el criterio de comparacién por paso al limite, se comporta igual que
1 s . . . ..
Y. sTgy - Esta ultima serie ya sabemos que no es convergente (véase el Ejercicio 7.3).

Ejercicio 7.12. Estudiar, segtn los valores de 2 > 0 la convergencia de las siguientes
series:
ail
a) X P
b) Y, a'n”

Solucién 7.12.

a) Solo tenemos en cuenta 0 < a < 1 puesto que en para a = 1 es la serie arménica que no
converge, y para a > 1 el término general no converge a cero. Entonces, para0 <a <1
aplicamos el criterio de la raiz y obtenemos que la serie es convergente.

b) Sélo tenemos en cuenta 0 < a < 1 puesto que paraa > 1 el término general no converge
a cero. Entonces, para 0 < a < 1 aplicamos el criterio de la raiz y obtenemos que la
serie es convergente.

Ejercicio 7.13. Probar que lim, % + ﬁ +...+ % = In(2).

Solucién 7.13. Sabemos que

. 1 1 1
7/—7}1_1')%101+§+§+"'+m—11’1(1’l—1), (74)
y, por tanto,
y:lim1+1+1+~-+1+ L +---+i—1n(2n)
n—00 2 3 n n+1l 2n (7.5)
—lim1+1+1+ +l+ + +i—1n(2)—1n(n) ‘
Case 203 no on+l 2n

Si restamos (7.5)-(7.4) obtenemos que
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+ ot % = lim In(2) + In(n) — In(n — 1) = In(2).

(n!)?

Ejercicio 7.14. Discutir la convergencia de la serie }, -—-— segtin los valores de k € IN.

(kn)!

Soluciéon 7.14. Alavista de la expresion que tiene el término general de la serie, parece
2
l6gico aplicarle el crierio del cociente. Sillamamos a,, = E,%, tenemos que estudiar el limite

de {ﬂn+1
n

a

} y ver si es mayor o menor que 1. Veamos

12 I 2
lim fntl _ lim M@ = lim (n+1)

k
oo @y e (k1 + 1) ()2 noo (ki + k) (kn+ 1)

Este limite tiene varias posibilidades dependiendo de cuédnto valga k.

a) Sik > 2 entonces el denominador es un polinomio de grado k y el numerador de grado
2y por tanto el cociente de esos dos polinomios (polinomios en n) tiene limite 0, que
es menor que 1y la serie es convergente.

b) Sik = 1 el polinomio del numerador tiene grado 2 y en el denominador queda n + 1
que es un polinomio de grado 1. En este caso el cociente diverge positivamente y la
serie no es convergente.

¢) Hemos dejado para el final el caso dudoso. Si k = 2 entonces los dos polinomios, tanto
numerador como denominador tienen el mismo grado, 2 y el cociente tiene limite
el cociente de los coeficientes lideres. El numerador es (n + 1) = n?> + 2n + 1 y el
denominador en este caso queda (211 + 2)(2n + 1) = 4n? + 7n + 2 y el cociente tiende a
1 <1y la serie es convergente.

Suma de series

Ejercicio 7.15. Sumar, si es posible, las siguientes series

Solucién 7.15.
a) Usando la suma de una progresion geométrica

= 15 1 1 150
—_— = 15 —_— 15- = —_— .
1
nZS 10 HZ::‘) 10" - 9

b) La suma es 3 puesto que la serie es la mitad de la del Ejemplo 7.34.
¢) De nuevo utilizamos la suma de una progresién geométrica
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(o8]

Y 5

n=2

= (—1)" —1)" 1 1 1
:Z:: Z X _1_( 1)—1+§:E.

n=0 -3

Ejercicio 7.16. Sumar, si es posible, las siguientes series
1
) Z::O (1 +3)(n + 4)

o 1
b) Z 2n+3

n=1

=y 27 4 31
Q) Z o

n=1
Solucion 7.16.

a) Calculamos las sumas parciales usando la descomposicién en fracciones simples del
término general:

- 1 - 1
;(n+3)(n+4 Z:((n+3 (n+4))

n=0

—l‘m(1_1)+(1_1)+
“aoe\3 2)"\175

1 1 1

+(1_1)
n+3 n+4

=1 =1 1 w1 1 1 1
22%3:22%4:1_622_”:%1_1:5'
n=1 n=0 n=0 2

¢) Dividimos en dos progresiones geométricas y sumamos:

G2y v 313
n=1 5 n=1 5 n=1 5 6

(o]

1
Ejercicio 7.17. Sumar la serie de niimeros reales Z

—~ (n+1)Va+nVn+1

Solucién 7.17. Vamos a escribir el término general a,, de la forma
B 1 _(n+DVn-nVn+1 +n n+1
m+DVn+nVn+1 @+1)n-n*n+1) n n+1
Entonces la sucesién de sumas parciales {A,} nos queda:

Vn+1

n+1

Ap=amp+ay+---+a,=1-
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[o¢]

y, en consecuencia, E a, =1.

n=1

[ee]

1
Ejercicio 7.18. Calcular la suma de la serie Z 7.5
1% +2n

.. s P _ 1 _1(1_ 1
Solucién 7.18.  Escribimos el término general como 4, = 5~ = ;3 ( et +2). La suma

de la series, o sea el limite de la sucesién de sumas parciales es

[0e]

1 1 1 1
Zan:hmAn:hmi(1+———— ):§

; n— n—oo 2 n+l1 n+2/ 4
n=
e . . o+ 1
Ejercicio 7.19. Sumar la serie de niimeros reales Z —
n!
n=1
(o]
Solucién 7.19. Esta serie se suma haciendo uso de que Z — =e¢,y para ello descom-
n

n=0
ponemos el numerador del término general de la forma siguiente:

w+n+l=an(n—-1)n-2)+pnmn—-1)+yn+g

e igualando coeficientes obtenemos que a =1, = 3,y = 2y ¢ = 1. Por tanto la suma de
la serie (que existe por el criterio del cociente) es:

in3+n1?+1 :in(n—i)!(n—Z)_i_?)in(nn?l)+Zi%+i%
=

n=1 n=1 n=1 n=1
=1 =1 =1 = 1
= —+3 — 42 + —
Z4(71—3)! Z‘(11—2)! Z4(11—1)! Zln!
n=3 n=2 n=1 n=1

=e+3e+2+(—1)=7e—1.

o0

Ejercicio 7.20. Probar que Z

n=1

=2In(2) - 1.
4n% —n @)
Solucién 7.20. En primer lugar descomponemos como suma de fracciones simples:

11 s 11
an3-n 2n-1 2n+1 n’

Sinotamos A, =1+ % +-+ %, entonces las sumas parciales de la serie son
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£ AN 11
;4n3—n_;(2n—1+2n+1_5)
:(1+1+ + L )
3 2n—1
+(1+1+...+ 1 )
3 5 2n+1
1 1
3l
1

1
= (A2n - EAn) + (_1 + Aop2 — EAn+1) - Ay
sumamos y restamos logaritmos buscando la constante de Euler-Mascheroni,

- (AM “In(2n) — =A, + %ln(n))
+ (—1 + Appss — In(n +2) — %Anﬂ + %ln(n ; 1)) — (A —In(n)
- (— In(2n) + %ln(n) CIn(n +2) + %ln(n 1)+ ln(n))

simplificamos y tomamos limites (usando que lim;, . A, — In(n) = y),

- (AM —In(@n) — ~A, + %ln(n))

+ (—1 + Az~ @1 +2) = S Ay + éln(n ; 1)) — (Ay —In(n)

n—oo

( “21n(2) + In(n) — ~ ln(n 1)+ = ln(n)) 120 o In(2) —
7.6.3 Ejercicios complementarios

Series numéricas

Ejercicio 7.1. Discutir en funcién del pardmetro a la convergencia de la serie de ntimeros

reales
1
Zln(“ ) ( (ln(n))“)

Ejercicio 7 2. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

a) Z(ln(n)) " 9 L(- 11)n+1 110

Ejercicio 7.3. Estudiar la convergencia de las siguientes series:
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O () g

b =(es() ) T Gy
o ¥ L

Ejercicio 7.4. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

a) ¥(~1y++1 s d) Ysen(1)

b) X ( —l/n) e Y (sen (%) - tan(%))
Q) YT T

n(1+ ot )
Ejercicio 7.5. Seaaunntmero positivo. Estudiar la convergencia de la serie } (ln(a + %))n.

Ejercicio 7.6. Estudiar la convergencia de las series
a) ). (n sen (%))nS,

b) L(1+ %)”2 e,

O X (nin(1+ 1)),

d) Y. In (n sen(rll))

Suma de series
Ejercicio 7.7. Suma las series de ntimeros reales:

© In (1 + )
) Z"In ((n + 1)lnm)

(n-1)!
b) nzz-;d (n +3)!
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Ecuaciones diferenciales ordinarias

8

8.1 Introduccién 211 8.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden 214
8.3 Métodos de resolucion de edos de primer orden 216 8.4 Ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior 227 8.5 Ecuaciones lineales de
orden superior 228 8.6 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes 230 8.7 Ejercicios 237

8.1 Introduccién

Encontrar una funcién de la que conocemos tinicamente su derivada era el fin del
célculo de primitivas. Si la derivada es f(x), dicha primitiva es la solucién de la ecuacién
d . . o .
% = f(x). Esta es, quizés, la primera ecuacién diferencial que todos resolvemos.

Definicién 8.1. Una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona una fun-

cién, su variable o variables y sus derivadas. Diremos que es una ecuacion diferencial

ordinaria (edo) si s6lo hay una variable independiente, y diremos que es una ecuacion
en derivadas parciales si aparecen derivadas parciales respecto de dos o més variables.

Por ejemplo, las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias

Y (%) + y(x) = 2%, (8.1a)
dy 2 _
o 2y°-1=0, (8.1b)
(x — 2y)dy + y*dx = 0, (8.1c)
¥’ (x)* + 3xy/(x) — cos(x) = 0. (8.1d)

donde y es la funcién incégnita y x es la variable independiente. Como se puede ver,
utilizaremos la notacién i’ o dy/dx de manera indistinta para indicar la derivada.
Las siguientes ecuaciones son ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales:

du Jdu

g + a—y =u-, (82&)
Pu  u
— — . .2
o 5 =0 (8.2b)

Recordemos que también podemos utilizar la notacién D;f para indicar la derivada
Pf

parcial de f respecto a la variable i-ésima o Dy, f para indicar e

Ademas de distinguir entre ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en deri-
vadas parciales, utilizaremos el orden de la ecuacién.
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Orden Definicion 8.2. Sellama orden de una ecuacion diferencial al orden de la derivada
mas alta que aparece en la ecuacion.

Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales

y =3xy
Yy +y = cos(x)

v +eV =x
tiene orden uno, dos y tres respectivamente.

Grado Definicién 8.3. Se llama grado de una ecuacién que puede ser escrita como un
polinomio en la variable dependiente a la mayor potencia a la que esta elevada la
derivada de mayor orden.

Ejemplo 8.4.
a) Las ecuaciones

(y')° = 3xy
Yy +y' = cos(x)
/N)Z

"y +yt=x

tienen grado tres, uno y dos respectivamente.
b) Las ecuaciones diferenciales ordinarias

Y (0) +y(x) = 22, (8.3a)
dy 2 _
2t -1=0, (8.3b)
(x = 2y)dy + y?dx = 0, (8.3¢)
¥’ (x)* + 3xy’ (x) — cos(x) = 0. (8.3d)

tienen orden y grado uno salvo la tltima que tiene orden y grado dos. <

Ecuacién dife- Definicién 8.5. Una ecuacion diferencial diremos que es lineal si es lineal en la
rencial lineal  variable dependiente.

Ejemplo 8.6. Laecuacion y’ cos(x)+x2y = e* es lineal y la ecuacion (y')? cos(x) +x%y = e*

no lo es. «
Ecuacién dife- Definicién 8.7. Una ecuacién diferencial lineal diremos que es homogénea si no
rencial lineal  tjene términos que dependan sélo de la variable independiente.

homogénea
Ejemplo 8.8. Laecuaciony’ +xy = y”’ es homogénea mientras que la ecuacién y’ +xy =
x?no lo es. <
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Soluciones

Una solucién de una ecuacion diferencial ordinaria es una funcién definida en un in-
tervalo que verifica dicha ecuacién. Por ejemplo, y(x) = ¢* definida en IR es solucién de
la ecuacién diferencial y’(x) — y(x) = 0. También es solucién la funcién constantemen-
te igual a cero. Otras ecuaciones, en cambio, no tiene solucién. Por ejemplo, la ecuaciéon
(y)* + y*> = =1 no puede tener solucién porque el miembro de la izquierda es positivo
mientras que el de la derecha es negativo. Si la ecuacién fuera (y')* + y*> = 0, la Gnica
solucién posible serfa la constantemente igual a cero. Resumiendo, hay ecuaciones que
tienen solucién tinica, otras que tienen muchas soluciones y otras que no tienen ninguna.

Llamaremos solucion particular de una ecuacién diferencial a una funcion que verifique
la ecuacién. Si nos referimos al conjunto de todas las soluciones, hablaremos de solucién
general. Por ejemplo, y(x) = e* es una solucién particular de la ecuacién diferencial y’(x) —
y(x) = 0 que tiene como solucién general y = ce*.

No siempre seremos capaces de expresar la solucién de forma explicita: algunas veces
lo haremos de forma implicita como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.9. Lasolucién dela ecuacién diferencial ¥ = —x/y en el intervalo -5 <x <5
son aquellas funciones que verifican que x? + y? = 25. Para comprobarlo, basta derivar:

P +yx)? =25 = 26+ 2y(x)y'(x) =0 = ' (x) = v <

Observacién 8.10. La solucién general no siempre se puede expresar por medio de una
tinica férmula. Por ejemplo, la ecuacién i’ + y*> = 0 tiene como soluciones particulares
y(x) = }—C e y(x) = 0y, por tanto, no la podemos describir con una tinica expresion.

Problemas de valores iniciales y problemas de contorno

Es usual que junto con la ecuacién diferencial tengamos algunas condiciones adicio-
nales sobre la funcién y sus derivadas. Si exigimos las condiciones sobre el mismo valor
de la variable independiente, hablaremos de un problema de valores iniciales. En cambio,
si exigimos condiciones adicionales sobre mas de un valor de la variable independiente,
estaremos frente un problema de contorno o de valores en la frontera.

A cualquiera de estas condiciones adicionales las llamaremos condiciones iniciales.

Ejemplo 8.11. El problema
y"(x) = y'(x) = cos(x)
y(0) =0
y'(0) =0

es un problema de valores iniciales. En cambio

y'(x) - ¥ (x) = cos(x)
y(0)=0
y1)=1

es un problema de valores en la frontera. <

Solucidn particu-
lar
Solucién general

Condiciones ini-
ciales
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8.2.1

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Forma implicita y explicita

Definiciéon 8.12. Diremos que una ecuacién diferencial de orden n estd dada en
forma implicita cuando tiene la forma F(x,y, y',y",...,y™) = 0, siendo F una funcién
definida en conjunto Q de IR"*2 con valores en R. Diremos que la ecuacién estd en
forma explicita si tiene la forma y(") =Fx,vyvy,..., y(”‘l)), siendo F una funcién real
definida en Q c R"*1.

Por ejemplo, en el caso de edos de primer orden una ecuacién en forma implicita tiene
la forma

F(x,y,y')=0
y, en forma explicita, tiene el aspecto ' = f(x, y).

Ejemplo 8.13. Las ecuaciones diferenciales

y =3y—x
y'=y +xy
estan escritas en forma explicita. En cambio, las ecuaciones
cos(xy) +y'eV" =0
arctan(y'y”) + xe¥ =0

estdn escritas en forma implicita. <

Ecuaciones diferenciales de primer orden
La ecuacioén de primer orden y primer grado tiene la forma
M(x, y) + N(x, y)y" =0,

escrita en forma implicita. A veces, la escribiremos de la forma M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0
0, si la queremos en forma explicita, v’ = f(x, y).

Para estas ecuaciones hay teoremas que nos garantizan la existencia de solucién en
condiciones no demasiado restrictivas, pero antes de comentarlos, veamos cémo pode-
mos buscar soluciones.

Campos de pendientes y curvas integrales

Aunque no sepamos cudl es la solucién de una ecuacién diferencial de la forma vy’ =
f(x,y), podemos preguntarnos qué propiedades debe verificar teniendo que conocemos
la derivada de la solucién. Por ejemplo, consideremos la ecuacion diferencial

y=1+x-y.

No conocemos la funcién y pero si conocemos la pendiente en cualquier punto: la pen-
diente en el punto (2,1) es ¥'(2) = 1 + 2 — 1 = 2. Hemos aprendido algo: la solucién que
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pase por el punto (2,1) tiene que ser tangente a la recta que pasa por dicho punto con
pendiente 2.

Esto que hemos hecho con un punto lo podemos repetir con to-

dos los puntos del dominio. No es posible hacer un dibujo con  pendiente y’(2)/ -y
todos los puntos pero si podemos hacernos una idea aproxima-

da dibujando las pendientes en una malla de puntos tan densa KZ, 1y
como queramos (0 podamos). Esto es lo que hemos hecho en la

Figura 8.2. En esta figura hemos representado con una flecha la

pendiente en cada punto. Cualquier solucién tiene que seguir el >

flujo de direcciones marcado. A dicha representacién del flujo de Figura 8.1 Pendiente en el

direcciones se le suele llamar campo de pendientes o de direcciones. punto (2,1) Campo de pen-
En la Figura 8.2 podemos ver dos “soluciones”: la que pasa por dientes

el punto (2, 1) yla que pasa por el punto (1, 1). A estas soluciones, en realidad, un bosquejo

de curva, se les suele llamar curvas integrales. El teorema de existencia y unicidad nos Curva integral
garantiza que, en este caso, por cada punto del plano pasa una curva integral (existencia

de solucién) y que dos curvas no se cortan (unicidad de la solucién).

~p Y (-3
> ¥ /4 /4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 X
v /4 « f 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
Figura 8.2 Campo de
pendientes y curvas integrales
8.2.2 Existencia y unicidad de solucién

Teorema 8.14. Sea I =]a, b[x]c,d[C R?, sea f I = Ry tomemos (xo, yo) € L. Existencia y uni-
a) Si f es continua en I, entonces existe 6 > 0y existe una funcion y definida en ]xo—0, xo+0[ cidad de solucién

para edos de pri-

que es solucion de
mer orden

y = flx, y),}
y(x0) = vo.

. , d . oz P
b) Siademds 9%; es continua en I, entonces la solucion es tinica.
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Ejemplo 8.15. La funcién f : R? - R definida como f(x,y) = 1+ y? es continua en todo
el plano y su derivada parcial respecto de la variable i también lo es. Eso quiere decir que
la ecuacién diferencial ¥’ = 1 + y? tiene solucién y que el problema de valores iniciales

Y =1+
y(x0) = vo, }
tiene solucién tnica para cualquier (xo, o) € IR?. Por ejemplo, la tinica solucién de
Y =1+
y(0) =0, }

es la funcién y(x) = tan(x) para x € ]—%, E[
Conviene poner de manifiesto que, aunque f(x, y) = 1+y? es una funcién de clase infinito
en todo el plano, la solucién sélo tiene sentido en un entorno del origen que, obligatoria-

mente, debe estar incluido en el intervalo ]—g, g[

Maés atn, la solucién general de la ecuacién i’ = 1 + y? tiene la forma y(x) = tan(x + ¢)
que, también, tiene estar definida en un intervalo de longitud © como méximo. <

El intervalo donde esta definida la solucién puede, y suele, depender de la condiciéon
inicial, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.16. La funcién f(x,y) = —x/y es continua en cualquier punto del plano
salvo en el eje OX. Cualquier rectingulo que tenga interseccién vacia con dicho eje es un
dominio en el que tenemos garantizada la existencia y unicidad de solucién del problema
de valores iniciales

o=
Y
y(xo0) = Yo.

La solucién general de la ecuacion, en forma implicita, es x> + y? = ¢, siendo ¢ un ntimero
positivo arbitrario y x €] — v/c, Vc[. Por ejemplo, la solucién de

y=-=
y
y(0)=1,
esy = V1 —x? con x €] — 1, 1[. En cambio, la solucién de
o X
Y Y
y(0) = -100,

es y = —V100 — x? con x €] — 10,10[. «
8.3 Métodos de resolucion de edos de primer orden

8.3.1 Variables separadas

Una ecuacién diferencial diremos que es de variables separadas si es del tipo

-216 —
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M) + Ny’ =0

0, lo que es lo mismo, si podemos separar a ambos lados de la igualdad x e y. Para resol-
verla tenemos que encontrar primitivas de M y N. Si p g son dichas primitivas, entonces
las soluciones de la ecuacién verifican p(x) +g(y) = C. Para comprobar que esto es asi, s6lo
hace falta derivar esta expresion lo que nos darfa la ecuacién original M(x) + N(y)y" = 0.

Ejemplo 8.17. Resolver xdx — y*dy = 0.
Separando variables e integrando, tenemos que

xdx = y'dy fx‘ixzfyzdy = %x2=%y3+c = -2 =c «

Ejemplo 8.18. La ecuacién (x> + 4)y’ = xy es una ecuacién de variables separadas.
Resolvamosla:

2 4 4)y = _x ¥ fxd—fy—,d:
(x*+4)y xy<=>x2+4 y(:) x2+4x y y=c

= %ln(x2+4)—ln|y|:c = |y|:e_CVx2+4
& y=+e Va2 + 4.

Obsérvese que +e™° es una manera, un poco enrevesada, de escribir un nimero real dis-
tinto de cero. Por tanto, la solucién seria y = kVx? + 4 con k # 0.

¢Qué ocurre con k = 0? Si volvemos a la ecuacién original, vemos que y = 0 también es
solucion de la ecuacién. En realidad, cuando hemos pasado dividiendo y, implicitamente
hemos exigido que y no se anule eliminando al mismo tiempo la solucién constantemente

igual a cero. Resumiendo, la solucién es y = kVx? + 4 con k un nimero real cualquiera. <

Observacién 8.19. Cuando queremos resolver la ecuacién y'(x) = g(x)h(y) usando se-
paracién de variables tenemos que tener cuidado por si h se anula. Si h(a) = 0, entonces
la funcién constante y(x) = a verifica y’ = g(x)h(y). Si intentamos el método que hemos
usado en los ejemplos anteriores, nos queda
dy

—— = g(x)dx,

IO
que no estéd definido en y = a y, es posible, que dicha solucién constante no nos aparezca
integrando.

Ejemplo 8.20. Resolvamos la ecuacién y’ = y* — 1.

d d d
_y:y2_1(:) Zy :dx(:)f Y =fdx+c
dx v -1 y2—-1

(8.4)
1 -1 -1
— —ln’y—‘:x+c — 1= = e%¢?,
2 |y+1 y+1
de donde, despejando y, obtenemos y = tgi:, conk = +e* o, lo que es lo mismo, un

nimero cualquiera distinto de cero. De la observacién anterior sabemos que y = 1 e
y = —1 son soluciones de la ecuacién diferencial que no nos han aparecido. Por tanto,
hemos perdido soluciones en el desarrollo (8.4). «

A
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8.3.2 Ecuaciones lineales de primer orden

Ecuacién dife- Definicion 8.21. Una ecuacion diferencial ordinaria es lineal si tiene la forma
rencial lineal

a0y @) + a1 @)y V@) + -+ @Y () + a0y () = 8).
Homogénea Diremos que es lineal homogénea si g(x) = 0.

Como caso particular, una ecuacién lineal de primer orden es de la forma a;(x)y’ +
ap(x)y = b(x). Si dividimos por a1, obtenemos la forma usual y" + a(x)y = b(x) (a veces
llamada forma estindar).

Caso homodgeneo

La ecuacién diferencial ¥’ + a(x)y = 0 es una ecuacién en variables separadas. Siempre
tenemos la solucioén trivial y(x) = 0 como solucién. Para buscar soluciones no triviales
resolvemos y obtenemos como solucién general

y=Kexp (—fa(x)dx).

Caso general

Para resolver la ecuacion general vamos a usar el hecho de que esta solucién se puede
obtener a partir de una solucién particular y de las soluciones del problema homogéneo.
Mas concretamente, supongamos que ¥ e y1 son solucién de

Y +a(x)y = b(x). (8.5)

Entonces (y] — y;) + a(x)(y1 — yo) = 0 0o, lo que es lo mismo, y; — yo es solucion de la
correspondiente ecuacién diferencial homogénea. Como dos soluciones cualesquiera se
diferencian en una solucién del problema homogéneo, el conjunto de soluciones de (8.5)
se obtiene sumando a una solucién particular las soluciones del homogéneo.

Para obtener una solucién particular de (8.5), multiplicamos dicha ecuacién por exp ( f a(x) dx)
y obtenemos:

exp (fa(x) dx) Yy +exp (fa(x) dx) a(x)y = exp (fu(x) dx) b(x).

Fijémonos que el primer miembro de laigualdad es la derivada del producto exp ( f a(x) dx) v,

con lo que
exp (fa(x) dx) y= fexp (fa(x) dx) b(x)dx,

y, por tanto, una solucion es

Jew ([ a(x)dx) b(x) dx

ve) exp ( f a(x) dx)

-218 —
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Resumiendo, la solucién general del problema la conseguimos sumando a esta soluciéon
particular las soluciones del problema homogéneo.

Proposicion 8.22. La solucion general de la ecuacion diferencial de primer orden

Yy +a(x)y = b(x)

se escribe como suma de una solucion particular y la solucion general de la ecuacién homogénea
Y +a(x)y = 0. Mds concretamente, la solucion general es

) Jexp ([ a(x)dx) b(x) dx
y(x) = o (fa(x) dx) + Kexp (— f a(x) dx).

Ejemplo 8.23. Resolvamos la ecuaciéon xy’ — 4y = x

6,

La forma estandar de la ecuaciéon es y’ — 47y = x°¢*. En este caso a(x) = —2. Multiplicamos
por exp (—4 f %dx) = exp(—4In(x)) = x~*:
Tty -4y = xet = (xty) = xe".

Integrando por partes, se obtiene que la solucién es y = x°¢* — x*e* + Kx*. «

Observacién 8.24. El paso a la forma estandar incluye la divisién por ai(x). Aquellos A\
valores de x para los que 41(x) = 0 se suelen llamar puntos singulares y son potencialmente  punto singular
problematicos.

Ejemplo 8.25. Resolver el problema de valores iniciales

Yy —2xy :2,}
y(0) =1.

x? y nos queda que

X
y= 2¢° f e~ dt + Ke©.
0

Utilizando que y(0) = 1, se tiene que K = 1y, por tanto,

X X
y=2¢" f e dt+ ¢ = ¢ (2 + f e dt + 1). <
0 0

Observacién 8.26. Hay funciones relativamente sencillas que no tienen una primitiva

Como en los ejemplos anteriores, multiplicamos por e~

. . . ) .
expresable mediante funciones elementales. La funcién e™* es un ejemplo. Las funciones

definidas de esta manera tienen, en muchas ocasiones, nombre en la literatura matema-
tica. Por ejemplo, la funcion error esta definida como Funcién error

erf(x) = %jo‘ e dt.

Con esta notacion, la solucién del Ejemplo 8.25 es y(x) = e (1 +4/n erf(x)).
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Ecuacion dife-
rencial exacta

Potencial

Teorema de
Poincaré
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Ecuaciones diferenciales exactas

La ecuacién diferencial ydx + xdy = 0 es de variables separadas. También podemos
recordar en este momento la derivada de un producto: d(xy) = ydx + xdy para concluir
que la solucién de la ecuacién es xy = c. Si en lugar del producto tenemos una fami-
lia uniparamétrica de funciones f(x,y) = ¢, podemos derivar y obtenemos la ecuacién
diferencial

af af
ad?('i‘a—ydy—o.

Por ejemplo, si tenemos f(x, y) = x> + xy? = ¢, conseguimos la ecuaciéon
(3x? + y?)dx + 2xydy = 0.

Definicién 8.27. La ecuacién M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 diremos que es exacta si
existe un campo escalar F(x, y) tal que

OF OF
g(x, y) = M(x,y), 3—y(x, y) = N(x,y),

0, lo que es lo mismo, VF(x,y) = (M(x,y), N(x, y)). Al campo escalar F se le suele
llamar potencial.

Sila ecuacion diferencial es exacta, es muy fécil expresar la solucién en forma implicita,
s6lo nos hace falta encontrar un potencial de la ecuacion.

Proposicion 8.28. SiM(x, y)dx+N(x, y)dy = 0es una ecuacion diferencial exacta con potencial
Fy f es una funcion real de variable real verificando que F(x, f(x)) = C para algiin C en el dominio
de f, entonces f es solucion de la ecuacion diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.

Pero, ;como podemos saber si una ecuacion diferencial es exacta? En dominios ade-
cuados, como por ejemplo los rectdngulos, existe una condicién muy cémoda de verificar.
Esta condicién nos la da el Teorema de Poincaré.

Teorema 8.29. Sean M, N :]a, b[X]c, d[— R funciones de clase uno. Entonces la ecuacion
diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es exacta si, y solo si,

oM ON
a_y(x' )=o)

Ejemplo 8.30. Vamos a resolver la ecuacién 3y + e* + (3x + cos(y))y’ = 0.
En este caso tenemos que M(x, y) = 3y +¢e* y que N(x, y) = 3x + cos(y). Veamos en primer
lugar que es exacta:

oM ON
@(X, y)=3= &—X(X, ).

Para resolverla tenemos que encontrar la funcién potencial F. Como ‘3—1;(x, y) =3y +e',

F(x,y) = f(By +e)dx = 3yx + e + f(y).

— 220 —
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Derivamos respecto de y e igualamos a N: 3x + f’(y) = 3x + cos(y). Con lo que f'(y) =
cos(y) y, por tanto f(y) = sen(y). En resumen, la solucién de la ecuacién escrita en forma
implicita es 3yx + e* + sen(y) = C. «

Factores integrantes

Si la ecuacion M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 no es exacta, existe la posibilidad de que al
multiplicar por una funcién adecuada se convierta en exacta, esto es, que la ecuacién

1(x, y) (M(x, y)dx + N(x, y)dy) = 0

si que sea exacta. Si la funcién u no es constantemente cero, ambas ecuaciones tienen las
mismas soluciones. La cuestion que se plantea es cuando es posible encontrar una tal
funcién py y cémo lo hacemos. A dicha funcién p la llamaremos factor integrante.

No es facil encontrar condiciones genéricas que garantizen la existencia de factores inte-
grantes. 51 es posible encontrar factores integrantes de algtin tipo particular. Por ejemplo,
supongamos que u s6lo depende de x. En ese caso la ecuaciéon

p(x)M(x, y)dx + u(x)N(x, y)dy = 0

es exacta y, pOI' tanto,
— (u(x)M(x, y)) = == (L(x)N(x, y))
’y ’ y '] ’ y ‘

Derivamos
oM ON
/J(X)@(x, y) = @' (0N(x, y) + u(x)g(x, ).

Despejamos

p ey -Gen
W@ ST Nay @

y h tiene que ser una funcién que dependa sélo de x. En ese caso,

p(x) = exp (fh(x) dx).

Resumimos lo que hemos hecho en el siguiente resultado.

Proposicion 8.31. Consideremos la ecuacion diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. Suponga-
mos que

W Sy -5y
p Ny

es una funcion de x, a la que denotaremos h(x). Entonces

u(x) = exp ( f h(x) dx)

—221 —
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es un factor integrante de la ecuacion.

De manera similar se pueden buscar factores integrantes de un tipo particular como
por ejemplo que sélo dependan de y o de x + y o de xy, etc. Como muestra puedes ver la
proposicion siguiente.

Proposicion 8.32. Consideremos la ecuacion diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.
a) Si
Sy -5y .
Mxy)

entonces u(y) = exp ( f h(y) dy) es un factor integrante.

b) Si
Sy -5y
M(X, y) - N(X, y)

=h(x +y),
entonces u(x + y) = exp ( f h(x + y)d(x + y)) es un factor integrante.
c) Si

N, y) - D(x, )
—M(x,y) - N(x - y)

= h(x - ),

entonces p(x — y) = exp ( f h(x —y)d(x — y)) es un factor integrante.
Ejemplo 8.33. La ecuacién (3xy + y?) + (x*> + xy)y’ = 0 no es exacta. En efecto,
J 2 _ 9 (2
@(3xy+y )=3x+2y;é2x+y— g(x +xy).

La ecuacién admite un factor integrante que es funcién sélo de x:

%A;(x,y)—%%’(x,y):3x+2y—2x—y: xty _ x+y _1
N(x, y) X2+ xy Wy xx+y) ox

El factor integrante es, por ejemplo,

dx

u(x) = exp (f ?) = exp (In(x)) = x.

Es inmediato comprobar que la ecuacién x(3xy + y?) + x(x> +xy)y’ = 0 ya s es exacta. Para
resolverla buscamos la funcién potencial:

F(x,y) = f?axzy + xy2 dx = x3y + %xzy2 + f(y).

Para calcular f, derivamos respecto de y: g—’;(x, y) = x> + x>y + I'(y), de donde ' (y) = 0.
Por tanto, la solucién general de forma implicita es

F(x,y) = Xy + %nyz =C«
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Otros cambios de variable

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicién 8.34. Una funcién f : R" — R es homogénea de grado p si f(tx) = t f(x) Funcién homogé-
para cualquier x € R" y cualquier ¢ € R. nea

Ejemplo 8.35. El ejemplo tipico de funcién homogénea es f(x) = x"* que es homogénea
de orden n. Pero también lo son aquellos polinomios de una o varias variables que sélo
tienen sumandos de orden n. Por ejemplo,

flx,y,2) = ¥®y* = 3x°y° + xyz® + 7x°

es una funcién homogénea de orden 5.
No es necesario que la funcién sea polinémica para ser homogénea. La funcién

flx,y) = eV + sen (%)
es homogénea de grado 0. «

Definicién 8.36. Una ecuacion diferencial M(x, y) + N(x, y)y’ = 0 es homogénea si Ecuacién diferen-
M y N son funciones homogéneas del mismo grado. cial homogénea

Ejemplo 8.37. Las siguientes ecuaciones diferenciales son homogéneas
(x + y)dx + (x = 3y)dy =0
(2 + xy?)dx + (y° — ¥*y)dy =0
2dx + (xy — 3y*)dy =0.

En cambio, (x + y — 1)dx + (x — y)dy = 0 no lo es. <

Observacién 8.38. Segun la definicién, la ecuacion diferencial M(x, y) + N(x, y)y’ =0 es
homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo grado digamos n. Esto quiere
decir que, utilizando la definicién de funcién homogénea con A = 1/x, se cumple que

M (O (E2) (s

y, el resultado analago para N(x, ) con lo que

M(x, y)dx + N(x, ) dy = 0 & ng(L %) N an(ll y) o

X
— M(l,z)+N(l,y):0
X X
dy  M(L})
"N
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Estas ecuaciones se transforman en una de variables separadas mediante el cambio
u= % Como y = ux, derivando tenemos que v’ = u’x + u, es decir, u’'x = f(u) — u, que es
una ecuacion de variables separadas.

Para resolverla, si f(u) # u, la ecuacién es f(l‘ﬁ/t— - = ‘i—x. Por tanto la solucién es

ool e

y:Cux:Cuexp(fJ%).

Si f(uo) = up para algtn ug, entonces se puede comprobar que la recta y = ugx es solucién
ya que

v == flu) = £(2).

dy x+y

Ejemplo 8.39. La ecuacién 2 = =y

Y = ux, con lo que nos queda

es homogénea. Para resolverla hacemos el cambio

, X+y x+ux 1+u
x-y x-—ux 1-u’

u+d—ux—
d Y

1-u du _ dx i6 ~ -
de donde, - =5 9% = “F que es una ecuacion de variables separadas. Integramos y obtene

mos la solucién:

1-u ,  (dx 1 ’ 3
fu2+1du—f7 = ln(x)+§1n(u +1)—arctan(u)—C.

Por dltimo, como u = f, la solucién es In(x) + % In (% + 1) — arctan (}_yc) =C.«

Ecuaciones de la forma y’ = f(ax + by +¢)

Distinguimos dos casos:

a) Sia o bson cero, entonces la ecuacién es de variables separadas.

b) En otro caso el cambio z = ax + by + c la transforma en una ecuacién de variables
separadas en x y z. Fijate que, como y = 4=, la ecuaci6n se transforma en z’ =

bf(z) +a.

Ejemplo 8.40. Las siguientes edos son ejemplos del primer caso

’

Yy
v =23,

que, como se puede ver, se resuelven facilmente utilizando que son ecuaciones en varia-
bles separadas. <

cos(3x + 1),

Veamos un ejemplo del segundo tipo.

Ejemplo 8.41. Para resolver la ecuaciéon y’ = cos(3x + y — 1), hacemos el cambio de
variable z = 3x + y — 1. Se tiene que y = z — 3x + 1 y, por tanto, la ecuacién se transforma
en



ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS METODOS DE RESOLUCION DE EDOS DE PRIMER ORDEN

’

! = — 4 = —Z =
Y =cosBx+y—-1) & z' =cos(z)+3 < cos@) 73
= i arctan(zse—n(z)) =k kel
V2 V2(cos(z) + 1)

Basta con deshacer el cambio para terminar. <

amx+bq y+C1
axx+byy+co

Ecuaciones del tipo v’ = f(
En estas ecuaciones M y N son lineales, pero no necesariamente homogéneas, y la ecua-
cion diferencial tiene la forma

(mx + by + c1)dx + (a2x + bpy + c2)dy = 0.

A la hora de resolverla, vamos a tener en cuenta como es el sistema de ecuaciones

mx+biy+c; =0
axx +byy+c =0
a) Sicy =cp =0, la ecuacién es homogénea y ya sabemos resolverla.
b) Siel sistema es compatible indeterminado, esto es, sia1b, = a2b, el cambio de variable
z = a1x + b1y transforma la ecuacién en una de variables separadas.
¢) Por altimo, si el sistema es compatible determinado, o sea, si a1b, # a2b1, entoces el
sistema tiene solucién tnica x = «, y = . El cambio de variable u = x —a, v =y - f8
transforma la ecuacién en
au + byo
’
v =f (— ,

aru + bryv
una ecuacién homogénea donde u es la variable independiente.
Ejemplo 8.42. La ecuacién diferencial

, [ 2x+y+1 2
v = 4x +2y -3

se corresponde al segundo tipo mencionado. El cambio de variable z = 2x+y la transforma
en

z+1\2
/: _2,
z (22—3)

que, integrando, tiene como solucién

_ 3 _
% 1n(14z 523 26)—91n(722—26z+17)—4—z:k,kelR.
98v2 |14z +5V23 — 26 7

49
Deshaciendo el cambio de variable, obtenemos la solucién que buscdbamos. «

Ejemplo 8.43. La ecuacién diferencial
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_x+y-3
Cx-y+1

’

y

es del tercer tipo mencionado anteriormente. Resolvemos el sistema

VS k=
x— y :1 7 }/ - ’ .
El cambio de variable (1, v) = (x—2, y—1) transforma la ecuacion diferencial en la ecuaciéon
, uU+v
v =
u—7o

que ya si es homogénea y, de hecho, ya hemos resuelto en el Ejemplo 8.39. «

Ecuacién de Bernoulli

Una ecuacion diferencial es una ecuacion de Bernoulli si tiene la forma
¥ +p()y = q(x)y"

donde 7 es un nimero real. Para resolverlas, utilizamos el cambio de variable z = yl‘”
que la transforma en una ecuacién diferencial lineal en z.

Algunas aplicaciones

Familias de curvas y trayectorias ortogonales

Dada una familia de curvas en el plano F(x,y,c) = 0, podemos encontrar una ecua-
cién diferencial que la represente a dicha familia. Para ello derivamos respecto de x y
eliminamos la constante c. En algunos caso, al derivar directamente desaparece c.

Ejemplo 8.44. La familia de curvas x? + y? = c es la solucién de la ecuacién diferencial
2x+2yy" = 0.«

En otras ocasiones es necesario realizar algunas operaciones mas para conseguirlo.

Ejemplo 8.45. Para obtener la ecuacion diferencial que verifica la familia de curvas
xy? = ce*, derivamos respecto de x y obtenemos que

y? + 2xyy’ = ce®
2
Usando que ¢ = "ELX/ se deduce que la ecuacién diferencial es de la familia de curvas es
v? +2xyy = xy?. <

Conocida la ecuacion diferencial de una familia de curvas, es facil plantear la que co-
rresponde a la familia de curvas que corten de manera perpendicular a todas las curvas
de la familia inicial. La pendiente de las curvas de la primera familia se pueden calcular
derivando de forma implicita. Si y’ = f(x, y), entonces las familia de trayectorias ortogo-
nales debe verificar iy’ = _f(xL,y)‘

—226—
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Desintegracién radioactiva

La actividad radioactiva de un elemento inestable como el carbono 14 es proporcional
a la cantidad de dicho elemento. Si M(t) denota la cantidad de atomos en un momento ¢
dado, la tasa de cambio viene dada por

M'(t) = -kM

donde k > 0 es la constante de desintegracién con un valor determinado para cada ma-
terial. Si resolvemos esta ecuacién obtenemos que la solucién general es M(t) = Ce ™ .
La constante C se puede calcular: evaluando para t = 0 obtenemos que C = M(0) es
la cantidad inicial de material. Para calcular la constante k de un determinado material
necesitamos una medicién para un tiempo ¢. Si, por ejemplo, conocemos la cantidad de
material al inicio (! = 0) y para un tiempo t = 3, podemos calcular k despejando en la
ecuacién M(3) = M(0)e~3k. Para el carbono 14, la constante es k = 0.000120968.

Datacion usando carbono 14

FALTA

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

En una ecuacién diferencial de orden n aparecen relacionadas la variable independien-
te y las n primeras derivadas de una funcién y. Dependiendo si podemos despejar la
derivada n-ésima, y(”), la escribiremos en forma implicita

Floy v,y ....y") =0,
o explicita
y(n) — f (x’ Y, y/’ y//’ ., y(n—l)) )

Un problema de valores iniciales o de Cauchy es una ecuacién diferencial junto con
algunas condiciones sobre el valor de la funcién incégnita en un un punto, esto es,

y(n) — f(x; Y, y/, ]/”/ ..., y(n—l))
y(x0) = Yo
¥ (x0) = ¥ (8.6)
Y Do) =y Y

Existencia y unicidad de solucién

Teorema 8.46. Consideremos el problema de valores iniciales (8.6). Entonces

a) Si f es continua en un entorno del punto (xo, Yo, y(’), e, yg")) entonces el problema (8.6)
tiene solucion.

Existencia de
solucién



Unicidad
de solucién
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b) Si f tiene derivadas parciales continuas, esto es, es de clase C', entonces el problema (8.6)
tiene solucion tinica.

Ecuaciones lineales de orden superior

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden 7 tiene la forma
1, ()Y + 2,1 ()Y + -+ ap(x)y = b(x).
Si ay(x) # 0, dividiendo por a,(x) obtenemos la forma estandar
Y + a1 )y + -+ ag(x)y = b(x). (8.7)

La ecuacién anterior es homogénea si b(x) = 0. Asimismo, dada la ecuacién diferencial
(8.7), la ecuacién homogénea asociada es

y(”) + an_l(x)y(n_l) 4o 4 an(x)y =0. (8.8)

El Teorema 8.46 tiene una expresion simplificada para ecuaciones diferenciales lineales.
El motivo es que la unicidad la obtenemos gratis. Para la existencia, necesitamos conti-
nuidad de las funciones a;.

Teorema 8.47. Sean > 2y sean ay, ai,..., ay : I C R — R funciones continuas, entonces
el problema de valores iniciales

an ()Y + a1 )y + -+ ag(x)y = b(x),
y(xo) =yo
y'(x0) =y (8.9)
y"Dixo) =
tiene solucion ninica en todo el intervalo 1.

Podemos aprovechar la linealidad de la ecuacién para estudiar el conjunto de solucio-
nes. Obsérvese que si tenemos dos soluciones y y z de (8.9), entonces restando

an ()Y + a,_1 )y + -+ + ag(¥)y = b(x)

1, (0)2" + 3,1 ()2 + -+ ap(x)z = b(x)
obtenemos que

ay(X)(y = 2" + 2,10y = 2)" D + -+ ag(x)y = 0

0, 1o que es lo mismo, la diferencia iy —z es solucién de la correspondiente ecuacién homo-
génea. Asimismo, la suma de dos soluciones de la correspondiente ecuacién diferencial

- 228 —
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homogénea también es solucién. Con esto en mente, podemos dar un primer paso para
encontrar la solucion.

Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales

El problema homogéneo
Dada la ecuacién diferencial lineal homogénea
a, (Y™ + a, 1 ()Y + -+ ag(x)y = 0, (8.10)
consideremos operador L definido como
LIyl = an(x)y™ + a1 (x)y" D + - + ap(x)y.

El operador L esta definido en el conjunto de las funciones de clase C". Con esta notacién,
la ecuacioén (8.10) se escribe de una forma mucho més simple: L[y] = 0.

Es muy facil comprobar que L es un operador lineal, esto es, que
a) L[cy] = cL[y], para cualquier c real y que
b) L[y + z] = L[y] + L[z], para cualesquiera par de funciones y, z.

;Qué funciones son solucién de la ecuacion (8.10)? Si recordamos la definicién de nu-
cleo de una aplicacién:

Lly] =0 & yeker(l)={y: Lly] =0}.

En otras palabras, el conjunto de las soluciones es un subespacio vectorial. Como ya sabes,
la mejor manera de expresar los elementos de un espacio vectorial es utilizar una base del
mismo, pero antes tenemos que averiguar cudl es su dimension.

Proposicion 8.48. El conjunto de las soluciones de
a, ()Y + a, 1)y + -+ ap(x)y =0 (8.11)

es un espacio vectorial de dimension n. Por tanto, si {y1, Y2, ..., Yn} s una base de dicho espacio,
la solucion general de la ecuacion (8.10) es

C1Y1 + Yz + - CplYn,

dondec;,i=1,2,...,n son niimeros reales arbitrarios.

El problema general
Pasamos ahora al problema general. Dada la ecuacién diferencial lineal
a, (Y™ + a, 1 ()Y + -+ ag(x)y = b(x) (8.12)

o, utilizando la notacién anterior, L[y] = b(x). ;Cudl es la solucién? Sélo tenemos que
fijarnos en que la diferencia entre dos soluciones de (8.9) es una solucién del problema
homégeneo para obtener la siguiente proposicion.
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Proposicion 8.49. La solucion de la ecuacion diferencial
a, ()Y + a, 1 ()Y + -+ ag(x)y = b(x)

se puede escribir de la forma y, + yy,, donde y, es una solucion particular de dicha ecuacion dife-
rencial e yy, es la solucién general de la ecuaciéon homogénea

an(x)y(”) + an_l(x)y(”'l) + - +ap(x)y = 0.

Independencia lineal de funciones

Definicién 8.50. Un conjunto de funciones {y1(x), y2(x), ..., yx(x)} es linealmente
independiente si las tinicas constantes cy, c3,..., ¢, para las que se cumple que

c1y1(x) + coy2(x) + -+ + cpyn(x) = 0 (8.13)
soncy =¢c=...=¢c, =0.
Si se verifica la ecuacion (8.13), sus derivadas, hasta orden n — 1, también se anulan:

a1y (x) + caya(x) + -+ + cnyn(x) = 0,
c1yy(x) + coy5(x) + -+ - + ¢y (x) = 0,
c1yy (x) + coyy () + -+ + ey () = 0, (8.14)

V@) + el V@ + -+l @ =o.

La existencia de constantes ¢; no nulas verificando el sistema de ecuaciones (8.13), (8.14)
depende del determinante

Ukt 2 . Yn
W, yo,oy =| 1 J2 (8.15)
ygn—l) y(zn—l) o y](qn—l)

Dicho determinante se suele llamar el wronskiano de {y1(x), y2(x),..., ya(x)}. Por tan-
to, si el wronksiano W(y1, vz, ..., yx) es distinto de cero, las funciones {y1, y2, ..., y} son
linealmente independientes.

Ejemplo 8.51. Sirqy r; son dos niimeros reales distintos, ;son las funciones ¢"* y e"2*
linealmente independientes? Comprobémoslo:

11X 12X et e (r1+72)x
W(e ,€ ): 71X :(7’2—7’1)3 #0/

r1€ rpe"?*

y, por tanto, son linealmente independientes. «
Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

En esta seccién vamos a ver como podemos resolver una ecuacién diferencial de la
forma
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y(n) + ﬂn—l]/(n_l) + ... aly’ + apy = b(x) (816)

Teniendo en cuenta la Proposicion 8.49, podemos escribir la solucién general como so-
lucién general = solucién particular + solucién general de la ecuacién homogénea
Vamos a estudiar cada caso por separado.

8.6.1 Resolucion de edos lineales homogéneas con coeficientes constantes
El conjunto de las soluciones de la ecuacién
vy +a, 1y gy +agy =0

es un espacio vectorial n-dimensional segtin la Proposicion 8.48. Para encontrar n solu-
ciones linealmente independientes vamos a utilizar el polinomio caracteristico de dicha
ecuacion.

Definicién 8.52. Consideremos la ecuacién diferencial lineal
vy 4, 1y D 4 gy = 0.
Llamaremos polinomio caracteristico de la ecuacién al polinomio Polinomio carac-
teristico

PA) = A" +a, A" L+ oo+ @A +ag.

Ejemplo 8.53. Aquitenemos algunas ecuaciones diferenciales con sus correspondientes
polinomios caracteristicos:

Yy +2y —y=2 P(t)y=t*+2t-1
3y” —y=2cos(x) P(t)=3t>—-1
y"'—y'-e"=0 P(t)=1 -1«

Teorema 8.54. La funcién e’ es solucion de la ecuacion diferencial
vy +a, 1y - 4 agy = 0.

si, y s6lo si, v es raiz del polinomio caracteristico P.

Ademds,

a) Sires una real y simple de P, entonces la funcion e™ es solucion de la ecuacion y sirq y
12 son dos raices reales distintas, e y e"* son linealmente independientes.

b) Sires una raiz real con multiplicidad m, entonces las funciones e, xe’™, xZe™ . xmlerx
son soluciones linealmente independientes.

c) Sia =+ ib son un par de raices complejas conjugadas simples de P, entonces las funciones
e™ cos(bx) y e sen(bx) son soluciones linealmente independientes.

d) Sia +ib son un par de raices complejas conjugadas de P con multiplicidad m, entonces
las funciones

m—leax

e™* cos(bx), xe™ cos(bx),...,x cos(bx),

e™ sen(bx), xe™ sen(bx), ..., x"1e™ sen(bx),
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son soluciones linealmente independientes.

Este teorema nos da tantas soluciones independientes como grado tenga el polinomio
caracteristico que forman, por tanto, una base del subespacio de soluciones.

Ejemplo 8.55. Vamos a calcular la solucion general de la ecuacién vy — " — 2y = 0.
El polinomio caracteristico es 2—-x-2 cuyas raices son —1 y 2. Por tanto, la solucién
general es

y= c1e” + e, 01, m eR. <

Ejemplo 8.56. Resolver el problema de valores iniciales

yll _ yl _ 2 - 0’
y(0)=1,
y'(0) =0.

Sabemos que la solucién general es y = c1e* + coe™. Si sustituimos las condiciones ini-
ciales nos queda el sistema

cp+c=1 1 2
= (1 =7,0=—<.
2c1—c =0 3’ 3
Por tanto, la solucién es y = %ezx + %e‘x .4

Solucién particular de edos lineales con coeficientes constantes

Vamos a comentar dos formas de buscar una solucién de una ecuacién diferencial li-
neal con coeficientes constantes. El primero de ellos consiste en buscar soluciones de una
forma muy concreta. Es rapido y facil de usar, pero sélo se aplica a algunos casos. El
segundo es completamente genérico y se puede aplicar a ecuaciones arbitrarias.

Método de coeficientes indeterminados

Consideremos la ecuacién diferencial

y(”) + aly(”_l) +-aym1y +ayy = b(x). (8.17)
a) Si b(x) = sen(rx) o cos(rx), entonces buscamos soluciones de la forma
yp = Asen(rx) + B cos(rx).
b) Si b(x) = €™, entonces buscamos soluciones de la forma
yp = Ae"™.
¢) Si b(x) = senh(rx) o cosh(rx), entonces buscamos soluciones de la forma
yp = Asenh(rx) + B cosh(rx).

d) Sib(x) = x™, entonces buscamos soluciones de la forma



ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

yp =Ag + Ax + Apx? + -+ A

Ejemplo 8.57. FALTA «

Método de Lagrange o de variaciéon de pardametros
En el apartado anterior hemos resuelto la correspondiente ecuacién homogénea
vy +a, 1y Y+t ay +agy = 0.

Supongamos que tenemos que el conjunto {y1, ¥2, - - - ¥} es una base del conjunto de solu-
ciones de la ecuacién homogénea. Entonces sabemos que cualquier solucién de la ecua-
cién homogénea es de la forma

c1y1(x) + cay2(x) + - - + cpyn(x).

El método de variacién de parametros consiste en buscar una solucién de la ecuacién
(8.16) sustituyendo las constantes “c;” por funciones derivables (realmente n veces deri-
vables) v;(x). Es decir, buscamos una solucién de la forma

Yp = v1(0)y1(x) + 02(0)y2(x) + - - - + 0 () Y (%)

que verifique (8.16).

Evidentemente considerar funciones arbitrarias v; da un gran grado de libertad. Vamos
a imponer condiciones adicionales sobre las funciones de forma que el resultado esté lo
mas determinado posible.

Consideremos la derivada de la funcién y,,

n n
’_ 1/ ’o
= 2o+ Lo
=1

=1

e imponemos que v;.yj = (. Asi obtenemos que
=1

n

vy =Y o)

j=1
Si derivamos otra vez obtenemos

n n
"o ’” ’.
Y = vayf + vayf'
1 j:l

j=

Si ahora imponemos que ) v}y =0 tenemos que
=1

n

vy =Y o)

=1



ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Si este proceso de derivar e imponer que una parte de la derivada vale 0 lo repetimos
hasta un total de (n — 1) veces obtenemos que, parak =0, 1,..., n — 2 se tiene que

n
(k) _
vy = (8.18)
=1
y,parak=0,1,..,n -1, se tiene
(k) _ (k)
Yp = Zv]y] )
j=1

Si derivamos una vez més tenemos que

n
Y = Zv, (n-1) Zvjy?ﬂ_
=1

Finalmente exigimos que la funcién y, satisfaga la ecuacion (8.16) se tiene que

b(x) = yp a, 1y§,” R a1y, + aoYy
n n n
o N (7 R L) P P S Y
':1 j:1 j:1 j:1

= z;’ (”1+Zv](y +an_y 1)+---+511y;.+aoy]-).
J=

Pero, para j =1,2,---n, y; es solucién de la ecuacién homogénea, es decir

(n=1)

y ) ¥ a,_ 1Y +---+u1y;+a0y]-:0

y se obtiene que
b(x) = Z v;yg.”_l). (8.19)

Por otra parte el conjunto de funciones {y1, y2,- - - y,} es un conjunto linealmente inde-
pendiente y entonces el sistema formado por la ecuacién (8.19) y las n — 1 ecuaciones
(8.18) tiene solucién tinica que se resuelve por el método de Cramer. Asi obtenemos las
funciones v}, v),..., v;,. Calculando primitivas obtenemos vy, vy,..., v

En el siguiente resultado resumimos todo el desarrollo anterior.

Teorema 8.58. Sean ag, ay,..., a, niimeros reales y consideremos la ecuacion diferencial
vy +a, 1y Y 4k ay +agy = b(x), (8.20)
donde b : I C— R es una funcion continua. Entonces

Yp = 01(0)y1(x) + 02(X)y2(x) + - - + U (X) Y (x)
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es una solucion particular de (8.20) donde y1, ya,..., Yn son n soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion homogénea y v; son funciones cuyas derivadas son soluciones del

sistema’
Y1 Y2 Yn
Vi ¥ Y
-1 :—1 :—1
yY ey y

Ejemplo 8.59. Consideremos la ecuacién diferencial y

v 0
v, 0
U, b(x)
" +y = tan(x).

Primero buscamos la solucién general de la correspondiente ecuacién homogénea y"” +
y’ = 0. El polinomio caracteristico de la ecuacién es p(A) = A3 + A = A(A? + 1). Igualando
0 el polinomio caracteristico obtenemos como soluciones A = 0,A =iy A = —i y obtene-
mos que una base del conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea es el conjunto
{1, cos(x), sen(x)}. Ahora buscamos una solucién particular de la ecuacién y””” +y’ = tan(x)
por el método de variacién de pardmetros. Es decir, buscamos una solucién particular de

la forma

Yp(x) = v1(x) + 02(x) cos(x) + v3(x) sen(x)

y las funciones a encontrar, v, v» y U3 verifican el sistema siguiente (no exactamente ellas,

sino sus derivadas)

v} (x) + v5(x) cos(x) + v5(x) sen(x) = 0

Aplicando el método de Cramer obtenemos que

0
0

tan(x)

- v5(x) sen(x) + v}(x) cos(x) = 0

- v}(x) cos(x) — v5(x) sen(x) = tan(x)

cos(x)

—sen(x)

—cos(x)

sen(x)
cos(x)

—sen(x) _ tan(x)

= tan(x),

o)) = ==

0
0

cos(x) sen(x)

—sen(x)  cos(x)

—cos(x)

0
0

— tan(x)

sen(x)
cos(x)

— sen(x)

— sen(x)

v5(x) =

o O o O =

cos(x)
—sen(x)

— cos(x)

sen(x)
cos(x)

—sen(x)

1

= —sen(x),

3 Observa que el sistema tiene solucién tnica ya que el determinante viene dado por el wronskiano de

{y1, ..., yn} que es distinto de cero.
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y
1 cos(x) 0
0 —sen(x) 0
,,n_ 10 —cos(x) tan(x) _
vy(x) = T cos() sen(x) = —sen(x) tan(x).
0 —sen(x) cos(x)
0 —cos(x) -—sen(x)
Integrando las tres funciones tenemos que v1(x) = —log|cos(x)|, v2(x) = cos(x) y v3(x) =

sen(x) — log | tan(x) + sec(x)|.

Finalmente la solucién general de la ecuacién y'”

+ 1y’ = tan(x) serd

y(x) = c1 + c2 cos(x) + c3 sen(x) — log | cos(x)| + cos?(x) + sen?(x)
— sen(x) log | tan(x) + sec(x)|

= c1 + ¢z cos(x) + c3 sen(x) — log | cos(x)| — sen(x) log | tan(x) + sec(x)|. <

Veamos otro ejemplo.
Ejemplo 8.60. Calcular la solucién general de la ecuacion

ex
" 2 ’ + ——
Yy y+y==
Como antes, lo primero que hay que hacer es buscar la solucién general de la ecuacién
homogénea correspondiente; en este caso y”’ — 2y’ + y = 0. El polinomio caracteristico es
p(Ad) = A2=2A+1 = (A-1)2. La tinica solucién de " -2y’ +y = Oes A = 1 con multiplicidad
2y por tanto una base del conjunto de soluciones es la formada por las funciones {e*, xe*}.
Consideremos ahora una solucién particular de la ecuacién diferencial de la forma

Yp(x) = vi(x)e” + va(x)xe”,
y le exigimos
vy (x)e* + vy (x)xe” =0

X
vi(x)e* + vy (x)(x + 1)e* = e;‘

Considerando el anterior sistema como un sistema de Cramer, con incégnitas {0/ (x), v}(x)}
resolvemos

0 xe*
, e/x  (x+1)e —e?
l( ) = X X - "o _1'
xe e
e (x+1)* ’




8.7
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et 0 )
X X 2x
v5(x) = ¢ el L 1/x.

e* xe* ‘ T xex

e (x+1)*

Integrando tenemos que v1(x) = —x y que v2(x) = log|x| y la solucién general queda
ae* + bxe* — xe* + log |x|xe”,

cona,belR «

Ejercicios

Ejercicio 8.1. Decidir el orden las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias y si son

lineales o no.

a) (1 -x)y"” —4xy" + 5y = cos(x),
& dy\*

b) xd—g—(%) +y=0,

Q) t5y(4) - By’ +6y =0,

d) 2275’ +% + u = cos(r + u).

Solucién 8.1.

a) Tiene orden 2y si es lineal.

b) Es de orden 3 y no es lineal.

c) Esde orden 4y si es lineal.

d) Es de orden 2 y no es lineal.

Ejercicio 8.2.  Decidir si las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales o no en
alguna variable.

a) (y> - Ddx+xdy =0,

b) udv + (v + uv — ue*)du = 0.

Solucién 8.2.
a) Eslinealenx: (> + 1)x’ +x =0
b) Es lineal en v: uv’ + (1 + u)v = ue*

Ejercicio 8.3. Comprobar que la funcién indicada es solucién de la correspondiente
ecuacion diferencial.
a) 2y +y=0,y=e
b) ¥2+ (y')? =1; y = cos(x).

—x/2
4

Solucion 8.3.

a) Sustituimos y = ¢™*/2

en la ecuacién dada y nos queda
-1
2 +y = 2(?)6_"/2 +e 2 =0.

b) Sustituimos y = cos(x) en la ecuacién dada 2 + (y')? = 1
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yz + (y')z = cosz(x) + sen(x)2 =1.

Ejercicio 8.4. Decidir si las siguientes ecuaciones diferenciales son ordinarias o en de-
rivadas parciales y cudl es su grado y orden.

a) y' +X2+ () =y,
b) x23y+t29y =0,
02
) axz + atZ - tx3/
d) x? +y" + (y’)3 = xy,
e) v +xt+4x2y* =0

Solucién 8.4.

a) Es una edo con orden es 2 y grado 1.

b) Es una ecuacién en derivadas parciales.
¢) Es una ecuacién en derivadas parciales.
d) Esunaedo de orden 2y grado 1.

e) Esunaedo de orden y grado 1.

Ejercicio 8.5. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
a) dx+3dy =0,

b) x(1 + y)dx + x3(1 — y)dy = 0,

c) 3x+y =0,

d) 2x+3)y +xy=0.

Solucién 8.5.
a) Se trata de una ecuacién diferencial con variables separadas.

fdx+3fdy=C = x+3y=C

b) Dividimos ambos sumandos por x*(1 + ) y asi se convierte en variables separadas:

1 -y, 1 -y,
x2dx+ 1+ydy—0=>—x+f ydy—C

Por tanto, la solucién general es:
_1_y+21n|1+y|:c = 1+y—211’1|1-|']/|:
x x
¢) Escribimos la ecuacién de la forma 3xdx + dy = 0, que es de variables separadas.

3fxdx+fdy:C = §x2+y:C.

d) Escribimos la ecuacién de esta forma equivalente:
xydx+(2x—-3)dy =0

que es de variables separadas sin mas que dividir por (2x — 3)y, y entonces

dy dy
2x—3d +?_0:>f2x 3d +fy C.
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La solucién general es:

x 3
5 - 7nRx-3+n|y[=C

Ejercicio 8.6. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales
a) ¥ +1y=3x

b) v +xy= xe 12,
Q y=x+y,
d) v + ycos(x) = sen(x) cos(x),

cos(x)

&)V - mmy= 4sen?(x).

Solucién 8.6.
a) La ecuacién es lineal. Para resolverla, si a(x) =
factor:

1
xl

exp (fa(x) dx) = f}l—cdx = exp (In(x)) = x.

La ecuacién nos queda:

multiplicamos la ecuacién por el

xy +xy=3x> = (xy) =3x* = xy= f(3x2)dx =x*+C

Por tanto, la solucién general es: y = x> + %
b) Sea a(x) = x; entonces multiplicamos la ecuacién por el factor:

exp(fa(x)dx) = fxdx = exp(x;).

La ecuacién nos queda:

2
X
ex2/2y1+x€x2/2y:x — (ex2/2y)r -y = exZ/Zy: fxdx: 3_'_C

Por tanto, la solucién general es: y = e/ (% + C).
c) Si escribimos la ecuacién de esta forma y’ — y = x, entonces a(x) = -1, por lo que el
factor por el que multiplicamos la ecuacién es: exp(—x). La ecuaciéon nos queda:

ey —eFy=xet = (¢TFy) =xeF = eFy= fxe‘xdx =— (x+1)+C

Por tanto, la solucién general es: y = —(x +1) + Ce*.
d) Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea. Esta es de variables separadas.

Y +ycos(x) =0 y? = —cos(x) & y=ke ™ keR.

/

Ahora buscamos una solucién particular de la ecuacién diferencial. Para ello multi-
plicamos la ecuacién por "™, Nos queda que

(ye*™ ™Y’ = sen(x) cos(x)e*e@,
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Integrando por partes

s = f sen(x) cos(x)e*™™ dx = (sen(x) — 1) 5"
= y =sen(x) -
La solucién general de la ecuacion diferencial es

y=ke ™ 4 sen(x) -1, k e R.

__cos(x) .
~sen(x)

P (f = dx) - P (_ f zeorsl((z)) dx) = exp (~In(sen(x)) = sei(x)'

La ecuacién nos queda:

e) Seaa(x) = ; entonces multiplicamos la ecuacién por el factor:

1, cos(x) _ (

sen(x) sen2(x)

y) = 4sen(x)

sen(x)

y= f 4 sen(x)dx = —4 cos(x) + C

sen(x)
Por tanto, la solucién general es: y = —4 cos(x) sen(x) + C sen(x).

Ejercicio 8.7. Resolver las ecuaciones diferenciales exactas
a) x?(3y? + Ddx + y(2x® + y)dy = 0,

b) ycos(x)dx + sen(x)dy =0,

c) (sen(xy) + xy cos(xy)) dx + x? cos(xy)dy = 0.

Solucién 8.7.
a) Comprobamos, en primer lugar, que la ecuacién

@y + 1dx + yx° + y)dy = 0

es exacta. Para ello, llamamos M(x, y) = ¥*(3y? + 1) y N(x, y) = y(2x> + y). Calculamos
las correspondientes parciales
OM(x, IN(x,
(x y):6xzy: xy)
dy ox

Por tanto, es exacta, es decir, existe un potencial F(x, y) tal que

JdF(x,y) JF(x, y)
ox Ay

=M, y) y

= N(X, }/)

y la solucién general sera F(x,y) = C
Comenzamos con la primera igualdad, de la que se deduce que

F(x,y) = f M(x, y)dx = f 23y + 1) dx = %3(33/2 +1) + f(y)

y obligamos a que x y ) =N (x,y) = 2x%y + 12, plantedndose la siguiente igualdad
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x 4 3 2 ’ 2 y3
TEN+fy)=2y+y* = fy =y = fl=F+C

Por tanto, la solucién general es

3 3 3
3 3 3

3
3(3y2+1)+y§+C:C’ = 3(3y2+1)+ =K

b) Es facil comprobar que la ecuacién y cos(x)dx + sen(x)dy = 0 es exacta. Sea F un poten-
cial de la ecuacioén, entonces

OF(x,
(83; D ycos(x) = F(x,y) = fyCOS(x) dx = ysen(x) + f(y)

JdF(x,y)
Iy

Como = N(x, y) = sen(x), tenemos que

sen(x) + f/(y) = sen(x) = f(y) = C.

La solucién general es ysen(x) = K.
¢) Se puede comprobar que la ecuacién diferencial es exacta. Sea F un potencial de la
ecuacion. Entonces

F(x,y) = fN(x, ydy = fo cos(xy) dy = xsen(xy) + f(x).

Como

IF(x, y)
ax

y, por tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es x sen(xy) = C.

= sen(xy) + xy cos(xy) + f'(x) = M(x,y) = f'(x)=0

Ejercicio 8.8. Resolver la ecuacién diferencial (x+y2)dx —2xydy = 0 utilizando un factor
integrante que s6lo dependa de la variable x.

Solucién 8.8. Comprobemos que no es exacta:

IM(x,
M, y)=x+y> = 2 =2y

dy

3 IN(x, )

N(x,y) = -2xy = % -
Pero como
oM _ N

R

N  2x x’

podemos considerar el factor integrante

u(x) = exp (— f % dx) = exp (-2In(x)) = exp (ln(%)) = % .

Multiplicamos la ecuacién por dicho factor integrante y obtenemos la siguiente ecuacion
que, ahora, si es exacta:
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1 yz 2y 3
(x+x2)dx xdy—O.

Aplicamos el método para la resolucién de ecuaciones diferenciales exactas. Sea F un
potencial de la ecuacién:

JoF , 1 2 )
((;;y) — ; + Z—z - F(x,y) zln(x)_ y; +f(y)

oF(x,y) _ 2y o 2y )
ay C x o x HfWE = fw=c

La solucién general es: In(x) — y; =K.

Ejercicio 8.9. Resolver la ecuacién diferencial 2xy In(y)dx + (xz + 1241+ yz) dy = 0 uti-
lizando un factor integrante que s6lo dependa de la variable y.

Solucién 8.9. Veamos, en primer lugar, que no es exacta:

IM(x,y)
M(x,y) = 2xy In(y) = 3y =2x(In(y) + 1)
JON(x,
N(x,y) = (x2 + 121+ yz) = g; 9 = 2x.
Como
N _ oM
ox dy -1
My’

podemos considerar el factor integrante

H(y) = exp (— f %dy)=eXP (—1H(X))=exp(ln(}/)): é

Multiplicamos la ecuacién por dicho factor integrante y obtenemos la siguiente ecuacién
que, ahora, si es exacta:

2
2x ln(y)dx+(%+y 1+y2) dy=0

Sea entonces F un potencial de la ecuacioén:

IF(x, y) oyl _ 21
L - 2xIn(y) = Flxy)=x"In(y) + f(y)
(9F(x,y) x2 xZ x2
=—+yJl+y2 = —+f(y)=—+y/1+1?
Gy oy TNtV y TW =yt
: 2 1+ )
= fW=yyl+y" = f)=—7"""+C
iy 2 (L+y2)°2
La solucién general es: x” In(y) + = K.
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Ejercicio 8.10. Resolver las ecuaciones diferenciales
a) ydy + (2x = 3y)dx =0,
b) x?dy + (xy — y*)dx =0,
o) (* + y?)dx + xydy = 0.
d) (x* — y?)dx + x>dy = 0.

Solucién 8.10.
a) La ecuacién ydy + (2x — 3y)dx = 0 es homogénea de grado 1; por tanto, hacemos el

b)

cambio de variable y = ux y nos queda dy = xdu + udx. Sustituimos en la ecuacién
dada y agrupamos coeficientes:

(xu® + 2x = 3xu)dx + x*udu =0 = (u® — 3u + 2)dx + xudu = 0.

Esta dltima es de variables separadas, ya que nos queda dividiendo en ambos miem-
bros por x(u? — 3u + 2):

dx
” 3 du—O = f fuZ du—ln(C)

Resolvemos la segunda integral (descomposicion en fracciones simples) y la solucion
general es:

In(|x[) + ln((b;__zl)z) =In(C)

que podemos escribir asf:

(M 2)?
u—1

y deshaciendo el cambio u = y/x, la solucién es (yy x)z =C.

La ecuacién x?dy + (xy — y?)dx = 0 es homogénea de grado 2. Seguimos los mismos
pasos que en el apartado anterior y llegamos a la siguiente ecuacion:

(2u — u?)dx + xdu =0 ,donde u = y/x

: . dx du  _
que es de variables separadas: ©* + 5= =0
Entonces la solucién general es

In(|x|) + f % = In(C).

Integrando y deshaciendo el cambio de variable tenemos:

u:C:x Y

u-—2 y—2x:C'

Volvemos a encontrarnos con una ecuacién diferencial homogénea de grado 2. Proce-
demos de igual forma que en los apartados anteriores para llegar a la siguiente ecua-
cion:

u? + 1)dx + uxdu = 0, donde u = %
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que también es de variables separadas. resolvemos la ecuacién y la solucién general

es:
[ 22
x4l+lzzC.
x

d) La ecuacién (x*> — y?)dx + x>dy = 0 es homogénea de grado 2. Aplicamos el método
para este tipo de ecuaciones y llegamos a la siguiente ecuacién de variables separadas:

(1—u?+u)dx +xdu=0 ,donde u = y/x

cuya solucién general (deshaciendo el cambio) es

(Zy + (V5 - 1)x]
(V5 + 1)x — 2y

In(x) + L In

V5

Ejercicio 8.11. Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial
Yy ) ’ ( ]/)
el — =+ x.
xsen(x Yy = ysen . X

Solucién 8.11. Veamos que la ecuacién diferencial es homogénea. Si la ecuacién la
ponemos como

Nay - y _
xsen(x)dy (ysen(x)+x)dx 0

tenemos que M(x, y) = —(y sen(%) +x) y N(x,y) = xsen (%) Es claro que ambas funciones
son homogéneas de grado 1 y entonces la ecuacién es homogénea como habiamos dicho.
En este caso el cambio u = y/x la convierte en una ecuacién de variables separadas. Si
u = y/x, entonces y = ux y dy = udx + xdu. Sustituyendo tenemos

2

x sen(u)(udx + xdu) = (xusen(u) + x)dx = x“sen(u)du = xdx

= sen(u)du = dx/x = —cos(u) = In(x) + c.

Deshaciendo el cambio de variable, tenemos que la solucién general es —cos(y/x) =
In(x) + c.

Ejercicio 8.12. Resolver las ecuaciones diferenciales
a) (x+y)dx+Bx—-2y+1)dy =0,
b) x+y+1dx—(x—y+1)dy=0.

Soluci6én 8.12.

a) La ecuacion (x + y)dx + (3x — 2y + 1)dy = 0 es reducible a homogénea. Calculamos la
interseccién de las rectas x+y = 0 y 3x—2y+1 = 0 y obtenemos el puntox = -1/5, y =
1/5. Usamos entonces el cambio de variable

1
u=x+5 = x=u-

Qi — Q1| =

1
v=y-g = y=v+
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b)

Sustituimos en la ecuacién dada y obtenemos la ecuacién homogénea de grado 1 si-
guiente:

(u +v)du + Bu — 2v)dv = 0.

Entonces, haciendo el cambio z = v/u llegamos a la ecuacién de variables separadas:

du 2z-3

4-z)du+u(3-22)dz=0 = 7+ Z_4dz=0.

Integramos y la solucién (en u y z) es: 2z + In (u(z — 4)5) = C. Deshacemos todos los
cambios y la solucién general de la ecuacién inicial es

5x 20y + 5\’
2 ot +1In (x+1) S A =C
5y-1 5 5y-1
La ecuacion (x + y + 1)dx — (x — y + 1)dy = 0 es reducible a homogéneas. El punto de

cortede lasrectasx +y+1=0,x —y+1=0es (-1,0), asi que el cambio de variables
que hacemos es

u=x+1—= x=u-1
v=y = Yy=v
Sustituimos en la ecuacién dada:
u+v)du—-(u—-0v)dv=0
que es homogénea de grado 1. Volvemos a aplicar el cambio v = zu y la ecuacién se
reduce a una de variables separadas:
du

z—-1
A+2)du—u(l-2dz=0 = 7+mdz—0.

3
La solucién general es:% +1n ( (x(f ;1)1)2) =C.

Ejercicio 8.13. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
b)
<)
d)
e)

Yy =1+e*
yy' =-x
y/ — ex—y

(% + y?)dx + xydy =0
(x+y)dx + (x+y2)dy =0,

Solucién 8.13.

a)

b)

La ecuacién i’ = 1 + ¢* es de variables separadas:

2X
dy = (1+e*)dx = y:f(1+e2x)dx:x+%+c.

La ecuacién yy’ = —x es de variables separadas:

2
X
r_c
32

NS,

ydy +xdx =0 = fydy+fxdx=C =

La solucién general se puede escribir como x* + y* = K.
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. d - .
¢) La ecuacién % = ¢*7Y es de variables separadas:

dyze—dx = dldy=e'dx = e/ =¢"+C
ey

d) La ecuacién (x? + y?)dx + xydy = 0 es homogénea de grado 2. Hacemos el cambio
Y = ux y nos queda:
(% + 1?x®)dx + ux®(udx + xdu) =0 = (1 + 2u?)dx + xudu = 0

Esta dltima es de variables separadas:

u
1+2

1 1 ’
;dx+ uzduzo = ln(x)+11n(1+2u)=C.

4[x2+42y2

Deshaciendo el cambio (1 = y/x), la solucién general es: x =C.

2
e) La ecuacion (x + y)dx + (x + yz)dy = 0 es una ecuacion diferencial exacta:

IM(x,y) |- IN(x,y)
dy  ox

Sea F el potencial de la ecuacién; entonces

JF(x, )
S;y) =Mx,y)=x+y = F(x,y):f(x+y)dx:%+yx+f(y)

Ahora, como ap;_;;,y) = N(x, y) tenemos que

3
x+fy=x+y* = fy =y = f(y)=%+c.

‘4 .22 v o_
Luego, la solucién generales: 5 +xy + 5 = K.

Ejercicio 8.14. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) (2xe¥ +e¥)dx + (x> + 1)e¥dy = 0,

b) yy'+x=0; y4)=3

c) 2x? Z—Z =3xy +y% y(1) =-2

d) y'+2y=e*

e) xdy + ydx = sen(x)

Solucién 8.14.
a) (2xe¥ +e¥)dx + (x* + 1)e¥dy = 0
Se trata también de una ecuacion diferencial exacta. En efecto:

OM(x, IN(x,
&) o - NG Y)
dy ox
Sea entonces F el potencial de la ecuacién; por tanto
JF(x,y)
_— = Y X
E M(x,y) = 2xe’ +e

F(x,y) = f(ery +e)dx = x2eV + e + f(y)

_246_
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b)

d)

Ahora, como aFg;’y) = N(x, y) tenemos que

B+ fly) =Rl vl = fy) = = fy)=e+C

Luego, la solucién general es : (x> + 1) e/ + ¢* = K.
yy' +x=0, y(4) = 3.
Se trata de un problema de valores iniciales. En primer lugar integramos la ecuacién
diferencial, que es de variables separadas, y después obligaremos a que la solucién
y(x) pase por el punto (4, 3).
T

ydy +xdx =0 = E+7:C — 2+ =K
Las curvas integrales son las circunferencias de centro (0, 0). Sustituimos el punto (4, 3)
para encontrar el valor concreto de K, y tenemos que K = 25. Por tanto, la solucién
particular es: x? + y* = 25.
ZxZZ—)yc = 3xy + y?
Es una ecuacién homogénea de grado 2. Sustituimos y = ux en la ecuacion:

(Bxy + yz)dx - 2x2dy =0 = (3x2u + xzuz)dx - 2x2(udx +xdu) =0
dx 2
:> _—
X ul+4u

du = 0.

La ecuacién a la que hemos llegado es de variables separadas. Integramos y deshace-
mos el cambio:

2
u ):C:M_

1n(x)—21n(u+1 =k

Yy +2y=e*
Esta ecuacion es lineal en y donde la funcién que acompania a la variable y es a(x) = 2.
Entonces, multiplicamos la ecuacién por exp( f 2dx) = ¢* y obtenemos

Xy 425y =¢" = (@ y) =¢ = Fy=e+C

Por tanto, la solucién general es: y = ™ + Ce™%,
xdy + ydx = sen(x)
Si la escribimos asi: xy” + y = sen(x) es facil reconocerla ya que

(xy) =sen(x) = xy = f sen(x)dx = —cos(x) + C

Por tanto, la solucién general es: y = %S(x) + <.

Ejercicio 8.15. Calcular las trayectorias ortogonales a las siguientes familias de curvas:

a)
b)
<)
d)

v+x2=c
y:cx2

— X
Y=1x
xy=c

Solucion 8.15.
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a) Derivamos la ecuacién 2yy’ + 2x = 0 y sustituimos y’ por ;—,1 Nos queda entonces la

b)

<)

d)

ecuacion:

-2
y—,y+2x:0 = —y+xy' =0 = —ydy+xdx=0.

Y esta tiltima es de variables separadas:
es

dx , —dy _ . 2
%+~ = 0. Integramos y la solucién general

1n(§)=c — y=Kx

Derivamos la ecuacién y sustituimos la constante ¢ = y/x?. Entonces
2 1 -1 2
Yy =2cx = Yy = il (Cambio: y' —» —=) = — = i)
x y y x
La ecuacién que obtenemos es de variables separadas: xdx+2ydy = 0. Las trayectorias
ortogonales son x? + 2y* = K.
Derivamos la ecuacién y sustituimos la constante ¢ = -1/ 2, expresion que hemos
despejado de la propia ecuacién. Entonces

yl-cx)=x = yQ-x)—cy=1 = y’§+%y:1.

Hacemos la sustitucién y” — —% y tenemos

—x/ +1 =1 = —x+y =y = x+y-1)y' =0 = xdx+(y-1dy=0.
vy oy

La dltima ecuacién a la que hemos llegado es de variables separadas. Asi que la familia

de trayectorias ortogonales es x? — 2y + y* = C.

Derivamos la ecuacién : y + xy’ = 0. Sustituimos y’ — —% y la ecuacion final es

y_ﬁ—o = yy' —x=0 = xdx—-ydy =0.

S =

Es también de variables separadas, asi que la familia de trayectorias ortogonales es
2_ .2
x> -y =C

Ejercicio 8.16. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de grado 2

a)
b)
<)
d)
e)
f)

y"=3y"+2y=0

y' =y

9y” =30y’ +25y =0

y" -4y’ +13y =0
y”+3y"~4y=0,y0)=2,y'(0) = -3
y"+4y=0,y(n/6)=1,y'(1t/6) =0

Solucién 8.16.

a)

El polinomio caracteristico es t> — 3t + 2 y sus raices son 1y 2. Por tanto, la solucién
general es

{cle" +ce?: ¢, € ]R}.

_248_
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b) El polinomio caracteristico es 2 -1 y sus soluciones son +1. Por tanto, la solucién
general es

{cre’ +ce™:  ¢1, 2 €R}.

c) Elpolinomio caracteristico es 9> — 30t +25 cuya tinica solucién es 2 (con multiplicidad
2). Por tanto la solucién general es

5 5
{c1esx +cxe3*: ¢, € ]R}.

d) El polinomio caracteristico es t> — 4t + 13 que tiene como raices 2 + 3i. Por tanto la
solucién general es

{clezx cos(3x) + e sen(3x): ¢, &2 € IR} .

e) Las soluciones del polinomio caracteristico, 2+3t—4sonl y —4. Por tanto la solucién
general de la ecuacién es cie* + coe™*, con ¢y, ¢ reales arbitrarios. Si imponemos las
condiciones iniciales, obtenemos el sistema

y0)=c1+cp=2
Y (0)=c1—4c=-3

cuya solucién es c; = ¢ = 1. Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales es
la funcién e* + ™%,

f) Como las soluciones del polinomio caracteristico son +2i, la solucién general de la
ecuacion diferencial es c; cos(2x) + c2 sen(2x). Si imponemos las condiciones iniciales,

obtenemos que
Tt
( ) = clcos( )+czsen(§) =1

( ) - 201 sen(§)+2czcos(z) =0,

3
cuya solucién es c; = %, c»

A O\I:l

o

(® Ejercicio 8.17. Sea f : R — R una funcion derivable verificando que f(0) = m y que
fx) = flx) =
a) Calcular el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f centrado en cero.
b) Estudiar la convergencia de dicha serie.
c) Calcular explicitamente la funciéon f cuando m = 1.
d) Resolver el problema de valores iniciales " = y — 2x, y(0) = 1.

Solucién 8.17.
a) Vamos a comenzar calculando la derivada n-ésima de la funcién f en el origen

f(x) = flx) —2x = f'(0)=m,
fre) = (@) -20) = f()-2=f()-2x-2 = f'(0)=m-2,
(%) = f"(x) = f7(0)=m-2
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y, en general, f™(x) = f”(x) y f(0) = m — 2 para cualquier n > 2. Por tanto, el
desarrollo de Tayor es

(0 -
an'( ) :m+mx+2mn'2x”

n>0 n>2

[o0]

x?’l
y usando que E —=e
n!
n=0

X

=me* —2(" —1—-x)=(m—2)e" +2+2x.

b) La serie es convergente en todo IR. Es el desarrollo de la funcién exponencial.

c) Sim=1, f(x) =2+2x —e¢".

d) Podemos resolver la ecuacién diferencial o usar que la solucién del problema de va-
lores iniciales es tinico y que la funcién f verifica el problema de valores iniciales
exigido.

Ejercicio 8.18. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de grado 2
a) y” +y = tan(),

b) y” -y — 6y = cos(3x),

Q Yy +2y +2y=x>-1,

d) v -y =¢e5y(0)=0,y(0) =1,

e) y' —y=x,y(0)=0,y(0) =1.

Solucién 8.18.

a) Sabemos que la solucién general se obtiene calculando la solucién general de la co-
rrespondiente ecuacion lineal homogeneizada y suméandole una solucién particular
de la ecuacién (sin homogeneizar) que obtendremos por el método de variaciéon de
constantes.

Para obtener una solucién particular de la ecuaciéon y”’ +y = 0 calculamos el polinomio
caracteristico y le calculamos las raices. P(1) = A2+1 = 0 que da como soluciones A = i
y A = —i. Esto produce las soluciones v1(x) = cos(x) y v2(x) = sen(x).

Por otra parte el método de variacién de constantes nos dice que tenemos que buscar
una solucién particular de la ecuacién diferencial de la forma c;(x) cos(x) + c2(x) sen(x)
donde c1(x) y c2(x) son funciones que son solucién del sistema de ecuaciones

c}(x) cos(x) + c5(x) sen(x) = 0
— ¢} (x) sen(x) + c}(x) cos(x) = tan(x).

Este sistema es muy facil de resolver y se obtienen de soluciones

_sen’(x)
cos(x)

ch(x) =sen(x) y cj(x)=

Asi obtenemos
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o(x) = f sen(x)dx = — cos(x),
c1(x) = f _senz(x) dx = sen(x) + log( 1- sen(x)) —log (\/ 1+ sen(x)).

cos(x)

Si recapitulamos obtenemos que la solucién general a la ecuacién diferencial es

y(x) = Acos(x) + Bsen(x) + (sen(x) +log(+/1 — sen(x)) — log(y/1 + sen(x))) cos(x)

— cos(x) sen(x)
= A cos(x) + Bsen(x) + (log(\/l - sen(x)) — log(y/1 + sen(x))) cos(x).

b) La solucién general de la correspondiente ecuacién homogénea la calculamos utili-
zando que el polinomio caracteristico > — t — 6 = 0 tiene como raices 3 y —2 y que, por
tanto, las funciones y1(x) = €%, y2(x) = ¢~>* son dos soluciones linealmente indepen-
dientes.

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién diferencial utilizando el método
de variaciéon de constantes, buscamos una solucién de la forma v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x)
donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

01(0y1(x) + V5 () y2(x) = 0,
01 (Y7 () + V(N5 (x) = cos(3x),
0, lo que es lo mismo,
v (x)e>* + vé(x)e_”‘ =0,

3vi(x)e3x - Zvé(x)e_zx = cos(3x).

La solucién de este sistema es

0 e—2x
, o leos(Bx) —2e7*| 1 5 ¥ (3sen(3x) — 3 cos(3x))
vy (x) = Pz = = Se cos(3x) = vi(x) = 90 r
3e3* 27
e 0
, 3¢%  cos(3x 1 e>* (3 sen(3x) +2 cos(3x
v (x) = iz e‘(Zx ) = —gezx cos(3x) = vy(x) = — ( ( 6)5 ( ))T

33 D2

Por tanto la solucién general es c1y1 + c2y2 + v1y1 + V2V, esto es,

o sen(3x) — cos(3x) 3 sen(3x) + 2 cos(3x)
30 65 ’

16 + cpe

concy, ¢ € R.
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c) Las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién y” + 2y’ + 2y = Oson -1 + iy,
por tanto, e7* cos(x) y e~ sen(x) son dos soluciones independientes de dicha ecuacion.
En segundo lugar, utilizando el método de variacién de constantes, buscamos una
solucién particular de la ecuacién y” +2y’ +2y = x>—1 de la forma vy (x)y1 (x) +v2(x)y2(x)
donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

o} ()1 (x) + v(0)ya(x) = O,

v ()Y} (%) + 05 (x)y5(x) = x> -1,
0, lo que es lo mismo,
v (x)e™ cos(x) + vy(x)e”" sen(x) =0,
— v (x)e™ (cos(x) + sen(x)) + v5(x)e™™ (cos(x) — sen(x)) = X —1.
Despejando, las soluciones del sistema son

0 e *sen(x)

x® -1 —e*(cos(x) — sen(x))

vy (x) = e cos(d) T sen(y) = ¢*(x® — 1) sen(x),
—e™* (cos(x) + sen(x)) e (cos(x) — sen(x))
e ¥ cos(x) 0
o) = —e™* (cos(x) + sen(x)) x3 -1 - eos@)(@ - 1),

e~ cos(x) e *sen(x)

—e* (cos(x) + sen(x)) e *(cos(x) — sen(x))

Integrando

v1(x) = —% [(x3 -3x+ 2) e* sen(x) + (—x3 +3x% —3x — 1) e cos(x)]

_ 1 3 2 X 3 X
va(x) = 5 [(x —3x“+3x - 1) e* sen(x) + (x - 3x + 2) e cos(x)].
Resumiendo, la solucién general de la ecuacién diferencial es
c1e " cos(x) + cpe™ sen(x) + v1(x)e™* cos(x) + vo(x)e™ sen(x),

donde c; y ¢ son nimeros reales arbitrarios y v; son las funciones que acabamos de
calcular.

d) Laecuacién y”’ -y’ = 0 tiene como polinomio caracteristico > —t y, por tanto, y1(x) = 1
e y2(x) = e* son soluciones linealmente independientes.
Buscamos una solucién particular de la ecuacién y” — v’ = e* de la forma v1(x)y1(x) +
v2(x)y2(x) donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones
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01 (Y1 (x) + Vo (N)y2(x) = 0,
@)y (%) + 03 (05 (x) = €,

0, lo que es lo mismo,

Despejando obtenemos que v1(x) = —e* y que vz(x) = x. La solucién general tiene la
forma c1y1 + c2y2 + v1y1 + VY2, O Sea,

y(x) =c1 + e’ —e* +xe*, dondec, c; €R.

Si imponemos las condiciones iniciales y(0) = 0, y¥’(0) = 1, se obtiene que la solucién
del problema de valores iniciales es y(x) = xe*.

e) Laecuacién diferencial y””—y = 0 tiene como polinomio caracteristico *—1 que se anu-
la en +1. Por tanto, y1(x) = e e y2(x) = ™ son soluciones linealmente independientes
de dicha ecuacion.

Ahora buscamos una solucién particular de la ecuacién y” — y = xe>* de la forma
v1(x)y1(x) + v2(x)y2(x) donde v; son funciones que verifican el sistema de ecuaciones

01 (X)y1(x) + V5 ()y2(x) = 0,
v ()Y (x) + V5 (xX)y5(x) = xe*,
0, lo que es lo mismo,
vy (x)e* + v (x)e™ =0,
vy (x)e" = vh(x)e™ = xe’~.

Resolvemos el sistema y obtenemos que

, xe?* (2x — 1)e**
vi(x) = - = v1(x) = — 3

, xe** (1 — 4x)e*
Uy (x) = — > = v(x) = —

La solucién general tiene la forma c1y1 + c2y2 + v1y1 + V2Y2, O sea,

y(x) = c1e’ + e + v1e" — v

2% —1 2X ,X 1-4 4x ,—x
+(x )ee+( X)e e

— X + —X
c1e’ + cpe 3 o
. (4x—3)e*
— X X
=ci1e’ + e + —

donde cy, ¢z € R. Imponiendo las condiciones iniciales, obtenemos que
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3
y(O)—Cl+Cz—3—2—0,

, 5
y(O):c1—cz—§:1.

Resolviendo el sistema se obtiene que c; = % yc = %—; y, por tanto, la solucién es

5  17e7*  (4x —3)e>*
— 4 + )
8 32 32

8.7.1 Ejercicios complementarios

Ejercicio 8.1. Contestar razonadamente si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién:
La solucién de la ecuacién diferencial ¥’ = x? + 2, x(1) = 2 verifica que x(2) = 1.

Ejercicio 8.2. Ultilicese la sustituciéon u = x + y para resolver la ecuacién y’ = (x + y)>.

Ejercicio 8.3. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad Ny de bacterias. Parat = 1 hora,
el nimero de bacterias medido es 3Nj. Si la rapidez de multiplicacién es proporcional al
numero de bacterias presentes, determinar el tiempo necesario para que el ntiimero de
bacterias se triplique.

Ejercicio 8.4. Sabiendo que la semivida del Carbono 14 radioactivo (C-14) es aprox.
5600 afios, determinar la edad de un fésil que contiene 1/1000 de la cantidad original de
C-14.

Ejercicio 8.5. Un estudiante portador de un virus de gripe regresa a un Campus uni-
versitario aislado que tiene 1000 estudiantes. Si se supone que la rapidez de propagacién
del virus es proporcional no sélo al nimero de estudiantes contagiados, sino también al
nimero de alumnos no contagiados, determinar el niimero de estudiantes contagiados
después de 6 dias, si se ha observado que después de 4 dias dicho ntimero es de 50.

Ejercicio 8.6. Esta nevando con regularidad. A las 12 sale una maquina quitanieves que
recorre en la primera hora 2 km y en la segunda sélo 1 km. ;A qué hora empez6 a nevar?
Nota: se admite que la cantidad de nieve que quita la maquina por unidad de tiempo es
uniforme, de modo que la velocidad de avance es inversamente proporcional a la altura
de la nieve encontrada en el camino.

Ejercicio 8.7. Hallar las curvas de R? que verifican la siguiente propiedad: en cada
punto el vector de posicién y el vector tangente son ortogonales.

Ejercicio 8.8. Se disuelven inicialmente 50 kg de sal en un gran tanque que contiene 300
litros de agua. Se bombea salmuera al tanque a razén de 3 litros por minuto, y luego la
disolucién adecuadamente mezclada se bombea fuera del tanque a la misma velocidad.
Si la concentracion de la solucién que entra es de 2 kg/1, determinar la cantidad de sal
que hay en el tanque en un instante cualquiera. ;Cuanta sal hay después de 50 minutos?
(Cudnta después de un tiempo suficientemente largo?

Ejercicio 8.9. Decidir si es exacta la ecuacién diferencial e¥dx + (xe¥ + 2y)dy = 0. Resol-
verla.
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Ejercicio 8.10. En las siguientes ecuaciones, calctilese un factor integrante adecuado
(de la forma que se sugiere) para obtener ecuaciones diferenciales exactas. Resuélvanse
luego las ecuaciones.

a) (x+2y)dx—xdy =0 con un factor integrante u = p(x).

b) (3x2 —t)dt + (2x> — 6xt)dx = 0 con fi. u = u(t + x2).

¢) 2x(1+y)dx —dy =0con fi. u= u(x).

d) (v + 2% +xy?)dx — xdy = 0 con fi. u = u(x* + y2).

Ejercicio 8.11. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

a)

X -4y =1
x+y =2

b)

¥ -5x+y =¢

X —x+y =5¢

X =t-y
y=x—t
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9.1 El espacio euclideo IR"

El espacio euclideo R" es el producto cartesiano de 1 copias de R, o sea,

A
" by---a2(@a,D)
R" = {(x1,%2,..., %) : x;€R, i=1,2,...,n} =RxRx"... xR E
I
I
I
I
tAZ >
Figura9.1 Coor-
denadas cartesian-
das en dos dimen-
siones

9.1.1 Estructura de espacio vectorial

Tenemos definidas una suma y un producto por escalar en R" de la manera siguiente:

(1, %2, ..., x0) + (W1, Y2, Yn) = (X1 + Y1, X2+ Y2, o0, X0 + i),
A(xq, %0, ..., %) = (Ax1, Axo, ..., AXxy),

para cualesquiera (x1,x2,...,Xn), (Y1, Y2,...,yn) € R", A € R.

Observacién 9.1. Usaremos la notaciéon x = (x1,x2,...,x,) € R". Es comtn en algunos
textos utilizar negrita, x, o una flecha, ¥ para indicar elementos de R" y distinguirlos de
los elementos del cuerpo base R. S6lo usaremos esa notacién en caso de que, por claridad,
sea necesario.

Propiedades

Six,y,z€ R", A, u € R, se verifican las siguientes propiedades.
a) Propiedad conmutativa: x + y = y + x.
b) Propiedad asociativa: x + (y +z) = (x + y) + z.
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¢) Existe elemento neutro, 0: x + 0 = x.
d) Existe elemento opuesto: dado x, x + (—x) = 0.
e) AMx+y) =Ax+Ay.
f) (A + w)x = Ax + px.
8) Aux) = (Ap)x.
h) 1x=x.
En definitiva, (R", +, -) es un espacio vectorial.

Norma, distancia y producto escalar

El papel del valor absoluto en la recta real o el médulo en el plano complejo lo juega la
norma de un vector en dimensiones superiores.

Definicion 9.2. Se define la norma o médulo de x € R"” como

1/2
n

_ |22 2 _ 2
||x||—\/xl+x2+...+xn—[2xi] .

i=1

La norma de un vector es la longitud de dicho vector o, si se prefiere asi, la distancia al
origen. En general, la distancia entre dos elementos del espacio euclideo es el médulo de
la diferencia dist(x, y) = || xX—y ||

La siguiente proposicion recoge alguna de las propiedades de la norma.

Proposicién 9.3.

a) ||x|| > 0, para cualquier x € R".

b) ||x]|=0 < x=0.

c) |Ax|l = |Al x|, para cualquier A € Ry x € R".
d) ||x +y || <lx|l + || y ||, para cualesquiera x, y € R".

Definiciéon 9.4. El producto escalar de dos vectores x e y de R" estd definido como

n

Oy =x1y1 + X0y + .+ XYy = inyi.

i=1

Observacién 9.5. El producto escalar y la norma o la distancia si se prefiere asi, estan
relacionados mediante la igualdad (x,x) = || x 1%

Proposicién 9.6.  El producto escalar es una aplicacion bilineal: si x,y,z € R", A,u € R,
entonces

(Ax + py,z) = Mx,z) + ucy, z),
(z, Ax + py) = Az, x) + udz, y).

Proposiciéon 9.7. Sean x,y € R", entonces se cumple que
syl + =yl =2 (102 + ).

El producto escalar mide el &ngulo entre dos vectores.
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Figura 9.2 Identidad
del paralelogramo

Teorema 9.8. Sean x e y dos vectores de R". Entonces

) =2l y|| cos(6),

donde O es el dngulo de la Figura 9.3.

De este resultado se deduce que la definicién de dngulo entre

dos vectores nonulos x e y es

0= arccos[

oy ) 9.1
x|y ) -

Definicién 9.9. Dos vectores x e y de IR” son ortogonales si
su producto escalar es cero. Utilizaremos la notacién x L y

para indicarlo.

Diremos que un conjunto de vectores es un conjunto ortogo-
nal si sus elementos son ortogonales entre si. En el caso de
que los vectores estén también normalizados hableremos de

un conjunto ortonormal.

El siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema 9.1
y la acotacién de la funcién coseno.

Proposicién 9.10.

se da si, y solo si, x e y son linealmente dependientes.

Proposiciéon 9.11.
12 + || ][

Un poco de topologia

El papel de los intervalos en IR lo van a jugar las bolas abiertas y cerradas en dimensio-

Dos vectores no nulos x e y de R" son ortogonales si, y sélo si,

nes superiores. La bola abierta centrada en a y de radio r es

B(a,r) ={x e R": dist(a,x) <71},

EL EspacIO EUCLIDEO Rn

Sean x,y € R". Se cumple que |(x, y)| < |Ix|| H y || Ademds, la igualdad

2
x+y[ =

Figura 9.3 Angulo entreyesgonalidad
tores

Desigualdad de
Cauchy-Schwarz

Teorema de Pita-
goras

Bola abierta
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Punto adherente

Conjunto cerrado

Punto de acu-
mulaciéon

Punto aislado

Conjunto acotado
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y la bola cerrada es B(a,r) = {x € R" : dist(a, x) < 1}.

Definicién 9.12. Sea A C R".

a) Diremos que a € A es un punto interior del conjunto A si existe r > 0 tal que
B(a,r) C A.

b) Diremos que A es un conjunto abierto si coincide con su interior:

o

A ={aeA: aesun punto interior de A},

equivalentemente, si todos los puntos de A son puntos interiores.
¢) Diremos que x € R" es un punto adherente si para cualquier r > 0, B(x,r) N A # 0.
d) El cierre o la adherencia de un conjunto A es

A ={xeR": xesunpunto adherente de A}.

Diremos que A es cerrado si coincide con su adherencia.

e) Diremos que x € R" es un punto de acumulacion de A si para cualquier r > 0 se
cumple que (B(x,r) \ {x}) " A # 0. Notaremos A’ al conjunto de todos los puntos
de acumulacién de A.

f) Diremos que a € A es un punto aislado si existe r > 0 verificando que B(a,r) N A =

{a}.

Interior, adherencia y frontera Conjunto acotado
Figura 9.4
Enla figura 9.4, el punto a pertenece al interior del conjunto A puesto que la bola centrada
en ay de radio r se queda contenida en A. En cambio, el punto b no pertenece al interior.
Por pequefio que tomemos el radio, hay una parte de la bola centrada en b que estd fuera

de A. Ambos puntos, a y b si son puntos adherentes: las bolas centradas en dichos puntos
siempre tienen interseccién no vacia con A.

Definicién 9.13.  Un subconjunto A de IR" esta acotado si existe M € R tal que
[lal| < M para cualquier a € A.

Ejemplo 9.14.

- 260 —



LiMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

a) Cualquier subespacio afin del espacio euclideo es un conjunto cerrado y, si es propio,
tiene interior vacio.

b) Las bolas abiertas son conjuntos abiertos y las bolas cerradas son conjuntos cerrados.
En particular los intervalos abiertos son conjuntos abiertos y los cerrados son conjun-
tos cerrados.«

La siguiente proposicién recoge como se comportan estas propiedades con respecto a
las operaciones usuales de conjuntos.

Proposicién 9.15.

a) Un conjunto es abierto si, y solo si, su complementario es cerrado.
b) La interseccion de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
c) La unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

d) La interseccién de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

e) La unién de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

9.2 Funciones de varias variables

Definicion 9.16. Llamaremos funcién real de n-variables reales, funciéon real de
variable vectorial o campo escalar a cualquier aplicacién f : A € R" — R. Como es Campo escalar
usual, llamamos dominio al conjunto A y llamaremos imagen o recorrido al conjunto

f(A)={y € R: Jx € Atal que f(x) = y}
Sif:ACR—R,lagrafica (también llamado grafo) de la funcién es el conjunto
(wy) eR: y=fw),
que automadticamente asociamos con el dibujo de la gréfica de la funcién.

A
3+

Sif:AcR?— Resuna funcién de dos variables, la grafica de f se puede definir de
manera andloga

{(x, Y,2) € R3: z= f(x,y)},

y podemos seguir representdndola aunque ahora en R>.
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Figura 9.5 Graéfica y curvas de nivel de una funcién de dos variables

Definicién 9.17. La grifica de una funcién f : A € R” — R es el conjunto

{y eR™: y=f).

Las curvas de nivel de una funcién son los cortes de la gréafica de la funcién con planos
de la forma z = ¢ con c real, o sea, son los conjuntos

{xeR": f(x) =c}.

Definicién 9.18. Una funcién de variable vectorial con valores vectoriales o campo
vectorial es una aplicacién f : A C R" — R™.

Si f(x) = (fi(x), f2(x), ..., fu(x)) € R™, llamaremos funciones componentes de f a las m
funciones fi: ACR" - R,i=1,2,..m.

Ejemplo 9.19. Las funciones componentes de la funcién
F,y) = {(cos(x + ), %), siy#0
’ 0,0), en otro caso

son

filx,y) = cos(x + y), V(x,y) € R?

f(x, v) ={x7' sty #0

0, en otro caso.«

Limite funcional

Sif:A cCR"— R"es una funcién entre espacios euclideos, y x € A’ podemos
definir limite de una manera similar a como lo haciamos para funciones de una variable
pero ahora sustituimos valor absoluto por norma. Formalmente al menos, no hay més
diferencias.

Definicién 9.20. Sean f : A C R" = R" ya € A’. Diremos que f tiene limite ena 'y
que vale L si dado un ntiimero positivo ¢ existe 0 positivo de forma que si

0<llx—all <6
szl b= |rw-1] <e.
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La definicién de la norma de un vector en términos de sus coordenadas permite com-
probar que la existencia de limite de una funcién con valores vectoriales se puede reducir
al estudio del limite de las funciones componentes.

Proposicion 9.21. Sean f: ACR" - R" ya e A’. Entonces
limf(x) =L < limfi(x):L,-, i=1,2,...,m.
X—a X—a

En virtud de esta proposicién, podemos restringirnos a estudiar funciones escalares.

Proposiciéon 9.22. Sean f,g: A C R" = Ry a un punto de acumulacién de A. Supongamos
que ambas funciones tienen limite en a. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

) lim(f +9)(x) = lim £(x) + im g(x)
b im(F9)0) = (1im 09 (1im g0,
. - (f) oy = Lt f()
c) si }CILI; 86 70, }CIE’I; (g) @)= limy, g(x),
d) si }}g; f(x) = +co y g estd minorada, entonces }g)l’;(f + 8)(x) = +o0, y

e) silim f(x) = 0y g estd acotada, entonces lim(fg)(x) = 0.
X—a X—a

Limites dobles

En general, el cdlculo de limites de funciones de varias variables es mucho mas dificil
que el correspondiente para funciones de una variable. En dimensién dos nos podemos
hacer una idea de las técnicas y de los problemas que se pueden presentar.

La definicién de limite de una funcién en un punto implica que sea cual sea la forma
de acercarse a dicho punto, la funcién converge al valor del limite. Los siguientes resulta-
dos juegan con esta propiedad para demostrar que una funcién no tiene limite. En otras
palabras, en cuanto encontremos una manera de acercarnos al punto de forma que la fun-
cién no tienda al posible limite, se tiene que el limite no existe. Tres ejemplos de este tipo
de razonamiento son los limites reiterados, los limites segtin rectas o los limites segtin
parabolas.

Proposicién 9.23. Sea ACR* A # 0ysea f : A — R. Supongamos que existen los primeros
pasos para los limites reiterados, es decir, para cualquier (x, y) € A existen los limites:

lim f(x,y), lim f(x,vy).
x—0 y—0

Si existe el limite doble

lim x,y)=1L,
(x,y)—>(0,0)f( 2

entonces existen los limites reitarados

lim (yg(gf(x, y)) = ;13% (}Cig(gf(x, y)) =L

y coinciden.
Proposicién 9.24. Sea A CR?>,A #0ysea f: A— R. Entonces

Algebra de limi-
tes

Relacién entre
limite doble y
limites reiterados

Relacién entre
limite doble y
limites segin
rectas



Relacién entre
limite doble
y limites se-
gun pardbolas

9.4

Funcién continua

CONTINUIDAD LiIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

31 lim f(x,y)=L = 3Ilim f(x,mx) =L, Ym e R
(xy)—0,0) x—0

Proposicién 9.25. Sea A CR?>,A #0ysea f: A — R. Entonces

3 lim f(x,y)=L = Hlimf(x,kxz) =L, VKeR
(x,y)—(0,0) x—0

2_ .2
x —_—
Ejemplo 9.26. Vamos a calcular 1lim z—yz

(=00 X+ Yy

Para ello, calculemos los limites reiterados.

Hemos supuesto que x # 0. De aqui tenemos que L = 1.
De la misma forma obtenemos que

Como los limites reiterados son distintos, esta funcién no tiene limite en (0, 0). <

Un cambio de variable permite, en algunas ocasiones, transformar el limite en uno mas
sencillo de calcular. Un ejemplo es el cambio a coordenadas polares.

Proposicién 9.27. Sea ACR?>, A #0ysea f:A— R Entonces

1 lim f(x,y)=L < Alimsup{|f(pcosh, psend)—L|; 6 €[0,2nr]} =0.
(x,y)—>(0,0) p—0
3

x
Ejemplo 9.28. Calcular lim 2—y2
(xy)—(0,0) x= + Yy

Cambiando a coordenadas polares, podemos acotar y calcular el limite de forma sencilla:

3

6 g3 3
p® cos>(0) sen”(0)
Pz = |p4 cos®(0) sen3(9)| < p4.
By
Si ahora tomamos limites cuando p tiende a cero, se tiene que lim ——— =0

xp)—-00) X2 +y2

Continuidad

Definicién 9.29. Sea f: A CR" — R" y seaa € A. Diremos que f es continua ena
si existe lim f(x) = f(a).
X—a

Proposicién 9.30. Sea A CRK,A#0,ysea f: A — R"yac A. Entonces:
f escontinuaena < fi escontinuaena, Vi=1,2,...,m.

Proposicion 9.31. Sea f : R" — Rya € R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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a) f es continua en a.
b) La imagen inversa de un abierto que contiene a f(a) es un abierto.
c) La imagen inversa de un cerrado conteniendo a f(a) es un cerrado.

Con este resultado es facil comprobar si conjuntos definidos mediante ecuaciones son
abiertos, cerrados,... Por ejemplo,

A={(xy) eR?: 2 +3y* <1}

es cerrado por ser la imagen inversa por la funcién continua f(x, y) = 2x? + 3y del inter-
valo cerrado ] — o0, 1].

Propiedades

Dado que la continuidad de una funcién es equivalente a la continuidad de sus fun-
ciones componentes, es suficiente enunciar las propiedades para funciones con valores
escalares.

Proposiciéon 9.32. Sean f,g: A C R" — IR funciones continuas en a € Ay sean A y u dos
niimeros reales.

a) Af + ug es continua en a.

b) La funcién producto fg es continua en a.

c) Siga)#0, é es continua en a.
Con respecto a la composiciéon de funciones, la regla de la cadena sigue siendo cierta.

Proposiciéon 9.33. Sean f : A CR" — R" continuaena € Ay g: B CR" — R continua
en b = f(a) € f(A) C B. Entonces la composicién g o f es continua en a.

Extremos absolutos

Dado que no hemos hablado de orden en espacios euclideos de dimesién dos o mas,
tampoco podemos hablar de funciones monétonas. Si podemos hablar de acotacién al
igual que hemos hecho para subconjuntos de IR".

Definicién 9.34. Una funcién f : A C R" — R" es una funcién acotoda si su imagen
es un conjunto acotado o, lo que es lo mismo, si existe M € R tal que || f(a) || <M
para cualquier a € A.

De la misma forma podemos definir los extremos absolutos de una funcién como los
extremos absolutos de suimagen. Eso si, tenemos que poder hablar de extremos absolutos
y para ello es necesario que la funcién tome valores escalares.

Definicién 9.35. Una funcién f : A € R" — R alcanza su mdaximo (resp. minimo)
absoluto ena € A si f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)) para todo x € A.

Aunque en la definicién de extremo absoluto no interviene para nada la continuidad
de la funcién, en el caso de que la funcién lo sea, es mas facil probar la existencia de dichos
extremos. El Teorema 4.33 tiene una extension a funciones de varias variables. De hecho,

Regla de la cade-
na

Funcién acotada
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9.6.1

E]ERCICIOS LiIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

la versién que enunciamos a continuacién es algo mas general que la correspondiente
para una variable ya que no exigimos que el dominio sea un intervalo.

Teorema 9.36.  Sea A un subconjunto cerrado y acotado de R" y f : A — R una funcion
continua. Entonces f alcanza su mdximo y su minimo absoluto.

Ejercicios
El espacio euclideo

Ejercicio 9.1. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los
siguientes subconjuntos de ntimeros reales.

a) N, e) A=[0,1]U{2},y
b) Z, ) A={l:neN}.
o) Q

d) R\Q,

Solucién 9.1.
a) N=0,N=N,N =0yFr(N)=N.
b) Z=0,Z=2,7'=0yFr(Z) = Z.
) Q=0,0=R,R =RyFr(Q) =R.
—_—
d) R\Q=0,R\Q=R, (R\Q) =RyFr(R\Q) =R
e) A=10,1[, A=A, A’ =[0,1] y Fr(A) = {0,1,2}.
f) A=0,A=AU{0}, A’ = {0} y Fr(A) = AU {0}

Ejercicio 9.2. Digase cudles de los siguientes conjuntos son abiertos, cerrados o com-
pactos:

a) {(x,y)e]RZ: x2+y2<1} e) {(x,y)e]RZ: y:xZ}

b) {(x,y)e]RZ: X2 +y? > 1} f) {(x,y)e]RZ: yScos(x)}

) {(xy) eR?: 0<x<1, -1<y <3 g) [y eR?: 0<x<1,0<y <y
d) {(x,y)e]RZ: y:3x}

Solucién 9.2.

a) El conjunto es abierto.
b) El conjunto es cerrado.
c) El conjunto es compacto.
d) El conjunto es cerrado.
e) El conjunto es cerrado.

f) El conjunto es cerrado.
g) el conjunto es compacto.

Ejercicio 9.3. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los
siguientes conjuntos.
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a) A={(x,y) eR?: 1<x 1<y}, ) A={yeR*: 0<x<16x=2},
b) A={(yeR*: x=0,0<y<1}, d) A={@yeR: y<x?+1},

Solucién 9.3.

a)/i: {(x,y)e]RZ: 1 <x 1 <y},Z:A:A’,Fr(A):{(x,y)elRZ: 1<xy-=
DUy eR?: 1<y,x=1}.

b) A=0,A=A" =Fr(A)={(x,y) e R?: x=0,0<y < 1}.

C) /i:{(x,y)EIRZ: 0<x<1},Z:A’:A,Fr(A):{(x,y)e]Rz: x=0o0x=1o0x=2}.

d)A=A,Z={(x,y)elR2:,ySx2+1}ylafronteraesFr(A)={(x,y)elR2:,y=x2+1}.

Ejercicio 9.4. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los
siguientes conjuntos.

a) A={(x,y) eR?: y=0,0<x<1}, 0 A={(yeR: xyeQly

b) A={(,y eR?: x,yez), d) A={(y eR: xeQ}

Solucién 9.4.

a) A=0,A={(x,y) eR: y=0,0<x<1},yFr(4) =A
b) A=0,A=A=FrA).

o) A=0,A=R?=Fr(A).

d) A=0,A=1R?=Fr(A).

Limites y continuidad

Ejercicio 9.5. Calcular lim, ;)00 x2x+_y2
Solucién 9.5. Basta con calcular los limites segtn rectas para deducir que no existe el
limite en (0, 0). En efecto,

mx>

m
L — 1 = 1 = .
m = L flma) = iy o 2 = To

Los limites segtn rectas existen todos, pero son distintos ya que dependen de m.

. P . .Xz 2
Ejercicio 9.6. Calcular lim, ;)0 Py el
Solucién 9.6. Los limites reiterados de esta funcién son iguales a cero, como se puede
calcular facilmente. Sin embargo, si calculamos los limites segtin rectas sucede lo siguien-
te:
2,4
mex 0
L, = lim = =0 < m#1l
"m0 m2xt + (1 - m)2a2 (1 —m)? 7

Si calculamos el limite segtin la recta y = x tenemos que
4

X
li =lim— =1.
xli%f(x’ X) xlir(l) x4
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Por tanto, no existe el limite doble de la funcién en (0, 0).

x2

Ejercicio 9.7. Calcular lim, )00 Py

Solucién 9.7. Sicalculamos los limites reiterados (como f(x, y) = f(y, x) basta con hacer
L1, y entonces L, = L; y los limites segtin rectas, todos existen y coinciden con el valor 0.
Pero si calculamos los limites segtin pardbolas:

Ly = lim f(x, kx?) = lim et __k
k_x—>0 ! _x—>0x4+k2x4_1+k2

todos existen, pero son distintos. Por tanto, no existe el limite de la funcién en (0, 0).
. . - . 1
Ejercicio 9.8. Calcular lim,;)(,0) X sen (;)
Solucién 9.8. En este caso s6lo hay que tener en cuenta las siguientes acotaciones:
( 1 )
sen | —
Yy

De aqui se deduce que lim f(x,y) =0.
(xy)—(0,0)

0<|f(x, )l =l <,V y) eR? y #0.

Ejercicio 9.9. Calcular limy y)—(0,0)(x + y%) sen (%)

Solucién 9.9. Se razona igual que en el Ejercicio 9.8.
Ejercicio 9.10. Calcular limy ;)00 ﬁ

Solucién 9.10. Estudiamos los limites segtin rectas de la forma y = Ax.

lim Ax = A
S0 Xx4+2Ax  1+2A47

de lo que se deduce que no existe limite en el origen.

B+

Ejercicio 9.11. Calcular lim,,;)—(0,0) peawr

Solucién 9.11. Teniendo en cuenta que los limites reiterados coinciden con el valor cero,
vamos a concluir la existencia del limite doble acotando la funcién en valor absoluto. Esto
es

Pyl el
0< < < Ixl +1yl, Y(x, y) € R*\ {(0,0)}.
P e R R Sy x| + lyl, ¥(x, ) \{(0,0)}
Ejercicio 9.12. Calcular lim, ), (,0) ;XT;

Solucién 9.12. Razonando igual que en el anterior:

2xy?
x% + y?

_ 20y?
a2+ R

< 2|x|1 V(x, ]/) € IRZ \ {(0’ 0)}
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-3

Ejercicio 9.13. Calcular lim,,,)—(,0) Py

Solucién 9.13. Anélogo al Ejercicio 9.10.

L . x2+1?
Ejercicio 9.14. Calcular lim, ;)00 -———

Vieyrel-1

Solucion 9.14. Calculemos los limites reiterados:

2, .2
fix) = lim ———
=0 x2+ 2 +1-1
lim P+ P2+ 2 +1+1)

y—0 (Z+y2+1)-1
=11H5(w/x2+]/2+1+1)=Vx2+1+1-
y—)

Por tanto Ly = Ly = lim,,o(Vx2 +1 + 1) = 2. Repitiendo el mismo razonamiento obte-
nemos el mismo valor 2 para todos los limites segtin rectas y segtin pardbolas. Por tanto,
pasamos a coordenadas polares y la funciéon que tenemos que estudiar es:

p2

JAri-1

Esta funcién evidentemente s6lo depende de p, luego si calculamos su limite cuando p —
0, éste serd independiente de 0. Para calcularlo volvemos a repetir el mismo razonamiento
que en todos los pasos previos, esto es:

2 2 24+1+1
p o PP LD

F(p,0) = , Y(p,0) e R" x[0,2m]

lim ————
=0\ pZ+1-1 o0 (pPP+1)+1

De aqui concluimos que existe el limite doble y su valor es 2.

. . . . Xy

Ejercicio 9.15. Calcular lim,,;)—(,0) N

Solucién 9.15. Los limites reiterados de esta funcién coinciden y valen 0. Podemos
concluir acotando la funcién y utilizando |x| < y/x2 + 12, ¥(x, y) € R%. De esta forma

|f(X, ]/)| _ |x] |]/|

<lyl.
VxZ + 2 /

Ejercicio 9.16. Calcular lim, ;)0 %

Solucién 9.16. Llegamos a los limites segtin parabolas sin ningtn contratiempo (los
limites reiterados y segtn rectas son cero):
2
x
lim =0
x—0 x + kx? ’

2

pero si calculamos el limite segtin la pardbola y = x~ — x tenemos:
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2
X
lim ——— =1.
x—0 X + (x2 - X)
Por tanto, no existe el limite en el (0, 0).

x2—12

Ejercicio 9.17. Calcular limy ;)00 X Vary

Solucién 9.17. En esta funcién basta acotar para llegar a la existencia de limite en el
(0,0), siendo L = 0.

|f(x, y)| =[xyl M <2|x yl.

X2 + y?

Ejercicio 9.18. Calcular lim, ;)0 ¥ sen(’—y‘)

Solucién 9.18. Sin mds que acotar de la forma |f(x, y)| = |x| | sen (i) | < |x| sellega a que
el limite doble existe y vale 0.

2

Ejercicio 9.19. Calcular lim,,;)-(,0) 2

Solucién 9.19. El primer limite reiterado es cero, pero el segundo no existe puesto que:

Tty oy

=lim ———— = =.
fa(y) = lim eyl

Esta dltima funcién presenta problemas en el cero, ya que los limites laterales son distin-

tos. Se concluye entonces que no existe el limite doble en el (0, 0).

Ejercicio 9.20. Calcular lim,, ;)00 ﬁ

Solucién 9.20. Si estudiamos los limites segtin las rectas y = mx,
y mx I mx m
m = lm = .
—=0Xx+2mx  x=0Q2m+1x 2m+1

Por tanto, el limite no existe.

x*+2x% 2 +3x1°

Ejercicio 9.21. Calcular lim,, ;)00 T

Solucién 9.21. Los limites reiterados son distintos (L; = 1,L, = 0), por tanto no existe
el limite doble.

x|yl

Solucién 9.22. Se razona andlogamente al Ejercicio 9.14.

Ejercicio 9.22. Calcular lim,, ;)0

Ejercicio 9.23. Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — RR? definida por:

2

_ %,sen(xy) , si(x,y) #(0,0)
Jey “ 0,0, ) si (x,y) = (0,0)
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Solucién 9.23. La componente f2? de la funcién f es continua en todo IR?, al ser com-
posicion de funciones continuas. Estudiemos ahora la continuidad de f!. En los puntos
distintos del (0, 0) es continua por ser racional con denominador distinto de cero. Veamos
qué ocurre en el (0,0). Acotamos de la siguiente forma.

2

I x, y)l = < yl.

X2 + y?

De aqui se deduce que limy (0,0, f'(x, ¥) = 0 = f1(0,0) y por tanto f! es continua en R?.
De todo esto se tiene que la funcién f es continua en todo R2.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 9.1. Describir el interior, la adherencia, la acumulacién y la frontera de los
siguientes conjuntos.

a) {(xnzyn) €eR?: Xn = 2n_0, Yn = 0, Vn GN}/
b) {(x,y) € R?: y = Ax}, (con A € R),

2 yz
0 {(x,y) eR: 2+ 4 < 1}, (cona < b),
Ejercicio 9.2. Calcular los siguientes limites

1i X2 +1y2
a) limy,,)-(0,0) 08 | i1 )

b) lim, )00 ==,
z D) s

xx;'y
)—(0,0) Wl

. xy
D) Lme)—0,0) Ty

C) lim(x,y

Ejercicio 9.3. Estudiar la continuidad de la funcién f : R> — R? definida por:

xX2+y .
, si(x, 0,0),
fo 1) = Vore (x, y) # (0,0)
0, si (x,y) = (0,0).
Ejercicio 9.4. Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — R? definida por:

x4 +2x2 2 +3xy° .
ooy =) “wEpr s sy #0,0)
0, si (x, ) = (0,0).

Ejercicio 9.5. Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — R? definida por:
x| :
—-—, S1(X, # O/ 0 ’
fley) = Yo S EV7O0
0, si (x,y) = (0,0).

Ejercicio 9.6. Sea f : R — R™ una aplicacién lineal. Demostrar que:
a) Existe M € R* tal que [|f(x)|| < M |lx||, ¥x € RF.

b) f es continua en 0.

c) f es continua en R¥.
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El concepto de funcién derivable o diferenciable es una extensién natural de la deriva-
bilidad de funciones de una variable. Este nos permitira resolver problemas de optimiza-
cién con o sin restricciones. Antes de eso se hace un breve repaso de las técnicas basicas
del célculo de derivadas de funciones con valores reales o vectoriales.

Derivadas parciales

La definicién de funcién diferenciable (ledse derivable) en un punto para funciones de
varias variables reales no es una extensiéon inmediata de este concepto en una variable. Un
primer paso es reducir el problema a una tnica variable. Para ello podemos considerar
una variable como tal y el resto como constantes.

Definicién 10.1. Sea f : A € R" — R. Se define la derivada parcial de f en el punto
a € A respecto a la variable i-ésima como
af f(a+te) — f(a)

A R

donde e; denota el i-ésimo elemento de la base canénica. A veces, también usaremos
la notacién D; f(a) para denotar la derivada parcial i-ésima.

La definicién de derivada parcial se basa en el conocimiento que poseemos de la de-
rivada de funciones de una variable. Por tanto, para el calculo practico de las derivadas
parciales podemos utilizar todas las reglas que sabiamos. Dicho de otra manera, el calcu-
lo de derivadas parciales se realiza utilizando las reglas de derivacién para funciones de
una variable (la que proceda). Veamos un ejemplo.

Ejemplo 10.2. Calcular las derivadas parciales de la funcién f : R®> — R definida como
flx,y,2) = 2+ Bxyz - y2%, V(x,y,2) € R,

af
ox
af
dy

(x,y,2) = 2x2% + 3yz,

(x,y,z) =3xz— 22, y

J f 3 )
_ = — <
3 (x,y,2) xy — 2yz.

Derivada parcial
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Definicién 10.3. Sea f : A C R" — R una funcién con derivadas parcialesena € A.

Gradiente El vector gradiente de f en el punto a es el vector
of  9f of
W@{aywamm&y>

X2

Las derivadas parciales se corresponden con derivadas en la direccién de los elementos
de la base canénica. ;Por qué no considerar otras direcciones? Una direccién en R" viene
dado por un vector no nulo que tomaremos normalizado: evidentemente v y 7y sefialan
en la misma direccién.

Definicién 10.4. Sea f : A C R" — R una funcién definida en un abierto A y v un
Derivada di- vector unitario de IR". Se define la derivada direccional de f en la direccién del vector
reccional  pen el puntoa € A como

fla +t0) - fl@)

Dyf(a) = %1_1;1(} t

Obsérvese que tenemos tres notaciones para indicar derivada parcial i-ésima:

d
a—i(a) = Dif(a) = D, f(a).
(Puede la existencia de derivadas parciales o de derivadas direccionales ser suficiente
para hablar de derivabilidad? La respuesta es no si queremos que se cumplan algunas de
las propiedades mas elementales que verifican las funciones de una variable. Por ejemplo,

la funcién f: R? - R

4
_J) %y, siy#0
fooy {Oy, siy=0

tiene derivadas parciales en el origen (y valen 0, compruébalo) pero ni siquiera es conti-
nua.

10.2 Funcion diferenciable

Definicién 10.5. Seanm,ne N, AcCR", a € A, y f : A — R™ una funcién. Se dice

Funcién di- que f es derivable (en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto a si existe una
ferenciable  aplicacién lineal T de R” en R™ verificando
x)— fa)—T(x—a
o O~ f@) - Te-a) _
x4 llxc — all
Diferencial En tal caso la aplicacién T, que es tinica, se denomina la derivada o diferencial de f en

ay se nota Df(a). Se dice que f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable
en cada punto de B.
Sea A1 C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicacién x +— Df(x)
de A; en L(R",R™) se denomina la aplicacion derivada de f y se nota Df. A la matriz
Matriz jacobiana asociada se la suele llamar matriz jacobiana de f y la notaremos Jf.
Jacobiano En el caso particular n = m, la matriz jacobiana es cuadrada y llamaremos jacobiano
a su determinante.
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Observacion 10.6. La definicion de funcién diferenciable es una extension de la defi-
nicién de funcién derivable en una variable. Cuando tomamos n = m = 1 obtenemos la
definicion ya conocida.

Proposiciéon 10.7. Sea f : A C R" — R" diferenciable en a € A, entonces f es continua en a.

El reciproco no es cierto como ya sabiamos incluso en dimensién uno. La funcién valor
absoluto o la norma en dimesiones superiores es una funcién continua que no es diferen-
ciable en el origen.

En el estudio de la diferenciabilidad de una funcién vectorial, el primer paso es el mis-
mo que dimos para estudiar la continuidad: nos podemos reducir a funciones con valores
escalares.

Proposiciéon 10.8. Sea f : A C R" — R™ una funciéon y a € A. Entonces, f es diferenciable
en a si, y sélo si, todas las funciones componentes f;, i =1,2,...,m son diferenciables en a.

El siguiente resultado es la primera condicién que debe verificar una funcién diferen-
ciable: si es diferenciable podemos hablar de gradiente.

Proposiciéon 10.9. Sea f : A € R" — R una funcion y sea a € A. Si f es diferenciable en a,
entonces existen todas las derivadas parciales en dicho punto y

If@=(£@ @ ... £@).

Ejemplo 10.10. Las funciones lineales son diferenciables.
Sea f : R" — R" una funcién lineal ;Qué funcién va a ser su derivada? Si tomamos T = f,

i [0 @ -Ta=a) _ fx-a)-Ta-a) . 0

X llx — all X0 llx —al e lx—all

Por tanto f es derivable y Df(a) = f para cualquier a en R".
Veamos un ejemplo concreto. Sea f : R?> — R definida como f(x, y) = 2x + 3y o, lo que es
lo mismo,

foo ) = (2 3>~(’y‘).

Entonces Jf(x,y) = (g—i g—ch) =(2 3).«

Ejemplo 10.11. La existencia de derivadas parciales no es suficiente para garantizar que
la funcién sea diferenciable. Compruébalo con la funcién

=5, si(xny) #(0,0)
f(x’y)‘{o, " sitny) = (0,0).4

Observacién 10.12. El mayor inconveniente que tiene la definicién de funcién diferen-
ciable es que para demostrar que una funcién lo es, debemos conocer de partida cudl va a
ser su derivada. Si es facil calcular las derivadas parciales. Pues bien, el tinico candidato
posible y, por tanto, la derivada en caso de serlo es

9h oA of

oxy oxy " Oxy

ah ah o

_| 9 0 Ut dxy
Jf@=| 7 " |(a).

oh O b

oxy oxy T dxy

Condicién necesa-
ria de diferencia-
bilidad
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ferenciabilidad

Funcién de
clase C1

10.2.1

FUNCION DIFERENCIABLE DIFERENCIABILIDAD

Figura 10.1 Gréfica de la funcién f

Proposicién 10.13. Sea f : A € R" — R una funcién y sea a € A. Si existen todas las
parciales en un entorno de a y son continuas en a, entonces f es diferenciable en a.

Utilizaremos la misma denominacién que utilizdbamos para funciones de una variable:
si existen todas las derivadas parciales y son continuas en un abierto A, diremos que la
funcién es de clase C! en A.

Proposiciéon 10.14. Si f: A C R" — R, diferenciable en a € A. La derivada en la direccion de
un vector v es
of . 9f of
Df(a)(v) =(Vf(a),v) = =01+ =—0r +...+ =—0,.
f@)©) = (V@) 0) = 301 + 5o+ .+ 7,
Sabemos que el producto escalar es maximo cuando los vectores son proporcionales.
Por tanto, la derivada sera maxima en la direccién que indica el gradiente De hecho, el
valor maximo de la derivada es

Vi@ ) _ Vi@ \ _
Df(a) (IIVf(a)II) = <Vf(tl), ||Vf(a)||> = IVf(@)ll.

Corolario 10.15. La derivada direccional es maxima en la direccién del gradiente, o sea,

\
max {D,f(a) : v €R", ||v]| = 1} = Df(a) [%) =|vf@]|-

Plano tangente

La derivada de una funcién de una variable tiene una clara interpretaciéon geométrica:
es la pendiente de la recta tangente. En dimensiones superiores, la derivada es una apli-
cacion lineal. Las entradas de la matriz asociada en la base canénica son las derivadas
parciales de dicha funcién. Estos valores son la pendiente de la funcién en las direcciones
paralelas a los ejes. Vamos a verlo con funciones de dos variables.

— 276 —
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Figura 10.2 Plano tangente

Definicién 10.16. Se llama plano tangente a f en el punto (a,b) € A al plano que Plano tangente
tiene como ecuacion

z=f(a,b)+ %(a, b)(x —a) + g—j;(a, b)(y - b),

0, lo que es lo mismo, z = f(a,b) + (Vf(a,b), (x —a,y — b)).
El vector normal ala gréfica de f en (a,b) es perpendicular al plano tangente: Vector normal

0 0
n(f,(a,b)) = (—a—i(a, b),—a—ch(a, b),1].

Sif:ACR'—> Ryac€A,elhiperplano tangente a f ena es Hiperplano tan-
gente
y =f(a) +(Vf(a),x—a)
of

d d
@)+ @ ) + S @)+ @)~ )

10.3 Reglas de derivacion

Las reglas para calcular la derivada de funciones de varias variables son muy similares
a las de las funciones de una variable. Por ejemplo, la derivada de la suma o del producto
se calculan de la misma forma.

Proposiciéon 10.17.
a) Sean f,g: A C R" = R" funciones diferenciables en a € Ay a, p € R. Entonces af + g es
diferenciable en a y D(af + pg)(a) = aDf(a) + pDg(a).
b) Sean f,g : A € R" — R funciones diferenciables en a € A. Entonces el producto fg es
diferenciable en a y D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).
Proposicién 10.18. Sea f : A C R" — R™ diferenciableena € A,y g : B C R" — IR”  Regla de la cade-
diferenciable en b = f(a) con f(A) C B. Entonces la composicion g o f es diferenciable en ay na

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).



10.4

10.4.1

Teorema de la
funcién inversa

TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA Y TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA DIFERENCIABILIDAD

Una de las formas més usuales en las que se aplica la regla de la cadena es la siguiente:
supongamos que tenemos una funcién z = z(y1, ¥, ..., Ym), donde y; = yi(x1,x2,...,Xx).
Si dichas funciones son diferenciables, la regla de la cadena nos dice que

Jz(x1,x2, ... xn) = Jy(x1,x2, ..., x0)J2(Y1, Y2, - - - Ym),

y, por tanto
Jz_ 929y, 9z9y2, 9z Oym
ox;  dy1 dxi Ay dxi T Aym Ix;

Teorema de la funcién inversa y Teorema de la funcién impli-
cita
El Teorema de la funcién inversa y el Teorema de la funcién implicita nos permiten

calcular la derivada de funciones de las que no tenemos una expresién explicita. Aunque
aparentemente distintos, son dos resultados equivalentes.

Teorema de la funciéon inversa

La derivada de funciones de una variable nos ha permitido, por ejemplo, estudiar la
monotonia de una funcién. Para funciones definidas en un intervalo, la situacion es toda-
via mejor. Sabemos que sila derivada no se anula, entonces dicha funcién es estrictamente
mondtona y, en particular, inyectiva. Tiene sentido, por tanto, hablar de su inversa. ;Es
cierto este resultado cuando pasamos a varias variables?

Teorema 10.19. Sea F : U C R" — IR" una funcion definida en un conjunto abierto U
y a € U. Supongamos que F es de clase 1 en un entorno del punto a con det(JF(a)) # 0.
Entonces existe un entorno B de F(a) en el que se puede definir la funcién F~, ésta es de clase

Ly
JE'(y) = JF(x)~!, Yy € B.
Observacién 10.20. La funcién f : R?> — RR? definida como
f(x,y) = (¢" cos(y), " sen(y))

es de clase infinito y su jacobiano

det(Jf(x,y)) =

e*cos(y) —e*sen(y)\ _ .
(e" sen(y) e*cos(y) )‘ = #0

no se anula nunca. El Teorema de la funcién inversa nos dice que, al menos localmente,
tiene inversa pero ;tiene inversa comun para todos los puntos? La respuesta es no. La
funcién f no es inyectiva:

fl,y) = fx,y +2n),

para cualesquiera (x, y) € R2.
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Teorema de la funcién implicita

La resolucién de ecuaciones o sistemas de ecuaciones lineales es un problema que ya se
le habré presentado con anterioridad al lector. En funcién del rango de algunas matrices
es posible decidir si dicho sistema tiene solucién, si ésta es tinica o no, etc. La solucién
de ecuaciones no lineales es un problema mucho mas dificil (piénsese en los ceros de un
polinomio) en el que vamos a dar algunos pequefios pasos.

Figura 10.3 Funcién implicita

Veamos un ejemplo concreto. La ecuacién x*>+y? = 1 describe los puntos de la circunferen-
cia centrada en el origen y de radio uno. ;Podemos despejar alguna de las dos variables?

La respuesta més usual es que si: y = +V1 — x2. Esta respuesta no nos vale si cuando nos
referimos a despejar nos estamos refiriendo a escribir una variable como funcién de la otra.
La circunferencia no puede ser la gréfica de una funcién de una variable: un ntimero no
puede tener dos imagenes. Bueno, pidamos un poco menos, si no toda la circunferencia al
menos una parte. Por ejemplo, para el punto (0, 1) si es valido que y = V1 — x2. De hecho
esto nos sirve para los puntos de la mitad superior de la circunferencia. ;Qué pasa con el
punto (1,0)? Ninguna de las dos expresiones ¥ = V1 — x2ni y = —V1 — x? son ciertas para
un entorno de ese punto. Lo que si podemos hacer es despejar la variable x en funcién de
y dela forma x = /1 — 2.

Obsérvese que la ecuacién x? + y> = 1 se puede ver como la curva de nivel 1 de la
funcién F(x,y) = x> + y2. Despejar una variable en funcién de la otra es equivalente a
preguntarse cudndo una curva de nivel se puede ver como la gréfica de una funcién.

Demos un paso més. Supongamos que si se puede hacer. Supongamos que y = f(x) en
un entorno de un punto (a, b) de la circunferencia. Entonces se verifica que x> + f(x)* = 1,
para x en un entorno de a. Derivando obtenemos que 2x + 2f(x)f’(x) = 0. Para poder
despejar f’(x) hace falta que 2f(x) # 0. En ese caso f’(x) = z}—%%

Las condiciones que hemos necesitado para poder calcular esta derivada son las hip6-
tesis del Teorema de la funcién implicita. Vamos a recoger en una primera version lo que
hemos comentado hasta ahora.

Teorema 10.21. Sea U C R? un conjunto abierto, F : U ¢ R> - Ry (a,b) € U
verificando

Teoerema de la
funcién implicita.
Primera version.
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a) Fesde clase Ct,

b) F(a,b) =0,

¢) 5,(a,b) #0.

Entonces puede despejar y = y(x) en funcion de x en un entorno de a verificando que y(a) = b
en la ecuacion F(x, y(x)) = 0. Ademds dicha funcién y(x) es de clase C' y su derivada vale

JF
Y(x) = —S5(x).
%

Si F es de clase C", entonces la funcion y(x) también es de clase C".

La demostracion de este resultado no entra en nuestros planes, aunque si es facil com-
probar que la derivada de y(x) viene dada por la férmula anterior. Si F(x, y(x)) = 0, deri-
vamos y despejamos:

OFE N o W _ 5

+ =0 = = .
dx dy Jx ox g_i
Ejemplo 10.22. Comprobar que la ecuacion y* + x>y = 10 define a y como funcién de x en un
entorno del punto (3,1).
Consideremos la funcién F(x,y) = y> + x?y — 10. Las condiciones que deben cumplirse
son:
a) Fesuna funcién de clase C'. De hecho es una funcién de clase C* por ser un polinomio.
b) F(3,1)=0.
c) Como JF(x,y) = (2xy 3y*+x?), se tiene que JF(3,1) = (6 12). En particular ‘9—’; #0.
Por tanto el Teorema de la funcién implicita nos dice que se puede despejar y = y(x)
como funcién de x en un entorno de x = 3. Ademas y(x) es de clase C* (igual que F) y su
derivada es
JF

o 2x
’ ax Y
YO == =3 2
% 3ys +x
en un entorno de x = 3. No sabemos la expresion concreta de la funcién y(x) pero si
podemos calcular su valor en 3. Sabemos que y(3) = 1y que y/(3) = -5 = —3. <

{Qué ocurre si tenemos una ecuacién con tres variables? La ecuacién x*> + > +z2 = 1 es
similar a la que motivo la discusién del teorema anterior. En este caso podemos plantear-
nos si se puede despejar una variable en funcién de las otras dos. El desarrollo es muy
parecido. Consideremos la funcién F(x, v, z) = x?+y*+z2—1. Si podemos escribir z = z(x, y)
entonces podemos derivar F(x, y, z(x, y)) o, 1o que es lo mismo, +y+z(x, y)? =1 respecto
a x 0 ayy obtener las derivadas parciales de z:

OF OFdz_. _ 92_ &
ox 0z dx ox ?9_5
JF

OF OFoz_. _ 0z_ &

@-FE&y_ - dy 2k’

Este resultado se puede extender a n variables.

—-280—
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Teorema 10.23. Sea U C R" X R un subconjunto abierto, F : U — R una funcion de
clase C' y (a,b) e Ucona € R", b € R.

a) F(a,b) =0,

b) g—{;(a, b) # 0.

Entonces existe una tinica funcién g de clase C' definida en un entorno de a verificando que
g(a) = by que F(x, g(x)) = 0. Ademds

JF

9% _
dx;  9E°
1 ay

Ejemplo 10.24. Comprobemos que la ecuacién x? + y? + z% = 1 define a z como funcién

de las variables x e y en un entorno del punto (0,0, 1). Para ello consideremos la funcién

F(x,y,2z) = x* + y* + z2 — 1 que es de clase C*. Entonces

a) F(0,0,1) =0,

b) JE(x,y,z) =(2x 2y 2z),conloque]F(0,0,1)=(0 0 2)y, enparticular, secumple
que 2£(0,0,1) =2 # 0.

Aplicando la segunda versién del Teorema de la funcién implicita, se puede despejar

z = z(x,y) de forma que Z(0,0) = 1y F(x, y,z(x, y)) = 0 en un entorno del punto (0,0, 1).

Ademas

0z ‘3—1; 0z 0

a(xr y) - _g(xr y) S E(OI 0) - _E - 0/
JF

0z Rz 0z 0

é’_y(x' y) = —g(X, y) = 8_]/(0'0) 5= 0.«

Plano tangente a una superficie dada implicitamente

Este resultado nos puede ser de utilidad para calcular el plano tangente a una superficie
dada en coordenadas implicitas. Supongamos que dicha superficie viene dada mediante
una funcién f : A ¢ R®* — R por la ecuacién f(x,y,z) = 0. Si queremos calcular el plano
tangente en un punto (a,b, c) de dicha superficie, esto es, verificando que f(a,b,c) =0y
queremos aplicar la férmula que conocemos para el plano tangente de una funcién de
dos variables, necesitamos poder despejar alguna variable en funcién de las otras dos. Si
Vf(a,b,c) # 0, alguna derivada parcial es distinta de cero. Por simplificar, supongamos
que

g—]zc(a, b,c) #0.

El teorema de la funcién implicita nos dice que se puede despejar z como funcién de x e
yyque

9 -

z — _ox

a(a/ b) - a_f(a/ b/ C)
0z
af

0z Rz

a_y(a/ b) - _Z(a/ b/C)
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10.5

10.5.1

Porinomio pE TAYLOR DIFERENCIABILIDAD

Por tanto, el plano tangente en el punto (a, b, c) es

z =z(a,b) + %(a, b)(x —a) + g—;(a, b)(y — b)

y z—f
=c- jﬁ(a, b,c)(x —a) — %(a, b,c)(y — b).
0z 0z

Multiplicando por 3—12((51, b,c) y pasando a un s6lo miembro nos queda

g—i(a, b,c)(x —a) + g—ch(a, b,c)(y—b)+ (;—ch(a, b,c)(z—c)=0.

Resumiendo,

Corolario 10.25. Sea f : A C R® — Runa funcién de clase unoy sea (a, b, c) € A. Supongamos
que

a) f(a,b,c)=0,

b) Vf(a,b,c) #0.

Entonces, el plano tangente a la superficie f(x,y,z) = 0 en el punto (a, b, c) es

of of

a(a, b,c)(x —a)+ @(a, b,c)(y—b)+ %(a, b,c)(z—c)=0.

Versidn general del Teorema de la funcién implicita

Teorema 10.26. Sea f : U C R" X R" — R™ una funcion diferenciable y de clase uno en
un punto (a, b) del interior de U. Supongamos que

a) f(&l, b) =0,

b) det(%(a, b)) #0.

Entonces existen un abierto A C R" y un abierto B C R"™ con (a,b) € A X B y una tinica
funcion g : A — B tal que

a) gla) =",

b) f(x,g(x)) = 0 para todo x € A.

c) gesdeclase C ena.

Ademds, si f es de clase Ck en a, entonces g también es de clase Cken a.

Polinomio de Taylor

Derivadas de orden superior

Sif:AcCR"— Res una funcién diferenciable, podemos plantearnos la diferenciabi-
lidad de sus derivadas parciales. Si D;f es derivable respecto a la variable x;, notaremos
a dicha funcién

Pf
Djif = .
g f ox j8xi

- 282 —



10.5.2

DIFERENCIABILIDAD Porinomio b TayLor

En general, podemos hablar de derivadas parciales de orden k

of

oo ok
i1 in i
dondeki +ky +...+k = k.

Definiciéon 10.27. Sea A C R” un conjunto abiertoy f : AR" — R. Diremos que
f es de clase CF si existen todas las derivadas parciales de orden k y son continuas.
Diremos que la funcion es de clase C™ si existen las derivadas parciales de cualquier
orden.

El problema del orden respecto al que derivamos es nuevo. Para funciones de una va-
riable, la derivada segunda es simplemente la derivada segunda, pero para funciones

. . o . ) of ..
de varias Varlables a pr10r1 no tenemos nmguna razon para asegurar que m co1nc1da

12 . s ;
con W{;x. (Importa el orden de derivacién? En general la respuesta es si. El Teorema de
Schwarz nos dice que para funciones suficientemente regulares la respuesta es no.

Teorema 10.28. Sea f : A C R" +— R una funcion de clase C2. Entonces D;;f = Djif. Teorema de Sch-
warz

En general, si la funcién es de clase Ck, las derivadas parciales de orden k cruzadas
coinciden o, dicho de otra manera, no importa el orden en que se derive.

Polinomio de Taylor

En completa analogia con el polinomio de Taylor para funciones de una variable

’"” (n)
Pu(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %(x —a)l 4.+ m(x —a)"

n!

se define el polinomio de Taylor para funciones de varias variables. En ambos casos las
exigencias son las mismas: buscamos un polinomio de un determinado grado y cuyo
valor y el de sus derivadas parciales coincidan con el de la funcién dada.

Definicién 10.29. El polinomio de Taylor de orden 1 de una funcién f : U C R" — R Polinomio de
enun puntoa € U es Taylor

20
Pi(x) = f(a) + Z a—i(ﬂ)(xi — ;)
i=1

El polinomio de Taylor de orden 2 es

nog nooa2
Py(x) = f(a) + Z 8—3{(0)(3@ —a;) + % Z 8x‘8ij (@) (x; — a;)(x; — a))
=1 ij=1"""

FALTA
Afadir el polinomio de Taylor de orden .
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Miéximo relativo

Punto critico

Hessiano

Matriz hessiana

Condicién ne-
cesaria para la
existencia de ex-
tremos relativos

EXTREMOS RELATIVOS DIFERENCIABILIDAD

Extremos relativos

Definicién 10.30. Sea f : A C R” — RR. Diremos que la funcién f alcanza un madximo
relativo (respectivamente, un minimo relativo) en a € A si se verifica que

a) ae A, y

b) existe r > 0 tal que f(x) < f(a) (resp., f(x) > f(a)), para cualquier x € B(a,r).

En la bisqueda de los extremos de una funcién juegan un papel fundamental aquellos
puntos que anulan la derivada.

Definicién 10.31. Sea f : A C R" — R una funcién definida en un conjunto abierto
A. Diremos que a € A es un punto critico de la funcién f si existen todas las derivadas
parciales de f en a y valen cero.

Proposiciéon 10.32. Sea A un conjunto abierto, f : A C R" — R diferenciable y a € A un
extremo relativo de f. Entonces a es un punto critico de f.

Esta proposicién nos indica que para encontrar los extremos relativos primero hemos
de buscar los puntos criticos. Como en el caso de funciones de una variable, esta condiciéon
no es suficiente. Si queremos tener la certeza de que estamos ante un extremo relativo
tenemos que estudiar la segunda derivada.

Definicién 10.33. Sea f : A € R" — R una funcién con derivadas parciales de
segundo orden. El hessiano de f ena € A es la funcién cuadratica que tiene como
matriz asociada

CE G N
Di1f(a) Diaf(a) ... Dinf(a) 3;:; 83(;12(;362 83;29;6:4
Hess(@ | 0@ DRI@ o DO Vs S m |
Duif(@) Dyof(@ ... Duf(a) F dr
0x,0%1 oxudx, " o2

n

conocida usualmente como matriz hessiana.

Si la funcién f es de clase C?, la matriz hessiana es simétrica y, por tanto, diagonizable.

Diremos que es

a) definida positiva si sus valores propios son positivos,

b) definida negativa si sus valores propios son negativos,

c) semidefinida positiva si sus valores propios son mayores o iguales que cero y alguno de
ellos es cero,

d) semidefinida negativa si sus valores propios son menores o iguales que cero y alguno
de ellos es cero, e

e) indefinida si hay valores propios positivos y negativos.

Teorema 10.34. Sea A un conjunto abiertoy f : A C R" — R una funcioén de clase C2.

Sea a € A un punto critico de f.

a) Si f tiene un minimo relativo en a, entonces Hess(f)(a) es definido o semidefinido positivo.

b) Si f tiene un mdximo relativo en a, entonces Hess(f)(a) es definido o semidefinido nega-
tivo.

_284_



DIFERENCIABILIDAD EXTREMOS RELATIVOS

Este resultado lo usaremos para demostrar que no hay extremo relativo. Por ejemplo,
el origen es el inico punto critico la funcién f(x, y) = x> — y*. Ademads la matriz hessiana
en dicho punto es (g 8) que es una matriz semidefinida postiva. Por tanto, si en el origen
hay un extremo relativo, sélo cabe la posibilidad de que sea un minimo relativo. Esto no
es posible porque sobre el eje OY la funcién tiene un méximo relativo: sobre dicho eje la
funcién es f(0,y) = —y*.

Teorema 10.35. Sea A un conjunto abiertoy f : A C R" — R una funcioén de clase C>.
Sea a € A un punto critico de f.

a) SiHess(f)(a) es definido positivo, f tiene un minimo relativo en a,

b) si Hess(f)(a) es definido negativo, f tiene un mdximo relativo en a, y

c) si Hess(f)(a) es indefinido, f no tiene un extremo relativo en a.

A los puntos criticos en los que no se alcanza un extremo relativo se les suele llamar
puntos de silla. En la Figura 10.4 puedes ver el aspecto que tienen: el origen es un méximo
o un minimo segtn en que direccién nos movamos. En particular, en el origen la funciéon
aqui representada no tiene un extremo relativo.

Figura 104 La funcién f(x,y) = x*> — y° tiene un punto de silla en el origen

Extremos de funciones de dos variables

Como los valores propios de una matriz son las raices de su polinomio caracteristico,
si la matriz es de orden alto puede ser dificiles de calcular. En realidad, sélo necesitamos
saber el signo de dichos valores propios para estudiar extremos relativos. Por ejemplo, si f
es una funcién de dos variables la matriz hessiana es una matrix 2 X 2. También sabemos

que el determinante de una matriz es el producto de sus valores propios. Por tanto, en

. b . .
una matriz H = (Z . ), se pueden presentar los siguientes casos.

a) Sidet(H) = ac — b*> < 0, entonces sus dos valores propios tienen signos opuestos y, en
particular, H es indefinida.

b) Si det(H) = 0, entonces H es semidefinida.

c) Sidet(H) = ac — b? > 0, entonces los dos valores propios tienen el mismo signo y, por
tanto, H es definida. Pero ;definida positiva o definida negativa?. Veamos el signo de
los valores propios

Condicién su-
ficiente para la
existencia de ex-
tremos relativos

Punto de silla
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0=det(H-xI) = det(”;x b ): X% — (a + c)x +ac — b2 (10.1)

c—X

i) Sia > 0, entonces ¢ > 0y las raices del polinomio caracteristico tienen que ser
positivas y, por tanto, H es definida positiva.

ii) Sia < 0, entonces ¢ < 0 y los valores propios son negativos y, en consecuencia, H
es una matriz definida negativa.

Ejemplo 10.36. Consideremos la funcién f : R*? — R definida como

floy) =22+ 1 =2y
Calculemos, en primer lugar, los puntos criticos:
%(x, y)= 2x-3(1-x>*y*>=0
Ly = 2(1-x)y =0

Figura 10.5 Representacion
de la funcién f escalada

El hessiano de la funcién f es

_ 2 a2
= (503 09)

En el origen vale Hess(f)(0,0) = (é 2), que es una matriz definida positiva y, por tanto, f
tiene un minimo relativo en (0, 0).

Es facil comprobar que la funcién f no estd acotada superior ni inferiormente y que, en
consecuencia, la funcién f no tiene maximo ni minimo absolutos. Esto es un ejemplo de
una situacién que no se presenta en una variable: hemos encontrado una funcién con un
tnico minimo relativo que no es un minimo absoluto. <

Extremos de funciones de varias variables

El calculo exacto de las soluciones del polinomio caracteristico cuando la funcién tiene
mas de dos variables no es practico. Como hemos dicho antes sélo es necesario conocer el
signo de los valores propios y no su valor concreto. Hay muchos métodos que permiten
esto. Pasemos a comentar algunos de ellos.
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Si A es una matriz cuadrada de orden 7, notaremos Ay al determinante de la matriz
obtenida al suprimir las dltimas n — k filas y columnas. Normalmente nos referiremos a
ellos como determinantes principales.

Proposicion 10.37. Sea A una matriz simétrica de orden n con determinante no nulo.
a) A es definida positiva si, y sélo si, Ay > 0parak =1,2,...,n.
b) A es definida negativa si, y sélo si, (=1 Ar >0 parak=1,2,...,n.

En el caso n = 2, el criterio de Sylvester no es mds que la observacién anterior ya que
los determinantes principales son A; = a, A, = ac - b2.

Otra manera de averiguar si la matriz hessiana es definida positiva o negativa es dis-
cutir el signo de las soluciones del polinomio caracteristico, o sea, de los valores propios.
La siguiente regla puede ser muy ttil en ocasiones.

Proposicién 10.38.  Sea p(x) = ag + a1x + axx® + - - - + a,x" un polinomio con coeficientes y

raices reales. Entonces

a) El niimero de raices positivas incluyendo multiplicidades es el niimero de cambios de signo de
la sucesion ay, ay,..., a, de los coeficientes de p(x).

b) El niimero de raices negativas incluyendo multiplicidades es el niimero de cambios de signo de
la sucesion ag, —ay,...,(—1)"a, de los coeficientes de p(—x).

Ejemplo 10.39.

a) El namero de raices positivas de p(x) = x> — 3x2 — x + 3 es el ntimero de cambios
de signo de la sucesién 3, —1, -3, 1. Por tanto, tiene dos raices positivas. Para contar
raices negativas, miramos los cambios de signo en la sucesién 3, 1, -3, —1. Hay un
cambio de signo y, por tanto, s6lo una raiz negativa. Este tltimo paso nos lo podiamos
haber ahorrado: un polinomio de grado tres con dos raices positivas y, como cero no
es solucioén, tiene forzosamente que tener una tnica raiz negativa.

b) Podemos aprovechar esta regla para calcular el signo de los valores propios. Por ejem-
plo, si H es la matriz

1 2 -1
H=|2 -3 1],
-1 3 5

entonces su polinomio caracteristico es det(H — xI) = —x> +3x2 + 72—" - %71“. Si miramos

los coeficientes: —%71", %, 3, =1, vemos que hay dos cambios de signo. Esto quiere

decir que hay dos valores propios positivos y el tercero tiene que ser necesariamente
negativo. Por tanto, la forma cuadrética asociada a la matriz H es indefinida.

Con estas herramientas ya podemos resolver un problema de extremos relativos.

Ejemplo 10.40. Vamos a estudiar los extremos relativos de la funcién f : R® - R
definida como

f(x,y,2) = =x> + 3x + 2y + 4yz + 3y + 82%.
Comenzamos calculando los puntos criticos.
L yz)= -32+3 =0
g—J;(x,y,z): dy+4z+3 =0} (x'ylz):(il'_l'}l)'
g—’;(x,y,z) = 4y+16z =0
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En segundo lugar, calculamos la matriz hessiana.

—-6x 0 O
Hess(f)(x,y,z)=| 0 4 4
0 4 15

Y por ultimo comprobamos el signo de los los valores propios de la matriz hessiana en
cada uno de los puntos criticos:

a) En el punto (1, -1, %), la matriz hessiana es

1 -6 0 0
Hess(f) (1, -1, Z) =0 4 4
0 4 15

y tiene como polinomio caracteristico —x> +14x? +72x—288. Como cambia dos veces de
signo, hay dos valores propios positivos y el tercero sera negativo. Por tanto la matriz
hessiana es indefinida y f no tiene un extremo en (1, -1, i)

b) En el punto (—1, -1, }1), la matriz hessiana es

1 6 0 0
Hess(f) (—1, -1, 4_1) =(0 4 4
0 4 15

que tiene como polinomio caracteristico —x> + 26x? — 168x + 288. Ahora tenemos tres
cambios de signo y, por tanto, tres valores propios positivos. En consecuencia, f tiene

un minimo absoluto en (—1, -1, }1)

Resumiendo la funcién f tiene un tinico extremo relativo: un minimo relativo en (—1, -1, }L)
<

Extremos condicionados

Algunas veces queremos encontrar los extremos de una funcién f pero no nos interesa
todo el dominio sino s6lo una parte. Por ejemplo, ;como podriamos buscar el punto més
cercano al origen de los puntos de la circunferencia centrada en (2,3) y de radio 1? En
otras palabras, queremos encontrar los minimos de la funcién distancia al origen

FIR SR, floy) =2 +y2,

sometida a la restriccién (x — 2)> + (y — 3) = 1.

Normalmente las restricciones vienen dadas en términos de una o varias ecuaciones.
Aqui tenemos g(x, y) = (x—2)*+(y—3)? = 1. Es este tipo de extremos a los que llamaremos
extremos condicionados.

Definiciéon 10.41. Sean f : A C R" - Ry g: A — R dos funciones definidas en
un conjunto abierto A y ¢ € R. Diremos que f alcanza un mdximo relativo condicionado
ena€A aS={xeR": g(x) =c} o, mds brevemente, un maximo condicionado si
existe un r > 0 tal que f(x) < f(a) para cualquier x € B(a, r) N S. De forma andloga se
define minimo relativo condicionado.
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Los extremos condicionados no son mas que los extremos relativos de la funcién f
restringida al conjunto S. En el caso de que dicho extremo se encuentre en el interior
de A podemos aplicar las técnicas ya descritas para el cdlculo de extremos relativos. El
método de los multiplicadores de Lagrange nos va a permitir estudiar el caso de que
dichos extremos se encuentren en la frontera de A.

Método de los multiplicadores de Lagrange

Una condicién necesaria para la existencia de extremos condicionados en un punto es
que dicho punto sea un punto critico, aunque no para la funcién original sino para una
funcién que pasamos a construir.

Teorema 10.42. Sean f : ACR" - Ry g: A c R" —» R" con m < n funciones
de clase Ct en un abierto Ay ¢ € R™. Supongamos que f tiene un extremo condicionado a
la variedad S = {x € A: g(x) =c}ena € Sy que el rango de g’(a) es m. Entonces existen
M, A2, ..., Am € R tales que la funcién F(x) = f(x) + A184(x) + ... A,ng" (x) tiene un punto
critico en a.

La funcién auxiliar F recibe el nombre de funcién de Lagrange y a los niimeros reales
A1, Mg, ..., Ay se les llama multiplicadores de Lagrange.

El teorema anterior es el andlogo al hecho de que los extremos de una funcién sean pun-
tos criticos, s6lo que en este caso son puntos criticos de una funcién distinta. Si queremos
una condicién suficiente tenemos que mirar la “segunda derivada”. Vamos a estudiar la
matriz hessiana de la funcién de Lagrange.

Teorema 10.43. Sean f : ACR" - Ry g: A C R" = R" con m < n funciones de
clase C? en un abierto Ay c € R™. Seaa € S = {x € A: g(x) = c} un punto critico de la
funcioén de Lagrange F. Entonces,

a) Si Hess(F)(a)|ker(g(a)) € definido positivo, f tiene un minimo condicionado en a.

b) Si Hess(F)(a))ker(g (a) €8 definido negativo, f tiene un mdximo condicionado en a.

c) Si Hess(F)(a) ker(g (o)) €5 indefinido, f no alcanza un extremo condicionado en a.

Ejemplo 10.44. Calcular los extremos condicionados de la funcién f(x, y) = x> + y* — xy
en el conjunto A = {(x, YeR?: 2+ %= 1}.
Tomemos g(x, y) = x> + y* — 1. La funcién auxiliar de Lagrange sera

Flx,y) = f(x,y) + Ag(x, y) = X2+ y2 —-xy + )\(x2 + y2 -1.

Los puntos criticos deben verificar

JF
$—Zx—y+2/\x—0
JF
8—y—2y—x+2/\y—0

g, y) =2+ -1=0

Las soluciones de este sistema de ecuaciones son

Condicién necesa-
ria para la existen-
cia de extremos
condicionados

Funcién de La-
grange
Multiplicador de
Lagrange

Condicién su-
ficiente para la
existencia de ex-
tremos condicio-
nados
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/\——1 x—y—+i
2/ _ﬁ’
3 1

A==, x=-y=4—.
2 =R

Tenemos, por tanto, cuatro puntos criticos. La matrix hessiana de la funcién de Lagran-
gees H(x,y) = (Zflm 2;2/\) En los puntos + ( VoL \/_) la matriz hessiana es ( 7 ), 0 sea,
semidefinida. Para ver si f alcanza un extremos condicionado tenemos que restringir el

hessiano de F al nticleo de la derivada. En el punto (7’ 7)’

el () = e ews (G ) )=o)

que estéd generado, por ejemplo, por el vector (1, —1). Por tanto, la matriz hessiana restrin-
gida al ntcleo tiene como matriz

a-n( 5L)=®.

que es definida positiva y, por tanto, f tiene un minimo condicionado en (%, %)

1 _1
Enelpunto( 5 \/E)’

el (- ) = {0 -G ) ) =0},

estd generado también por el vector (1, —1). Por tanto, la matriz hessiana restringida al
nucleo vuelve a ser
1 -1\/1
(11_1)(_1 1 )(_1)_(4)/

y, en consecuencia, f tiene un minimo condicionado en (—%, —1%).
1

En los puntos + (—— —) la matriz hessiana es ( o ,1) es semidefinida.

S

V2)

En el punto (%, —%),

el () e ex {[G ) ) <o},

que esta generado, por ejemplo, por el vector (1,1). Por tanto, la matriz hessiana restrin-
gida al ntcleo tiene como matriz

on(2 2o

que es definida negativa y, por tanto, f tiene un méximo condicionado en (%, —%)
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En el punto (%, %) se comprueba de forma andloga que f tiene un minimo condicionado

p)
1 1
en (_\/E’ —ﬁ). <

Extremos absolutos

La tnica condicién suficiente que conocemos que garantiza la existencia de extremos
absolutos de una funcién es la propiedad de compacidad (Teorema 9.36). Dichos extre-
mos deben ser extremos relativos, si estdn en el interior del dominio, o extremos relativos
condicionados si se encuentran en la frontera. Si la frontera es sencilla podemos estu-
diarla directamente, en otro caso podemos utilizar el método de los multiplicadores de
Lagrange para buscar candidatos a extremos absolutos. Veamos algtin ejemplo de estas
situaciones. Comenzemos con una frontera sencilla.

Ejemplo 10.45. Calcular los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = x> = y> —x + y

en el cuadrado A = {(x, y) € R%: 0< X,y < 1}.

La funcién f es continua y A es cerrado y acotado, por tanto, f tiene méximo y mini-
mo absolutos. Si se encuentran en el interior de A serdn extremos relativos y, como f es
diferenciable, puntos criticos. En consecuencia deben cumplir:

_8f =2x-1=0
ox oY) =21 = 11
of — (X'V)Z(E'E)'
a—y(x,y):—2y+1:0

La frontera del conjunto A esta formada por los cuatro segmentos que unen los vértices.
Vamos a estudiarlos por separado.

a) Segmento (0,0)(1,0) En este segmento y = 0, con lo que la funcién queda f(x,0) = x> —x
conx € [0,1]. La derivada es 2x—1 que sélo se anula en x = 1/2. Por tanto los extremos
absolutos se podrian alcanzar en (0, 0), (%, 0) y (1,0).

b) Segmento (1,0)(1,1) En este segmento x = 1, con lo que la funcién queda f(1,y) =
—y?+y cony € [0,1]. Procediendo de la misma forma que en el anterior apartado, los
candidatos a extremo absoluto son (1, 0), (1, %), y (1,1).

c) Segmento (1,1)(0,1) En este segmento y = 1, con lo que la funcién queda f(x, 1) = x> —x
con x € [0,1]. Los posibles extremos se pueden alcanzar en (1, 1), (%, 1), y (0,1).

d) Segmento (0,1)(0,0) En este segmento x = 0, con lo que la funcién queda f(0,y) =
—y?>+ycony € [0,1]. Los posibles extremos se pueden alcanzar en (0, 1), (O, %), y (0,0).

Recapitulemos: los extremos absolutos, que seguro que existen, s6lo pueden alcanzarse

en alguno de los puntos que hemos calculado. Vamos a evaluar la funcién y veamos cudl

es el méximo y cudl es el minimo: f(%, %) = f(0,0) = f(1,1) = f(0,1) = f(1,0) = O,

f(l, %) = f(O, %) = _le y f(%, 1) = f(%,O) = %. Por tanto, el minimo absoluto se alcanza

en (1, %) y en (0, %), y el maximo absoluto se alcanza en (%, 1) y en (%, O). <

En este segundo ejemplo, vamos a utilizar el método de los multiplicadores de Lagran-
ge para buscar candidatos a extremos absolutos en la frontera del dominio.
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Ejemplo 10.46. Calcular los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = x> — x + y* en el
conjunto A = {(x, YeR?: 2 +y%< 1}.
La funcién f es continua y A es un conjunto cerrado y acotado por lo que f alcanza su
méximo y minimo absolutos. Estudiemos por separado el interior y la frontera.
EnA = {(x, YeR?: 2 +y%< 1}, los puntos criticos son

of

—(x,y)=2x-1=0

ox 1

=,0| € A.
20

2 = (x,y) =
a—jyf(x, y) =2y =0 (

Para la frontera, Fr(A) = {(x, YeR?: 2 +y%= 1}, podemos aplicar el método de los
multiplicadores de Lagrange y buscar puntos criticos de la funcién auxiliar de Lagrange
F(x,y) = x> —x+y?>+ A(x? + y> — 1) sujetos a la restriccién x> + y*> = 1. Tenemos que resolver
el sistema

%(x,y) =2x—-1+2Ax=0
g—ly:(x, y) =2y +2Ay =0
K+ 7 =1

En resumen, los tinicos candidatos a extremos absolutos son los puntos (%,O), (1,0) y

(-1,0).Si evaluamosf(%,O) = —%,f(l,O) =0y f(~1,0) = 2. Por tanto, el minimo absoluto

se alcanza en (%, 0) y el maximo absoluto en (-1, 0). «

Ejemplo 10.47. Calcular el rectdngulo con los lados paralelos a los ejes de mayor area

que se puede inscribir entre las gréficas de las curvas y = "2—2 ey =V2x
FALTA <«

Ejercicios

Diferenciabilidad.

Ejercicio 10.1. Calcular las derivadas parciales de:
a) f(x,y,z)=x¥"*VxeR", y,zeR,

b) f(x,y,z) =(x+y):Vx,yeR*,zeR,y

c) f(x,y) =sen(x sen(y)),Vx,y € R.

Solucién 10.1.

b) 3—1; = z(x + y)* !, % =z(x+yy ", g_er =(x+y)yin(x+y)
Q) % = cos(x sen(y)) sen(y), g—/; = x cos(x sen(y)) cos(y)
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Ejercicio 10.2. Determinar los gradientes en un punto cualquiera de IR® de las siguientes
funciones:

a) f(x,y,2z) = X2+ y2 + 22,
b) f(x,y,z) = xyz.

Solucion 10.2.
a) Vf(x,y,z) = (2x,2y,2z).
b) Vf(x,vy,z) = (yz,xz,xy).

Ejercicio 10.3. Encontrar la derivada direccional de f en a segtn la direccién de / en
los siguientes casos:

Q) foy) =x2a=@0h=(%3)
b) f(x,y,z)=x>+y>+2%a=(1,1,0),h=(0,0,1).

Solucién 10.3.
a) Como Df(x,y) = (y* 2xy), se tiene que

Dy f(@) = Df(a)(h) = <(14 ( j (1)> —%.

b) Dado que Df(x,y,z) = (3x*> 3y* 3z2), se tiene que
th(ﬂ) = Df(ﬂ)(h) = <(3/ 3/ 0)/ (O/ 0/ 1)> =0.

Ejercicio 10.4. Calcular el plano tangente de la funcién f(x, y) = x>y —xy> +y° —3enel
punto (-1, 1).

Solucién 10.4. El plano tangente es

z=f(-1,1)+ —f( 11)(x+1)+—f( 1L, D)(y-1)=0-3(x+1)+8(y—-1),

o, lo que es lo mismo, 3x — 8y +z+11 = 0.

Ejercicio 10.5. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = x> + y? en los
puntos (0,0) y (1,2).

Solucién 10.5. Elplano tangenteen (0,0)esz=0yen(1,2)esz=5+2(x—1)+4(y—-2).

Ejercicio 10.6. Calcular el plano tangente a la funcién f(x, y) = x> +3xy+8y? en el punto
0,1).

Solucién 10.6. La ecuacidnesz = f(xo, yo) + V f(xo, yo) - (x — X0, ¥ — Yo). En nuestro caso:
z=8+(3,16) - (x,y — 1) quedando z = 3x + 16y — 8.

Otra forma de hacerlo es considerar la superficie dada z = f(x, y) o, si se quiere, f(x, y)—z =
0 como el conjunto de nivel cero de la funcién F(x, y,z) = f(x, y) — z. Visto asi,

of of
VF(x0, Yo, 20) = a(xo, Yo), @(Xo, Yo),—1
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serd un vector normal a la superficie en el punto (xo, Yo, zg) y podremos usarlo como vector
normal al plano buscado, cuya ecuacién sera:

3,16,-1)-(x,y—1,z-8) =0.

Ejercicio 10.7. Determinar la direccién respecto de la cual, la derivada direccional de
la funcién f(x,y,z) = xy? + yz + z2x* en el punto (1,2, —1), tenga un valor maximo.

Solucién 10.7. La derivada siempre es médxima en la direccién del gradiente. El gra-
diente de f es Vf(x,y,z) = (y* + 2xz2,2xy + z,y + 2x%z), y en el punto (1,2, —1) nos queda
V£(1,2,-1) =(6,3,0).

1

Ejercicio 10.8. Dada la funcién f(x,y) = pexwrd hallar en el punto (2, 3) la derivada segtin

la direccién definida por y = 3x y el valor méximo de la derivada direccional.

Solucién 10.8. La diferencial de la funcién es Df(x,y) = ( (xz_f;z)z (xz—fyyz)z ) y, en el

punto (2,3) queda Df(2,3) = (—% —% ). Un vector director de la recta y = %x es, por

ejemplo, v = (1, ) que tiene médulo /1 + 3 = @ Por tanto,

D0f(23) = \/3— (pre3),(1 2)> ~24

13 3/ 13213’
Por ultimo, el valor méaximo de la derivada direccional es ||V f(2, 3)” = %.

Ejercicio 10.9. Dada f : R?> — R diferenciable, con f(0,0) = 0 y derivadas direccionales
en (0,0) en las direcciones v; = (1,2) y v = (1,-1) que valen 1 y —1 respectivamente,
hallar el gradiente de f en el origen.

Solucién 10.9. Sabemos que Df(0,0)(v1) = 1y Df(0,0)(v2) = —1.Notemose; = (1,0), e =
(0,1) a la base canénica de R?. Entonces ¢; = %vl + %vz, yer = %vl — %02. La linealidad de
Df(0,0) nos da que

3—{(0, 0) =Df(0,0)(e1) = D£(0,0) (%01 + %vz)
=%Df(0, 0)(v1) + %D £(0,0)(v2) = % _ % - % v que
%(0/ 0) =Df(0,0)(e2) = Df(0,0) (%vl - %02)
=3Df(0,0e) - 3DFO,00e) = 5 + 5 = 2.

Ejercicio 10.10. Una funcién f definida en un abierto del plano se dice que es arménica
si
2 92
ﬁ(xf y)+ 8_y2(x' y)=0

en todo punto de su dominio. ;Son arménicas las siguientes funciones?

a) f(x,y) = arctan(i), V(x,y) e R?\ {y = 0}.
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b) g(x,y) = e cos(y) + ¥ cos(x), V(x, y) € R2.

Solucién 10.10.
a) Las derivadas parciales respecto a x son:

1
of v Y *f

1) —2xy

=W x/y = - ’

Jx 2 x4 y? ox?
1+(3) Y

T2+ 22

()

Las derivadas parciales respecto a y son:
_% . —x >*f 2xy

- s _(x/ ) = .
14+ (i)Z x2 4+ yZ ayZ Yy (x2 + ]/2)2

J
a—j;(x, y) =

Por tanto, la funcién es armoénica.
b) Las derivadas parciales respecto a x son:
g . 9’8
= = —p —e Y . =X —e Y
e (x,v) e " cos(y) —e ’sen(x), E (x,y) =e " cos(y) — e 7 cos(x) .

Las derivadas parciales respecto a y son:

&—g(x ) = —e *sen(y) — e ¥ cos(x) ﬁ(x ) = —e ¥ cos(y) + e cos(x)
Iy 'Y y T 'Y y .

Por tanto, la funcién es armodnica.

Ejercicio 10.11. Sea f la funcién definida como f(x,y,z) = (3x — 2y + z,x + 3y — 2z).
Probar que f es diferenciable en cualquier punto de R® y obtener la diferencial en (1,1,1).

Solucién 10.11. La funcién es lineal y, por tanto, es diferenciable. También es inmedia-
to comprobar que todas las derivadas parciales existen y son constantes (en particular,
continuas). La diferencial es Df(x, y) = (f N ,12).

Regla de la cadena
Ejercicio 10.12. Sean las funciones f : R> - R?y ¢ : R?> — RR?, definidas por
flx,y,2) = (sen(xy +2),(1+ xz)yz), gu,v)=W+e’,v+e).

a) Calcular Df(1,-1,1),

b) Calcular Dg (0, %), y

c) Calctlese D(g o f)(1,-1,1).
Solucién 10.12.

a) La funcién f es diferenciable porque todas las derivadas parciales son continuas. La
diferencial de f es

_( cos(xy +z)y cos(xy + z)x cos(xy + z) )
Dfxy.2) = (nyz(l +22)V 1z + 22 In(l + 2% y(1+ 22 In(l +x%) )’
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y enel punto (1,-1,1)

-1 1 1
Df(,-1,1) = (_1 In(2) _lnﬁ)
2 2 2

b) Lafuncién g también es diferenciable por el mismo motivo. Su diferencial es Dg(u, v) =
(;4 glv ) Sustituyendo en el punto (O, %) nos queda Dg(0, 1) = (i ‘f)

c) Utilizando la regla de la cadena

D(g o f)(1,-1,1) =Dg(f(1,-1,1)) o Df(1,-1,1)
1 e\ (-1 1 1
V)G = e

2 2 2
_1— Ve  2+veln(2)  2—+eIn(2)
_ 2 2 2
_( 3 2+In(2) 2-In(2) )
2 2 2

Ejercicio 10.13. Sean f : R> —» R3, f(x,y) = (xz, y2,x - y) yg: R 5 R, gx,y,2) =
x2 + 2y — z. Definimos h = g o f. Calcular Dh(1, -1).

Solucién 10.13. Por la regla de la cadena, D(h)(1,-1) = Dg(f(1,-1)) o Df(1,-1). Calcu-
lemos en primer lugar la diferencial de f:
2x 0
Df(x,y):[O 2y |,
1 -1

con lo que

2 0
Df(1,—1):[0 —2).
1 -1

Como f(1,-1) =(1,1,2), Dg(x,y,z) = (2x 2 -1)y, portanto, Dg(1,1,2) =(2 2 -1).
Por altimo,

2 0
Dh(1,-1) = Dg(f(1,-1)) o Df(1,-1) = (2 2 —1)[0 —2]:(3 -3).
1 -1

Ejercicio 10.14. Sean las funciones f(x,y,z) = (ex +y?, ke* + y) (donde k € R es un

parametro), ¢(u,v) = v? + In(u) si u > 0. ;Qué valor debe tomar k para que la derivada
direccional maxima de (g o f) en (0,0,0) sea igual a 1?.

Solucién 10.14. Utilizamos la regla de la cadena para calcular la derivada de la com-
posicion:

J(g © £)(0,0,0) = Jg(£(0,0,0)) - Jf(0,0,0) = Jg(1,k) - Jf(0,0,0)

a0 ) ca e
= ( )-(Olk)—( )

7

Como el valor de la derivada direccional maxima es || V(g o £)(©0,0,0)
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1= V(g0 NO,0,0) =|(1,262¢)| = k=0.
Ejercicio 10.15. Sea f : R — R diferenciable. Siz = f (x y) probar que x = 2y

Solucién 10.15. Es inmediato usando que = 2xyf' (x%y) y que = 22 f'(x%y).

Ejercicio 10.16. Sean f,¢ : R — R derivables. Se define la funcién de dos variables
x 9z

z(x, y) = x*y f(u) + xy>¢(v), con u = o = ¥ Calcular x£(x, y) + y & S,y

Solucién 10.16. Calculemos primero ax y a £ utilizando la reglas de derivaciéon de un
producto y de la cadena.

T30 =20y + yf () + g0 - 1P 0
=2xyf(u) + x*f'(u) + y*g(0) - y;g’(v),
S, =5 F0) = £y (1) + 2240) + 17 0
= f(u) - ?f’(u) +2xyg(0) + ¢ (v).
Por tanto,

0+ v ) =22+ 2 0+ o) - L)

3
+y (xzf (u) - ;f’(u) +2xyg(v) + yzg’(v))
=322y f(u) + 3x1°g(v)
=3z(x, y).

Ejercicio 10.17. Sean g: R — Ry & : R?> - R funciones diferenciables. Demostrar que

2
- X *r
f(x’y)_xg(y)+xyh(x+y'yz)

verifica la relacién ng + y a y =2 f.

of _ of

Solucién 10.17. Sdlo hay que calcular 5 y 9y el resto es simple comprobacién. Si no-
tamos u y v a las dos variables de la funcién £,

U oe(X) 4 220 (X)L h_y  ohZ
9x_2xg(y)+xg(y)y+yh(” o)ty i xr+yR v
8f x3

- +xh(u V) —Xx oh_x %21
v~y Youteryr "0
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Ejercicio 10.18. Calcular ?9_1; siendo F(u,v) = u"v" con u = cos(ax) y v = sen(ax).
Solucién 10.18. % = —mu"! sen(ax)av" + nv"~! cos(ax)au™.

Ejercicio 10.19. Seau = f (x2 +2yz, y* + 2xz) con f diferenciable. Probar que:

(yz —xz)(;— + (x2 - yz)g—y + (22 —xy) gz 0.

Solucién 10.19. Denotando v y w a las variables de la funcién f, sélo hay que sustituir
en la ecuacion las siguientes derivadas

du _ af af ou _ Jdf of ou _ df af
ox 2x (9’() ZZ%, a—y = ZZ% + 2]/%, g = Zya—v + ZX%
Ejercicio 10.20. Sea f : R> — R diferenciable. Si v = f(x,y), donde x = pcos(0), y =
p sen(0), probar que
Pf Pf v 1Pv 1dv
= ==t =t —=.
oxz  Jdy>  dp* p2d0% pdp

Solucién 10.20. Calculemos, en primer lugar, las derivadas parciales de v.

dv _dfodx dfdy 8f of

% —ag + = (9]/ 8p ax (6) + —y sen(@)

dv _dfox dfdy  If of

30 =2:90 " v oy 30 = "2y ——psen(0) + —ypcos(@)

Calculemos ahora las derivadas parciales de segundo orden. Para ello volvemos a utilizar
la regla de la cadena y la regla de la derivada de un producto.

820 af af
3 o (5 + s 5 5
2f&’x P*f dy Pf ox 82f8y
—cos(G)(a 28p + 8x8y8p)+sen(6)(8 8y8p + =—= 7 8p)

S + 2sen(0) cos(6) S + 2(9)82
=3 +2sen(6) cos %0y sen 27

=cos?(0)—=
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v 9 If of
T =36 Gansen@)+ SLpcos(o)

A f ox . Pf 8y)
9x2 96 " dxdy IO
P*f ox N 82f8y)
Ixdy 90 dy? O
f *f P’f
=— pcos(@)— - psen(@)( 5 (—psen(0)) + 8yp cos(@))

=—p cos(@)—f -p sen(@)(

-p sen(@)—f + pcos(@)(

2 2
f (—psen(0) + ayfp cos(@))

2f

-p sen(@)—f + pcos(@)(

=— pcos(@)—f — psen(@)—f + P sen (6)

* 2 f
- 2p sen(6) cos(@)—y + p cos (6)

PfLPf _Po ., 1,1
La comprobacion de la férmula 75 + Erial i Fﬁ + 590 € ahora, inmediata.
Ejercicio 10.21. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de F donde f es una

funcién “suficientemente derivable” como para que las derivadas parciales de segundo
orden de F existan y sean continuas.

a) F(x,y) = f(ax + by)

b) F(x,y) = f(ax + by, cx + dy)
o) F(x,y) = xf(y,y) + yf(x, %)
d) F(x,y) = f(x,xy,x + y)

Solucién 10.21.
a)

0°F .,
5F ﬁ(x, y) = f'(ax + by)a®
Y= f'(ax + by)a 2F
X
F xay (x,y) = f"(ax + by)ab
@(x, y) = f'(ax + by)b 82

r SRt = £ s by

b) Denotemos u y v las variables de f. Las derivadas parciales de primer orden son

_f of

Ry = et 50
d d

oF = fb+ fd

@(x/y)—ﬁ % ’

y las derivadas parciales de segundo orden son
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PF _ (Pf f f P
o2 _a(8u2 " 8u&vc)+c(8v&u ¥ 82}2)
F e f i s f 9 f
oxdy ”(auz " udo ) i C(&va ) )
PF _ (Pf f P>f f
E i b(ﬁb + auavd) + d(ava b wd)

¢) Las derivadas parciales de primer orden son

§—§=f(y,y)+ (a—f —f)

Iy
0
3—1;=x(a£ f)+f(xx)

y las derivadas de segundo orden son

PE (P Pf Pf
oz =Y (axz 5%y o )
PE (I O\, (Ff P PS
oxdy (ax ay) y(axz Ixdy 8y)
B[P 2T
dy? ox?  dxdy  Jy?

d) FALTA

10.9.3 Funcién inversa. Funcién implicita

Ejercicio 10.22. Sea f : R? — R? una funcién diferenciable de modo que £(0,0) = (0,0)

y la matriz jacobiana en (0,0) vale Jf(0,0) = ( ) Sean fi, f» : R? - R las funciones
coordenadas de f. Determinar en cada caso, la matriz jacobiana de F en (0, 0).

a) F(x,y) = (x, fi(x,y))

b) F(X, ]/) = (xzfl(xl }/), y2f2(x/ y))

o) F(x,y) = f(f(x,y))

d) F(x,y) = (i(f2(x, v), 205, 9), Lo(filx, v), fi(x, y))

Solucién 10.22.
a) Sea F : R?> — IR? definida por F(x, y) = (x, fi(x, y)); entonces

0

JE(x, y) =(af1 @y Ly

y, por tanto, JF(0,0) = (; g)
b) Sea F(x,y) = ( X2 f1(x, y), Y fo(x, y)) entonces
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]F(x,y):[fowxzaQ(x W) PRy )

d
2Ly 2uf+ PR

y, por tanto, JF(0,0) = (8 8)
¢) Utilizando la regla de la cadena se tiene que JF(x,y) = Jf(f(x,y)) - Jf(x,y) de donde
JF(0,0) = J£(0,0) - J£(0, 0). Por tanto,

5 2\ (5 2 27 10
r0.0=(1 o)1 o)=(5 2)
d) Para calcular la matriz jacobiana de F vamos a ir derivando parcialmente cada com-
ponente y asi obtenemos cada una de las dos filas de la matriz pedida.

La primera componente es F1(x, y) = fi(f2(x, y), f2(x, y)) = f1(u,v) y aplicando la regla
de la cadena tenemos

ai(0 0) = afl 0, 0)—(0 0) + fl(o 0)—(0 0)=5-1+2-1=7,
81—"1 8f1 f1

—(00) —(00)—(00) —(00) (00) 5-0+2-0=0.

La segunda componente es F2(x, v) = f2(f1(x, y), fi(x, y)) = f2(u,v) y aplicando la regla
de la cadena tenemos

&(00) (ZfZOO)—(OO) 2(00)—(00)—1 5+40-5=1,
%1;2(00) 2(00) (00)+£(00) (00)_1 2+40-2=2.

Por tanto, la matriz jacobiana pedida es JF(0,0) = (Z 2)

Ejercicio 10.23. SeaF : R? — R? dada por F(x, y) = (exy, sen(x? + yz)). Calcular la matriz
jacobiana de la funcién inversa de F en el punto F(0, 1).

Solucién 10.23. La derivada en (0,1) es JF(0,1) = (S ZC(?S(Z)) y la jacobiana de la funcién
inversa en el punto F(0,1) es

JF(0,1) = (0 2cc?s(2) )_1 - (e(_J1 %5(2))

Ejercicio 10.24. Calcular la recta tangente a xe¥ + iy — 2x = In(2) en el punto (1, In(2)).

Solucién 10.24. La recta tangente es O(x — 1) + 3(y — In(2)) = 0 o, lo que es lo mismo,
= In(2).

Ejercicio 10.25. Encontrar la recta tangente a la curva, dada en coordenadas implicitas,
PryP=4, 2+ -2z=0
en el punto (\/ﬁ, V2, 4).
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Solucién 10.25. La recta tangente es la interseccién de los planos tangentes de las dos
superficies:

2V2(x — V2) + 2V2(y — V2) =0
2V2(x — V2) + 2V2(y — V2) — (z — 4) =0

Ejercicio 10.26. Comprobar que en las siguientes ecuaciones se verifican las condiciones

del teorema de la funcién implicita en el punto indicado y obtener y’(x) en los cuatro

primeros casos y g—i, 3—; en los otros.

a) x¥+3x2-2y2-2y =0, (1,1)

b) sen(x) + cos(y) +2y =7, (0, g)

c) yln (x2 + yz) -2xy =0, (0,1)

d) x¥+y*-2xy=0, (2,2)

e) zarctan(l —z%) +3x+5z - 8y*> =0, (1,1,1)
f) xyze*In(z) -3x+3y =0, (1,1,1)

Solucién 10.26.
a) Sea g(x,y) = x¥ + 3x> — 2y> — 2y. Entonces ¢(1,1) =1+3-2-2=0y

Jg(, y) = (yx" 1+ 6x x¥In(x)—4y—2),
y por tanto %(1, 1) = =6 # 0. Aplicando el teorema de la funcién implicita se puede
despejar y en funcién de x en un entorno del punto 1. Ademas
_%
’ . ox _
9y

yx¥~l + 6x
xYIn(x) —4y -2~

b) Sea g(x,y) = sen(x) + cos(y) + 2y — . Entonces
i) g(0,3) =0,

i) Jg(x,y) = (cos(x) —sen(y)+2) conlo que a—55;(0, Yy#0.

Entonces el teorema de la funcién implicita se puede despejar y = y(x) en funcién de
x en un entorno del 0 y

-~ cos(x)
’ . odx _
y ()= g sen(y)—2°
y

c) Sea g(x,y) =ylIn (x2 + yz) — 2xy. Entonces
i) 8(0,1) =0,
2
i) Jg(x,y) = (xzziiZ -2y In(x?+y?) + xffyz - Zx) con lo que %(O’ 1) #0.
Aplicando el teorema de la funcién implicita, se puede despejar y = y(x) en un entorno
deOy

g 2xy

e S |
Y 98 G2 +12) + 22 9y
7y n(x +y)+x2+y2—x
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d) Sea g(x,y) = x¥ + y* — 2xy. Entonces
i) g(2,2)=0,
i) Jg(x,y) = (ya¥ 1 + ¥ In(y) -2y  x¥In(x) + xy*! — 2x) y, por tanto, %(2’ 2) # 0.
El teorema de la funcién implicita nos dice que se puede despejar ¥ = y(x) en un
entorno de x = 2. Ademds

J
= 20— Y4y InG) -2y
Y 3_8 x¥ In(x) + xy*1 —2x
y

e) Sea g(x,y,z) = zarctan (1 - zz) +3x + 5z — 8_1/3 . Entonces
i) ¢1,1,1)=0,
. _ 2\ 22 ag
if) Jg(r,y,2) = (3 24y arctan(1-2?) =g +9) conloque 5(1,1,1) #0.
Como consecuencia del teorema de la funcion implicita se puede despejar z = z(x, y)
como funcién de x e y en un entorno del punto (1,1) y

P
o a =
— T — 2 ’
ox ‘;_i’ arctan(1 — z2) — 1+(§#—z2)2 +5
Jg
= 24y
_—a—=_ 2 .
Ay a_(g arctan(l — z2) — 1+(%;—z2)2 3

f) Sea g(x,y,z) = xyze* In(z) — 3x + 3y. Entonces
i) ¢(1,1,1) =0,
ii) Jg(x,y,z) = (yze*In(z) =3 xze®In(z) + 3 xye*(In(z) + zIn(z) + 1) ), conlo que 3—5(1, 1,1) #
0.

Aplicando el teorema de la funcién implicita se obtiene que se puede despejar z =
z(x, y) en un entorno del punto (1,1) y que

oz % yze*In(z) - 3

ox ? B xyer(In(z) + zIn(z) + 1)’
o

0z Iy xze*In(z) + 3

8_y - % - _xyez(ln(z) +zIn(z) +1)°

Ejercicio 10.27. Determinar la derivada de la funciéon z = f(x,y) definida implicita-

mente por la ecuacién xtan(y) — ze* = 0 en el punto (O, %,0) en la direcciéon del vector
(2,1).

Solucién 10.27. Sea F(x, y,z) = x tan(y) — ze*. Es inmediato comprobar que F cumple las
hipétesis del teorema de la funcién implicita:

a) F(0,%,0)=0,
b) JF (0, %,O) =(1 0 -1).Como ‘3—5 (0, %,0) # 0 podemos despejar z como funcién de

X e y en un entorno de (0, %)
Las derivadas parciales de z(x, y) son
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JF g_F
T T y (T B
v:(0.3) [‘5('Z'O)"gE(O'Z'O)}‘“’O)
Z

y, en consecuencia, la derivada pedida es
m\( (2,1) 2,1 2
DZ(O,—)(—)=<1,0, >:—.
Nienn) "\ Y ren1)” &

Ejercicio 10.28. Probar que la ecuacién y® + x*y = 10 define implicitamente a y como
funcién de x, ¥ = f(x), en un entorno del punto (3, 1) y calctlese

fl)-1+%2
lim ————=
x—3 (x — 3)2

donde f es la funcién definida por la ecuacién anterior.
Solucién 10.28. Vamos a comprobar las hipétesis del teorema de la funcién implicita
en el punto (3,1).

g(3,1)=14+9-10=0

dg a2 2 g _
@(x,y)—?)y +x = @(3,1)—12750

Por tanto, existe la funcién implicita y = f(x) en un entorno de (3, 1) verificando f(3) =1
y que g(x, f(x)) = 0.

Nos piden ahora

_ fE)-1+52
03 (x-3)

Vamos a calcularlo aplicando L'Hopital. Y para ello necesitamos las derivadas de f. De-
rivando implitamente en la ecuacién g(x, y) = 0 obtenemos

3]/2 Y +2xy + xzy’ =0 = yQB)=f03)= —%

6y(y')* +3y%y” +2y +4xy +x°y" =0 = y’(3)=f'(3) = % .

Volvemos al limite que nos han pedido y aplicando dos veces L'Hopital nos queda:

f/l(x) 3 5

Im——=%

Polinomio de Taylor

Ejercicio 10.29. Desarrollar en serie de Taylor hasta los términos de grados dos, la fun-
cién f(x, y) = tan(xy) en un entorno del punto (0,0).

Solucién 10.29. Recordemos que el polinomio de Taylor de orden 2 centrado en el
origen de f es
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Jf Jf
P>(x,y) = f(0,0) + —(O, 0)x + —(O, 0)y+

2
+%( f(O 0)x? +28 afy(0,0)xy+ f(O O)y
Como
8f (x,y) = (1 + tanz(xy)) = g—i(o, 0) =0,
%(x, y) = x(l + tanZ(xy)) = 3—5(0, 0) =
82 2
a—];(x y) = 2_1/2 tan(xy) (1 + tan2(xy)) Ep ]zf 0,0) =
2f 2f
(x y) = 2x2 tan(xy) (1 + tanz(xy)) (0 0) =
2 2
88 &f (x,y)=1+ tan? (xy) + 2xy tan(xy) (1 + tanz(xy)) 80; (;y (0,0) =1.

Por tanto el polinomio de Taylor es P(x, y) = xy.

Ejercicio 10.30. Utilicese la férmula de Taylor para desarrollar las siguientes funciones:
a) f(x,y) = x> +y? + xy?, en potencias de (x — 1) e (y — 2).
b) h(x,y,z) = "y g e R, a # 0, en un entorno de (0,0,0).

Solucién 10.30.

a) Tenemos que calcular el desarrollo en un entorno del punto (1,2) hasta el grado 3. En
primer lugar vamos a calcular las derivadas parciales en dicho punto.

of 2,2 9

Ry =8 +y” = 5-(1,2) =

%(x,y) =2y +2yx = ﬁ(1,2) =

82f(x y) = 2f(l 2) =

825( YY) =2y = 2]6(12)

;yfzc (r,y) =2+2x => 2f(1 2) =
Len=o6 Zwn- i;f;2<x,y> ;@f(x v =

Las derivadas de orden 4 o més son todas cero. Por tanto
f(x,y) =P3(x,y) =9+ 7(x — 1) + 8(y — 2) + 3(x — 1)* + 4(x — 1)(y — 2)
+2(y -2+ (x-1)°%+ %(x - 1)(y -2~
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b) Es inmediato comprobar que D;, ;h(x,y,z) = ake¢"**¥*2), y que, por tanto evaluando
en el origen tenemos que D;, ;1(0,0,0) = a* para cualquier k. Entonces el polinomio
de Taylor de orden 7 es

2 n
Pn(x,y,z):1+a(x+y+z)+%(x+y+z)2+---+%(x+y+z)”.

Extremos relativos, condicionados y absolutos

Ejercicio 10.31. Consideremos las funciones reales f y ¢ dadas por:

a) f(x,y) =2 +3xy? — 15x — 12y Y(x,y) € R

b) g(x,y) =sen(x) +sen(y) + cos(x+y), 0<x<2m, 0<y<2m.

Se pide:

a) Calcular la matriz jacobiana de cada una de las funciones en sus respectivos dominios
de definicién.

b) Calcular la matriz hessiana en los puntos criticos.

¢) Estudia la existencia de extremos relativos y puntos de silla.

Solucién 10.31.
a) Calculamos la matriz jacobiana de f en cualquier punto (x, y) € R?:

Jf(x,y) = (3x2+3y>—15 6xy —12)

Si igualamos a cero las dos parciales de f obtenemos los puntos criticos de f: (1,2),
(-1,-2),(2,1) y (=2,-1). Calculamos ahora la matriz hessiana en cualquier punto:

_(6x 6y
HUE ) = (g er)

y si la evaluamos en cada uno de los puntos criticos obtenidos nos queda:

i) H(f,(1,2)) = ( o ), que define una forma cuadratica indefinida (su determinante
es negativo), y por tanto en el punto (1,2) no se alcanza extremo relativo.

ii) H(f,(-1,-2)) = (:]62 2 ), que define una forma cuadrética indefinida (su determi-
nante es negativo), y por tanto en el punto (-1, —2) tampoco se alcanza extremo
relativo.

iii) H(f,(2,1)) = (1: N ), que define una forma cuadratica definida positiva (su deter-
minante es positivo y el primer término a;; = 12 > 0), y por tanto en el punto (2, 1)
se alcanza un minimo relativo.

iv) H(f,(-2,-1) = (‘_162 o ), que define una forma cuadrética definida negativa (su
determinante es positivo y el primer término 417 = —12 < 0)), y por tanto en el
punto (-2, —1) se alcanza un méximo relativo.

b) La matriz jacobiana de g en un punto cualquiera de su dominio es:

Jg(x,y) = (cosx —sen(x +y) cosy —sen(x +y))

Del correspondiente sistema se deduce que cos(x) = cos(y) y por tantox = yox+y =
27.
Six = y, entonces cos(x) = sen(2x) = 2 sen(x) cos(x), de donde se obtienen los puntos

‘rs n T 3n 3n nn Sn 5m
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. _ . £ n 37 3n
Six + y = 2m, se obtienen, ademas, los puntos (7, 7) y (7,
La matrix hessiana es

Hess(g, (x,y)) = (

N[

—sen(x) — cos(x + ) —cos(x + ) )
— cos(x + v) —sen(y) — cos(x + y)

Evaluamos en los puntos criticos:
i) Hess ( g ( 2 3 )) = (1 0) es indefinida (no hay extremo),

W
A

Il

) = (1 2) es definida positiva (minimo relativo),

w
IR

SN— N

(_1 0 ) es indefinida (no hay extremo),

° :;) es indefinida (no hay extremo),

N

~

BB
N—
N—
Il
—
]

—l . . . 7 . .
2 ) es definida negativa (méximo relativo),

A~~~
o R | IR “|:|

N —
N\-—'>I—‘

\
ol
SN—"

(70% _O% ) es indefinida (no hay extremo).

Ejercicio 10.32. Obtener los extremos relativos de las siguientes funciones. Estudia si
son absolutos.

a) f:RZ> R, f(x,y)=x>+1y> —3x—12y +20.

b) f:R> >R, f(x,y)=2x*+y>-3xy>

o fR2->R, fx,y)=(x-1*+@x-y

d) f:R> >R, f(x,y)=sen(xy).

Solucién 10.32.
a) f:RZ-5 R, f(x,y)=x>+1y>—3x—12y +20.
Calculamos los puntos criticos de la f.

of a2 a_
g(x,y)—?)x -3=0

Of N a1
a—y(x,y) =3y~ -12=0

Las soluciones son (1, 2), (-1, 2), (1, -2), (-1, —2). Lamatriz hessiana en un punto (x, y) €
R2es H(f, (x,y)) = ((’(f fy) Si evaluamos en los puntos criticos nos queda

i) H(f,(-1,2)) = ( 0 12) que determina una forma cuadrética indefinida, y por tanto
en (—1,2) no se alcanza extremo relativo.
ii) H(f,(1,-2)) = (g _22) que determina una forma cuadratica indefinida, y por tanto
en (1, —2) no se alcanza extremo relativo.
iii) H(f,(-1,-2)) = ( N _22) que determina una forma cuadrética definida negativa, y
por tanto en (-1, —2) se alcanza un méximo relativo.
En cuanto a extremos absolutos, la funcién no esta acotada inferior ni superiormente
(es un polinomio de grado impar) y, por tanto, no tiene extremos absolutos.
b) f:R> >R, f(x,y)=2x*+y>-3xy%
Para calcular los puntos criticos de f planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

0
a—J;(x, y)=8x-3y* =0

of =2y —6xy=0
ay(x,y)—y Xy =
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de donde obtenemos como soluciones:(0, 0), (%, %E) y (%, —%ﬁ). Calculamos ahora la

matriz hessiana de f:
24x2 -6
H e =g, o n)

Si evaluamos esta matriz en los dos tltimos puntos criticos nos queda

e 23 = (s ) vmle(552) (8 )

Es claro que ambas matrices definen formas cuadraticas indefinidas, mientras que si

consideramos la matriz hessiana de f en el (0,0) nos queda H (f,(0,0)) = (8 2), que
determina una forma cuadrética semidefinida positiva. Vamos entonces a estudiar la
funcién para decidir si en (0, 0) hay extremo o no. Si escribimos la funcién de la forma

flx,y) =2+ 2(1 - 3x),

es facil comprobar que siempre que x < 3 la funcién es positiva, por lo que podemos
asegurar que en el (0, 0) se tiene un minimo relativo. Sin embargo, en este punto no se
alcanza el minimo absoluto de la funcién, puesto que si hacemos x = 1 tenemos que
f(1,y) = 2 — 2y, y sobre esta recta la funcién se hace tan pequefia como queramos
(limyeo £(1, y) = o).

o fiR=TR, flx,y)=@x-1*+ -y
Calculamos los puntos criticos de f, esto es

d
a—J;(x, V) =4x-1°+4x-yP’=0

P
a—J;(x, y)=—4(x-y°=0

La tnica solucién es (1,1). Calculemos la matriz hessiana de f en (x, y).

[ 12(x - 12 +12(x — y)* —12(x — y)?
H(f/ (X, y)) - ( —12(X _ ]/)2 12(X _ y)Z ) s

y por tanto, la matriz hessianaen (1,1)es H(f,(1,1)) = ( o ), que determina una forma
cuadratica semidefinida. Estudiamos entonces la funcién y la comparamos con f(1,1):

fay)=@-D+@x-y*>20=f(1,1), Y(xy) eR?
de lo que se deduce que f alcanza en (1, 1) su minimo absoluto.
d) f:R* >R, f(x,y)=sen(xy).

Para calcular los puntos criticos de f consideramos el sistema de ecuaciones:
8f( ) = (xy) =0
5 W Y) = ycos(xy) =
8f( ) = xcos(xy) =0
3y X, Y) = xcos(xy) =

de donde obtenemos las soluciones:{(0, 0)} U {(x, YeR?:xy= Z+kn, ke Z}. Calcu-
lemos ahora la matriz hessiana de f:
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3 —y? sen(xy) cos(xy) — xy sen(xy)
H(f, (o y) = (cos(xy) — xy sen(xy) —x? sen(xy) ) ’

y si vamos evaluando en los puntos criticos obtenidos obtenemos H (f, (0,0)) = (? é),
que determina una forma cuadratica indefinida. Para evaluar la matriz hessiana en el
resto de los puntos criticos, hacemos dos grupos:

i) Si (x,y) verifica que sen(xy) = 1, entonces H (f, (x, y)) = ('yz 3 )

-xy X
ii) Si (x, y) verifica que sen(xy) = —1, entonces H (f, (x, y)) = ( {; j(éf)

En ambos casos se tienen formas cuadraticas semidefinidas, aunque el problema se
resuelve facilmente puesto que en esos puntos se alcanzan el maximo absoluto de f

(cuando sen(xy) = 1) y el minimo absoluto de f (cuando sen(xy) = -1).

Ejercicio 10.33.

a) Demuestra que la ecuacién (1 +x% + y?)u® — u + xy = 0 define implicitamente a  como
funcién de clase C* de (x, y) en un entorno de (0, 0) de tres formas diferentes.

b) Estudia si estas tres funciones alcanzan un extremo relativo en el punto (0, 0).

Solucién 10.33. FALTA

Ejercicio 10.34. Seana,b € Ry f : R> - R una funcién real de dos variables reales
dada por f(x,y) = x> + y* — 2ax — 2by. Estudia la existencia de extremos relativos de f en
funcién de los pardmetros a y b.

Solucién 10.34. Calculamos los puntos criticos de f.

f
dx

of
8_y(x' y) =2y —2b=0

(x,y) =2x—-2a =0

Por tanto el tnico punto critico que se tiene es (g, b). Si calculamos ahora la matriz hes-
siana en este punto nos queda H (f, (a,b)) = (5 (2)) que determina una forma cuadratica
definida positiva, por lo que en el punto (g, b) tenemos un minimo relativo. Ahora bien,
si escribimos la funcién de la forma siguiente:

flo,y) = (x—ay’+(y-b)*— @ +b*) > —(@*+b*) = f(a,b) , Y(x,y) e R? .
Por tanto, en el punto (g, b) se alcanza el minimo absoluto de la funcién.

Ejercicio 10.35. Calctlense los maximos y minimos absolutos de las siguientes funcio-

nes en los dominios dados:

a) D(x,y) = x> — xy + y* + 1 en la placa triangular cerrada acotada por las rectas x = 0,
y=4,ey=x

b) g(x,y) = x* + y* + 2x2y* — 3 en el disco {(x, y) x>+ A< 1}.

) h(x,y) = x*> — y? en todo R?.

Solucién 10.35.
a) D(x,y) = x> — xy + y* + 1 en la placa triangular cerrada acotada por las rectas x = 0,
y=4y=x
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Calculamos los puntos criticos en el interior del dominio que notaremos por A. Para
ello resolvemos el sistema de ecuaciones siguiente:

dD
&y =2x-y=0

dD
8—y(x,y) =-x+2y=0

cuya Unica solucién es el punto (0,0) que no es punto interior de A. Por tanto, nos
ocupamos de buscar los puntos de extremo en la frontera de A. Vamos a descomponer
la frontera como sigue: Fr(A) = A1 U A, UA3U{(0,0),(0,4),(4,4)}, donde

Ar={x4)eR:0<x <4},
Ar={0yeR*:0<y<4},y
Agz{(x,x)elRZ:O<x<4}.

Si estudiamos la restricciéon de D a cada uno de los subconjuntos Aj, Ay y Az, sélo
obtenemos un posible punto de extremo en A1, pues en el resto de los casos la derivada
de D no se anula nunca. Concretamente

Di(x) = D(x,4) =x* —4x+ 17 = Dj(x) =2x—4

y entonces tenemos un posible punto de extremo en (2,4) € A;. Finalmente, compara-
mos los valores de D en los candidatos que tenemos:

D(0,0) = 1, D(0,4) = 17, D(4,4) = 17, y D(2,4) = 13.

Tenemos entonces que la funcién D alcanza su maximo absoluto en los puntos (0,4) y
(4,4), y su minimo absoluto en (0, 0).

b) g(x,y) = x* + y* + 2x2y> =3 enel disco {(x, y) : x> +y? < 1}.
Llamamos A = {(x, y) € R? : x? + y? < 1}. Calculamos los puntos criticos de g en A.

2)
8—‘?;(3(, y) = 4x3 + 4xy2 =0,
0
a—‘;(x, y) = 4y3 + 4x2y =0.

La tinica solucién es (0,0) que si es un punto interior de A.

Ahora estudiamos la funcién g en la frontera de A por lo que se trata de un problema
de extremos condicionados. Entonces llamamos F(x,y) = g(x,y) + A(x*> + y*> —= 1) la
funcién de Lagrange. Planteamos el sistema de Lagrange, esto es

4% +dxy* +2Ax =0
4y + 4%y + 20y = 0
Pryt=1

Las soluciones de este sistema son todos los puntos de la circunferencia unidad con
A = =2. Por tanto, comparamos los valores de g en los puntos encontrados, teniendo

en cuenta que si (x, y) € Fr(A) entonces y = +V1 — x? se tiene que
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f(0,0)=-3
2
f(x,i\/l —xz) =x* +(1 —xz) +2x2(1 —xz)—3 =-2.
Concluimos que la funcién g alcanza en (0, 0) su minimo absoluto y en la frontera de
A su méximo absoluto.

) h(x,y) = x*> — y? en todo R?.
Si calculamos los puntos criticos de i obtenemos como tinica solucién el (0, 0) ya que

oh
a(x’ y) =2x=0

oh
8—y(x,y) =-2y=0

Pero si construimos la matriz hessiana de & en el (0,0) nos queda H (4, (0,0)) = (3 _02)
y esta matriz determina una forma cuadratica indefinida, por lo que en el punto (0, 0)
no se alcanza extremo relativo, de hecho en este punto se tiene un “punto de silla” de
la funcién h.

(® Ejercicio 10.36. Calcular el valor maximo de z en el conjunto X2 +2y?+3z2 = 1, x+y+z =
0.

Solucién 10.36. Tenemos que calcular el maximo de la funcién f(x, y,z) = z en el con-
junto determinado por las ecuaciones (la interseccién de un elipsoide con un plano)

P42y +322=1, x+y+z=0.

Consideremos la funcién F(x,y,z) = z + A(x? + 2y* + 3z%) + u(x + y + z). El sistema de
Lagrange es

2Ax +u =0

Ay +u=20
6Az+u+1=0
P22 +322 =1
x+y+z=0

Despejando i en las dos primeras ecuaciones obtenemos A(x—2y) = 0, de donde podemos

hacer la siguiente discusién de casos:

a) Si A = 0 entonces llegamos a un absurdo (y = -1y u =0).

b) Por tanto, A # 0 y entonces x = 2y. Si sustituimos esta condicién en las dos dltimas
ecuaciones del sistema de Lagrange obtenemos dos puntos solucién:

p ( 2 1 3 ) y P ( 2 1 3 )
1= 7 7 2 =1 7 7 .

V33 V33 /33 V33 /33 V33
Por tanto, la funcién f alcanza el maximo condicionado en P;.

Ejercicio 10.37. Una placa circular plana tiene la forma del disco x* + y? < 1. La placa,
incluyendo el borde, se calienta de manera que la temperatura en un punto (x, y) es

T(x,y) = x> +2y* — x.
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Determinar los puntos con mayor y menor temperatura de la placa, asi como la tempera-
tura en cada uno de ellos.

Solucién 10.37. Notamos por A = {(x,y) € R? : x> + y* < 1} el dominio de la funcién
T:A - R,T(x,y) = x* + 2y* — x. Estudiamos en primer lugar la posibilidad de que
los extremos se alcancen en el interior de A. Para ello calculamos los puntos criticos de la
funcién:

JaT

a(x, y)=2x-1=0,

JaT

—(x,y) =4y =0.

oy ¥ =4

Obtenemos entonces como tnico punto critico de T el punto (%, 0). Estudiemos ahora la
funcién en la frontera de A, esto es, en el conjunto

Fr(A) = {(x,y) e R?: 22 + y* = 1.

Planteamos entonces un problema de extremos condicionados, donde la funcién de La-
grange es F(x,y) = x> + 2y* — x + A(x? + y* — 1). El sistema de Lagrange que planteamos
es

JF

a(x,y) =2x—-1+2Ax=0
JF

8_y(x' y) =4y +2Ay =0
P+ =1

Las soluciones son

1
47

T(1,0) = 0, T(~1,0) = 2, T(—%,%) =%y T(—%,—%) = 2. Por tanto se alcanza la mi-

nima temperatura (—1/4) en el punto (1/2,0) y la méxima (9/4) en los puntos (—l \/—5) y

27 2
(_1 _ﬁ)
27 2 )

Ejercicio 10.38. Estudia los extremos relativos de la funcién f : R> - R definida como

Finalmente evaluamos la funcién T en cada uno de los puntos obtenidos: T (%, 0) = —

f(x,y) =3xy - x2y - xyz.
;Son absolutos?

Solucién 10.38. En primer lugar calculamos los puntos criticos:
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J
3—£=3y—2xy—y2=0

a—f[:3x—x2—2xy:O

} & (x,y)=(0,0),(3,0),(0,3),(1,1).
9y

La matriz hessiana es

( =2y 3—2x—2y)
3-2x-2y —2x )

Evaluamos en los puntos criticos:

a) H(f(0,0)) = (2 g) es indefinida y, por tanto, en (0,0) no hay un extremo relativo.

b) H(f(3,0)) = (,03 :z) es indefinida y, por tanto, en (3,0) no hay un extremo relativo.

c) H(f(0,3)) = (:g _03) es indefinida y, por tanto, en (0, 3) no hay un extremo relativo.

d) H(f(1,1)) = (:f i) es definida negativa y, por tanto, en (1, 1) hay un maximo relativo.

La funcién no estd acotada inferior ni superiormente. Por ejemplo,

lim f(1,y) = —co,  lim f(-1,y) = +oo.
y—+o00

y—+00
y, en consecuencia, f no alcanza en (1,1) un méximo absoluto.

Ejercicio 10.39. Determinese el punto P(x, y,z) en el plano 2x + y — z = 5 que estd més
cerca del origen.

Solucién 10.39. Consideremos f : R® — R definida como f(x,y,z) = x> + y* + z2. Si
consideramos ¢ : R®> — R definida como g(x,y,z) = 2x + y — z — 5, la condicién del
problema, tendremos que calcular el punto del conjunto

M= {(x,y,z)e]R3:g(x,y,z):2x+y—z—5:0}

que estd mds préximo al origen, o lo que es lo mismo, que minimiza la funcién f. Aplica-
mos el método de Lagrange y consideramos la funcién

F(x,y,2) =x*+y* + 22 + A2x + y —z = 5)

con lo que el sistema de Lagrange que se tiene es

2x +2A =0
2y +A =0
2z—-A =0
2x+y—z=5

La tnica solucién es el punto P = (5/3,5/6,—5/6) para A = —5/3. Vamos ahora a decidir
si en este punto se alcanza extremo condicionado o no. Para ello consideramos la funcién
de Lagrange con A = —5/3, es decir F(x, y,z) = x> + y* + 2> — g(Zx + y —z —5). La matriz

hessiana de F en el punto P es:
2 00
HEP)=[0 2 0

0 0 2

Observemos que esta matriz determina una forma cuadratica definida positiva en todo
R3, por lo que si la restringimos a ker(Dg(P)) sigue siendo definida positiva. Por tanto,
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en el punto P se alcanza un minimo relativo condicionado a M. Veamos ademés que es el
punto donde se alcanza el minimo absoluto de f en M. En efecto, al ser M un plano de R®

no es un conjunto compacto, pero podemos considerar el conjunto K = M N B((0,0,0), 3)

que si es un compacto en R? que contiene a P (ya que f(P) = £2) y en donde todos los

puntos de su frontera distan del origen una distancia igual a 3. Entonces, si restringimos
f a K sabemos que alcanza el minimo absoluto y lo alcanza en P. Ahora bien, si (x, y,z) €
R3\K, se tiene que

fx,y,z)=x*+y*+22 29> % = f(P).

Por tanto, f alcanza en P su minimo absoluto, o lo que es lo mismo, el punto del plano
2x + y —z = 5 mas préximo al origen es P.

Ejercicio 10.40. Calcdlese la distancia minima del origen a la superficie x> — z2 — 1 = 0.
Solucién 10.40. Tenemos un problema de extremos condicionados donde los datos son
iR SR, flx,y,z) =x>+1y*+2°

g: R >R, g(x,y,2)=x*-22 -1

La funcién de Lagrange es F(x, y,z) = x> + y* +z? + A(x? —z2 — 1), y el sistema de Lagrange

2x+2Ax =0
2y =0
2z-2Az=0
|
Las soluciones son (1,0,0) y (-=1,0,0) con A = —1. Calculamos ahora la matriz hessiana

de F para A = -1y tenemos

0 0 O
H:H(F,(x,y,z)):(o 2 0]
0 0 4

Consideramos el ker(Dg(1, 0, 0)) y una base de este subespacio es {(0, 1, 0), (0,0, 1)}. Enton-
ces si restringimos H a dicho subespacio nos queda Hjker(Dg(1,0,0) = (é 2) que determina
una forma cuadratica definida positiva, por lo que en (1, 0, 0) se alcanza un minimo rela-
tivo condicionado.

Si repetimos los cdlculos con el punto (-1, 0, 0) obtenemos la misma matriz restringida,
y por tanto en este punto también se alcanza un minimo relativo condicionado (ademas,
f(=1,0,0) = f(1,0,0) = 1). Concluimos el ejercicio razonando de la misma forma que en el
ejercicio anterior, luego estos dos puntos son los més préximos de la superficie x? —z? = 1
al origen.

Ejercicio 10.41. Ha4llense dos niimeros reales cuya suma de cuadrados sea 18 y la su-
ma de sus cubos sea maxima. Hagase lo mismo con tres nimeros reales con suma de
cuadrados 12.
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Solucién 10.41. En ambos casos se trata de sendos problemas de extremos condiciona-
dos donde el conjunto M en el que trabajamos es un compacto, asi que basta con resolver
el sistema de Lagrange y comparar los valores de f en los puntos obtenidos. Empezamos
con el primero, es decir:

f:IR2 - R, f(x,y) :x3+y3
¢:R* >R, gx,y) =x*+y*>—18
La funcién de Lagrange es F(x, y) = x° + y® + A(x?> + y*> — 18) y el sistema de Lagrange
3x% +2Ax =0
3y* + 24y =0
X +y* =18
Las soluciones son:

A= —2V2 — (3V2,0) y (0,3V2)
A= 2D — (-3V2,0) y (0,-3V2)

— (3,3)

— (-3,-3)

Evaluando la funcién f en todos estos puntos obtenemos el maximo absoluto en (3v2,0)

y (0, 3V2) y el minimo absoluto en (-3v2,0) y (0, -3V2).
En el segundo caso planteado las funciones que tenemos son

iR >R, f(x,y,2) =x>+1y° +2°
¢:RP> R, glx,y,2)=x*+y*+2* - 12
La funcién de Lagrange ahora es F(x, y,z) = x> + y° + 2> + A(x*> + y? + 22 — 12) y el sistema
de Lagrange
3x% +2Ax =0
3y* + 21y =0
3z% + 21z =0
P +yP+22 =12
cuyas soluciones son:
A =-3/2V6 = (V6,V6,0),(V6,0,V6) y (0, V6, V6)
A =3/2V6 = (-V6,-V6,0), (- V6,0,-V6) y (0, V6, —V6)
A =-3V3 = (2V3,0,0),(0,2V3,0) y (0,0,2V3)
A =3V3 = (-23,0,0),(0,-2V3,0) y (0,0, -2V3)
A=-3 = (2,2,2)
A=3 = (=2,-2,-2)
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Finalmente, evaluando f en estos puntos concluimos que el méximo absoluto se alcanza
en (2V3,0,0), (0,2V3,0) y (0, 0,2V3) y el minimo absoluto en (-2v3,0,0), (0,—2V3,0) y
(0,0, -2V3).

Ejercicio 10.42. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto.
Para minimizar la interferencia se desea emplazarlo donde el campo magnético del pla-
neta sea mas débil (aunque por supuesto, en la superficie). El planeta es esférico, con un
radio de 6 unidades; la fuerza del campo magnético viene dada por

M(x,y,z) = 6x — yz + xz + 60

basado en un sistema coordenado cuyo origen esté en el centro del planeta. ; Dénde habra
de ser ubicado el radiotelescopio?.

Solucién 10.42. Planteamos el siguiente problema de extremos condicionados:
iR >R, f(x,y,2) = M(x,y,2) = 6x — y* + xz + 60

y la condicién g : R® - R, g(x,y,2) = x> + y? + z2 — 36. El dominio en el que se verifica
la condicién es un conjunto compacto, por lo que es suficiente con resolver el sistema de
Lagrange: F(x,y,z) = 6x — y? +xz + 60 + A(x? + y? + 22 — 36) y el sistema a resolver

6+z+2Ax=0
-2y +2Ay =0
x+2Az=0

2+ Y+ 2% =36
Las soluciones son
A=0 = (0,0,-6)
A=-V3/2 = (3V3,0,3)
A=v3/2 = (-3V3,0,3)
A=1 = (-4,-4,2)y(-4,4,2)

Finalmente, evaluando la funcién f en todos los puntos obtenidos, concluimos que el
radiotelescopio deberia ser ubicado en los puntos (-4, —4,2) o (-4, 4, 2) para que la inter-
ferencia del campo magnético sea minima.

Ejercicio 10.43. Encontrar el minimo de la funcién f(x, y) = 2y en el conjunto 3x>—5y° =
0. ¢Por qué no funciona el método de los multiplicadores de Lagrange?.

Solucién 10.43. Sillamamos g : R? — R, g(x, y) = 3x*>~5y° ala condicién del problema,
observemos que en el punto (0, 0) el rango de la matriz jacobiana de g es cero, y deberia
ser 1 para que se pudiera aplicar el teorema de Lagrange.

Ejercicio 10.44. Obtener los extremos relativos de la funcién f : R* — R definida como
f(x,y,2) = x* + y? + 32% + yz + 2xz — xy. Estudia si son absolutos o no.

Solucién 10.44. En primer lugar calculamos los puntos criticos de f.
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of

g(x,y,z) =2x+2z-y=0

of

&—y(x,y,z) =2y+z-x=0
of

Z(x,y,z) =6z+y+2x=0

La tinica solucién de este sistema lineal homogéneo es la trivial (Det(M) = 4 # 0, siendo
M la matriz de coeficientes del sistema), por tanto el tnico punto critico de f es el (0,0, 0).
Calculando ahora la matriz hessiana en este punto

2 -1 2
H::H(f,(0,0,0)):[—l 2 1],
2 1 6

basta con estudiar el signo de los valores propios de esta matriz (por el método que se
prefiera) y observar que todos son positivos, y por tanto la forma cuadratica asociada a
H es definida positiva. Luego f en el (0, 0,0) alcanza un minimo relativo.

Observemos ademas que en el (0,0, 0) alcanza también su minimo absoluto. En efecto, si
llamamos Q( 0,0y a la forma cuadratica asociada a H, se tiene que

£(0,0,0) =0 < Qo,0)(x, ¥, 2) = 2x* +2y* + 62> —2xy —8xz +2yz = 2f(x,y,2) , ¥(x,y,2) € R
de lo que se deduce que f(x,vy,z) > £(0,0,0), ¥Y(x,y,z) € R>.

Ejercicio 10.45. Obtener los extremos relativos de la funcién f : R? — R definida como
f(x,y,2z) = xy + xz + yz. Estudia si son absolutos o no.

Solucién 10.45. Calculamos los puntos criticos:

8f =y+z=0
8x(x,y,2)—y z=

daf
a—y(x,y,z) =x+z=0
af

E(x,y,z) =x+y=0

cuya Unica solucién es (0,0,0). Si calculamos ahora la matriz hessiana en dicho punto
critico, nos queda

01 1
H(f,(0,0,0)):[l 0 1],
110

matriz que determina una forma cuadrética indefinida. Por tanto, f no alcanza extremo
enel (0,0,0).

Ejercicio 10.46. Encontrar los puntos donde la funcién f : A — R definida como
f(x,y) = x2 + y* — xy — x — y alcanza sus extremos absolutos siendo A = {(x,y) € R? :
x,y>0, x+y <3}
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Solucién 10.46. El conjunto A es el recinto comprendido por el tridngulo rectangulo de
vértices (0,0), (0,3) y (3,0), por lo que se trata de un subconjunto compacto de R?, y al ser
f una funcién continua sabemos que los extremos absolutos se alcanzan, o en el interior
de A, es decir A, o en la frontera de A. Por esta razén descomponemos el estudio en cada
uno de estos conjuntos.

Si se alcanzan en A, entonces han de ser puntos criticos de la funcién, asi que planteamos
el sistema de ecuaciones siguiente:

of
ox
af
dy

(xy)y=2x-y-1=0

(x,y)=2y-x-1=0

cuya tnica solucién es (1,1) € A.
Ahora descomponemos la frontera de A de la forma siguiente:

Fr(A) = A1 UA, UA3U{(0,0),(0,3),(3,0)},

donde
A ={(x,0eR?:0<x <3}
Ay ={0,y) e R*:0 < y <3}
Az ={(x,y) eR*:x+y=3,0<x<3}

Vamos a restringir f a cada lado de la frontera, esto es

a) En Ay, fi(x) == fia,(x,0) = x> —x = f{(x) =2x — T entonces f{(x) =0 < x=3y

NI—=

obtenemos el punto (%, 0).

b) En A, razonando andlogamente al paso anterior obtenemos el punto (0, %)

c) EnAs, f3(x) := fia,(x,3-x) = 3(x*-3x+2) = f3(x) = 3(2x—3). Entonces, obtenemos
como posible punto de extremo el punto (%, %)

Finalmente, evaluamos la funcién en todos los candidatos a punto de extremo f(1,1) =

1, f(0,0) =0, f(3,0) = 6, f(0,3) = 6, f(3,0) ==}, f(0.3) = -1, y f(},}) = -} deloque

deducimos que la funcién alcanza el minimo absoluto en (1,1) y el maximo absoluto en

(3,0) y en (0,3).

Ejercicio 10.47. Encontrar los puntos del conjunto A = {(x,y) € R?: x>+ < 2x, y > 0}
donde la funcién f(x, y) = x* — 2xy + y? alcanza su méaximo y minimo absolutos.

Solucién 10.47. En este caso el conjunto A es un semicirculo, concretamente el semi-
circulo con y > 0, de centro (1,0) y radio 1:

x2+y2§2x — (x—1)2+y2S1

Por tanto se trata de un subconjunto compacto de R?> y f(x,y) = (x — y)* una funcién
continua, por lo que razonaremos de manera andloga al ejercicio anterior.
En A calculamos los puntos criticos:
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J
a—ir(x,y) =2(x-y)=0

of =-2 =0
8—y(x,y)—— (x-—y) =

asi que la solucién es: {(x,y) € R? : x = Yy, 0 < x < 1}. Por otra parte la frontera la
descomponemos de la forma Fr(A) = A1 UA;U{(0,0), (2,0)} donde A; = {(x,0) : 0 < x < 2}
y Az = {(x, V2x — x2) : 0 < x < 2}. Restringimos ahora la funcién a cada uno de estos dos
subconjuntos:
a) EnAj, fi(x) = fia,(x) = x%. Como f{(x) = 2x, el inico punto critico que obtenemos para
f1es(0,0) que no estd en A;.
2(2x2-3x+V2x—x2
b) En Ay, fo(x) = fia,(x) = 2x = 2xV2x — x> = fi(x) = % y, por tanto, los
puntos criticos de f, son

V2

fx)=0 <= x=1 ox:1—7.

Entonces los posibles puntos de extremo en A son (1,1) y (1 - ‘/75, \/75).
Finalmente evaluamos la funcién en estos puntos: f(0,0) = 0, f(2,0) = 4, f(x,x) = 0,
fA,1)=0,yf (1 - %, %) = 3 — 2/2. Entonces el méaximo absoluto se alcanza en 2,00y
el minimo absoluto en todos los puntos de la cuerda del semicirculo A que une (0,0) con
(1,1).

Ejercicio 10.48. Estudia los extremos relativos de la funcién f : R — R definida por
flx,y) = x* + 2x%y — % + 32

Solucién 10.48. El sistema de ecuaciones que nos da los puntos criticos es

o = a3 -
8x(x,y)—élx +4xy—2x=0
Of 02
@(x,y)—Zx +6y=0

cuyas soluciones son:(0, 0), (—‘/75, —%) y (‘/75, }L)
Calculemos ahora la matriz hessiana en un punto genérico de R?:

2 -
CACH R (A B

y ahora evaluamos en cada uno de los puntos criticos.
-2 0
HE0,0=(3 o)

que determina una forma cuadrética indefinida, por lo que en (0, 0) no se alcanza extremo
relativo.
V3 _1)) _ ( 6 —2\/3)

2 7 - 7

H(f'(_ 4 -2V3 6
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V3 1

que determina una forma definida positiva, y por tanto en el punto (-, —3) se alcanza
un minimo relativo.
H(r 2 -b)= (5% )
7 2 7 4 - 2\/3 6 7
V3 _1

matriz que vuelve a determinar un punto de minimo relativo en (5, —3).

Ejercicio 10.49. Sea f : R> - Rdefinida por f(x, y) = 3x*—4x?y+y? [: (* — y)(3x* — y)].

a) Pruébese que, sobre toda recta de la forma y = Ax, la funcién f tiene un minimo
relativo en (0, 0).

b) Describanse los conjuntos de puntos de R? en los que f toma valores positivos y valo-
res negativos. Dedtizcase que f no posee extremos relativos en IR?.

Solucién 10.49.

a) Sea A € Ry consideremos g(x) = f(x, Ax) = 3x* — 4Ax® + A2x2. Como ¢’'(x) = 12x° —
12Ax% + 2A2%x, entonces ¢’(0) = 0, y ¢’(x) = 36x> — 24x + 242 con lo que ¢’(0) = 2A2.
Sid#0,¢"(0) >0y, por tanto ¢ tiene un minimo relativo en 0. Si A = 0, entonces la
funcién ¢ se simplifica bastante: g(x) = 3x* que, claramente, tiene un minimo en 0.

b) Podemos descomponer R? en los siguientes subconjuntos:

R? =A]UAy UA; U{(x,y) €eR?: y:3x2}u{(x,y) eR?: y:xz},
donde
A1 ={(x,y) € R?: y > 3x?}
Ar ={(x,y) e R? : x* < y < 3x
Az ={(x,y) e R*: y < ¥}

%)

Se tiene entonces que

fx,y)>0 < ([xy €A UA3
fx, <0 = ((xyecA

(Y =0 & y=x>o0oy=3x
y y y

Por tanto, si consideramos cualquier bola B centrada en (0, 0) (que es el tinico punto
critico de f), siempre hay puntos dentro de esa bola que estan en A; o en A; 0 en Az.
Luego en el (0, 0) no se alcanza extremo relativo.

Ejercicio 10.50. Estudia los extremos relativos de las siguientes funciones:
a) f(x,y) = xye**?, V(x,y) € R

b) f(x,y) = (1+é¥)cos(x) — ye¥, ¥(x,y) € [0,2n] X R.

o) f(x,y) = x>+ 1> —3pxy, Y(x, y) € R?, segtin los distintos valores de p.

Solucién 10.50.
a) f(x,y) = xye**?, ¥(x,y) € R
Calculamos los puntos criticos de f:
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af +2
_ = pXtTeY =
SN =y +ay) =0
J
a—jyf(x, y) = e (x + 2xy) = 0
Sus soluciones son:(0, 0) y (—1, —%) Calculamos ahora la matriz hessiana en un punto
genérico de R?:

B e (2y + xy) e (1 + x + 2y + 2xy)

H(f, e y)) = (e”zy(l + X + 2y + 2xy) 2 (4x + dxy) )

Si evaluamos esta matriz en cada punto critico nos queda:
0 1

que determina una forma cuadratica indefinida, por lo que en el punto (0,0) no se
alcanza extremo relativo.
1
-5 0
H(f,(-1,-1/2)) = ( 5@2 _;)
e2
y esta matriz determina una forma cuadrética definida negativa, por lo que en el punto
(—1,-1/2) se alcanza un maximo relativo.
b) f(x,y) = (1+e¥) cos(x) - yet, Y(x, y) € [0,271] X R.

Calculamos los puntos criticos:

%(x,y) =—(1+éY)sen(x) =0

%(x, y) =€/ (cos(x) —1-y) = =

Las soluciones del sistema de ecuaciones son los puntos (0, 0), (27, 0)
y (11, =2). Como se puede ver en la Figura 10.6, los dos primeros no
pertenecen al interior del dominio y, por tanto, no son extremos re-
(0,2m) lativos independientemente del valor de la matriz hessiana.*

Para decidir si f tiene un extremo relativo en (7, 2), calculamos las
derivadas de segundo orden de f

> 82
(0,0) a—szc(x, y) = — (1 +¢¥) cos(x),
2
. ;C—afy(x, y) = —e¥sen(y),
(T( 7 —2) (92

S a—yz(x, y) = e¥(cos(x) =2 —y),
Figura10.6 Do-

4 Puedes comproéar que si el dominio fuera todo IR?, entonces f tendria un méximo relativo en cada uno de

ellos.
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y la matriz hessiana de f en (7, —2):

-2
Hess(f)(rt, -2) = (1 +Oe _2_2 )

Como la matriz hessiana es indefinida, la funciéon no tiene extremos relativos.
o) f(x,y) = x>+ 1> —3pxy, Y(x,y) € R? segtin los distintos valores de p.
Descomponemos el estudio en dos casos:
i) Sip = 0, el tinico punto critico de f es el (0,0), pero en este punto no se alcanza
extremo relativo ya que la funcién es f(x, y) = x* + °.
if) Para p # 0, calculamos los puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones:

d
%(x, y) = 3x% — 3py =0

af a2 _
@(x,y) =3y~ -3px =0

cuyas soluciones son:(0, 0) y (p, p). Calculamos ahora la matriz hessiana:

e = (5 )

y evaluandola en cada punto critico nos queda
(0 3
H(f,(O,O)) - (_3p 0 )
que nos informa de que en el (0, 0) no se alcanza extremo relativo.

H(f, (b, p)) = (-65;: _6?7)

que nos dice que:
1) sip > 0, entonces f alcanza un minimo relativo en (p, p) y que
2) sip <0, entonces f alcanza un maximo relativo en (p, p).

Ejercicio 10.51. Calcular el minimo relativo de f : R®> — R, f(x,y,2) = x> + y* + 22
condicionado a que 2x + y +z = 2y x — y — 3z = 4. Dar una interpretacién geométrica del
resultado.

Solucién 10.51. La funcién de Lagrange es
Fe,y,2) =X+ > + 22+ A2x+y+z-2) + u(x —y — 3z — 4)

y el sistema de Lagrange
2x+2 A +u =0
2y+ A —pu=0
2z+ A —=3u =0
2x+y+z=2
x—y—3z=4
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La tinica solucién que obtenemoses A = =32, = -8 — P = (%, = —g—{) y si calcu-

lamos la matriz hessiana de F para esos valores de A y de u observamos que es definida
positiva, por lo que si la restringimos al ker(Dg(P)) seguird siendo definida positiva, y
por tanto en el punto P se alcanza el minimo relativo condicionado de f, o lo que es lo
mismo, en el punto P se alcanza la minima distancia desde el origen de coordenadas a la
recta de ecuaciones 2x+y+z=2,x -y -3z = 4.

Ejercicio 10.52.  Estudia los extremos condicionados de f : R® — R definida por
f(x,y,z) = x> + 2y? + 622 — 4xy — 12z sometida a las condiciones: x —y =0y x —z + 3 = 0.

Solucién 10.52. Sea la funcién de Lagrange:
F(x,y,2) = x* + 2y + 62° — dxy — 122 + A(x — y) + p(x — z + 3)

y el sistema de Lagrange:
2x =4+ A +pu=0
4y —4x—- A =0
12z -12-u =0
x—y=0
x—z+3=0

La soluciénes: A =0, u = —25—4, P = (—%, —15—2, %) Consideramos la matriz hessiana de F
para estos valores de los multiplicadores de Lagrange
2 4 0
H=|-4 4 O
0 0 12

Calculemos ahora una base del nticleo de Dg(P) siendo g la funcién que da las condiciones
1 -1 0

del problema. Se tiene entonces que Jg(P) = (] 0 -1 ), y por tanto una base de ker(Dg(P))
estd formada por el vector (1,1, 1) y entonces, si restringimos H a este vector nos queda el

valor
2 -4 0 1
(1,,1H)(-4 4 0 [1] = 10> 0,

0 0 12)\1

luego, el punto P es el minimo condicionado de f.

Ejercicio 10.53. El4rea de una caja rectangular sin tapa es de 108u2. Hallar que dimen-
siones debe tener para que conseguir el mdximo volumen.

Solucién 10.53. La funcién que hay maximizares f(x,y,z) =xyz , Vx,y,z > 0, sujeta
a la condicién g(x,y,z) = 2xz + 2yz + xy — 108. La funcién de Lagrange es F(x, y,z) =
x yz+ A2xz + 2yz + xy — 108) con lo que el sistema de Lagrange que tenemos es:
yz+2Az+ Ay =0
xz+2Az+ Ax =0
xy +2Ax +2Ay =0
2xz + 2yz + xy =108
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cuya solucién es A = —% = P = (6,6,3). Si ahora calculamos la matriz hessiana de F
para A = —3 en el punto P obtenemos
3
0 5 3
H=[3 0 3
3 3 0

y si ésta la restringimos al ker(Dg(P)) nos queda H)kerpg(p)) = (:; :132) (para ello hemos
tomado como base del nticleo de Dg(P) los vectores (1,-1,0) y (0, -2,1)), matriz que de-
termina una forma cuadrética definida negativa, por lo que en P se alcanza el maximo
condicionado de f.

Ejercicio 10.54. Discutirsila funcién f(x, y,z) = z2 —2xy alcanza enlos puntos (-1, -1,2),
(1,1,0)y (0,0, \3/41) un extremo relativo condicionado a que 2x3 + 2y3 +23 =4,

Solucién 10.54. Veamos si podemos aplicar el método de los multiplicadores de La-
grange. Para ello aparte de hipétesis sobre la diferenciabilidad de la funcién y de la fun-
cién que determina la condicién (se dan claramente ya que ambas tienen derivadas par-
ciales infinitamente derivables) también es necesario que el rango de la matriz jacobiana
de la funcién g(x,y,z) =2x° + 2> + 28 —4sealen M = {(x,y,z) € R®: ¢(x,y,2) = 0}. Si
observamos g’'(x, y,z) = (6x2,6y%,3z%) y para que dicha matriz no tenga rango 1 (es decir,
que tenga rango 0) tiene que verificarse que x = y = z = 0 pero evidentemente (0,0, 0) ¢ M
y entonces el rango de ¢’(x, y,z) es 1 en todos los puntos de M.

Veamos que los puntos en cuestion verifican que son puntos criticos de la funcién

F(z,y,2) = f(x,y,2) + Ag(x, y,2) = 22 - 2xy + A@2x% + 2y3 +2° - 4)

que estdn en M; es decir verifican las ecuaciones
oF >
%(2, Y,z) = =2y + 6Ax" =0,
3—1;(2, y,z) = —2x + 6Ay* =0,

JoF
g(z, Y,z)=2z+ 3122 =0,
202+ 217 +2° = 4.

Esclaroque Py = (-1,-1,2),P, =(1,1,0) y P3 = (0,0, \3/1) todos ellos verifican la ecuacién
2x% + 2y + 2% = 4. Ademds si sustituimos P; en la primera (o segunda o tercera ) ecuacién
obtenemos que es punto critico para A = %1 Sustituyendo P, obtentemos que A; = % y
para P3 obtenemos de la tercera ecuacién que A3 = %. Ya tenemos que los puntos son
puntos criticos de F que estdn en M y hemos obtenido los correspondientes A’s que nos
permitirdn decidir si son extremos relativos o no. Para esto tltimo tenemos que estudiar
la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana de F en cada uno de los puntos. Veamos,
en general la matriz hessiana de F queda

12Ax -2 0
H(x,y,z) = [ -2 12Ay 0 ]
0 0 2+6Az



DIFERENCIABILIDAD Ejercicros

En el punto P; tenemos que
4 -2 0
HP)=|-2 4 0 |.
0o 0 -2
Para estudiar como es la forma cuadratica asociada a la matriz H(P;) hay varios métodos.

En clase hemos utilizado el de los cambios de signo de los coeficientes del polinomio
caracteristico de la matriz, o mejor atin, sus raices.

4—a 2 0
-2 4-q 0

0 0 -2-uw

P(a) = =—Q2+a)a®*-8a+12)

y este polinomio tiene como raices « = =2, @ = 2 y a = 6 y por tanto la forma cuadratica
que induce H(P;) es indefinida. En este caso tenemos que estudiar la forma cuadratica
pero restringida al ntcleo de la diferencial de g en P;.

ker(Dg(P1)) = {(x,y,2) € R>: (6,6,12).(x,y,2) = 0} = {(x,y,2) € R>: x +y +2z =0}
y entonces ker(Dg(P1)) = ((1,-1,0), (2,0, -1)). Si ahora hacemos

4 -2 01
1,-1,0]-2 4 o0 |l-1]|=12
o o —2/lo
4 -2 0\(2
1,-1,0l-2 4 oflo|=12

2,0-1)|-2 4 0]l 0|=14
o o —2){a1

y la forma cuadratica que induce la matriz (ii ﬁ) es definida positiva. Por tanto en el

punto P; se alcanza un minimo relativo.

Para P, se tiene
4 -2 0
HP)=|1-2 4 0.

0 0 2

Razonando de forma similar a lo hecho en el punto P; obtenemos que la forma cuadréatica
asociada a H(P») es definida positiva. En este caso no hay que continuar como antes ya
que se obtiene directamente otro minimo relativo.

Para el punto P3 obtenemos
0 -2 0
HP3)=|-2 0 0 [.

0O 0 =2
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Calculando los valores propios de esta matriz obtenemos que @ = 2 es un valor propio
simple y que a = —2 es un valor propio doble. Por tanto la forma cuadrética inducida es
indefinida.

ker(Dg(P3)) = {(x,1,2) € R®: (0,0,3(V4)?).(x,y,2) = 0} = {(x, y,2) € R®, z =0}

y entonces ker(Dg(P3)) = ((1,0,0),(0,1,0)).

0 -2 0\/1
1,0,00-2 0o o0 ||lo]|=0,
o o -2)\o
0 -2 0\/0
1,002 0o o l|1]=-2
o o -2)\o
0 -2 0\/0
01,002 0o o l|1]=0
o o -2)\o

La matriz ( 5 '02) induce una forma cuadratica que sigue siendo indefinida y entonces en

el punto no se alcanza ningtin extremo relativo.

Ejercicio 10.55. Se considera f: R® — R, f(x,y,z) = x> + yz, ¥(x,y,2) € R>.
a) Calcular y clasificar los puntos criticos de f en {(x,y,z) € R3 : x* + y? + 2% < 1}.
b) Calcular los extremos absolutos en {(x, y,z) € R3:x%+ y2 +22 <1}

Solucién 10.55.
a) Vamos a buscar los puntos criticos de esta funcién que, evidentemente, es diferencia-
ble. Calculamos las derivadas parciales de f e igualamos a cero.

f
> (x,y,2z) = 2x

af
8_y(x' Y,2) =2z

af
g(xl Y, Z) =Yy

El sistema de puntos criticos que nos queda es:

2x =0,
z=0
y=0

La tnica solucién es (0, 0,0) que pertenece al dominio dado (es precisamente el centro
de la bola abierta unidad). Para decidir si es punto de extremo o no, clasificamos la
matriz hessiana:
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2 00
H(f,(x,y,z))z[() 0 1]
010

Como se trata de una matriz constante, al evaluarla en el punto critico (0,0, 0) obte-
nemos la misma matriz que llamaremos H. Para clasificarla, calculamos el polinomio
caracteristico de H.

2-A 0 O
det(H—- Al) = det| O -A 1
0 1 -A

=2-M)A2-2-2)
=2-M)A2-1D)=2-N)A-1)A+1).

Por tanto, los valores propios de esta matrizson A = 1, A = -1, A = 2. Como hay
positivos y negativos, la forma cuadratica asociada a H es indefinida y, por tanto, el
punto (0,0, 0) es un punto de silla, es decir, no se alcanza extremo en dicho punto.

b) Se trata ahora de calcular los extremos absolutos de f en un conjunto compacto (el
recinto ahora es A, la bola cerrada unidad) y, por la propiedad de compacidad, estamos
seguros de que dichos extremos se alcanzan . Estos se pueden alcanzar, o bien en el
interior de A, o bien en la frontera.

i) Si se alcanzan en el interior de A, han de estar entre los extremos relativos que
acabamos de ver en el apartado anterior, que no existen. Asi que nos quedamos
s6lo con la frontera de A como recinto donde buscar los extremos absolutos.

ii) En cuanto a la frontera:

Fr(A) ={(x,y,2) € R3:x% + y2 +2%2 =1}

planteamos un problema de extremos condicionados y hacemos uso del método
de los multiplicadores de Lagrange. La funcion de Lagrange es:

F(x,y,2) = x>+ yz + A? + yz +22-1)

El sistema de Lagrange que nos queda es:

2x+2Ax =0
z+2Ay =0
y+2Az=0

Pryr+z2=1

Factorizamos la primera ecuacién: x(1 + A) = 0. Y ahora hacemos una discusién de
casos:
1) Six = 0, como y y z no se pueden anular simultineamente, podemos despejar
A en las dos ecuaciones intermedias e igualar:
—7z 3 -y
2
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De donde se deduce que y? = z?

del problema, tenemos que 2> = 1. Por tanto, y = +1/V2 y los puntos candi-
datos a extremos que tenemos por ahora son: (0,1/ V2,1 / \/§), 0,-1/ V2, -1 / \/E),
(0,1/v2,-1/¥2) y (0,~1/V2,1/¥2).

2) Supongamos ahora que x # 0, por lo que A = -1y, sustituyendo en las ecuacio-
nes intermedias, obtenemos

& |yl = |z| y, sustituyendo en la condicién

z-2y=0
y—-2z=0

que admite inicamente la solucién y = z = 0. Sustituimos ahora estos valo-
res en la condicién del problema y obtenemos dos nuevos puntos candidatos a
extremos: (1,0,0) y (-1,0,0).
Para concluir el ejercicio sélo nos queda evaluar la funcién en los seis candidatos
obtenidos:

£(0,1/¥2,1/V2) = £(0,-1/V2,-1/V2) = 4
£(0,1/V2,-1/¥2) = £(0,-1/V2,1/V2) = -}
£(1,0,0) = f(~1,0,0) = 1.

Por tanto, el maximo absoluto se alcanza en (1,0,0) y en (-1,0,0) y vale 1; y el
minimo absoluto se alcanza en (0,1/ V2,1/ \/5) yen (0,-1/ \V2,-1/ \/E) y vale —1/2.

Ejercicio 10.56. Sea f : R® — R la funcién definida por f(x,y,z) = x> + 4x + yz
a) Estudia los extremos relativos de la funcién f sujetos a la condicién x? + y? — z2 = 1.
b) ;Alcanza f algtin extremo absoluto en A?

Solucién 10.56. El problema, al menos la primera parte, estd bajo las condiciones del
teorema de los multiplicadores de Lagrange: claramente la funcién f(x, y,z) = x> +4x+yz
y g(x,y,2) = X%+ y2 — z2 — 1 son derivables de cualquier orden, ademés llamando A =
{(x,y,2) € R®: g(x,y,2) = 0}, se tiene que A # 0 (por ejemplo (1,0,0) € A)y Vg(x,y,z) =
(2x, 2y, —2z) que para que no tenga rango 1 tienen que ser x, y, y z todos 0 que es un punto
que no esta en A. Podemos entonces, para calcular los extremos condicionados de f a A
aplicar el citado método de los multiplicadores de Lagrange. Si F(x, y,z) = x> + 4x + yz +
A(x?+y?—z%—1) se tiene que los extremos condicionados tienen que estar entre los puntos
que verifiquen

g—li(x,y,z) =2x+4+2Ax =0,

oF
8_y(x’ y,2)=z+2Ay =0,

oF
g(x, y,2)=y—2Az=0,

Py -2 =1,
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Si multiplicamos la segunda ecuacién por y, la tercera por z y sumandolas se tiene que
z2 + y?> = 0 cuya solucién debe ser y = 0y z = 0. Sustituyendo en la dltima ecuacién
tenemos que x> = 1 que tiene dos soluciones, x = 1y x = —1. Por dltimo, sustituyendo en
la primera ecuacién obtenemos que, parax =1, A = -3y parax =1 A = —1. Asi los dos
puntos criticos son (1,0,0) con A = -3y (-1,0,0) con A = 1.

Para ver si en estos puntos se alcanza algtn tipo hay que estudiar la forma cuadratica
asociada a la matriz hessiana en los puntos. La matriz hessiana es la siguiente

2+2A4 0 0
HF(x,y,z) = 0 241 .
0 1 =2A

Evaluando en el primer punto tenemos
-4 0 0
HF(1,0,0)=| 0 -6 1.
0 1 6

El polinomio caracteristico de esta matriz es

—4 -t 0 0
0 -6—-t 1
0 1 6-—t

P(t) = = —(t+4)(t* - 37)

que tiene como raices —4, V37 y —V37. Asi que la forma cuadrética es indefinida.

En el otro punto se tiene
4 0 O
HF(-1,0,0)=({0 2 1 [.

01 -2
El polinomio caracteristico de esta matriz es

4-t 0 0
0 2-t 1 ‘:(4—t)(t2—5)
0 1 —2-t

P(t) =

que tiene como raices 4, V5 y —V5. También en este punto la forma cuadratica es indefi-
nida. En ambos casos entonces tenemos que restringir la forma cuadratica asociada a F al
ntucleo de la diferencial de g.

ker(9)(1,0,0) = {(x,y,2): (2,0,0)-(x,y,z) = 0}
= {(x,y,2): 2x =0} =(0,1,0),(0,0,1)).

Calculamos las entradas de la forma cuadratica restringida al nticleo
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—4 0 0y/0
0,1,00] 0 -6 1|[1|=-6
0 6JL0
—4 0\(0
0,,00] 0 -6 1f{of=1
o 1 6Jl1
4 0 00
©0,0,1) 0 -6 1flo|=6
0o 1 6)l1

(-6 1Y PR . .
y la matriz ( 1 6) induce una forma cuadrética indefinida. En este caso la funcién no
alcanza en (1, 0, 0) ningtin extremo relativo.
Haciendo unos célculos muy similares obtenemos que

ker()(-1,0,0) = {(x,y,2) : (=2,0,0)-(x,y,z) =0}
= {(x,y,2): —2x=0}=¢(0,1,0),(0,0,1)).

De nuevo, calculamos las entradas de la forma cuadratica restringida al nticleo

4 0 0\(0
©0,1,0l0 2 1]|l1]=2
01 —2/\o
4 0 0\(0
©0,1,00]0 2 1 ||lo]|=1
01 -2)l1
4.0 0\(0
©0,0,)|0 2 1]lo]|= -2
01 —2)\1

% . 2 1 . s . .. . 2
También la matriz (1 _2) induce una forma cuadrética indefinida y la funcién tampoco

alcanza en este punto ningtn extremo relativo. Para la segunda parte si la funcién no
alcanza ningtn extremo relativo tampoco lo alcanzara absoluto.

Ejercicio 10.57. Calcular la distancia minima entre la recta x—y = 2 y la pardbola y = x2.

Solucién 10.57. La funcién a minimizar es f(x,y, u,v) = (x — u)* + (y — v)?, sujeta a las
condiciones x — y —2 = 0, v — u? = 0. Por tanto la funcién de Lagrange es:

F(x,y,u,0) = (x —u)* + (y — 0)* + A(x — y — 2) + u(v — u?)

y el sistema de Lagrange que hay que resolver es:

~330-
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2x—u)+A=0
2(y-v)-A=0
—2(x—u)—-2uu =0
-2(y-v)+u=0
x—y=2
v = u?
cuya tnica soluciénes A = y = -2 = (%, -2,1, i), y en este punto es donde se alcanza

la minima distancia entre la recta y la pardbola, cuyo valor es f (%, —%, %, }L) = %.

Ejercicios complementarios

Ejercicio 10.1. Dada g¢: R® - R, g(x,y,2z) = (1 —x*)¥* ¥ (x,y,2) € R3, con |x| < 1, se
pide:

a) Calcular las derivadas parciales de g.

b) Demostrar que g es diferenciable en todo IR?.

Ejercicio 10.2. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de las siguientes funcio-
nes: . s
e
a) f(xl y) = ﬁ/
2

2
b) f(x/ y) =X yi2+§2-

0 flx,y) = {(ﬁ—wasemxw)f (xy) #(0,0)
©0,0), (xy) = (0,0).

Ejercicio 10.3. Estudiese la diferenciabilidad en el origen de las funciones siguientes y
calctlese la diferencial en el origen en el caso de que dicha diferencial exista.
a) f:R?—> R? definida como

_ ) (€Y, sen(x — y), x% sen Jl—c , six#0
foay) = {gey, sen(—y),0), ( )) six=0

b) ¢:R> — RR?, definida como

_ (cos(yz), xyz, l), siz#0
8t y.2) {(1,0,0), 7 siz=0

Ejercicio 10.4. Dada la funcién f(x, y,z) = xyz, hallar la derivada segtn la trisectriz del
primer octante en un punto arbitrario.

Ejercicio 10.5. La distribucién de la temperatura en una placa metélica viene dada por
T(x, y) = K(x?¢¥ + y?¢*) donde K en una constante positiva. Calcular la direccién en la que
la temperatura aumenta més rapidamente en el punto (1, 0).

Ejercicio 10.6. Sea f : R®> — R la aplicacién definida por
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Z
f(x,y,2) = kze"™™¥ + f eVt dt
0

¢Para qué valores de k la ecuacién f(x, y,z) = 0 define a z como funcién implicita de x e y

en un entorno del punto (0, 0, 0)?. Para dichos valores, hallar gfc , g;

Ejercicio 10.7. Sea f:R?\{(0,0)} - R dada por f(x,y) = In (x2 + y2) para todo (x,y) #
(0,0). Se pide:
a) Calculese el gradiente de f en todo punto asif como la matriz hessiana.

b) Prucbese que 24 (x, ) + { (x,y) = 0, ¥(x,y) € R2\ {(0,0)}.

Ejercicio 10.8. Comprobar que en las siguientes ecuaciones se verifican las condiciones

del Teorema de la funcién implicita en el punto indicado y obtener y’(x) en los casos

cuatro primeros casos y gi, gz en los otros.

a) x¥+3x*-2y2 -2y =0, (1,1)

b) sen(x) + cos(y) + 2y - =0, (0, %)

c) yln (x2 + yz) -2xy=20,(0,1)

d) x¥+y*-2xy=0,(2,2)

e) zarctan(l —z%) +3x+5z - 8y®> =0, (1,1,1)
f) xyze*In(z) - 3x+3y =0,(1,1,1)

Ejercicio 10.9. Sea f : R? —» R? una funcién diferenciable de modo que £(0,0) = (0,0)
y la matriz jacobiana en (0,0) vale Jf(0,0) = ( ) Sean fi, f» : R? - R las funciones
coordenadas de f. Determinar en cada caso, la matriz jacobiana de F en (0, 0).

a) F(x,y) = sen(fi(x, y)) + cos(fa(x, y))

b) F(x,y) = v iixy? g(t)dt, donde g : R — R es continua y g(0) =

X, 3
c) F(x,y) = (3 fi(x, y) + fon( 4 g(t)dt,7 ffl(x,y) g(t)dt, ijf((xy) g(t)dt) donde ¢ : R — Rees
continua y g(0) = 5.

Ejercicio 10.10. Comprobar que las ecuaciones
Sx=u+v+w P+ =ut+0%, X+ +2° =3

definen implicitamente a 1, v y w como funciones de x, y y Z 0, sise quiereax, y y Z como
funciones de 1, vy w en el punto (1,1,1,1,1,1). Calcular 2 I a en el primer caso y > enel
segundo.

Ejercicio 10.11.  Calcular las derivadas parciales de segundo orden de F donde f y g
son, en cada caso, funciones “suficientemente derivables” como para que las derivadas
parciales de segundo orden de F existan y sean continuas

a) Fx,y) = [ g(tyat

b) Fxy) = [17 7 gty

) Flv,y) = J}sten(X),COS(y)lxy) g (B)at
d) F(x,y) = f(f(x, ¥,2),,2)
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Ejercicio 10.12. Estudiar, en cada caso, si en los alrededores del punto que se indica, es
posible ver la grafica de la ecuaciéon que se da como la gréfica de una funcién diferenciable
del tipo a) u = u(x, y,z),b) z = z(x, y,u), c) y = y(x,z,u), y/o d) x = x(y, z, u).

a) > +y*+z22+u?-4=0,(1,1,1,1)

b) xyzu + x3 + 5]/2,2 +8u—-8z=0,(0,0,1,1)

¢) xsen(x) + ysen(y) +zsen(z) + usen(u) =0, (0,0,0,0)

Ejercicio 10.13. Estudia si en los alrededores del punto que se indica, es posible ver
la gréfica de la ecuacién que se da como la gréfica de una funcién diferenciable del tipo
u=uxvy,z),z=zxy,u),y=ylxzu),y/ox =xy,zu).

a) x? +y2 +22+u*=4,(1,1,1,1)

b) xyzu + x> +5yz> + 8u— 8z =0, (0,0,1,1)

¢) xsen(x) + ysen(y) + zsen(z) + usen(u) =0, (0,0,0,0)

Ejercicio 10.14. Determinar la derivada de la funcién z = f(x, y) definida implicita-
mente por la ecuacion xtan(y) — ze* = 0 en el punto (O, %,O) en la direccién del vector
(2,1).

Ejercicio 10.15. Seana,b € Ry ¢ : R> — R la funcién real de dos variables reales,
dada por

g(x,y) = ™Y + b sen (x2 + yz) , Y (x, ).
Discutir los valores de a y b para que g tenga un extremo relativo en (0, 0).

Ejercicio 10.16. Supongamos que la ecuacién

2

y+z Z
g(bdt + f h(t)dt = 0, (10.2)
Xz 3x+y

donde gy h son funciones de clase uno, define implicitamente una funcién diferenciable

z = z(x, y). Calcular aii;zy'

Ejercicio 10.17.

a) Demostrar que la ecuacion x* + y? + z> — 2x + yz = 0 define z = f(x, y) en un entorno
del punto (1,0, 1).

b) Calcula el polinomio de Taylor de orden 2 de f centrado en (1,0).

Ejercicio 10.18. Sean f, ¢, : R — R funciones de clase C? cuyos polinomios de Taylor
de orden 2 centrados en el origen son, respectivamente,

Pf(x) = 3 +4x + 2%, Po(x) = 1+ 2x = 3x%, Ppy(x) = -1 — 3x + 4x”.

Se define F : R?> — IR como F(x, y) = f (g(x) + h(y)). Calcular
a) la ecuacion del plano tangente de F en el origen y
b) el hessiano de F en el origen.

Ejercicio 10.19. Calcular los extremos relativos de la funcién f : R — R definida por

3
flx,y) =9x° + % — 4xy. Razonar si los extremos relativos obtenidos son absolutos.
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Ejercicio 10.20.
a) Calcular los extremos de f : R®> — R dada por f(x,y,z) = x> + y? en la curva de
ecuaciones
{ g1(x,y,2)=2=0
20y, =2~ (y = 1) =0
b) Probar que no existen A, i € R tales que las soluciones de a) sean puntos criticos de
¢ = f+ Ag1 + ug. ;Contradice esto el teorema de los multiplicadores de Lagrange?.

Ejercicio 10.21.  Estudiar los extremos de la funcién f : (R*)> — R definida por
f(x,y,2) = In(x) + In(y) + In(z) en la esfera X%+ y2 + 2% = 5m.

Ejercicio 10.22. Hallar la minima distancia de un punto (xo, o, zo) al plano ax+by+cz+
d=0.

Ejercicio 10.23. Hallar los extremos relativos de la funcién f : R* 5> R, flx,y,u,0) =
x2 + y? con las condiciones x> + u? + v> —4 = 0y y* + 2u? + 30> -9 = 0.

Ejercicio 10.24. Consideremos el hiperboloide de ecuacién z2 — 2x? — 2y? — 12 = 0.

a) Comprobar que el plano tangente al hiperboloide en el punto (1, -1, 4) tiene la ecua-
cionx—-y—-2z+6=0.

b) Calcular el punto més cercano al origen de la intersecciéon del anterior plano tangente
y la esfera de ecuacién x> +y?+(z=3)2=09.

Ejercicio 10.25. Discutirsila funcién f(x, y,z) = z2 —2xy alcanza enlos puntos (-1, -1, 2),

(1,1,0)y (0,0, V4) un extremo relativo condicionado a que 23 +27 +23 = 4.

Ejercicio 10.26. Esttdiesesila funcién f : R® — Rdefinida por f(x,y,z) = (x + zz) ey +21+D)
tiene minimo absoluto en IR3.

Ejercicio 10.27. Hallar los extremos condicionados de la funcién f(x, y) = x*+xy* donde

xy—a®=0,(a>0).

Ejercicio 10.28. Determinese el rectingulo de mayor area que se puede inscribir en la
2

elipse ;‘—; + 5—2 =1, donde 4, b son reales positivos.

Ejercicio 10.29. Calcula los extremos absolutos de la funcién f : R?> — R definida como

T2t
- 2, .2
f(x,y)—ln(1+x +y)—£ 1+t4dt

en el conjunto A = {(x, yeR?: 2 +y%< 4}.

Ejercicio 10.30. Hallar la minima distancia entre la recta x + y = 4 y la circunferencia

X +yr=1

Ejercicio 10.31. Estudia los extremos absolutos de f : R? — IR? definida como f(x, y) =
X7y

X2+y2+1"

Ejercicio 10.32. Estudiar los extremos absolutos de la funcién f : A — R definida por
f(x,y,2z) = z— (1 + 2% + y?)é” siendo

Az{(x,y,z)e]RS: x2+y2=1, x+z=1}.
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Integrales dobles

La construccién de la integral para funciones de varias variables se hace de forma
analoga a el caso de una variable. Vamos a verlo con funciones de dos variables.
Sea f : [a,b] X [c,d] ¢ R? - R. Consideremos particiones de
cada uno de los intervalos, esto es, conjuntos de la forma

[a=xp<x1<x<...<x, =0}, : - -

c=ywo<yi<yp<...<x,=d}. Y1 | __

R e

Estas nos dividen el dominio [a, b] X [c, d] en nXm rectangulos
mas pequefios como puedes ver la Figura 11.1. El “volumen” X b
bajo la funcién f lo vamos a aproximar por la suma de los vo-
limenes de los paralelepipedos comolos dela Figura 11.2. La
altura de estos la elegimos fijando un punto arbitrario de la base y calculando su imagen.
Mas concretamente, , elegimos (u;, v;) verificando que

Figura 11.1 Particién

(ui/vj) € [xi—llxi] X []/j—l;]/j]; i= 1/2/---1n1 j: 1/2/---1m-

Entonces, una suma de Riemann de la funcién f es

Z (i = xi-1)(yj = yj-1) f (ui, v)).
1<i<n

1<j<m

La integral de la funcién f se define como el limite de las sumas anteriores cuando la
longitud de los intervalos de las particiones tiende a cero.

Propiedades de la integral

Proposicion 11.1. Sean f, g: A C R" — R funciones integrables y sean A y u dos niimeros
reales, entonces la funcion A f + ug es integrable y se cumple que

LAf+ug:AL+yng.

Proposiciéon 11.2. Sean f, g : A C¢— R" — R funciones integrables que verifican que
f(x) < g(x), para todo x € A. Entonces fA f< fA g
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b
AN

> e, y)

T,

Figura11.2 Sumas de Riemann

En particular, si f(x) > 0 para cualquier x se cumple que fA f=0.

Proposicién 11.3. Sean A y B dos subconjuntos de R" con A N B = 0 y sea f una funcion
integrable en A U B, entonces se cumple que

St = b

Integrales iteradas

La definicién de la integral es util para demostrar propiedades genéricas pero no es
practica cuando pretendemos calcular el valor de la integral de una funcién concreta. El
siguiente resultado nos permite reducirnos al caso de integrales de una variable.

Proposicion 11.4. Sea f : [a,b] X [c,d] — R integrable. Entonces

b d b
j[:z,b]x[c,d] fexy)dy) :L (j; fley) dy) dx = f(j; flxy) dX) dy

Ejemplo 11.5. La integral de la funcién f(x,y) = xy en [0, 1] x [-1, 3] vale

1 3
f f(xly)d(X,]/)=f (f xydy)dx
[0,1]x[-1,3] 0 -1
1
:f 4xdx = 2.
0

Prueba tt a resolver la integral en orden inverso, primero integrando respecto de x y luego
respecto de y, y comprueba que el resultado no varia. <



11.2

INTEGRALES MULTIPLES INTEGRACION EN DOMINIOS ACOTADOS

Observacién 11.6. Para funciones como la del ejemplo anterior, el calculo de integrales
iteradas se puede simplificar un poco teniendo en cuenta que las variables estdn “sepa-
radas”. Es inmediato comprobar que si la funcién que integramos es producto de una
funcién de x y una funcién de y, se cumple que

b
f F@g)dex,y) = ( f ) dx) ( f <) dy)-
[a,b]x[c,d] a c

Compruébalo en el ejemplo anterior.

Integracion en dominios acotados

El siguiente paso que vamos a dar es extender la definiciéon de integral para abarcar la
integracion de funciones definidas en dominios que no sean producto de intervalos. Para
ello lo que vamos a hacer es extender la funcién por cero e integrar la correspondiente
funcién extendida.

Maés concretamente, consideremos una funcién f : A ¢ R? — R definida en un con-
junto acotado A. Entonces podemos encontrar un rectdngulo en que incluir el conjunto
A.Si A C[a,b] X [c,d], definimos una extensién de la funcién f a dicho rectangulo como

f(x, y) = {f(x/ ]/), si (x, y) €A,

0, en otro caso.

Como hemos extendido la funcién por cero, el nuevo dominio no afiade volumen y esto
permite definir la integral de f como la integral de su extensién a un dominio rectangular:

f flx,y)d(x,y) = f flx, y)d(x, y).
A [a,b]x[c,d]

Function

La funcién x> — y? en La misma funcién extendida
el conjunto x? + y? < 2 a todo el plano como cero

Figura 11.3 Extension de la integral a conjuntos acotados

Esta extension de la definicién de integral a conjuntos acotados cualesquiera tiene un
s6lo inconveniente potencial: ;cudndo es integrable la funcién extendida f? Si recuerdas
la integral de funciones de una variable, la continuidad es una condicién suficiente para
asegurar la integrabilidad. En este caso, al extender la funcién de esta forma estamos
afladiendo muchos puntos (toda la frontera de A) donde podemnos tener problemas de
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continuidad (échale un vistazo a la Figura 11.3). En general, hay que ser muy cuidadoso
con este tipo de extensiones. En la proxima seccién vamos a ver cémo podemos calcular
integrales en algunos conjuntos de este tipo.



INTEGRALES MULTIPLES INTEGRACION EN DOMINIOS ACOTADOS

11.2.1 Recintos de tipo1 02

Definicion 11.7.
a) Un subconjunto A C IR? es de de tipo 1 si existen funciones f, ¢ : [4,b] — R tales
que

A={xy eR: a<x<b, f(x) <y < g)

b) Un subconjunto A C R? es de de tipo 2 si existen funciones f, g : [c,d] — R tales
que

A={(x,y)e]R2: c<y<d, f(y)Sng(y)}

Las siguientes figuras son ejemplos de conjuntos de este tipo.

A A

ds------ / ______

f

> >

ENY S

b
Figura11.4 Recintos de tipo 1y 2

Vamos a calcular cudnto vale la integral de una funcién F en un conjunto del primer tipo.
Comencemos con una funcién F : A ¢ R? - R donde
A={xy eR: a<x<h, f(x) <y <gE).

Nos hace falta incluir A en un producto de intervalos. Para
ello, elegimos c y d verificando que d

c <min{f(x): x € [a,b]} <max{g(x): x€[ab]} <d i
B

y definimos la funcién

Fen={7 oocas i
’ . i f
Segtin la definicién \_/_
¢ l
f F(x,y)d(x, y) = f F(x, y)d(x, y). a x5
A [a,b]x[c,d]

Figura11.5 Integracion en
Esta ultima integral podemos resolverla, teéricamente, recintos de tipo 1

como dos integrales iteradas. Mds concretamente, podria-
mos plantear la integral como
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d b
fA F(x, ) d(x, ) = f[ o B = f ( f £(x,y) dx) &y,

pero no sabemos resolver la primera integral. Para conocer el valor de F(x, ) nos hace falta
saber, para cada valor de x, en cudl de los tres tramos que puedes ver en la Figura 11.5 se
encuentra la variable y. Si planteamos la integral en el orden cambiado ya si que podemos:

b
d = F d = F(x,y)dy)| d
| Few e f[ Ry [ ( f P, y) y) x
b f() () 4
= f (f F(x,y)dy+f F(x,y)dy+f F(x,y)dy) dx
a c fx) 8(x)

y, usando que en la parte superior y en la parte inferior del dominio la funcién F se anula,

b rs)
= f (f F(x,y) dy) dx.
a \Jf(x)

Resumiendo, tenemos una forma de resolver las integrales en recintos de tipo 1, pero
hemos perdido la libertad de elegir el orden en que calculamos la integrales iteradas. S6lo
uno de los 6rdenes es posible.

Proposiciéon 11.8. Sean f, g : [a,b] — R funciones continuas. Consideremos el conjunto
A:{(x,y)e]RZ: a<x<b, f(x)SySg(x)}.

Si F: A — R es una funcion integrable, entonces

b g(x)
fA F(x,y) d(x, ) = f ( ff ) P(x,wdy) dx.

La integracién en recintos de tipo 2 se resuelve de manera similar intercambiando los
papeles de las variables.

Proposicion 11.9. Sean f, g : [c,d] — R funciones continuas. Consideremos el conjunto

Az{(x,y)e]RZ: c<y<d, f(y)Sng(y)}.

SiF : A — R es una funcion integrable, entonces fA Flx,y)d(x,y) = fc d( ffg) F(x,v) dx) dy.

11.3 Integrales en dimensiones superiores

Integrales triples, teorema de Fubini con tres integrales...
FALTA

11.4 Cambio de variable

Enunciamos a continuacion la féormula del cambio de variable.
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Teorema 11.10.  Consideramos un abierto Q C RN y una aplicacion ¢ : Q — RN que
verifica las siguientes condiciones:

i) g es inyectiva,

ii) g€ CHQ),y
iii) det]g(x) #0, Vx € Q.
Es decir, g es un difeomorfismo de clase C' en Q. Sea ahora A € g(Q)y f : A - R una
funcién continua. Entonces se verifica

f fx)dx = f f(g(®) |det Jg(b)| dt .
A §7H(A)

Cambio de variable a coordenadas polares en el plano

En este caso el abierto Q =] — 7, n[XIR" y la aplicacién g(p, 0) = (pcos 0, psen(0)).
Obsérvese que el jacobiano det Jg(p, 0) = p > 0. Entonces, si A € g(Q)y f : A = Runa
funcién continua, se tiene que

f F 1) d(x,y) = f £ (pcos(0), psen(@)) pd(p, 6) .
A g7 1(A)

Observacién 11.11. Elintervalo | — m, 7[ se puede cambiar por cualquier otro intervalo
abierto de longitud 27. Por ejemplo, algunas veces utilizaremos el intervalo ]0, 27| sin
entrar en mas detalles.

Ejemplo 11.12. El 4rea de un circulo de radio R se calcula integrando la funcién cons-
tatemente 1 en

A:{(x,y)e]Rz: x2+y2SR2}.

En coordenadas polares, A = {(p, 0) € R*x] — , t[: p < R}. Por tanto
Tl R
fld(x,y) = f (f pdp) d6 = R%. <
A —Tt 0

Cambio de variable por traslaciones y dilataciones (homotecias) en el
plano

Consideramos ahora funciones de la forma g(x, y) = (ax + ¢, by + d) que, en el plano,
representan movimientos que se llaman homotecias. Consideramos a,b > 0y c,d € R. En
este tipo de movimientos, el jacobiano es det Jg(x, y) = ab; por lo que a la hora de calcular
una integral donde se efecttia este cambio, la férmula que utilizamos es:

ff(u,v)d(u,v):f flax+c,by+d)abd(x,y) .
A g1 (A)

Ejemplo 11.13. Calcular, por medio de una integral doble, el drea del recinto limitado

. . 2 2 2
por una elipse de ecuacién 7 + Z—z =1
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11.4.4
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Consideramos el cambio de variable g(u, v) = (au, bv); es decir, las variables clasicas (x, y)
se transforman en x = au, y = bv y asi el recinto que nos daban, el limitado por la elipse,
se transforma en un circulo. En efecto,
2 XY -1 2..,2., .2
A:{(x,y)elR :a—2+ﬁ§1} = g (A):{(u,v)eIR US4 Sl}.

Por tanto, Area(A) = [, 1d(x,y) = fg labd(u,v) = mab . <

“(4)

Cambio de variable por traslaciones y dilataciones (homotecias) en el es-
pacio

Analogamente a como hemos hecho en el plano, consideramos el cambio de variable
que nos va a permitir, o bien trasladar el sistema de referencia con el que trabajamos
(traslaciones), o bien dilatar o contraer el recinto de integraciéon (dilataciones); si bien,
se pueden componer los dos movimientos (homotecias). Concretamente, sia,b,c € R* y
a,B,7 € R, se considera la siguiente aplicacién

g(u,v,w) = (au + a,bv + B, cw + ), V(u,0,w) € R®.
De esta forma, las variables cartesianas x, y, z se escribirian como

X=au+a
y=bvo+p
z=cw+y

y, teniendo en cuenta que det Jg(, v, w) = abc, una integral triple a la que le aplicaramos
este cambio de variable quedaria como sigue:

ff(x,y,z)d(x,y,z):f flau+a,bv+p,cw+y)abcd(u,v,w).
A g 1(A)

Como ejemplo, calculamos el volumen del recinto acotado por un elipsoide de ecuaciéon

2
2,y

2 . .
% +3z + % = 1. Por tanto, el recinto con el que vamos a trabajar es

2 2 2
Xy oz
A=i(xy2)eR: S+ +5<1
Entonces, aplicamos el siguiente cambio de variable para transformar el elipsoide en una

esfera. Es decir x = au, y = bv, z = cw, y asi g71(A) = {(u, v,w) € R3:u? +v* +w? < 1}.
Como consecuencia, el volumen que nos piden es

V(A) = f ld(x,y,z) = f abcd(u,v,w) = %Tcabc.
A 871 (A) 3

Cambio de variable a coordenadas cilindricas en el espacio

En esta seccién y en la siguiente vamos a presentar dos maneras de representar los
puntos en el espacio, ademds de en coordenadas cartesianas (x, y, z). Estos sistemas de
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coordenadas alternativos son particularmente adecuados para ciertos tipos de problemas
como, por ejemplo, el célculo de integrales multiples.

Comenzamos entonces con el cambio a coordenadas cilindricas. En este caso, dado un
punto del espacio (x, ¥, z) lo vamos a representar como sigue

x=pcos(0), y=psen(0), z=z

donde (p, 0,z) € R*X] — n, n[XR y la funcién g(p, 0,z) = (x,y,z) tiene jacobiano p. En
otras palabras, para cada punto (x, y, z), se representa la primer y segunda coordenadas
en términos de coordenadas polares y no se altera al tercera.

Para comprender por qué se usa el término coordenadas cilindricas, obsérvese que el
lugar geométrico formado por los puntos (p, 0,z) cuando p permanece constantemente
igual a r es un cilindro de radio r.

Aplicando este cambio de variable al cdlculo de una integral triple, la férmula del cam-
bio de variable nos dice que

fA fy,2)d(x,y,2) = f )f(PCOS(G),Psen(G),Z)Pd(P,@,Z)-

Ejemplo 11.14. El volumen del cilindro A = {(x, y,2) eR3: K2+ <1, [z < 1} es

T 1 1
f ld(x,y,z) = f f f pdzdpd6 = 2n. <
A -1t JO0 -1

Ejemplo 11.15. Laintegral fA x?+y?d(x,y),con A = {(x, y,2) eER3: 2 +1y2<2z,2z< 2}
se puede resolver mediante un cambio a coordenadas cilindricas. El conjunto A en coor-
denadas polares es

Xyt <2z,2<2 & p*<2z<4

Por tanto [, x* +12d(x,y) = [ (fo (f2/2p3dz)dp)d6 8. <

Cambio de variable a coordenadas esféricas en el espacio

Las coordenadas esféricas se basan en la misma idea de las coordeandas polares: para
fijar un vector en el espacio es necesario y suficiente con saber su longitud (médulo) y
hacia dénde apunta. Para esto tltimo, ahora necesitamos dos valores: azimut y elevacién.
En otras palabras necesitamos indicar el &ngulo con respecto a la horizontal y a la vertical.
Conrespecto al primero de dichos dngulos, la convencién es la estdndar: medimos a partir
de la parte positiva del eje OX. Con respecto a la elevacién, no hay acuerdo entre los
diversos autores, pero las més usuales son las llamadas geogréficas y las que nosotros
llamaremos simplemente coordenadas esféricas. En las geograficas, la elevacién se mide
a partir de la horizontal y, en las esféricas lo comenzamos a medir desde “el polo norte”
(observa la Figura 11.6). Por lo demads, no hay mayor diferencia entre unas y otras.

En coordenadas esféricas,
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Coordenadas esféricas Coordenadas esféricas geogréficas

Figura 11.6 Coordenadas esféricas

a) p es la distancia desde (x, y, z) hasta el origen, esto es, p2 =x%+ y2 +22.

b) O esla coordenada cilindrica, es decir, el &ngulo comprendido desde la parte positiva
del eje OX hasta el segmento que une el origen con el punto (x, y). Por tanto, 0 €], t[.

c) ¢ es el angulo comprendido desde el eje OZ al vector de posiciéon del punto (x, y, z),
hasta este vector. Es decir, ¢ € ]0, 7t[.

Un punto del espacio (x, y, z) lo representamos como representar como sigue

x = p sen(¢) cos(0),
y = p sen(¢) sen(0),
z = p cos(9),

donde (p, 0, ¢) € R*X] - n,n[x]—g, %[ y la funcién g(p, 6, ¢) = (x,y, z) tiene jacobiano
(en valor absoluto) p? sen(¢) > 0.
Por otro lado, las coordenadas esféricas geogréficas en el espacio son (p, 0, ¢) donde:
a) p es la distancia desde (x, y, z) hasta el origen, esto es, p> = x2 + y* + 22
b) O esla coordenada cilindrica, es decir, el &ngulo comprendido desde la parte positiva
del eje OX hasta el segmento que une el origen con el punto (x, y). Por tanto, 0 €
1-m, n[°.
c) ¢ es el angulo comprendido desde la proyeccién del vector de posicion del punto
(x,y,z) en el plano z = 0, hasta este vector. Es decir, ¢ € ]—%, z [
De esta forma, dado un punto del espacio (x, y, z) lo vamos a representar como sigue

x = p cos(¢p) cos(0),
y = p cos(¢p) sen(0),
z = p sen(¢),

donde (p, 0, ¢) € R*x] - n,n[x]—g, %[ y la funcién g(p, 0, ¢) = (x,y, z) tiene jacobiano
p?* cos(¢) > 0.

5 Aligual que en el cambio a coordenadas polares, se puede elegir cualquier otro intervalo de longitud 27
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Ejercicros

Ejemplo 11.16. Calcular el volumen de la esfera A = {(x, y,2) eR3: a2+ +x2 < Rz}.

En coordenadas esféricas nos queda
R T 70/2 4
f 1d(x,y,z) = f f f p? cos(¢) d0dgpdp = =mR3. <
A 0 JmJ-np2 3

Aplicaciones

FALTA
Ejercicios
Ejercicio 11.1. Calcular las siguientes integrales:
a) fo [0,2]x[0, 1](X2 -'_)Zy)d(x/ y) e) fo [0,7t/2]%[0,7/2] Sel;((x +) y)d(x/ ]/)
dly) XYz
b) f3 [3,4]1%x[1,2] (x+y)2 f) fo [0,11x[0,1]x[0,1] (1zgc+y+)z)3
XY,2
<) fo 01)x[01] Tr2 4% ¥) 8 f[O,l]x[O,l]X[O,l] Vitxiye:

Aty
d) fO [0,1]1x[0,1] (1+Jc+y)2

Solucién 11.1.
a) Laintegral vale

2/ Al 2
f (x2+2]/)d(x,y)=f (f x2+2ydy) dx:f 2 4lde= o

b) Laintegral es

([ g
f[34]x[1 2] (¥ + y)z (x + y)2 B (24) '

2 1 1 2
dx,y) = f (f dx)d = —
j[:)1]x[o1]1+y (oy 0o \Jo 1+y? /

. .y  _ 4
d) Laintegral es f[O,l]x[O,l] iyl = ln(§).
e) Laintegral es f[O,n 121x[0,7/2] sen(x + y)d(x,y) = 2
. dxyz) 1 32
f) La integral es f[o,1]><[o,1]><[o,1] Ty =210 (2_7)

. dxyz) _ 8
g) Laintegral es f[0,1]X[0,1]><[0,1] Vi 15 (31 +12V2 - 27\/§)

Ejercicio 11.2. Calcular las siguientes integrales:

a) j(; (fz(x+y)2) Q) f3 (fS (x+2y)dx)dy
b) [ (fl’; ;d) dQ [ (fsen(p)rdr)dp

c) Laintegral es
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/2 3 cos(p) 2 2 12
e) ( sen=( )dr) x
fn/Z £ h) fo fzv_ fo xdz |dy |dx

D (6" xdx)dy

g ( [ ( [l xyzdz)dy) dx
Solucién 11.2.

a) fo (flz (xiyy)z) ln(%)'

b) (), Hdy)ax = 5.

O [ (J_yx+ 20 ay = 22
d) f (fsen(p) rdr) dp=73

) f://ZZ( 3 cos(p) 7’2 senZ(p)dr) — ?2

f) f04 (folo_y xdx) dy = 32,

1{ (l=x [ (l-x—
g) fo (0 x( b g yxyzdz)dy)dx: 7%—0
4X—y2

h) foz fozﬁ f xdz |dy |dx = 4\/_”

Ejercicio 11.3. Calcular las siguientes integrales.

a) ([ ) dx d) ' (fe s ) ax
b) fo (fﬂ ydx) dy e) foz(flex dy) dx

C) fol (fzy cos (x ) dx) dy

Solucién 11.3.

2 TIX 1 2 y=nx 2
f f 5 dydx = f [arctan(y)] dx = f (arctan(nx) - arctan(x)) dx
0o Jr Y1 0 y=x 0

2 2
= f arctan(7x) dx — f arctan(x) dx.
0 0

Vamos a calcular, por partes, cada una de las integrales por separado.

2

2 2 2
f(; arctan(x) dx = [x arctan(x)]0 - ‘[0 1 -:—sz dx = 2 arctan(2) — [% log(1 + xz)]0

= 2arctan(2) — %log(S),

2 2 2
fo arctan(7ix) dx = [x arctan(RX)]O - T fo ﬁ dx
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1 2
= 2arctan(2m) — [E log(1 + (TCX)Z)]O

log(1 + 47?)

= 2arctan(2m) — o

Entonces el resultado final es:

o log(1 + 4m®
f fx‘ y21+ 1 = 2arctan(2m) — 2 arctan(2) + % log(5) — M .

2m

b) La integral vale
4- Zy V2 1 Vi
[ [ v o201
y

c) Para poder calcular una primitiva de f(x,y) = cos(x?) vamos a cambiar el punto de
vista a la hora de describir el recinto de integracién:

{cyeR:0<y=<1, 2y<x<2)={(xyeR:0<x<2,0<y<x/2}

ffcos(xz)dxdy f(f cos(x 2)d}/)
sen(4)

1
= f(; 5 cos(x?) dx = 1 [sen(xz)] 1

Entonces

d) Igual que en el apartado anterior, invertimos el orden de integracién:
{yeR:0<x<8, r<sy<2f={xyeR*:0<y<2,0<x <y}

Por tanto,

Lg[ﬁ%ﬁdy]dxzﬁz(ﬁys y41+1dx)dy

2 .3
_ Yy _1 4 2 _ log(17)
—f(; y4+1dy—4[log(y +1)]0— R

e) f02 (jfx dy)dx = foz(ex —1)dx = [ex _x](z) _2_3.

Ejercicio 11.4. Calcular las integrales

a) foZ ( fz y? sen(xy) dy) dx, d) fol ( f()@(xz s dx) "
b) fo (fn sen(y) dy)dx

Q) fo (fy X exydx)dy,

Solucion 11.4.
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a) Para calcular la integral permutamos el orden de integracion:

2 2 ) '
[([ 7 e ([ - enrer
2 y
:ﬁ y (f(; ysen(xy)dx)dy
2 -
:e‘fo‘ y[—cos(xy)]xzz dy
2 2 2\ 12

b) Cambiamos el orden de integracioén:

fon (fx7T %(y)dy)dx - fon (foy &y(y)dx)dy = fo Ser;(y) dy = fon sen(y)dy = 2.

c) Invertimos el orden de integracién para poder resolver la integral,

1 1 1 X 1 X
f(f xze"ydx)dy=f (f xze"ydy)dx:fx(f xexyd]/)dx
0o \Jy 0 \Jo 0 0
1 B (N
:f x[eY])7, dx:f x(e" —1)dx
0 ¥= 0
1
X2 1_e_
_jo‘ xe dx—z—z 1.

{(xy)e]R2 0<x<1,0<y<Vli- xz} {(xy)ele.x+y <1,x2>0 y>0}

d) Elrecinto de integracion es

por tanto aplicamos el cambio de variable a coordenadas polares, teniendo en cuenta
que el recinto A cambiado a polares es

¢ l(A) = {(p,e) 0<6 gos;)g}

Aplicando el teorema del cambio de variable:

T0/2 1
f o2+ yA)d(x, y) = f p*d(p, 0) = f 40 f pddp =
A g 1(A4) 0 0

Ejercicio 11.5. Sea f : A — R, calcula su integral en los siguientes casos:
a) f(x,y) = 1siendo A la regién limitada por y* = x°, y = x.
b) f(x,y) = x? siendo A la regién limitada por xy = 16, y =x,y =0, x = 8.

1_r
4°38

N A

o flx,y)= ¢V siendo A la region limitada por y> = x,x =0,y = 1.
d) fx,y) =77 v siendo A la region limitada por y = = Sy =x.

Solucion 11.5.
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a) Elrecinto de integracion A se puede escribir asi:
A={xyeR?:0<x<1, 2 <y<y|

Entonces la integral nos queda y=x

1 X
ff(x,y)d(x,y):f f Tdydx = Yy = Va2
A 0 32

1 / ]
3/2
X—X dx——.

b) El recinto donde integramos es unién de otros dos: A =
A1 UA,, donde

U N S

A1:{(x,y)e]R2:0§x$4,Ogygx},

A2={(x,_1/)€]R2:4§x§8,Osyg%}_

Por tanto la integral es suma de otras dos, esto es

fA ey dGx, y) = fA S ) + fA Sy )

X 3 176
:ff xzdydx+ff 2 dydx
0 Jo 4 Jo
8
:fx3dx+f 16x dx = 448.
0 4

A={x,y) eR*:0<y<1,0<x<v?

c) Elrecinto donde integramos es:

Por tanto la integral es

fAf(x,y)d(x,y):fol dyfoyzeﬁdx

S N

1
=f0 (ye! —y) dy = 5.
d) Elrecinto donde integramos es: 5
x2 :
A:{(x,y)elRZ:OSXSLTSny}. !
Por tanto la integral es E
y=x |
A - !
=% |
2
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1 X x
x,y)d(x, :ff ———dydx
[ sewien= | T
1 1
= X d dx
L£2/21+(¥)2 y
1 x
= f [arctan(y)] dy
0 X/1x2/2

1
= f arctan(1l) — arctan (f) dx
0 2

I ar tan(l) + ln(§)
T T aranz 1)

Ejercicio 11.6. Calcula los siguientes volimenes:

a) Volumen del s6lido limitado superiormente por z = x + y e inferiormente por el trian-
gulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,0).

b) Volumen del s6lido comprendido por el paraboloide de ecuacién z = x? + 32 e infe-
riormente por el disco unidad.

Solucién 11.6.
a) Elrecinto A en donde integramos estd definido por las condiciones 0 <x <1,0<y <

1-x,0<2z<x+y.Por tanto el volumen es V(A) = fol dx Ol_x dy fox+y dz = %
b) El recinto donde integramos es el siguiente:

A={xyeR?: -1<x<1, -Vi-2<y<VI-22, 0z 2+ 7.

Vi-x Xz 12
El volumen es V(A) = f_ll dx f_\/lﬁ dyfo gz = Z.

Ejercicio 11.7. Sea D el conjunto delimitado por x> — y*> = 1, x2 — 42 = 4, x> + y*> = 9,
x? + y? = 16 en el primer cuadrante. Utilizar el cambio de variable u = x*> — y?, v = x> + y*
para calcular fD xyd(x, y).

Solucion 11.7. Consideramos el recinto

D={(X,]/)€1R2: 1<x*-1y?<4,9<*+12 <9, x,yZO}.

El cambio de variable propuesto es g(u, v) = (1 |5, /%), y el determinante de su matriz

1
vE—u

jacobiana es " =. Entonces, aplicando el teorema del cambio de variable

f xyd(x,y) = f il ! d(u,v)
b , §'(D) 2 4Nz

El recinto donde integramos ahora es ¢~'(D) = [(u, v)eER?*: 1<u<4,9<v< 16} .Yla
integral es




INTEGRALES MULTIPLES E]ERCICIOS

1 161 21
‘L‘_I(D)gd(u,v)—f(fg gdv)du—g.

Ejercicio 11.8. Ultilizar el cambio a coordenadas polares para calcular las integrales de
las siguientes funciones en los recintos que se indican:

a) flx,y)=1-x—12 A=B((0,0),1)

b) f(x,y) =+/x>+y? A=[0,1]x[0,1]

O fry) =y, A={xy) eB((}0),3): y=0|

d) flx,y)=2*+y* A=B((1,0),1)

e) flx,y) =x*+1y? A= {(x,y)e]RZ: 4§x2+y2§9}

Solucién 11.8.
a) Si cambiamos a coordenadas polares el recinto A nos queda:

0<p<l1
Py <l = { P
—n<0<m

La integral entonces es:

e 1 ol
fwll—xz—yzd(x,y):f f p+/1—p?dpd6 = —.
A -n JO 3

b) Trasladamos las condiciones del recinto A a coordenadas polares:

Ostl} {OSpcos(G)sl
0<y<l1 0<psen(0) <1

De lo anterior se deduce que 0 < 0 < 7,y que la acotaciéon de p depende desi 0 <
osi 6 > 7, es decir:
1
P cos(0)
1
P sen(0)

0

(@)
IA
IA

= 0

IA
IA

0

IN
ST

= 0

IA
IA

A
IA

Por tanto, a la hora de calcular la integral, como el recinto ha quedado descompuesto
en la unién de otros dos, obtenemos una suma de integrales. En efecto:

/4 1/cos(0) /2 1/sen(0)
f,/x2+y2d(x,y):f f pzdpd6+f f p?dpdo
A 0 0 n/4 Jo

/4

) ) - coS(TC/S)
=5[22 m{eos) e {1+ 6T

_% [1n (cos(g) - sen(g))] ~ 0.765196.

¢) En primer lugar hacemos una traslacién de los ejes de la forma: x = 1/2 = u, y = v.
Llamemos B al conjunto que se obtiene al hacer este primer cambio de variable, es
decir

1
Bz{(u,v)eIRz: u2+vzs1,020}
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Ahora aplicamos el cambio a coordenadas polares y nos queda que

1
(u,0) = (pcos(0), psen(0)) € B {8 i g i 7%£}

con lo que la integral se resuelve asf:

Tl 1/2
fyd(x,y):fvd(u,v):f f pzsen(a)dpd(a:l.
A B 0 0 12

d) Cambiamos a coordenadas polares:

0 < p<2cos(0)

12 a2 2, .2
x=-1)+y" <1 = x+y <2x & {—T(/ZS@SH/Z

Calculamos la integral:

77/2 2 cos(0) 3
[ spawn= [ [ pdpdo =,
A —n/2Jo 2

e) Cambiando a coordenadas polares:

4<P+P <9 = {

La integral nos queda fA(x2 +y2)d(x,y) = f; do jj p3dp = &

Ejercicio 11.9. Calcula la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) fhy) =xyl1-x2—-y%2, A= {(x,y) eER?: ¥ +y2<1, x,y> 0}

b) f(x,y)=e"¥, A= {(x,y) €ER?: 0<y’<x< ]/2}

o fl,y)=x+y* A= {(x,y) ER?: X2+ <2y, ¥*+y* <1, x> O}

d) fir,y)=(@2+y?) 2, A= {(x,y) ER?: x<y, x+y>1, 2 +y*< 1}

o) flry)=22+1y% A=y eR*: (2 +y?)? <4(? - 1), x 2 0]

Solucién 11.9.
a) Utilizando el cambio a coordenadas polares

/2 1
—x2 _ 42 — 2 )
‘Lx,/l x?—y2d(x, ) j; (ﬁ p-cos(0)4/1-p dp) ao
71/2 1
:(ﬁ cos(@)d@)(fo p? 1—p2dp):%.

G 3—e
fex/yd(x,y):f f Vx| dy = —.
A 0 P 2

c) Aplicamos el cambio a coordenadas polares:

b) Laintegral es
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?+y?<1

x?+y? <2y 0 < p <2sen(6)
x=0

Por tanto, debe verificarse a la vez que p < 1y p < 2sen(0) o, lo que es lo mismo, que
p < min{1,2sen(6)}. Usando que sen(6) = 1 para 6 = Z, es inmediato comprobar que

2sen(0), sifO <

min {1,2sen(0)} = {1 sif>

SRR

En consecuencia,

/6 2 sen(0) /2 1
[esmawn= [ ([ waoaor ([ par)ao=5-22.
A 0 0 n/6 0 3 16

d) Pasamos a coordenadas polares:

x<y p cos(0) < psen(0) Tcg<r
x+y=>1 & { p(cos(6) +sen(0)) =1} < { 4- _<2
x2 + yz <1 0< p <1 cos(0)+sen(0) —

~

La integral queda
s /2 1 T
f(xz +y) 2 d(x, y) = f f p2dp|ldo=1-"_.
A /4 1 4
cos(6)+sen(6)

e) Cambiamos el recinto a coordenadas polares:

pt < 4p* (cos™(0) ~ sen®(0) p? < 4(cos*(0) - sen*(0)
p(cos(G)ZO )} = { (_%SQS% )

De la primera acotacion se deduce que cos(20) > 0y por tanto las coordenadas polares
quedan acotadas asi: —F < 0 < T, 0 < p < 24/cos(20). Por tanto la integral es:

fA(x2+y2)d(x,y) _ f_‘ [fzvms(—zg)

=R

=1

o dpJ do

1
= 31 f cos?(20) do
-
1 i1 +cos(40) . m
4 I% 2 40 = 16

Ejercicio 11.10. Calcular el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:
a) A:{(x,y,z)elR3: 0<z<4-y? OSxS6}

b) A={(xy2)eR: V¥<y<2Vx 0<z<9-x]

c) A= {(x,y,z) eERY: ¥+ <2, 2+ +22 < 22}

Solucién 11.10.
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12
a) Laintegral es fA ld(x,y,z) = fo6 f_ 22 f04 / 1dzdydx = 96.
b) La integral es

9  N9-x 24X 9 ~9—x 9 324
f f f 1dydzdx = f Vx dzdx = f (9 — x)Vxdx = —.
0 Jo Vx 0 Jo 0 5

¢) Cambiando a coordenadas cilindricas, el dominio se transforma en
¥+ y2 < zz, ¥+ yz +22 <27 = p2 < min{zZ, Zz—z2},
con lo que z € [0, 2] y es facil comprobar que

N e B si0<z<1,
mm{z, 2z Z}_{VZZ—ZZ, sil<z<2.

Por tanto, la integral es

211 2 min{z, VZZ—ZZ}
f ld(x,y,2) = f f f pdpdzdo
A 0 0 Jo
21 1 2z 2 V222
:f f fpdpdz+f f pdpdz d6:2n(1+1):5_n‘
0 0 Jo 1 Jo 2 3 3

Ejercicio 11.11. Calcula la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) fx,y,2)=2 A= {(x,y,z) eR3: x2 + yzz + % <1l,z> 0},

b) f(x,y,2)=2A= {(x,y,z) eER3: X +y?<z2,0<z< 1},

o f(x,y,2)=(x+y+z>* A= {(x,y,z) ER: X+ 2 +22<1, 2+ > +22< 22},

d) f(x,y,z) =zy\x>+y?, A = {(x,y,z) ERY: 0<z<x>+y% 0<y< m},

e) flx,y,z2)=2 A= {(x,y,z) eR3: X2+ y2 +22<2, ¥* + yz < z},

f) f(x,y,2z) = 2z2(x> + y?), A = {(x, y,2) ER3: 0<z, 22<x®+1? < 1}.

Solucién 11.11.

a) Hacemos el cambio de variable X = x, Y = %/, Z = % y obtenemos que

fzd(x,y,z):f6Zd(X,Y,Z),
A B

donde B = {(X, Y,Z2): X2+Y?’+7%<1,Z> 0}. Ahora podemos aplicar un cambio a
coordenadas esféricas:

X = p cos(¢p) cos(0), Y = p cos(¢) sen(0), Z = p sen(¢),

y, por tanto, 6 fB ZdX,V,Z) = f; fol On/z p> sen ((j)) cos (q)) dpdpdo = 3.

2 1l rz
b) En coordenadas polares, fA zd(x,y,z) = fo fo fo zpdpdzd® = J.
¢) Cambiamos a coordenadas cilindricas, aunque se puede resolver también mediante
un cambio a coordenadas esféricas. El dominio se transforma en
x2+y2+zzgl,} {pzsl—zz,

X+ +22 <2z PZSZZ—Zz} = pZSmin{l—zz,Zz—Z2},
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De aqui se deduce que z € [0, 1] y es facil comprobar que
V2z — 22, siOSZS%,
Vi-22, sii<z<l

min{‘/l —22, V2z - zz} = { (11.1)

Por tanto,

T min \/—_zz,m
Lf(x,y,z)d(x,y,z) = f: folj; { e }p(p(cos(9)+sen(9))+z)2 dpdzd6

27 1/2 V2z-72
2
= d
L [fo L p (p(cos(0) + sen(0) + z)° dpdz

1 V1-z2
+ f f p (p(cos(6) + sen(6) + z)* dpdz) de.
1/2 JO

Aunque larga, no quedan integrales excesivamente dificiles. ;Cémo quedaria en coor-
denadas esféricas?
d) Cambiando a coordenadas cilindricas, las condiciones que definen el dominio son

0<z<+1?, 0<z<x?+1? 0<z<p?
-0 }4:) 0<x>+y?><2x,p & {0<p<2cos(0),

Vox — 2
0<y<V2x-—x 0<y 0 < sen(6)
2
La integral es fon/z OZCOS(Q) fop zp? sen(6) dzdpd6 = 3.

77/2 2 cos(0) pz 1 71/2 2 cos(0)
f f f zp? sen(0) dzdpd6 = = f f p° sen(0) dpd®
0 0 0 2 Jo 0

16

16 ("2 6
= ?fo sen(6) cos”(0) dO = T

e) En coordenadas cilindricas el conjunto A se escribe de la forma
P +yr+22<2,

PP <z } = ngmin{Z,Z—zz}.

De donde se deduce que z € [0, V2] y, en ese intervalo

vz, si0<zl,
min {Vz, V2 — 22 :{
{ } V2-22, sil<zV2

Por tanto, la integral nos queda

2 V2 min{\/E, V2—ZZ} 21 1 Vz
f f f zp dzdpd6 = f (f f zp dpdzdO
0o Jo Jo 0 0o Jo
V2 V222
+ f f pz dpdz] ao
1 Jo

_10+8V2
24

=355~
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f) Cambiando a coordenadas cilindricas, el conjunto A se escribe de la forma
A={(p,0,z) e R*x]0,2n[ XR: 0 <z < p<1}.

Podemos, por tanto, escribir p en funcién de z o z en funcién de p. De la primera forma
nos queda la siguiente integral

LIS IS
f2z(x2 +yH)d(x,y,2) = f f f 2zp% dpdzdo
A 0 0 Jz
27 1 271
_ Li_p Y A L
_L j;z(z z)dzde—f(; 6516—3.

Comprueba tu el resultado calculando la integral de la segunda forma.

Ejercicio 11.12. Calcular el volumen del conjunto A en cada uno de los siguientes casos:
a) A= {(x,y,z) eER3: ¥?+y2 <z <2 +y2}

b) A:{(x,y,z)elR3: §+Z_§511 0<z< ’;—§+Z—§}

C) A:{(x,y,z)G]R3: 0<z<x®+y? x+y<1, x,yZO}

d) A= {(x,y,z) ER}: 0<z<2+y2 x>+ SZy}

Solucién 11.12.
a) Cambiando a coordenadas cilindricas, las integral es

271 1 P 271 1 ) 3 1 1 -
1dxl ,Z :f ff dzd d@zf f — dd9:2ﬂ(———):—,
fA wya= | ) ] pddp ) (0*-p°) dp s-3)= 7

b) En primer lugar, realizamos el cambio de variable X = ;—‘, Y = %, Z =z, conlo que

[ 1de2= [ abacevz),
A B

donde B = {(X, ,2)eR3: X>+Y?<1,0<z<VX2+ YZ}. Ahora, un cambio a coor-
denadas cilindricas nos permite resolver esta integral:

27 1 P
fld(x,y,Z):abfld(X,Y,Z):abf f f pdzdpd@: 2_nab
A B o Jo Jo 3
¢) Laintegral es
1 pl-x pa?+y? 1
fld(x,y,z):f f f 1dzdydx = —.
A 0o Jo 0 6

d) Si escribimos el dominio en coordenadas cilindricas tenemos que

OSZS\/x2+y2,} — { z<p,

X2+ y* <2y p < 2sen(6)

y, por tanto, la integral que nos queda es
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T 2 sen(6) 0
f f f pdzdpd® = 3—2
0 Jo 0 9

Ejercicios complementarios

Ejercicio 11.1. Sea f : A — R, calcular su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) = x siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1) y (0, 1).

b) f(x,y) = x siendo A la regién limitada por la recta que pasa por (0,2) y (2,0) y la
circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

Ejercicio 11.2. Sea f : A — R, calcular su integral en los siguientes casos:

a) f(x,y) = xy? siendo A la regién limitada por y? = 2x, x = 1.

b) f(x,y) = xysiendo A laregion limitada por la semicircunferencia superior (x—2)?+y? =
1y el eje OX.

o) f(x,y) =4 — y* siendo A la regién limitada por y*> = 2x y y*> = 8 — 2x.

d) f(x,y) = e siendo el conjunto A el triangulo formado por las rectas 2y = x, x =2y el
eje x.

Ejercicio 11.3. Calcular los siguientes voliimenes:

a) Volumen del sélido limitado superiormente por z = 2x + 1 e inferiormente por el
conjunto {(x,y) € R*: x%+ (y—1)*> < 1}

b) Volumen del sélido limitado superiormente por z = 4 — y? — 1x? e inferiormente por
el disco A = {(x, 7,00 eR3: 2+ (y—1)2%< 1}.

Ejercicio 11.4. Calculese la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y):E(x+y),A:{(x,y)e]Rz: 0<x<2, OSySZ—x}

b) f(x,y):eg%, A={x,y) eR?*: x, y>0, x+y <2}

o flx,y)=x A= {(x,y) eR?: ¥ +y? < Zx}

Ejercicio 11.5. Calctlese la integral de f : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x,y,2)=2%A= {(x,y,z) €ERY: X2+ +22<R%, 2+ 2 +22 < ZRZ}

b) f(x,y,z) = x*+y?>+22, A= {(x,y,z) eER3: x2+12<z< 3}

Ejercicio 11.6. Usando coordenadas esféricas, determina el volumen comun al interior
de una esfera de radio a y al interior de un cono con vértice en el centro de la esfera y
angulo a, esto es,

{(x, y,2) ER: ® + 12 +22 <a?, 2> (22 + 12 cotan(oz)}.

Ejercicio 11.7. Calcular el volumen del conjunto

{(x,y,z)e]R3: xz+y2 < 472, x2+y2+22§5, 0<z).
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Funciones

A

La idea de funcién aparece por todas partes: cada persona tiene una edad o un niimero
de hijos o una cantidad de dinero en el bolsillo. No necesariamente tenemos que referirnos
a niimeros, podemos decir que cada persona tiene, o tuvo, un color de pelo, una marca
de coche, etc. El formalismo de las funciones nos permite tratar todas estas situaciones

de la misma forma.
A.1 Definiciones

A.1.1 Dominio, rango e imagen

Definicién A.1. Una funcién f : A — B es una regla que a cada elemento a de A le
asocia un tnico elemento de B. Al conjunto A se la llama dominio de la funcién y a B
se le suele llamar codominio. No hay que confundir el codominio con la imagen de la
funcién que es conjunto

f(A)={beB: Jae Atal que f(a) =b}.

La preimagen de un elemento b de B son aquellos elementos de A cuya imagen es B.
Utilizaremos la siguiente notacion

[ ={acA: fla)=1b).

Por extensién, también se puede hablar de la preimagen de un conjunto. Si By C B,
la preimagen de By es

fHBo)={acA: f(a)€Bo}.
La grifica de la funcién es el conjunto Gr(f) = {(a,b) € AX B : f(a) = b}.

Observacién A.2. La definicién de funcién incluye tres cosas obligatoriamente: el do-
minio, el codominio y la regla que a cada elemento del dominio le asocia uno del codo-
minio. En ocasiones abusaremos del lenguaje y hablaremos, por ejemplo, de la funcién
f(x) = Vx + 1. ;Qué queremos decir? Sélo tenemos la regla que define la funcién. ;Cué-
les son su dominio y su codominio? Su dominio natural es el mayor conjunto donde la
definicién tiene sentido. En nuestro caso seria {x € R : x > -1} y el codominio es simple-
mente la imagen de la funcién. En general y salvo que se diga lo contrario, en ausencia
de un dominio explicito nos referiremos al conjunto donde tiene sentido la definicién de
la funcién.

Ejemplo A.3. Consideremos la funcién f : [0,3nr] — R definida como f(x) = cos(x).
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1 \ COS(V\
0 b 2 N}z g
-1

Figura A.1 Grafica e imagen de la funcién coseno

N[
2 4
i)

a) Su dominio es el intervalo [0, 377]

b) Su codominio es todo el conjunto de los ntimeros reales aunque podriamos haber
puesto cualquier conjunto mds grande que el intervalo [-1, 1] (su imagen).

¢) En la Figura A.1 hemos representado en azul la grafica de la funcién, esto es, el si-
guiente subconjunto del plano

{(x, cos(x)) : x €[0,37]}.

d) Laimagen de la funcién son los valores que toma. En este caso, la funcién coseno toma
todos los valores entre —1 y 1 (en rojo en la figura anterior).

e) La preimagen de un valor puedes ser tinica, pueden ser varios elementos o vacia. En
nuestro caso, al ser la funcién periédica, la preimagen nunca es tinica. Por ejemplo,

(1) = {x €[0,3n] : cos(x) = 1} = {0,271},

en cambio, f~1(2) = 0, ya que la funcién coseno nunca vale 2.
f) ¢(Cuando es la funcién positiva? Por definicién, cuando el valor de la funcién es mayor
estrictamente que cero:

F71(10, +00]) = {x € [0,37] : cos(x) > O} =]O,g[u]— ol

Observa que en este caso £~ (]0, +oo[) = £~ (]0,1]). <

Ejemplo A.4. Uno de los ejemplos mas frecuentes de funciones con los que nos encon-
tramos son las sucesiones. En el Capitulo 3 ya hemos hablado de ellas. Una sucesién es
una funcién cuyo dominio es el conjunto de los ntimeros naturales. Si el codominio es el
conjunto de los nimeros reales, tenemos una sucesion de ntimeros reales; si el codomi-
nio es el conjunto de los alumnos de la clase, tendremos una sucesién de estudiantes, etc.
Es importante resaltar que el hecho de que el dominio sea IN lo que nos da es una lista
ordenada de elementos. Por ejemplo, la funcién

f:N—->R, f(n)=2n
1—2
24

nos enumera el conjunto de los pares: el primer nimero par es el 2, el segundo el 4, etc. «
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Ejemplo A.5. Todos los ejemplos hasta ahora han tenido
subconjuntos de R como dominio y codominio. Es por eso
que todas las representaciones las hemos hecho en el plano
R%. La representacién de funciones con mds variables en sa-
lida o en llegada requiere mas dimensiones para la represen-
tacién de su grafica. Enla Figura A.2 tienes la representacion
Figura A.2 Grifica de delafuncién definida en el plano como

una funcién de dos varia-

bles flx,y) =

cos (x2 + yz)

No es sencillo visualizar en el papel funciones de mas variables ya que habria que repre-
sentar espacios con cuatro dimensiones o més en el plano.

Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Definicién A.6.

a) Unafuncién f : A — Bes inyectiva si se cumple que no hay dos elementos distintos
con la misma imagen, esto es, si x # y entonces f(x) # f(y).

b) Una funcién f : A — B es sobreyectiva si todo elemento tiene una preimagen, esto
es, dado b € B existe a € A tal que f(a) = b.

¢) Una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo A.7.

a) La funcién f : R — R definida como f(x) = x° no es inyectiva ni sobreyectiva. Su
imagen es IRY. Por tanto, la funcién f : R — R?, f(x) = x? es sobreyectiva. Ninguna
de las dos versiones es inyectiva: f(x) = f(—x). Si restringimos a los positivos o a los
negativos, si. Por ejemplo, f : R~ — R, f(x) = x? es inyectiva.

b) Las funciones peridédicas no son inyectivas: el valor de la funcién se repite cuando
avanzamos el periodo, mds concretamente, sila funcién es T-periddica, entonces f(x) =
flx+T).

c) La funcién exponencial y el logaritmo son inyectivas.

2

d) La funcién sen : [‘2—”, %] — [-1,1] es biyectiva. «

Funcién inversa

Si f : A — Besuna funcién inyectiva, la funcién inversa de f, a la que denotaremos f,
es la funcién f! : f(A) — A definida por f~!(f(a)) = a. En otras palabras, si la funcién f
envia a en f(a), su inversa deshace el camino y envia a f(a) de nuevo a 4.

Conocemos muchas funciones inyectivas y, para algunas de ellas, también conocemos
su inversa. Por ejemplo, sabemos que la funcién exponencial y el logaritmo neperiano
son inversas una de la otra. ;Qué quiere decir esto? Simplemente que se cumplen las dos
siguientes igualdades:

Ine")=ay en® = p,

Esto tiene una consecuencia en las graficas de las funciones. Mira la Figura A.4. Las
graficas de una funcién y su inversa son simétricas respecto de la bisectriz del primer
cuadrante.

Funcién inyectiva

Funcién sobreyec-
tiva

Funcién biyectiva
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Figura A.3 ;La funcién x

A

20

exponencia

A

FuncionEes

2

es inyectiva?

_'4 _'3 9 _'1//

»

123 45 6 7

1 logaritmo neperiano

Figura A.4 La funcién exponencial y el logaritmo

son inversas

¢{Coémo calculamos la inversa de una funcién? En teoria es sencillo: si y = f(x) es la fun-
cién, sélo tenemos que cambiar los papeles de x e y. Tenemos que despejar x como funciéon
de y. Esto es la teoria. Dependiendo de la funcién podemos estar ante un problema fécil

o uno imposible. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo A.8. Consideremos la fun-
cién f(x) = x2+x+1, jcudl es su inver-
sa? Como hemos dicho, tenemos que
resolver la ecuacion

fx)=x>+x w1

/

y:x2+x+1

considerando como incégnita x. Las so-
luciones del polinomio x?>+x+1-y =0
son

_-lx\T-4(1-y)

2
_ —1+44y-3
-

Las dos soluciones provienen del he-
cho de quela funcién y = x*+x+1noes
inyectiva. S1 es inyectiva en cualquiera
de los intervalos | — oo, —=}] y [, +oo].
En la Figura A.5 tienes las graficas de
la funcién y su inversa en cada uno de
dicho es intervalos. «

Figura A.5 La funcién x> + x + 1 y sus inversas

A.1.3 Funciones pares e impares

Definicion A.9.
a) Una funcién f : A — Bes par si f(a) = f(—a) para cualquier a en A. Funcién par
b) Una funcién f : A — B es impar si f(a) = — f(—a) para cualquier a en A. Funcién impar

Figura A.6 Funciones pares e impares

Las funciones pares son aquellas cuya grafica es simétrica respecto del eje OY. En otras
palabras, si doblamos la hora por el eje vertical, ambos mitades coinciden. Para conseguir
el mismo efecto con una funcién impar tienes que doblar primero respecto por eje vertical
y, en segundo lugar, por el eje horizontal.

Ejemplo A.10.
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a) Las funciones f(x) = x? 0 cos(x) son pares.

b) La funcién f(x) = x° o sen(x) son impares. <

Funciones periddicas

Definicién A.11. Una funcién f : R — R es periddica si existe algiin nimero real T
tal que f(x) = f(x + T) para cualquier x real. A cualquiera de esos valores se le llama
un periodo de la funcién. El periodo fundamental, w, es el menor de todos ellos, o sea,

w=inf{T: f(x) = f(x+T), Vx e R}

Figura A.7 Funcién periédica

Ejemplo A.12. Las funciones seno y coseno son periddicas con periodo 27 (o cualquier
multiplo entero de 2m). El periodo fundamental de la tangente es 7. El caso trivial son las
funciones constantes: son periédicas con cualquier periodo. Por tanto, su periodo funda-
mental es cero. «

Acotacion

Para las nociones de acotacion, necesitamos hablar de cudndo una funcién vale mas o
menos. Para eso necesitamos tener un orden en el rango de la funcién y este es el motivo
de que hablemos de funciones con valores reales.

Todas las definiciones que siguen trasladan una propiedad de conjuntos a la imagen
de la funcion.

Definicién A.13. Sea f : A — R una funcién.

a) Diremos que la funcién f esta acotada superiormente si su imagen, f(A), lo esta.
En otras palabras, f estd acotada superiormente si existe un niimero M tal que
f(a) < M para cualquier elemento a de A.

b) Diremos que la funcién f estd acotada inferiormente si su imagen, f(A), lo esta.
En otras palabras, f estd acotada superiormente si existe un ntimero m tal que
f(a) > m para cualquier elemento a de A.

c) Diremos que la funcién esta acotada si lo esta superior e inferiormente.

_364_



Funciones DEFINICIONES

Figura A.8 Funcién acotada

Ejemplo A.14. Las funciones seno o coseno estdn acotadas. En cambio ningtin polino-
mio, salvo los constantes, es una funciéon acotada en R. «

Una vez que tenemos un conjunto acotado, podemos hablar de maximo y supremo.

Definicién A.15. Sea f : A — R una funcién.

a) Diremos que la funcién f tiene maximo si su imagen, f(A) lo tiene. Diremos que
f alcanza su méximo en ag € A si f(a) < f(ap) para cualquiera € A.

b) Diremos que la funcién f tiene minimo si su imagen, f(A) lo tiene. Diremos que
f alcanza su minimo en ag € A si f(a) > f(ap) para cualquiera € A.

Observacién A.16. Yasabemos que un conjunto acotado superiormente tiene supremo.
No podemos decir lo mismo con respecto al maximo. Hay conjuntos que tienen supremo
pero este no se alcanza. Piensa, por ejemplo, en los intervalos abiertos. La misma situacién
se puede dar con funciones. Por ejemplo, la funcién f :]0, 1[—]0, 1[, f(x) = x estd acotada,
pero no tiene maximo ni minimo.

A.1.6 Funciones mondtonas

Definicién A.17.
a) Una funcién f : A € R — R es creciente (resp. decreciente) si

x<y = f() <) (esp.f() 2 F(y)).

b) Una funcién f : A € R — R es estrictamente creciente (resp. estrictamente decrecien-
te) si

x<y = f(x) < f(y) (resp.f(x).> f(y))

En general, diremos que una funcién es monétona si es creciente o decreciente y di-
remos que es estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o estrictamente de-

creciente.

Observacion A.18.

Funcion creciente

Funcioén estricta-
mente creciente
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FuncionEes

Hay veces que los nombres nos pueden indu-
cir a error y este es uno de esos casos. La idea
intuitiva que tenemos todos es que una fun-
cién creciente es aquella que tiene una grafi-
ca ascendente. En realidad eso es una funcién
estrictamente creciente. Una funcién constan-
te es creciente (y decreciente). La expresiéon
correcta deberfa ser que una funcién crecien-

te es aquella cuya grafica “no baja”.

Monotonia e inyectividad

11 f

01 2 3
3 \
2
1+ 8

01 2 3

Figura A.9 Mono-
tonia e inyectividad

Se deduce directamente de la definiciéon de funcién estrictamente
monodtona que puntos del dominio distintos tienen imédgenes dis-
tintas. En particular, las funciones estrictamente monétonas son inyec-
tivas. ;Es cierto el reciproco? Es facil encontrar ejemplos de que no
es cierto en general. Por ejemplo, la funcién f : [0,3] — R definida
como
X, si0<x<2,

f(x)_{S—x, si2<x<3,

no es creciente ni decreciente. La funcién f no es continua y po-
dria pensarse que este fendmeno no se presentaria en funciones
continuas, pero no es dificil conseguir un ejemplo con funciones
continuas. ;Dénde presenta problemas de continuidad la funcién
f? Pues eliminemos esos puntos. Considera la funcién g : [0,1] U
[2,3] — R definida como
_[x, si0<x<1,
f(x)_{5—x, si2<x<3,

Como puedes ver, para la inyectividad no es una condicién sufi-

ciente para probar monotonia si consideramos funciones que no sean continuas o que no
estén definidas en intervalos. En otro caso, el resultado es cierto.

Funciones elementales

Funciones potenciales

La funcién potencial f : Rt — R definida como f(x) = x’ tiene sentido para cual-
quier exponente b real. En el caso particular de potencias naturales, se puede extender la
definicién a toda la recta real.

a) f esbiyectiva de R* en R*, continua y derivable con f”(x) = bx’~!.

b) (xy)t = xPyP.

c) Sib >0, f es estrictamente creciente y verifica lim,_,o X' =0 y limy 40 xt = +o0.
d) Sib <0, f es estrictamente decreciente y verifica limy_ x” = +00 y limy_, 4.0 x” = 0.
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A

41 f(x) =x2

30

20

10

g(x) = Vx
2 1 o 1 2 3 4 5

_1»
_2»

Figura A.10 Funcién potencial

Como consecuencia se obtiene que los polinomios, suma de funciones potenciales con
exponente natural, son derivables en todo R. Mas concretamente, si p(x) = ap +a1x+...+
a,x", entonces p’(x) = a; + 2ax + ... + na,x" 1, ¥xeR.

Funciéon exponencial

La funcién exponencial de base ¢, f : R — R estd definida como f(x) = e*. A veces
usaremos la notacién exp(x) para indicar e*.
a) f es continua y derivable en R con f’(x) = e*.
b) f esbiyectiva de R en R* y estrictamente creciente.
c) lim e¢* =0y lim ' = +co.

X——00 X—+00

d) etV =¢*el.

Figura A.11 Funciones exponencial y logaritmo neperiano
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A.2.3 Funcién logaritmo neperiano

La funcién logaritmo neperiano, g(x) = In(x) para x positivo, es la inversa de la funcién
exponencial.
a) gesderivabley g’(x) = 1.
b) g esbiyectiva de R* en R y estrictamente creciente.
¢) limIn(x) = —coy lim In(x) = +oo.

x—0 X—+00

d) In(xy) = In(x) + In(y), Vx,y € R".
e) ln(f) =In(x) - In(y), Y,y € R*.
f) In(x¥) = yIn(x), Vx e R*, y e R.
g) In(1) =0, In(e) = 1.

Haciendo uso de la siguiente férmula se deducen las demds funciones elementales,
excepto las trigonométricas

b = @) = @ vp e RY, beR

A.2.4 Funcién exponencial de base a # 1
f:R->R, f(x)=a", VxeR

a) f es biyectiva de R en R*, continua y verifica a**¥ = a*a¥.

b) Sia > 1, f es estrictamente creciente y verifica limy_,_« 4* = 0 y limy_, 100 a¥ = +00.
c) Sia <1, f es estrictamente decreciente y verifica limy_,_o #* = +00 y lim, 400 a* = 0.
d) f esderivabley f’(x) = a*In(a).

2 -15 -1 -05 ‘0 05 1 15 2 25 3

Figura A.12 Funcién exponencial

A.2.5 Funciones logaritmicas de base a # 1

La inversa de la funcién exponencial es la funcién logaritmo. Su comportamiento de-
pende de la base de la expoencial que hayamos considerado. Es por esto que en algunos
casos tengamos que distinguir entre base mayor o menor que uno.

In(x)

. + _ _ +
§:R" - R, g(x) =log,(x) = n@) VxeR
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a) gesbiyectiva de R* en Ry continua. Ademads g es la inversa de la funcién exponencial
de base a. Verifica también que

log,(xy) =log,(x) + log,(y),
loga(i) = logu(x) - loga(y)/
log (x*) =zlog,(x)

para cualesquiera x, y € R*, z € R.
b) Sia > 1, g es estrictamente creciente y

inylog (0= o,y Jim g, (9 = +e.
c) Sia <1, g es estrictamente decreciente y

lirré log (x) = +o0, 'y lirp log (x) = —oco.

— f(¥) =In)
— g(x) =log,5(x)

v

Figura A.13 Funcién logaritmo

Funciones trigonométricas

A.2.6 Las funciones seno y coseno

a) Son derivables en todo R y sen’(x) = cos(x), cos’(x) = — sen(x).
b) Son funciones periédicas de periodo 27

sen(x + 2m) = sen(x), cos(x + 2m) = cos(x).

Q) senz(x) + cosz(x) =1,VxeR Férmula funda-
d) cos : [0,m] — [-1,1] es una biyeccién estrictamente decreciente con cos(0) = 1, mentalde trigo-

nometria
cos (%) =0, cos(m) = —1.
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e) sen : [-5,7] — [-1,1] es una biyeccion estrictamente creciente con sen (—%) = -1,
sen(0) =0, sen(%) =1.

f) Laimagen, tanto de la funcién seno como de la funcién coseno, es el intervalo [-1, 1].

g) La funcién coseno es par: cos(—x) = cos(x), ¥Vx € R.

h) La funcién seno es impar: sen(—x) = —sen(x), Vx € R.

i) cos(x + 1) = —cos(x), sen(x + 1) = —sen(x), Vx € R.

j) Las funciones seno y coseno no tienen limite en +oco ni en —co.

A

_.taﬁ(l'a‘c')
(cos(x),sen(x))
Ay
angulo x

|
Il ¢
T

v

/1—-“ Funcion seno

0 x m n n

—1 1 Funcién coseno

Figura A.14 Las funciones seno y coseno
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Funciones

Algunos valores destacados de seno y coseno

Circulo trigonométrico

Figura A.15

Teorema del coseno
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Figura A.16 Triangulo
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A.2.7 La funcién tangente
Como se verifica que cos(x) = 0 & x = 7 +kmn, k € Z, podemos definir la funcién
tangente como

_ sen(x)
"~ cos(x)

tan: A - R, A=]R\{§+k7‘(: kEZ}, tan(x)

A

\
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Figura A.17 Funcién tangente

a) tan(x + ) = tan(x), Yx € A.

b) tan: ]—g, %[ — R es una funcién continua y estrictamente creciente y ademads verifica
que limx_,_g tan(x) = —coy limx_)g tan(x) = +oo.

c) La funcién tangente es derivable y

tan’(x) = 1 + tan®(x) =

cos?(x)’
A.2.8 Secante, cosecante, cotangente

Siempre que los respectivos denominadores no se anulen, se pueden definir las siguien-
tes funciones



FuNciongs FUNCIONES ELEMENTALES

1
cosec: B — R, cosec(x) = ——, Yx€B
en(x)
1
sec:A > R, sec(x)=———, YxeA
cos(x)
cotan : B — R, cotan(x) = COS(X), Yx€B,
en(x)

donde A =R\ {F +kn: ke Z}yB=R\{kn: k € Z}.
Dichas funciones son continuas y derivables en su correspondiente dominio y
sec’(x) = tan(x) sec(x),

cosec’(x) = — cotan(x) cosec(x),

cotan’(x) = = — cosec?(x) = —(1 + cotan?(x)).

sen?(x)
A.29 Inversas de funciones trigonométricas

Funcién arcoseno

Esta funcién es la inversa de la restricciéon de la funcién seno
n4 al intervalo [-7, 7], y por tanto arcsen : [-1,1] — [-7, %
AICOCOSeNO  yorifica que sen(arcsen(x)) = x, Yx € [-1,1].

Ademas, es una funcién biyectiva, continua y estrictamente

I creciente con
: i i
arcsen(—1) = —5 arcsen(0) = 0, arcsen(1) = 5"
Por dltimo, es derivable en el intervalo abierto | — 1,1 con

0 1 derivada

’
X) =
| Arcoseno arcsen’ (x)

1-x2

Figura A.18 Arcoseno
y arcocoseno

Funcién arcocoseno
Es la funcién inversa de la restriccién de la funcién coseno al intervalo [0, 7], y por tanto

cos(arccos(x)) = x, Vx € [-1,1].
Esta funcion es biyectiva, continua y estrictamente decreciente con

arccos(—1) = i, arccos(0) = g, arccos(1) =0

Es derivable en el intervalo abierto | — 1, 1] con derivada
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arccos’(x) = .
1—x2

Funcion arcotangente

Es la inversa de la restriccion de la funcién tangente al intervalo ]—%, g[ y, por tanto,

T Tt
tan:R — |[-=, =
arctan ] 5 2[

verifica que tan(arctan(x)) = x, Yx € R.
a) Esta funcién es biyectiva, continua y estrictamente creciente con

lim arctan(x) = —z, arctan(0) =0, lim arctan(x) = s
X——00 2 X—+00 2

b) Es derivable en R y arctan’(x) =

1
1+x2°

1 2

Arcotangente

Figura A.19 Funcién arcotangente

A.2.10 Identidades trigonométricas

a) Identidades pitagoricas

sen?(x) + cos?(x) = 1
tan?(x) + 1 = sec?(x)
cotan?(x) + 1 = cosec?(x)

b) Suma y diferencia de dngulos

sen(x £+ y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sen(x) sen(y)
tan(x) + tan(y)
1 ¥ tan(x) tan(y)

tan(x £ y) =

¢) Angulo doble
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sen(2x) = 2 sen(x) cos(x),

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = 2 cos?(x) — 1 = 1 — 2 sen®(x)

d) Angulo mitad
5 1
sen“(x) = 5(1 — cos(2x))

cos?(x) = %(1 + cos(2x))

x) 1—cos(x)  sen(x)

tan(i - sen(x) 1+ cos(x)

e) Producto
sen(x) sen(y) = % (cos(x — y) — cos(x + )
cos(x) cos(y) = % (cos(x — y) + cos(x + y))

sen(x) cos(y) = % (sen(x + y) + sen(x — y))

A.2.11 Funciones hiperbdlicas

De forma andaloga a como estdn definidas las funciones seno y coseno, podemos inter-
pretar geométricamente las funciones hiperbdlicas. El papel que juega la circunferencia
unidad x?+y? = 1lo pasa a representar la hipérbola x*—y? = 1. En este caso, relacionamos
el punto (x, y) con el area a que aparece sombreada en la figura A.20.

X, )
senh(a)
Area a R
cosh(a)
x2 _ yZ =1

Figura A.20 Seno
y coseno hiperboélicos

- 375~



FUNCIONES ELEMENTALES FuNcionEs

Las funciones hiperbélicas estdn definidas como:

eX—e™™ ef+e " senh(x)

senh(x) = , cosh(x) = , tanh(x) = cosh(x)

Por analogia con las funciones trigonométricas hablaremos también de tangente, se-
cante y cosecante hiperbdlica.

»
»

a4 3 2 -1/To 1 2 3 1

-1t 7 Seno hiperbdlico

27 Coseno hiperbdlic

Figura A.21 Funciones hiperbdlicas
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A.2.12 Identidades hiperbdlicas

a) Identidades “pitagéricas”

cosh?(x) — senh?(x) = 1,
tanh?(x) + sech?(x) = 1

cotanh?(x) — cosech?(x) = 1

b) Sumas y diferencias de angulos.

senh(x + y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y),
senh(x — y) = senh(x) cosh(y) — cosh(x) senh(y),
cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y),
senh(x — y) = cosh(x) cosh(y) — senh(x) senh(y).

¢) Angulo doble

—1 + cosh(2x)

1 + cosh(2x)
2 ’ )

2 —
cosh”(x) = >

senh?(x) =

Funciones hiperbdlicas inversas

arcsenh(x) = In (x + Va2 + 1)

arccosh(x) = In (x + Va2 — 1)

arctanh(x) = % In(i -_'_ i)
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B.1

B.1.1

B.1.2

GEOMETRIA PARABOLAS, ELIPSES E HIPERBOLAS

Geometria

B

Parabolas, elipses e hipérbolas

Ademads de las curvas asociadas a lineas rectas, funciones trigonométricas o a cualquier
otra funcion elemental, hay tres curvas que tienen una destacada importancia: las secciones
conicas. Los griegos ya conocian que el corte de un cono por un plano producia sélo tres
tipos de curvas: pardbolas, elipses e hipérbolas. Vamos a comentarlas con mas detalle.

Parabola
{(x,y) eR%: y:ax2+bx+c}

Una parébola es el conjunto de puntos que equidistan de un N
punto dado, llamado foco, y de una recta llamada directriz. La
recta perpendicular a la directriz y que pasa por el foco se llama
eje de la parabola. La interseccién del eje y de la directriz se

llama vértice. \ y

Figura B.1 Parabola

v

Elipse s 2
{(x,y)e]Rz: z—2+Z—2: }

Area = mab

Una elipse es el conjunto de puntos verificando
que la suma de las distancias a dos puntos fijos (F
y F’), llamados focos, es una constante mayor que
la distancia entre los focos. El punto medio del seg-
mento que une los focos se llama centro. El segmen-
to que pasa por los dos focos y acaba en la elipse se
llama eje mayor. El segmento perpendicular al eje
mayor y que acaba en la elipse es el eje menor. Las —b
intersecciones de los ejes con la elipse se llaman vér-
tices de la elipse. Los focos son los puntos (c,0) y
(=c,0) que verifican a? = b* + c*. El caso particular
a = b es conocido: la circunferencia.

Las ecuaciones que hemos escrito describen elipses o, en el caso particular de que los
semiejes coincidan, circuferencias centradas en el origen de coordenadas. Si el centro est4
en el punto (i, k) la ecuaciéon es

Figura B.2 Elipse
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SUPERFICIES CUADRATICAS

(x—h? (y—k?
o + 7 =1.

Es inmediato comprobar que la circunferencia de radio r centrado en el punto (i, k) es

(=1 + (y - k)P =7

y su longitud es
Longitud de una circunferencia de radio r=2nr

y

B.1.3 Hipérbola
2 2
{(x,y)e]RZ: z—z—b—2:1}

Una hipérbola es el conjunto de puntos que verifican que la diferencia de las distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es una constante positiva menor que la distancia entre

los focos (Fy F’).

B.2 Superficies cuadraticas

a) Esfera: (x —a)® + (y —b)?> + (z—¢)> = R?

1 Secciones paralelas al plano xy: circunferencias.
/ : f
' Secciones paralelas al plano xz: circunferencias.

Secciones paralelas al plano yz: circunferencias.

7 Volumen = %T(R3

Area = 47tR?

2
b) Elipsoide: Z—; + Z—z + i—; =1

| Secciones paralelas al plano xy: Elipses.

' Secciones paralelas al plano xz: Elipses.

Secciones paralelas al plano yz: Elipses.
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‘ 2
-1 ¢) Cilindro eliptico: Z—; + Z—z =1

' Secciones paralelas al plano xy: elipses.

/ Secciones paralelas al plano xz: rectas.

L L T,

| Secciones paralelas al plano yz: rectas.

J Volumen = mabxaltura

d) Cilindro hiperbélico: ;‘—; - g—; =1

Secciones paralelas al plano xy: hipérbolas.
Secciones paralelas al plano xz: rectas.

Secciones paralelas al plano yz: rectas.

. P 22
e) Paraboloide eliptico: 75 + g—z =z

p | Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
|
 Secciones paralelas al plano xz: Parabolas.

/ Secciones paralelas al plano yz: Parabolas.
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SUPERFICIES CUADRATICAS

1) Paraboloide hiperbélico: Z—i - Z—j =z
|

- Secciones paralelas al plano xy: Hipérbolas.
' Secciones paralelas al plano xz: Pardbolas.

Secciones paralelas al plano yz: Pardbolas.

22
2teg-a2=0

g) Cono eliptico:
—]

" Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
|
/ Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

’ Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.
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Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz: Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz: Hipérbolas.
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DERr1vaDAs

Algunas tablas
C

C.1 Derivadas

A la lista de derivadas de funciones habra que afiadir las reglas que permiten derivar
funciones compuestas a partir de éstas como la regla de la cadena.

Funcién
fx)=x"xeR,neZ
f(x) =In(x), x € R*

f(x)=log,(x),x e R",a>0,a#1

fx)=a,xeR,a>0,a#1
fx)=e",xeRR,
fx)=x%x>0,a#0
f(x) = sen(x)
f(x) = cos(x)

f() =tan(x), x e R\ {F +kn: ke Z} f'(x) =

f(x) = cotan(x), x € R\ {km :

() = sec()

f(x) = cosec(x)

£(x) = arcsen(x), x €] - 1, 1]
£(x) = arccos(x), x €] — 1,1
(x) = arctan(x)

£(x) = arccotan(x)

(x) = arcosec(x)

f(x) = arcocosec(x)

f(x) = senh(x)
f(x) = cosh(x)

ke Z}

Derivada
f0) = !
f()=1/x

f'(x) = log,(e)/x
f/() = a* In(@)
flo)=e*

f(x) = ax*!
£/() = cos(x)

F/(x) = — sen(x)
1

cos2(x)
£ = %éw
f(x) = sec(x) tan(x)
f'(x) = — cosec(x) cotan(x)
@)= iﬂz
f/o) = _1x2
f=1 j 22
f=1 ;1x2
fm=xﬁ%ﬁ
Fe0=-—=es

f'(x) = cosh(x)
f'(x) = senh(x)



DEesarroLLO DE TAYLOR ALGUNAS TABLAS

Funcién Derivada

, 1
f(x) = tanh(x) fi)= oot

, -1
f(x) = cotanh(x), x # 0 fx) = sent2(o)
f(x) = arcsenh(x) f(x) = x21+ 1
f(x) = arccosh(x) f'(x) = x21— :
f(x) = arctanh(x) f'(x) = 1 —1x
f(x) = arccotanh(x) f'(x) = le_ <

, -1
f(x) = arcsech(x) fx) = x\/?xz

, -1
f(x) = arccosech(x) f(x) =

C.2 Desarrollo de Taylor

Los desarrollos de Taylor que recogemos a continuacién han aparecido con anteriori-
dad o se pueden calcular por métodos similares.

C.3 Primitivas

La lista de primitivas de las funciones elementales no es la méas completa que se puede
encontrar. Hay textos con listas mucho més amplias. Sin ir mas lejos, la lista de derivadas
que acabamos de leer es mucho mas extensa. En este caso no se trata de que la lista sea
exhaustiva sino de tener una base sobre la que comenzar a calcular una primitiva de
funciones mas generales.
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Funcion

1—x

ex

In(1 + x)

1
ln(l +x)

sen(x)

cos(x)
arctan(x)
1+ x)k
senh(x)

cosh(x)

Desarrollo de Taylor

(o]
Zx”:1+x+x2+x3+---

n=0
°° X" 22 3
Zﬁzl+x+i+§+
n=0
x2+x3+ Z’o:( 1)n+1xn
X — — —_ =
2 3 n
n=1
s g = X
X+=—+=+ ~:Z—
2 n
n=1
x3+ 5+ ad (_1)nx2n+1
X - — —_ - -~
317 5l i 2n+ 1)

2 x4 o0 (_1)nx2n

X
| — A
21 " 4l ; 2n)!

3 5 sl (_1)nx2n+1
SRR T /AT mariy w
k(k — 1)x R
1+kx - =) (B
n=0
X3 X5 s x2n+1
S TI-TI _;(2n+1)'
x2 x4 ) x2n
1+§+I+ ~:Z(2n)'
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PriviTIvas

a+1
fx“dx: ad (a#-1)

a+1

X — 1 X
fa dx = ln(a)a

f sen(x) dx = — cos(x)
f tan(x) = — In| cos(x) |

1
f sen—z(x) dx = — cotan(x)

dx = arcsen(x)

| 5=

1
f T 22 dx = arctan(x)

f senh(x) dx = cosh(x)

f tanh(x) dx = In| cosh(x) |

1
dx = tanh
f cosh?(x) * = tanh(x)

ALGUNAS TABLAS

dx =In|x|

K I=

J
[en=e

f cos(x) dx = sen(x)

N

f cotan(x) = In|sen(x) |

1
f Fz(x) dx = tan(x)
-1

V1 — x?

-1
f T 22 dx = arccotan(x)

f cosh(x) dx = senh(x)

dx = arccos(x)

f cotanh(x) dx = In | senh(x) |

f 12 dx = — cotanh(x)
senh”(x)
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Progresiones aritméticas y geométricas

D

D.1 Progresiones aritméticas

Cuando una sucesién de ntimeros verifica que la diferencia entre dos términos consecu-
tivos es constante decimos que la dicha sucesién es una progresion aritmética. Por ejemplo
a) 0,5, 10, 15,... es una progresién aritmética donde la diferencia entre términos conse-

cutivos es 5,
b) a,a+d,a+2d,a+3d,.. es una progresion aritmética cuya diferencia es d.

Es fécil calcular cualquier término de una progresion aritmética conociendo el primer
término y diferencia comtn. El término n-ésimo de una progresién aritmética cuyo primer
término es a y la diferencia es d es

[término n-ésimo = a+ (n — l)dj

Suma de una progresion aritmética

(Cuénto vale la suma de los términos de una progresién aritmética? Parece natural
que la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética con término inicial
a'y diferencia d sélo dependa de estos dos parametros, pero ;tenemos una férmula? Para
sumar

a+@+d)+@+2d)+---(a+ (n—1)d)

fijemonos en que si sumamos el primer término y el dltimo, el segundo y el pendltimo y
asi sucesivamente siempre obtenemos el mismo resultado. Quizda es mas facil verlo de la
siguiente forma, sumemos los términos de la progresiéon con los mismos términos, pero
escritos en orden inverso:

a + a+(m-1d = 2a+ (n—1)d
a+d + a+(n-2)d = 2a+ (n—1)d
a+2d + a+(n-3)d = 2a+ (n—1)d

+ = 2a+ (n—1)d
a+m-3d + a+2d = 2a+ (n—1)d
a+mn-2)d + a+d = 2a+ (n—1)d
a+mn-1d + a = 2a+ (n—1)d

na+ (n—1)d)

Asi obtenemos que

2Qa+(@+d)+@+2d)+---(a+ (n—1d)] =na+ (n—1)d),



D.2

PROGRESIONES GEOMETRICAS PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS

y por tanto

n2a+ (n—1)d)

a+(a+d)+(@a+2d)+---(a+(n-1)d) = >

La férmula anterior permite calcular la suma de los términos de una progresién geo-
métrica en funcién del primer término, la diferencia y el nimero de términos. También
se puede escribir la suma en funcién de la diferencia, el primer término y el dltimo. Si
notamos

m=a am=a+d,a3=a+2d,...,a,=a+n-1)d,

entonces

n(a; + ay)

ar+ax+---a, = 5

Progresiones geométricas

Cuando una sucesién de ntimeros verifica que la razén entre dos términos consecutivos
es constante decimos que la dicha sucesién es una progresion geométrica. Por ejemplo
a) 2,4,8,16,... es una progresion geométrica donde la razén entre términos consecutivos
es 2,
b) a,a-r,a-r* a-7r°,.. esuna progresion geométrica de razén r.
Como en las progresiones aritméticas, es facil calcular el término n-ésimo de la progre-
sién cuyo término inicial es a y la razén es r. Dicho término es

[término n-ésimo = a - r"_lJ

Suma de una progresién geométrica

En el Ejemplo 7.3 ya vimos cémo calcular su suma. Para calcular la suma de los n pri-
meros términos,
a+ar+ar* +---+art,
fijémonos que
1-7) (a +ar+ar’ + ar”_l) =a—ar"

de donde se deduce que

n—1

) a—ar"
a+ar+ar +---+ar'" = ———

1-r

Utilizando la notacién

ay=a,ay=ar, as=ar’,..., a, = ar",

podemos expresar la suma en funcién del primer término, el tltimo y la razén:

a; — a,r

ar+a+---+a, = 1
—-r
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Algunos ejemplos y contraejemplos

E

a) Una funcién continua en un tinico punto

fw={

X, six € qQ,
—-x, sixe R\Q

b) Una funcién continua pero no derivable
La funcién valor absoluto es continua en toda la recta real pero no es derivable en
el origen.
¢) Una funci6n derivable pero no de clase C!
La funcién f : Ry — R definida como

Fx) = {x2 sen(%), s? x>0,
0, six=0
vale como ejemplo. Es derivable pero la derivada no es continua en el origen.
d) Una funcién de clase C" pero no de clase C"*!
Véase el Ejemplo 5.32
e) Una funcién integrable que no admite primitiva
La funcioén f : [0,3] — R definida como f(x) = O parax # 0,1,2,3y f(0) = f(1) =
f@=f@) =1
f) Una funcién con primitiva pero que no es integrable (Riemann)
La funcién f : [-1,1] - R
O Pl
0, six ==+1
no estd acotada y, por tanto, no es integrable Riemann. Su primitiva ya la conoces.
g) Una serie convergente pero no absolutamente convergente
Cualquier sucesién decreciente (pero no demasiado radpidamente) y unos cambios
de signo son suficientes para construir un ejemplo: Z(—l)“% nos vale.
h) Una serie con sumas parciales acotadas pero que no es convergente
Las sumas parciales de la serie }(—1)" estdn acotadas pero la serie no es convergente
(su término general no tiende a cero).
i) Una sucesion que no es convergente ni divergente
Por ejemplo {(-1)"}
j) Una sucesion que diverge positivamente pero no es creciente
La sucesién {x,}, donde x, =nsinesparyx, = n?sines impar.
k) Un conjunto que no es abierto ni cerrado
Cualquier intervalo semiabierto (o semicerrado, segtin se mire): [0, 1[, por ejemplo.
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GLOSARIO

Glosario

a
adherencia 11
argumento 23
argumento
principal 23
asintota
horizontal 60
vertical 59

b
binomio de Newton 10
bola

abierta 259

cerrada 259, 260

C
campo
de pendientes 215
escalar 261
vectorial 262
catenaria 178
codominio 359
cola 38
conjugado 21
conjunto
abierto 11, 260
acotado 260
cerrado 11,260
de medida nula 133
inductivo 8
constante
de Euler-Mascheroni 197
convergencia
absoluta 189
incondicional 189

cota
inferior 4
superior 4
criterio
de Abel 193

de comparacién 190

de comparacién por paso al limite

190
de condensacién 192
de Dirichlet 193
delaraiz 42,191
del cociente 191
de Leibniz 193
de Pringsheim 193
de Raabe 192

de Stolz 41
de Sylvester 287
curva

de nivel 262
integral 215

d
derivada
direccional 274
parcial 273
desigualdad
de Cauchy-Schwarz 259
de Minkowski 131
de Schwarz 131
triangular 7, 258
determinante
principal 287
diferencia 389
diferencial 274
directriz
de una pardbola 379
discontinuidad
desalto 63
esencial 63
evitable 63
distancia 21, 258
dominio 261, 359

e
ecuacion
de Bernoulli 226
ecuacion diferencial 211
ecuacién diferencial
en derivadas parciales 211
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exacta 220

homogénea 223

lineal 212,218

lineal homogénea 212,218
ordinaria 211

f
factor integrante 221
foco
de una elipse 379
de una hipérbola 380
de una pardbola 379
forma
binémica 20
cartesiana 19
polar 22
trigonométrica 24
férmula
de Euler 27
de Moivre 25
de Taylor 89
infinitesimal del resto 88
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funcién
armoénica 294
funcién
acotada 265, 364
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componente 262
continua 62, 264
convexa 91
creciente 67, 365
de clase C! 276
de clase C! 86
de clase C"* 86
decreciente 67, 365
de Lagrange 289
derivable 79
diferenciable 274
error 219
estrictamente creciente 67, 365
estrictamente decreciente 67, 365
estrictamente mondtona 67/, 365
homogénea 223
impar 363
integrable 130
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localmente integrable 135
monétona 67, 365

par 363

periédica 364
sobreyectiva 361

8
gradiente 274
grado 212

grafica 359
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imagen 261,359
impropiamente integrable 138
infimo 5
integral

impropia 138

indefinida 135
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interior 11
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1
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funcional 57
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matriz
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condicionado 288
relativo 82
multiplicador de Lagrange 289
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n
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complejos 19
norma 134,258
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orden 212
ortogonal 259
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parte
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real 20

parte entera 83
particion 129
periodo 364
periodo
fundamental 364
plano tangente 277
polinomio
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de Taylor 87,283
potencial 220
preimagen 359
primitiva 135
principio
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problema
de contorno 213
de valores iniciales 213

producto
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progesion
aritmética 389
geométrica 390

progresion
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de compacidad 66, 266, 291
punto

adherente 11, 260
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critico 83, 284
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de inflexion 92

desilla 285

interior 11,260
singular 219
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recorrido 261
recta
tangente 80
regla
de Barrow 137
dela cadena 64, 82,265,277
del nimeroe 42
de los signos 287
del sandwich 37
resto de Taylor 89
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serie
aritmético-geométrica 195
armoénica 187
armonica generalizada 193
de ntmeros reales 186
hipergeométrica 197
telescopica 194
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general 213
particular 213
sucesiéon 35, 360
sucesion
acotada 36
acotada inferiormente 36
acotada superiormente 36
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de Fibonacci 35
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suma
de Riemann 134
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integral 134
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de cambio de variable 138, 341
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del valor intermedio para la derivada
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del valor medio 66, 83

del valor medio generalizado 83

de Pitagoras 259

de Poincaré 220

de Riemann 190

de Rolle 83

de Schwarz 283

de Weierstrass 266

fundamental del Célculo 136
tridngulo

de Pascal 10

de Tartaglia 10
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vector

normal 277
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