Fisica Estadistica.
Soluciones relacion 6

1. Un sdlido contiene N particulas (distinguibles), cada una con momento
magnético p, que no interactian entre si. El sistema estd inmerso en un campo
magnético de intensidad H, de manera que cada particula puede encontrarse en
uno de dos niveles energéticos, e =0 0 o = 2uH.

a) Encuentre la entropia en funcidn de n, el nimero de particulas en el estado
mds energético.

b) Obtenga el valor mdzimo de la entropia.

¢) Supongamos que la capacidad calorifica se puede aprozimar por una funcion
de la temperatura del tipo

2T
C(T):Cl (T—].), SiT1/2<T<T1,
1
C(T) =0, en caso contrario.
Obtenga el valor maximo de la capacidad calorifica, ¢, utilizando considera-
ciones entropicas.

d) Discuta la posibilidad de temperaturas negativas.
e) Hay alguna transicion de fase?

a) Como las particulas son distinguibles, tenemos

N!
fn) = nl(N —n)!’
luego
n
S(n)=kInQ(n) ~k NlnN_1 —nlnN_n )

donde para la segunda igualdad se ha utilizado la aproximacion de Stirling.
b) Por simetria, el méximo de S(n) ocurre para n = N/2. En este valor,

S(N/2) = Spmae = kN In2.

¢) De O(T) = T4 se tiene que

< Cc(T
Smaw - Smin = / &dT = Cl(l —1In 2)
0 T

Utilizando Syae = kN1In2 y Sy = S(0) = 0, tenemos

In2

— kN .
a=kNT 5




d) La energia del sistema es F = ney. Por tanto, la temperatura cumple

1 09s 08

T:87E2628n’

y es negativa para n > %N . Estas configuraciones se pueden obtener en la
préctica invirtiendo repentinamente el sentido del campo externo. Sin embargo,
notese que estamos hablando de la “temperatura” relacionada con la orientacion
de los espines, no de la energia cinética media. Cuando el caso es este iltimo,
los niveles energéticos no estan acotados y por tanto la entropia es estrictamente
creciente, y la temperatura siempre positiva.

e) A temperaturas bajas, todos los espines se alinean y podemos decir que el
sélido se encuentra en una fase ferromagnética. Al aumentar la temperatura,
este orden se va rompiendo hasta que, a temperaturas altas, los espines se ori-
entan de manera (casi) aleatoria, aproximéndose a una fase paramagnética. Sin
embargo, no existe una transicion de fase. Para que se observe este fenémeno
es necesario que haya interacciones entre las particulas.

2. Considere N espines en una cadena, tratdndola como un modelo de Ising
de una dimension, definido por:

N-1
H=-J E SnSn+1,
n=1

donde cada espin puede tomar los valores s, = £1.
a) Obtenga la funcidn de particion.
b) Encuentre la capacidad calorifica por espin.

a) La funcién de particién serd

N
211 Y
n=1s,=+1
Si K = 3J, paran =1 la suma es

§ e*K.SlSQ — eK + 67K
s1==%1

(independientemente de lo que valga s2). Igualmente, para sz, tenemos

E 67K$283 — GK +67K7
so==+1

y en general para la suma sobre cualquier s,,,

§ : e_Ksnanrl :€K+€_K,
sp==%1

luego tenemos
Z = (e + e K)N,



b) La energia libre es
F=—kTInZ = —kTNIn(eX + e~ %),

y por tanto la entropia

OF NJ
= —— = Nkln(eX Ky - tanh K.
S 9T Eln(e™ +e™ %) T tan

La capacidad calorifica es, por tanto,

C_T(&S'>_NJ2 1 B NK?
N 0T ) kT? cosh’ K  cosh’ K’
0, por espin,
K2
CcC = 5
cosh” K

3. El modelo de Hopfield consiste en N neuronas binarias, con posibles ac-
tividades s; = +1, conectada cada una con todas las demds a través de unos
pesos sindpticos wy; de manera que cada neurona percibe un campo

hi = Zwiij.
J
En cada paso temporal, cada neurona tiene una probabilidad

1 1
P(s; — +1) = 3t §tanh (Bhy)

de adoptar el estado s; = +1, donde (B es una temperatura inversa, y
1 1
P(s; —» —1)=1-P(s; —» +1) = 5 §tanh (Bhy)
de adoptar el estado s; = —1. Se puede guardar una serie de M patrones de

actividad &' = £1 en los pesos sindpticos de acuerdo con la regla de Hebb,

M

1
wij = 3 &S

p=1

Cada patrén se convierte asi en un atractor de la dindmica, de manera que
temperatura cero el sistema evoluciona de manera que, para algun patron v, las
actividades evolucionan hasta que s; = £, y la red recupera el patron v. La
medida en que el sistema recupera de esta manera algun patron viene dada por

el solapamiento
1 X
- N g
1+M/N;N;5l$l

Para el caso de un sélo patrén, M = 1, haga la aproximacién de campo medio,

m



si={s)=P(s—+1)— P(s —» —1) = 2P(s — +1) — 1, y obtenga:

a) Una ecuacién para el valor estacionario del solapamiento, m*.

b) La temperatura critica por encima de la cual no hay memoria. (A temper-
auras altas, puede usar la aproximacién tanh(z) = z — $2% 4+ O(a°).)

4. a) Para un sistema de electrones (en ausencia de interacciones), demuestre
que la probabilidad de encontrar un electron en un estado con energia A sobre
el potencial quimico p es igual a la probabilidad de encontrar la ausencia de un
electron a una energia A por debajo de p a cualquier temperatura T dada.

b) Suponga que la densidad de estados es

D(e) = ale — ¢,)'/?, si€> €g,
D(e) =0, 510 < €< eg,
D(e) = b(—€)'/2, sie <0,

Para T = 0 todos los estados con € < 0 estdn ocupados y los demds vacios; mien-
tras que para T > 0, algunos estados con € > 0 estardn ocupados y asimismo
algunos con € < 0 estardn vacios. Si a = b, cudnto vale n? Discuta cémo
cambia p cuando a > b y cuando b > a..

c) Si, a T =0, existe un exceso de ng electrones que no pueden ser acomodados
a € <0, cudnto valdrd ahora pu?

a) Los electrones son fermiones (tienen espin 1/2) de manera que siguen la dis-
tribucion de Fermi, segtin la cual la probabilidad de ocupar un nivel de energia
€ es

_ 1
B 1 + eﬁ(efiu') ’

F(e)
Por lo tanto, la probabilidad de encontrar un electrén con energia p + A es

1

Flp+A)= 11 esa

La probabilidad de no encontrar ningin electrén a energia e = u — A es
e BA

1
1= Flu=2) = g5 = 1om = Flu+4).

b) Cuando T > 0, el nimero de electrones en estados € > ¢, es

— = 1 — > 1/2 1 _ > Nn1/2 1 /
= [ DOt [ alee) e [l e

g g

El nimero de ausencias de electrones (huecos) a € < 0 es

0 0 1 o 1
— _ _ _ 1/27 _ / 1/27 /
Ny = /_Oo D(e)[1 F(G)]de—/_oc b(—e) 1+e—ﬁ(e—u)d6_/0 b(e") 1+eﬂ(6’+u)d€'

Ya que n, = n,, tenemos,

a 1+ 65(54‘59—#)

b B 1+ 66(6+M) ’



Si a = b, entonces u = %eg. Sia > b, se tiene que p < %62, mientras que si
b > a, entonces y > %62.

¢) Se tiene que

"
ng = / ale — €,)?de,

9

de donde



