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1. Obtenga expresiones para la superficie y el volumen de una esfera n-
dimensional.

Considérese un espacio n-dimensional, en el que la posicién de un punto viene
dada por el vector 7, de componentes cartesianas (x1,...2,). El elemento de
volumen dV,, en este espacio es

donde las integrales son sobre coordenadas z; tales que
n
0< ) a7 <R
i=1
Como V,, sera proporcional a R™, se puede escribir
Va(R) = C,R",

donde C), es una constante que depende de la dimensién del espacio. El elemento
de volumen puede escribirse

dV,, = S,,(R)dR = nC, R"dR,

donde S, (R) es la superficie de la esfera.
Para evaluar C,, utilizaremos la identidad

/ exp(—a?)dx = 71/,

Multiplicando n integrales de este tipo, tenemos

7"/ :/ .../exp < xf) H(dxl) :/ exp(—R*)nC,, R"'dR.
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Haciedo uso de la identidad

*° 1 v+1
2\, Vv
Xp(—o dy = r y > —1,
/0 exp(—ay”)y"dy o t)/2 < 5 ) v

con a = 1, tenemos que la expresion anterior vale

e et () - (3)e.

luego la constante es

Asi, tenemos que el volumen de una esfera n-dimensional de radio R es

y su superficie,

2. Los tres niveles de energia mds bajos de cierta molécula son E1 = 0,
FEy =€y F1 = 10¢. Para un sistema de N particulas, demuestre que por debajo
de cierta temperatura T, solo estardn poblados los niveles E1 y Fo, y estime T,.

El nimero total de particulas serd N = N; + Ny + N3. De acuerdo con la

estadistica de Boltzmann,
N3 9e
B exp [ ——
N, P\ kT )

Ny 10¢
N _ o _10e
N, PA™%r )

T 1+ exp(9¢/(kT)) + exp(10e/(kT))

Cuando N3 < 1, no estard ocupado el nivel 3. Esto ocurrird por debajo de una
temperatura T, tal que

luego
N;

N
L a0/ (RT)) + exp(10/(KTL))

Si N > 1, tendremos, aproximadamente,

N 10¢
CT klnN’




Energfa (eV) poblacién
30.1-1073 3.1%
21.5-107° 8.5%
12.9-1073 23%
4.3-1073 63%

3. Un sistema de particulas que obedece estadistica de Maxwell-Boltzmann estd
en contacto con un bano térmico a temperatura T. Si la distribucion en los
niveles de energia (no degenerados) es la siguiente, cudl es la temperatura del
sistema?

La relacién entre las ocupaciones de dos niveles obedecera

n2 e €1 — €2
2 ox
ny P kT ’
€1 — €3 1
k  In(ng/ng)’

Para las distintas parejas de niveles, tenemos: T = 99.2,99.5,99.0,99.5,100.2,
vy 98.8K. Podemos estimar T' como la media,

de donde
T =

T =99.4K.

4. Considere un vidrio en el que una fraccion de los dtomos pueden ocu-
par una de dos posiciones algo diferentes, dando lugar a dos niveles de energia,
A; >0y —A;, para el dtomo i.

a) Si cada dtomo tiene los mismos niveles, A y —A, calcule la contribucion de
cada estos dtomos a la capacidad calorifica.

b) Si estas energias estdn distribuidas aleatoriamente segin p(A), encuentre la
capacidad calorifica a baja temperatura.

a) La energia media por dtomo es

_ A
€ = Atanh (kT) .

Su contribucién al calor especifico sera

_de _ (AY 1
v=ar T KT ) (AT0T) 4 o= B/GD)2"
Sumando los términos para los N atomos,

Cy = 4Nk AN L
V= kT (eA/(T) 4 e=A/(RT))2"

b) La contribucién del atomo i es

A2 1
ci =4k [ =% .
KT ) (eA/RT) - e=A/(RT))2



Si kT < A;, podemos aproximar

.~ - i/ (KT)
Cz4]€<k > e .

Sumando de nuevo sobre todos los dtomos, tenemos

2

AN A
~ D) —280/(T) o B\ 2a/kT)
Cy ~ 4k §i : <kT> e _4k/ (kT> e p(A)dA.



