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1. Obetnga la funcion de particion candnica para un gas cldsico formado por
N particulas monoatémicas de masa m, a partir del hamiltoniano

N
1
H = Z %P? + ZV(Iri —1j).
i=1 i<j

Particularice para el caso ideal en que se desprecia la energia de interaccion
entre particulas.

La funcién de particiéon candnica para este sistema cldsico, en contacto con
una reserva de temperatura T y contenido en un volumen V', viene dada por la
integral en el espacio de las fases
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La integral sobre los momentos puede escribirse como el producto de 3N inte-
grales gaussianas del tipo

/+°° Bp? 2mm \ /2
g dpe’“’(zm)‘@) |

De modo que tenemos
o\ 372
Ze=\—— QN
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donde la parte configuracional viene dada por
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En el caso de un gas ideal, despreciamos los términos de interaccién entre
particulas, de modo que el factor configuracional es simplemente

Qn =V".



Asi, la funcién de particién candénica queda
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de manera que
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NIDZC = ;ln (?) +InV.

Aligual que en la colectividad microcanodnica, para que la entropia sea extensiva
en el limite termodindmico hay que introducir la correccién de Boltzmann N!;
ademés del factor h?". (Estos términos pueden obtenerse como el limite cldsico
de un gas cudntico monoatémico.) Teniendo en cuenta estos factores, la funcién

de particién queda
Z—l 1Z_1 2rm \ V2
SNy = wil\Ge ) 9
con Qn = V¥ para el caso de un gas ideal.
2. Cosidere un sistema arbitrario en contacto con un bano térmico a tem-
peratura T = 1/(kp)
a) Obtenga una expresion para la energia interna del sistema.

b) Encuentre una expresion para (E?) en funcién de derivadas de la funcion
de particion con respecto de 3.

¢) Calcule la capacidad calorifica a volumen constante, Cy = (OU/OT)y .

a) La funcién de particién es
Z = Zexp(—ﬁEn),
n

donde la suma es sobre los posibles estados del sistema. Por tanto, la energia

interna es
> exp(—=PER) o

donde consideramos que los {E,,} son constantes.

U =(E)

b) Para (E?), tenemos

S E2exp(—BE,) 18 9 (9 d 2
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Por un lado tenemos

ou_ 1 oU,
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por otro,

ou 0?

— =——_InZ=U%—(E?.

98 = o (E7)
Luego, como mantener el conjunto {E,} constante es equivalente a mantener
constante el volumen, la capacidad calorifica a volumen constante viene dada
por la férmula de Einstein:

1

=g

(B?) - U?).

3. Sea un sistema de N particulas (cuya interaccion es despreciable) cada una
de los cuales puede existir en uno de tres niveles de energia no degenerados: —e,
0 ¢ €. FEl sistema estd en contacto con un bano térmico a temperatura T .

a) Cudl es la minima energia posible del sistema?

b) Determine la funcién de particion.

¢) Cudl es la energia mds probable del sistema?

a) La energia minima es E,,;, = —Ne.

b) La funcién de particién es

7 = (ee/kT +1 _’_e—e/k:T)N.

c) Para N > 1, la energfa mds probable es la energia media:

a—1* _ 2Nesinh( €)
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donde a = exp(e/kT).

4.Un sistema paramagnético consiste en N dipolos magnéticos independientes.
Cada dipolo tiene un momento magnético de mddulo p (que puede ser tratado
clasicamente). Considerando que el sistema, a temperatura T, se encuentra
sometido a un campo magnético uniforme de mddulo H :

a) Determine la magnetizacidn total inducida en el sistema, y obtenga aproxi-
maciones para temperaturas altas y bajas.

¢) Encuentre la capacidad calorifica a H constante.

d) Obtenga expresiones aprozimadas, para temperaturas altas y bajas, de la sus-
ceptibilidad magnética x = (M)/H. En qué caso habrd magnetizacion espontinea?



a) Definiendo a = pH/ET, el momento magnético medio es

[ cosfexp(acosf)d

(w) Jexp(acosf)dQ

donde € es el angulo sélido. Por lo tanto,

p [, cos 0 exp(a cos 0) sin 0d6 ( th 1)
= _ = | cotha — = |.
Jo exp(acos ) sin 6df a

(n) =

La magnetizacion total sera

uwH kT
M) = N{u) =N h — )
(81) = () = Ny ot (4 ) - 27
A temperaturas altas, a = pH/(kT) < 1, luego podemos hacer el desarrollo
1 a a°
th =—4+-——..
coth(a) =0+ 3~ 35

y quedarnos en el término lineal. Asi tenemos

Nup?H
3kT

(M) 700 =~
Por el contrario, a temperaturas bajas tenemos que coth(a) — 1/a ~ 1, luego

(M)|r—o = Np.

b) La capacidad calorifica a H constante sera

ou (M)
C=— =—H—"L = Nk(1 — 2%csch?z?).
oT oT ( )
¢) Utilizando las expresiones del apartado a), tenemos que la susceptibilidad
magnética a temperaturas altas es y ~ Nu?/(kT), mientras que a temperat-
uras bajas, x — 0. Vemos que en el limite de bajas temperaturas, habra
magnetizacién espontanea.

5. Los niveles de energia de un rotor cudntico vienen dados por

_JG+1R?
T 8m2ma?

donde 7 =0,1,2,.., y m y a son constantes positivas. La degeneracion de cada
nivel es g; = 25 + 1:

a) Encuentre la expresion general para la funcion de particion.

b) Demuestre que a temperaturas altas, la sumatoria en la expresion para Z
puede ser sustituida por una integral.



¢) Determine la energia interna U y la capacidad calorifica Cy para temper-
aturas altas.

d) Obtanga un aproximacion para Z a temperaturas bajas, y obtenga U y Cy
para este caso.

a) Definiendo
h2
8m2ma?k’

0

la funcién de particién sera

)]

o
Z = Z(Z] + 1)exp
=0

b) A temperaturas altas, /T < 1, y exp [—%‘H)} cambia lentamente con

j, de modo que podemos tratar (25 + 1) exp {—%} como una funcién con-

tinua de j. Escribiendo para este caso x = j(j + 1), y dz = 25 + 1, Z adquiere
la forma integral

7 /°° o—02/T gy T _ 8m2ma’kT
o 0 h? '

¢) A temperaturas altas, la energfa interna viene dada por

oz  kT*0Z

V=25 =Zaor"

kT,

y la capacidad calorifica es Cy = k.

d) A temperaturas muy bajas, T < 0, y exp[—0j(j + 1)/T] es muy pequeno.
Considerando sélo los dos primeros términos de Z, tenemos:
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