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Aqui I=10,1].

1.

(Construccién de la banda de Mobius). En I? = I x I se define la relacién de
equivalencia
;o (t,s) = (t',s), 0
(t’s)'\’“"s)@{ t—t|=1,s=1—4¢,

Se llama de Mobius al cociente M = I?/ ~. Por otro lado definimos el siguiente
subconjunto X de R3. Denotamos por Ry el giro de angulo 6 respecto del eje z.
Sea A el segmento de extremos p = (2,0,—1) y ¢ = (2,0,1) parametrizado como
A={1-t)p+tq:t eI} Consideramos el segmento Ry(A) dentro del plano
vertical que contiene a Ry(A) y el eje z. En este plano vectorial con centro el
punto medio p%, se hace girar un dngulo 0/2 respecto de dicho punto y denotado
por fy/2(Re(A)). Probar X = {fp2(Rg(A)) : § € R} es homeomorfo a M. Para
establecer facilmente el homeomorfismo, es mejor hacerlo al cociente I x [0, 27]/ ~
donde aqui ~ es la relacién andloga definida en M.

(Continuacién) Probar que el subconjunto de M dado por I x % / ~ es homeomorfo

a S

(Continuacién) Consideramos el plano proyectivo P? y la botella de Klein K como
cocientes de I? y las correspondientes relaciones de equivalencia. Probar que ambos
espacios contienen banda de Mobius.

(Homeomorfismo entre el toro T = S* x S! y el toro de revolucién). Se considera C
la circunferencia contenido en el plano y = 0 de radio 1 y centro (2,0, 1). Se llama
toro de revolucién al conjunto X = {Ry(C) : § € R}. Probar que T = X. Hallar en
X los subconjuntos correspondientes a I x {0}/ ~y {0} x I/ ~.

Probar que la aplicacién proyeccién p: R"™\ {0} — P" es abierta y no es cerrada.



10.

11.

Probar que la aplicacién proyeccion p: S™ — P" es abierta y cerrada.
Se considera la aplicacion
[ = RY f(r,y,2) = (2% =y xy, 22, y2).

Probar que f factoriza por la relacién de equivalencia Ry estableciendo un enbe-
bimiento de P? en R*.

Probar que si X es un espacio métrico compacto y f: X — Y es una aplicaciéon
continua en un espacio métrico, entonces f es uniformemente continua:

Ve > 0,36 > 0,d(x,2") < 6 = d'(f(z), f(z)) <e.

Probar la existencia del nimero de Lebesgue: si X es un espacio métrico compacto
y {U; : i € I} es un recubrimiento por abiertos de X, entonces existe € > 0 tal que
para todo x € X, la bola B.(x) estd contenida en algin abierto del recubrimiento.

Probar que la topologia a derechas y la estrictamente a derechas en R son arco-
conexas.

Sea (X, 7) e (Y, 1) dos espacios topolégicos y consideramos la unién disjunta de X
e Y, denotada por X I Y. Se llama topologia suma en X I1'Y a la que tiene por
base TUT ={0,0": 0 € 1,0’ € 7'}.

(a) Probar que, efectivamente, dicha familia forma una base para alguna topologia,
que denotaremos por 7 & 7'. Hallar la topologia. {los cerrados de X (o de Y
son cerrados en la topologia suma? Si la respuesta fuera si, json asi todos los
cerrados?

(b) Probar que las inclusiones naturales I: X — X IIY y j: Y — X IIY son
continuas y que una aplicacion f: X I1'Y — Z es continua si y sélo si foiy
f o7 son continuas.

(¢) Probar que X IT X = X x {0,1}.

(d) Estudiar si las inclusiones naturales de X e Y en X IIY y X VY son embe-
bimientos.

(e) Se fijan g € X eygp € Y. En X IT'Y se define una relacién de equivalencia

identificando xy con yy, xg ~ yo. Al espacio cociente lo llamamos topologia
wedge y lo denotamos por X VY

XYy
XVY = .

Y




Se consider X =Y =1, g = yo = 0. Probar que X VY = 1. En caso que
o = yo = 1/2, entonces X VY es homeomorfo a la letra X.

Se considera la figura del 8 formada por dos circunferencias tangentes, por
ejemplo, Z = S'(p) US'(q), p=(~1,0) y ¢ = (1,0). Sea X =Y = S'. Probar
que X VY = Z. En particular, no depende de los puntos prefijados en X e Y.
Generalizar a esferas de dimension 2.

Estudiar si las propiedades de conexién, arcoconexién y compacidad de X e Y
se trasladana X 1Y ya X VY.



