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Ejercicio 1. En la banda de Möbius, M= I2/∼, se considera el lazo γ con punto base p = (0, 1
2)

definido como el que recorre hacia arriba desde p hasta (0,1), luego el intervalo I×{1}, luego
I×{0} y finalmente desde (1,0) hasta (1, 1

2). Probar que [γ] = 2[α], donde [α] = 1 es el generador
de π1(M) = Z.

Solución. Estamos escribiendo los elementos de M como pares (x,y) de I2, donde se sobreentien-
de que estamos tomando clases de equivalencia. El lazo γ está bien definido pues (1,1)∼ (0,0) y
(1, 1

2)∼ (0, 1
2). Escribimos γ = α1 ∗α2 ∗α3 ∗α4, donde

α1 : t→ (0, t/2+1/2)
α2 : t→ (t,1)
α3 : t→ (t,0)
α4 : t→ (1, t/2)

Usamos que la retracción r : M→ I
∼ , r(x,y) = (x, 1

2) determina un isomorfismo

r∗ : π1(M)→ π1(
I
∼
) = Z.

Entonces
r∗([γ] = r∗([α1)]∗ r∗([α2)]∗ r∗([α3)]∗ r∗([α4)]

y
r∗([α1)] = [r(α1)] = [cp],

r∗([α4)] = [r(α4)] = [cp],

r∗([α2)] = [r(α2)] = [α],

r∗([α3)] = [r(α3)] = [α].

Por tanto,
r∗([γ]) = [cp][α][α][cp] = [α]2.

1


