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Denotamos la frontera de un conjunto con el sı́mbolo ∂ .

Ejercicio 1. Viendo el toro como I2/∼, probar que ∂ (I2)/∼ es homeomorfo a la figura del ocho

Solución. La figura del ocho la consideramos como 8 = S1(−1,0)∪S1(1,0). Entonces se define
la aplicación ∂ I2→ 8 como

(t,0)→ (1,0)+ e2πi(t+ 1
2 ) = (1,cos(2pit +π),sin(2πt +π))

(1, t)→ (−1,0)+ e2πit = (−1,cos(2πt),sin(2πt))
(t,1)→ (1,0)+ e2πi(t+ 1

2 ) = (1,cos(2pit +π),sin(2πt +π))
(0, t)→ (−1,0)+ e2πit = (−1,cos(2πt),sin(2πt))

Falta por comprobar que está bien definida, factoriza, es una identificación (el dominio es com-
pacto y llega a un Hausdorff) y las topologı́as cocientes son las inducidas.

Ejercicio 2. Viendo la botella de Klein como I2/ ∼, probar que ∂ (I2)/ ∼ es homeomorfo a la
figura del ocho

Solución. Es como el ejercicio anterior, pero modificando las imágenes de los puntos (0, t) y (1, t).

Ejercicio 3. Viendo la esfera comoD2/ ∼, probar que ∂ (D2)/ ∼ es homeomorfo a un intervalo
cerrado.

Solución. Ahora ∂D2 = S1. Se define la aplicación S1→ [−1,1] como

(x,y)→ x.

Falta por comprobar que factoriza, es una identificación y las topologı́as cocientes son las induci-
das.

Ejercicio 4. Viendo el plano proyectivo como D2/∼, probar que ∂ (D2)/∼ es homeomorfo a S1.

Solución. Ahora ∂D2 = S1. Se define la aplicación S1→ [−1,1] como{
(x,y)→ x y≥ 0,
(x,y)→−x y≤ 0.

Falta por comprobar que factoriza, es una identificación y las topologı́as cocientes son las induci-
das.
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