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1. Meétrica euclidea

Definicion 1.1 La métrica euclidea o producto escalar de R" se define como

n
=Y xyi=xiyi+... 4%y, xyeR"
i=1

La propiedades del producto escalar son las siguientes:

L. (u,v) = (v,u).
2. (ut+v,w) = (u,w) + (v, w.

3. (Auyv) = Au,v).

4. (u,u) >0yesOsiysélosiu=0.

Proposicion 1.2 Sea V un espacio vectorial y g una forma bilineal. Entonces
1. {u,v) =0.
2. (—u,v) = —(u,v).
Dos vectores u,v € R" son perpendiculares y escribimos u_L v, si (u,v) = 0.

Definicion 1.3 Se v € R”, se llama mddulo de v a

v =V (nv) = \/od 4. a2
Tenemos las siguientes propiedades:
1. |v|=0siysdlosiv=0.
[Av| = |A][v]

Nut v = u? 4 P+ 2, ).

AW N

Ju v = |u> +|v|? siy sélo si ulv.
Teorema 1.4 (desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si u,v €V, entonces
[ (e, )] < Jul[v]

y la igualdad se da si'y sélo si {u,v} son linealmente dependientes.



Si u y v no son ceros, la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede escribir
como

_1 S <u’v> S 1
Jul[v]

Como la aplicacién coseno es biyectiva de [0, p] en [—1, 1], el nimero del centro
es coseno de un znico nimero 6 € [0, p].

Definicion 1.5 Si u,v € V y no son ceros, se define el dngulo entre u'y v como
Z(u,v) €10, p] tal que
(u, v)

cos Z(u,v) = I

Tenemos las siguientes propiedades:

1. Z(u,v) = Z(v,u).

2. Z(u,v) € {0,p} siy solo si {u,v} son linealmente dependientes.
3. (u,v) = |u||v|cos Z(u,v).

4. ulvsiysélosi Z(u,v)=p/2.

Definicion 1.6 Sea S C V un subconjunto de un espacio métrico (V,g). El subes-
pacio ortogonal S es el conjunto

St={ueVv:(uv)=0veSs}.

Observemos que S no tiene porqué ser un subespacio vectorial. Probaremos
que S* es un subespacio vectorial, luego tiene sentido preguntarse por su dimen-
sién y es natural relacionarla con la de S. Ya que S no es, en general, un subespacio
vectorial, esta pregunta tiene sentido cambiando S por el subespacio vectorial ge-
nerado por S.

Proposicion 1.7 Sea (V,g) un espacio métricoy S C V.

1. St es un subespacio vectorial.

2. SiU CW, entonces WL C U+,

3. SiU=<uy,...,uy>, entonces U+ =< {uy,...,uu} >+
4. vt ={0}y {0}+ =V.

5. U= (UYH™.

Teorema 1.8 Sea (V,g) un espacio no degenerado y U C V un subespacio vecto-
rial. Entonces dim(U*) = dim(V) — dim(U).
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2. Bases ortonormales

Definicion 2.1 Una base ortogonal del espacio euclideo (o de un subespacio su-
yo) es una base donde todos los elementos son ortogonales dos a dos. Se dice que
la base es unitaria si todos los elementos tiene modulo 1. Se dice que es una base
ortonormal si es ortogonal y unitarias, es decir, si

0 isi
(6:»61'):{1 iij

Las bases ortonormales son muy utiles, especialmente, por el siguiente resul-
tado:

Proposicion 2.2 Sea B = {ey,...,e,} una base ortonormal.
1. SiveV, entoncesv=Y" (vee,.
2. Siu,v €V, entonces (u,v) =Y | (u,e;)(v,e;).
3. Siv eV, entonces |[v|* =YL (v,e;)?.

Siempre es posible construir bases ortogonales, unitarias y ortonormales. Para
hallar una base unitaria, basta dividir cada elemento de la base por su médulo.

Construccion de bases ortogonales. Sea {¢j,...,e,} una base de un espa-
cio vectorial. La base ortogonal {éj,...,2,} es buscamos es la obtenida por el
siguiente proceso, llamado método de Gram-Schmidt, el cual es un método recu-
rrente determinado del siguiente modo:

1. Seae| =e.

2. Se halla &, = e¢; + Aé| de manera que (€,é;) = 0. Con esta condicién ob-

tenemos (2,21
_ _ _ €2,€]
0= (ey,e1)+A{e1,e1) = A =——"—
(e2,e1) +A(e1,ey) e
3. Se halla &3 = e3 + Aé; + ue; de manera que
(e3,82) = (€3,e1(=0.
De aqui,
DY 2 VA e o)
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y asi se va siguiendo el proceso, obteniendo en cada paso

v <€k75i>é_
i

e = e —

]

-1 (éi,ei)
Obtenida la base ortogonal, la base ortonormal seria

{

ey e én }

Recordemos también que ya que una métrica euclidea es no degenerada tenemos
el siguiente resultado: si B’ es una base ortonormal de un subespacio U, entonces
existe una base ortonormal B'UB" de V, es decir, podemos ampliar una base or-
tonormal de un subespacio hasta obtener una base ortonormal del espacio entero.

3. Subespacios ortogonales, simetria y proyeccion or-
togonal

Definicion 3.1 Sea S C V un subconjunto de un espacio euclideo V. El subespa-
cio ortogonal S* es el conjunto

St={ucVv:(uv)=0weSs}

Observemos que S no tiene porqué ser un subespacio vectorial, sin embar-
go, es inmediato que ST es un subespacio vectorial. Probaremos que S es un
subespacio vectorial, luego tiene sentido preguntarse por su dimension y es natu-
ral relacionarla con la de S cuando S es un subespacio vectorial (o con L(S) en
general).

Proposicion 3.2 Sea S C V.
1. St es un subespacio vectorial.
2. SiU CW, entonces W- C U+.
3. SiU=<uy,...,uy>, entonces U+ =< {uy,...,uu} >+
4. U= (UH"*
Mis interesante es el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Si U es un subespacio de V, entonces

1. dim(U*) = dim(V) —dim(U).



2. UNU* ={0}.

En particular, si By es una base de U y B, una base de U L entonces By UB; es
una base de V.

De nuevo el uso de bases ortonormales facilita el trabajo a la hora de hallar
U+:

Teorema 3.4 Sea B una base ortonormal de V y U un subespacio de dimension
n—m.

1. Si Ax = 0 son las ecuaciones cartesianas de U respecto de B, entonces una
1
base de U~ es {(ai1,...,a1n),---,(axnx1 + ...+ amx, =0)}.

2. Siuna base de U+ es {(ai1,...,a1n),...,(axx1 + ...+ apx, = 0)}, enton-
ces Ax = 0 son las ecuaciones cartesianas de U respecto de B.

De la dltima parte del teorema 3.3, y llamando By = {ey,...,e;} y By =
{€em+1,---,en}, siv €V, entonces

m n
v=Y Aei+ Y hei=u-+w,
i=1

i=m+1
dondeu cUywec U,
Definicion 3.5 1. Se llama simetria ortogonal respecto de U a la aplicacion
Su=8S: V=V, Sv)=u—w, (v=u+w).
2. Se llama proyeccion ortogonal sobre U a la aplicacion
pu:V—=V, pv)=u, (v=u+w)

Proposicion 3.6 Con la notacion anterior,

1. S es un isomorfismo con So S = ly.

2. S|U - 1U.
3. SlUL - _IUL.
4. S es diagonalizable, con valores propios 1 y —1 y los subespacios propios

sonVy=U,V_=U".
Proposicion 3.7 Con la notacion anterior,
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1. p es una aplicacion lineal.

2. pop=np.

3. Ker(p)=U"*elIm(p)=U..
4. py=1lu.

5. p es diagonalizable, con valores propios 1 y0yV, =U, Vo =U".

4. Producto vectorial

El producto vectorial sélo define en el espacio euclideo R>.
Definicién 4.1 Si u,v € R3, se define el producto vectorial de u por v como
UNV =uxXv=(upv3 — uzvy,usvy — ujv3,u1vy — Upvi).

También es habitual escribir la igualdad anterior como el determinante

i j ok
UXv=|u uy usi,
Vi o v2 v3

donde el determinante quiere decir que uno desarrolla el determinante de la forma
habitual, obteniendo una combinacion lineal en i, j y k, sustituimos i, j,k por
(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1), obteniendo la definicion.

Proposicion4.2 1. uxv=—vxu
2. uxu=0.
3. (Au) xv=ux(Av)=A(uxv).
4. (u+v)xw=uxw+vxw.
5

cuX (vEw) =uxv+uxw.

La relacién entre el producto escalar y el producto vectorial viene por la si-
guiente propiedad
(uxv,w) = det(u,v,w). (1)

Esta igualdad también prueba que se podria definir el producto vectorial u X v
diciendo que es el tnico vector de R® que satisface la propiedad anterior para
todo w € R3. Como consecuencia de (1) tenemos:

7



Proposicion 4.3 /. uxvluuxvlu
2. |luxv|=|ul|v|sin Z(u,v).

3. Si {u,v} son linealmente independientes, entonces {u,v,u X v} es base de
R,



