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En este tema vamos a dar los primeros pasos para el estudio de las métricas euclideas que
se hard en profundidad en el tema siguiente. El objetivo de este tema es familiarizarnos
con aplicaciones que tienen propiedades comunes con la métrica euclidea. Introduciremos
el concepto de forma bilineal y forma cuadratica y realizaremos una clasificacion satis-
factoria de ellas. Para ello usaremos ciertas técnicas de diagonalizacién para culminar en
el teorema de Sylvester.

1. Forma bilineal

El primer ejemplo de forma bilineal y que nos va a motivar su definiciéon es la métrica
euclidea. Recordemos que en el plano R?, la métrica euclidea estd definida por

8E<x>)’) = X1)1 +X2y27 X = (-xlvxz)?y = (}’1,)’2)~

la cual permite manejar conceptos como distancias, médulos y angulos. Asi, el mdédulo
de un vector x es

x| = v/ 8E(x,x)

y el angulo 6 entre dos vectores no nulos x,y € R? es aquél cuyo coseno es

cosg — SEY)

el ly[

La métrica euclidea es una aplicacién cuyo dominio no es R, sino el producto cartesiano
R? x R?, concretamente, gr : R?> x R> — R y posee diferentes propiedades. Vamos a
destacar éstas agrupandolas del siguiente modo. Las primeras tres son las siguientes: si
x,y,z € R? y A € R, entonces

1. ge(x+y,2) = ge(x,2) + 8 (. 2).

2. ge(x,y+2) =ge(x,y) +ge(x,2).
3. ge(Ax,y) = Age(x,y) + ge(x,AY).

Una cuarta propiedad, es la simetria de gg, es decir,
gE(xay(: gE(yax) simetria
Y por tltimo, una propiedad de ‘definida positiva’:

g(x,x) >0, VxeVygxx)=0&x=0.

Vamos a tomar otros dos ejemplos.



1. En R2, definimos la métrica de Lorentz-Minkowski como

gL(x,y) =x1y1 —x2y2, x = (x1,x2),y = (y1,)2)-

Es evidente que esta aplicacion satisface las primeras cuatro propiedades que tie-
ne gg. Respecto de la dltima, hay que darse cuenta de que g((0,1),(0,1)) = —1,
es decir, es negativo. Por otro lado, g7((1,1),(1,1)) =0, pero x = (1,1) no es el
elemento neutro.

2. De nuevo, en R? definimos
gxy) = x1y1, x= (x1,%2),y = (y1,)2)-
Esta aplicacion g satisface también las cuatro primeras propiedades, pero no la ulti-

ma. Asi, se tiene g(x,x) = x7 > 0, pero el vector x = (0, 1) satisface g(x,x) = 0.

Un tdltimo ejemplo nos viene si usamos matrices. En general, “cualquier polinomio de
grado dos en n-variables” define aplicaciones con propiedades similares a las que tiene
gk, al menos, las tres primeras. Por ejemplo, sea de nuevo V =R’y

g(x,y) = x1y2 +x2)2.

Esta aplicacion se puede escribir como

g(x.y) = ( x xz)(g i)(i;):xtf‘y’ A:<8 })

Ahora la prueba de las tres primeras propiedades es una consecuencia del producto de
matrices. Asi, para la primera, tenemos

gx+y2) = (x+y)'Az= (¥ +3")Az = XAz +y Az = g(x,2) +8(3,2).
Estd claro que la cuarta propiedad no es cierta, pues g((1,0),(0,1)) £((0,1),(1,0)), ni
tampoco la quinta propiedad, pues g((1,0),(1,0)) =0.

Definicion 1.1 Una forma bilineal en un espacio vectorial V es una aplicacion g : V X
V — R, con las siguientes propiedades: para todo u,v,w €V, y A € R, tenemos,

1. glu+v,w)=g(u,w)+gv,w).
2. glu,v+w)=g(u,v)+g(u,w).
3. g(Au,v) = Ag(u,v)+ g(u, Au).



Cuando tengamos g(u,v), diremos “u por v”.
Proposicion 1.2 Sea V un espacio vectorial y g una forma bilineal. Entonces

1. g(0,v) =g(v,0) =0.
2. g(—u,v) =—g(u,v) = g(u,—v).
Demostracion.
1. Tomando g(0,v) =g(0+0,v) =g(0,v),g(0,v), y simplificando, se obtiene g(0,v) =
0. Del mismo modo, g(v,0) = 0.

2. Para probar que g(—u,v) = —g(u,v), hacemos
g(—u,v) +g(uav) = g(—u+u,v) = g(ovv) =0.

Pongamos algunos ejemplos de formas bilineales.

1. La aplicacion bilineal cero, g = 0, es decir, g(u,v) = 0 para todo u,v € V.

2. Sea g una forma bilineal en V y sea U C V un subespacio vectorial. Entonces gy :
U x U — R dado por

g|U(l’t7V) :g(u,v), u,veU,

es una forma bilineal en U y se llama la forma bilineal inducida en U.

3. La métrica euclidea en R": .
gE(x,y) = inyi-
i=1

4. La métrica de Lorentz-Minkowski en R”:

n—1

gr(x,y) = Z XiYi — XnYn-
i=1

5. Sea A € #,(R) y V un espacio vectorial. Fijamos una base B = {ej,...,e,} en V
y se define
8(u,v) = x'Ay,

donde x e y son las coordenadas de u y v respecto de B, respectivamente, es decir,
u=yxe;,y=>yyie.



El ultimo ejemplo lo podemos ‘extender’ del siguiente modo.

Definicion 1.3 Sea g una forma bilineal en un espacio vectorial V. Si B={ey,...,e,} es
una base de V, se llama expresion matricial de g respecto de B a la matriz

Mpg(g) = (g(eise;))-

Como consecuencia, si u,v € V, y x, y son las coordenadas respecto de B, entonces

gu,v) = g(Y xiei, ) yiei) = ) xiy;g(eie;) =xMp(g)y.

i,

Por tanto:

1. Dos formas bilineales g y g’ son iguales si y s6lo si Mp(g) = Mp(g').
2. SiA € #,(R), la forma bilineal g(x,y) = x'Ay definida en R” es la que tiene como
matriz Mp, (g) = A.

Dotamos ahora de estructura de espacio vectorial a las formas bilineales.

2. Ortogonalidad. Subespacio ortogonal

Proposicion 2.1 Sea (V,g) un espacio métrico y u € V. Si g(u,u) # 0, entonces V =<
u>@® < u>t. Como consecuencia, dim(< u >*) = dim(V) — 1.

Demostracion. Veamos las dos propiedades de la suma directa.

1. Probamos que < u >N < u >1= {0}. Sea v en dicha interseccién. Entonces existe
A €R tal que v=Auy como v €< u >+, entonces g(v,u) = 0. Usando la bili-
nealidad de g, Ag(u,u) =0, y como g(u,u) # 0, entonces A = 0, probando que
v=Au=0.

2. Probamos que V =<u >+ <u>".SeavcV.Hayquehallar A c Ry w €< u >~
tal que v = Au+ w. Si multiplicamos por u en esta igualdad, tenemos que A tiene
que ser




Por tanto, definimos A como dicho nimero y definimos w = v — Au. Queda por
probar que, efectivamente, w €< u >". Para ello es suficiente con que g(w,u) =0
(Prop. xx). Pero es evidente que

=gvu) —Ag(u,u) = Vu_g(v,u) u,u) =
gw,u) =g(vu) —Ag(u,u) = g(v,u) g(uju)g(,) 0.

Extendemos el resultado anterior del siguiente modo

Teorema 2.2 Sea (V,g) un espacio no degenerado y U C V un subespacio vectorial.

Entonces
dim(U™t) = dim(V) — dim(U).

Demostracion. Supongamos que dim(U) =my sea U =< ey,...,e, >. Extendemos a
una base de V: B ={ey,...,em,em+1,...,€5 >y trabajamos en coordenadas respecto de
B. Sea A = Mp(g). Entonces

0
1 )
Ut = {xeR":X¥4¢;=0,1<i<m}={xeR":X¥A| : | =0,....X¥A L | =0
0 )
:0
= {xeR":apx1+...+anx, =0,...,a1mx1 + ...+ apmx, =0}
air ... Aim 0
= (xeR":¥ a.zl az'm = | :
o 0
anl ... Apm

Ya que g es no degenerada, el rango de A es n. Por tanto

ail ... Aaim
a1 ... Ap

rg . . = m.
apl ... Aanm

Esto implica que la dimensién de U+ es n—m.

Como consecuencia de este teorema y del hecho de que U C (U+)*, se tiene:

Corolario 2.3 Si U es un subespacio vectorial de un espacio métrico (V,g) no degenera-
do, entonces U = (U+)*.



Después del teorema 2.2, uno espera obtener V = U @ U~. Esto serfa asf si probamos
que UNU* = {0}. Pero ya hemos visto que esto no es cierto, incluso si la métrica es
no degenerada. Por ejemplo, para el espacio de Lorentz-Minkowski (R?,g;), si U =<
(1,1) >, entonces U+ = U, luego no puede darse R? = U @ U™ . Esto se debe a que
aunque (R?,g;) es no degenerado, la métrica inducida en U es degenerada. El resultado
satisfactorio nos lo da el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Sea un espacio métrico no degenerado (V,g) y U C V un subespacio vec-
torial. Son equivalente los siguientes enunciados:

1. V=UpU~

2. el subespacio U es no degenerado.

Como consecuencia, U es no degenerado si 'y sélo si U es no degenerado.

Demostracién. Supongamos que V = U @ U~. Para probar que U es no degenerado,
hay que ver que la métrica inducida en U es no degenerada, o dicho de otro modo, que
R(gjy) = {0}. Sea pues v € R(g|yy). Por un lado g(v,u) = 0 para todo u € U, por estar en
el radical. Por otro, g(v,w) = 0 para todo vector w € U*. Yaque V =U+U"+,sipeVy
p = u+w es su descomposicién como suma de un vector de U y otro de U, entonces

g(v,p) = g(vu)+g(v,w) =0+0=0.

Esto prueba que v € R(g), pero como g es no degenerada, R(g) = {0} y v =0, como se
queria probar.

Supongamos ahora que U es no degenerado. Para probar que V = U @ U, veamos que
UNU* = {0} y aplicar posteriormente el teorema 2.2. Si v € UNU", veamos que v €
R(g). Dado w € V, consideramos su descomposicién w = u + w,conueUyw € Ut
Entonces es inmediato que g(v,w) = g(v,u) + g(v,w’) = 0. Como R(g) = {0} ya que g es
no degenerada, entonces v = (0, como se queria probar.

La tltima parte del teorema es consecuencia de que (U+)+ = U.

Acabamos esta parte, extendiendo bases conjugadas, e intentando extender a nuestro con-
texto el resultado de espacios vectoriales que decia que dado un conjunto de vectores, se
podia extender (=afiadir vectores) hasta obtener una base del espacio vectorial.

Teorema 2.5 Sea un espacio métrico (V,g) y {ei,...,em} vectores linealmente indepen-
dientes tales que g(e;,e ) = 0;j€;, donde & =1 o —1. Entonces existe una base conjugada
de (V,g) que contiene a {ey,...,en}.



Demostracion. Por hipétesis, el subespacio U =< ey, ...,e,} es un subespacio no dege-
nerado y By = {ey,...,en,} es una base conjugada. Extendemos B, hasta conseguir una
base B de V. Entonces la expresion matricial de la métrica g respecto de B es

&1 *

Mp(g) = h . I :
m

x % k| Mp(g)
donde My (gw) yW =< B' >, con B'={ey+1,...,e,}. Se diagonaliza por congruencias.
Como la matriz de los g; estd formada por 1 y —1 (y no por 0), al diagonalizar, los primeros

m vectores no cambian. Por tanto, al hacer ceros, y obtener la base conjugada, se obtiene
una base de la forma {ey,...,en, €}, 1,...,€,}

3. Formas cuadraticas
Hay que una manera ‘equivalente’ de trabajar con métricas, y es con formas cuadréticas.

Definicion 3.1 Sea (V,g) un espacio métrico. Se llama forma cuadrdtica asociada a g a
la aplicacion
Oy V=R, Oo(u) =g(u,u).

Cuando se sobreentienda la métrica g, escribiremos simplemente ¢. Las siguientes pro-
piedades son inmediatas:

Proposicion 3.2 Si ¢ es la forma cuadrdtica de una métrica g, entonces

1. ¢(Au) = A%¢(u), 2 €R.

2. 9(0)=0

3. 0(utv)=¢(u)+o(v)+2g(u,v).

4. g(u,v) = (@ (u+v) — ¢(u) — ¢(v)) (forma polar de g).

La ultima propiedad anterior nos dice que la métrica g se conoce a partir de la forma
cuadréatica. Veamos esto con el siguiente ejemplo.



Sea V un espacio de dimensién n. Sabemos que una matriz simétrica A € S,(R) define
una métrica en V del siguiente modo': si B es una base, entonces g es la métrica cuya
expresion matricial Mp(g) es A, es decir, g(x,y) = x'Ay, cuando escribimos los vectores
de V en coordenadas respecto de la base B. Hallamos la forma cuadraticade g. Siu €V
tiene coordenadas x € R" respecto de B, es decir, u = ) x;e;, entonces

n n
O(u) =¢(x) =x'Ax = Z a;jXia;ijxXj = Zaiix,-2+22aijx,~xj.
ij=1 i=1 i<j

Por tanto, toda expresion polindmica de grado 2 y homogénea en sus variables, es decir,
no aparecen términos de grado 1 ni de grado 0, determina una forma cuadratica y también
una métrica. Asi, si consideramos en R3,

¢ (x) = x1x3 — 4xox3 + 5x3

entonces ¢ podemos escribirla como

0 0 3 X1
(])(x) == ( X1 X2 X3 ) 0 0 -2 X2
% -2 5 X3

0 0 3
Mp(g)=| 0 0 -2
1
12 5
y g N expresa como
1 1
g(x,y) = 5%1)3 + %Y1~ 2x2y3 — 2x3y2 + 5x3y3.

Todas las definiciones que hagamos para una métrica g se traslada a su forma cuadraticas.
Asi tenemos:

Definicion 3.3 Sea (V,g) un espacio métrico.

1. Si B es una base de 'V, se llama expresion matricial de ¢ respecto de B a Mg(¢) =
Mp(g).

2. Sedice que la forma cuadrdtica @q es no degenerada (resp. degenerada) si g es una
métrica no degenerada (resp. degenerada).

'En verdad, hay tantas métricas como bases, ya que cada base define una métrica diferente.

9



4. Clasificacion de métricas. El teorema de Sylvester

Recordemos que ya hemos clasificado, en cierto sentido, una métrica diciendo que es
no degenerada si su radical es trivial, y degenerada, en caso contrario. Esta clasificacion
divide a las métricas en dos tipos, o dicho de otro modo, dada una métrica g, o es no de-
generada, o es degenerada. Vamos a continuar con dar definiciones que, en cierto sentido,
clasifican las métricas.

Definicion 4.1 Sea (V,g) un espacio métrico. Se dice que g es:

1. semidefinida positiva si g(v) > 0 para todov € V.

2. semidefinida negativa si g(v,v) < 0 paratodov € V.

3. definida positiva si es semidefinida positiva'y g(v,v) =0 sii v=0.
4. definida negativa si es semidefinida negativa 'y g(v,v) = 0 sii v =0.
5

. indefinida si no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa.

Nota 4.2 Las definiciones anteriores se trasladan de manera natural a formas cuadrdti-
cas y a matrices simétricas.

El siguiente resultado es inmediato:
Proposicion 4.3 Sea (V,g) un espacio métricoy U C V un subespacio vectorial.

1. Si g es semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa), entonces gy es semide-
finida positiva (resp. semidefinida negativa).

2. Si g es definida positiva (resp. definida negativa), entonces gy es definida positiva
(resp. definida negativa).

Para mostrar algunos ejemplos, volvemos a considerar expresiones matriciales de métri-
cas. Sea V un espacio vectorial y B una base del mismo. Sabemos que para cada matriz
simétrica A € S,(R), existe una tnica métrica g tal que A = Mp(g). Tomamos una matriz
A sencilla, por ejemplo, que sea diagonal:

ajp 0 -+ 0

0 a 0
A= 2

0O O Aun



Entonces .
g(x,x) = Zaiixl-z.
i=1

Por tanto es evidente que g es:

1. semidefinida positiva sii a;; > 0 para todo i.
2. semidefinida negativa sii a;; < 0 para todo i.
3. definida positiva sii a;; > 0 para todo i.
4. definida negativa sii a;; < 0 para todo i.

5. indefinida si existen i, j tales que a;; <0 < aj;.

Es evidente que el hecho de que la expresion matricial sea diagonal ha sido clave para
distinguir la métrica. Por tanto, caben hacerse las siguientes preguntas:

1. (existe un método ‘facil’ para poder clasificar una métrica?
2. ;existe una base B tal que Mp(g) sea una matriz diagonal?

3. dada una matriz simétrica A € S,(R), ;es posible diagonalizarla por congruencias?

El objetivo ahora va a ser dar una respuesta a las anteriores preguntas. Anticipamos cudl
va a ser. Efectivamente, vamos a probar que existen tales bases, es decir, que toda matriz
simétrica se diagonaliza por congruencias. Pero es mas, y a la vista del ejemplo anterior,
vamos a probar, que cuando se diagonaliza dicha matriz (o dicha métrica, para cierta
base), el nimero de nimeros positivos, negativos y 0, en la diagonal es independiente de
la diagonalizacién que se haga, es decir, independiente de la base que se consiga. Este es
el llamado teorema de Sylvester.

Para la demostracion del teorema de Sylvester, hay que probar dos cosas. Primero, la
existencia de tales bases, o dicho de otro modo, que una matriz simétrica se puede dia-
gonalizar por congruencias. Por otro, la unidad de la cantidad de los nimeros positivos,
negativos y cero que va a haber en la diagonal principal de la matriz diagonal que se
consiga.

Para la primera parte, es decir, para la existencia, vamos a hacer dos demostraciones
diferentes. Ambas son constructivas, es decir, nos van a dar un método para hallar dicha
base. El primer método va a consistir en ir simplificando el problema, al ir reduciendo el
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orden de la matriz de la métrica. El segundo usard transformaciones elementales que ya
se emplearon en la definicion del rango de una matriz.

Antes de todo este proceso, podemos probar que el nimero de ceros es independiente de

la base, y como uno sospecha, corresponde con la dimension del radical de la métrica.

Teorema 4.4 Sea un espacio métrico (V,g). Si B es una base tal que la métrica diagona-
liza con B, es decir,

aj; 0 -+ 0
0 ap -~ 0

MB(g): . . . :
0 0 - ap

entonces el niimero de 0 en la diagonal principal coincide con la nulidad.

Demostracion. Hallamos el radical de g a partir de Mp(g). Sabemos que el radical, en
coordenadas respecto de B, es el niicleo de la matriz Mp(g). O dicho de otro modo, su
dimension, es n — rg(Mp(g)). Pero es evidente que dicho rango es el nimero de niimeros
no nulos de la diagonal principal, probando el resultado.

Lema 4.5 Sea un espacio métrico (V,g) y U C V un subespacio vectorial. Si V =U &
R(g), entonces gy es no degenerada.

Demostracion. Seau € U talque u € R (g‘U). Entonces u es ortogonal a todos los vectores
de U. Pero como también es ortogonal a todos los de R(g), entonces es ortogonal a todos
los de V, ya que V = U + R(g). Esto prueba que u € R(g). Pero como U NR(g) = {0},
entonces u = (), como se queria probar.

Una consecuencia del anterior resultado es la siguiente. Sea {ey, ..., e, } una base de R(g),
y ampliamos hasta una base de V: B = {ey,...,e,}. Llamamos U =< ey41,...,e5 >y
B'{ey+1,.-.,e,}. Entonces al hallar la expresién matricial Mp(g), tenemos

mate)= (o] &)

donde C es una matriz simétrica de orden n — m, concretamente, C = Mp/(g|yy). Por el
lema anterior, C es una matriz regular.

El reciproco es cierto en el siguiente sentido. Supongamos que B = {ey,...,e,} es una

base de V de manera que
00
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donde C es una matriz regular de orden n — m. Entonces sabemos que n(g) =n—rg(Mp(g)),
que aqui es n —m. Por tanto, la nulidad es m. También sabemos que el radical es el
nicleo de la matriz Mp(g), pero es evidente por la forma que tiene dicha matriz que
R(g) =< ey,...,ey >. Finalmente es evidente que U =< e, 1,...,e, > estd en suma
directa con R(g) y que la métrica inducida en U es no degenerada, ya que expresion
matricial respecto de la base anterior es C.

Teorema 4.6 (existencia: prueba 1) Sea (V,g) un espacio métrico. Entonces existe una
base donde la métrica diagonaliza.

Demostracion. Tomamos R(g) y un subespacio U que esté en suma directa con R(g).
El lema anterior nos dice que la métrica gy es no degenerada. Veamos que existe una
base de U donde diagonaliza la métrica g7, y por tanto, al juntar esta base con una base
de R(g) y del hecho de que V = R(g) @ U, se obtiene una base de V donde diagonaliza
la métrica g. O dicho de otro modo, basta probar el teorema para espacios métricos no
degenerados.

Tomamos un vector u; € U tal que g(uy,u;) # 0. Este vector existe, pues en caso contrario,
es decir, si para todo u € U, g(u,u) = 0, entonces para todo u,v € U, tenemos

0=g(utvu+v)=_guu)+gvv)+28(u,v) =0+0+2¢g(u,v),
es decir, g(u,v) =0, y la métrica gy seria nula, y asi, degenerada: contradiccion.

Una vez que tenemos ug, sabemos que U =< u; > & < uy >+ y que < ujg > es no
degenerado. Ahora hacemos el mismo argumento para < u; >, es decir, si llamamos
U, =< u; >+, entonces U, es no degenerado y existe uy € U, tal que g(uz,us) # 0. Es
evidente que g(uj,uy) = 0. De esta manera, hemos reducido el problema a un subespacio
de dimensién una menos que la que tenia U. Y asi hacemos sucesivamente, hasta finalizar
con un subespacio de dimension 1. Después de este proceso, hemos encontrado n vectores
B' ={uy,...,u,} con la siguientes propiedades:

1. B’ es una base: esto es consecuencia que cada nuevo vector que se toma estd en un
subespacio que estd en suma directa con el generador por los anteriores.

2. g(u;,u;) # 0, para todo i.

3. g(ui,uj) =0sii#0.
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Esto no es mas que decir que la expresion matricial de gy respecto de la base B es

diagonal, finalizando la demostracién?

Realizamos ahora la segunda demostracién. Como ya hemos comentado, si A = Mp(g),
tenemos que encontrar una matriz regular P tal que P’AP = D es una matriz diagonal. Di-
cha matriz P se escribird como producto de matrices elementales: P = E ... Ej. Entonces
D = (Ey)"...(E)'AE] ...E}. Lo que estamos haciendo a la matriz A cuando la multipli-
camos por la izquierda por (E;)" y por la derecha por E| es realizar una transformacién
elemental por filas, y luego la misma por columnas. De esta manera,

Si queremos diagonalizar po congruencias, toda operacion elemental que se
haga a la matriz A por filas, hay que hacer la misma por columnas.

Por tanto, la cuestion es: dada una matriz simétrica A ;existen transformaciones por filas,
y por columnas (las mismas) de manera que resulte una matriz diagonal? En tal caso,
decimos que A es diagonalizable por congruencias.

Nota 4.7 Obsérvese que diagonalizar por congruencias no es diagonalizar por semejan-
zas, a no ser que P' = P!, lo cual no es cierto en general. Ademds, diagonalizar por
semejanzas era lo mismo que diagonalizar endomorfismos, pero diagonalizar por con-
gruencias es ‘diagonalizar’ formas bilineales.

Teorema 4.8 (existencia: prueba 2) Sea (V,g) un espacio métrico. Entonces existe una
base donde la métrica diagonaliza.

Demostracion. Sea B una base cualquiera de V 'y A = Mp(g) la expresion matricial de g
respecto de una base B. Veamos que A diagonaliza por congruencias, y por tanto, la base
buscada B’ es la que satisface P = M(Iy,B’, B), donde P'AP es una matriz diagonal.

Podemos suponer que la matriz A es no nula, pues en caso contrario, no hay nada que

hacer (g = 0 y la matriz D = 0 para cualquier base).

1. Es posible tomar a1y # 0. Si a;; es cero, miramos en el resto de los elementos de la
diagonal principal.

2Uno podria hacer una demostracién mas formal, haciendo un argumento de induccién. Concretamente,
ya hemos visto que basta probar el resultado para espacios métricos no degenerados. Entonces la demostra-
cién se hace por induccion sobre la dimension del espacio vectorial. Para n = 1, es evidente. Si suponemos
cierto para n — 1, lo probamos para n. Dado el espacio vectorial U, y con la notacién de la demostracion,
tomamos el vector u; y luego el subespacio U,. Ya que U, es no degenerado y tiene dimensién n — 1,
aplicamos induccién sobre U,, obteniendo el resultado.
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a) Caso 1. Supongamos que existe un a;; # 0. Para simplificar, suponemos que
es apy. Vamos a poner ap; en el lugar (1,1) mediante transformaciones ele-
mentales por congruencias. Sea b = ay;. Para ello, hacemos Fi;, y luego Cy»:

Oa%ab%ba
a b 0 a a 0 /)°

b) Caso que todos los a;; = 0. Sea a;; # 0. Entonces tenemos una submatriz 2 x 2
del tipo ( 2 g ) Sumamos a la primera fila, la segunda, y lo mismo para

las columnas, es decir, hacemos Fi2(1) y luego Ci2(1):

0 a FLUQ a a CLU)) 2a a
a 0 a 0 a 0 )°

2. Una vez que tenemos a1 # 0, usamos este valor como pivote, y hacemos cero en
la primera fila y columna, de la manera habitual, pero haciendo las mismas opera-
ciones con las columnas.

3. Ahora pasamos a la matriz de orden uno menos que la anterior, que consiste en
quitar la primera fila y la primera columna, y repetir el proceso.

Tanto para el cédlculo del rango de una matriz, como para diagonalizar por congruencias,
es bueno tener como pivote el nimero 1. Para ello hay hacer operaciones del tipo F;(1).
Ahora, como hay que hacer la operacién tanto por fila que por columna, no basta con
dividir por a;;. Lo vemos en los dos siguientes ejemplos significativos. Supongamos que

tenemos | ¢ b
b ¢ )’

1. Caso a > 0. Hacemos Fj(1v/a) y luego C|(1/+/a):
a b\rana (va L \aoya (17
b ¢ b ¢ \% c |

2. Caso a < 0. Hacemos F(11/—a) y luego C(1/v/—a):

(a b)F1(ﬂ>ja)<_v_a l: )Cl(ﬂ}ja)< _bl 2 )

%
3

b c b

9
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Como consecuencia de la demostracion, la matriz P que se busca es la obtenida a partir
de la matriz identidad I,, mediante las operaciones elementales. Concretamente, sabemos

que
P =(E) ...(E\)'l,, P=1LE,...E.

Por tanto,

La matriz P es:

1. la que resulta de hacer a la matriz identidad I, las mismas operaciones
elementales por columnas, o,

2. la matriz traspuesta que resulta de hacer a la matriz identidad I, las
mismas operaciones elementales por filas.

Sea B={ej,...,e,} una base donde diagonaliza la métrica. Después de una reordenacion
de los elementos de la base, colocamos en primer lugar aquellos que pertenecen al radical,
luego aquéllos que g(e;, e;) > 0y finalmente los que satisface g(e;, e;) < 0. Antes de probar
la unicidad, cambiamos la base por otra, de manera que los elementos de la diagonal sea
0, 1y —1. Para ello, basta con:

1. Sig(ei,e;) =0, se deja el mismo vector.
2. Si g(ei,ei) > 0, se cambia e; por e;/+/g(ei, e;).
3. Sig(ei,ei) <0, se cambia e; por e;/+/—g(e;,e;).

Observemos que este cambio de base por otra no cambia el nimero de elementos positivos

y elementos negativos de la diagonal principal, sino que aquél que era positivo se cambia
por 1y el que era negativo, por —1.

Definicion 4.9 Una base conjugada o base ortonormal B en un espacio métrico es una
base donde Mg(g) es una matriz diagonal y los elementos de la diagonal principal son 0,
1,0 —1.

O dicho de otra manera, una base tal que g(e;,e;) es 0,10 —1,y g(e;,e;) =0sii# j.

Como consecuencia del teorema de existencia anterior, tenemos:

Corolario 4.10 Todo espacio vectorial métrico tiene bases conjugadas.
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Finalmente, probamos que para una base conjugada, el nimero de 0, 1 y —1 es invariante,
independientemente de la base conjugada que se tome en (V, g).

Teorema 4.11 (unicidad) Sea (V,g) un espacio vectorial métrico. Entonces el niimero
de 0, 1 y —1 de la diagonal principal de cualquier expresion matricial de g respecto de
una base conjugada, es independiente de la base conjugada que se tome en (V,g).

Demostracion. Ya hemos probado que el nimero de 0 corresponde con la nulidad de la
métrica, que es un invariante. Por tanto, podemos suponer desde un principio que el espa-
cio es no degenerado. La demostracion es por reduccion al absurdo. Sean B = {ey,...,e,}
y {vi,...,vn} dos bases conjugas, ordenadas para que los primeros elementos de la expre-
sion matricial sean 1 y los dltimos —1. Supongamos que el nimero de 1 correspondiente
alabase B es k 'y para B’ es m con m > k. Tomos los subespacios vectoriales:

U=<el,...,ep >, W =< ean,...,e:l > .
Veamos que U NW = {0}. Efectivamente, si v € U N W, entonces
k n
V= Zaiei = Z b,-ei.
i=1 i=m+1
No es dificil darse cuenta que
. 2 )
g(v,v) = Zai = - Z bj.
i=1 i=m+1
Esto implica que a@; = 0y b; = 0 para todo i, luego v = 0.
Usamos ahora
dim(U+W) =dim(U)+dim(W) —dim(UNW) =k+ (n—m).

Por un lado dim(U + W) < dim(V') = n. Por otro, como m > k, tenemos dim(U +W) =
k+ (n—m) < k+ (n— k) = n. Esta contradiccién prueba el resultado.

Una vez probado los teoremas 4.6, 4.8 y 4.11, resumimos todo los anterior en el el teorema
de Sylvester.

Teorema 4.12 (Sylvester) En todo espacio vectorial métrico existen bases conjugadas.
Ademas, el niimero de 0, 1 y —1 de la diagonal principal de cualquier expresion matricial
de g respecto de una base conjugada, es independiente de la base conjugada que se tome
en (V,g).
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Recordemos que un enunciado andlogo lo podemos hacer para formas cuadraticas y ma-
trices simétricas. Asi tenemos:

Corolario 4.13 Sea A € S,(R) una matriz simétrica. Entonces existe una matriz regular
P tal que

P'AP = - = I

-1

Ademds, el niimero de cero p, el niimero de 1, k, y el niimeros de —1, m, es independiente
de la matriz regular P que diagonalice por congruencias la matriz A.

Del teorema de Sylvester, podemos dar ahora la siguiente definicion.

Definicion 4.14 Sea (V,g) un espacio métrico. Se llama:

1. signatura de g a 6(g) = (k,m), donde k y m es el niimero de 1 'y —1, respectiva-
mente, obtenidos de una base conjugada.

2. indice de g al niimero de —1.

Por tanto:

1. rg(g) =k+m.
2. n(g) +rg(g) =n(g) +k+m=dim(V).
3. si se conoce la signatura, se conoce la nulidad y el rango.

4. si se conoce la nulidad, se conoce el rango.
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Corolario 4.15 Sean A,C € S, (R). Entonces A y C son congruentes si y solo si tienen la
misma signatura.

Corolario 4.16 Sea un espacio métrico (V,g) de dimension n. Sea o(g) = (k,m).

1. La métrica es definida positiva sii 6(g) = (n,0).

La métrica es definida negativa sii 6(g) = (0,n).

La métrica es semidefinida positiva sii 6(g) = (k,0).
La métrica es definida negativa sii (g) = (0,m).

La métrica es no degenerada sii k+m = n.

SO N

La métrica es no degenerada sii k+m < n.

Sabemos que la ecuacién Y7 a;x? = 0 tiene solucién trivial si y sélo si todos los a; son
positivos, o todos los a; son negativos. Por tanto:

Corolario 4.17 Sea una forma cuadrdtica ¢ en R" y consideramos la ecuacion ¢ (x) = 0.
Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. La unica solucion es la trivial.

2. ¢ es definida positiva o definida negativa.

3. 0(¢) = (n,0) 0 6(9) = (0,n).

Una consecuencia del teorema de Sylvester, es el siguiente resultado que se usa en cdlculo
para saber si una matriz cuadrada y simétrica es definida positiva o definida negativa.

Teorema 4.18 Sea (V,g) un espacio métrico y A = Mp(g) para una base de B de V.
Llamamos Aj; la submatriz que resulta de tomar en A las primera i filas y las primeras i
columnas. Si denotamos por |A;;| su determinantes, tenemos:

1. La métrica g es definida positiva sii |A;;| > 0 para todo i.

2. La métrica g es definida negativa sii (—1)"|A;| > 0 para todo i .
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Demostracion. Hacemos la demostracion para el primer apartado (el otro es analogo).
Supongamos que g es definida positiva. Ya que todo subespacio vectorial de un espacio
métrico definido positivo es definido positivo, cada subespacio U; =< B; >=<ejq,...,e; >
es definido positivo, donde B = {ey, ..., e,}. Por otro lado, el determinante de Mg, (gy;,)
que coincide con |A;;| es positivo porque esta matriz es congruente a la matriz identidad,
luego es positivo.

El reciproco se hace por induccion sobre la dimension del espacio vectorial. El caso
n =1 es evidente ya que Mp(g) es una matriz 1 x 1, es diagonal, y por tanto, al tener
determinante positivo, su signatura es 6(g) = (1,0). Supongamos cierto paran — 1 y sea
dim(V') = n. Con la notacion del apartado anterior, la expresion matricial Mp, (g| U, , €S
la matriz A, ,—1. Por hipdtesis de induccion, gy, , es definida positiva. Por el teorema

de Sylvester, existe una base conjugada {vy,...,v,_1}. Como estos vectores son de U,,_1,
entonces B’ = {vy,...,v,_1,e,} s una base de V y la expresién matricial de g en dicha
base es
1 aln
Mp(g) =
1 an—1,n
an1 ... App—1 nn

Tenemos ahora dos maneras diferentes para acabar la demostracién (de forma andloga al
teorema de Sylvester).

1. Sea sabe que g es no degenerada pues el determinante de A no es cero. Como
gy tampoco es degenerada, V =U ©U L. Si Ut =< v, >, entonces el conjunto

B" ={vi,...,vy_1,v,} esbase y
1 0
Mg (g) = | |
(8) 10 (D
0 ... 0 4

con A =g(v,—1,v,—1). Luego B” es una base donde diagonaliza la métrica. Ademds,
el signo del determinante de esta matriz es el mismo que |A|, por ser congruentes,
en particular, es positivo. Pero |Mpr(g)| = A, luego A > 0y asi, lo(g) = (n,0), es
decir, g es definida positiva.

2. Diagonalizamos por congruencias la matriz Mg (g). Para ello hacemos ceros en la
tltima fila, haciendo transformaciones elementales del tipo F;1 (—an,1), - - -, Fan—1(—ann—1),
y luego las mismas pero por columnas. Al final nos queda una matriz del tipo (1), y
el argumento finaliza del mismo modo que en el apartado anterior.
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Corolario 4.19 Si (V,g) es un espacio vectorial métrico y A = Mg(g) para cierta ba-
se, entonces si g es definida positiva (resp. definida negativa), entonces |A| > 0 (resp.
(—1)"A] > 0).

Mostramos un ejemplo de como se calcula dicha base con los dos métodos.

Ejemplo 4.20 (método 1) Consideramos en R> una métrica cuya expresion matricial
respecto de la base usual es

1 2 3
A= 2 0 -2
3 =2 =7

El primer paso es hallar el radical de la métrica. Ya que el rango de A es 2, la nulidad de
g es 1. Entonces

R(g)={x:Ax=0}={(x,y,2) : x+2y+3z=0,x—z=0} =< (1,-2,1) >.

Hallamos un subespacio en suma directa con R(g). Para ello ampliamos a una base de

R3 y tomamos el subespacio generado por los dos iiltimos vectores. Por utilidad posterior,
ampliamos con los elementos de la base usual, por ejemplo, B={(1,—2,1),(1,0,0),(0,1,0)}
ysea U =< ey,ey >. Sabemos que U es no degenerado y la expresion de la métrica res-
tringida a U respecto de la base B' = {ey,e,} es

1 2
2 0 )
Buscamos un vector uy € U tal que g(uy,u;) # 0. Para no complicarse, tomamos un

vector de la base (si la hubiera) cuyo elemento (i,i) en la matriz no es cero. En este caso
nos basta tomar u; = ey = (1,0,0). Sabemos que g(uy,u;) = 1.

El segundo paso es hallar < uy >. Recordemos que esto se hace en el espacio métrico
(U,8|y)- Como uy € U, entonces se escribe uy = xe1 +yez = (x,y,0). Ya que g(ua,u1) =0,

entonces 9
1
oz 5) ()=

es decir, x+2y = 0. Por tanto, x = =2y y uy = y(—2,1). Luego tomamos up = (—2,1)p =
(=2,1,0). Calculamos g(uz,uz):

()

3La principal dificultad con este método es encontrar dicho vector
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Por tanto la base B" = {(1,—2,1),(1,0,0),(—2,1,0)} diagonaliza la métrica con
00 O
Mp(g)=| 01 o0
0 0 —4

Esto nos dice que la nulidad es 1, la signatura es (1,1), el rango es 2 y el indice es
1. Hallamos una base conjugada dividiendo por \/+g(u;,u;), segiin el caso. Sélo hay
que hacer para el tercer vector. Como g(up,up) = —4, dividimos por 2. Por tanto una
base conjugada es B" = {(1,-2,1),(1,0,0),(—1,1/2,0)} y la expresion matricial de la
métrica es

00 0
Mgn(g)=| 0 1 0
00 —1

Ejemplo 4.21 (método 2) Consideramos la matriz

1 2 3
A= 2 0 =2
3 =2 -7

Como tenemos un pivote en el lugar (1, 1), hacemos ceros en la primera columna y fila.

12 3, - 1 2 3
A = 2 0 —2 | 0 —4 -8
2 7 0 -8 —16
c ),C Fi(—2) ! 0 0
21 31 32_> 0 _4 —8
—8 —16 0 0 0
() 0 0
2(=2) 0 —4 0
0 00

Hallamos la base donde diagonaliza. Tomamos la matriz identidad y hacemos las mismas
operaciones por columnas:

100Y, e 1 3 . - 1 -2 1

L = 01 0 |2 0 o] 270 1 =2
0 0 1 0 1 0 0 1
(=2,1,0),(1,-2,1)} con

-2
1
0
Por tanto la base donde diagonaliza es B' = {(1,0,0), (—
1 00
MB/ (g) = O —4 0
0 00
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Cambiamos ahora la base por B' = {(1,0,0),(—1,1/2,0),(1,-2,1)}, que es conjugada,
y la matriz ahora es

1 00
MB//(g): 0 -1 0
0 00

Entonces R(g) =< (1,—2,1) >, y se obtiene el mismo resultado que en el método anterior.
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