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EXAMEN PARCIAL (SOLUCIONES)

Calculo, Grupo D. 30 Noviembre 2015

(2 pts) Halla para qué valores de x se verifica la siguiente inecuacion

z® > |dx||lz — 1].

Para resolver la inecuacion, se debe desarrollar el valor absoluto que apa-
rece en el lado derecho mediante la definicion del mismo. Observa que me-
diante las propiedades del valor absoluto vistas en clase y hallando las raices
de 4z(z — 1) -expresion factorizada-, sabemos que

—dx(z —1), sizel0,1],

[elle - 1] = [a(z - 1)] = {493(:,;_ D, sieg[01)

Por tanto, en el caso que = € [0, 1], sabemos que resolver inecuacion dada
es equivalente a resolver z* > —4x(x — 1). Podemos cancelar un factor z de
ambos miembros teniendo en cuenta que si x = 0, entonces ambas expresiones
son iguales y por tanto 0 no es solucion de la inecuacion. De esta forma se
debe estudiar la expresion 22 > —4(z—1), que es equivalente a x*+4x—4 > 0.
Finalmente, al hallar las raices del polinomio de segundo grado subyacente,
observando que —242v/2 < 1, se obtiene que si —2+2v/2 < z < 1, entonces
se verifica la inecuacion.

Por otro lado, en el caso en que = ¢ [0,1], de manera analoga al caso
anterior, debemos estudiar la inecuacion z® > 4x(x —1). Al cancelar el factor
x, se debe dar cuenta de que en el subcaso x > 0, se llega a la expresion
12 > —4(x —1), equivalente a (z —2)? > 0; mientras que si x < 0, obtenemos
la expresion 22 < —4(z—1), equivalente a (z—2)? < 0. En el primer subcaso,
es claro que la inecuacion se verifica en el caso que = > 1 salvo en z = 2;
mientras que en el segundo subcaso nunca se satisface la inecuacion.

Por tanto la inecuacién planteada se verifica en el conjunto

| — 24 2v2, 1UJ1, +00[\{2} =] — 2 4+ 22, +o0[\{2}.

(1,5 pts) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la funcion f en el punto
xo = 1, siendo
f(z) = 2sen (arctan z?) .

Basta recordar la ecuacion de la recta tangente a una funcién en un punto
Lo

r(z) = f(xo) + f'(20)(x — x0).
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Con lo cual, se debe evaluar la funciéon fy [’ en 2y = 1, las cuales existen y
son continuas. Para hacer este calculo correctamente, es interesante recordar
las propiedades béasicas de las funciones trigonométricas béasicas.

f(1) = 2sen (arctan 1) = 2sen (%) = 2? = V2.

Por otro lado, aplicando adecuadamente la regla de la cadena

2w, f'(1) =2

1
'(x) = 2cos (arctan 2
Por tanto, sustituyendo los datos obtenidos, se tiene que

r(r) = V2 +V2(x — 1) = V2.

Ejercicio 3 (2,5 pts) Describe la imagen de la funcion
g(z) =log (z* — 2z + >+ 1) .

= Ademas, calcula

i 2
lim
zo+o00 2 4+ 1

log (:172 —2r 4 e+ 1);

= Comprueba que existe al menos una soluciéon de la ecuacion
2

241

Ayuda: Puedes utilizar los dos apartados anteriores.

log(x2—2m+62—|—1):1.

Solucién
En primer lugar, se puede comprobar facilmente que el polinomio x? —
2z + e + 1 no tiene raices, con lo cual 22 — 2x +¢e? + 1 > 0 y la funcién g
estd bien definida en R.
Para hallar la imagen de g, estudiamos la monotonia de g, o lo que es lo

mismo estudiar el signo de la funcion derivada. Hallamos la funcion derivada
/

g
20 — 2
72 —2r+e2+1
Teniendo en cuenta que 2% — 2z + €2 + 1 > 0, el signo de ¢'(z) es el
mismo que 2z — 2. Ahora, podemos decir que ¢ es estrictamente decreciente
en | — oo, 1], estrictamente creciente en |1, 400 y tiene un minimo en x = 1.
Por otro lado, es facil comprobar que

g'(x) =

lim g(z) =400 ¥y EIE] g(z) = +o0.

T—r-+00

Asi pues, como consecuencia del Teorema del Valor Intermedio, se sabe
que

) = |ot0) tin_g(o)| U a1, tim_g(o)| = 2 +ox]

T——00 T—>—+00



Es claro que, mediante la escala de infinitos,

lim
zo4o00 2 4+ 1

log(m2—2x+62+1) =0.
Por ltimo, introducimos la funcién

2
h(x) =
(@) ?2+1
funcién que esta bien definida en R.
Aprovechando lo visto en los apartados anteriores se sabe que

log(x2—2x+e2+1)—l,

log (z* =2z +e*+1) —1=—1,

por tanto se puede aplicar tranquilamente el Teorema de Bolzano para ase-
gurar que existe un ¢ € [1,4+o00] tal que h(c) = 0. Esto garantiza que existe,
al menos, una solucién a la ecuacion dada.

Ejercicio 4 (2 pts) Calcula el siguiente limite

sen x

, X r—tanx
lim .
z—0 \tan x

Solucién
Este ejercicio se puede enfocar de varias formas distintas. Una de ellas es
empleando la siguiente transormacion

z—tanx _senx

tanz [ tanx zftanz:l
T — tanx r—tanx
1+ — ;
tanx

cuya base sabemos que tiende al nimero e. Por consiguiente, podemos estu-
diar el limite del exponente.

sen x

, X r—tanx ,
lim = lim

z—0 \tan x z—0

, x —tanx senzx ., senx 3
(0.1) lim = lim = lim cosx = 1,
=0 tanx x —tanx =z—0tanx  z—0

para llegar a

sen &

Hm( v ) N T ar s
z—0 \tan x

Sino se ataca el limite desde este punto de vista, se puede aplicar la famosa
regla del numero e y el ejercicio, de nuevo, se limita a resolver el limite (0.1),
obteniendo, evidentemente, el mismo resultado.
Ejercicio 5 (2 pts) Sea f(z) =e®
= Halla, si existen, £ (0), " (0), £ (0) y f(0) para un cierto n € N;

= Halla el polinomio de Taylor de grado 3 en 0 de f(x);



= Halla el polinomio de Taylor de grado 6 en 0 de g(z) = e 2" — 1.

Solucién
En primer lugar, hallaremos la sucesivas derivadas de la funciéon f, las
cuales existen y hemos visto, y repetido, que son continuas

f/(l’) _ _e—:p; f"(a:) _ e—m; fm(J?) _ _e—x; f(n) (l‘) — (—l)neix,
o lo que es lo mismo, la derivada de orden impar es la funcién opuesta a
f(x), —f(x); y la derivada de orden par es la propia funciéon f(x).

Si evaluamos dichas derivadas en 0, se obtiene que

Fo)=-1 f0)=1 f"0)=-1 [f"@)=(-1)",
con lo cual el polinomio de Taylor de grado 3 centrado en 0 de f(z),
notando que f(0) =1 es

1 1 1 1
PS(»’U):1_954‘51’2—5953:1—%4—5:62—6353.

Aunque se puede hacer de forma explicita, para hallar el polinomio de
Taylor de grado 6 centrado en 0 de g(z) = f(—22%)—1, podemos hallar de
manera analoga las derivadas sucesivas de g empleando convenientemente
la regla de la cadena

g(z) = —daf(=22%); g¢"(x) = 162%™ f"(=22%) — Af'(~227);
g"(x) = —642° f""(—227) + 48z f"(—227);
gW(x) = 2562 f@(—222) — 38422 f"(—22%) + 48 f"(—22?),
y en general
g = ahy () + CfW (=227 y g® = zhy(x) + O (=227,
donde h; y hy son polinomios de grado 2n — 2 y 2n — 1 respectivamente.
Con lo cual, tomando ¢, no es complicado ver que
g® = hy(x)x — 192" (=22%) v ¢'9 = ho(2)x — 192" (—22%)
Si evaluamos todas estas expresiones, se obtiene facilmente que
9(0)=0; ¢'(0)=0, ¢"(0)=-4f(0)=—4; g¢"(0)=0;
gW(0) =48f"(0) =48; ¢® =0; ¢ =-192.
De esta forma podemos llegar a que

- 4 , 48 , 192 6 9 4 4



