CALCULO DE PROBABILIDADES II Grado en Estadistica

TEMA 4

ALGUNOS MODELOS DE DISTRIBUCIONES
DE PROBABILIDAD MULTIDIMENSIONALES

Distribucion multinomial

La distribucién multinomial es una distribucién discreta multivariante y, como su nombre indica,
es una generalizacién de la distribucién binomial cuando el experimento aleatorio considerado
no tiene sélo dos resultados posibles, éxito o fracaso, sino tres o mas.

Modelo probabilistico
Consideremos un experimento aleatorio con k + 1 posibles resultados o sucesos Ay, As, - -+ Axy1
exhaustivos y mutuamente excluyentes, es decir, constituyen una particién del espacio muestral

k+1

Udi=a  AnA; =0 vi#j
i=1
Si denotamos por pi, po,- -+ , pre1 las probabilidades de los diferentes sucesos, es decir

se verifica que

Zpi = ZP(A» =P (U AZ) =P(Q) =1

y, de aqui

k
Prt1 =1 — Zpi-
i=1

Supongamos que realizamos n repeticiones independientes del experimento en las mismas con-

diciones y, por tanto, las probabilidades p; = P(4;), i = 1,2,--- , k+1 se mantienen constantes
en las n repeticiones.

Si consideramos x1, 9, - - - , T} enteros no negativos tales que x; + x9 + - - -z < n, entonces la
probabilidad de que en n repeticiones del experimento ocurra exactamente x; veces el suceso
Ay i=1,2,---  ky, por tanto xp 1 =n — (1 + T2 + - - - ) veces el suceso Agi; es

n! b k
L | k |pgflp§2 ept (L= Zpi)nfz’:lxi-
zyla! ol (n = D00 @) —

Si consideramos ahora k + 1 variables aleatorias que representan X;= Numero de veces que

ocurre el suceso A; en las n repeticiones del experimento, i = 1,2,--- k4 1 (claramente X},
k

estd completamente determinada a partir de las anteriores ya que X1 =n — Z X;) entonces
i=1
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k n—ZfL’Z‘ xizovlv'”ana

n! P, - — k
A ) Sai<n
=1
z1lxo! . . ! n—Z:ci ! i=1
= i=1
0 en otro caso

Definicion
Una variable aleatoria k-dimensional X = (Xj, X, -, Xj) se dice que sigue una distribucién
multinomial de pardmetros n y pi,ps2,- -, pr si su funcién masa de probabilidad viene dada
por la expresion anterior y se denotard por X ~ M (n;p1,pa, -, Pk)-

Se puede probar facilmente que es una funcién masa de probabilidad. En efecto son cantidades
positivas y su suma en los posibles valores de z1, x5, -+ , x) €s

k n
(oomrone (1-50))
=1

Funcién generatriz de momentos

_ t1 X1+t Xo+- 4+t X
My (t1,to, -+, t) = E [en 142X Bk
k
n | k n— sz
= ) chmthnieha = pypsE .ot (1= ) ) il
1,29, , =0 ' | | | =1
z1+xo+-Frp<n r1:X9: ... T | N — Z T; |:
i=1
k
n | k n— sz
o n: ( etl)xl( etz)xz ( etk)xk(l —_ )=l
= % b1 b2 - \Pk b
1,29, =0 ' | ' | =1
zytao+-Hxp<n 1:L2: ... Tk | M — Z xT; |-
=1

i=1

k n
= (ple“ + poe’® + - 4 pre™ + (1 —Zm)) Vi, tg, -t € R.
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Distribuciones marginales

La funcién generatriz de momentos de cada componente X; se puede obtener como

MXz(tl) = MX(07 e 707ti7 07 o a0> = (pieti + (]- _pz))n

de donde se deduce que X; ~ B(n,p;), i = 1,2,--- ,k y, por tanto E[X;] = np; y Var[X;] =

npi(1 —p;).

De igual forma se prueba que la distribucién de cualquier subvector (X,,,, X,,, - -

€s M(”;pnmpnw e 7pnj)'
Vector de medias y matriz de covarianzas

Calculemos Cov(X;, X;) = EX; X, — EX;EX

O?Mx (ty, - ,ty)
EX, X = A
! ot;0t

(tl)"' 7tk):(07"' 70)

k n—2
Sy (pletl et (1 ) Zm)) Pips € =) =

i=1

y de aqui

Cov(X;, X;) = n(n — V)p;p; — n’pip; = —npip;

Por tanto el vector de medias y la matriz de covarianzas vienen dados por

EX = (np17 npa, - -- 7npk)

npi(l—p1)  —npipa -0 —npipk
—npipe npa(l—p2) - —npapy
Yx = ) ) ) .
—NP1Pk —NPaPi o npe(l = pg)

Distribuciones condicionadas

X1, Xo, o Xnl|(Xngr, - Xi) = (Thgrs -, 2n)

k
) y4! P2 Pn
NM(”_'in’l_zk oy v"'71_Zk

imha Pi L= 2 i py1 Di

y, en particular

i=h+1Pi

, Xny), J <k

)
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Regresion y correlaciéon

Limitandonos al estudio de la regresiéon bidimensional, la curva de regresiéon de X; sobre
Xj7 Z7j:1727 7k7 i#jes

Pi
i = E[Xi|X; = 25] = (n — 25) 5

—Pj

que coincide con la correspondiente recta de regresion. El coeficiente de correlacion entre dos

componentes cualesquiera X;, X;, 4,j=1,2,---,k, i# jes

1/2
oy = — np;p; _ { DiD; ]
T Vnpi(1 = po)np; (1 — py) (1 =pi)(1 = py)

Propiedad reproductiva

La distribuciéon multinomial es reproductiva respecto al parametro n. En efecto, sean X e Y
dos vectores aleatorios independientes distribuidos segiin dos distribuciones multinomiales

X:(XlaX%'" 7Xk)/NM(naplap2a"' 7pk)
Y:(YI;}/%"' 7Yk)/NM(m7p17p27"' 7pk:)
entonces el vector aleatorio Z = X + Y se distribuye segtin una M (n +m, p1,pa, -+, Pr).-

Demostracion.- Calculemos la funciéon generatriz de momentos de Z = X + Y, que, por la
independencia sera el producto de las funciones generatrices de momentos de X e Y

Mz(t1,ta, -+ tk) = Mx (1,80, -, t)My (81, t2, -+, )

k n+m
= (plet1 + poe’ + -+ pre’ + <1 - Zp’)>

i=1

y, por la unicidad de la funcién generatriz de momentos, se deduce el resultado deseado.
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Distribucion normal bidimensional

Es la generalizacién bidimensional de la normal unidimensional

1 2 2
X ~N(p,0%) & f(r)= 5 e~ @ m/27 2 e R (€ R,0 > 0)
o\ 2m

Funcion de densidad

Un vector aleatorio (X, Y') de tipo continuo tiene distribucién normal bidimensional si su funcién

de densidad es

fla,y) = 2W0102hexp {_2(1 i = [(x ;IMI)Z + <y ;2M2>2 P (m ;1“1) (y ;Zﬂz)] }

conz,y € Ry p,pus €R, 01,00 >0, -1 <p<1

Probemos que es funcion de densidad para lo cual
1. f(z,y) > 0 (evidente)

2. [ [ f(z,y)dedy =1

! exp{—@_my} ! expq — g {x—u —pﬂ(y—u)r
210y 203 2wo14/1 — p? 203(1 — p?) ' 02 ’

De aqui es inmediato que [ [ f(z,y)dzdy = 1.

Marginales
X ~ N (i, 0?) Y ~ N(pa, 03)
Condidionadas

g
XY =y~ N+ pg—;(y — pi2), 01 (1 = p*))
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o
YIX =y~ N(u2 + pg—f(rc — ), 03(1 = p?))

Regresion y correlacién

Curvas de regresion

o
v = BIX)Y = y) = m+p(y = )
02
y=EY|X =a] = pp + /)0—1(1’ — 1)
que coinciden con las rectas de regresién y los ECM asociados son

ECM(X/Y) = E[Var[X|Y]] = 02(1 — p?)

ECM(Y/X) = E[Var[Y|X]] = 03(1 — p?)

Ademés
7752//)( = 77?(/)/ = ch,Y = P2

Identificaciéon de coeficientes. Vector de medias y matriz de covarianzas

A partir de las distribuciones marginales se deduce que

EX =, EY =puy, VarX =03, Vary = o)
Por otra parte
02

01
YX)y =P —> Vy/x =P
02 01

y de aqui

Pxy =P, Pxy =p

Por tanto, el vector de medias y la matriz de covarianzas son

p= (pu, p2)
Y ( 0-% p0-120-2 )
PO102 0y
Observemos que la matriz de covarianzas es no singular (p? # 1) y semidefinida positiva.

Se tiene que
Independencia < Incorrelaciéon < > Diagonal

La segunda equivalencia es evidente y la primera es debido a que

p=0 & f(z,y) = fi(z)fa(y)
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Nota: Independencia < Incorrelacion se verifica si (X, Y') tiene distribucién normal; no es valido
si cada variable tiene distribucién normal unidimensional pero la conjunta no.

Expresion matricial de la funcién de densidad

Se puede probar que la funcién de densidad de la distribuciéon normal bidimensional se puede
escribir como

flz) = Wexp {—%(x — )z — M)T}

con x = (x1,22), pp = (p1, p2) ¥
Y O'% PO102
poioy O3
y la notacién es X ~ Na(p, X)

Extension: Distribucién normal multidimensional

Un vector aleatorio X = (X, Xo, ..., X,,) se dice que tiene distribucién normal n-dimensional,
y se nota X ~ N, (u,X) si su funcién de densidad es

1) = Grrgaee |~y - wE e - |

Funcién generatriz de momentos

o0 +o00
Mxy(t1, t5) = E [e"*+2Y] = / / e TRV f (3 ) dady =

oo e too “+o0
= /_ /_ "2V £, (y) f(x/y)dady = /_ etwfz(y)/_ o1 (2 Jy)dady =

[e.9] [e.9]

+o0

Feo 2 201 _ 2
= / e fo(y) My =y (t)dy = / e f>(y)exp {tl (ul + pz—;(y - Mz)) + —tlal(; 4 >}dy

—00 —0o0

o t20'2 1 a2 —+00 o
exp {tlul - tlpa—;,ug + #} / exp {y (tz + tlpa_;) } fo(y)dy =
o t202(1 — p? o
exp {tlm — tlp—l,uz + M} My <t2 + 751;0—1> =
0'2 2 0’2

o t202(1 — p? o (ta + t1p2)%03
= exp {tl,ul — tlpg—;m + #} exp {,ug <t2 + tlpg—;> + 5 2 =
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o t202(1 — p? o1 1202 120202 tibaporo
=exp i — p_ltl,UQ —+ M + oty + tl,UQ,O_l + 272 1P 01 +9 11200102 _
02 2 09 2 2 2
t20? 4+ t202 + 2ptitho0 5t T
:exp{tlu1+t2M2+ 1¥1 2 22 pl 20102 :exp tMT+T ’ t:(tl7t2)

Combinaciones lineales de las componentes de un vector normal bidimensional

pPO102 g5

0'2 g10
X = (leXQ) NN? (:u = (M1>M2)72X1,X2 = ( ! P 12 2 )>

y sea Aay, (¢ < 2) de rango méximo ¢. Entonces

Y = XA (g-dimensional) ~ N,(pA, ATSA)
Dem.- Sea t € R?

My(t) = E [etyﬂ —E [e“AT)XT} — My (tAT) =

= exp {(tAT)uT N (tAT)ZQ(t AT)T} — exp {t(uA)T - —t(ATiA)tT}

y dado que A es de rango méximo, |ATXA| # 0 se deduce

Y = XA~ N, (pA, ATSA)
NOTA.- X Ayyo = (a11 X1 + a12X5, a21 X1 + a2 X3) con lo que cualquier vector (bidimensional)
cuyas componentes sean combinaciones lineales de X; y X5, de forma que la matriz A que

define tales combinaciones sea no singular, tiene distribucién normal bidimensional.

Corolario.- Cualquier combinacién lineal de las componentes de un vector normal bidimensio-
nal tiene distribuciéon normal unidimensional.

0'2 g10
X = (leXQ) NN? (:u = (M1>M2)72X1,X2 = ( ! P 12 2 )>

pPO102 g5

2
_ a ~ a o1 po102 o1
a1X1+a2X2 - (XlaXQ) ( sy )2><1 Nl ((Ml?lj&) ( ao ) 7(&1,0,2) ( PO102 0'% ) ( as ))

= Ni(aypig + aspio, a20? 4 a303 + 2po10sa,1as)

siempre que rg(A) =1 (a; 0 ag # 0).
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