L OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA (CONCURSO FINAL)

Enunciados y Soluciones

1. Es posible disponer sobre una circunferencia los mimeros 0,1,2,...,9 de tal
manera que la suma de tres nimeros sucesivos cualesquiera sea, como mucho a) 13,
b) 14, c¢) 157

Solucién. Cortamos la circunferencia a la izquierda del 0. Descartado el 0, nos
quedan 9 nimeros, que podemos agrupar en tres trios cuya suma total es

1+2+...4+9=45

Por lo tanto, no puede suceder que las tres sumen menos de 15. Luego la respuesta
a los apartados a) y b) es NO, mientras que al apartado c¢) es SI, colocando por
ejemplo los nimeros en el siguiente orden:

0,9,5,1,8,4,3,2,7,6
—— N N~

1
_|- =
r+qgn q+rn r+q

2. Dados los nimeros racionales r,q y n, tales que , probar

n—3
n-+1

que es un numero racional.

Solucién. Racionalizando, tenemos

n—3 _ (n—3)(n+1) _ V(n—=1)2-4
n+1

(n+41)2 n+1

Por tanto, el enunciado quedaré probado si vemos que (n —1)2 —4 es el cuadrado de
un numero racional. Para ello, utilizamos la condicién y la escribimos en la forma
equivalente

(r+aqn)(r+q) + (g +rn)(r+q) = (r+qn)(qg+rn) < (r+q)* =rq(n — 1)

2

de donde resulta (n —1)? = (r+9) . Entonces, se tiene que
rq
PSR e G ) i Gt U2V <<r—q><n—1>>2
rq rq (r+4q)? (r+q)
e - (r+q)° 2
(En la pentltima igualdad se ha utilizado que rq = W) Por tanto, (n—1)*—4
n—

es el cuadrado de un nimero racional y hemos terminado.



3. Sean B y C dos puntos fijos de una circunferencia de centro O, que no sean dia-
metralmente opuestos. Sea A un punto variable sobre la circunferencia, distinto de
B y C, y que no pertenece a la mediatriz de BC'. Sean H, el ortocentro del tridngulo
ABC; y M y N los puntos medios de los segmentos BC' y AH, respectivamente.
La recta AM corta de nuevo a la circunferencia en D, y, finalmente, NM y OD
se cortan en un punto P. Determinar el lugar geométrico del punto P cuando A
recorre la circunferencia.

Solucién. Empezaremos considerando el caso en que AABC es acutdangulo. En
primer lugar, denotaremos por A’ el punto diametralmente opuesto a A con lo que los
tridngulos AC A’ y ABA’ son rectdngulos. Los segmentos HB y C'A’ son paralelos
por ser perpendiculares a AC. Igualmente, HC'y BA’ también son paralelos por ser
perpendiculares a AB.

A A

A D
Tridngulo ABC' acutédngulo

Entonces, CHBA' es un paralelogramo y, por tanto, M es el unto medio de HA’.
Los tridngulos AA’H y OA’M son semejantes con razén de semejanza conocida. Es
decir, tenemos que

OM MA 1 AH

AH HA 2 2
Luego OM HN es otro paralelogramo (figura izquierda).

Sea D la interseccion de AM con la circunferencia y sea P el punto de corte de
AD con NM. Puesto que AAOD es isésceles, entonces LZAOD = ZODA. Como
OM y AN son paralelos, pues ambos son perpendiculares al lado BC', ademas de
iguales, entonces AOM N es también un paralelogramo. Y, de aqui, tenemos que
ZOAM = ZAMN = ZPMD por ser opuesto por el vértice. Sintetizando, tenemos
que /PMD = /ZOAM = /OAD = /ODA = Z/PDM con lo que APDM es
isésceles y, por tanto, PM = PD.

Finalmente, tenemos que
OP+ PM = OP + PD = OD = r = constante

Es decir, con A variable, el punto P se mueve sobre una elipse incompleta con
focos en O y M, y eje mayor el radio de la circunferencia. En esta elipse hay que
descartar los cuatro vértices. En efecto, si el punto P estuviese sobre el eje mayor
de la elipse, también estaria D y por tanto A, lo cual esté excluido del enunciado ya
que en este caso AD y NM son coincidentes. Si el punto P fuese uno de los vértices
del eje menor de la elipse, tendriamos OP = PM = r/2. Como OD = r, entonces



PD = r/2. Supongamos que P estd del lado de B, entonces la paralela a BM por el
punto medio de OB es el eje menor de la elipse, con lo que el punto medio de OB es
precisamente P y D coincide con B, lo que implicard que A coincide con C, lo cual
estd escluido del enunciado ya que ABC' seria degenerado. El resto de puntos de la

elipse se pueden obtener cuando A es distinto de B y C y no esté en la mediatriz de
BC.

A continuacién aparece la figura para el caso en que AABC sea obtusdngulo.

H H

Triangulo ABC obtusangulo

4. Sea {xp}n>1 la sucesion de enteros positivos definida por x1 = 2 y Tpy1 =

223 + x,, para todo n > 1. Determinar la mayor potencia de 5 que divide al nimero
2

T014 + 1.

Solucién. Paran =1 se tiene que x1 =2y a:% +1=2241=5 que es multiplo de
5 pero no de 52. Paran:2esx2:2'23—|—2:18yx%—|—1:182—|—1:325que
es miiltiplo de 52 pero no de 5. Esto nos sugiere conjeturar que x2 + 1 es multiplo
de 5" pero no de 5”1, La demostraremos por induccién. Los casos n =1y n = 2
ya estdn probados. Supongamos que n > 3 y que z2 + 1 = k5" con (k,5) = 1.
Entonces,

22 +1 = (200 +an)? +1=22(202 + 1)* + 1= (k5" — 1)(2k5" — 1)? + 1
= (k5™ — 1)(4K%5%™ — 4k5" 4+ 1) 4 1 = 4k35°" — 8k252" 4 k51!
5

que es miiltiplo de 5”1 pero no es miltiplo de 5”2 ya que paran > 3es2n—1>1
y n—1 > 1 respectivamente y el término entre paréntesis no es multiplo de 5. Esto

prueba la conjetura y, por tanto, la mayor potencia de 5 que divide a x%om + 1 es
52014

5. El conjunto M estd formado por nimeros enteros de la forma a® + 13b2, con a
y b enteros distinos de cero.

e Demostrar que el producto de dos elementos cualesquiera de M es un elemento
de M.

e Determinar, razonadamente, si existen infinitos pares de enteros (x,y) tales
que = +y no pertenece a M, pero '3 4+ y'3 si pertenece a M.



Solucién. (1) Sean a?+13b% y ¢2 +13d? dos elementos de M. Poniendo m = a,n =
V13b,p = c¢,q = v13d en la identitdad algebraica

(m? +n?) (P> + ¢*) = (mq — np)® + (mp + nq)*  (Euler)
se obtiene
(a?+13b%) (*+13d?) = (V13ad—v13bc)*+(ac+13bd)* = (ac+13bd)*+13(ad—bc)? € M

(2) Puesto que los cuadrados de los enteros son congruentes con 0 o con 1 médulo
4, entonces los elementos de M no son congruentes con 3 modulo 4. Para que la
suma = + y de dos elementos de M no pertenezca a M, es suficiente que x + y sea
congruente con 3 médulo 4. Ahora consideramos las sucesiones {x}r>1 € {yr}r>1
definidas, respectivamente por

oy = (213 4 1)((41@)2 +13(4k + 1)2), yr = 224
Entonces,
Tp +yp = 31k = 328 + 1) ((4k:)2 +13(4k + 1)2) =3 (mod 4)
y por tanto x + yr ¢ M para todo entero positivo k.

Calculamos ahora
13
oyl = P 200 = (29 4+ Dl = (28 4 )M ()P + 13k + 1)) e M

al ser el producto de un cuadrado por un elemento de M.

6. Se tienen 60 puntos en el interior del circulo unidad. Demostrar que existe un
punto V de la frontera del circulo, tal que la suma de las distancias de V' a los 60
puntos es menor o igual que 80.

Solucién. Consideremos un triangulo equildtero PQ R inscrito en la circunferencia
frontera del circulo unidad dado. Observamos que si para cualquier punto X del
circulo se cumple que

| XP|+ | XQ|+ |XR| <4,

entonces sumando las correspondientes desigualdades para los 60 puntos X, (1 <
k < 60) se obtiene

60 60 60 60
S IXRP ) D IXRQI+ ) D IXkRl =Y (IXkP| + [XkQl + | Xk R]) < 60 x 4 = 240
k=1 k=1 k=1 k=1

En consecuencia, una de las sumas del miembro izquierdo no excede de 240/3 = 80
y, por tanto, alguno de los puntos P,Q o R verifica el enunciado. Ahora veremos
que

| XP|+|XQ|+ |XR| <4



En efecto, debido a la simetria del
recinto, serd suficiente probar la de-
siguladad cuando el punto X esté en
el sector POQ), siendo O el centro
del circulo. De hecho, el maximo
valor de | XP|+ |XQ|+ | XR| se al-
canza cuando el punto X estd so-
bre el arco PQ. En este caso, apli-
cando el Teorema de Ptolomeo al
cuadrilatero ciclico RQXP se tiene
que ar = ay + az de donde resulta
que z =y + 2z y como x < 2 entonces
XP|+|XQ| +|XR|<2+2=4y
hemos terminado.




