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PREMIFRE PARTIE.
CALCUL DIFFERENTIEL.

Notions préliminaires et principes de la diffé-
rentiation des fonctions d'une seule variable.

1. Dans cetle partie de I’Analyse, on prend pour
sujet le passage d’une ou plusienrs quantités par
différens états de grandeur; et les changemens qui en

résultent dans d’autres quantités dont la valeur dépend
de celle des premieres (¥).

2. Pour exprimer quune quantité dépend d’une
ou de plusieurs autres, soit par des opérations quel~

(*) L’ordre et la britveté m’ont paru demander qu’on rédaisit le
plus possible les notions préliminaires, et qu’on sépardt ces notions,
purement analytiques, des applications géométriques ; mais le lec-
teur qui voudrait prendre d’abord une idée de Porigine du Caleul
différenticl et de ses usages, pourra consulter, 2 la fin du livre, |a
aote A, formant une sorte d’introduction i ce T'raite.

Cale, diff., 5¢ édition,
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coirques , soit méme- par des relations impossibles &
assigner algébriquement, mais dont I’existence est dé-~
terminée par des conditions certaines, on dit que la
premiére est fonction des autres. L'usage de ce mot en
éclaircira la signification.

On emploie souvent nne lettre comme signe ou ca—
ractéristique du mot fonction ; ainsi les symboles

u=1(x)," v—F(x); s—0(z)
expriment que u, v-et z sont diverses fonctions de «.

3. La quantité considérée comme changeant de gran-
deur, ou pouvant en changer, ¢st appelée variable ; et
Pon donne le nom de constante a celle qui conserve
toujours la méme valeur dans le cours du calcul.
On voit d’aprés cela que cest la nature de la question
proposée qui détermine quelies sont les quantités
qwon doit regarder comme variables ou comme cons—
tantes.

4. Pour éclaircir ceci, je vais domner quelques
exemples.'Soit % ==az, a désignant une constante;
u est une fonction de x, de Vordre le plus simple,
puisque c’est une quantité proportionnelle a cette va—
riable. 8i Von suppose que 2 devienne x4-h, et qu’on
représente par u’ la nouvelle valeur de z, on aura . | . .
u'==az—+ah, dou u'—u=ah ; et en divisant les deux

’
s et
membres par £, il viendra

n
= a, c'est-a-dire

que le rapport de l'accroissement de la fonction & celui
de la variable est indépendant de leur valeur particu-
liere.

Je passe a la fonction un peh plus compliquée
u==ax"; en y mettant x4 & au lien de x, il vient
W=a (x*~4-axh-h?*), et en vetranchant la premiére

DE CALCUL DIFFERENTIEL. 3
équation de la seconde, w—u=garh-4-ah’; divisqm

'
0 —u
les deux membres par &, on aura 7 = 2ax 4 ah.

Tci le rapport des accroissemens de la fonction et dela
variable est composé de deux parties ; I'une ne dépend
point de la valeur particulitre des'accroissemens ; et
autre est-affectée de k. 8i Von congoit yue cette der-
niére quantité aille en diminuant, le résultat s’appro-
chera sans cesse de 2ax; et n’y atteindra qu’en suppo-
sant h==o0; en sorte que 2ax est la limite du rapport
,
”—T—u , cest-a-dire la valeur vers laguelle ce rapport

{2
tend & mesure que la quantité h diminue , et dont il
peut approcher autant qu'on le woudra.

Tl est aisé de voir que la différence #'— u s'anéantit
toujours en méme temps que &, puisque c’est I’existence
seule de cette derniére quantité qui donne lieu 4 la pre-
miere ; cependant leur rapport ne s’anéantit pas: il est
de Vespice de quantités indigquée dans le n® g0 des
Elémens d’ Algébre.

Lorsque u==ax?, on a, par la substitution de x4 4
an lien de x,

v =a (z 4 h)’ =ax’ + 3ax’h 4 3axh*<4 ah’,;

en retranchant la premiére équation de la seconde , on
trouve. ' —uz=3ax’h 4- 3axk® 4 ah’, et pren:uit le
: .
T
h
Ou voiténcore iciun terme indépendant de toute valeut:
particalitre des aceroissemens ; et vers lequel lenr rap-
port tend sans cesse ; lorsque k diminue 5 en sorte que
ce rapport a aussi une limite qui est 3az”,

Y 7 =
rapport des accroissemens, —=3ax?’-L-3axh-Lak’.

NG sz, ah A8 5 y a ¥
Soit encove u=— -; il viendra v’ = —— , puis
@ e

Ive
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a a ah it
We—n— ———— = — ———  en réduisant au
z4h o 224 xh

méme dénominateur les deux termes du second mem—
bre ; on trouve ensuite que le rapport des accroissemens
.
—_— a $ 7 .
SR , valeur qui ne s’€vanouit pas
h x* 4-xh
% 5 oiie 0 a
quand %= o, mais atteint la limite — =
Cet exemple differe des précédens, en ce que la li-
4 a . s ¢
mite — — ne se montre point a part de Pexpression
Iﬁ
générale ; mais pour isoler cette limite, il suffit d’ajou-
A a
ter et de retrancher en méme temps — - au second
membre de I'équation ci~dessus, qui devient alors

u—u a i a a
h I o x4 zh’

et de réduire les deux derniers termes au méme déno-
minateur ; car on obtient

' —u a ah

e e e

valeur compléte , dont le premier terme est la limite,
et dont le second s’évanouit quand % =o.

Ce premier terme, ou cette limite, n'est pas particu=
lier aux fonctions que je viens d’examiner : I'exposition
des procédeés par lesquels on Vobtient pour toutes les
fonctions employées dans les élémens de Mathémati—
ques ; et ensuite la considération des courbes (58, 5q)
montreront évidemment qu’il se rencontre dans toute
fonction en général. Ainsi, lorsque les aceroissemens
respectifs d'une fonction et de sa variable s'évanouis-
sent, leur rapport ne s'évanouit pas; mais il atteint une
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limite dont il sest approché par degrés ; et il existe,
entre cette Iimite et la fonction dont elle dérive, une
dépendance mutuelle qui détermine l'une par Lautre.

5. Je ferai d’abord connaitre les signes par lesquels
on exprime les nouvelles relations que les notions pré-
cédentes établissent entre les grandeurs. Pour en mon-
trer la convenauce, je reprends la fonction u=axz?,
déja considérée dans le n° 4.

En y mettant x -~k , au lieu de =, et retranchant la
quantité ax® du résultat, ona obtenu, dans expression

u'—u=3ax’h -+ 3axh® +- ah’,

le développement dé la différence des deux états de la
fonction u, ordonné suivant les puissances de Pacerois-
sement h qu'on suppose a la variable z; et la limite
3az® du rapport des accroissemens @'—u et k, ne
dépend que du premier terme 3az*h de cette diffé-
rence (4). Ce premier terme, qui n’est qu'une por—
tion dela différence, s’appelle différenticlle; et on le
désigne par du, en se servant de la lettre d , initiale
du nom, comme d’une caractéristique : on aura
done, dans Uexemple proposé, du = 3az?h.

Pour passer de la a 3a2*, qui est la limite cherchée ,

il faudra diviser par %, et on obtiendra % — 3ax?;

mais quand il s'agit d’une variable simple , comme la
quantité z, qui se changeen a’=z 4k, on a x'—x=h;
la différence et la différentielle ne sont alors qu’une
méme chose : on remplace en conséquence la quantité
par le signe dz, afin de mettre de Puniformité dans les
calculs, et il vient

du=3az"dz, :—; c=Jan’.
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La premiere expression sera la différenticlle de u on de
az?, etlaseconde, qui appartientd la limite du rapport
desichangemens simultanés de la fonction et de sa va-
riable, prendra le nom de coefficient différentiel, parce
que la quantité qu’elle représente n’est autre chose que
le multiplicateur de la differentielle dz, dans expres-
sion de la differentielle du. Il suit de 13 que la Zimite du

rapport des accrotssemens, ou le coefficient différentiel,

s’obtiendra en divisant la différentielle de la fonction
par celle de la wariable ; et véciproquement, on obtien-
drala différentielle; enmultipliant la limite du rapport
des accroissemens, ou e coefficient différenticl, par la
différentielle de la variable.

Cette remargue est importante , parce qu’il y a des
fonctions dont le coefficient différentiel se trouve plus
facilement que la différentielle. Bu effet, pour par—
venir immédiatement 4 cette dernitre, i faut écrire
x~bdx au liew de x, dans la JSonction proposée, dé-
velopper le résultay suivant les puissances de dx, en
s’arrétant au terme affecté de la premicre,, et retran~
cher du résuliat, Uezpression primitive. On voit que
cette méthode: suppose - qu'on  sache développer la
fonet; proposée, ce gui peut demander des secours
étrangers, dout la considération des limites dispense lc
plus souvent.

Dlaprés ces notions, on peut dire que le Calcul diffé-
rentiel est la recherche de la Limite du repport des ac-
crotssentens simultanés d une fonotion et de la variablc
dont elle. dépend.

6. 11 faut bien: se garder de confondre en général la
difféventielle du avecla différence v'—u; En effet, dans
Vexemple du n® 4, Uune est 3az*h , et Uautre

Jax*h - 3axh® 4-ak® ;

e
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mais oa voit que lorsque la quantité f est trés petite, la
différentielle 3az*h forme la partie la plus considérable
de la différence v'—u, etque celle-ci s'approche de plus
en plus de la différentielle; & mesure que b diminue.
En général, ily a d’autant moins d’erreur & prendre
la différenticlle. pour la différence, que Lon supposc
plus petite la valeur de Paccroissement de la va-
riable. : .

La'méme conséquence s tire aussi de la considéra-
tion des limites ; car si le rapport des accroissemens si-
multanés 2’ — z et b a pour limite une fonction p, et
que pour une valeur quelconque de b, on ait

u;u:P,cequirevient'é £ ;u::p—l-(P"—-P)y

il faudra quela quantité P—p diminueen méme temps
que /i, et s’évanouisse quand A==o : 'équation.....

/
E—;l_—u =—p sera donc d’autant plus exacte, que Vac-
croissemient 7 sera plus petit, et, dans cette hypothése,
on peut faire u’ —u=ph (¥).

De la résulte la forme des premiers termes du déve-
loppement dusecond état u’. En effet, la quantité P—p,
s’évanouissant avec k, doit nécessairement avoir cet ac-
croissement au nombre de ses facteurs ; et ce qu’on peut

(*) Qlest sur ce principe que Leibnitz a fondé le Calenl diffé-
ventiel, en regardant les différenticlles comme des différences infi-
niment petites; mais il ne faut pas perdre de vue que Péquation
du=phk, fondde sur la définition de la différentielle (5), est tou-
jours vraie, quelle que soit h, quantité arbitraire, dont p est
indépendant, el qui reste indéterminée, tant qu’il ne s'agit que
du xapport des différentiellcs.
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faire de plus général, est desupposer que P—p =Qh",
Vexposant n étant positif, mais quelconque d’ailleurs,
et () ne devenant pas infini lorsque A==o0 : alors 1é-
quation

u—u

= :yp - QA" donne u'=u - phk-+ Qhri.

7. 1l est aisé de voir que denx fonctions égales ont
des différenticlles égales; car, lorsque deux fonctions
sont dgales entre elles, quelle que soit la valeur de la
variable dont elles dépendent, il faut que les change~
mens respectifs qu’elles regoivent en conséquence de
celui qu’on attribue a cette variable, soient toujours
égaux. Si, par exemple, u et v désignent des fonctions
de z telles que u =v, quel que soit z, et que quand x
devient z --dx, u se change en ' et v en ¢/, on aura
encore u'==+' ; retranchant de cette équation la précé-
dente, il en résultera

v — = —
puis divisant par dz, on obtiendra
u'—u P —
dz ' = Tdz ’
quels que soient z et dx. Si donc p et g désiguent les
limites respectives des rapports_ci-dessus, les valeurs
générales de ces rapports pourront, d’apres ce qui pré-
cede, &tre représentées par. p+a, g+4, p et g ne
dépendant pas de dz, tandis que « et § décroissent et
$'évanouissent en' méme temps que dz ; et Pon aura

pte=g+4, dov p—g=FL—a.

11 suit de la que p=g; car si I'on supposait. ..
p—q=D, il en résulterait que la quantité 8 — « ue

e
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pourrait pas tomber au-dessous de D, tandis qu’elle
s’évanouit: il faut donc que D=o (*): donc pdr=gdx»
etdu=dv, en observant que, d’aprésle n° 5, pdx et
gdz sont les différentielles des fonctions u et v.

Linverse de cette proposition n’est pas généralement
vraie, et U'on aurait tort d’affirmer que deux différen-
tielles égales appartiennent 4 des fonctions égales. En
effet, si 'on avait a4 bz, en substituant z 4+ dx ax, on
obtiendrait @ 4 bx 4 4dz, et en retranchant a—+bz,
on trouverait bdx, résultat dans lequel il ne reste au—
cune trace de la constante «. La différentielle ddz
appartient done égalément & @ -- bz ou 4 bz, etelle
convient en général aux différens cas que présente la
fonction a--bx, lorsqu’on donne i a toutes les valeurs
possibles. On voit aisément par 13, que lorsquon diffé-
rentie une fonction quelconque, toutes les constantes
sépardes des variables par les signes 4 et — dispa—
raissent, tandis que les autres restent dans la diffé-
rentielle.

8. Avant de passer 4 la recherche des différentielles
par les limites, il faut remarquer.

1°. Que la limite du produit de deux quantités va—
riables en méme temps , est le produit de leurs limites
correspondantes ; 2°. que la limite du quotient des
mémes quantités, est aussi le quotient de leurs li-
miies.

En effet, soient Pet Q les deux quantités proposées,
P et g leurs limites correspondantes ; les premiéres,
considérées dans leur état géncral , peuvent étre repré-
sentées par p + @, g+, en désignant par « et 8 des
quantités susceptibles de s’évanouir en méme temps,

(*) Ceci prouve que lorsque deux quantités sont la limite
A'une méme quantite variable, élles sont dgales entre elles.
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aprés avoir passé par tous les degrés de petitesse (4) =
on auara done en général , P

PQ=(p-+«)(g+8) =pg+pb~+ q«+ab.

TLe second membre de cette équation se réduita pg,
lorsque, pour prendre Ies limites, on faite—=o, g=o.
On voit d’ailleurs qu’en donnant aux quantités « et &
des valeurs convenables, on peut rendre aussi petite
qu’on voudra la différence

PQ—pg=ph~+ g+ <&
; ; . +
Maintenant, si 'on fait PQ = A, et pg==r, I sera
2 : : s R A
la limite de R ; mais puisque Q=1_3’ et g =P" ,ils’en-
suit que Ia limite du quotient est aussi le quotient des
Timites. -

g. Aumoyen des remarques précédentes on obuient
le coefficient différentiel d’une fonction rapportée 4
une variable dont elle ne dépend pas immédiatement.
Soient, en effet, trois quantités v, z,x, telles que
la premitre soit une fonction de la seconde, et celle-
¢i une fonction de la troisitme, c’est-a-dire qu’on ait

# ==y m=E{x);
il semble d’abord q\i’il faudrait, par V’élimination dex,
obtenir I'expression immédiate de ¢ en z; mais on
va voir qulil n’en est pas besoin. En effet, si ces
quantités passent simultanément & un nouvel état de
grandeur, représenté par ¢, @', &', ou prennent les
accroissemens respectifs
V—p, U—u, *—z,

— ‘l, —
on aura 7 =
' —x wo—u

.
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et les limites des trois rapports

Ve—9 ¢ —p u—u

a —2 v —u 2 —x
étant représeniées par
de  dv . du
delzdui-da"
on conclura de Ja premiére remarque du n® précédent
que -
de  dv 4 du ®
e du O
Pour bien montrer le sens de cette expression, je
vais appliquer a un exemple, en faisant

vie= b, U =axd

On trouve d’abord , parles n* fet5, A

" do du : .
d—u-=36u, o = e,
de

et la formule ci-dessus donne ensuite = Gabu'z,
z

résultat oit I'on peut remplacer u* par sa valeur a*z!,
et qui devientalors 6a%02°. Ainsi l'ona, danscecalcul,
transposé I’élimination de u aprés la difféventiation.
Enindiquant cette élimination avec les symboles gé~
néraux employés au commencement de cet article,
»

(*).On pourrait croire d’abord que ce résultat est évident par
lui-méme, si 'on ne faisait pas attention a la différence qui existe
entre le du diviseur de de, et le du divisé par dz. Le premier est
un accroi simple, plet et indépendant du second, qui
n'est qulune partie de Iaceroissement que recoit u & cause de celui
de a« (5): e n'est qu'en les  considérant tous deux comme infini-
ient, pelits quon pourraitles prendre dans la méme acception (6).
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on aura v BB (5

ce qui veut dire que v est une fonction’ d’une autre
fonction dex; et, d’aprés ce quipréctde, le coefficient
différentiel d'une fonction de fonction s’obiiendra. en
multipliant Pun par Uautre , les coefficiens différentiels
de ces fonctions , rapportées chacune a sa variable im—
médiate.

Lorsque deux quantités u et = sont lides par une dé-
pendance mutuelle, on peut dire également que u est
fonction de z , ou bien que x est fonction de v, selon
que I'on veut regarder u comme déterminé par z, ou =
comme déterminé par u. Le coeflicient diftérentiel peut

aussi se présenter sous chacun de ces points de vue; et

comme
x'—z 1
We—u  u—u’
. z'—x
.

il suit de la ‘seconde remarque du n® précédent, que.

dz . 1
du — du’
dzx

puisque I'unité étant une quantité constante, est elle-
méme sa limite.

B
Soit, par exemple, u=2z%, otz = Y u—
aura ' °

Plus généralementencore, lorsqu’on suppose v=1 (1) ;

="
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x =T (u), c’est-a-dire que deux des variables sont ex—

o — v

a e ¢ — v u —u
primées par la tro O e s e cabaY

U —u

censéquent ,'a la Jimite,

de
dv_(T;
dz — da
du

vo. Je vais appliquer maintenant ce qui précéde a la
recherche des différentielles des fonctions qui se pré-
sentent dans les Elémens d’Algebre, cest-a-dire des
sommes , des différences, des produits, des quotiens,
des puissances et des racines.

Premiérement, lorsque plusieurs quantités dépen~
dantes de =, et dont on sait trouver la différentielle,
sont jointes ensemble par addition et soustraction
comme dans - ¢ — 4, sila substitution de x 4 dz,
au lieu de 2, fait changer

uenu-e, venv-f, wenw-Aq,
Pexpression u - v — w deviendra
u+v—wta-t f—y.
Son changement, formé des termes «--8—vy, et com-
paré a accroissement da de la variable x, donnera
b B ¥
% dz’
quantité dont la limite sera
P+ag=r

en désignant par p , ¢, 7, leslimites respectives des rap-
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& By
dz’ dz’ dx
la quantité p 4 g—r;lerésultat pdz + gda — rdx sera
la différentielle de la fonction proposée (5) ; mais pdz,
gdz , rdz, sont les différentielles propres de chacune
des fonctions u, v et w, eton les représente par du , dv,

dw : on aura donc

d@4v—w) = da+ dv — dw,

ports particuliers

cest-a-dire que la différentielle d’une fonction de x,
composée de plusieurs termes, s'obtiendra en prenant
la différentielle de chagque terme avec le signe dont ce
terme est affecté.

11. Secondement , si dans le produit des deux fonc~
tions uzetv, u se change en u—+«, v en v £, ce
produit devient

up - uff = va 4 af;
et s0n accroissement
ufp 4 ve + «p,
comparé a dr, donne I'expression
@ @

By at
T p(l}rz:.at’" de

En désignant comme ci-dessus, par p et g, les limites
& B
d&’sda
que Vaccroissement g s’évanouit en méme tempsque dz,
dont les quantités u ety sont d’ailleurs indépendantes,

respectives des rapports , puis faisant atiention

3 o) @
on reconnait que la limite du terme — 6 est p.o, par
9 : A LR R
conséquent zéro (8), et que celle des deux autres est

ug == yp,

;etsilonmultiplieparda:

e
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©On conclut de 14 (5) que la différentielle de uv est
ugqdx — vpdx;
mais gdz et pdx sont représentés par dv et du : donc
d.up=udv -+ vdu (¥).

La formule ‘d.wy =udv < ¢du, nous apprend que
pour avoir la différentielle du produit de deux fonc-
tions, il faut multiplier chacune par la différentielle
de Iautre , et ajouter ensemble les deux résultats.

Quand l'un des facteurs est constant, u par exemple,
onx du=o, et par conséquent d.uv = udp.

Pour obtenirimmédiatement cette derniére formule,
il ne faut que changer ven v+ 8, d’oltil résulte 'accrois-

sement ug, et ensuite le rapport z dﬁz’ dont la limite

ug=u j—;_, et par conséque‘nt d.uy = udy.
Si 'on divise les deux membres de équation
. d.uv = udy 4 vdu,
par la fonction primitive up, on trouvera

d.up du dv
g up iy e 7

3

ce qui condnira facilement & I'expression de la diffé-
rentielle d’un produit composé d’autant de facteurs
quon voudra. Pour y parvenir, on supposera que
v=1Is; il viendra

dv d.is

t
St grey g

ds

Fon

(*) Lorsque V'on trouve un point aprés la caractéristique d, cela
veat dire qu’elle porte sur tout ce qui la suit imméginlement;
ainsi . up est v 'méme chose que d(uv), et d.x" la méme chose
que d{xn).
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et par conséquent

d.uts du dt ds

DS T t s

on trouvera de la méme maniére que

ds

d_.ulsretc.=d_u+d_t+ —+‘£+etc.
u 7 2 r

utsr ete.

Sil'on fait évanouir les dénominateurs dans l’éclua—
tion
d.uts du de ds

= S

uls 12 t $

on trouvera d,uts — tsdu 4 usdt 4 utds , et 'on verra
aisément que , quel que soitle nombre des facteurs, la
différentielle de leur produit sera égale & la somme des
produits de la différentielle de chacun , multiplide par

tous les autres. i

0 o . u 5 u
12. On obtient la différentielle de Sen falsant; — i

car il vientalors u=vt, et d’aprés ce qui précede,

du=vd¢+tdv; prenant la valeur de dt, et substituant
Seeire du - ude

an lieu de z1a fraction > on aura dt:-‘;~ e

en réduisant au méme dénominateur,

G vdu — udv,
1%

&ou il vésulte que pour trouver la différentielle d'une
[fraction , il faut multiplier le dénominateur par la dif-
férentielle du numérateur, retrancher. de ce produit
celui du numérateur par la différentielle du dénomina~
teur, et diviser le tout par le quarré du dénominateur.
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Quand le numérateur de la fraction proposce est
constant, u, ne dépendant point de 2, n’a point de diffé-
rentielle, ’est-a-dire que du==o, et il vient seulement
udv
di=— —,
¢
13. La fonction u" désignant, lorsque 7 est un nom-
bre entier positif, le produit de n facteurs égaux a «
on déduira du n° 11,

d.u* d.zun, . ..
e e R,

u" uuuL. . ..
du

s du  du |, du ¢
= ot e,

u

A . L
ot le. dernier membre renfermera autant de fois du

u
» ey
quil y a de facteurs dans ", c’est-3-dire 7 : on aura
done ‘
diur ndu

RS T

d’olt V'on conclura d. u* = nun—1dy,
Si le nombre n est fractionnaire, en le représentant

;

r 3 = 3y

par—, on fera w =y, d’on u'=—y’; et comme les
nombres r et s sont

; Supposés entiers, on aura, d’apris
ce qui précede (7),

2 du == sp e
d’ott 'on tivera

Cale. diff., 5¢ édition.
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En réduisant, on trouve

¥

du,

o AR
do=1—u"
s

= ; s}
ce qui revient encore & d.u"=nu" 1du, n étant €ga
A r
EN) amds

B

1
. il —
Enfin le nombre 7 étant négatif, onau="=-=,

i 167 o 0
d’on Ton tire, par la derniére formule dun®i2,

1 —d.u"

= el
Tt e=d, — =
d.t P BT

3

ST e
et comme , d’aprés ce qui précede, diu” = nu® du,
dans tous les cas ot 7 est positif, on a done

— T du
ptid = —nu~""'du.

A= BT

De cette énumération, on conelut que pour di, Jéren-
tier une puissance quelconque d’ur.ze_.foncnon, I.lfallt
la multiplier par son exposant, .dzmznue;r ensuile cet
exposant d'une unité , et multiplier le résultat par la
différentielle de la fonction (¥).

14. Les régles énoncées dans les n” 10, 11, 12, 13,
suffisent pour différentier toutes le_s fqnctxons ou ‘a. var~
riable n’est engagée que par addition, soustraction,
multiplication, division, élévation aux puissances en-

(*) Faurais pu dédnire immédiatement d.n de’vc]opp(emcnt du bi-
nome (z+d;r)“, la différentielle (}c ", puisque e de\relo.ppemen[
drant gr-+nas—rdx | ete., si Pon en r'ctranc%]c xn, le premier t.cm;c
de la différence sera nx#—*dz; mais je n’ai pas voulu f“pplo(b;rma
démonstration de Ia formule du binome, parce que le Caleul diffé-
centicl en fournit une teés générale et trés simple.

—
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tiéres ou fractionnaires, positives ou négatives , fone—
tions qui, résultant des opérations algébriques, se
nomment par cette raison jfonctions algébrigues. On
n’a besoin que de se rappeler que la différentielle de Ja
simple variable z est dz (5). ?

D’abord, pour la fonction monome , z—=az", dans
laquelle @ désigne une constante, la régle des pro-
duits (11) donne du=ad.x", et la x¢gle des puis=
sances (13) conduit a du = naz"—'dz.

Passons maintenaut aux ' fonctions complexes ; soit

(¢4 A 2 )
10 u:a—]—b\/a:—; ; en  prenant séparément la

différentielle de chaque terme de cétte fonction’, le
premier disparait parce qu’il est constant (7); le second,

1
mis sous la forme Jx*, donne, par Iapplication de la

T—1 bdz 7.
régledani3, £b2® dz, ou;ﬁ; le troisiéme,

c ey opedx e 3
= conduit a4~ — (12); véunissant ces résultats par-

tiels (10), on trouyera

(]u:( f +£) dz et % ‘ b’ +£='
b

Il

2y x d 2 T

2°, u=a--

¢ e ’ i
et -7 en‘écrivant cette
L Ve

fonction comme il suit,

=% —I—7
v=a-tbr Y—ex  Fdiex?

application de la régle du n° 13 donnera
2bde | fedr  sedw

Eak A 5
¢ x
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2bdx fedx 26
-_—'4_ + e iy

o S
3zy/x* 3y

3% u=(a+bx™"; cette fonction ne peut é&tre dé—
composée en monomes , sans un développement préa—
lable, mais qui n’est pas nécessaire pour sa différentia~
tion, parce qu’en faisant a4 bz™=z, elle prend la
forme monome u=z", et en y appliquant la régle des
puissances (13), on trouve

du=nz""'dz=n(a+bx™)"'d(a-+bzx™)
=n(a-+bxm) = mbrm de=mnbz"'dx(a4-bz™)"—".

T

ce quirevient a de——

15, Comme on a souvent besoin de différentier des
radicaux du second degré, on a formé, pour ces fone~

tions, une régle & part qui résulte du calcul snivant.
N

Soit v=Vu, don v=u’;

il vient
i b — du
dv=2uv* ‘de=lu’du=——r;
a2V u

et par conséquent la différenticlle d'un radical du
second degré , s'obtient en divisant celle de la quantité
qui se trouve sous le signe, par le double du radical.

16, La régle donnée pour différentier les pro-
duits (11), étant appliquée a la fonction

u= z(@’4-z*) v/ a* —z*, conduit.a
du=dax(a’+2") Va—z Y a—z* . d(@ +x%)
+-z (a* 4 2V a* — 2.
Les deux derniers termes de cette expression renfer—

ment des opérations qui ne sont qu'indiquées, mais
qui s’effectuent successivement, en observant que
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d (a* 4-2*) =d. x*=2adz,
d(=2") = —adx

dVa—z =

aVaLtz | Ya—z
¢t l'on trouve ensuite

du:{ (@ +2%) V@' — 2 4-2z° \/a‘—-z‘
— z*(a’4-2*
2 _!(__—_I—_:) dz;
‘/a‘ —
réduisant tous les termes au méme dénominateur, ona
enfin
@b iz
\/a'-— x?
La régle concernant la différentiation des fractions,
a*—x?

appliquée 4 la fonction =2 "T"F
atd-g*z? x4’

donne im-

médiatement

dﬂ__(a’-}-a"m‘-}:x*)d(a*—x‘)--(a”—x‘)d(a‘+a‘z:‘+x4)
: (at4-aizifzt)ys | i
d’ou l'on tire
T —2z(2at 4202 — rh)dx
(at+a’z* - zi)* 5
Je terminerai ces exemples par la fonction

4
% 3 3
U= (a ——— 4 \/(c’—z“)’),
: vV
qui renferme plusieurs opérations algébriques 4 effec-
tuer successivement. Pour en faciliter la différentia-.

tion, on peut faire

b

3
T =Ky e,
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et 'on aura

4 : 2
u=y (a—r+ P=(a—y+42)"s
larégle du n° 13 donnera

= (amg+2* " da—r+2)

et (a-—-_y—i—z)-z(—dj—i-dz)
__ —3dy--3dz

=

on trouvera ensuite

5

dviz L —bd=
x  axVz
dz=d.(—zP =2 (=2 d(c—2%)
—hxdx

dj:d.—ég=—b
. ;

et substituant ces valeurs et celles de y et de z, dans
Pexpression de du, il viendra

Des différentiations successives.

17. Le coefficient différentiel étant une nouvelle
fonction de 2, peut étre soumis i la différentiation, et
douner, par la limite du rapport de son accroissement
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4 celui de Ja variable &, son propre coefficient diffé-
rentiel, qui sera aussi une fonction de @. En faisant
ainsi succéder des différentiations les unes aux autres,
on déduit de la fonction proposge une suite de limites
ou de coefliciens différentiels, que Pon distingue en
ordres, d’aprés le nombre de différentiations qu’il a
fallu effectuer pour les obtenir.

Si Pon fait % =P, %: 7> %—:J‘, et
p représentera le coefficient différentiel du premier
ordre de la fonction proposée, g celui de la fonction p,
ou le coefficient du second ordre de la fonction pro-
posée, rcelui de la fonction ¢, ou le coefficient du
troisitme ordre de la fonction proposée, etc.

11 faut observer d’abord que les coefliciens ¢, r, etc.
se tirent des difféventielles suceessives de du, prises en
y regardant l'accroissement dx comme une constante,
En effet, les équations

du d q
(T;:=P’ ;[;=q, —d;=r, ete.
donneront

dve=pdz, dp=gqgdz, dg=rdz, ctc.;
mais si on différentic pda sans y faire varier dz , on
aura dpdz, expression qui devient gdz* (*); lorsqu’on
y met pour dp sa valeur gdx, et quil suffic de diviser
par dz* pour en tirer celle de ¢. Soient donc

d(dn) =ddu=d’, d(d"w) = &, etc.

(*) II faut. bien prendre garde que les expressions dz?, dad. ..
sont. équivalentes 4 (d)2, (da)3... et non pas & dix3, d.ad,,,.
(voyez la note, page 15),
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les symboles des différentielles successives de du, prises
en y regardant dz comme constant ; et rappelons-nous
toujours que Pexposant qui affecte la caracte’risti'que d,
indique une opération répétée, et non pas une puissance
de la lettre d, qui n'est jamais considérée comme une
quantité, mais seulement comme un signe d’opération :
nous aurons alors, au moyen des valeurs précédentes
de dp, dg, etc., les équations

de=pdz, du=dpdz=qdz’,
ddu = dgda’ = rdz?, etc.

desquelles nous tirerons

__du _dw

d’u
S T
* dx

T etc.

dx

18. 81 la fonction proposée était, par exemple, ax™,
on trouverait d.ez" = nax"~'dx (14); les facteurs na
ct da élant regardés comme constans dans la différen-
tielle premitre nax"—!dz, il suffit, pour obtenir la dif-
ferenticlle seconde, de différentier z7 et de multiplier
le résultat par nadz; mais d. 2" = —1) 2" dz :
on aura donc d*.ax” = n(n—1) ax"—dz>.

On trouvera d’une maniére semblable,

dP.az" =n(n—1)(n—2)ax"—3dz?,
dt.ax” =n(n—1) (n—2) (n—3)az"~Idat,
etc.,

etles coefficiens différentiels auront les valeurs sui-
vantes :

d.ax"
dx
& ax®

———==n (n—1)ax""*,
il

=nar*=;
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& azn
e =n(n—1) (n—2) az"-3,
d.azn
B (n—1) (n—2) (n — 3) az"~4,
etc.

On remarquera sans peine que dans le cas ot ex—
posant n est un nombre entier positif, la fonction az®
n’a qu'un nombre limité de différentielles dont la plus
élevée est d".ax“:n(n—l)(n—z). el s ol adan;
cxpression qui n’est plus susceptible de différentiation,
puisqu’elle ne contient plus de variables : on aura donc
alors pour le dernier coefficient différentiel ,

n 7
dd'%-:n(n-—x) (—=3). .. it.a;r

c'est=a~dire uné quantité constante.

19. Les différentiations manifestent dans les fonctions
des propriétés qui en facilitent beaucou
ment. Rien n’est plus aisé que de déduir,
céde un développement de Vexpression
au lieu de nous arréter 4 ce cas particulier, nous allons
nous occuper d’une fonction quelconque du méme bi-
nome z +-y. Nous ferons d’ahord remarquer qu’une
Jonction quelconque du binome X~y donne le méme
coefficient différentiel quelle que soit celle des deux
quantités x, y qgu’on prenne. pour variable. Si par
exemple cette fonction est (2~+7)" on trouve, dans
Vun et 'autre cas, n (~+7)"=". Engénéral , s1lon fait
Z+y=2x', dans une fonction quelconque flz L),
elle devient f(z'), et 'on a df(z’) = pld=, le coefi
cient différentiel P’ étant une fonction de 2’ dans la-
quelle d2’ n’entre pas, et qui demeure par conséquent,

ple développe-
e de ce qui pré-
(x +7)"; mais
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la méme, soit qu’on prenne d’ = dz, en faisant va-
rier z, ou da’=dy, en faisant varier y.

- 20. Cela posé, si Von fait
£(2 +7) =L My NyP +Pyr+ etc. ,

L, M, N, P, etc. étant des fonetions inconnues de z,
sans y, et @, {, o, etc. des exposans indéterminés,
il est d'abord évident qu'aucun de ces exposans ne

peut. tire négatif; car un terme de la forme My
M s e

ou —, par exemple, devenant infini lorsque y=o,
i

rendrait infini le second membre de Péquation ci-des-
sus, tandis que le premier se réduirait a f(); mais si
les exposans sont tous positifs , on aura alors L=1{(z).
Formant ensuite le coeflicient différentiel du dévelop-
pement de f(z+3), en prenant d’abord z pour varia-
ble, on trouvera

dL  dM . dN B  dP o
d_x+7i;'y +E‘;__J‘ +EJ’ +ete.,

puis prenant y pour variable, aulien de x, on obtien-~
dra le résultat

aMy* = 4pNy T “+yPy¥ " J-etc.,

qui devra étre identique avecle précédent, quel que soit
s ¢e quine peut arriver sans que les exposans des puis-
sances de y etleurs coefficiens ne soient les mémes dans

Vun et dans Pautre. Or, si les exposans sont rangés.

par ordre de grandeur dans le premier, ils e seront
dans le second : il faudra donc qu’on ait

¢— =0, f—1—a, y—1=48, elc.,

=
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d’ont

= ] B, v=—3, ett.;

et la comparaison des coefliciens donnera les équations

ar 1dM o, 1 AN -
i PR N T Bl W T

desquelles, en faisant

fo)=u et flzt+n=v,

on tirera
rdu 1 d*u hd
ke, e et N — — ——, elc.,
L=t M"?dz’ N—l.zdx"’ T T
" duy du y  Pu PP
=2 gex s tc.
u—u+d;¢:x+dz’x.2 dx’x.2.3+ec

Telle est la formule appelée, Théoréme de Taylor,
du nom du géométre anglais qui I’a découverte (¥).

21. Ce théoreme donne tout de suite le développe-
ment de (z +-7)"; car, dans ce cas,

du d*u 3
yEmats — gttt — =n(n—1)x¥2; etc.
Nioe ) T =n—ner, e,

d’ott 'on conclut

(*) La démonstration ci-dessus revient pour le fond & celle que
Lagrange a donnée dans les Mémoires de I’.Académie de Berlin,
année 1772, page 187, ct depuis, dans la Théorie des Fone-
tions analytiques; mais Pemploi des signes différentiels 'abrége
ct la simplifie beancoup. 3

Le théoréme de Laylor étant devenu la base des applications du
Calcul différentiel, on en a donné heaucoup de démonstrations; jen
ai rapporté plusicurs dans mon Zraité du Caleul différentiel et du
Caleul intégral, in-4°: voyes In 2° édition, tome I, pages 160 et
277; tome ILT, pages 6of 396 et 349 (note).
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n n{n—1
(r +J,-)’l=x"+ _,_x’l—lj+ ( )

1.2
n(n—r1)(n—a)

e

I"—’_}”

4 3 g3 4 ete.

Les régles de la différentiation ayant été établies ci-
dessus, sans supposer le développement de la puissance
7 du binome , on doit le regarder maintenant comme
prouvé pour tous les cas ont 'exposant  est entier ou
fractionnaire , positif ou négatif. -

En mettant, par exemple, les expressions

Ve T

: A | i 3
Wi sous la f(;rnle< i (! >
a-;-:r o (I+§)—’
pem AT

on en obtient le développement, suivant le procédé in-
diqué dansle n® 144 des Elémens d’ Algébre; mais alors
la formule ne se termine plus: on tombe sur une série
infinie , comme celle qu’on a fait remarquer dans le
n° 236 de I'ouvrage cité.

22. 8il'on fait z=o0, et qu’on désigne par U, U’,
U", U", ete. les valeurs particuliéres que prennent

du duw du
L Pl v R P T
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dans cctte supposition, qui change f(z+3) en {(y),
il viendra ?

e e e S e
et 1+U x.2+b 1.2.3+Ltc"

mais cette équation ayant lien quel que soit , onponrra
écrire zaulieu de y, ce quine changera ricn aux quan—
tités U, U', U", U®, ete., qui ne conticnnent point
cette lettre, et I'on aura alors la formule

A4
1.3.8

f(z) ou u=U} U’%-}- U"Ix—z-}- s -+ ete.,
qui exprimera le développement de f(z) suivant les
Ppuissances ascendantes de x.

En faisant w=(a+4-x)", d’on il résulte d’abord

d 2
ﬁ:n(a-}-x)“", g;: n(n—i) (a - z)"*, etc. 3

\'ﬂlCuX‘S que X'=.0 change en
U=a", Ul=na"", U'= n(n—1)a"™ etc.,
on obtient encore

(rz—{-x)"‘:a"—{-i:a""’r_*_ﬂ(:‘::l) a" 23 4 ete. (-x)’

(*) M. Peacock a fait remarquer quele développement de £(x)
rapporté ci-dessus, et faussement attribué au géometre anglais
Maclaurin, avait été donné dés 1717, par son compairiote Stirling,
dans ses Linew tertii ordinis HNewtoniane , Prop. 1. La
maniére dont Stirling y parvient ne differe de la suivante que
par la notation. ;

Soit

u:,4+E.r+CxI+Dx’+E14+em,,

termi-

A, B, C,D,E, ce. étant des coefficiens et ind,
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23. Le théoréme de Taylor donne aussi le dévelop~-
pement du second état d'une fonction quelconque
u=f(z), lorsque  devient = + k, puisqu’en chan-
geant yen k, ona f(x-4-k), on

de  duw A? dPu B J

it e e

v
u_u+._._ FH
L2 2 ‘

d 1

11 suit de la que les divers coefficiens différentiels

ont encore la propriété remarquable de former, lors—
qu’on les divise respectivement par les produits

. )t e (P e (S
les multiplicateurs des puissances de 'accroissement &,
dans le développement complet de la différence

2, 2 3, 3
u’-—-u-—d——uﬁ de k e & Lete, (M.

TRdziy T detiria Y d2i a3

nés; si ’on passe aux coefliciens différentiels
du
dx
da
dazx2

diu a o |
= = 1.2.3D+2.3.4Ex4~ etc., |
etc., |

Il

B+ 2Cx + 3Dx> + 4Ex? + etc.,

= 1.2C ~2.3Dx--3.4Ex*+ etc.,

et qu’on y fasse x=o, ainsi que dans u, en désignant par U,
U’, U", U, etc. les valenrs que prennent alors cette fonction et ses
coefliciens différentiels, sous lenr forme non développée, on aura

A=U, B:-}U’, C:%U", D="—-!;—3— UBetey

et par conséquent
x3

- e
u=U-4U ;+U '\_.;+UW1.2.3 +- etc.

(*) On voit dans cette expression deux signes différens, savoir,
dzx et h, qui reprét des accroi de x ; mais il faut

y=r
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Ge développement, lorsqu’on y change % en da, de-
vient (17)
de  du d3
o u
UW—u = — — —

7 Sini 1553 & Ly
formule trés simple, qui montre comment la différence
de u, correspondante & 'accroissement quelconque dz

o 9 * 2
se_compose avee les différentielles des divers ordres
relatives au méme accroissement., :

De la différentiation des Jonctions
transcendantes.

“24. I:es .fon'cti.ons qui ne sont pas comprises dans
Vénumeération faite au n° 14, se nomment transcen—
d.antes. La fonction exponentielle u = o= est’la. lus
S}ﬂ’lplﬁ de ce genre. Lorsqu’on y substitue x+d£ an
lien de =, on trouve le rapport des accroissemens

ac+dz __ az (a‘h‘ A l)
T T e s e AR
dx Ar H

pour le développer suivant les puissances d i
ppe eda, on
a=1+-0, etil vient g

se rappeler que e premier n’étant introduijt dans ‘le ealeul] e
_po;l.r f9rmcr les différentielles (5), et disparaissant par la (]ivis?:n
!n‘lilflllec pour passer aux coefficiens diffe‘reutiels, Tesic tonjon;

g inc s Paacints = 2
in }teryinne : Paceroissement k, an contraire; désigne ici 1ine ’ua
ulh, qui peut éwre déterminde lorsqu’on ‘se [ln-opose de Ca’cl?le lll‘
changement effectif que subig J i b

. 3 a foneti
e h ¢ : tion w, ponur in changcm(ent

7 < &
del}zxen ne sioppose: cependant & ce que l'on derive dx an lien
]'f}‘!’ mais alors los coefficiens différenticls se changent dans ]
différenticlles, comme on le voit plus loin, -



32 PRAITE ELEMENTATRE
al? = (14-b)1r =y 4 ? b -}-%—:'—) be

dz(dz—1) (do — 2) 5
BE _——’-.2—.3————_11 - ete. ,

puis

a%—1 b dr—1

s dz—1) (e —2) .
dx —Y+ 1.2 Ll 4

10508

-+ etc, ;

et si Uon fait dz= o, dans le second membre de
cette équation , il restera, pour la limite

b b &3
;_-2-+§—etc.).

Remettant pour & sa valeur @ —1, il en résultera (5)

de®  sa—1 (@a—1)  (a—1) ;
= (—,"‘*?“"‘_‘r—"’”')'

ainsi, en prenant

s a— T e ) (a—1)°

1 2 3

— etc,,

on aura d.a®=+ka*dz, Telle est laforme de la diffé—
xentielle de la fonction proposée ; et 'on trouvera bien-
10t une nouvelle expression du nombre constant k.

25. Tlest visible que

d*.a® = kdzd.o® = k*a=dz?,
d3.aq* — ](Bazdxﬂ’

d*, o= =thrardah
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etilsuit de I4 que

du d*u diu
== ke, = = ke s eqe

dax? et

Lorsque == o, la fonction u et ses coefficiens différen
tiels deviennent

U:],.U':l‘, O'=Fk, U=k, ete.:

on obtiendra done (22)

e kx kiad g3
gttt e O

26. Le développement de la fonction a?, trouvé ci-
dessus, servira pour reconnaitre de quelle quantité la
sétie représentde par £, tire son origine.

; T3 jn s
Si 'on suppose x= b il viendra
Ao
; 2

& 1 X 1 3
ﬂ=’+;+;—2+—~ Seretoly

)

et en désignant par ¢ la valeur du second membre,
dont les douze premiers termes convertis en décimales
donnent

¢ = 2,7182818,

on aura I'équation

=

a =e, doulon tirera o =ek;

prenant alors le logarithme de chaque membre , OR

obtiendra

la = ke T kz.
le .
Cale, &iff. e
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on aura done par la

dhiase— o dmi— i afdx (Y
le
29, Le nouibre e se présente souvent dans les re=
cherches analytiques ; on le prend pour base d'unsys-
teme logarithmique, que j'ai appelé Neépérien, dunom
de Néper, inventeur des logarithmes, et que je repré-
sente par la caractéristique 1 (¥*)¢ on‘a‘alors Te = 1,

(*) Elégant et sinple, le procéii¢ suivi ci-dessus pour parvenir &
ce résullat, et employé par Lagrange, a paru défectnenx & quelques
geométres; A canse que la série rouvée d’ibord pour % (24); n'est
convergente qué quand @ différe pen de I’anité. Mais onire que ce
premicr développement ne sert quwh obtenir la forme de la diffé~
rentielle cherchée, on pent toujours pattiv d’ane exponentielle dont
Ia base soit trés voisine de l’unm. 11 ne faut, pour cela, queichanger

azenan . Posant alors am=da/, mx=a', onaura a®=a’*’;

en donnant h m une valenr suffisamment gra m‘le, on pourra rendre
m

V/a, ou a, aussi pen différent de Punité qu’on le voundra, et P'on

en conclura
dsuar 9 la!
: [
d.ar=d.a ”=.I— aldal;
%1 e

mais la’ = ]"Lz, da! = mdz : donce d.a® = i—:- a<dx, quel que
s0it a.

(**) Ces logarithmes étaient connus sous les noms fort impropres
de logarithmes naturels ou hyperboliques. Ils ne sont pas tout-i-
fait identiques avec cenx que Néper a ealculés en premier lieu, mais
ils n’en différent que par Pordre de lenr succession. Hs résulteraient

x

il = > ;
de Péquation e ;A4 éant10000000. Ges logarithmes sont

décroissans et négatifs , le log.4 est zéro. ( oyes dans 1e Journal
des Savans (1835;.1°r semestre), ou dans la Connaissance des
Tems pour 1838 (additions, p. 3), un mémoire de M, Biot, sur ce
w]lzt
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et il vient
d.a* = a*dx Va,
& (1 a) (e Y xifla) =
a® =1 4 = +| s ~+iete. | (55)

Si Von faisait @ —= e, on auraitseulement
3
A i
Ty o e boetel,
BRI )

expression ou il n’entre plus de logarithmes.
Si Pon prend @ ponr base d’un systéme de loga-
rithmes, alors le =1, x =1u, et par conséquent

tluc . xoluye 1 T3
=1 - = |t —=) 4 etr.
1lr' 1.2 le) *—1.'2.3(le> ' 4
série qui fait connaitre le nombre u par son loga-
rithme, et qui finit toujours par étre convergente.
ﬁ : oo u
En effet, si Pon pose, pour abréger, = M, deux
e
termes conséentifs, prisdans un rang quelconque, étant
représentes par 3
wmr > Mt
G >
i3 il 1.2.3.. .0 (Mn41)

>t

R e
seront dans le rapport de 1 a g maislenombren
n B

augmentant avec celui des termes de la série, finira
toujours par emporter sur 3, quine change pomr de

- valeur, et ces lermes deviendront de plus en ‘plus

déeroissans. -

28. On peut obtenir maintenant la différentielle de

la fonetion logarithmique , au moyen du second
du  la

théoréme dn numgro g, car ayant trouvé O 4%

]

3
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lorsqu'on regarde % comme fonction de 2, dans I'équa-

tion v==a%, il s’ensuit que izzl_e - lorsqu'on re-
du""la" a*’

garde & comme fonction de u , ce qui répond 4 I'équa-

! lu 2 ; ]
tion & =qg; wais alors a ¢tant la base da systéme,

la =1, et Von a seulement

dr e el
de — a2 = !
d’ott il résulte
il_u = ]-E et  dlu=le iu
du u u

Pour passer du systéme dont la base serait e 4 celui
dont la base serait a (dlgébre, 250) , en désignant ces
systémes par les caractéristiques 1 et 1, on aurait

le = le.Vu,

et comme on compare tous les'systémes delogarithmes
au systeme Népérien, on appelle module le nombre le,
par lequel il faut multiplier V', pour obtenir le loga~
rithme correspondant dans unautre systéme : on dit en
conséquence que la différenticlle du logarithme , ou
la différentielle logarithmique , est égale au produit du
module, par la différentielle du nombre 5 divisée Pgr le
nombre méme ().

29.*Si on voulait passer de la au développement

(*) Borda et quelques antres géométres prennent pour module
¢ T TRE A Z0is 3
Pinverse sl ils posent ]u._ﬁlu7 alors, qaand u =4, on a

1 7 2 T'u
r= M-l’a; d'olr M =Va, et ensnite i — — .

Ia
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de x en u, ou du logarithme, suivant les pnissances.du

nombre, on trouverait que les quantités .
dasedins
e e W
2 du 2 d"“ ’

i i Ereoe o
deviennent infinies par la supposition de u=o, et 'on
en conclurait que le logarithme ne saurait se déve-
lopper dans la forme

z= A 4+ Bu -+ Cu* 4+ Du’® - etc.

Cest aussi.ce qu’il est facile de reconnaltre & priori,
en observant que la fonction x devient infinie lorsque
u==o (4lg.261), ce qui ne résulte pas de la série
ci-dessus , qui se réduit alors & x==4.
Il n'en serait pas de méme si I'on changeait u en
1 -}u; car on aurait
z=1(4u),, %: : }:u

diz =—left - u)"? iwfzzle([ —+u)7, ete. ;.
dustin 7 du? 4 ;

faisant alors z==o0 et le= M, on obtiendrait

=le(14u)",

w out

u* ud ]
l(x-{-u):M{u—-; -4 B0 - —5-—et_c.} (5

la

e du

(*) On aura remarqué sans doute que Véquation k=

n° a6, jointe & Pexpression du n° 24,

(a—1)2 (a—1)3 =% (a—1)4 e

(a—1)
A 1 2 3 4
conduit &

—_ {a—1)? a—=1)3
ln=|e{(irl~l—) — 5-‘124 +- g—v}i —_ clc.};

et en [uisant @=1-4u, on setombe sur le développement ob-



Pey

38 TRAUE ELEMENTAIRE

3o. La séric du second membre n'est asses conver-
gente (Alg. 236) pour étre employée au caleul des
logarithmes, que lorsque « est une fraction; mais on a
trouvé des moyens de la transformer en d’autres qui
sappliquent, avee plus ou moins d’avantage, aux diffé-
rens cas. On a observé d’abord qu’en changeant ~-u
en —u, il venait

u* ) 4 5

1(1—11):M{—-—u—— Ci e R e
. BUNRUR SEaRatLh y

et retranchant cette équation de la précédente, on a

trouve

12

—pt

T

):2M{?+ §+§+U“’-}‘

l('+”)—](l——u):l(

1-fu

Eml

faisant ensuite

5 7 2
=1+ > cequi donne u=—-—

n4-z’
n--z

n

et observaut que l(x —|—f—;>=]< =l(n+z)— lﬁ,

tenu ci~dessus.
Lagrange a montr¢ qu’on pouvait rendre cette série convergente
n
en observant que la =ml Va, doit

1= mle i

"
parce que V& —1 décroit plus rapidement que m n’augmente. 11
suit de a qu’en prenant m trés grand , on anra, de plus en plus
cxactement,

. S
ta= mle(Y/ @ — 1)
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il en est xésulle

i (n+z)—ln=zﬂf1{ 7:1 +%<;zz:|-‘z>§+ %{2&:’2)5-{—&(:. } >

d’ou lon a conclu

z | NS e N 1
! (”+z)‘:1n+2M{2ﬁ+z+ g(zn-—i—z) T 5(271-!-5) s )

Cette série, qui fait conpaitre le logarithme de
n -4z, lorsqu’on a celui de n, donne, eny supposant
n=1 et z=1,

12:251{%+ gf—y+

puisque lr==o. Elle est déja trés convergente etle de-
vient encore plus pour un nombre plus grand. Si Ton
prend M =1, on trouve V2=0,693147180.

Le module M sobtient en calculant le logarithme
d’un méme nombre dans le systeme qu’u'n veutadopter,
et dans le systeme népérien , et en prenant le rapport
des deux résultats (28). On arrive assez promptement
au module des logarithmes ordinaires, en calculant
d'abord Te logarithme népérien de 5 par celui de A
qu'on déduit de celui de 2, puisque 14 =2l2; puis
connaissant 15 et 1’2, on a 'no=1'54-1'2. On trouve
ainsi

1'10=2,302585003;

et divisant par ce dernier logarithme, Vunité qui est le
logarithme ordinaire de 10, on a, pour le module
cherché,

M= o0,434294,82.

Tel est le nombre par lequel il faut multiplier les loga-
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nt_[:mcs néperiens pour obtenir les logarithmes ordi-
naires (ou de Briggs).

I?e’clproquement » pour revenir aux logarithmes né-
périens, il faut diviser les logarithmes ordinaires par
ce nombre , ou les multiplier par

; 302585093
TR T
o, {32g}f8a T M1702E209%

31. Je vais donner quelques exemples de I’applica~
tion des régles de la différentiation des fonctions lo-
garithmiques ; mais pour plus de simplicité, je suppo-
serai dorénavant que les logarithmes sont népériens ,

4 molns que je n’avertisse expressément du contraire. 2

=z,

S b o4
Soit 1% u=1 (i:), en faisant
[/a’-f—x" a4 x*

5 de  duds e d
onaura u=lz, o4 oudu:‘;z, puisque
d ;
%: 51 (28); mais ;
Zidz
deV @t e =0 .
dz = = }/a +$= 2dz it
a*<-x (as+_,_.~z)'5
a*dx
done du=— Py
o Vi E V=2 R
2% u=l{———————": on (era

l‘/[—{ax——- V:}j’

VidEe - Vii—asy, Vit —yida=y '

ce qui donnera ’

YN i iy da
:L—l(;)—-l‘)-——h, (hl._—j;———-—,

41
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mais on a
dx dz —dz {‘/-l—— ‘/’—:%
S S i R +ar—y 1—x
dj:z\/t—f—x 21—z 2y 1—2"
o zdxy '
-3 2‘/1—1"
dx dz dx s e
dz—= -+ — ——‘{\/‘+x+‘/‘—"'}
z 2V itz 2y 1—=x 2V i—z*
ydx

Ty i—a

d’otr V'on tire

dysadaiing o zdx “ eyl
7 e o wV 1—x: . 2V i1—a
_ =i
27z V T—at |
et en observant que *~-z*=4, yz=2x,

da
Y 1—a
Cet exemple est remarquable par les réductions
qu’éprouve la différentielle, et par sa simplicité, eu
égard & la fonction dont elle dérive; il sera facile
maintenant d’effectuer le calcul des exemples suivans,
dont je ne rapporterai qué les résultats,

on ftrouvera enfin du=—

dx
3".u:l{x+\/1 +:L“}7 du:m;
4ouu= i__l{r\/:—f—\/r—:—'v*}, du= —d——L

V=1 Vi—x
5".14;:1{‘/'+‘r“+‘r1: du=._d1_‘_,(
Vv l+x‘1—x_‘ Vita
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St Von avait u=—(lz)", en faisant lx =23, on trou-
verait
U=z < de—nsldz;
et vemettant au lieu de z et de dz, leurs valeurs, il
viendrait

d:(x)i=nlz)"= d?x‘

Soit enfin u=1.1z, clest-a-dire, le logarithme du
logaritbme de x; posant, comme ci-dessus, le=z,
on auva d’abord

u=1lz, du:—z, dz:d.lx_—:—z,
Z @
d’ott Pon déduira ensuite du= L}f
xlx

32, La considération des logarithmes facilite beau-
coup la différentiation des formules exponentielles,
lorsqu’elles sont compliquées.

1°. Soit, par exemple, u== 27, z ety étant deux fonc-
tions quelconques de z; en prenant le logarithme de
chaque membre; on aura lu =71z, et différentiant en-
suite, on obtiendra

‘(Bzdjlz +yd.ldz (11, 28)

u
=drls +J'd;z ,
et.de la
dumu (st ), dw=z(etsL)

2%, Soit z=a?"; on fera b* =y, et 'on aura

U, de=a"dyla (27);

T AR TN
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1hais dy=d.b® =b=dzlb : donc
du = a®b=dzlalb.

30, Soit w=2z*, z, t et s étant des fonctions de x ;
on' fera t=y; il viendra

u=—3zl, . du=gn" (dylz +Z¥) -

di=1 (dslz + ’—:}—l>,
et par conséquent
du=7z"1t’ (dsmz - s -+ d?z .

Au moyen de ces formules, on trouvera facilement la
différentielle d’une fonction exponentielle quelconque.
)

33. Les sinus, les cosinus, les tangentes et les autres
lignes trigonométriques, considérées par rapport a
I'arc de cercle dont elles dépendent, sont aussi des
fonctions transcendantes; on les nomme assez ordinai~
vement fonctions circulaires.

Cherchons d’abord la différentielle de sin z; pour
cela prenons les équations

sinacosh -Lsinbcosa
: R :

sinacosb—sinbcosea
; R

sin(a--b)=

sin(a — 0) = (Zrigicx),

et retranchions la sceconde de la premiére, peur obtenix

25in b cosa

sin(a = b) —sinfa— &)= 7 2
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au lll(’yl}ﬂ [[C quoi nous trouyerons

sin (z~+dz)—sin x = 2—sin s oos (e - dz) A

en faisant
a—b=—u.

a+ b=x-4dx et

Passant ensuite au rapport des accroissemens de x et
de sin z, nous aurons

sin (z 4 dx)—sinx __ 2sinidxcos(z+1dx)

dx Rdzx
__sinidx cos(z4idx)
T s

en divisant par 2 le numérateunr et le dénominateur du
second membre. Pour passer 4 la limite, il faut cher—
cher ce que deviennent les deux facteurs lorsque I'ac-

croissement dx s’évanouit (8), circonstance qui réduit

€osz
d’abord le second facteur i Bl

. sinidr o g
Quant au premier, ————, sa limite est 'unité; car

tdx

Rsina 1. Sin@ . cosa :

, on déduit =-——; et puis—
tanga R

que cos a=R, lorsque a==o, le rapport entre le si-

nus et la tangente a done 'unité pour limite, quand

Yarc s’évanonit ; or, l'arc étant moindre que la tan-

detanga =

: sin @
gente, et plus grand que le sinus, le rapport —— sera

et 1, et aura par conseé—

sin a
tan
quent aussi 1 pour limite.

toujours compris entre
ga

by

DE CALCUL Illl-‘l“I‘i]H'le\iL.
On aura done, en vertu de ces remarques,

d.sinx  cosx i dx cosa
= et d.sinr= e

dz i R
34. Cette différentielle obtenue, les autres s’en dé-
duisent sans peine; car
1% cos z=sin(17—z), d.cosz=d.sin(1?—ux);
mais, par ce qui précede,

d.sin (19 —z) :lT;{d (19 —x) cos(19—x)

:——I%dx cos (19—z),

et cos (19— x) =sinx : donc

dxsinz

d.cosz= S

2°. sin.verse x = R — cos = : donc

dzsinax *

d.sin.versex =—d.cos r=— 5

Rsinx
3°. tangz=— &
cos
Rcosxd,sin 2 ~— R si
d.tang x = Rsinzd. cosz (12)

. cos x*

_ (eosx?—f-sina?)dz

cosx* ?

mais cos 2* -~ sin 2 = R?: donc

d.tangax = ﬂ‘z ;
cos x*
H:

40. cotr=s /i
tﬂng o
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Rd.tang x Ridx Redz
tangx® tangaicosz® sina”

d.cote=

en mettant pour tang = sa valeur; ,

Hﬂ
b2 sec = 3
cos z
e R’d.cosx  Rdzsinz  dxtangxsécx
d.sécr=~— — =
cos &* cosx? R? .

i By tangr et
uisque ———— = ta
PR €05 %

: s R
6°. Coséc x——y
“ s
1 . Rd .sinx Rdxcosz dzcotacoséer
d.cosécx= ——— = - -
smnax* siz? R*

Dans 'usage ordinaire on fait le rayon R =1, ce qui
simplifie les formules ci-dessus, et donne

d.sinz=dzcosz, d.cosz=—dzsinzx,

dx
—_— d.cotr=—— ’
cosz?* sin x*

d.tangr =

35, Avec ces formules; on peut trouver la différen—
tielle de toute expression renfermant des sinus, co-
sinus, tangentes, etc. ; il faudra pour cela différentier
en regardant ces quantités conme des fonetions parti-
culiéres, et mettre au lieu de leurs différentielles, les
résultats ci-dessus : je n’en donnerai qu’un seul exem-
.On fera

ple, savoir, u=cosa"""
cosTE=12, sinz=y;
on aura z =z et

du=d.zl=2z' (d]lz +‘Z‘?f (32)

! sin 2*
—dacos 7" cos zl.cosx — — -—).
cosxT

DE CALCUL l‘ﬂl‘icih NI, ;

36, Aprés avoir traité les sinus, cosinus, cte. comme
des fonctions de larc, il convient de regavder Uarc
successivement comme uue fonction de son sinus, de
son cosinus, etc., et d’en déterminer la différentielle
sous ces divers points de vue. Pour cela, soit x la
fonction proposée, et u la variable dont cette fonction

dépend; 1°. & cause de sin x =u et cos T = V R—w,

deti By
Péquationd.sinz = m, donne du:(—x—"—h——u <
R bid
et par conséquent dx = afide (9) : telle est la
V E—ae

valeur de la différentielle de I'arc exprimée par le sinus
et par sa différentielle.
2°. Si Von voulait exprimer la différentielle de 'arc
par son cosinus, il faudrait partir de U'équation
dxsinx

d.cosr —=— ————
7 s

qui dorme , en faisant cos x=u,

Pour passer de la au sinus verse, on ferait u=R—y,
puisque cosz=R —sin.verse T3 on aurait par consé-
Rdy

quentdn =—dy et do= ———
V 2Ry —y*

7 i ) 7 R*dx
3°. Soit tangzr=u; l'équation d.tanga = -
cosz?
. Rz ducos v
donne du= - ot de= L2 . mais comme
cosx” R
R? Rt

SeoPE=

5 O A cosT? =

cosx R conséquent
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et a cause (ue

sécx*=R* -+ tangx* =R* 41,

il vient enfin

En faisant R =1, les trois expressions de dx obte-
nues ci-dessus en du, se réduisent &

du du
Vi—e a4

Je terminerai cet article par I'exemple suivant.

de=—

Soit zun arc ayant pour sinus la fonction 2u Vi—
on fera .
suy 1—uwr=z;
on aura
dz
A=
Vv 1—z*
adu(1—au?)
e ey,
VvV 1i—u?
|/1 —zi==1—nu:
2du
Vi—u
37. On peut, par le moyen des expressions différen-~
tielles obtenues précédemment , former les développe-
mens des principales fonetions circulaires.
1°. Pour sinz, ona

mais d

et

donc (o —]

2 > diu
d—u—-cosac (—1—~=-—smx, — ——cosT,
dz i 2idas dzt
déu

——=ginx;ete.;

dat

el

it

DE CALCUE DIFFERENTIEL. 4o
faisantw==o0, il viendra, parle n° 22, U=0 ¢t

U=x) U o, = —y U =0t efc,y
d’ou Yon conclura

tig =

i x fios i z2 L
SINT = — = A T A %
1 1.2.3 ) e e :
2°. On trouvera pour cosx,
du i d’u dfu s
T == T ) 812 0 —= 3} 3
dz W dEr % wda? 4
diu
T —=C0S: Ly, etc. }

faisant 2 =o, il en résultera U= 1 et
Ui=t6, U":'—;,“ G U e
ce qui donnera
z° ez

COS T =1 ———

1.2+|.2.3.4— ete.

-

Ces deux formules , dont la loi est trés évidente et
trés simple , offrent une des méthodes les plus exactes
et les plus expéditives pour calculer le sinus et le cosi-
nus correspondant & un are donné, surtout lorsque cet
are n’est pas trés grand. On en trouvera d’analogues
pourla tangente et les autres lignes trigonométriques ;
mais la loi de ces dernieres formules n'est pas aussi
simple que celles des précédentes, et clles sont beau-
coup moins commodes dans I'application, que les rela-
tions qui donnent la tangente, la sécante, etc,, par le
moyen du sinus et du cosinus; ¢’est pourquoije ne m’y
arréterai pas; mais je ferai remarquer que les pre-
mieres, finissant toujours par devenir convergentes (27);
s’étendent aux arcs surpassant méme la circonférence.

Cule, dif., 5 édition. 4
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38. On-pourrait former de miéme le développement
deYare, soit parle sinus, soit par la tangente; mais dans
ce cas, Vexpression des coefficiens'différentiels, se com—
pliquant & mesure que leur ordre s’éleve, laisserait
difficilement apercevoir la loi qu’ils suivent, inconvé-
nient que n’a pas le procédé ci-dessous. :

Le coefficient différenticl de I'arc considéré comme
fonction du sinus, étant

dz. .5 X

du Vi—u
on peut le développer en série par la formule du bi-
nome (21) ; et en ne faisant aucune réduction aux coef-
ficiens numériques, on irouve

dx 1 53 1.3:58
gt Sut s — " uS 4 ete.

i L s

Ce développement , ne contenant que des puissances
paires de u, montre que celui de z n'en doit contenir
que d’impaires; et il faut poser en conséquenck

&= Au -+ Bu’+ Cv® + D’ +-ete.,

sans terme indépendant de u, afin que Varc z s'éva-
nouisse quand z==o0 : cela fait, en différentiant ;- on
obtient

E:A+3Blt,+5cu¢+ 7Du’ 4 ete.,

= —u*)—% (36),

et comparant a la premiere série, on trouve

Gl 1.3 B0 5 et
A= 3B=;, 5C_.—_£, 7D:2.4.5'e"’¢
dlon : ‘
e L R S S T Y
i R e E e e
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Comme on ne peut pas prendre u > 1, 0n.voit.que
la série ci~dessus ne saurait donner pour @ une va-
leur plus grande que le quart de la circonférence:
cette expression de l'arc par son sinus est donc moins
genérale que celles du sinus et du cosinus par Vare.
Pour exprimer Uarc par la tangente, il faut dévelop-
per d’abord
dx I
E=q_—u;=(l +u*)~ (36),

ce qui donne

dx :
= —flz“+u4—‘us+etc,;

et posant
x=dn~+ Bu’4 Ci’ 4 Dw’ 4-etc.,
d’ott il résulte :
dr__A 3 ;
= +3Bu - 5Cut - 1Dub - ete. )
il vient
vt vl el
X =7 j— ol
Ti5=3 ik 5 7 B
Ce dernier développement donne une expression re—
rfmrqufxble de Varc 09,5, dont la tangente est, comme
VYon sait, égale & 1; en effet, si l'on suppose z=1
il vient g : ‘
AT et b o e S S )

Cette série est trop peu convergente pour étre em~
ployée ; mais on peut calculer le méme arc en plusieurs
parties, dont chacune, ayant une tangente plus petite
que Yunité, sera exprimée par une série trés conver—

/L

L
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gente, Lie géométre anglais Machin a trouvé que I'arc
de 09,5 est égal & quatre fois celui qui-a pour tan-
gente 2, moins Pare dont la tangente est;, ce dont il
est atse de sassurer en observant que si tange==1%, il
“en resulte (L'rig. 27.) .
£ atanga 5

tangoa— — = —
6 1—tanga® 12

il

2tang2a 120

tang fa= e

Le dernier nombre, un pen plus fort que unité, tan~
gente de 09,5, montre que 4a>> 07,5 : faisant donc

ha=4, 09,6=2~,
‘on a, pour la différence fa— 09,5 ou 4— B,

tang 4 — tang B T

Gngbd—iins 1--tang 4 tang B = %;

et posant A—B==0, il vient 07,5=4a—0.
’ : :

%

4 1 )
Or, en prenant successivement u== B ]

trouve les valeurs de a et de b, et ensuite

§4<§—'§.’?+r155‘—'7_—15;+etc.>

0‘7,5 = =
l_(; gl s A GO m,)
3309432390~ 7 5(239)°
d’0t Uon dédyuim promptement que la, demi-circon-
férence = 3,141592653. %

DE CALCUL DIFFERENTIEL: 53

De la différentiation des fonctions de deusx ou
d'un plus grand nombre.de variables.

39. Soit f(x, ) une fonction quelconque de 'z ¢t
de 7 ; en supposant d’abord que la variable z change
seule et devienne x % il faudra regarder 3 comme
une constante, et traiter la fonction. proposée de
méme qu’une  fongtion de z-seul : on aura donc
par le théoréme du n® 23, en faisant pour abréger
{@hni=u, $8.01D ash
dub  d% b diu  h®
“’”"""f’:‘"-"‘d—ﬁ""@,ﬁ T2 J=cetc:

Pour trouver ce que devientla fonction proposéé,
lorsque y seul prend un accroissgment £, on regarde-
rait x comme une constante, etf(x,y), ou 4, comme
une fonction de y-seul ; par la on aurait

duk | d'u k* Pu K :
f= =ud— = — 1 ele.
(s k) +d_yl_+d_gf“1.2 d_r‘r.z.3+

Dans le cas ot les quantités 2 et » varienten méme
temps. et deviennent. z 4~ ket 5~k ,'comme on n'a
assigné aucune forme particulitre & la fonction £z, ),
il n’est pas possible d'y faire & la fois les deux substi-
tutions indiquées; mais il est aisé de ‘voir qu’on pa’_f—
viendra au méme résultat en changeant d’abord « en
T %, et mettant ensuite y =k pour y, dans le dé-
veloppement qu’on aura obtenu par Ja premiére opé—
ration. :

On a déja :

: h u b 3 2

1o2 odwd
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u représentant f(z, 7). Pour développer les coefliciens
des différens-termes de cette série, en‘éyant égard au
changement arrivé a y, j'observerai d’abord que dans
chaeun d’eux’, z doit étre regard€ comme une quantité
constante, et quon doit les traiter par; conséquent
comme, des fonctions de la_seule variable y. D’aprés
ce]a,, f(.z-,_y) ,.onu, devmndra

dukoiioden P

+d_y1+dy“t 2+d_y~’x 3 3""em

du
51 dans ce developpement on éerit — , auliendeu,

dz
du
on aura pour résultat ce que devxent 1a fonction et
lorsque ;7 se change en g +- k;6 est-a-dn‘e,
du % Iz k > k" (dn) Ic5 ! &
T dy % 4 s 53 +=ete.,
fdu 75 i :
ou, par [{; , on entend qu il faut différentier par

31

du
rapportiaux’y qu’elle contlent lafoncnon i et

diviser ensuite le résultat par dy. On voit ainsi qu’a
partir deu, il y a deux différentiations faites succes-
sivement, la plemmre, en ayant égard 4 la varia-
bilité de z seule, et la seconde en ne considérant
que celle de' y. On donne & cette expression une
d’u

dydx’

forme plus simple en D'écrivant ainsi : On re:

’ 2 du
4 (Iz) ; dPu

résente de méme — = par ——— ; ¢t en genéral,
p dy* P dyidx ’ B¢ 3

ERSAET

Trea

il faut entendre parg

dm

de Vordre n, dedult de la fonction

DE CALOUL mrrénxm'm §5

2 le coeflicient différentiel

3;::'"’ enny sup-

posant que y variable, tandis que cette fonction est
elle-méme le Loeﬁimeut djﬁ'erenﬂel de Vordre m de la

fonction proposée , en n’ y supposant que = variable.
Cela posé, la subsmunon de _7'+lc au- lleu de y

changera
du du dw k du ke diu
de " do d_yd:t 1 P d_y’dr e iz 1. z 3+etc ¥
e dw . Pu k diu  k* du
Ceni— & L ¢
EC gt drdz s T dpdet ta Ayt 1 2. 3 e
d*u  d*u du kNP R d®u
ol s iRt == (¢
dzt " et dydz’ 1 +dv]"(:{‘.t3 To s dpidics 1has 3 el

ete.

En substituant ces valeurs dans le développement
de f(z+h,7), et en ordonnant.de maniére que tous
les termes dans lesquels les exposans de A et de k font
une méme somme , soient placés dans une méme co~

¥ lonne, il viendra

‘ (ath, r+H =t

duk d? pc Kk
dr 1

+

diu

S L

R
duth - dou I\h
g P Bz 11

3—‘;% = ]; 3 -+ ete. :
3 &
(]jf’l(:r 11\2 T o et
5 : g
(I;J,du,c, é [%L} + aic. 7
:xl; 1.2, 3+elc'
- etc, ‘
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Pour bien entendre ce que signifie cette formule, il

suffit de faire u==2x"y", et d’en déduire le dévelop-
pement de (24 A)"(y 4 4)", qu’il est aisé de former
apriori. i ‘
:‘(_)n ‘a_obtenu le développement précédent en

t d’abord 'z % aulieu de z, et ensuite y -/
E}il’l w de 7 ;mais on aurait pu procéder dans un ordre
inverse, et commencer par la substitution relative & 7
alors f(x,y) serait devenue

{2, A 8),

duk du kb B
dya dyia.d Lad i s 3

ou

Cu + etc.

La substitution de x -7, au lieu de &, dans cettc
série, aurait d’abord changé :
Ak A e @
"°“"+_q7;+a‘nt; TR g ek

et ensuite

du  du ke R diu B
& " dy Tdzdy 1 detdy T2 d2dy 1.2.3

d*u du du h diu h* dBu - B
PR P e P P TSR P PO

&P dw, dlu h doe B dniuikd :
by S S e s e g e b e

ete. ;

=+ etc. ,

-+ etc.,

on aurait eu par conséquent

f
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dub  diu A? dn B -
f(@-h, +]‘)=”+&;+ d—lj;-l—é-{— T ——1.2.3'*‘ etc
ik kB Pk
dy1 Tdadyir ' dzdy .21
e I
dy*t.2 - dadyta 1;2
: st b etc.
Fapiah

- ete.

11 est évident que cesecond développement doit étre
identique avecle premier ; car 11* indifférent de chan-
ger d’abord x en z - et ensuite yen y 2 If; ou de
faire les mémes substitutions dans un ordre inverse,
puisque d’une maniére ou de Vautre on obtient égale-
ment f(z =4k, 3 + k). ’

Si T'on compare, dans ces denx développemens, les
termes qui sont affectés des mémes puissances de het
de &, on trouvera cette suite d’équations,

codh wh o diw
dydz - dady’
diu o weiad®a
Aydz® = dz*dy’
dPu d’u
dy*dx = dzdyt? e
dntmy, dm+ry
dyrdz™ dzmdy™’
ete,

1l résulte de la premiére, que le cocfficient différen-
siel du second ordre d'une fonction de denx wariables,
pris en différentiant par rapport @ Func delles et
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ensuite par rapport a Uauire , reste le méme, quel que
soit Uordre qu’on ait suivi dans les différentiations,
_Soit,par exemple, u=x"y";si’on différentied’abord en.
du
dz
différentiant ensuite ce résultat, en ne faisant varier

regardant = comme seule variable, on a —=maz"—ly";

que y, on obtient = mnx™'y"} : en opérant

dou
dydz
dans un ordre inverse, on trouve

du d*u

— = pxMyn? — mnx™
FoTos dad y 25 4

dy
et I'on voit que le dernier résuliatest le méme das les
deux cas: Les autres équations rapportées ci-dessus ne
sont que des conséquences de la premiére.

41. Enretranchant {(z, y), ou u, de f{z+-h, y+£),
rangeant sur une méme ligne les termes compris dans
chaque colonne, et les réduisant au méme dénomina—
teur, on trouve

d d
flath, y =i, =Tk
wihrdin diuie o diu NN
e )
-+ ete.

Ici, au lieu d’un terme dans chaque ordre, comme
lorsqu’il s’agit des fonetions d’une seule variable (23);
il y en a deux pour le premier ordre, trois pour le
second, et ainsi de suite; et si 'on change % en dz, &
en dy, les termes du premier ordre formeront l'ex-
pression ;
du

Tode o+ s

da

TR
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: ; Seduyins la diff
composée de deux parties, savoir, T dz, ou la diffé-
rentielle prise en regardant = comme seule variable, et

g—l—t dy, ou la différentielle prise en regardant y comme

seule variable. La somme de ces différentielles est
nommée différentielle totale, et se représente simple-
ment par df(z, y) ou du, en sorte que

du . du
df(x,‘]‘? = du =-(-E:d1‘ + d—;d_y.

Elle s'obtiendra au moyen des régles données (1o et
suiv.) pour les fonctions d’une seule variable. Dans le
cas présent on différentiera la fonction proposée , d'a~
bord par rapport i Pune des variables, et ensuite par
rapport & Fautre ; la somme des deux résullals sera la
différentielle totale cherchée.

f2. Je ne crois pas quil soit nécessaire de donner
beaucoup d’exemples relatifs 4 la différentiation des
fonctions de deux variables, puisqu’elle rentre dans
celle des fonetions qui n’en contiennent qu’une': je me
bornerai donc aux suivans.

On yoit sur-le-champ ;d’aprés laadgle ci-dessus, que

d(z 4+ 7) = dz -4 dy,
dizy = ydxfady,

R dz  zdy = ydz—ady
S0 © o aslesh . ks b e
Soit encore'1®. w==z"y"; ona :
du ,
.a;dx = mx7y"da,
du

£e e Mt B
& dyl = ‘parizidy :
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done

1

du:mx"‘"'_y"d:r+nx"'_y""d ly=a"=y" = (myda-bnzdy)

2°% u = ‘%: af(x‘-f—y’)-%; ona
a:ﬁ .rl
du ayxdz
de =t o e
GVl
dil“l wh Cadghs aridy
d i it
e e
onc ;
du — - eyxdx 8 i ady Cooardy

T
2

-+
G v 0 R C i D00
et en réduisant, )
_ —azydz+axidy
RGO S0 1 HIv8 b
(=4 77)?

e

2 . :
Bt wis=rarc (wng 5 ;), expression qui est celle
d’un arc de cercle dontle rayonesti, et la tangente & 3
F

pour la différentier on fera J—J: =z, d’ou il résnltera

S dz
u=arc (lang=1z), et du— e (36); puis mettant
au lieu de z et de dz leur valeur, on trouvera
ydx —ady
due I yirioaxdy

e
1—}-)72

=Ty
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43. La maniére dont on éerit les différentielles des
fonctions qui dépendent de plusieurs variables, donne
lieu & des remarques importantes. Il ne faut pas con-

fondre alors %‘; dz avec du, comme on pourrait le
faire si % ne renfermait que la seule variable z, parce
qu'icile du de l’expression_g%:, ne désigne pas la_dif-
férentielle totale de la fonction w; ‘mais senlement la

partie que produit la variation dex (41) ; et comme c’est
le diviseur dz qui marque cette restriction: (39), il fant

le conserver pour distinguer d—i.:' dz dela différentielle
totale représentée simplement par du: il en est de méme

du : ; .
de a—ydf, par rapport & ¥ (41).

Les quantités it O TR sont appelées

dz’ dy’  “dzmdym ?
souvent différences partielles ; mais ce langage n’est
pas exact; car les formules qu’on désigne ainsi n’expri-
ment point la différence entre deux quantités,

Les vraies différences partielles de'u sont d’abord
flz 4 b,y — £z, 005
fz, 0+ B — f(=z,)),

la premiere étant prise en n‘ayant égard quau chan-
gement de z, et la seconde en ne supposant que celui

“de y. Lies expressions ‘

du du du du
(T;h, T ou adx, d—-jdy,

qui ne sont que les premiers termes des développemens
de ces différences, 'doivent ¢ tre nommees différentielles



62 i rn.u'ri FLEMENTAIRE "

pariielles (5) ; 5 2 g— resteront toujours les coefficiens

'dtﬂbrentwls du prem]er ordre de la fonction proposée,
detay
Y dzrdy
coefficient difféventiel pris en dliferentlant m fois par
rapport 4 z, et fois par rapport a y; maisil faut
remarquer qu'une fonction dune seule variable n’a
dans chaque ordre qu'un coefficient différentiel (17),
tandis qu’une fonction de deux variables a deux coeffi=
ciens différentiels pour le premier ordre, trois pour le
second, quatre pour le troisidme, et ainsi de suite.

et en genéra] sera, dans l’ordre m-n, le

44 Voici comment on peut trouver ces divers coeffi-
ciens, en partant des deux premiers.
On a d’abord

du_.d—fd.r-l- d_y,

prenant alors la dﬂfexenualle totale des coefficiens

L7 et de , qui doivent étre traités comme des fonctions

dz "~ dy
de deus variables, et dx, d y étant des constantes, il
vient

da?.- T dz' dm % d_;y'd:t dr,
du d*u d’u
R A T

Désignant ensuite par d’z la différentielle’ totale
de du, on aura

= d:cd + dydj ;o d’on

A=

+2d dydxd_y +d
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‘en observant que les coefficiens différentiels dont les

dénominateurs ne présentent que les divers arran-
gemens d’un méme produit en da et dy, sont identi-

ques (40)-

Si Von différentie les coefliciens différentiels qui se
trouvent dans le résultat precedent, il viendra

d’u d%u

i o M d_ydx’ dz
d*u d'n | d*u
dzdy — dxdy Ll dydxdy dr,
d*u d’u du

foe TRl v e

et par eonséquenl ',

{zd +3 k7 dxl_y+du

dy?,
dxd PP
On continuera facilement cette formanon, et Uon re-
marquera sans doute 'analogie des résultats avec les
puissances du binome.

Il faut observer que, d’aprés la notation précé-
dente, la série du n°® /41 rentre dans celle du n°® 23,
lorsqu’on substitue dz a h, et dy a k; en sorte que si
Von désigne f(x-4-dx,y =4 dy), par &, on a encore

du d“u

’
R e e
i 1+1 123+etc,

_n_ 3
diu= dx +3da:'“

formule tout aussi générale que celle du n° 41,
puisque les accroissemens d:z‘ et dy sont également
arbitraires.

45. Tl est aisé d’étendre ces considérations aux fonc=
tions d’un nombre quelconque de variables, et de s’as-
surer que si l'on a

== b ar o)
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il en résulte !’
- +1,z+ ld) 7 f(z,_f,y,@'
] du du, u
=ng‘+ d_z:h +c—l—_y'{+dz I 4 etc.,

d’ou Von conclura
| du due du du
Anbbi helst od e
du—dt dt 4 dxda: = djd‘?’ -|- L
enl désignant par ;

de  du du” du

dt’ dx'- &y’ dz
les coefficiens différentiels de la fontion u, pris en y
faisant varier seulement ¢, ou x, ouy, ou z.

Cette notation, due a Fontaine, est la plus simple et
1a plus expressive de toutes celles qu'ona proposéespour
remplirles mémes indications. Euler,dans la crainte que
’on ne confonde, par exemple, le coefficient différen—
tiel %l-l avec le rapport de la différentielle totale du i

4 .
1a différentielle dz, exprimé par

du du " du ( du
adt—}— a;_d:c-l—-é}dy—l—dzdz
de z

e % S e
désigne ce rapport par ‘ﬁ, tandis quil indique le

di voss
coefficient différentiel par (El—:) Le sens du discours

rend presque toujours cette distinction superflue ; Fon-
taine d’ailleurs avait pouryu au cas ou elle était abso-
Jument nécessaire, en proposant d’écrire le rapport
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s .
amsi : d_tu”; et comme ce rapport est employe plus

rarement que le coeflicient différenticl , il avait affecté
a ce dernier le signe le plus simple, ce qui est con-
forme a la théorie de toutes les nomenclatures, et
précisément le contraire de ce qu’a fait Euler.

46. Les résultats du Caleul différenticl devant tou-
jours étreindépendans des accroissemens des variables,
le rapport é du ne saurait avoir un sens déterminé,
qu’autant que les variables &, y, z sont, au moins im-
plicitemient, des fonctions de ¢; et alors du exprime la
différentielle d’une fonction composée d’un nombre
quelconque ‘d’autres fonctions de la méme variable.
En effet, si on suppose que les variables 2, y, z dé-
pendent de la variable z, et que 1’on substitue aux ac-
croissemens g, /&, k, [, des expressions de la forme

de, pde, gde,rde,

Pensemble des termes qui ne contiendront di qu’a la
premiére puissance, se composera de ceux ot les ac-
croissemens g, k, &k, ne passent pas cette puissance,,
et ne semultiplient pas entre eux : on aura donc encore

du du du du
du__d—Ldt - Trpdt -+ o dt +4- a—‘;rdl,
ce qui revient a
du du du du
= — — -+ —dy —dz
du % de 4 i da < S dy B dz,

en remplagant pde, gde, rde, par les différentielles
dz, dy, dz, que ces quantités expriment.
Atnsi la différenticlle d'une fonction renfermant un
nombre quelconque d autres fonctions d'une seule va~
Cale. diff., 5e édition. 5
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riable , est la somme des dij ¢rentielles parli’ellas res
latives & chacune de ces fonctions. i
La régle du n° 11 n'est qu'un cas }?articulier de cet
énoncé ; car si Yon prend u = 1xyz, il donnera
du = zyzdt + tyzdz + txzdy -+ tayds.
De méme , quand v =127, ona
du
dz
et par conséquent

dz’
du = yzr—'dz 4 2/dylz =zy((1_r1z +J—;— (32):

dz= yo=tdz (13), j—;dy:z’d_ﬂz @7),

f7. Je dirai ici trés peu de chose sur la n_xani'ere
de réduire en séries les fonctions de deux v:{rxables,
parce qu’il arrive 1e plus souvent c.]'u’on nelesdéveloppe
que pax rapport a une des vanahles’, en supposant
3 Pautre une valeur constante, et qu alors ces fo’nc-
Gons doivent étre traitées de méme que celles d’une
seule variable. Je me bornerai a faire voir que !a for-
mule du n° 41 semploie & développer les fon?tmns de
deux variables, comme celle du n° 20 s’applique aux
fonctions qui n’en renferment qu’une (22). s

Si Von fait z=0, y=o0, dansla formule du n .41,
Cest-a-dire dans u et dans chacun de ses coefliciens
différentiels, elle donnera le développement de £(h, k),
ordonné suivant les puissances des quantités het k;
mais on pourra écrire & au licude h, et y anliende &,
et il en résultera

1 §du du
f@) =1+ 7 {d—x"’ t ¥ } ;
Tt du '
S e ey }
4 etc.,
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<n observant de faire x et y nuls, tant davs u que dans
les expressions qu’on obtiendra pour chacun des coef-
ficiens différentiels (¥).

De la différentiation des équations quelconques
a deux variables.

48. Jusqu'ici je n'ai différentié que des équations
sépardes , c'est-a-dire dans lesquelles la variable se
trouvait seule dans un membre, et la fonction dans
Tautre : telles sont les équations de la forme Y=2X,
Y étant une fonction de y, et X une fonction de x; mais
le plus grand nombre des équations que I’on rencontre
dans !es recherches analytiques ne se présente pas
ainsi : la variable et la fonction y sont souvent mé-
lées ou combinées entre elles. :

(*) On poarrait encore arriver au développement de f(x,y),
par la différentiation,, ainsi qu’on est parvenu A celui de f (), dans
la note de la page ag; car si I’on suppose

w=A'+ Bx 4 Cy -+ Dz* + Exy + Fy2 4 etc.,
les letires A, B, C, etc. désignant des quantités indépendantes
de x et de y, et qu'on différentic cetie équation par rapport A x et
par rapport & y, plusieurs fois de suite, de manitre & former les
expressions des coefficiens différentiels "
_liil- (il_t d=n du  dru
dz’ &y’ Az’ dzdy’ (F’

etery

on aura, en égalantd zéro x et ¥, aprés les différentiations,

du du

& y=&

dau d2u d2

=D, m:l.xﬁ', J;l:=:.nF, ete. :

la valeur de 4 se trouvera en cherchant celle de la fouetion u
lorsque x et y sont nuls. ;
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Lorsqu’on a une équation quelcongue Hahn =0y
entre x et ¥, son effet est de déterminer g par 2, onw
par ¥, en sorte que I'une de ces quantités est fonction
de Vautre; et si I'on change zen z—+-%, et yen y- k;
il faut encore que V'on ait

flx4+h, y+ k=0,
d’ou
fe+h,y+ 58— =0,

équation qui, par le n° 41,se développe daps la forme

1 gdu du 3
Lo ——-k)

1 r(dzh+dj

1 d®u d’u Jt’) =05

d'u
— (== ——— kk
+1.2 dz* 5 +2d:rdy +d_7'“

-+ ete.

u représentant f(x, ) ;
Cefia posé , chercher Te coefficient différentiel de y,

*

: 7 ¢
st chercher la limite du rapport = (5); or, si dans

Véquation ci-dessus , on fait k = =h, tous ses termes
e S ;

deviennent divisibles par % et lorsqu’on pose ensuite

h = o, pour passer & la limite demandée, il ne reste

lus que
; du s d__u_n_ AL
dz Q7
} it & lacé par sa limite on on aura
ou = doit étre remplacé pa i
done
du | dudy du du S
E-}-a}d—x—_o, ou dxd.t-l-dj(y o

Le dernier résultat, se confondant avec la différen—
ticlle totale de la fonction u (41), montre que pour
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wouver le coefficient différentiel du premier ordre
d'une fonction y, donnée par une équation u=o,
entre deuzx variables x et y, il faut différentier le pre~
mier membre de cette équation, comme si les varia-.
bles éraient indépendantes Tune de Uautre, égaler

: d;
ensuite & zéro le résullat, et prendre la waleur de —d—y
; X

Cela fait, si I'on ob 1 whlede der gigae §
cla fait, si 'on observe que la valeur de o=, que je
représenterai par p, ne contenant que x et y, e'st, en
vertu de Uéquation # = o, une fonction de z seul, on
en conclura que p doit changer quand on fait varier x,
¢t prendre un accroissement que je désignerai par Z;
mais alors on peut regarder le premier membre de
Véquation §

: de  du

e g R

comme une fonction de =, y et p, égalée A zéro, qui
doit toujours xester nulle;; et si on la représente parz,
on aura, par la formule du n° 45,
di h (Ei k- de {
dZihidin s ndpiihi== of

-+ etc.

Or, tous les termes de cette expression deviendront

. divisibles par , siTon y fait k==h, I=ph; et

teux qui ne sont pas écrits, contenant les quantités
fiy ket Z, & des puissances plus elevées que la pre-
mitre, s’évanouiront lorsqu’on fera 'h=o, pour
passer a la Jimite o Pon doit remplacer

dy dp

R e e
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il ne restera done que

du du'dy du’ dp

dx Vd_ydx E)dxzo’
ce qui revient & :
sty b i

et se confond avec la diffe'rentielle totale de la fonction

. Ainst, pour former Uéquation qui exprime Ia re-

lation entre le coefficient différenticl du premier ordre
" et celui du second, il faut différentier I'équation qui

détermine le premier de ces coefficiens, en le regar-

dan! lui-méme comme une nouvelle wariable, puis

diviser le résultat par dx.

: ., dp S 5 , : 5

Faisant eusuite e équation qu’on vient d’ob-
tenir pourra étre considérée comme une fonction u” de
x, 7, p et g, égalée i zéro, et donnera une équation
équivalente & du’ = o, qui déterminera le coefficient
différentiel 7 de la fonetion g, cest-a-dire le coeflicient
différentiel du 3° ordre de y, par les précédens.

On voit par la que les équations qui expriment les
relations des coefficiens différentiels dune fonction
donnée par une équation enire deux variables, se dé-
duisent les unes des autres, par des différentiations
successives, en traitant chacun de ces coefficiens comme
wne nouvelle variable.

/;9 L’exemple suivant éclaircira tout ce qm précede.
Soit l'équation

yi—amxy + x* —a*=o;

la fonction u est ici y*—2mxy = x* — a*: sion la

différentic, en y faisant varier @ et y, et qu'on égale
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e résultat a zéro, on trouvera L4

oydy —a2mady —2mydz + 2xdx =
ou  ydy— mady — mydz+ zdz=o (1),

o 2
en supprimant le facteur commun 2 et VYon en tirera
dy my — x
5 dz = y—ma’
. dy . :

Pour avoir I oF seul, il faudra substituer dans
cette expression la valeur de y, qui, dans Véquation
proposée , est

p=gny= \/a“—x‘ -+ miz? ;.

et il viendra

oy —mgmiatmV F T

dz V& —z Fmx

— - mx
Va‘ o mixt

vésnltat semblable A celui qu’on déduirait immeédiate-
ment de Pexpression

Me—anr Y E—rtfmaz,
obtenue en résolyant ]’équalién proposée.
Maintenant, si Uon fait — d = p, doit il résulte
dy = pdx, Véquation (1) se change en
(y—mx)p —my + x =0}

etsi on la différentic de nouveau, en considérant quc
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o~ et psant des fonctionsde -, on arrive i

(y —ma)dp - p(dy —mda) — mdy 4 de =0 ;

mettant ensuite pdae pour dy, gdzx pour dp , et
réduisant, il vient

(r—mx)q+p*—omp+1=o0,

€quation qui donue la relation que le coefficient diffé--
rentiel du second ordre ¢ doit avoir avee celni du pre-
mier ordre p, et avec les variables a et y.

En continuant de différenticr de la méme maniére,
on formerait I’équation de laguelle dépend le coeffi-
cient différentiel du troisieme ordre, et ainsi de suite.

0. Si dans I'équation

(r —mzx)g + p*—omp 4 1=0,
on remplace p et g, par leurs symboles différentiels

dy &*
;é, ‘ﬂ.{’ (17), elle devient

Fy oy iy :
dz® " dz* U dr+l_o’

(y—max)

et chassant le dénominateur, on obtient
(r —mz)d*y+4dy*—amdzdy +dz*=o0 ... (2),

résultat que Uon tiverait immédiatement de Péqua-

tion (1), en y faisant varier dy aussi bien que y et z.

En général, faire varier les quantités p, g, etc. comme

des fonctions de x, c’est prendre les différentielles des
2 an

cxpressions équivalentes g‘{, 377, différentielles qui

la } dKJ_—-

da’ dz’

sont respectivement représentées par ete.,

DE CALCUL DIFFERENTIEL. ¥ n3
Cest enfin regarder les quantités dy, & y; ete. comme.
des fonctions de z. 3

L’équation (1) est la différeniielle premiére de la
proposée ; I'équation (2) en est la différentielle se—
conde, etc.; et, d’aprés la remarque ci-dessus, les
différentielles d'une équation PRIMITIVE proposée sc
déduisent les unes -des auires par la différentiation,
en regardant y, dy, dy , elc. cormme des fonctiops
de x, ce qui rentre dans Ja régle du n° 46.

On passe aux équations qui donnent les coefliciens
différentiels, en observant que ces coefficiens sont re—
présentds par

dy = d Ty
dz” dz*’

ete.
ou en faisant ;
dyi=ipdx; d2y = gdz?,. etc.

Par ces dernitres subst‘imtions, les différentielles
disparaissent, et il ne reste dans les résultats que les
fonctions p, ¢, etc., absolument indépendantes de la
valeur de 'accroissement daz.

51. L’équation proposce,
yr—oaomzxy 4+ a'— a’=o,
¢étant du second degré, donne pour y deux valeurs, par
le moyen desquelles Péquation %
(y—mz)dy — (my = 2)dz=0 (1),

d’on l'on tire -

dy L my—z
dz = y—mx’
: s e o d g
donne aussi pour le coefficient différenticl T deux

valeurs corvespondantes a celles de la fonction 7.
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Si. au lieu de résoudre V’équation proposée , pour:
’ q 2k

en tiver la valear de y, on éliminait cette variable,

aun moyen de V'équation différentielle (1), on aurait;

d’abord , en vertu de celle-ci,
_ z(mdy—dz)
dy —mdz ’

substituant dans la premitre, il viendrait, aprés les
réductions, :

: 9. v
(x'— a*— mix*)dy* — (amx’® — 2ma’ —2m z*)dady

+ (x* — m?zx* — a?m?)dz” = o.

Gette derniére étant résolue par rapport & dy, donne-
sait les mémes résultats que ceux qu’on obtient en
différentiant les valeurs de y (4g); et aprés Yavoir di-
visée par dz*, on en tirerait immédiatement celles du
coefficient différentiel. On aurait alors

o ar® s el
e gmnedy M n 3 amia?) ==
(22— @>—m*z?) R (2mx* — ama’ %) 3%
+ —mixt—a'm'=0;
¢t en dégageant la seconde puissance du coefficient dif-

2

{érentiel, exprimée par d—‘z—, , on arriverait a

dy? dy e mix’ — a’m’
e = zmd—r e '—_——_—x‘-— o e 0

5. Tl est facile d’appliquer ce qui précede a des
exemples plus compliqués, et dans lesquels les va—
Jiables montent 4 un degré plus élevé. Soit encore
'équation

yi—3axy + at=0j;

.

la différentiation dongera

3y2dy — 3axdy — 3aydz -+ Jz'dr=0;
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ou, en supprimant le facteur commun 3,

ydy—axdy —aydz  x'dx = o (1),
Ay _ay—=z

¢t par conséquent = .
P 4 dz — yt—azx

La fonction y, dans cet exemple, étant donnée par
une équation du troisitme degré, doit avoir trois va—
leurs; et en les substituant successivement dans Vex—

. d
pression de Ey , on obtiendra un pareil nombre de

valeurs pour le coefficient différentiel. On voit en gé-
néral que ce coefficient aura toujours un nombre de
valeurs égal 4 celui dont la fonction y est susceptible
dans 'équation proposée : il en sera de méme a Végard
de la différentielle.

Sil’on éliminait y entre les deux équations

yi—3azy + z*=o,
yidy —azxdy — ayde 4 a*dr=o0 (1),

on aurait pour résultat une équation du troisieme degré

par rapport & dy, et qui renfermerait les trois valeurs
dont cette différentielle est susceptible.

Ayant trouvé Vexpression de dy ou celle de :—‘y : on’

Filnes

2

parviendra a celles de d?y et de j]’
v x?

pacrapportady, a y et a x, suivant la régle établie
i SR AR 5

n 5‘0 s équation (1), différentielle premitre de la pro-

posée. En opérant ainsi et réduisant, on aura

en différentiant

Y&y —axd’y +2ydy? —2adady +szdx’=o,
ou bien

(' —ax)d’y + 2 pdy>— sadad y -+ 2xdz’ =0 (2):
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voild la différenticlle seconde de Iéquation proposde.
Si on la combine avee la différentielle premicre , on.

pourra éliminer d g, et le résultat donnera Pexpression
de d*y enz, dz et y: on chassera, si l'on veut, la
fonction y, au moyen de I'équation proposée.

En divisant Téquation (2) par dz?, elle prend:la
forme

a: dy* dy
(1 —an) L oy L —2aL 42z =0,

et ne renferme plus que les coefficiens différentiels

200 d X 7 — 2
& et Mettant au lien de g‘-}—’ sa valeur 2L =% )
dz* ' da dx ¥ —ax

tirée de (1), il viendra

: &y
(=) dz?
+ zf(u_y——-r" ’_2a<ay-;r) + 22 =o0,

J'—az Y —azx

et en réduisant au méme dénominateur,
a Bdsf_'L t—baz® y* -2zt y 4 2a’z y=o0;

(y*—ax) ot 22y 229 iy YE=04
Jmais la quantité

22 yt—bax*y* 4= oxly
n’est autre chose que

AL
azy (¥ — dazxy + z%) :

elle est donc nulle en vertu de I'équation proposde, ct
pav conséquent on a

2 a0
(‘y’—ax)jjT';: 4 2d%ry =o0,

d2ptE 2a’xy

e
d'ott e et
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En différentiant 'équation (2) par rapporta d2y, dy,

y etz, on formera la différentielle troisieme de V¢~

quation proposée, et I'on en tirera la valeur de d?y-,

lorsqu’on aura éliminé d%y et dy a Vaide des équa-

tions (1) et (2); divisant le résultat par dz°, on aura
13

Uexpression du coeflicient rr Ee continuant ainsil’on

parviendra aux coefliciens différentiels ultérieurs,

53. La remarque du n® 7, sur les constantes qui
disparaissent par la différentiation des fonctions, s’ap-
plique également aux équations. Si Pon avait, par
exemple, y*==ax-+b, la différentielle 2ydy=adz,
étant indépendante de &, appartiendraita chacune des
€équations particulieres qui résultent de la proposée, en
donnant & & toutes les valeurs possibles.

Mais I'on peut aussi parvenir, dans le cas actuel o
une équation indépendante de a, quoique la différen-
tiation n’ait point fait dispavaitre eette constante s il
suffit pour cela d’éliminer a entre les deux équations

yi=ar4b, 2ydy=adx;

et 'on trouvera
rdr =oxydy 4 bdz.

Quoique cette derniére équation ne soit pas ld diffé—
rentielleimmeédiate de la proposée, elle en dérive ce-
pendant de maniére qu'étant divisée par dz, elle ex—
prime la relation qui doit exister entre la variable T

: eotdo
la fonction y et le coefficient a1z quel que soita:

Sila constante qu’on élimine n’est pas au premier
degré dans équation proposée, le résultat qu'on oh-
tient renferme des puissances de dy et de dz su-
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périeures i la premiére ¢ je prendrai pour exemple,

yr—oay 42> =a
En différentiant on trouvera

ydy — ady 4+ xdz = o,

Loi it s
=IrE

;
et substituant dans la proposée, il viendra, aprés avoir
ordonné par rapport & dy et divisé par dz*,

s o A St
(x —2y)4x,—4:cf—a;c—-:c =a;

Telle est la relation qui doit exister entre la variable z,
: : LAd
1a fonction - et son coeflicient différentiel a%, indé-
pendamment d’aucune valeur particuliére de la cons-
tante a.
En résolvant I'équation

= 2ay 2" =a’,

par yapport i a, on en aurait tiré

a=—yVor +a°;
et a étant alors dégagé des variables z et y, la dif-
férentiation ‘seule le fait disparaitre : on aurait
trouvé ¢
_‘]yizydy—{—:td:r Ll
Vay+az

Ln faisant évanouir le radical, on s’assurera que cette

équation est la méme que celle qui résulte de Véli- °

mination.
54. On peut faire disparaitre autant de constantes
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qu’on voudra, en différentiant un nombre de fois égal
a celni de ces constantes. Soit

rr=ma—ax’;
on aura d'abord
¥y =— mxdz;

différentiant de nouveau, on trouvera
ydry 4+ dy? = — mda;

" : d %
substitnant pour,m sa valeur — J’_T.}” tirée de I'équa-
zdx

tion précédente , et divisant par dz®, il viendra
1° s 1
d2y £ dy dy

Y 3z PETEE A i

résultat indépendant des constantes m et a.

55. La différentiation, combinée avec I’élimination,
fournit le moyen de faire disparaitre les exposans. Soit
par exemple

Piierigl,

Pet Q étant des fonctions quelconquesde z etde 7 ; en
prenantla différentielle de cette équation, il viendra
nP"dP'=dQ, ' jou’ nPWP=PdQ,
cn multipliant les deux membres par P; et si Von met

pour P"sa valeur, on obtiendra

n()dp =Pd0,
€quation dans laquelle la quantité P est délivrée de
Vexposant n.

: On parvient an méme résultat, en prenant le loga—
rithme de chague membre de Uéquation proposée; on
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a successivement
- apr dQ
=10 ne— = X
nlP & 5 0.
et par conséquent nQdP = PdQ.
Cette remarque sert & déyelopper, suivant les puis—
sances de z, la fonction

(a + bx 4 cx* 4 dx’* + ext - ete.)”,
quel que soit Vexposant n. On pose pour cela,

(@i bz + cx® +rdad 4 ex! -+ ete.)”
= 4 + Bz 4-Czx* +-Da’® -Ext 4 etc.;

(28),

en passant aux logarithmes, il vient

nlla 4 bx 4= cx* + dz® + ext + ete)

—1(4 + Bz +- Cz* 4+~ Dx* 4 Ext 4 ete.);
différentiant ensuite, on obtient
n(b + ocx 4 3dz* + fex’ 4 etc.)dz
a4 bz 4 cx* + dx’ 4 ext 4 ete.

_ (BA2Cx+ 3Dx? - 4Ex-| elc.)dx
= 4+ Bz Ca D+ Fattetc.’
supprimant le facteur commun dz, faisant disparaitre
1es dénominateurs , développant et ordonant , par rap-
port aux puissances de 2, on a équation

nbA —+ 2ncdx + 3nddz® -+ 4neA13 - ete.

-+ nbBx + oncbz? 4 3ndBa® 4= ete. {__

+ nbCx» 4 2ncCa® 4 etc.

+ nbDz* 4 ete.

aB - 2aCxr + 3aDx* 4 faEx® -+ et
4 0Bz 4+ 2bCx* 4 30Dx® - ele:

e Bz 4 2cCx¥ i< et

4 dBa® A etel
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qui doit étre identique quelque valeur qu'ait z : il
faut donc que les coefficiens de chacune des puissances
de cette quantité soient les mémes dans les deux
membres : de 12 résultent les équations g

nbAd = aB,
2ncd + nbB = 2aC + bB,

3ndAd + oneB + nbC = 3aD + 2bC + ¢B,
ete.,

dont on tirera les valeurs des coefliciens 8, C, D, ete

Ije coeflicient .4 semble demeurer indéterming 3
mais on en trouve la valeur en faisant z=o, dans
Péquation ;

(@ 4 bx 4 ete.)* = 4 4 Bz 4= ete.,
qui, par cette hypothése, se réduit a
a* = A.

Substituant cette expression dans les €quations précé-
dentes, on en conclut

B== a*—'b,
1

C—=na""c4 "'(LI_) arap,
1.2

D:na""d—]—n(r:jx) i n(n—1)(n—a) =,
etesy : i
d’ott (@+ bz 4 ca* - dzd 4 ete)r =
a‘+§a""bx+ {na"“‘c + Bris) a"“’b‘} -
‘ 12

- {na"‘_‘a‘ + n-‘(?:_l)an—nbc S nn—i1) (n—2) an=3 bs‘ o
e TS (

Cale. diff., 5¢ édition. 6
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56. On peut faire disparaitre aussi les transcendantes
&’une équation, en la combinant avec ses différen=
tielles, L’une des plus simples de ces fonctions est

1 (a4 bx + cx* 4 dx® 4 ete.) ;
si 'on représente son développement par

A4+ Bx 4 Cz* 4 Dzb4-etc.,
et qu'on prenne la différentielle de I’équation
labxt-ca* - drdtete.)=A+Bx 4 Cx* - Dal-etc,
on trouyera

b +-2cx 4= 3dx*--etc.

a-bx - cx® 4 da’ - ete. ;
et Yon déterminera les coefficiens 4, B, C, D, ete.

comme 4 Vordinaire.
Soit encore pour exemple

sin (a -+ bx - cx’ 4= dz’ 4 etc.)
=A 4 Bx + Czx* + Dz’ 4 Ext 4 etc.;

=B 420z +3Dx*+etc.,

en faisant, pour abréger,

a 4 bx 4 cx* 4 dr® + ete. = u,
A 4 Br 4 Cx* 4 Dzx® & etc. = y,

ilenrésultera y =sinu; eten différentiant, il viendra
dy =ducosu. On pourrait éliminer cosz an moyen de
sa valeur |/ 1—sinz?, quidonne cos u =/ 1— 7% et
Von anrait alors dy = du}/1—y* ; mais il resterait
encore A faire disparaitre le radical.

Pour éviter cet inconvénient, on différentiera une
seconde fois Véquation dy=ducosu, en serappe-
lant que u est une fonction de x, aussi bien que y;
et il viendra d°y =—d’ucosu—du?sinu; mettant
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; ¢ d
pour sin u et cosu, leurs valeurs y et d‘—’, on aura
w

d 1
de =£d’u~ydtz‘, ou dud®y—dydu 4-ydui=o.

: 11 ne s’agit plus maintenant que de substituer & Ty
dy,d°y, du, d*u, du?, leurs valeurs ; or
=4+ Bz~ Cx* 4 Dz? 4 etc.
donne
d:y = (B + 2Cx + 3Dz* 4 ete.)dz,
d2y = (2C + 2.3Dx 4 etc.) dz?;

et pour ne pas m’engager dans de trop longs calculs,
je I‘él?.uﬂ‘al la fonction proposée a sin (a - bx 4 cz?),
en faisant d, e, ete. = o : dans ce cas particulier,

du = (b + 2cz)dz,

d*z = 2cdx?,

du = (b° + 6b%z 4 12022 + 8cz%) das,
Au moyen de ces valeurs, 'équation

dud’y — dydiu - ydu'= o,

devientdivisible par dz?; et en Pordonnant par rapport
a x, elle prend la forme suivante :

20C 4+ 60Dz + 120Ex* 4 ete,

+  4eCz 4+ 19¢Da® - ete.

4 034 - 6blcdx 4 10bctdx -+ ete.
S BBET L 65 B S et 2

-+ b3Cx> L etc.

=acBi ey — NGy

zin égalant & zéro les coefficiens de chaque puissance
e %, on obtiendra les €quations ‘qui déterminent C,
6.,



#
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D, E, etc.; mais pour A et B, il faut recourir aux
équations

y=sinu et dy=ducosu.

Lorsque z=o, il vient

gESaL e AT dn— B, idy = Bdx}
et il résulte de ces valeurs,
A=gsna, B=bcosa.

57. Le calcul différentiel, dont nous n’avons encore
fait usage que pour le développement des fonctions,
peut aussi étre utile dans la résolution des équations
algébriques ; mais ici nons nous bornerons a montrer
comment la remarque dun° 18 conduit a la détermi-
nation des racines égales.

Soit 7 = o, une équation ayant un nombre n de
racines €gales & a ; son premier membre 7 sera néces—
sairement-de la forme

F=X@—an,

X contenant les facteurs inégaux; et si U'on diffé-
rentie , en commengant par le facteur (z — 4)", on
trouvera

d7 n—1 dX N
= =nX(z+a)"'-+ T (z—a)",
2 dXx a*X
%;Vs.:: n(n—1)X(z—a)" - M= (x—"a)"_"l'dxg (x—a)*,
ete.,

ce qui suffit pour faire voir que le facteur z — a de-
meurera commun & tous les termes des coefficiens
différentiels de 7, tant que Vexposant de leur ordre

=
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sera < n. Ces coefficiens s’évanouiront donc jusqu’a
Pordre 2 exclusivement , quand on y fera x=a; etles

équalions .

s kg d=

d—z‘-—o, d?._.(), ....on

¥VF=o0 »
auront lieu en méme temps, au moyen d’an diviseur
commun : pour la premiére et la seconde, ce diviseur
sera (z—a)*,

=0

On reconnaitra sans peine que les équations 3—:
&7
dz®
signées par 4 =0, B=o, etc., dans le n°205 des
Elémens & Algtbre.

Ges considérations s'appliqueront aisément au cas ou

la proposée renfermera plusieurs especes de racines
égales, c'esBa-dire, sera de la forme

?

= 0, etc. sont précisément celles que Pon a dé-

X (x —a)" (v — b)P = o;

car en differentiantle premier membre, suivant la régle
dun®ir, on trouvera

nX (z—a)* ™ (x— 0 + pX(x — o) (x—b)P— l

dx X 5
+ s G—ar @ — by {
quantité qui s’évanouit aussi lorsqu'on fait x=a ou

%=1, et dontle diviseur commun avec le premier
membre de Véquation proposée, est évidemment

(x —a)"™! (2 — byr=.

On peut opérer de méme, quel que soit le nombre
des facteurs (x — a)", (z — b)P, (z — o), elc. , et on
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trouvera toujours que le diviseur commun aux fone—
dv g

P dx

tions V. , doit contenir les facteurs égaux élevés

- ; : : ;
chacuné une puissance moindre d'une unité , que dans
Uégquation proposée V = o.

Application du Calcul différentiel a la théorie
des courbes.

58. Les considérations géométriques prouvent d’une

* manitre bien évidente que le rapport des accrois-

FI1G. 1.

semens d’une fonction et de sa variable est en général
susceptible de limite.

Toute fonetion d'une seule variable peut éire repré=
sentée par L'ordonnée d'une courbe dont celle wvariable
est Pabscisse (Trig. 86); et le rapport de Lordonnée de
la courbe avec la soutangente correspond ay coefficient
différentiel de la fonction. En effet, si, dans une courbe
quelconque CD, fig. 1, on mene, par deux points M et
M, une sécante MM’ prolongée jusqu’a ce qu’elle ren-
contre en §'; axe des abscisses 4B, et par le premier
point une tangente #/7; qu’on tire les deux ordonnées
PM, P'M’ et la droite MQ, parallele & 4B, les
triangles semblables 2" QM et M P.S montreront que

!
les rapports %g et%sont toujours égaux. Mais si
Yon congoit quele point M’ se rapproche sans cesse du
point M , le point S se rapprochera aussi du point 7 ¢
la ligne PS tendra donc & devenir égale 4 la sou-

tangente P7"; le rapport —};l;t s'approchera de méme

durapport 6.

T qu’if aura pour limite, et c[_ui sera pax
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conséquent aussi celle du rapport des accroisseinens
MQ et M'Q , que regoivent simultanément Pabscisse
AP etlordonnée PM.

11 suit de 14, que lorsque expression du rapport %

sera connue, clle fournira le coefficient différentiel
de la fonction correspondante a lordonnée (7), et que,
réciproquement, si cette fonction est connue, son
coefficient différentiel déterminera la soutangente P7°,
puisqu’en désignant P par y, et son coefficient dif-
férentiel par p, on aura p = —’%, don PT =7,
[)
valeur au moyen de laquelle on menera la tangente
au point M. ;

59. On voit donc que, par son principe fondamen—
tal, le Caleul différentiel résout directement le pro-
bléme des tangentes , pour les courbes dont on a I'é~
quation; aussi est-ce en cherchant la solution de ce
probléme , que les géométres sont parvenus au Calcul
différentiel, qu'on a présenté depuis sous des points
de vue trés variés ; mais quelle que soit Porigine qu’on
lui assigne, il reposera toujours immédiatement sar
un fait analytique antérieur a toute hypothése , comuie
la chute des corps graves vers la surface-de la terre,
est antérieure aux diverses® explications qwon én a
données : et ce fait est précisément la propriété dont
jouissent toutes les fonctions; d’admettre une limite
dans le rapport que leurs accroissemens ont avec ceux
de la variable dont elles dépendent. Gette limite,
différente pour chaque fonction , et toujours indépen -
dante des valeurs absolues des accroissemens, carac—
térise d’une maniére qui lui est propre, la marche de
la fonction dans les divers états par lesquels elle peut
passer. En effet, plus les accroissemens de la variable
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indépendante sont petits, plus les valeurs suceessives.
de la fonction sont resserrées, plus enfin cette fonction
apprache d’étre soumise a la loi de continuité dans ses
changemens , et plus leur rapport 2 ceux de la va-
riable indépendante approche d’étre égal A la limite
assignée par le caleul. On doit entendre par la loi
de continuité, ceclle qui s’observe dans la descrip-
tion, des lignes par le mouvement, et d’aprés laquelle
les points consécutifs d’une méme ligne se succedent
sans aucun intervalle. La maniére d’envisager les gran-
deurs dans le caleul, ne parait pas d’abord admettre
cette loi, puisqu’on suppose toujours un intervalle
entre deux valeurs consécutives de la méme variable ;
mais en le faisant évanouir, pour passer a la limite,
on exprime qu’il y a continuité,

Il me parait maintenant trés évident que la mméta-
physique précédente renferme Uexplication philoso-
phique des propriéteés du Caleul différentiel et du Caleul
intégral,soit par rapport aux recherches surles courbes,
soit par rapport & celles gui concernent le mouvement.
La difficulté des unes et des autves ne vient que de ce
qwil y a continuité dans les changemens des lignes ou
dans ceux des vitesses; et la considération des limites
(ou toute autre équivalente), fournitle moyen d’établir
cette continuité dans le Calcul (¥).

60. Lorsque V'on donne & Vabscisse des valeurs suc-
cessives , les ordonnées qui répondent a ces valeurs,
déterminent sur la courbe , des points que Yon peut
regarder comme les sommets des angles d’un polygone
inscrit & cette courbe. s

(*) Ceux qui désireraient plus de développement, dans ces con-
sidévations géndrales, pourront consalter la note 4, placée & Ia fin
de 'Ouyrage.
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Si I'on prend, par exemple, sur 'axe des abscisses,

les points P, P, P", etc., fig. 2, distans entre eux ric. 2.

d’une méme guantité 2, on aura
AP =z, AP'=x+4h, AP'=ax-+2h, etc.;
quon éléve les ordonnées corvespondantes PV, P/,
P"M", ete.,et que 'on joignelespoints M, M', M", etc. ,
par des cordes, on formera le polygone MM M ete.,
qui différera d’autant moins de la courbeproposée, que
les points M, M', M", etc. se rapprocheront da-
vantage; mais en méme temps le nombre de ses cotés
augmentera de plus en plus, puisque la distance PP’
sera contenue un nombre de fois de plus en plus grand
dans une abscisse déterminde .48. La courbe CD sera
évidemment la limite de tous ces polygones, et par
conséquent les propriétés qui conviendront a cette li-
mite, conviendront aussi & la conrbe proposée (¥).
Cela posé, sil’on méne HQ et m paralléles a Paxe
AB, M'Q sera la différence des deux ordonnées con-
sécutives PM et P/, 1" () celle desordonnées P/’
et P"M". En prolongeant la droite MM’ jusqu’en N,

(*) Leibnitz a toujours envisagé le Calcul différentiel sous un
point de vue & pen prés semblable.
« Sentio autem et hanc et alias (methodos) hactenus adhibitas,
omnes deduci posse ex generali quodam meo dimetiendorum
curvilineoram principio, quod figura curvilinea censenda it
@quipollere polygono infinitorum laterum ; unde sequitur,
quicquid de tali polygono demonstrari potest, siveita, ut nullas
habeatur ad numerum laterum respectus, sive ita, ut tantd
magis verificetur, quantd major sumitur laterum numerus, ita,
ut ervor tandem fiat quovis dato minor; id de eurva posse pro-
nuniari.» ( dota Eruditorum, ann. 1684, page 585.)
Il est évident que cette métaphysique est aussi trés lumineuse, et
ne differe de celle que jai présentée cimdessus que parce que la
Limite y est désignée comme un polygone d’un nombre infini de
¢tés infiniment petits,
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on formera les triangles égaux MM'Q, M'N"Q", qui
donneront M'Q = N"Q’; il en résultera
M'N'=N'"Q—M"Q" ou M'N'=M"Q'— N'Q";

et par conséquent M Q'—M'Q === M’N" selon que
la: courbe est concave ou convexe vers Vaxe des abs—
cisses : M"N" sera donc la différence des lignes M)
et M"Q'.

Le calcul différentiel donne l'expression de ces di~
verses droites ; car U'on a successivement (23)

B
g dy k Ayt
PM. — X +E—l_ L‘rr;-l—z—{-tlc.,

dya2h | &2y 4R

(5T 4y
BiMi=q % +dz:l dz* 1,2 sl

Ao h 1y 1*5 h?

P’ -—PM:MQ:%I.;+;—$% + ete.,
h X d d*y 3k
B P M — /=._T QoY i
5 BMiendiiQ (lzh—imd:z‘z o il

: "

MQ— M Q== M'N'= t}xf B etens
d’ouil suit que silon change % en dz, la valeur de M’
approchera de plus en plus de la différentielle pre-
miére dy, celle de MV, de la différentielle seconde
d%y, 4 mesure que l'on prendra dz plus petit. En con-
sidérant un quatriéme point du polygone, on troave-
rait de méme la ligne correspondante a la différenticlle
troisieme,

61. Les lignes PM, M'Q, M"N" ont, par rapport
au calcul des limites , une subordination marquée par
Pexposant dont I'accroissement % est affecté dans leur
premier terme, exposant qui est le méme que celui de
Vordre de la différenticlle & laquelle ils correspondent.
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On voit en effet que le rapport de M'Q 4 PM diminue
sans cesse et finit par s’évanouir, lorsque h=o,qu’ilen
est de méme du rapport de M"N"a M’ Q; mais que st
Von comparait la premiére de celles-ci au qx.mrré dela
seconde, et qu'on supprimat d’abord le facteur A7,

commun aux deux termes du rappm‘t, ce l'apport aurait
i g g : e
alors une limite assignable qui serait celuide TS

onded g ady® (.

62. On voit en méme temps, par ce qui précede , que

le coefficient différenticl du premier ordre —d‘_: , expri-

PM 3
mant le rapport BT fig. 1, donne la tangente iri-rrc.r.

gonométrique de I'angle M TP, que fait, avec Vaxe des
abscisses 4B, la droite qui touche la courbe au point
M, et caractérise la marche dela courbe aux envi-
rons du point M; car si AB désigne le coté positif de
Paxe des abscisses , I’angle M 7P et sa tangente seront
positifs, quand les ordonnées iront en croissant comme
dans la figure 1, et négatifs dans le cas contraire.

Cela peut se conclure aussi de Vexpression de M'Q,

(*) Ceci fournit une explication bien simple des différens ordres
(’infiniment petits que Leibnitz admettait. [ regardaic la diffé-
renticlle premiére comme infiniment petite & Végard de I"ordonnée,
la difiérentielle seconde comme infiniment petite & I'égard de la
difféventielle premitre, et ainsi de suite. I’aprés ce principe;, il
négligeait les unes par rapport aux autres; ct c’est en effet ce qu'il
faut faire lorsque ’on veut passer aux limites, puisqu’il ne pent
rester dans D'expression de la limite du rapport des séries ci-
dessus, que les termes ol est au deggé le plus bas, et que la dif-
férentielle d'un ordre quelconque 2, étant nécessairement de la
forme dmy = tdam (17), est comparable senlement aux expressions
différentielles homogtnes, ou du méme degré, par rappoit A lacy
croissement dar,

@
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différence des ordonnées consdeutives P et P'M, en
observaut qu’il est toujours possible de prendre l'ac-
croissement / assez petit pour que le premier terme,

dy
T h, surpassant la somme de tous les autres, déter-

mine alors le signe du résultat de la série. En effot une
expression de la forme

AR B L CRY L ete, 3

L 3
dans laquelleles exposans «, 8,7, ete. sont tous positifs
et yont en croissant, peut étre mise sous cette autre,

Rld + B0 SR et )

par'laquelleon voitquela partie Ii’l’:«ﬁ_“--i—Ch’y—"’b -+ etc.
du second facteur, décroissant Jusqu’a zéro, lorsque A
diminue jusqu’a s’évanouir, doit, avant d’arriver a ce
terme, devenir plus petite que la quantité 4 qui est
indépendante de % (¥). Dans cet état de choses yc’est le
signe de 4 qui détermine celui de toute Vexpression,
qui sera donc positive si 4 est positif, et négative
dans le cas contraire.

11 suit de 1a que la fonction j sera eroissante ou dé—
croissante, selon que j‘—i sera positif ou négatif,

De plus, sil'on faitattention que lorsque Vordonnée
est positive, la différence M"Q'— M'Q, fig. 2, est
négative ou positive selor que la courbe est concave ou
convexe vers Vaxe des abseisses, et que cette circons
tance doit avoir lieu quelque prés qu’on suppose les
points P, P’ p", ou’quelque petite que soit h, on

(*) On wonvera & la fin de ce Traité an procédé pour assigner
les valeurs de 2 qui remplissent cette condition dans Ja série de
Taylor, !
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2

: di :
en conclura que le terme ﬁ:‘: k*, qui commence le

développement de M"Q' — M'Q, et qui peut étre
rendu le plus considérable , doit avoir le méme signe
que la différence M'Q' — M'Q; or, la quantité fm‘
étant essentiellement positive , il suit de ce qui pré-

2

cede que (}—‘—7 est négatif quand la courbe est concave
x

d
vers 1’axe des abscisses, et positif dans le cas con~
traire. i
L’inspection des courbes cd placées au-dessous de

) ; : d dy
Vaxe des abscisses, montre que les signes de in

doivent étre pris dans un ordre inverse quand l'or-
donnée est négative , et que par conséquent une courbe
est concave ou convexe vers Laxe des abscisses, selon
que Pordonnée et son coefficient différentiel du second
ordre sont de signes contraires ou de méme signe.

63. On suppose ordinairement comme une chose
évidente, quun petit arc de courbe peut étre pris pour
sa corde , ’est-d-dire que le rapport de Uarc et de sa
corde a pour limite Punité : cette proposition, trés
importante , a néanmoins besoin d’étre démontrée, et
peut Pétre comme il suit.

Le triangle rectangle MM'Q, fig. 3, donne

My’ =V HQ +TQ;
on a de plus (6o),
d‘—yé 4% o -} ete.

Ho=5% de 1 Az 1.2

MQ=

On peut mettre ce développement sous la forme
ph 4 P2,

F1G. 3o
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en faisant

dy &y kb _Ld"’ A3
Qe e e"a;il.z dz® 1.2.3

+ ete. = Ph*;

on ol_)tiendra ;
M’ =V I+ (ph+ Plo)* = kY 1 (p+ Ph*

" Menant ensuite la tangente N, on trouvera

N MQ tang NM »Zh— h (62),
Q=MQ tangNMQ = P

MN =V'F* + phr= hy/ 1§ p*
NM'=NQ—M'Q =— % — — ele. = — Ph;
et 'on conclura de 1a
MN+N]|1'__71\/1+p’—~Ph“ \/1-]—]1 —Ph
MM Wik (pEPH Vit (pt PR
rapport qui a pour limite,
Vitp
V14 p?
Mais Varc MOM’ est toujours comprisentre la corde
MM’ etlaligne brisée .MN+NM' : donc, a plus forte

M £
raison, le rapport N pour limite "unité.

64. 11 est évident que V'arc d’une courbe est une
fonction de l'abscisse ; et pour ayoir le coefficient dif-

férentiel de cette fonction, il faut chercher la limite
4

MoMm’
du rapport —pp or,

woM' MM’ _ MOM’
PP PP MM’
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=V 1+ (p + Ph), dont la limite est

. MM

puis —5

[ + p?, tandis que celle de MOM, est1'unité; celle
75 : 74

’
de sera par conséquent |/ 1+ p?® (8).

PP
Si donc on nomme z Vare CM, on aura pour cette
fonction de z,

dz _ d 92 A TSR
LV ohiE, o b=V BT
Le cercle dont I’équation est

y xﬁ + f} — al’
donnant
xdx

xdx + ydy =o, et df:—7 5

on trouve

z-—\/d.r’-*—iég:____ ‘/_z.a_{_f

__adx adx

Ty Vo=
résultat qui rentre dans celuidu n° 36, lorsqu’on sup-
pose a—R.
65. La différentielle de l’alre du segment ACMP,

Jfig. 4, d’une courbe, s'obtient en observant que le
rapport des rectangles PP'QM et PP’'M'N, qui ont

méme base PP’ estegala £

M’

a7 » etaue salimite est par
conséquent anité, Mais le trapéze curviligne PP/M’ M,
qui représente Paccroissement que regoit le segment
ACMP, lorsque V'abscisse augmente de PP, étant tou-

PIG. 4.
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jours compris entre les deux rectangles dont on vient
de parler, son rapport avec 'un quelconque de ces
rectangles a aussi pour limite 'unité, Cela posé, il
est visible que

PP'M'M_PP'QM PP M'M
To) PURIR i e T TGN &

MM

s=/PM PP QI =

et, d'aprés ce qui vient d’étre dit, la limite de la der~
niére expression ci-dessus est PM > 1 ou PM. En
nommant donc s la fonction de x, correspondante &
. Vaire 4CMP, son coefficient difféventiel (8) sera
ds
ETS =,

Dans le cercle,

d’ott  ds = yde.

de =dz Va*—z*;

ainsi, quoiquon ne puisse pas assigner I'expression
algébrique du segment circulaire, on parvient i celle
de sa différenticlle,, par la considération des limites;
etVon en aurait le développement en série, au moyen
du théoréme du n° 22, eu par un procédé semblable
a celui du n° 38.

66. Connaissant, par le coeﬁiclentgy Pangle MTP,

rien n’est plus aisé que de construire la tangente M7,

w16, 1, fig. 1; mais on se sert plus ordinairement de la sou-

tangente P T, qui se calcule en observant que

PM . dy . PM.dz _gydx
PP doune PT'— ————5 dy —— 57 5

(*) On fait ici abstraction du signe que doit avoir la ligne PT,
par rapport & Labscisse AP, comme on le verra plus loin,
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« Le triangle PU T, rectangle en P, donnela tangente

W= VB = /i

La consuleratlon des tnangles semblables PM7' et
PMR (Trig. 161), donne 'la sonnormale

PR pMP{”_ sdy
Pr de -~

Le tuangle PMR, reclangle en P, donne la nor-
male

MR = Vb + p-,g‘:y\/ T

dz?"

6y. Voici maintenant quelques applications de ces
formules.

L’équation générale des lignes du second degré
étant

{ J? = mx 4 na* ( Trig. 157),

ona ;
dy  m-42nx m -+ anx
l_' = ety .
G 2y 2V me - nz*

et on lire de 14

P ook fﬂf i s
T mFoanz
SRRy
o) T
T+ +4<m+ znr) ’
pn—f“f 7 anz

dx e

MR*J’\/ +d'z:“ = \/m:r-f—nx“-f- T aney

Cale. diff., 5e édition, 9
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Dans e cas 0@ 7 == o, la courbe devient une para-
bole (Trig. 160), et alors on a seulement

PR=azr,; ~MI= Vmz + 2,

m B
PR=—, MR:‘/mr-{-;m‘.

On déduirait de ces valeurs, les résultats et les cons—
tructions indiquées dans I 4pplication de U Algébre &
Ta Géométrie,, pour les lignes du second degre.

Dans la courhe représentée par I'équation

i—3azy + yi=0,
ona

dy o ey =X
dz ~ jy*—az’
on teouvera :
A qry = oaxy — 2
pr =L ") 3 2,
Cay—a Gy — &

en mettant pour y° sa valeur; et lorsqu’on aura

“assigné celle de x et déterminé celle de y, Vexpression

de PT se construira facilement (7rzg. 68).

68. Tl est souvent plus commode , et surtout plus
élégant, de considérer la tangente et la normale par
leur équation (77rig. 157). Pour obteniv celle de la
tangente , je vais chercher en genéral les relations qui
doivent avoir lien lorsque deux lignes se touchent. Eo
considérant .d’abord ces lignes comme ayant deux

. points communs,, M et M, fig-1; il est évident que

leurs équations doivent donner les mémes valeurs de
Tordonnde PM et de la différence M'Q, correspon~
dantes & Vabscisse 4P et a son accroissement Pp.
Si_done Pon entend par &, 7, les coordonnées. parti=
culiéres au point A7 dans la courbe proposée, et qu’on
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désigne par 2, 5, celles des points quelconques de la
ligne qui la coupe en M cten M', on aura, pour ces
deux points,

, diy’ d
Tl s E‘%h-{—etc::a—,‘gh-}-et& (60).

Ta seconde équation est divisible par £, etlorsqu’on

passe & la limite, en supposant k=0, elle se réduit a
djida :
FE
mais dans cette hypothése, les deux points d’inter—
section se réunissent en un senl, qui devient un point
de contact ‘pour les lignes proposces, puisqu’elles
nont plus que celui-li de commun. 1} suit de laque
lorsque deux lignes se touchent/, on &, pour le:point
de contact seulement, j ¥
dy’  dy
P

Lorsqu’ils’agit de la ligne droite, dontI’équation est

de la forme i
¥ = Az’ + B(Trig.-87), et donne % =4,
les conditions du contact de cette droite avec la courbe
proposée , sont :
v dy
¥ = Hx+'B, A’:&—t—g,

d’ou I’on conclut 2N : i

! dy 5 W, ageing
B=y—2zSL ot yimgl Ay B

7

Ay,
e .7”".2’=‘f:(¢~z).



100 . TRATTE ELEMENTATRE

! Drapres ‘cette ‘équation , celle de la normale qui est
perpendiculaire A la tangente et qui passe par'le point
M, sera

s i ditit e :
y—yﬂ_—a‘—y(x x) ( Trig.qo).

~En faisant, dans'ces équations, /= o/, pour dé-
terminer Vintersection d¢la dvoite avec Taxe des z,
on en tire

o e A gy 'x'—:c:‘m.

dy dx
La premitre de ces valeurs, répondant & 4L — AP,
st celle de la soutangente P T prise négativement,
parce que le point 77 est en arriere «du point Pj la
seconde valeur; étantcelle de AR — AP, donne la
sounormale PR positivement , parce-que le point R
est au-deld du point P.

69. Pour le cercle dont I'équation est

; Ayt =g’
on trouve
47 o
dx Ve

Péquation de'sa tangente sera par conséquent
y’—r=—§<x’—w), ou gy 4ar =y 4t

ou enfin gyl = a3
puisque yirek .= a’

L’équation de la normale ‘devient

{4 __.1 (R
i )
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ct se réduit a
¢ e,
= =
X o

ce qui fait voir que les normales du cercle passent

par son centre, qui est ici. origine des coordonnées

(Z'reg. 83),etee qui doit étre en effet, puisque les nor-

males d’un cercle ne sont autre chose que ses rayons.
Passons 4 la courbe donnée par ’équation .

G —=Bazxy + yi=oj
celle de sa tangente sera

. ay—x*

‘g —'7=3r{——7m(x 5 20) 409
ou - !
ry—axy'—y*4ary=ayr'—a2'z’' —axy4-at.
Si on met pour y* sa valeur, et qu’on réduise, on
obtiendra :
(r*— ax)y’ + (2> — ay)x’' = axy.

0. Sil’on se proposait de mener, par un point donné
pris hors d’une courbe, et dont « serait ’abscisse et g
Vordonnée, une tangente & cette courbe, il est évident
quil faudrait substituer # aulien de 2’, et faulien dey’,
dans’équation de la tangente;; qui deviendrait alows

dy
‘B—y'—az (e —'2)5

et servivait, conjointement avee I'équation de la courbe
proposée, a déterminer les coordonnées x et . du
point de contact.

Je prendsle cexcle pour premier exemple; Féquation
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de sa tangente étant
7y 4’ = a (69)
on aura
Ly + ax=a’.
Cette €quation ‘combinée avec celle du cercle , déter-
minera les coordonnées x et des ‘points de contact,
oujice qui revientau méme , ces poirits seront & la ren—
contre du cercle avec la‘droite exprimée par I'équation
By~ ax =a* (Trig., 105).
Dans la courbe correspondante & I'équation
23— 3azy + yi=o,
le pointde contact se mohverait en cherchant 'intersec-
tion de cette courbe, avec Ia ligne du second degré ré-
sultante de P’équation
B(y®— ax) +a(x* = ay) = azy.

nx Pour menier une droite qui totiche une cotrbe
donnée, et qui soit en méme temps paralléle & ‘tne
droite donnée de position, on qui fasse, avecl'axe des
abscisses , un angle dont la tangente soit représentée

par a, il suffira de poser %—% = a (Trig. 89); combi-

nant cette éyuation avec celle de la courbe propesee,
on déterminera les valenrs ‘de 27et ide 7 ‘qui convien-
_vent au point de contact demandé.

Dans le cas o la courbe proposée serait la parabole.

ordinaire , on aurait
: dy m
a,

e 1 AN e
# diiiey

¢e qu donnerait

8lz

¥y =
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2. Dans ce qui précede, les coordonnées x et ¥
ont 6té supposées a angle .droit; mais il est aisé de
voir que si elles faisaient un angle quelconque, le
rapport de M'Q a MQ, aurait encore pour limite
célui de PM a PT, et Uéquation-de la tangente ne
chamgerait pas de forme. Les triangles. MPT et
MPR ne seraient plus rectangles, mais on connaitrait
dans le premier, les cotés MP, PT et Tangle compris
MPT, ¢t dans le secoud , le coié MP avec les angles
MPRetPMR, ce dernier étant complémentde TMP.

73. En cherchantles positions que prend la tangente
d’une courbe proposée; lorsque le point de contact
s'éloigne de plusien plus de Vorigine des coordonnées,
on peut reconnaitre si cette courbe a, comme Phyper-
bole, des lignes droites pour ‘asymptotes ( Trig.163),
et déterminer leur position.

On voiten effet que dans une courbe MX, Jig.5, x

qui a une asymptote RS; 4 mesure que le pont M
s'éloigne de Vorigine, la tangente M1’ s'approche de
Vasymptote , et les points 7'et D marchent respeclive~-
ment vers les points R et £, en sorte que AR et AE
sont des limites que les valeurs de 47" et de 4D ne
sauraient franchir, ni méme atteindre , mais dontelles
peuvent approcher aussi prés qu'on voudra. Il suit de
la que pour trouver si une courbe a des asymptotes,
il faut chercher si les expressions de A7 et de 4D,
velatives & cette courbe , sont susceptibles de limites;
et lorsque ccla arrivera , ces limites étant construites;
donneront les deux points I ct I, par lesquels on
ménera la droite RS, quisera Vasymptote demandcée.
Les expressions de 47" et de 4D se tivent de celle de
PT'; lapremiére, en observant que 47=4P—PT’;
laseconde, par le moyendes triangles semblables 4D7°
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et MPT (¥) :on les déduit aussi de Péquation de la

tangente (68), en faisant suceessivement - ¥ = oa'et
' =0 (Trig. 8y). On trouvera

-k dx A i dy
AT_a:-—-_y@, AD_J—zd—z.

Si, I'une des quantités AR ou AE restant finie,
Vautre devenait infinie, il est ¢vident que Pasymptote
serait paralltle a Taxe sur lequel se. tronve cette
derniére.

Pour ne manguer aucune des asymptotes que doit
avoir la courbe proposée, il faut faire successivement
« et gy infinis, et substituer dans les expressions
de 47 et de AD, chacun des résultats différens que
donnent Vune et I'autre hypothése. Lorsque AT et
AD seront infinies en méme temps, on en conclura
que la courbe proposée n’a pas d’asymptote.

Si Pon ‘fait attention que 4D = AT % ; . on
verra que ces deux lignes deviennent nulles en méme

’ . d . ik
temps, excepté le cas ot d;r serait nul ou infini. Quand
e B

elles s’évanouissent , Pasymptote passe par Porigine des
coordonnées ; mais comme ce n’est encore qu’un point
de cette asymptote , il faut, pour en déterminer la di-

rection, chercher la limite de Pexpression % qui re—
Eptolo K
présente la tangente de langle MTP (62), et Von
obtient la tangente de Vangle SEB.
74- Ce qui précede étant appliqué a Véquation

J? = mx - na?,

(5 1 fant remarquer que dans la figare, laligne A7 est négative.
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conduit &
- — mx
2.
AT =iaemy e = ——
m -+ anx m -~ 2nx
mx - 2nx’ mx

2y 2V mx4-nx

Les derniers membres de ces équations pouvant étre
mis sous les formes ¢

m m

ki TR
m 3
ihian 2\/'f+n
X X

lears limites vespectives, dansle cas oit Von suppose x
infini, sont ¥

i) N R )
an 2V n,

Si n était nulle , les expressions de 477 ct.de:.AD
deviendraient infinies en méme temps que z, etla
courbe proposée n'aurait point d’asymptotes ; elle n’en
aura pas non plus, lorsque » sera négative, parce
qualors son gquation n’admettra point pour x une
valeur infinie.

Dans la courbe représentée par I'équation

2~ Baxy + 33 =o,

on a z
YR RN B ) e
xt—ay rh—ax’

et pour trouver la limite vers laquelle tendent ces
expressions, A mesure que jy angmente, il faudrait
le remplacer par sa limite, et connaitre par conse-
quent sa valeur, en z'; mais Von peut suppléer” &
gette valeur; dans Vexemple présent, par un artifice
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analytique fort simple. Silon fait y = tz, Iéquation
A ; i ’ 3at

proposée devient divisible par 2 ; on en tire 2 = i H

et il est facile de voir alors que la supposition de

t=—1, rendra z infinie, et donnera y=——uz.

En changeant y en — x dans les expressions de A7

et de 4D, puis prenant les limites, on aura

ric. 6.

AR = —a= A4E;
et. menant par les points R et E, fig. 6, construits
avec les valeurs précédentes, la droite RE, elle sera
Pasymptote des branches A¥ et 4Z.

Des courbes osculatrices.

75. La tangente d’une courbe étant la limite de toutes:

les droites qui rencontrent cette courbe en deux points,
on peut, par analogie, chercher en général parmi toutes
les lignes d’une espece donnée, la limite de celles qui
coupent la courbe proposée en un nombre donné de
points. On sait, parexemple, qu’il faut trois points pour
déterminer un cercle; on peut supposer que ces trois
points soient pris sur la courbe proposée, et chercher

& quel cercle en particulier 'on arrivera, si les trois -
L P »

points viennent & coincider. €e cercle, qui se nomme
e cercle osculateur, sera la. limite de tous les autres,
comme la tangente est celle de toutes les sécantes ; mais
le caractére que je viens de lui assigner, quoique suffi-
sant pour le déterminer, n'offrant rien qui puisse, i
I'eil, le distinguer des cercles simplement tangens,
j’y substituerai les considérations suivantes (¥),

{*) On peat voir dans le Traité du Caleul différentiel et du
Caleul intégral , in-4°, 1. I, n° 239, et t. HI, n° 209 «; page 634,
le calcul fondé sur cette réunion d'intersections, qui mérite d’étre
ohservee comme un fait remarquable de la théorie des limites.
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On a va, dans les Elémens de Géomérie, qu'entre
un cercle et sa tangente , il ne pouvait passer aucune
autre droite, maisiqu’il y passait une infinité de cercles.
De méme entre une courbe quelconque et sa tangente,
on ne peut faire passer aucune autre droite , mais I'on
peut y faire passer une infinité de cercles de rayons
différens, ayant la méme tangente que la courbe, et
parmi lesquels il doit s’en trouver un qui, dans les en-
virons du point de contact, s'approche plus de la
courbe proposée, que tous les autres.

Pour exprimer ces considérations analytiquement,
soient z et g, @’ et 3, 2" et y" lescoordonnées de trois
courbes diverses ayant un point commun, c’est-3-dire,
pour lequel on ait

Pt g —
§i Von prend d’abord 1a différence des séries

d]‘h dn.r k2 dﬂy #3

Tt @it et a et

Loy h Ay B dy R :

rt@itaistantas te

ui expriment les ordonnées des jpoints correspondans

¢
A Vabscisse x4=F, dans les deux premi¢res conrbes ; on
trouvera en général

(37 Qe T RN

¢ P e :+(I§ )1
Ey By
. a0 min

- ete.,

pour Pexpression de la distance N'N, fig. 7, de ces v

g ¢
courbesdans le sens des ordonnées; et, enremplagant
et ses coefficiens différentiels par " et ses coefficiens
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différentiels, on aura Vexpression de la distance N'IV
entre la premiére courbe et la troisitme. Soient 4" et
9" ces deux distances : leurs expressions sevont donc de
ia forme :

e gl otign BB 1 a
S Al s e e o O
i h h? h3

ipr00 &btk il 7 :
S 1+B 1.2+ . ‘_2'3+etc.

Gela posé, dans la comparaison des séries précé-
dentes, on pourra supprimer le facteur %, commuh
a tous leurs termes; et pour que 8'<2d", Cest-a-dire,
que Ta seconde courbe 's’approche plus de la premiére
que la troisitme, il faudra que

iy ok (s i, T
A+ B St C"ﬁ—f-etc.QA +B ;+ & S5+ ete

Cette condition, devant avoir lien quelque petite que
soit &, dépendra des valeurs relatives des premiers
termes 4 et 4" (62); mais si 1'on ‘pesait 4'—o,
clle deviendrait

Bty L :
B;+Cz—'§+elc.<A+B;+02—.3+etc.,

et le premier membre. de cette inégalité, s’évanouis~
sant lorsque A==0, ce que me fait pas le second , serait
nécessairement plus petit que celui-ci), du moins pour
une valeur de % trés petite, tant que 4" ne serait pas
nul : ainsi la seconde courhe s'approchérait toujours
plus de la premitre que la troisieme.

Mais si I'on avait en méme temps 4"=o0, la condi-
tion & remplir, ‘dans la situation respective assignée
anx trois courbes, serait
h

2
2

h?

h i
pridely ‘;Lg Yetoite /;";’ 4o iplerell
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» B ]
eu y supprimant le facteur commun —, elle devien-
2
drait

B’+C’§+e‘tc.<l}”+(}”§+ ety

et si l'on posait B'==o, elle aurait lieu tant que 5"
ue serait pas nul.

Cet examen; qu'on peut pousser aussi loin quon
voudra, fait voir que si Pexpression de 8 commence
par un terme ot Vexposant de % surpasse celui que
porte cette lettre dans I'expression de 8, on aura tou-
jours & <", h étant trés petite.

Quand la seconde courbe est telle, qu'au point .77,
on a les 7 équations

dyr Ty A D By iy ety

TEN R T AT I T e

les n—1 premiers termes de I'expression de 9/ s’éva~
nouissent, et elle commence alors par le terme affecté
de 4, Si donc la troisieme courbe n’établissait Pégalité
entre 5",y etleurs coefficiens différenticls ; que jusqu’a
Yordre n— 2 inclusivement , Pexpression de 8" com-
mencerait au terme affecté de £"~'; on aurait &< 4,
et par conséquent la seconde. courbe s’approclierait
plus de la premiére que la troisieme,

76. Supposons maintenant que la seconde courbe
soit seulement donnée d'espece , ¢est-d-dire, queles
constantés qui'entrent dansison équation) soient indé-
terminées ; on pourra,’ par lemoyen de ces constantes,
satisfaire 4 un pareil nombre des conditions indiquces
ci-dessus, et la courbe dét'énnine’e de cette maniére,
sera telle, qu’aucune: des courbes. qui ne remplissent
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pas antant de ces conditions, ne pourra passer entre
elle et la premiére courbe. :

Soit, pour premier exemple , I’équation géncrale de
la ligne droite

. . dr’
7 =uax’ 4 £, qui donne =
en changeant &’ en 2, les équations

dy’ _dy

d
]':'y’a';':da: deviendront y == az -+ £, a%:—_-—.g,

desquetles U'on tirera les valeurs de « et def, et Pon
aura

. s p '
_y’—_y:(i’;r (' — ),

pour 'équation de la tangente, comme dans le n® 68.
Si la courbe MN’ est le cercle représenté par 1'é~
quation
@ —a+ (0 — 8 =7 (Trig- o),
en la différentiant deux fois de suite, il en résultera

@ —a)dz’ 4 (yi—pdy = o,
da*4-dy"t o (' —B)diy =0,
etil fandra quen changeant ' en z, dans ces trois
équations, elles donnent
T e
YET0 90T s’ AT A
ou, ¢e qui revient au méme, quelles soient satis.fa‘ites
par les valeurs de z, 7,47, a2y, relatives au point M
dans la premidre courbe : on anra donc
(x—a)* 4+ (y— B = oY
(x—a)de 4 (r — B dy =0,
drt 4 dyr - (r—p)diy = 0;
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mais comme les quantités dérivées de la courbe pro-~
posée sont déterminées, puisqu’elles appartiennent a
un point particulier 47, il faudra que les quantités «,
B ety vegoivent des valeurs propres & vérifier les équa-
tions ci~dessus.

En tirant des deux derniéres équations, les valeurs
de y —B etde & — «, pour les substituer dans la
premiére, on trouvera

Lo dxiEdy?
F—p= Gy
o dy pdzidy?
o o= dz d”_}*‘ 1
4 Ed
7=.‘t————(dxa+df,) 4
dzd®y

77. Toutes les courbes qui ont un point commun, et
dont les ovrdonnées ont a ce point le méme coefficient
différentiel , y ont une tangente commune ¢t s¢ tou-
chent par conséquent ; mais elles peuvent se distinguer
les unes des autres, comme le cercle qu'on vient de
déterminer, se distingue de tous ceux qui n’approchent
pas aussi pres de la courbe proposée. Gest pour cela
que les contacts se divisent en ordres, suivant le
nombre des coefficiens différentiels consécutifs qui re-
¢oivent la méme valeur dans chaque courbe.

Le contact le plus élevé de ceux que puisse avoir en
général, avec la courbe proposée, une courbe donnée
seulement d’espéce, se nomme osculation; son ordre est
marqué par le nombre de constantes moins une, que
renferme Véquation de cette courbe. Ainsi, la tan-
gente, qui ne peut avoir en général qu’un contact
simple ou du premier ordre, avec une courbe donnée,
est une osculatrice du premier ordre, Le cercle, dont
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I’équation renferme trois constantes, peut avoir, ou
un contact du premier ordre, ou un contact du se-
cond ; mais ce dernier, étant le plus élevé, prend e
nom d’osculation , et distingue le cercle osculateur de
tous les cercles simplement tangens.

Une particularité remarquable du cercle oscula-
teur D' MN’, cest qu'en général, il coupe la courbe
proposée en méme temps qu’il la touche. Cela se voit
par la forme de I'expression de &, dont le premier
terme étant affecté de A% puissance impaire, change
de signe avec k., et montre par conséquent que sur
les abscisses «— k et x4k, le cercle osculateur est
placé dans deux sens différens, relativement & la
courbe proposée et i 'axe des abscisses, cest-a-dire,
an-dessous de la premitre dun cété du point de
contact, et de Vautre an-dessus; ce qui n'a pas lien
pour la tangente et les cercles simplement tangens,
puisque Vexpression de & commence alors par le
terme affecté de A2 i i

La méme considération fait voir que si le contact
de deux courbes est d’un ordre pair, il doit y avoir en
méine temps intersection.

78, Le nombre des cercles simplement tangens ‘est
infini pour chaque point d’une courbe quelconque; car
si ’on mene par ce point une normale, tous les cercles
qui ont leur centre sur’ cette nprmale, et qui passent
par le point pris sur la courbe proposée , ont Ja méme
tangente que cette courbe, et fa ‘touchent par consé-
quent; mais cé quil faut bien remarquer, c’est que
1es uns la touchent en dedans, les autres 'en dehors
ot Pembrassent , et 'que le cercle osculateur sépare les
premiers des seconds.

Fn effet, si'Von affecte les coordonnées x“, y“aux
cereles simplement tangens, comme ils ne rempliront
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que les conditions

aoalt Aoy syl
T — 0y A5t de]

o

on aura

i 3
&N = B'— % 3 + etc.,

b (Bt

Qe

I.2

expression dont le signe dépend de celui de

e g 9l
B = —_— et
dz?ihdas

en sorte que le cercle tangent sera au-dessous de la
&y’ &y
v ot A ) H
courbe , par rapport a Taxe des x, si W <5 (—l;; yet
au-dessus dans le cas contraire ; mais entre les valeurs
de «, 8,, qui conviehnent & I'un ou a I'autre de ces
cas, se trouvent celles qui répondent a

dr g e, dtgr
A Ee s tdedy

et qui, d’aprés ce qu'on a vu (76), donnentle cercle
osculateur. : $H 0

Cette maniére de le déterminer, rend pour ainsi dire
sensible A Veeil, la relation de sa courbure avec celle de
1a courbe donnée, puisque la courbure de cette der-
nitre est évidemment moindre que celle des cercles
qui la touchent en dedaus, et plus grande! que celle des
cercles quila touchent en dehors. Aussi prend-on pour
mesurer la courbure de la courbe proposée, dans un
point quelconque, celle du cercle osculateur a ce
point ; et son rayon se nomIE en conséquence rajyon
de courbure. ; ¢

Voici maintenant comment on compare les cercles
par rapport & leur courbure:

Cale. diff., 5° édition. S
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79. On prend , en général, pour la courbure de Vare
AEB, fig. 8, d'une courbe quelcongue, angle DCB
formé par les deux tangentes menées aux exirémités
de cet arc. Dans le cercle, Vangle DCB est égal a
Pangle AOB, formé par les rayons OA et OB, menés
aux extrémités de larc; et par conséquent le méme
pour tous les arcs égaux, pris dans le méme cercle.
Cest ainsi quil faut entendre que la courbure du
cercle est uniforme. :

Cela posé, si Von compare deux arcs de méme lon-
guenr dans deux cercles différens, en nommant @
cette longueur, r et 1 les rayons des cercles, = le rap-
port de la circonférence au diametre, on aura pour le
nombre de degrés centésimaux de Varc dont la lon—
gueur est @, sur chacun de ces cercles, les expressions

4oo®. a . foo®, a

?
amr 2w’

s ) snE e gl 7
qui sont dans le rapport de -4 =, ou 1t 7 ir, Cest-
¥

1
r
4=dire, ‘en. raison inverse des rayons des cereles dont
V’arc proposé fait partie.

Quant aux différens ares du méme cercle,; leur cour-
bure est évidemment en raison de leur longueur ; et si
Von prenait pour unité de courbure celle de Varc de
méme longueur ‘qué le rayon, dans le cercle dont le
rayon est 1, la courbure de Varc a, dans le cexcle dont

i 4 a
le rayon est r, seralt mesurée par i

8o. Les coordonnées « et ¢ du centre da cercle os—
culateut, étant, ainsi que son rayon y, des fonctions
de z, varient A chaque point de la courbe proposée;
Pénsemble de toutes lés positions de ce centre ; forme
une courbe FZ, fig. 9, dont les coordonnées sont «
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€t 4, et qui jouit de plusieurs propriétés remarquables,
qwon déduit aisément des €quations

(x—a)? + (r—RB) =9 cien-. (1),
(@—z)dx+(Jf—ﬁ)d_y:o......... (2},
de*+dy*+ (r—Rfdiy=0......... (3),

trouvdes dans le n° 76.

1°. La relation entre « et £, ou l'équation dela
courbe FZ, s'obtient en éliminant x et y entre
Véquation de la courbe proposée et les équations (2)
et(3), aprés qu’on a mis dans celles-ci les valeursde d j
etde d*y. '

2°. La deuxieme équation, donnant

ﬁ—f:f‘(i—;,(é—r),

est celle de la normale menée du point dont les coor-
données sont « et 8 (68), clest-a-dire, du point O
de la courbe FZ, an point M de la courbe propo-
sée DX.

3°. En différentiant les deux premiéres équations
non-seulement par rapport & x, y, mais encore par
rapport aux qua‘nlités «, 8ety, en tant que ces der—
niéres sont des.fonctions de z, on aura

(r—a)dz + (r—8)d y — (v—a)de — (y—p)dB = +dy,
dz’-d 2 4 (r—g)d* y —dede—dféd y =o.

Les équations (2) et (3) réduisent celles-ci &

— (= a)le = (p = R)dB = ydy. .0+ ()

— dadr —dpdy == ol a (8)5 0
la derniére donne 'j—i:——g—; , expression qui change

8..
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¢ da i
Véquation, B— y =— & (¢—2),
3 d
en -7'_6———35(’:_“)’

d’oti il suit que la normale MO, est tangente a la
courbe dont les coordonnées sont wet £ (g et 68), c’est-
a=dire , a la courbe 1'Z.

4°. Si Von met cette derniere valeur de y —8,
daus les équations (1) et (4), et qu'on €limine en+
suite @ — @, on aura

‘ 1 4
dy* =dea* -+ dg*, et :]—: = ‘!’/'+(§a’

coefficient différentiel de », par rapport 4 la va-
riable «; or, cette expression est aussi celle du
coefficient différentiel de arc de la courbe dont les
coordonndes sont «ct 8 (64); et il résulte de cette
idemi.l.e.',,(':lue le rayon du cercle osculateur varie par les
mémes différences que l'arc de la courbe FZ (23),
propriété qui mcrite la plus grande attention.

En effet, le rayon M0 du cercle osculateur au point
M, étant tangent & la courbe FZ, a nécessairement
la méme direction que celle que prendrait un fil en—
veloppé autour de la convexité de cette courbe, lors-
gu'en le développant, on serait parvenu au ‘point O.
On remarquera qu’en poursuivant le développement
de O en O, ce 6l s'allongerait d’une quantité égale a
Varc 00’ de la courbe FZ; et comme, par ce qui
précede, la différence des rayons OM et O'M‘ est aussi
égale au méme arc 00, il s’ensuit que le bout 3 du
fil se trouverait encore en M " sur la courbe proposée,
gu'il n’aurait pas quitiée dans le dévcloppement ef-
fectué depuis 'un de ces points jusqu’a Vautre : on
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peut done regarder la courbe DX comme engendrée
par le développement de Ia' courbe FZ.

Ce procédc aune grande analogie avec la,description
du cercle: c’est la courbe FZ qui fait Voffice de centre;
et le rayon MO , au lieu d’étre constant, varie pour
chaque point. La courhe FZ s'appelle la développée,
la courbe DX, la développante, et le rayoh du cercle
osculateur, rayon de la développée (¥). Sy A

11 est & propos de remarquer aussi que la développée
estla Zimite des interseetions des normales de la courbe
proposée - prises deux A deux consécutivemenit , puis-
que le point K, intersection des deux rayons MO et
M’ O, qui sont perpendiculaires a la courbe DX, en M
et M, s"approche d’autant plus de la courbe FZ, ‘que
les points 4 et M’ sont plus voisins Iun de Vautre.

On déduirait de cette dernitre considération, toute
la théorie précédente.

- 81. Je ne m’étendrai pas beaucoup sur Papplication
des formules ‘

e e @ Ay
dad®y
w et p@miat dy)
dzdzy )
5 — d‘l’"z‘,‘d_}v‘Q &
BB F5tsh g

parce qu’elle n’a aucune difficulté, lorsqu’on possede
bien le mécanisme du Calcul différentiel.

(%) Clest par cette dernidre considération, qu’Huygens a déter-
miné le cercle osculateur, qu'il a remarqué le premier; et clle peut
conduire aussi- aux formules du n° 76; mais ce point de vue,
séparant la recherche du cercle osculateur de la thédrie générale des
contacts des courhes , dont elle doit faire partie, est trop hornd pour
Péiat actuel de Ja science.
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La valeut dé y étant susceptible du double signe 2=,
on peut demander lequel des deux il faut emp]oyt.ar;
cai il est bien visible qu'en général, a chaque point
de la courbe, il n’y a qu'un seul rayon de courbure; et
ce rayon, nétant pas dirigé suivant Yordonnée ou
Pabscisse , excepté dans quelques points particuliers,
n’a pas, & proprement parler, de signe par rapport &
ces lignes. La détermination de celui dont on Yaffecte
ordinairement, dépend. de la convention quwon a €ta—
Blie sur le sens de la courbure par rapport & la
normale. Si 'on veut que le rayon de courbure goit
positif pour les courbes dont la concavité est tournce
2
{vers Paxe des abscisses, comme:la valeur de 3—:;7: est
alors négative (62), il faut affecter Uexpression de y du
signe — ; et dans ce eas, le rayon de courbure de—
viendra' négatif si la concavité de la courbe passe du
8
cOté opposé, parce quil change de signe avec %1%
Pour se conformer i celte convention , on pourra sup-
poser, dans les applications,

(d=* 4 dy)
ded®y

r=—
1équation générale des Tignes du second degré,
¥ = mx + nz*,
conduisant &
mbanade L [y endansyTde
AT T 42

27y’d..1t’——(m+2nx)dxdy [4ny*—{m-+-2nz)]da?
e 2" = i

dy

]
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1l en résultera im0 by
L

2[4y i—(m—2nx)"]

Si l'on remplace * par savaleur; oiaura

o [4(mx 4 nx?) + (i 4 2nx)?]*

s am?*) ks

Telle est Vexpression générale du rayon' de courbuie
dans les lignes du second degré; on 1d particularisera
en donnant'a m et A n les valeurs qui conviennent a
chaque espece-dé ces lignes (Trig. 157). /

Cette expression se réduitd ;m, lorsque x=o :la
courbure des lignes proposées est donc, a leur somniet,
la méme que celle du cercle décrit d’un rayon égal au
demi~paramétre ( Trig: 138). ;

En rapprochant la. valeur de ¢ de celle qu'on a

trouvée dans le n° 67 pour Ia normale ; on verra: que
—3 il 3

= , ou que le rayon de courbure, dans les lignes

1 7 2 § =
du second degré , est égal au.cube de la normale diyisé
par le quarré du demi-paramétre.

« Dans la parabole ou == 0, on aseulement

b fmz)”

2%

On appliquerait de méme les expressions géndrales
dere — e ctde ¥y — 8, et metlant pour j sa valeur,
on aurait deux équations en @, « et g, d{;s’qhelles,
climinant 2, on déduirait équation en a et £, appar~
tenante & la développée. Je n’effectuerai ce: calenl, que



riG.

10,

120 < TRAITE LLEMENTAIRE
pour la parabole. On a dans ce cas,
e mdx 3 ko mede?
Y = 2]": T = 4},3?
et il vient
i e e
el e o b el
P SBpAR S ol L jost e,
20 m* \" 4y? e Giipir
on conclut de 13 ;
L 3 2
—B:é'L‘, x—u=—-:—a'j—-—£m,
m m 2

mettant, dans chacune de ‘ces équations, pour: ysa

1 1
valeur m* z*, on arrive &
5

e

1
Ty a;—a:-—-zx-——;m;_

LRl
¢ ¥ m" S ¢ =X
prenant ensuite la valeur de = dansle second résultat,
pour la substituer dans le premier, on obtient. .
1 1 ) 5 16 1 )5
= ole——m ] B ==l e A1 T
3 2 2nm 2
la derniére de ces équations appartient A la développée
de la parabole. 81 ;
Si Pon 'y change «— % men &, ce qui’porte Vori-e
gine des abscissesen D, fig. 10, on aura cette équa-
5 e 162° S
tion trés simple, ﬁ“:-z—r;, qui montre que la courhe
DF est une des paraboles du troisieme degré (¥), com—

(*)/L2équation 3?2 = mzx_¢tant généralisée ainsi : 1= mzP,
représente une famille de conrbes dont la parabole ordinaire n'est
qu’un cas particulier; on l¢s nomme aussi paraboles , mais on leg
distingue par exposant de leur degre.
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posée de deux branches DF et Df, dont la premiére
engendre, par son développement, la branche AX de
la parabole ordinaire X Az, et la seconde produit la
branche Ax.

82. 11 faut observer que, pour la description de la
parabole XAz, par le développement de la courbe
FDY, le fil enveloppé autour de I'une on de Vautre des
branches DF et Df, doit avoir au point@® , dans le
prolongement de la tangente BD, une longueur AD
égale au rayon de courbure au point 4, c’est-a~dire,
4 la moiti¢ du paramétre de la parabole;  tout autre
point, tel que, prissur ce fil, produirait une courbe
différente. Si le point J tombait sur le point D, le
rayon de courbure de la courbe décrite alors, serait
nul & son origine, et par conséquent elle aurait a ce
point une courbure infinie (78)..

On voit aussi que, puisque la longueur de ’arc DF'
est égale & la différence entre le rayon de courbure
correspondant MF et le rayon de courbure 4D qui
appartient a Vorigine, 1a courbe, FDf est rectifiable ,
Cest-a-dire ; qu’on peut assigner des lignes droites qui
soient de la méne longueur que ses arcs.

Cette remarque est générale, car puisqu’on peut tou-
jours parvenir & Uexpression du rayon de courbure des
courbes algébriques, les développées de ces courbes
sont toutes rectifiables.

Recherche des points. singuliers des courbes, et
examen . des vhleurs particulieres que les
coefficiens différentiels prennent dans cer-
tains cas. :

83. On appelle points singuliers d’une courbe , ceux
dans lesquels elle offre quelque circonstance remar-
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quable. Une grande partie de ces circonstances s¢
rencontrant dans la famille de courbes reprcsentée
par Véquation trés simple

y=1b+c(xz—a"r,

nous allons discuter particulierement cette équation;
en rappl‘o*mt tonjours les considérations géome-
trigques des considérations analytiques, pour éclaircir
les unes par les autres.

La premitre question qui se présente, est la déter-
mination de la marche des valeurs des ordonnées y,
pour savoir si elles croissent on décroissent indéfini~
ment, ou bien sileur accroissement s’arréte lorsqu’elles
ont atteint un certain degré de grandeur, ct se change
en décroissement, ou bien enfin, si, aprés avoir atteint
un certain degré de petitesse, leur décroissement se
change en accroissement, La valeur qui a lien dans le
passage de I'aceroissement au décroissement, étant plus
grande que celles qui la précedent et qui la suivent
immédiatement , s’appelle un mazximum; le minimum

,est celle qui répond au point ou le déeroissement

se change en accroissement; celle-ci est par conséquent
plus petite que les valeurs qui la précédent et quila
suivent immeédiatement : je dis immédiatement, parce
qu’il y a des fonctions pour lesquelles ces alternatives
ont lieu plusieurs fois.

On i déja yu, dans ke n® 62, gue les ordonnées posi-

3 5 e * hdaat
tives d’une courbe sont croissantes tant que T a une
valeur positive, et qu'elles sont décroissantes daps
le cas contraire. 1l suit de la quau mazimum. ainsi

quau minimum;, le voellicient différentiel Tr change
ax
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de signe: il va du positif au négatif dans le premier cas,
et du négatif au positif dans le second.

I’équation prise pour exemple donne en géneral
dr

= —=mc(x—a)""
d-r ( ) ?

quantité dont le signe change avec celui de x—a,
ou s¢ conserve le méme, suivant la nature de Pexpo-.
sant m.
1° Si cet exposant est un nombre pair, m —1 sera
un nombre impair, et (x —a)™"" sera négatif quand *
x < a, positif quand >a; ainsi il y aura minimum
lorsque  =a, ce qu'on peut vérifier immédiatement 3
sur la fonction 7. En y faisant x=a—h et
z = a4 h, on obtiendra, dans 'un et dans Vautre
cas, y = b--ch™, valeur > b qui répond & x=a.

d
Cette derniére valeur, donnant d‘—% = o lorsque

Vexposant m — 1 est positif, montre que la tangente
est paralléle 4 la ligne des abscisses , ce que représente
fa figure r1, au point M dont Yabscisse 4P = a, et Fic
Vordonnée PM = b. 2

Si la quantité ¢ est négative, ce qui donme. ...
y=b—c(x—a)", tout restant d’ailledrs le méme,
le point M, fig. 12, est un maximum,, et la tangenteric. 12,
demeure toujours paralléle & Paxe des abscisses.

2°, Il n’y aurait ni minimum dans le premier cas;
ni mazimum dans le second,, si I'exposant m était im-
pair. Alors 7 —r élant pair, (x —a)" ™" garderait tou-
jours le signe +, quel que fiitceluide z—a; eten effet,
si Lon pose suceessivement z=a—*h, #=a-+ hy on
trouve

y=mbe= k™, y==b 4= ech™,
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valeurs, 'une <2 4, et Vautve > 5 quirépondd x=a;

d 3 A
cependant on a encore l‘—r = o0 : ce caractere n’indique
ax

donc pas nécessairement un mazimum ou un mi-
nimun.

Au point M, fig. 13, ot = a, la tangente est bien
encore paralléle a l’axe des absclsses mais la, courbe
,offre de plus une autre circonstance : sa concavité
change de sens, ce qu'on voit par le changement de
signe du coefficient dxﬂerenuel du second ordre (62);
caron a

dzj'
dx?

= m(m—r1)ec (x —a)™"*;

et m— 2 étant un nombre impair, (z—a)™~* passe
du négatif au positif, quand on va de & << « [a

= > a. La figure de la courbe en M s’appelle aloxs:

inflexion; la tangente M Ty coupe la courbe en méme
temps qu’elle la touche.
3°. Si m était une fraction de numérateur pair et.de
dénominateur impair, qu’on efit, par exemple, m =2,
il s’epsuivrait
28
g O

3(x—a)®

quantité qui change encore de ‘signe avec @ —'a : et
il y a en effet minimum ; car soit qu’on change = en

s

a—h ouen a-k, on trouve toujours =204 - ch’,

valeur > b ; mais alors la valeur 2 =a, au lieu de

faire disparaitre di’ le rend infini. Cela tient a ce que,
2z

si une quantité entiére ne peut changer de signe qu'en

passant par zéro, une quantité fractionnaire, lors—
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qu'elle change de signe par son dénominateur, doit

Tl 3 X 2
dans lintervalle devenir infinie. T expression 2o par

exemple, donne successivement

@ @ @
Ev 8, —ﬁ’
lorsqu'on y fait 2 =g, z—o0, o= —48.

Considéré sur la figure 14, ‘ce minimum préseute Fie. 14

une forme différente de celui de Ia figure 11; car,

d
devenant infini, la tangente M 7’ est perpendiculaire a
Paxe des abscisses. On voit d’ailleurs par expression

dﬂ—f_. 2 c(.z'-—a\‘?:—_% 5

da? 353 4
9z —a)’
que ce coeflicient difféventiel ayant une valeur négative
quelle que soitz, la courbe tournc toujours sa con-
cavité vers I'axe desabscisses, et prend par conséquent
la forme indiguée dans la figure.

Le point M, ot la courhe s’arréte brusquement i la
réunion des parties DM et EM , se nomme rebrousse—
ment, et se distingue assez du point M de la figure 11;
mais cependant il doit étre compris dans Uespice du
minimum ; car si Uon dressait une table des valeurs
numeriques des ordonnées de la courhe DME, on ne
verrait autre chose' dans cette table, pour z=a,
qu’un nombre plus petit que le plecedenl. et le sui-
vant, ce qui est bien un véritable minimum.

11y a un maximum analogue; Péquation

Sl

Jy=0b0—¢c(z—a)};

en fournit un exemple,, fig. 15,

Fre.

15,
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Ainsi, pour donner une régle qui fasse connaitre,
sans exception, tous les points ou les ordonnées d’une
courbe, de croissantes deviennent décroissantes, ou
wvicewersd , il faut prescrive d’égalera zéro ou & Linfini

TRATTE ELEMENTAIRE

; 4 Ay ; 3
Lexpression de i il y aura maximum si la valeur
X

de ce coefficient passe alors du positif au négatif,
minimam dans le cas ¢ontraire. 111’y aurait ni maxi-
mum ni minimum il 0’y avait pas changement de
signe,, ce qui arrivera toutes les fois que le facteur qui
sévanouira , soit au numeérateur, soit au dénomina-
teur, aura pour exposant un nombre pair ou une frac-
tion de nutérateur pair. ¢

84. Continuons 'examen des cas que présente l'é-
guation y =06+ c(z—a)". On vient de voir ce
qui arrive quand m est une fraction dont le numéra-
teur est pair et le dénominatenr impair.

Si le contraire a licu, que m=3%,
Péquation sexa

par exemple,

_}’:b:tc(x‘—a)i,

3 4
A cause que (x — a)‘_ = V/(z — a)® est une expres-
sionradicale susceptible du double signe = ; et comme
cette expression devient imaginaire pour x < a, le
poiit M (fig. 16) offre la réunion de deux bran—
ches DM et EM, placdes 'une au-dessous de Vautre

suir les mémes absclsses, et touchant la ligne MP,
d2y
dz*’
infini aussi dans ce cas, il a, lorsque => a, deux
valeurs réelles,, Pune correspondante  la branche ME,
et de signe contraire a celui de Pordonnée , Pautre

; d g
puisque c—[‘-}; est infini ‘lorsque = = @. Quant A
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correspondante & la branche DM, et de méme signe
que l'ordonnée, de sorte que la premitre de ces bran-
ches est concave vers I'axe 4B, el la seconde convexe.

Il nous reste encore a supposer 7z wune fraction
dont le numérateur et le dénominateur solent tous
deux impairs, qu'on ait, par exeniple, :

199

i ik

Tci Vordonnée y est réelle avant comme aprés ke

: ays; e
poiut M, TR H{—tetant infini , la courbe touche

%;—{ , changeant de si-
gne en passant de x<<a a z>a, il y a au
point 7, une inflexion ot ce coefficient différentiel
est infini comme dans les cas précédens , quoique les
formes soient trés différentes.

Dans les trois derniers exemples, on a prism <x:
le cas contraire, m>1 ne donnerait pas de formes
nouvelles ; et pour s’en convaincre, il suffit de voir
que Péquation proposée, résolue par rapport aj z,
serait

a ce point; la ligne PM, et

: T=at =07,

qui revient au changeient de y en &, et réciprogue-
ment. Fout sé passe par rapport.d Vaxe des x, de
méme que par rapport a Vaxe des y, dans les fi-

(*) Les fractions dont les termes sont paivs, doivent étre réduites
i leur plus simple expression, et rentrent ainsi dans 1'un des trois
cas indigués ci-dessns.

b o3

G

L]
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gures 14 —17 : Cest comme si on avaitl fait faire un
quart de révolution i ces figures. hrt s

Ainsi le point M de la figure 16, qui est une limite
de 1z courbe, dans le sens des abscisses, 4P, serait
un minimum de la variable z, considérée comme une
foncfion de y: cest la figure 1, retournde d'g‘querre,
sur la droite. :

11 faut observer que les points de minimum et
de mazximum ,” marqués sur les figuves 11, 12, 16,
dépendent de la position de la tangente, pax rapport
aux axes des coordonndes, et qu'il n’en est pas de
méme des inflexions et des rebroussemens, gui sont
inhérens & la courbe, et subsistent toujours, de
quelque maniére quion change la position de ces
axes. :

Dans les rebroussemens indiqués fig, 14 et 15, les
deux branches se touchent par leur convexité ; mais
il arrive quelquefois que Yune embrasse Vautre : 'é-

quation
=27 = 2P

en offre un exemple. Sion la résout par rapport a y,

on trouve :

]‘:I‘“:‘:xz,

et lon apergoit aisément que les deux brdnches de
courbe fournies par les valeurs de y, s¢ réunissent au

. point 4, fig. 18, correspondant & =0, &t quelles

ne passent point dans la partie des abscisses négatives,

puisqu’alors le terme 2

bl

devient imaginaire; mais les

expressions ;
X A Q 5 LR
‘1__21+§x75 d_-7:2_—i_—‘_)_§_,_-u
e R e 2 2
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font voir qu'en 4, les deux branches ont pour tangente
commune axe des z, et qu’elles tournent toutes deux
leur convexité vers cet axe, puisqu’en faisant x=o,
le coeflicient différentiel du premier ordre est nul; et
celui du second est positif. Ce point est appelé rebrous-
sement de la seconde espéce, pour le distinguer des
autres.
11 est a remarquer que le coefficient du troisiéme
ordre
o
dEtagnc o

A s
Dt S
-2
2.2

devient alors infini.

Ily a aussi des courbes ou les branches qui se tou—
chent, s’étendent de chaque ¢6té du point de contact,
soit en opposant leurs convexités, fig. 19, soit en
s’embrassant, fig. 20 (¥).

85. Quelquefois les branches des courbes, au lien de
se réunir en se touchant, se coupent , ct ont chacune
leur tangente particuliére : en voici un exemple.

Lorsqu'on fait = —=a, dans expression

*r=btx@—aVz—ec,
ses deux valeurs deviennent égales : ce point est donc
la réunion des deux branches de la courbe a laquelle
elles appartiennent ; mais quoiqu’il n’y ait plus qu’une
seule ordonnée y, 'expression de

dr

dz

X —

e N e

’

T ie

en sevéduisanta ==/ a — ¢, reste encore double; T

(*) Poyezle Traité du Caleul différentiel et du Calexlinté-
gral, t. 111, page 633, n° 209.

Cale, dif.

FIG. Ig.
FIG. 20+
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valeur positive répond 4 la branche supérieure, et
la valeur négative & la branche inférieure; Tune et
Vautre seront réelles si @ > ¢, et produiront la fi-
gure 1.

Les points on plusieurs branches se réunissent et se
rencontrent se nomment points multiples ; celui que
nous venons d’indiquer est un point double, puisqu’il
y passe deux branches.

Si Pon généralise Uexpression precédente de y, dans
la forme :

m
y=bt+(x—a Vz—c,

le point correspondant & z=a ne sera double que
pour les valeurs paires de I'exposant m, parce qu'a-
lots seulement le radical sera susceptible du double
signe ==. Cette remarque, due & M. Poisson, concourt
bien avec ce qu'on a vu dans les articles précédens,
pour montrer qu’il n'y a que la discussion ou I'examen
de la courbe, aux environs du point singulier, qui en
puisse faire connaitre Vespece.

11 faut encore remarquer que si 'on faisait passer
le facteur x — a sous le radical, dans la premiére
expression de y, on aurait

y=b4 V(z—a)’ {(x —¢),
dy  sx—a)(x—c) + @—a)
dz ™ 2y (x—a)® (x —¢)

22 dy o
et que la supposition de x = @ donnerait == == —, a
q PP d-’l' o ’
cause du facteur 2 — a qui, maintenant, est commun
aux deux termes de la fraction. En le supprimant , on

retrouve
dy _2(x—c)t+zx—a
dz 2 \/% —c

—_— z—a
i § eV m—¢
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86. Les courbes sont accompagnées quelquefois de
points isolés qui ont le caractere des points' multiples;
mais on les en distingue, parce que les coefficiens dif-
férentiels, y devenant imaginaires , soit dés le premier
ordre, soit plus tard, montrent qu’il ny a pas de
points consécutifs (60). s
Soit V’équation

ay?— 2+ bx*=o,

[y

dr | z@z-—2b)

et —————
dz = oy (@ —1b)
Ici le coefficient différentiel du premier ordre, de-
vient § lorsque # = o; mais on peut en avoir la vraie

valeur en supprimant le facteur z, commun aux deux
termes de la fraction, et 1'on obtient

d’oli 'on tire

dy .  3x—a2b

dz o/ alx — b’
faisant alors = =0, il en résulte

i 20

dz 2‘/—-a71’
expression imaginaire.
~Dans la méme hypothése, l'équation propesée
donne y=o0; mais cette ordonnée , qui.est imagi-
naire lorsque x est négatif, rvedevient encore: telle
Jusqu'a ce que x=—b; ainsi le point A, fig. 22
est absolument détaché de la courbe, quoique com-
pris dans son équation.
; Les points de cette espéce se nomment points, con-
jugués ; ils résultent de ce quane portion finie de la

107

FIG.
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coutbe proposée s’évanonit par la détermination par—
ticuliere de quelque constante de son équation. La
courbe correspondante & équation
ay? — 2 4 (b — x4 bex =0,
qui donne
e 2(x—0) (x +¢c)
SEE=e Ve e ey

offre un exemple de ces changemens. Elle a d’abord le

_cours représenté dans la figure 23; la supposition de
_c==o réduit la partie 4F au seul point 4, fig. 22,

comme on Fa vu ci-dessus : elle prend la figure 24
lorsque b= o, sans quec s’évanouisse,, et la figure 3D
si Uon fait en méme temps & = o, c=o.

La fonction

§ 2n<-1
D ] P
ou m et n désignent des mombres entiers positifs,
et ont L'on suppose a< 6, donne, lorsque x=a, m—1
coefficiens différentiels nuls; ce n’est qu’a Vordre m
que Vimaginaire parait.

Les courbes ont aussi quelquefois des pomts singu-
liers quine sont pas visibles : ce sont ceux qui 1esultent
d’un nombre pair d’inflexions qui se réunissent en
une seule (%).

87. Toules ces espéces de points se forment en gé-

néral de la réunion de plusieurs branclies, produite par

Yégalité a laguelle parviennent diverses valeurs de y,
ainsi que celaalieu dansVéquation y'=0 4 c(z—a)™,

(*) Foyez pour ces points et pour ceux de serpentement dont ils
dérivent, le Traité du Calcul différentiel et du Calcul uzta-
gral t. III, 'page 632, n° 190,
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quand I'exposant m est un nombre fractionnaire; mais
cette circonstance améne des coefliciens différentiels
infinis , puisque dans ’expression

dy

Wi m(m—1). .,(m—n-[q)ci(x—a s g

Vexposant m — n devient négatif dés que n>>m, et
qu’a partir de ce terme, la supposition de 2 =a, rend
infinis tous les coefficiens différentiels.

La méme chose a lien quand !a relation entre y etz
est donnée par une équation o les variables sont meé—
lées. En effet, soit z=—o unc équation quelconque;
¢ntre x et y; on aura généralement

. du
d d -+ ﬂgd]— o, d’ou i}’_‘___‘_lf

du
Mais quand une valeur particulitre 2 =a, reud égales
plusienrs des valeurs de y, la fonction u, quime con-
tient plus alors que les quantités y et a;, prenant la
forme U (y — &)™, conduit a -

du dU o s
5 by +mb(y—-b)

valeur qui, devenant nalle lorsque =0, rend infinie

dy . du 7 ;
celle de —I‘Z si — ne s’évanouit pas, et donne 2 s'il
ax ax

s’évanouit, ce quiarrive quand il a pour facteur x —a
ou y—b,
Les équations

(7 —bP—(@—a)=o0, (r—=08’—(x—a)’=o0,
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dlot Lo tire
oo é_]_f_ 1 oins dl_ 2(x—a)

dz ™ 2(y—0b)’ d=z= 3(y—&*
fournissent des exemples de ces cas, lorsqu’on y fait
z=a, d’ont il résulte y = b; mais en mettant pour y

sa valeur dans le second pas, et supprimant les facteurs

e iy : d
communs aux deux ternmes dela fraction, on trouve d—‘z

infini, quand z =a.

.

88. Il est évident que lorsque les coefficiens difté-
rentiels déviennent infinis, la série de Taylor, formée
par ces coefficiens, ne peut plus étre employée; mais
il n’y a pas ici plus de paradoxe que dans toutes
les autres circonstances on il se manifeste des excep-
tions dans les formules. Lorsquon remonte a origine
de ces formules, on reconnait que le caractére qui
annonce Vexception montre en méme temps pourquoi
elle a lien. s

‘En effet, la sérle de Taylor, exprimant ‘le second
état d’une fonction = dont la variable = a regu l'ac-
croissement % (23), ne doit en général renfermer que
des puissances entiéres de k (20), tant qu'on y laisse =
indéterminée ; mais il n’en est pas ainsi pour toutes les
valeurs particuliéres de cette variable. Par exemple,
lorsque z = a - %, la fonction

4
u=>b'+c(x—a)y,
devient

P o
W=b+4cl@at+h—a) =b+ch?,

et pareille chose aura lieu toutes les fois qu’il dis-
paraifra ‘tine quantité sonmise a un radical; car st la
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substitution de # -+ A, au lieu de z, change en

genéral V. Pogsins

V P + ph + gh* + etc. »

et qu'une valeur particuliére de & rende P==0, Vex~
pression ci-dessus deviendra

m / 1 i 1

V ph+ gk’ + cte. = k" (p -+ gh + etc)”,
dont le développement ne pourra manguer de contenix
des puissances fractionnaires de 'accroissement k.

Ce changement de forme est la suite nécessaire de la
réduction momentanée que la disparition du radical
apporte dans le nombre des valeurs de la fonction
proposée. Dans Pétat général de la fonction, chaque
valeur a son accroissement particulier qui la perpétue:
ainsi pour

u="4t=x Vxr—a,

le théoreme de Taylor donne les deux séries

o

(x—a) *h xé(.r—a]— i w1

I
2
Ie signe supérieur répond a I'une des valeurs de u, et
Vinférieur a l'autre. De méme , quand Ia fonction dé~
pend d’une équation ou les variables sont mélées,
Vexpression des coefliciens différentiels, contenant,
outrela variable indépendante la fonction elle-méme,
vegoit de celle-ci autant de valeurs qu’elle en com-
porte (51), et le nombre des accroissemens fournis par

la série de Taylor, demeure égal & celui des valeurs de
la fonction.
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Mais dans les cas particuliers ot plusieurs de ces
valeurs se réduisent 2 une seule, il faut qu’a cette va~
leur unique répondent plusieurs accroissemens divers,
pour que la fonction puisse recouvrer toutes celles
quelle doit avoir en général. Or, c’est ce qui résulte
des puissances fractionnaires de &, parce qu’elles sont
susceptibles d’un nombre de déterminations marqué
par le degré du radical qui les affecte. Ainsi, dans
Vexemple ci-dessus, lorsque x == a, ona

uw=b,

les deux différences + &”, — h*, appliquées a Ja ya-
leur unique z =10, reproduisent les deux valeurs que
Ta fonction u comporte en général. i

89. On voit bien ici que le coefficient différentiel dg
la fonction u, étant exprimé par

:i-—lT
[

eIk

conserve k au dénominaleur, et devient infini quand
e =10,

L’infini ne se montre pas toujours ainsi au premier
coefficient différenticl ; mais on le trouve, a partir
d'un_ ordee plus ou moins élevé, deés que le dévelop-

ement de 1 — u doit renfermer des puissances frac-
tionnaires de f.
Soit en géncral

8 £
wi=u - Ph“—}- QF ..o I Th A cle.

i étant fonction du binome 2 - h, on aura.. .
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du! Ao’
dk ~ dz
aussi une fonction de 4 . Si on les différentie suc-
cessivement par rapport i % et pav rapport as il
viendra -

& & A s dtal - dPud

A% T dzdh’ dwdh . dz* O I T dz?

(v9); équation dont chaque membre est

et ainsi des autres , ce qui fait voir que la fonction «’
a, par rapport 4 h, les mémes coefficiens différenticls
que par rapport &  : on passe ensuite i ceux de u, en
faisant k. =o.
sl 3
Cela posé, un terme quelconque 7, en produit dans
dm’ B
un de la forme
dr’
I
fe—1)(e—2)....c —n4+D)Th .
Tant que le nombre n sera au-dessous de ¢, I'exposant
«— n étant positif, la supposition de h=o fera éva-
nouir ce terme ; et si le nombre ¢==n, il viendra
dm

dAn

Vexpression de

=¢le—1) sl

mais si le nombre ¢ est fractionnaire , l'exposant ¢ —
passera du positif au négatif sans s’évanouir. Dans
ce dernier cas, qui a lieu dés que n surpasse ¢, le
terme devient infini lorsqu’on y fait h=o, et par con-
"
séquent aussi la valeur de diz dont il fait partie.
da® 2y aah i

11 est visible que les termes & exposant fractionnaire
peuvent étre précédés par des termes ot Uexposant est
entier, ce dont la fonction trés simple e

2
U= bx™ -+ ¢ (x — a)
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offre un exemple quand 1—)>m , et quon y fait z=a:
ses coefficiens différentiels demeurent finis jusqu’a
Vordre m inclusivement.

go. Il faut bien observer que dans ce qui précéde,
Jestla quantité comprise sous les radicaux qui s’a-
néantit; car les radicaux pourraient aussi disparaitre,
gils étaient multipliés par un facteur que la valeur

particuliére de x rendit nul: on en a vu un exemple au.

n° 85; mais ce cas ne fait point exception a la série
de Taylor, parce que les radicaux qui ont disparw

dans la valeur de la fonction, reparaissent dans ses:

coefficiens différentiels.
Soit, par exemple,

u=bt(z—a"Vz—c;

la supposition de z==a, qui rend égales les deux
valeurs de u, ne fait disparaitre les coefficiens diffé-
rentiels que jusqu’a Pordre m exclusivement, puis-—
qu’en opérant ici comme dans le n° 57, on trouve que
tous les coefliciens différentiels des ordres inférieurs
contiennent le facteur z — a a chacun de leurs termes,
mais que
d™u

W::’:m(m-—l)..-.x.\/‘x——c -iete:

Ce coeflicient différentiel et ceux qui le suivent, ayant

chacun deux valeurs, forment deux séries qui repro-
duisent les valeurs de la fonction proposée.

g1. Les considérations géométriques confirment les
remarqu’es précédentes ; on voit que la courbe de Ia
figure 26, qui n'a qu'une seule ordonnée au point £
correspondant 4 'abscisse 4C, ne peut en avoir deux
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sur Vabscisse consécutive Ac, que parce que ordon—
nde CE regoit deux changemens distincts ge et ge';
wmais les ordonnées ce et ce' n'éprouveront plus cha-
cune guun seul changement quand on partira d’une
abscisse diffévente de £C.

La méme chose arrive au point multiple G on deux
branches de la courhe se coupent; Fordonnée parﬁcu—
litre G éprouve aussi pour un seul accroissement
d’abscisse Ff, deux changemens rgetrg”.

g2. Non-seulement la séric qui exprime le chan-
gement d’une fonetion, doit, dans certains cas parti-
culiers, contenir des exposans fractionnaires, mais il
peut s’en trouver aussi de négatifs.
Si 'on avait, par exemple,
p ;

(1‘ a)” 3

U=

P ne renfermant pas le facteur 2 — a, le changement
de @ en a4~ A donnerait

, P+ ph-gh* 4 ete.
A e

expression qui contient des puissances négatives de k.
C’est ce qui arrive aussi A la fonction 1z, lorsque z=o0;
eten effet, une fonction qui devient infinie lorsque
x==a, ne peut rentrer dans les quantités finies , guand
x=a+ h, que par un changement infini.

93. Les divers cas singuliers que nous verons d'exa-
miner, ne tenant qua des valeurs particuliéres de la
variable indépendante, ne sauraient infirmer les con-
clusions tirées de I'état général de la fonction; et 'on
peut les éviter dans la discussion des courbes, en
considérant ce qui se passe avant et aprés le point
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dont on veut connaitre la nature; en sorte que Ia,
recherche des points singuliers se réduit & cette régle
aussi générale que siire, et qui n'exige que Vemploi
du Calcul différentiel : on obtiendra généralement
Lindication de Uabscisse & laguelle répond un poini
singulier, en cherchant dans quel cas les coefficiens
d{ﬁ"érentiels » @ partir d'un ordre gquelcongue, de~
viennent nuls, ou infinis, ou 3. On assignera Uespéce
du point, 1°. en examinant combien il passe de bran~
ches de la courbe a ce point, el si elles s’étendent ou
non en-decé: et au-delda ; 2°. en déterminant la postiion
de leur tangente; 3°. le sens dans lequel elles tournent
leur concavité (¥).

Recherche des vraies valeurs des expressions
qui deyiennent 2.

94. Onayu dans ce qui préeéde, que les coefliciens
différentiels se présentaient quelquefois sous la forme °
qui parait indéterminée; néanmoins ils ont toujours
une valeur déterminée qu’il peut étre utile de con-
naitre, et & laquelle on parvient par les principes que
je vais exposer.

Supposons d’abord ces coefliciens donnés immeédia—
tement par la variable indépendante. Lorsquils sont
sous une forme fractionnaire, si leur numérateur et

leur dénominateur ont un facteur commun, la valeur -

qui le fera évanouir donnera £ : cependant il est visible

(*) En quittant ce sujet, je ferai observer que la mavche suivie
dans ce qui précéde, poar déterminer les points singuliers des
courbes, était déja tracde dans le premier volume dn Traité du
Caloul différentiel et dn Calcul intégral , 17® édition, et que la
régle ci-dessus se trouve dans la premitre édition de cet abrégé.
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que toute expression de la forme
Pz — ay"
Qe—ar’
qui devient ¢ quand z=a, a néanmoins une vraie
valeur qui estnulle, finie ou infinie, selon que m >n,

m=n,m<n, puisqu'en effagant les facteurs com-
muns i ses deux termes, on oblient

Bl

(e P, P

ou 0
Q 3

Q@ " Qw—am

11 serait bien facile d’arriver & ces résultéis, si le
facteur x— a était en €vidence comme dans Pexemple
du n° 85 ; mais on peut toujours I’y mettre par la
considération du changement des fonctions, ainsi qu'il
suit,

. X ; )
Soit ;—(; une fraction dont le numérateur et le dé-

nominateur s’éyanouissent tous deux quand x =a; en
substituant @ 4-%, au lieu de =, les fonctions X et X*
se développeront en séries de la forme

AR B e, AR BE Lote

et ascendantes , c’est-3-dire, dans lesquelles les ex—
posans @, 8, etc, iront en croissant et seront positifs,
puisque ces séries devront devenir nulles dans Phy- -
pothése de & = o, qui répond a celle de z —=a. Au
lieu de la fraction proposée , on aura done

AR BH® - ete.
A’hmr—[- BE® - etc. ;

expression dont les deux termes ont un facteur com—
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mun, en k, et qui pent présenter les trois cas « > o,
a—d et a<la,
Dans les deux premiers, elle se réduit a

AR e BA = et
S e e

X

et si l'on y fait h==o0, pour revenir a la valeur

que prend %, quand x=a, le rf{sultat est nul

les fois ¢ y 5 dgal & 4 1
toutes les fo18 que « surpasse ', et est €ga 7z ors—
que «=— «’. Dans le troisitme cas, ‘au contraire, ol
w< o, Ona

A B 1 ete. >
i e O

ce qui devient infini par la supposition de h=o.

Dans tous les cas, la vraie valeur ne dépeud que du
premier terme de chaque série.

Ainst, pour trouver la vraie valeur des fonctions
qui se présentent sous la forme indéterminée 2, cher—
chez lepremicr terme de chacune des séries ascendantes
qui expriment le développement du numérateur et du
dénominateur, lorsque x—=a-h; réduises & sa plus
simple expression la nouvelle fraction formée de ces
premiers termes ; et faites ensuite h =o : le résultal

ue vous obtiendrez sera la vraie valeur que prend la
fraction proposée lorsque x = a.

95. Quand le second état des fonctions X et X',
correspondant & x=a - h, peut se développer par le
théoreme de Taylor, on obtient
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AXvih =8 X k2 dix ' Re
Treitae e st
3 YXich 3 2
Ko K dX’ d=X X 0R i g

dz d:c‘x._2+ dz* 1.2.3

etsila valeur x=a fait disparaitre X et ses coeffi-
ciens différentiels jusqu’a l'ordre m, X' et ses coeffi~
ciens différentiels jusqu’a Vordre n, la fraction pro-~
posée se réduit a

dmXx e
AzBix 2,3 siom e
dzx’ h» 4

dat o Bl .G gl

quantité qui sera nulle si 7 > n, infinie si m < n, et
mn

égale a sim=—n.

dnx
dmX’
Venons aux applications.

x"—1 a £
g6. 1% La formule 5 qui exprime la somme

des 7 premiers termes de la progression par quotient

Halxiz® a? ete., devient 3 quand z = 1; cependant
cette somme, dans la progression iriritir:ete. A
laquelle on est conduitalors, a une valeur déterminée,
et égale a n, que la régle précédente va nous donner
aussi. En effet, aprés avoir différentié le numeérateur

s . zt—1
¢t le dénominateur de l'expression , on trouve
Z =1

ax'dx

~dz —:cten €écrivant 1 an lieu de x, il vient n.
ax'— 2acx 4~ ac*
bx*—obex + be*’
€as oux = ¢, ne peut s'obtenir qu'aprés deux différen-

2°. La vraie valeur de dans le
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; ax —ac s

tiations, car la premiére donne e résultatqui

o o Sl 3 a

devient encore — ; mais en le différentiant on trouve 7.
o

30, Si on cherche Ja valeur de la fraction

28— az® — @’z 4 a®
x? e an 2
lorsque == a, on trouvera, aprés avoir différentié
une fois le numérateur et le dénominateur, que le
premier seul devient encore nul quand on met a au
liew de x; ce qui apprend que la vraic valeur de la
fonction proposée est nulle. Le contraire aurait en lieu
pour la fonction
axr — x*
al — 28%% 4 cax’ — xt’

S gt=mbTaiin oo 0
j°. La fonction transcendante ——— , qui dewenta
7

lorsque z==o0, étant traitée de méme, donne a”la— b™18,
qui se réduit a la—1b. g

Ce résultat s’obtient tout de suite en substituantaux
fonctions @ et &% leurs développemens (27), car on
trouve

a*— b~

=la—1b + {(la)— (16)*} % + ete,

et la supposition de 2= o réduit le second membre de
cette équation & son premier terme. En faisant Vopéra-
tion, on remarquera qu’il y a un facteur qui dispa-
rait par la division.

1—sinz - cos &

5°, La fonction —
; sin & 4-cosax —1

L)
se véduit a — loxs |
Lo}
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) i o 2
que V'arc @ ==17; mais en y appliquant la régle; on
trouve que sa vraie valeur est alors 1.
6°. Yindiquerai encove les fonctions

a—x—ala+ alz & —x
1—z - lz’

a—\V oaxr —x

dont la premiére devient 2 lorsque x=a, et la se-
conde lorsque z=1: leurs vraies valeurs sont res-
pectivement —1 et — 2.

97. Quand les facteurs qui s'évanouissent dans les
deux termes de la fraction proposée; sont élevés & des
puissances fractionnaires, les développemens ne pou-
vant plus s'obteniv par la série de Taylor (88), le
procédé du n® g5 ne réussit pas.

s : B 3
Si Pon avait, par exemple, @irsa

, quoique la

(z—a)’
yraie valeur de cette fraction, lorsque # = a;soit (24)
on n’y parviendrait jamais par la différentiation : on
trouverait successivement
: 1.
3zl{x'— a*)”
3 2
3 (x—a) ;

3(.1:“—a“)-; 4 3zi(x’ = a?)"

- seter
e Yy S ;
Le premier de ces résultats devient encore 2, qua'md
on faite —a, et la méme’ supposition rend infinis les
numeérateurs et les ‘dénominateurs de chacun des sui~
vans. Si P'on fait disparaitre les exposans négatifs, en
passant au dénominateur ceux qui se trouvent dans le
Cule. diff., 5e édition. to
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numérateur, et wice wersd; les expressions nouvelles
qui naitront de ce changement se réduiront toutes a 3.
Mais si Von a recours au développement immédiat

suivant la forme du n® 94, la fraction

devient

eri changeant = en a4 F; et faisant k=o, on obtient

3
la vraic valeur (2a)*.

Le méme procédé paraitra quelquefois plus com-
mode que la différentiation, dans 19 cas ol e‘:lle peut
s'employer. Ce n’est, par exemple, qu’aprées avoir
différentié quatre fois de suite le numérateur et le dé-
nominateur de la fraction

gt faz? 4 qaiz—sad—naV 20z @'

T ' 3
21 sgr — a’ - saV 2axr — z*

quon parvient’a en trouver la vraie valeur, dans le cas
ol z=ua.
En écrivant a - & au lienw de , comme le prescrit
la régle, il vient 2
2} fowihi— ah* 4 B —o0’V a* 4+ 257:'
—oa’ - Wt 2a a*— h* !

réduisant en série les deux quantités radicales, on aura

LA ot Bhadublsl va oht :
Vg“-f—zah:a-{—h——;; o elc.y
) Y 3 14
v/Zu s h‘=a~i—-£—eﬁc-
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La substitution de ces deux suites, dans la fraction
précédente, donnera — 5a pour la vraie valeur cher-,
chée. 1h

.. 98. Une fonction peut encore se présenter sous plu—

_sieurs formes ‘indéterminées, différentes en apparence

de 2, mais qui, dans le fond ; reviennentau méme, et

Rl q ’ ? l

qu’il est bon de connaitre. . i1 91t feh}
1°. Le numérateur et le dénominateur de la fraction

X R 35
7 peuvent devenir infinis en méme temps; mais cette

I
~

fraction étant écrite ainsi : &, se réduit & 5, lorsque
1 o~ LR e

X
X et X’ sont infinis. 2
2°. Il peut arriver qu'on rencontre un produit
composé de deux facteurs, 1'un infini et autre nul.
Soit PQ ce produit; si la supposition de z = a

2

donne P =o, Q:a, on observera que PQ =

D= |y

1
que — == o; et sous cette forme, PQ deviendra .
Nous prendrons pour exemple, la foriction
(1—x) tang =z,

7

= d\ejsi_‘gziant la_demi-circonférence. Quand, on yfaut

z =1, le premier facteur devient nul et le second
infini; mag comme . (Op) = L= AGY STIWEIOGHO
. t 2y 6 of
ST oo == GOt P B 9D 3
o L ag e ;
on obtient ' o
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5 : 2
fonetion dont la vraie valeur = se trouve par le pro-
p i :

cédé dun® 9.

99. Si’on demandait la valear que regoit la fonction
lz DI9] g : x
— quand zest infini, ou, ce qui est la méme chose, la
v
limite de cette fonction , on e pourrait y parvenir par
aneun' des procédésfdont nous avons fait usage jusqu’a
présent , & cause de hmpossﬂnhte de véduire lz en
série (29), et il faudrait recourir aux considérations
particuliéres 4 la nature de la fonction proposée Iz,

En changeant x en n et a en x, dans le développe-
ment de a* (27), on aurait

nlz - mp(la)? o Cni(la)d
B — Ll SR
et I T2 123\“*-8LL
d’ot on conclurait
lz o5 : : 1z
BT s 1 Py 2 T8
z e i \11'). —+ ete.
L2 I:23
iy o) L
o a] Sx)>
+ e (l.z‘) + ete.

quantité qui tend & devenir nulle 3 mesure que = aug-
mente, au moins lant’que n n’est pas d’une petitesse

comparable a celle de (98)

11 suit de 1a que Pexpression inverse 1 est infinie,

sous les mémes conditions.
Ceci conduit i la valeur que prend le produit z"lz,
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31} b ] £
quand zz=o; car en faisant x=—, on trouve
/ ; r
i Ly
e = > ; e second membre devenant nul lors-
que y est infini, il s’ensuit que z"lz = o, lorsque
X ==10.

100. La vraie valeur des coefficiens différentiels
donnés par une-équation ot les variables sont mé~
lées, s'obtient d’une maniére analogue, en passant
aux €quations différentielles des ordres supérieurs. En

du  du
effet, SIE et % s.aneannssalent dans le développe-
ment de

f(x+h’f+/‘)“ iz, ) =o, (48),

il se réduirait 4

d*u d’u

oty

g R gt +dy="’ Las

+ etc.

en y faisant k==h, on aurait pour déterminer la

e dyions s
limite de =, ou i P'équation

du 2dud_7' dfu sdy\s
dz* dady dz 7 dy* \dz

=0,

du second degré, par rapport au coefficient differen—

tiel cherché, et donnant par conséquent deux valeurs
.

au lieu d’une seule qu’etit fourni Péquation

de  dudy

dz T dyde %

si elle n'était pas devenue illusoire 48).
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11 est facile de voir que si les trois fonctiond
(3§ i ¢ i s

du d*u du

dz» d=dy’ drt
deveiiaient nulles, on tomberait sur une équation du
troisibme degré , et ainsi de suite.

Ces équations élevées xésultent des différentiations
successives de la premiere, en y regardant dz et dy
comme constans : mais il n’est pas nécessaire de s'ar-
réter A cette considération , parce qu’on retrouve ‘ces
mémes équations dans la suite des différentielles four-
nies par la proposée u= o; car la premiére

du d

u
a—;dx—‘—a}d]__o,

élant représentée , pour abréger, par
Mzt Ndy = o,

sa différentielle prise en y regardant j- comme fonc-
tion de  , suivant la régle du n® 50, est de la forme

Pdz* 4 Qdady + Bdy + Ny = o,
et se réduisant &
Pdx? + Qdxdy + Rdy*= o,
quand N'= o, devient du premier ordre ; elle donne
ilors deux valeurs'de dy, et par conséquent de %, au

lieu d’une seuale.

Si les coefficiens P, (Q, R s'anéantissaient aussi, il
faudrait passer alorsa équation différentielle du trot-
sieme ordre, qui deviendrait du premier. On verra

. DE CALCUL DIFEfRENTIEL. 151
bientét des applications de cette remarque (108), clest
pourquoi je n’en donne point ici.

to1. La détermination des mazimums et des mini-
mums étant I’une des plus importantes de Vanalyse, je
crois deyoir la reprendre d’une maniére générale et
indépendante de la considération des courbes.

On a déja vu (83) que le caractére essentiel du
maximum consiste en ce gu’il surpasse en méme temps
les valeurs qui le précédent et celles qui le suivent
immédiatement; le contraire a licu pour e minimum :
il est moindre que les waleurs qui le précédent et qui
le suivent immédiatement.

Considérons sous la forme la plus générale ; le
développement du second état de u=—1F(z), lorsqu’on
donne & & une valeur particuliere a; et qu’on change
ensuite @ en a~h; et faisons en conséquence

u' = u 4 PH 4 Qh‘a 4 REY - ete.
les exposans «, B,y, elc. étant entiers ou fraction~
naires , mais rangés suivant 'ordre de leur grandeur,
en commengant pax le plus petit. Gela posé, V'état dewu,
correspondant & a— k se déduira de i, en écrivant
—# an lieu de % ; et en le désignant par ©,, on aura
u=u-- P(—h) Q(-—h)’B + B(—h)Y -+ ete.,

dont il suit que les différences entre I'état primitif «
et les états précédens et suivans, seront

b, S P O WL RERT - etey
W — u =PI - Qhﬁ —}-HhT + eté. s

mais elles doivent étre toutes deux négatives quand
est un maximum, positives dans le cas contraire,
et cela quelque petit que soit Vaccroissement £ : il faut
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donc, dans I'un et Pautre cas, que les premiers ter—

mes P(— k) et PE* soient de méme signe. Or, le
coeflicient P étant une fonction de a, qui ne change
pointde signe, il faut pour que la puissance = de & n'en
change pas non plus, que son exposant soit un nom-—
bre pai.r, ou une fraction qui, réduite 3 sa plus simple:
eXpression, ait un numerateur pair. On aura alors

%y = PR + etc.,
W —u=PK 4 etc. :

si P a par lui-méme le signe < , ces deux différences
seront positives, et 'w sera un minimum; si P a le
signe —, ces mémes différences seront négatives, et x
Sera un maximum:.

102. Pour appliquer la remarque précédente & la
détermination qui nous oceupe , il faut distinguer le
cas ol Vexposant « est entier, de celui ou il est frac—
tionnaire.

Dans le premier cas, la série de Taylor s'accorde
avec le développement de u’, au moins jusqu’au terme

Pr inglusivement (89) , en sorte que

£
1 du

D=2 4
'"'“dl",

T2

et puisque l'exposant = doit étre un nombre pair,
quand z est un maximum on un minimum, il faut
d’abord que la supposition de x=a, fasse évanouir

e S ., du 4 . .
le coefficient différentiel —, qui est d’ordre impair :
dz’
4 A ada .
aest donc une des racines de ’équation =0 Il faut
o

A
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d*u
en outre que cette méme valeur ne rende pas nul ]

d*u

dz?”’

ou que, si cela arvive, elle rende nul aussi mais

diu e 3
non pas Pt et en général, que ie premier des coef-
ficiens différentiels qu’elle ne fait pas évanouir soit
d’ordre pair; elle rvendra alors u mazximum, si ce
dexnier coefficient est négatil, et minimum dans le
cas contraire. Yola pour le cas ou Iexposant « est
entier.

§'il est fractionnaire et >>1, la valear x=a, qui
donne au développement de #' la forme particuliére
quil prend alors, doit anéantir tous les coefliciens
différentiels des ordres dont I'exposant est <« (89):

= : du o
I €quation 21}: o, mdlquera donc encore cette va-

leur z=—a; mais pour sassurer si elle donne un
maximumn ou un minimum, il pourra étre nécessaire
de caleuler ¢ priori les différences v, —u et u'— u,
dans la supposition de % trés petite, afin de savoir
si leurs premiers termes sont de méme signe et quel
il est.

o du E Kiavae
Enfin, quand « <1, T devenant infini, c’est alors
Véquation
1
=g §
du 2
dx

quiindique la valeur = = a, dont la propriété se dis-
cute, comme il vient d’étre dit pourle cas olt # 2>1.
On voit encore par la, comme dans le n° 83, que pour
embrasser les différens cas de la détermination des
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waleurs de x, qui peuvent rendre la fonction umaxi-
mun ¢u minimum, i faut examiner toutes celles qui
rendent g;nul ou infini; mais je pense que la manigre
Ja plus simple de faire cet examen , sera le plus souvent
de chercher si g—; change de signe ou non (83), aux
environs de la valeur trouvée pour .

L’application des régles précédentes a la fonction
=0 c(x— a)®, qui m’a servi d’exemple dans le
n° 83, est trop simple pour s’y arréter, c’est pourquoi
je passcrai aux questions suivantes.

103. Partager une guantité a en deux parties, de
maniére que le produit de la puissance m de la pre-
miére par la puissance n de la seconde, soit le plus
grand de tous les produits semblables gu'on pourrait
Jormer.

Soit z une des parties de a; Vautre sera a —z; etle
produit dont on cherche le mazimum étant représenté
par u,onaura u=z"(a —x)*, d’ou lon tirera

‘}E = ma" " (a—x)" — nz™(a—x)" 7!
dz
= [ma — mx— nx]x™ Y a— 2)"";

et en égalant A zéro chacun des facteurs de ce résultat,
on trouvera

Bl ma
T m4n’
La premitre de ces valeurs répond & un maximum;

car lorsqu’on la substitue dans Vexpression générale de
5

o elle donne la quantité négative

@ e e

dz?’

mnT it gmn—2

LB

ums, lors-
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Les deux autres répondronta des mme’
quemet n seront pairs , comme on peut sen aSSt.xrer
s coefficiens diffé B =

par Vexamen des coeffi différentiels, ou plus :xr;
plement encore, en faisant z =1k e't = q’__ e
On, trouvera toujours un résultat positif dans‘ :n et
Vautre cas, quel que soit le signe qulon -‘ionne.a d', ce
qui prouve que la fonction proposée , apres avoir deer
jusqu’a devenir nulle, ne passe point au négatif, mais
quelle recommence & croitre. i
104. Je considérerai encore la fonction que y désigne

dans Péquation ’
yi—amxy -+ 2P —at=0,
dont la différentielle est
(y —mz)dy — (my — x)dz =o (49)s
il viendra

d‘y Sy §
de = y—mz’

d’ou Von tivera
?ll‘y — T = 0.
Pour obtenir la valeur de z, il faudra combiner cctte
derniere éguation ayec la proposée ; on aura par ce

moyen

(ol A : :
=== _n_,r-._-a‘: 5
m’ m
d’oti il résulte
ma a

\/1—;;, I—\/}—‘m‘

xr =

a5k d
71 reste & examiner ce que devient le coeflicient T
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La différentielle seconde de I'équation proposée

i donne
la suivante,

el e B B R dy
(7 m.z')ﬁ—}—‘ﬁ;—zmi;-]—l:o,

que la supposition de g)—r: o réduit &
X

a
r—m) ST v =0,

et d’ott on tire
diy = 1

I
puis mettant la valeur de 2 et celle de ¥> on trouve:

dapie 1

dzr —a]/‘t—m" :

ce résultat étant négatif , montre que la valeur de

7 AN i
déterminée ci-dessus, est un mazimum.

Exemple de Canalyse d'une courbe.

105, On divise les lignes en différens ordres d’apres
le degré de leur équation. La ligne droite forme le pre-
mier ordre, parce qu’elle représente I'équation géné-
rale du prewier degré & deux indéterminées. Les lignes
du second et du troisieme ordre sont celles dont les
e‘guz.itions montent au second ou au troisicine degré, et
ainsi des autves. Newton, considérant que le premier
ordre ne renfermait que la ligne droite, et que les
courbes ne commengaient & se montrer que dans le
second, divisa ces dernieres en genres, et momma
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courbes du premier genre les lignes du second ordre,
courbes du deuzieme genre-les lignes'du troisitme
ordre, et ainsi de suite.

Les lignes -d’un‘ méme ‘ordre se subdivisent en
espéees, par la considération des principales circons-
tances de leur cours.

8'il était possible de résoudre les équations de tous
les degrés, rien ne serait plus facile que de suivre le
cours de la courbe- qui représente une €équation al-
sébrique quelconque. En- effet, supposons que cette
dquation étant résolue par rapport & V'une des indéter-
mindes qu'ellerenferme , 7, par exemple, fournisse les
différentes racines X', X", X", etc. , qui seront néces=
sairement des fonctions de z et de constantes; la ques—
tion se réduira A examiner en particulier le cours de
chacune des lignes produites par les équations

=K et oy X etel)

lorsqu’on donne 4 x toutes les valeurs tant positives que
négatives, que peuvent admettre les fonctions X', X*,
X", ete., sans cesser d’étre réelles. Ces lignes seront
autant de branches de la courbe que représente 1'é-
quation proposée.

L’étendue de chaque branche sera déterminée par
celle que comprennent les diverses solutions dont est
susceptible I’équation qu’elle représente en particulier.
Si parmi les quantités X', X”, X", etc. , il s’en trouve
qui deviennent infinies, ou dans lesquelles on puisse
supposer « infini, il en naitra des branches dont le
cours sera infini, puisqu’elles pourront s’éloigner indé-
finiment de 'un des axes ou'de tous les deux a la fois.

Dans les courhes algébriques, une branche ne s’ar-
‘réte que parce que l'expression de son ordonnée de~
«vient imaginaire ; mais le cours de la’ courhe proposée
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nlest pas interrompu pour cela : il arrive seulement
alors que deux branches se réunissent et se continuent
réciproquement. On s’en convaincra én observant que
Jes valeurs imaginaires de y sont nécessairement en
nombre pair, et que celles d’un méme couple ont €té
réelles et égales avant de devenir: imaginaires. En
effet, Véquation proposée pouvant toujours se dé-
composer en facteurs réels du premier et du second
degrd , si Yon représente par y*—2Py -+ Q=o un de
ces derniers , on verra que ses vacines, P& VP=0Q,
ne deviennent imaginaires qu’a cause quec Q) devient
plus grand que P2, de moindre qu’il’ était d’abord,
et quil y a par conséquent. un point ou les fonctions
de z que désignent les lettres P et Q, sont telles
que P*=='Q, ce qui anéantit la quantité radicale , et
donne pour y deux valeurs égales.

Si plusieurs branches se coupent dans un point, it
arrivera aussi qu'un pareil nombre de valeurs de - de-
viendront égales.

106. Soit, pour exemple, I’équation

yi— gba’ 32+ 100a%z% — wi= 0.
Cette équation, résoluble & la maniére de celles du
second degré, soit par rapport a y, soit par rapport
i x, doone
e \/4811;’_*:\/230411*—-:0_011’1"—{’- s
et si, pour abréger, on fait .

2304at — 1008°z* + =N,

on en tivera les quatre valeurs vl
= VRBatVNW, y= Via_yBNo),
e Vi8> +V N @), y=r \/48a’—‘/ﬁ(4),
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dont il faut, d’aprés ce qui précéde, examiner la
marche, pour déterminer le cours des lignes qui les
représentent.

On voit d’abord que les valeurs (3) et (4), ne dif-
ferant de (1) et (2) que par le signe, doivent donner
des branches pareilles & celles qui résultent de ces
derniéres, mais seulement placées au-dessous de Vaxe
des z. De plus, comme la fonction IV ne renferme
que des puissances paires de z, elle reste la méme
lorsqu’on y change ~-z en— x; ainsi le cOté négatif
de Vaxe des a doit offrir des parties de la courbe
pareilles a celles qui sont du coté des = positifs ,-en
sorte que cette courbe est partagée par les axes ‘des
coordonnées,, en quatre partics égales et semblables :
c’est aussi ce que Ton voit par I'équation méme, qui
ne change point, quelque signe que l'on donne & cha-
cune des variables x et y.

Examinons donc en particulier les valeurs (1) et (2).
Elles ne peuvent étre réelles qu'autant que la valeur
de IV est positive; mais cette fonction , étant ration-
nelle et entiére, ne saurait changer de signe qu'en
passant par zéro : les racines de I'équation

i — 100a’x" 4 2304at = o,

seront donc les limites des valeurs que l’on peut donner
iz, On trouvera que le premier membre de cette équa-
tion se décompose dans les facteurs
z-—=6a, x-4+6a, z—8a, x4 8a:

il sera donc négatif quand 7>>6a et < 8a, parce qu’alors
un seul de ses facteurs changera de signe ; ainsi la
courbe ne s’étend point au-dessus de la partie de I'axe
des abscisses comprise entre x ==06a et x=8a; mais
depuis z = 8a; N deviendra positive pour toujours.
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On observera ensuite qu’a

g =16 ey e B

répoﬁdem, dans I’équation (1), les valeurs

r=yobat, y=Vi8a, y=Vi8a

Cette équation fournitdonc, 1°. une partie DF,ﬁq. 27,
qui s’étend du point D, pris dans axe 4C, au point F
dont I'abscisse AE = 6a; 2°. une autre partie HX,
qui, partant da point H dont Vabscisse 4G ==8a,
s’étend & infini dans Vangle BAC, ot les x et les y
sont positifs. 5 :
L’équation (2) ne donnera, comme V'équation (1),

‘que des valeurs imaginaires entre #=06a et x=8a;

mais aux valeurs .

=0 = B e B

répondent
Yy =09, .7:‘/48‘1“" .7':‘/43—”—‘—:

qui font voir, 1°. que I'équation (2) donne‘ une pa}l‘tie
AF qui va sejoindre & la partie DF, au point I7 ot les
deux racines (1) et (2) deviennent épales; 2°. que du
point H, sur la partie X fournie par I'équation (1),
partune portion K, résultant de l’éqnatioB (2) dans
laquelle 5 déeroit jusqu’a zéro , lorsque V/ N=/8a*,
ce qui indique le point 7 situé sur Vaxe deés x : passé
ce point, VIV devenant > /84, la valeur (z) est
imaginaire pout toujours, et la portion HI‘ﬁn.n A sa
jonction avec la portion correspondante, située au-
dessous de I'ae des 2, L’abscisse 41 est évidemment
déterminée par 'équation

(48a%)* = 2304at — 1000’z + at,
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qui revient &
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i — 100a2%2* = o,
d’oti Pon tire
=0 et x==10a.

Iabscisse 2 =0 étant celle du point A déja indiqué,
¢'est @ =roa qui donne le point /, ou se termine la

partie HJ,

1l est & propos de remarquer que les points 4, D
et I, se détermineraient immeédiatement par Véquation
proposée, en cherchant ceux ot la courbe rencontre les
axes des coordonnées, et que la discussion précédente,
analogue & celle de Péquation générale du second degré
(T'rig. 111), suffit pour faire connaltre Vétendue des
diverses parties de la courbe, mais n’en donne pas-la
forme précise. C'est au contraire ce que fait Vapplica—
tion du Caleul différentiel , qui, de plus, abrége
beaucoup la recherche des limites des hranches ,eta
l’avantage de montrer comment cette recherche pour~
rait seffectuer lors méme que Péquation de Ta courbe
proposée serait d’un degré trop élevé, pour quw’on piit
obtenir lexpression genérale de 'une des variables,
par le moyen de Vautre,

107. Je commencerai cette nouvelle discussion, par
Pexamen des branches infinies de la courbe proposée.
Ilinspection des valeursde y (1 o6)nousa deja fait con-
naitre que cette courbe a, dans chaque angle des axes
des coordonnées, une branche pour laguelle les va-
riables @ et y sont infinies en méme temps ; mais sans
recourir aux formules citées, si Pon fait iy
Péquation de cette courbe se divise par 2?, et dévient

plpEas 962’ 4~ 10007 — 22 — 0,
d’ott Von tire
8o 1002” — gGae?

[} i

Cale. diff., 5¢ édition.
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vésultat qui donne x =X infini, lorsque =" 1, et
loxs y =t .
On aura ensuite (73)
de -~ xt— Soa’x — gt + 48a’y*
x——‘yaz 3 — boa’x :
dy  yt—48a’y*— !+ Soa’z?
Libisydn ri—i8ay

i i y 4 r, 5¢
expressions qui, lorsqu’on y met pour y*sa jaleu ;

t

réduisent &
Boatz?—f8a’y®  {8aty— Soa’a:’y
zt—boa’x ’ r—48a'y

diminuent sans cesse 3 mesure que z et y augmentent,
et dont la limite,, quand = et g =c==infini, est zéro.
On voit par 1a (73) que la courbe proposée a d(’:ux
asymptotes, passant par Vorigine des coordonnées.
Pour achever de les déterminer, il faut prendre dans fa

] S dy
méme hypothise, la limite de Uexpression de oy et
formant toutes les combinaisons des signes et —;, on
trouvera ==1, ce qui montre que les asymptotes cher-
chées font, avec Iaxe des abscisses, des angles = 07,5:
on ne les a point tixées, afin de ne pas trop compliquer
la figure.

108. Venons maintenant aux points singuliers de la
courbe que nous discutons. Son équation différentielle
premiére ,

(r}—48a’y)dy -+ (Boa’z — xhdx = o0,
conduit a
dy ! — Sod’x
=T = pay
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En égalant & zéro le numérateur de ce coefficient
différentiel, on trouve x==o0 et z*> — Hoa*=n0. La
premiére valeur de z, substituée dans ’équation pro—
posée, donne y=o et y = ==}/ gba"; mais comme,

. vl ol

en faisant z =o et y = o, il vient d;Z = il faut,
suivant le procédé du n°® roo, passer & I'équation diffé-
rentielle seconde , que la supposition ci-dessus réduita

. dr 50

2 2 2, - p 2 —_—
48a*d y* 4+ boa’dz* =0, dou e
1l suit de ces valeurs, qu’au point 4, la courbe est

touchée par deux droites, faisant avec Paxe des abscisses
des angles dont les tangentes trigonométriques sont

5o L8 /5 ) 5
R=iViE, —Vx=—3V3,
et que eest par conséquent un point multiple (85).
Pour acliever d& connaitre Ia forme de la courbe &
ce point, il faut savoir de quel c6té les hranches
tournent leur concayit€, et déterminer en conséquence

d2y

ie signe de das ovant et aprés, ce qui pourrait en—

tratner des longueurs, 4 cause que les deux variables
entrent & la fois dans son expression. On arrive plus
promptement au but, en cherchant la valeur de ce
coefficient donnée, pour le point méme, par Iéquation
différentielle troisime, queé la supposition de .z ==o,
Jy=o, réduit a 1ffe’dyd’y =o, et d'on il faut
2
nécessairement conclure %‘{: = o0, puisque % n’est
pas nul. Le second coefficient différenticl étant égal &
7€ro, passons au troisieme qui se tive dela différen-
tielle quatrieme. Cette dernidre, en'y faisant z, et

.,
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2y nuls, seréduit
— {.48ardyd’y + 6dy! —6dxl =o;

1’on en déduit alors

dydly | Aot @ i
= T e T T & T neyE

d 5o
en mettant pour —'Z sa valeur ’_‘:\/—— Par ce moyen
dz 48
V’expression de la distance entre la courbe et sa tan=
gente , pour abscisse « + k (76), devient

508 a1 AP
J\n S (ul = + etc, .

== = 5
3242 ‘/%l.z.a

ce qui montre que la Dranche touchée parla droite 41,
i Lors dr e

qui répond & la valeur positive de a‘{, est.au-dessus de
cette droite du cHté des abscisses pgsitives, et au-des-
sous, du cb1¢ des abscisses négatives, et que le con-
traire a lien pour la branche touchée parla droite 4L;
que par conséquent chacune des branches de la courbe
subit au point 4 une inflexion.

109. Jexreviensaux valeurs y=mty/ gbr=r=4a /6.
Tilles rendent véritablement nulle I'expression de g‘—;,
puisquelles ne font pas évanouir son dénominateur :
ainsi, aux points D et D' que ces' valeurs indiquent,
la tangente est paralléle a Vaxe des abscisses.

On rteconnaitra qu’an point [ Vordonnée cst un
mazimum positif , soit en cherchant ce que devient
‘12‘Jr‘
da*
précéde et celle qui la suit immédiatement , sont

(102), soit en s’assurant que Tordonnée qui la
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toutes deux plus petites. Ces denx moyens sont éga—
fement faciles ici; d’abord le deuxiéme, puisqu’on a
les valeurs de 5 (106), et qu'il s'agit de celles ot le
second radical a le signe 4. Quant an premier moyen,
I'équation différentielle seconde, en y faisant = = o,

) ‘/9_61? et g—i: o, donne tout de suite la
valeur de ?T:;—Z avec le signe — pour le point D, ce

qui indique bien un mazimum, et avecle signe
pour le point D', qu’il faut considérer comme un
minimum, puisque toute augmentation dans le sens
négatif revient & un décroissement par rapport aux
quantités positives.

1l reste encore & examiner les racines de I'équation

z?— Soa® =0, savoir x= == 5ay a.

En les substituant dans I'équation proposée, clles ren-
dent imaginaires les expressions de y, et par consé-
quent n’appartiennent point a la courbe.

110. Cherchons maintenant les valeurs de x et de -,

qui peuvent rendre infinie celle de g‘z Ligalons pour
xr

cela son dénominateur a zéro, ce qui fournira I'équa~
tion 3°—/48a'y =0, d'ottilrésulte y—o et y==1/{8a".
La premiere valeur, mise dans I’équation de la courbe,
donne 100a’z*> —xf=0; et 'on en conclut z=o,
x=zk10a. La racine =0 indique encore le point
multiple placé  Vorigine 4; les deux autres répondent
aux points I et I', out la courbe rencontre de nouveau:
Vaxe des abscisses, mais de maniére que sa tangente

est perpendienlaire & cet axe, puisque les valeurs

3 s : dy-
x=xE10a ne font point évanouir le numérateur de ll
QZx
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On voif que ce sont les points & partir desquels Tes:
valeurs de 7, ot le second radical a le signe —, de~
viennent imaginaires pour toujours. On pourrait les.
considérer comme des marimums par rapport a la
variable z et & Vaxe 4C; et on les constaterait par

d*z
Vexamen des valeurs correspondantes de T obte—

nues en considérant, dans les différentiations, x comme:
fonction de 7, au lieu de prendre y pour une fonction
de z.

Les deux derniéres valeurs y—=2=t ‘/—4—8;“=i4a\/3,
conduisenta z === 6a, z===8a; V'un de ces ré-
sultats fait connaitre le point F et ses analogues,
Tautre le point H et ses analogues. Dans tous ces points
la tangente est perpendiculaire & Vaxe des abscisses ;
et la courbe n’ayant point d’ordonnées réelles, depuis
= 6a jusqua x=8a, cest~a—dire sur espace EG,
cette circonstance suffit pour faire voir comment elle
doit dtre tournée a épard de sa tangente, aux points ¥
et H.

111, Aprés avoir déterminé la nature de tous les.
points singuliers indiqués par le coefficient différentiel
du premier ordre, il faut encore chercher si les cocffi-
ciens des ordres supérieurs n’en manifesteraient pas
Lautres. Pour cela il faut considérer d’abord le coef-
ficient différentiel du second ordre: son expression
générale est

. 5 '2__ s
d—j_B.r —50a*— 3y 48‘1)&1"_

dz* yi—f8a’y

elle devient 2, lorsque x et 7 sont nuls; mais nous:
wavons point & nous arréter sur ces valeurs, puisque le
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point 4 auquel elles appartiennent, est suffisamment
discuté (108).

La supposition de 32— 48a*==0, qui fait évanouir
le dénominateur, ne doit pas nous arréter non plus,
parce que nous savons qulelle répond aux points I*
et H (110) ; mais le numérateur étant égalé a zéro,
donnera une équation qui peut indiquer d’autres ya-
leurs que les précédentes, Cette équation est

32— Soa*— (3> — 48a?) % =03

: d
il faut en chasser l, au moyen de son expression

dz
générale, et faire disparaitre les dénominateurs : on
obtiendra

(3x*—50a’) (y3—48a® y)*—(3*—48a?) (x’*—Boa’x)* = o,

résultat auquel on peut donner la forme

7 r*—48a*) (3z*—boa?) —x*(z*—boa?)? (3 y*—48a%) = o.

Si maintenant on observe que I'équation proposée re-

vient elle-méme a

(7*— 48a%)* — (x* — boa®)* + 1gbat = o,

et quon prenne dans cette équation la valeur de
\7* — 48a%)?, pour la substituer dans la précédente,
on trouvera, apres les réductions,

(x?—Boa?)* (25 y*— 242 4= g8a’ y* (3z*—boa®) = o.

En tirant de cette derniére la valeur de y* pour la-
substituer dans la proposée, on aura une équation
finale qui ne contiendra plus que #, et dont il fau-
drait discuter les/ racines, ainsi que je Iai fait dans
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les” auticles précédens; mais comme la marche des
branches de Ia courbe indique suflisamment Vexis=
tence des points d'inflexion /&, placés entre les points /1
et Iy ‘on pourrait se borner a chercher les racines
comprises dans cet intervalle, pour obtenir la valeur
précise de l'abscisse des points & ; ce qui serait encore
fort difficile, 4 cause du degré auquel s'éleve cette

-€quation : ainsi il sera souvent nécessaire de recourir

a des moyens patticuliers , pour déterminer les points
singuliers des courbes. Le développement de I'or-
donnée en série, est un de ces moyens ; mais il ne
saurait entrer dans un traité élémentaire (¥).

Des courbes transcendantes.

112, Je n’ai considéré jusqu’ici que des courhes al-
gdbriques; je vais maintenant faire connaitre quel-
ques-unes des courbes transcendantes les plus re-
marquables : on nomme ainsi celles dont Péquation
ne pent s’obtenir en termes algébriques. Je m’occu~
perai d’abord de la Logarithimigue, courbé dans
laquelle les ordonnées sont les logarithmes des abs-
cisses. Ta manitre la plus simple de la construire par
points, afin de s’en former une idée, est de diviser
Vaxe des abscisses en parties égales, pour représenter
fes nombres, et de prendre dansles tables, les logarith-
mes correspondans, pour les porter sur les ordonndes.

Suivant ce procédé, son dquation est y=lz; et
quand on pose =1, il vient y = o, ce qui fait voir

6. qu'elle rencontre Vaxe A48 au peint E, fig. 28, ou

Vabscisse 4F est égale a Vunité. La branche EX,

(*) Onen trouvera les principes dans le [°*vol, du Trajté in-fo.

F=a =V a1, y=a"="2"
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qui répond aux ahseisses positives plis grandes que
V'unité , est infinic, puisque les logarithmes de ces
abscisses croissent toujours. Dans la partie 4E, ou
les abscisses sout des fractions, les ordonnées sont
négatives et augmentent & mesure que ces fractions
diminuent, en sorte que la branche Ex a pour asymp-
tote la partie négative 4c de I'axe des ordonnées :
enfin la logarithmique ne s’étend point du cbté des
abscisses négatives, parce que leurs logarithmes sont
imaginaires (*).

En faisant faive un quart de révolution 4 la figure,
les abscisses deviennent les ordonnées; ona z=1y; et
si @ désigne la base du systéme, il en rdsulte 1~
(uation y = a7, dans laquelle les logarithimes sontles
abseisses.

On peut alors, par des moyennes proportionnelies
tirées du cercle, trouver autant de points qu’on vou-
dra de la logarithmique , puisqu’aux abscisses

w=gynwe=deetelw==1 delci,

répondent les ordonnées

L 2 aya.
I

Joignant  ces valews de y celles qui se présentent
d’clles-mémes, lorsque & est un nombre entier, on aura
un_ procédé graphique trés simple, pour tracer par
points une logarithmique, sans le secours des tables.

Tl est visible que les logarithmiques ne different qu’a
raison de la base,, ou da module du systeme qu'elles
représentent.

(") Poyez, dla fin de cet onyrage, la noteB, et le 1% vol, du
Traitd in-4e,

22 ete., y=a'=\/1. Va.,cte.
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113, En différentiant Véquation y = lz, il vient

dy M
e (28);
on voit par-la que la tangente de cette courbe est per-
pendiculaire 4 la ligne des abscisses lorsque x =0,
ct qu’elle ne lui est paralléle qu'en supposant = in-
finie (83). L’expression générale de la soutangente (66)

donne PT:—]%; mais en chassant y, on introduit

Ie logarithme de x ; ainsi cette expression est transcen-
dante. Cependant, en prenant la soutangente OD sur

Yaxe 4C, on aura OD = xdii — M, résultat bien

remarquable, puisqu’il montre que la soutangente OD
est copstante et égale au module, pour tous les points
de la courbe, On trouverait de méme que la tangente,
1a sounormale et la normale, prises par xapport a Paxe
AB, sont transcendantes & cause que Yordonnée
entre dans leur expression , mais qu'elles deviennent
algébriques , lorsqu’on les considére a Végard de
Yaxe AC. ‘
Pour ce qui regarde le cercle osculateur, on a

dp> @M dy M

Bt Sl e
i
b a2 Mn 2
d’ott (81) 'yz(x_-t;_Tx——)—,
2 IB ‘ 2 VES
y_g=””_i];lL, ,_“z__x_t_]’i,

Je ne m’arréterai point & considérer la développce,
qui serait nécessairement transcendante ; j’obseryeral
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seulement qu’on pourrait obtenir immédiatement 1'é~
quation différentielle de cette courbe , en éliminant par

le moyen des valeurs de 7—#8, de x—ectde leur;L dif-
x
férentielles, z, dz et dy, de Véquation dy=M -

114, La cyeloide oula courbe déerite par un point
pris sur la circonférence &’un cercle, pendant que
ce cercle roule sur une ligne droite donnée de posi-
tion, est encore une courbe transcendante ; la rela-
tion entre ses ordonnées et ses abscisses, dépend des
arcs ‘du cercle générateur : voici comment on peut
Vexprimer.

L’origine du mouvement du cercle étant arbitraire,
je la prends au point 4, fig. 29, ot le point décri-
vant M se trouvait sur la droite 4B parcourue par
le cercle géncrateur QM G. Puisque ce cercle, en rou—
lant, applique successivement tous les points de sa
circonférence sur la droite 4B, il est €vident que
lorsqu’il est parvenu dans une situation quelconque
QMG, la distance 4Q est égale a Varc MQ, com-
pris entre le point M qui touchait la droite 4B en 4,
et le point Q qui la touche dans la position actuelle.

i lon éleve sur 4B, par le point Q, la perpen—
diculaive QO , qui passera par le centre du cercle
générateur, et quon mene MN parallele & 4B, MN
sera le sinus de Varc MQ, et NQ en sera le sinus-
verse (Trig. 5).

Yosant donc  QO=a, 4P==x, PM= QN=y,
on aura

x=AQ—PQ=arcMQ-—sinMQ, y==sin.verse M Q,
MN=sin MQ =V 2ay— " ;

et en faisant usage de la notation employée sur la

FIG. 3G.
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page 6o, on écrira

= axc (sin, verse ='y) — L/zay — i
c’est 1a Véquation primitive de la cycloide (¥). g
L’are MQ peut aussi s'indiquer par son cosinus OX,
ou a— y :on le fait disparaitre par la différentiation,,
en se servant de Ja formule du n° 36, dans laquelle
on change Rena, u cn a— y, 2 en MQ ; on trouve

d.are MQ = ad;‘}—m——,
Viaay —y
et on a ensuite
e aiady Al = ydg

Viaay—5* ‘/2a_7—_7—‘_‘.’

puis

telle est Péquation différentielle de la cycloide.
Lorsque le point de contact est parvenu a une dis-

tance AT égale & la demi-circonférence du cercle

geénérateur, le point décrivant se trouve en A , et son

(*) 8i Pon voulait construire la cycloide par points, il serait
commode d’employer les tables trigonométriques; et comme elles
sont calcnlées dans un cercle dont e rayon est Punité, il faudrait
prendre dans ce cercle, un are ¢ du méme nombre de degrés que
Parc MQ; on aurait

are MQ=at, sin MQ =asint, sin.vesse MQ =asin. verset;
et par conséquent
x=a(t—sint), 7 ==a sin. Yerse.t,

o1, ce qui est la méme chose ,

&= arc (aiu. yerse = l) —Vaay—
= J
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€lévation au-dessus de 4B est égale au diametre de ce
cercle; il descend. ensuite jusqu’au. point L, ou le
point de contacta parcouru une distance 4L £gale &
la circonférence entiere,

La cycloide n’est pas terminée 4 ce point, ear rien
ne limite la durée du mouvement du cercle géné-
rateur. On doit bien observer, dans la description des
courbes, que les diverses parties résultantes d’une
méme construction ou d’un méme mouvement, ap-
partiennent toutes & la méme courbe. Ainsi le cercle
QMG, en continuant de rouler sur la droite A5,
au-dela du point I, déerit une suite de portions
semblables & 4K/, et il faut en concevoir autant sur
la gauche du point 4, soit en supposant que le cercle
roule en arriére de ce point, soit en considérant qu’il
a pun’y arriver qu'a la suite d’un mouvement com-
mencé depuis un temps infini. L'équation de la courbe
conduit A ces remarques; car rien n’empéche d’y
supposer Varc MQ, augmenté ou diminué d’autant
de circonférences qu’on voudra. Ou voit d’ailleurs
que y ne pourra jamais surpasser 2a, 1} suit de 14 que
la cyeloide, congue dans toute I'étendue qu'elle doit
avoir, peut étre coupée en une infinité ‘de points; pax
une méme ligne droite.

115. Rien n’est plus facile que d’obtenir les expres—
sions de la soutangente et de la tangente, de la sou-
normale et de la normale, dans cette courbe. On
trouve , par les formules générales dun® 66,

Pai= ol i MT=~L‘/2—_LL—,
V2ay — y* Vi2ay— y*
PR= Vaay— y*, MR= \/2ay-

On peut construire ces valeurs d’une manicre trés
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simple;; car il estaisé de remarquer que PM ou y ctant
considéré comme Vabscisse QIV dans le cercle généra~
teur QMG, la valeur donnde ci-dessus pour PR est
précisément celle de Yordonnée MN de ce cercle, et
que , par conséquent, la normale se confond avec la
corde de l'are M, comme on peut le voir aussi par
Vexpression de MR. 1l suit de 14 que la tangente MT'
est le prolongementde la corde MG. Maintenant sil’on
déeritsur IK, comme diamétre, un cexcle qui sera égal
au cercle générateur, ¢t que Von prolonge la droite
MN jusqu’en m, il est visible que les cordes ml et mA
seront égales et paralleles aux cordes MQ et MG :il
suffira donc, pour construire la tangente et la nor-
male dans un point donné M, de rapporter ce point
sur le cercle fixe ImK , en tirant la droite Mm pa-
ralltle 3 4B, et de mener ensuite M T parallelement
a mK , et MQ paralielement a mlI (¥).

116. Je passe A la recherche du rayon de courbure.
En différentiant Véquation

rd
dri= -—J l:‘ 3
q V 2ay— 7"
j’obtiens, puigque d est constant,
Jdy(ady—gdy).
k3

v L STV s iyl

(*) Si Pon placait au point I Porigine des abscisses, on aurait
Pl=—=Mn= Mm—+mn; mais, dans le parallélogramme H Q L,
Mm= 1), et de plns

% IQ=dl—A4Q=QMG—arc QM=arc GM=arcKm:
donc Mn= arc fm +sinKm’, ce qui rend bien facile la cons-

truction de la coutbe par points, en donnant diverses valewss
A Hih.

~a
v
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yéduisant et divisant par y, il vient
o='lray —y) &y + ady’,

d’ou je tire
ady®

2ay—y*
substituant cette valeur et celle de dy, dans Pexpres-
sion du rayon de courbure (81), je trouve, aprés les
réductions nécessaires,

d2yi=—

¥ 3 2
y=2*(ay)i= 2y 2ay.

Ce résultat fait voir que le rayon de courbure MM’
est double de la normale MQ, et qu’il ne peut par
conséquent devenir plus grand que le double du
diamétre du cercle générateur, diametre qui est a la
fois Tordonnée et la normale au point X de la cy-
cloide, correspondant & I'abscisse AT (114).

Les expressions de z—e« et de y —p# donnent
ensuite

_y-—,&:zy, .'t—¢=-—2\/2a_y-—?;
on conclut de 14
J=—8, zT=2—2)—2a8—p.

En substituant ces valeurs dans 'équation primitive de
la cycloide, et réduisant, on obtient _

»== arc (sin. verse = — g) +V/ — 2a8— g,

résultat qui a heaucoup d’analogic avec cette équa~
tion. Le radical V— 2aff— (@ devient semblable a
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V/2ay— y* lorsqu'on fait B=—2a +8, ce qui re-
vient & prendre, au lieu de Vordonnde ', toujours
négative, 'ordonncée P'M" rapportée a un axe 40,
placé au-dessous de A5, a une distance 471 = 2a.
Par cette transformation , il vient

«==arc(sin. verse=2a—p) -/ 208 — @+ ;
puis, si l'on observe que deux arcs dont les sinus verses
réunis composent le diamétre , sont supplémens 'un
de Vautre, et qu'on désigne la demi-circonférence
par #, on pourra écrire

a==mx — urc (sin. verse = ') 4~ /204’

Prenant enfin a==—2', c’est-a-dire, substituant 4
P'abscisse AF, Vabscisse 4" P/ —= AI— AF, ilviendra

' = are{sin, verse = &) — {/ 208’ — 8z,

dquation d'une cycloide dont Porigine est au point A4/,
et déerite sur Vaxe 45, par le méme cercle généra-
teur que la proposée, mais dansle sens 4’8 contraire
a AB;

La méme corséquence peut se tiver immédiatement
dela détermination du rayon de conrbure. En prolou-
geant la droite GQ jusqu'a ce qu’elle rencontre 4B’
en Q' et mevant Q'M’, on formera les triangles GM()
et Q' Q' égaux entre eux: Vangle QM sera donc
droit; et si l'on décrit sur QQ’, comme diamélre, un
cercle, il passera par le point M, et sera égali au
cercle générateur. Cela posé, puisque V'arc 277 Q" est
le supplément de M’ Q, qui lui-méme est égal & MQ,
on aura

are M'Q) = QMG — arc MQ
= dli=dQ = Ql= Q)
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ce qui montre bien claivement qug la développée
A'M'4, est une cycloide décrite par le cercle Q'
roulant sur 4’8’ de A’ vers B'.

11 suit encore de ce qui précéde, que la cycloide
est rectifiable , puisqu’elle est elle-méme sa dévelop-
pée, et que Pexpression de son rayon de courbure
est algébrique; et on en déduira ce résultat curieux ,
que la longueur de Varc 4'M'4, ou de son égal
AMK , qui compose la-moitié de branche décrite par
une révolution entitre du cercle générateur, est pré-
cisément la méme que celle de 4K, ou le double du
diametre de ce cercle.

11 faut remarquer aussi que le coefficient différentiel

du second ordre

e oy e e A
3 . €gal & — —  est toujours
T o Gtaut €égal = t toujour:
négatif, et quil devient infini ainsi que 3‘—3;, quand

"=0, ce qui arrive lorsque are Q) est nul o égal
a un maultiple quelconque de la circonférence : la
cycloide est donc concave vers son axe, et les points
A, L, etc., o se touchent ses différentes branches,
sont des points de rebroussement de la premiére es—
péce, dans lesquels la tangente est perpendiculaive &
Vaxe’ des abscisses (83).

117. Les spirales composent encore un ordre de
courbes transcendentes, remarquables par lenr forme
et leurs propriétés. Voici comment s'engendre celle
qu'imagina’ Conon de Syracuse, et dont Archimede
découvrit les principales propriétés.

Pendant que le rayon 40, Jig. 30, se meut uni-
formément autour du centre .4 du cercle 0G0, un
point mobile, parti de ce centre, parvcourt de méme la
ligne 40, ¢t avec une vitesse telle, quil arrive au
point O, lorsque cette droite achéve sa révolution, 11

Cale. diff., 5¢ édition,

12

¥16. 30.
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suit de la, que, pour un point quelconque M de la
spirale AMOM/X , le vapport de AM & AN, est le
méme que celui de 'arc OGIV a la civconférence 0GO;
mais comme rien ne s'oppose a ce que le point déeri-
vant continug son mouvement au-deld du point O,
sur le rayon prolongé, et que cerayon peut lui-méme
faive. un nombre infini de révolutions, la courbe .4M O
se prolongera gn tournant toujours autour du point 4,
de maniére qug le rappori entre la distance de chacun
de ses points an point 4 etle rayon du cercle, soit égal
an rapport qui setrouve entre I’arc parcouru par le
peint O, depuis le commencement du mouvement, et
la circonférence: entiére. En M’, par exemple, ou le
rayon AN a fait une révolution plus l'arc OGNV, on
aura

AM _ 06O 4 OGN

AN T OGO 7

Si donc on fait

OGN =1, " AM=u,
et que, prenant pour unité le rayon 4N, on représente
par 2= la circonférence OGO, il viendra u — 2—%_.

Les variables de cette équation sont ce que les géo-
metres appellent des coordonnées polaires. Le centre 4
du cercle OGO, se nomme le péle; la ligne AM, as-
sujettie A passer toujours par ce point, est le rayon
vecteur, et tient lieu de lordonnée de la eourbe,
tandis que Pangle parcouru par 4M et mesuré par
Tarc OGN, remplace Vabscisse.

Pour avoir égard aux signes de ces coordonnées, il
faut d’abord prendre les arcs négatifs dans le sens con-
traire 4 celui qu’on a choisi pour les arcs positifs,
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dernier élant , par exemple OGO, Vautre doit étre
OG0, Les valeurs négatives du rayon vectenr doivent
aussi se trouver, par rapport au péle, du cété opposé
aux valeurs positives. Dans la figure 31, j'ai porté les
rayons vecteurs négatifs, non pas sur la partie qui
passe par Pextrémité de l'arc OG’IN', mais sur son
prolongenient An; c'est ainsi que tombe la séeante
trigonométrique , quand elle est négative (7'rig. , note
du n® j7). :

En opérant de cette maniére , sur la courbe préce-
dente , on trouve une seconde branche Amzx, et elle
prend la forme tracée sur la figare.

La spirale que je viens de considérer, et qui porte
le nom de spirale d Archiméde , n'est qu'un’ cas par—
ticulier des courbes que représente I’équation u=at",
n désignant un exposant quelconque.

Tant que n est un nombre positif, les spirales don-
nées parA’équation u =al", prennent lear origine au
point 4; mais quand 7 est négatif, u, d’abord infini,
lorsque t=o, diminue & mesure que cet arc aug-
mente, et chaque nouvelle révolution, le point dé-
crivant s’approche du point A4 sans pouvoir jamais y
atteindre.

Lorsque n=—1, la courbe, dont I'équation est
alors u=at=", ou ut=a, et qui se' nomme spirale
hyperbolique , a en outre une asymptote droite. En
effet, si 'on pose successivement

' '
3y =z Ele,

=1, = —

3
TH A
les valeurs correspondantes

u=—a

i =FR2@, o= Bd, — daselc:

montrent que la spirale, s’éloignant de plus en plus du
point 4, s'approche en méme temps d’une droite D,

Ly B

FiG. 31,
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fig. 32, menée ‘parallelement & V'axe 40, a une
distance 4D —a ; car, PM , perpendiculaire sur 458,
et ayant pour expression

; i sint
usin MAP = usint—a S

2

quand on y met pour z sa valeur az~', a pour limite a,
lorsque =0 : la spirale hyperbolique a done aussi
pour limite la droite DE.

Les valeurs négatives de ¢ produisent unc seconde
branche, placée sur le prolongement 4B’ du rayon
A0, etayant pour asymptote DE’, prolongement de
DE. Enfin, sil’on donnait 4 la constante a le signe —,
on répéteraitau-dessous de BB, la courbe que je viens
d’indiquer au-dessus.

Si, dans V’équation u* = at, au lien de la distance
AM, fig. 30, on prenait pour v la partie A7V du rayon
vecteur, comprise entre le point M et la circonfé~
rence du cercle OGO, il viendrait la .Y)Z’hle para-
bolique , courbe’ que Pon formerait en- roulant
Taxe d’une parabole autour du cercle OGO; les or-
donuées se trouveraient alors perpendiculaizes 'a la
circonférence de ce cercle, et tomberaient sur ses
rayons.

118. Loxsqu’on rapparte les courbes & des coordon-
nées polaires, le changement du rayon yecteur 4M,
Jig. 33, est la partie QM " retranchée da rayon vecteur
suivant, 4M', par Uarc de cercle M/ Q déerit du point 4
comme centre, avec le rayon 4 M, et I'accroissement
de Vangle MAO se mesare par un are de cercle NIV,
déerit d'un rayon AN égal & I'unité. On voit, comme
dans le n° 60, que la différenticlle premitre de 42
est le premier terme du développement de M'(Q, sui-
vant les puissances de INNV', et les secteurs QAM,
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N’ AN étant toujours semblables, il s’ensuit que

QM =AM X NN' = ud:.

Cela posé, si l'on mene 4§ paralléle 4 la corde du
petit arc de cercle QM et qu’on prolonge jusqu’a
la rencontre de cette droite, la corde de Varc: MM’
de la courbe ‘DI, on aura; par la similitude des
triangles M' QM et M’ A4S,

oM’ Am’

O S

Lorsqu’on passe aux limites, la corde QM7 peut dtre
prise pour l'arc, Vangle M’QM pouvant approcher
aussi prés qu’on voudra d’un droit, le triangle M/4S
approche de méme du triangle M4 7 rectangle en A,
dans lequel A7 est la limite de A4S, et qui donne

du &l sl
Wt AT i
d’ot I’on conclut .
u?dt :
M

On construira la tangente, en menant par le point. 4
une perpendiculaire au rayon vecteur 4M, eten por—
tant sur cette droite, la valeur de 477, donnée par la
formule ci-dessus. :

119. Si Von applique cette formule & Véquation
u=at", on trouvera 0 { Nis

AT = 2 — %,
i nat"~! n

x B i
Dans la spirale d’Archimede , on a n=1 et a= —- ;

27 "
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e MM
MM'=\OM +QM ,doi 5z =\ / ==
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il en résulte AT=:—W, fig. 30. On voit par cette

expression que lorsque (=27, ou apres une 1'f§v0-
Jution du point décrivant, la soutangente est ?gnle
4 la circonférénce OGO rectifiée. Apres m révolutions,
¢ = omm,; AT = omm oum fois la circonférence ldont
le rayon estm. 40, et qui embrassc cesm révolutions :
c’est ce qu’a trouvé Avchimede. :

Quand n=—1, ce qui estlecas de la spirale hy-
perbolique , on a A7T'=-—a, Cest-a—dire, que la
soutangente de cette courbe est constante.

Je ne m’arréte point a la recherche dela so‘unormale
¢t de la_normale , parce quon les obtient facilement
lorsque la soutangente est connue,

g AT udt sl

J ’observergx seulement qué —27 =T exprime la
tangente de Pangle que faitavec le rayon vecteur AM,
la droite MT qui touche la courbe au point M, et
qu’on a )

wide*,

MT = \/ml-l-ﬁ’:u\/x—{—m?

120. Considérons toujours. le triangle rectilign'e
MQM', fig. 33, comme tendant sars ¢esse a d.éven‘lr
rectangle , état dont il peut approcher aussi pres
qwon voudra. On en déduit :

en substituant les arcs & leurs cordes; puis, observant
[I\le
NN' = dt, QM = ud¢, oM’ =du,
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et désignant Vare DM par 2, on obtient

j—%: u* d_il‘ et dz =y wde J du:
telle est la différentielle de Vare DM.

I’accroissement de Paire 4DM, prise relativement
aux coordonnées polaires, n’est pas un trapéze,
comme dans le cas des ordonnées paralleles, mais
un secténr AMM’. La limite du rapport de ce
secteur avec Uarc NN', sera la méme que celle, des
vapports que les secteurs 4MQ, AM'R, entre les-
quels il se trouve compris et qui tendent vers I'éga-
lité, ont avec le méme arc NN’ : on conclura donc
de 14 que Vaire .ADM étant représentée par-s, son
coefficient différentiel doit étre

ds AM 2 oM u* wrdt
O L S SR Y

121. La différentiellc seconde d*z sera le premier
terme du développement M’ Q' — M'Q , suivant les
puissances de VN’ (60) ; et il faut observer que lors-
quon suppose 'arc VIV’ constant, ou qu’on fait tou-
jours varier langle ¢ de la méme quantité, les
ares QM , Q'M’, ne sont pas pour cela égaux entre
eux , car ils sont de rayons différens. ! 5

On pourrait déduire de 1a les formules du cercle
osculateur et de la développée; mais j'ai préfeéré
d’appliquer aux courbes qui ‘sonti rapportées A des
coordontides polairves, les expressions trouveées velati-
vement aux coordonnées rectangles, parce que cette
marche fournit Poccasion de transformer les coordon—
nées du’ préipier systeme dans celles du second , ou
bien de passer de celui-ci & Uautre.” Cela sera d’autant
plus utile, qulon rapporte quelquelois les courbes
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algebriques'a des coordonnées polaires; on'le fait sun-

tout 4 I'égard des courbes du secon%degre’ , en pre-
nant leur foyer pour péle. w :

122, .Je placerai au point 4, fig. 34, pour plus de
simplicité, Vorigine des coordonnées rectangles

AP PM:J’;

et pour fixer la position de Vaxe 4B des abscisses, je
désignerai par m V'arc QO compris entre cet axe et
le point O, origine de Parc z. En menant P perpen-
diculaire sur 428, et en observant que l'angle M.AP
est mesuré par 'are NQ, égala —m, on trouvera

Z==wcos(t—m) (1), " y =usin(t—m) (2);

au moyen de ces valeurs, on changera toute équation
algébrique entre 2 et y, dans une autre qui ne con-
tiendra plus que le sinus de Varc ¢, son cosinus et le
rayon vecteur u.

SiY’on divise y par z, on aura
j .
S = tang (t—m);

et si 'on ajoute leurs quarrés, il viendra
w ot =

comme le donne immédiatement le triangle 4PM.
En renversant les expressions ci-dessus, on en dé~
duit )

€08 (t — m) = Sl (t — m) EI"
et L= m == arc (lang ='J{>
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Avec les deux premitres de celles-ci, on obtiendra des
valeurs de cos tetsin ¢, en x, ¥ et u, qui substitudes
dans une équation entre u, cos ¢ et sin ¢, conduiront
a un résultat ne renfermant plus que z et y, puis~
qu’on pourra remplacer u par Vi £ g

Si pour abréger, on suppose que la ligne 4B se

confonde avec la ligne 40, on aura seulement
cost=>2, sint :=‘Z, d’ou  tang £ =7,
u © z
‘

Lorsque Véquation en''u et ¢, qu'on se propose
de transformer,  contient Pare ¢‘lui-méme, on ne
peut plus obtenir une relation ‘algébrique entre z
et 7, puisqu’on n’en a pas de semblable entre 'arc ¢,
son sinus et son cosinus; mais on parvient , ainsi qu'il
suit, & une équation différentielle qui ne contient plus
que z, y, dz et dy.
~ Les équations (1) et (2), étant jointes A celles de
la courbe, établissent entre les quatre variables z,
7, u et ¢, des relations telles, que trois de ces va-
riables sont des fonctions de la quatritme. En regar—
dant ainsi £, z et y comme des fonctions de z (46),
les équations (1) et (2) donneront

dz = du cos(t—m) — udt sin (t — m),
dy = du sin (t— m), 4 udt cos (t — m);

de t—m =arc (tang =‘Z—;> ,-on tirera, parlen® 36,

z .
s el .r(l-cf-:--.f(’i;r=
7 2yt
14 5
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ondura énfin du=d. Y/} 57 (¥).

On pourra donc chasser de Uéquation en uet ¢, et de
sadifferentielle, les quantités u, cos ¢, sin tyduetde;
les deux résultats qu'on obtiendra ne contenant plus
que ¢, on le fera disparaitre par Vélimination.

Soit pour exemple I'équation u = a¢", qui donne

& 1
I == iR
uﬂzaﬂt", ;zuu du‘_'-a"dt;

les expressions de «, de du et de dz étant indépen—
dantes de angle m, il viendra , en les substituant et
en réduisant au méme dénominateur,

;; (x’+y‘)'_"(xdx+;-df) = gr (zdy — ydx).

Avec cette €quation on détermincrait les soutan-
gentes, les tangentes, etc. des spirales, en faisant
usage des formules du n® 66 ; mais puisque c’est en %
et £ que sont exprimées d’abord les équations de ces
courbes, il sera plus simple et en méme temps plus
général, de transformer relativement aux mémes va-
riables,, les formules citées, et c’est ce que je vais
faire. ?

123. Pour ohtenir: ces formules; on'a regardé y
comme lié¢ immédiatement a la variable x, par I'é-

(*) On rencontre souvent la différentielle ds (120) exprimdce en
coordonndes rectangles, et il est par conséquent utile de Ia remar-~
quer. Elle s’obtient, en mettant pour de et pour z” lears valeurs
trouvées ci-dessus ; il vient alors

a5 2y —ydx
sty

. suppos€ constant. Soit donc
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12 et y; mais maintenant que la
' i re les coor-

courbe est donnée par une equatz{on entle.lti:lcs i

s variable:
g ir t, cest Vune de ces vars

données polaires u et ?, ! b
t indé [;ndante, et dont Vaceroissement dm% étre
o ! u= f(2) ; sous ce point de
ons de £, déterminées par

(uation proposée’ i

vue, z ety sont des foncti
les équations
2=, cos (tmm), . Fi=usin(t—m) (122) 3
is 0 0
6t, au moyen de la derniére remarque du. ot 9,'.0111
pe,ut exprimer aisément les coeiﬁcxefns différentiels
it ‘ relatifs a £,
de ¥ relatifs & z, par ceux de u rela H
Pour cela, commengous par mettre les premie
évidence, en posant

. dy =pdz, dy=qdz’;

alors, x, y,p et g étant considérds d"a’bord comme des
fonctions de £, on aura, par le n° cité,
dy QI_’
dy _ di _dp_
T AL Cat T
dr de

ce qui reyient a

pourvu quon entende a présent, par dz, dy et ‘,1P,’
des différentielles rapportées a la variable ¢ considérée
comme indépendante (¥).

il J . regardant
{*) On peut encore parvenir au méme résultat, en leg-xr:: n{':r
i ¢ i t; sous cc der
g de z, et  comme fonction de ¢
comme fonction ],' 3
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En effectuant dans cette hypothése, la différentiation
de p, on obtient

_dp_ daxdty —dydiz
SR e e

Avec ces formules, on peut maintenant transformer
les expressions de la soutangente, de la tangente, etc.
et celles qui se rapportent au centre de courbure,
pourvu qu’on y aitintroduit, aulieude dy etde d*y,
les coefliciens différentiels p et g, pour lesquels on
substituera ensuite les valeurs ci-dessus. ;

124. On voit d’abord parla valeur de p, que Vex~
pression de la soutangente , comme toutes celles ot il
n’entre que des différentielles du premier ordre, ne
doit pas changer, et que

9

da dx

D=L it iy
T 5 (66), demeure T a7

sil’on a égard au signe (68). En mettant pour y, da
et dy leurs valeurs (122), il vient

duz cos (1 —m) — udt sin (t—m)

e i du sin (£ —m2) < udt cos (t—m)’

On simplifiera beaucoup ce résultat, en observant
que la sitnation de la ligne des abscisses, sur laquelle
tombe la distance PT°, est arbitraire,, et quon peut

point de vue, on aura (g),

dy
dy dydax A __dy~W
T T e et
dr

de méme que ci-dessus.
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par conséquent prendre toujours m tel que larc QN

soit 17, auquel cas Uordonnée PM se confond avee le

rayon vecteur 4M, cos (t— m)=o, sin({ — m) =1,
uidt 5 7

et PT se change en AT = d—(-, résultat conforme a

u
ce quon a vu, n°® 118.
125. Si, dans la différéntielle

dz = V/dz* +dy* (64),
de larc d’une courbe quelconque, rapportée & des
coordonnées rectangles, on substitue pour dz et dy
leurs valeurs en coordonnées polaires, on aura
dz= {/du*+F u“d‘t;‘ %
expression trouvée pour MM’ , dans le n° 120.

126, Passons & la recherche du rayon de courbure.
La formule 3

3 3
a oz 2y2
—_— gi&li_d‘}’_) devient 5y = — lﬂ—)- y
dad*y 2

lorsqu’on y remplace par pdx et gdz®, les différen-
tielles d g et d* 7 encore relatives  la variable z ; met
tant ensuite pour p et ¢ leurs valeurs en différentielles
relatives & £, on obtient
3
(dz*+dg*
=T Qadry — dydex’
Maintenant, si l’on fait varier dz, d y et du, comme
des fonctions de ¢, dans les valeursde dzetdy (122),
elles conduisent &

d*a=d"ucos(t—m)—adudisin (t—m)—udt’cos(t—m),
dry=d*usin (t—m)--2dudicos(t—m)—udsin (t—m) ;
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posant ensuite ¢t—m==19, comme dans le n’ 124, et
parla méme raison , il viendra

dz — udt, A :
dix = — adudt, ~Pyr=— du — uds,

valetrs avec lesquelles on trouvera
.
(dut—4 ude?)®
Y T ididPu— wdf —odutdt

127. On a coutume, lorsquon fait usage des coor-
données polaires, de déterminer la position du centre
du cercle osculateur par celle de la normale et par
la distance ME , comprise entre le point M et le pied
de la perpendiculaire EF, abaissée ‘du centre F du
cercle ‘osculateur sur la droite 4M, ce qui donne
quelquefois de 1'élégance & la construction du rayon
de courbure. . ]

Ta ligne 4 M étant prise pour Vaxe des ordonuées y,
la partie AE représente Uordonnée g de la dévelop-
pée (81); et par conséquent

M s i pe s in bl
dey
expression qui devient
e
9

lorsqu’on substitue pda et gdz?, aux différentielles d g
et d*y, relatives & la variable x. Si Von y met en-
suite pour p et g leurs valeurs en différentielles rela-
tives & ¢, on a :

do(dz*4dy?) u(du® 4 nxd t’)v

ME — — ——
dzd®y — dyd®z udu—uide—a2dw?’
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quand on remplace dz, dy, d*z , d*y, par les valeurs
obtenues dans le n° précédent.

128. Pour faire une application de ces formules,
jeprendsla spirale logarithmique, dont ’équation est
t=lu (¥). En différentiant, il vient

du ude
di=M — —_
= (28), ou T M,

ce qui montre (119) que dans tous les points de cette
courbe, la tangente fait le méme angle avec le rayon
vecteur. i :

Une seconde différentiation, effectude sur I'équation

Mdu
dt = —d,
u
en'y supposant d¢ constant, donne ¥
ud’u —du*=o, dou dw— di;
u

et si Pon substitue dans les expressions de y ou MF
ct de ME, cette valeur de d’u, puis celle de d¢ en du,
on aura

7
MFz—u—‘/_‘l]”lv ME = u= AM,

I suit de 13 que la droite 4F, fig. 36, menée per-

_("_) Quand, ‘dans cette dquation, on fait t=o, il vientu=1;
ainsi la courbe passe par le point O, fig.35; ensuite les valenrs
fleﬁu? crolssant avec celles de z, montrent que la courbe fait une
infinité de vévolutions en dehors du cercle OIVG. Les révolutions
interlenres sont produites par les valeurs négatives de ¢, qui dou-
aent pour u des valenrs de plus en plus petites: Ja conrhe s’approche
donc de plas en plus di pole A, sans jamais y arriver.

rie, 36.

ric. 35.
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pendiculairement au rayon vecteur AM, rencontrera
la normale MF au centre du cercle osculateur, ou sur
Ie point correspondant de la développée F.Z,

Cette développée sera une spirale égale en tout &
la proposée; car Vangle AFM étant égal a 7'M, sera
le méme pour tous les points de la courbe FZ, comme
pour ceux de la courbe 4X.

On obtient Véquation de'la développée, en obser-
vant que

AF:\/MF’ — AM:—ﬁ?;
“car si lon fait Z-;’lj =, dou u = Mu', on aura.,
lu=1M -1, et par conséquent :=1M 41/, ce
quirevient  fz=1u', lorsqu’on pose t— 1 = ¢ ; mais
il faut observer que t= ON = ONP — 11,

Du changement de la variable indépendante,
ou comment on change la différentielle qu'on
@ prise pour constante, en une autre qui ne
le soit plus.

129. La transformation employée dans les n® 123
et 126, pour la détermination du cercle osculateur des
courbes a coordonnées polaires, et qui consiste i chan-
ger une expression différentielle prise en regardant y
comme une fonction de x, en une autre ot x et ¥
soient toutes deux envisagées comme des fonctions
d’une troisitine vaviable ¢, que Ton suppose indé-
pendante, cette transformation, dis<je, étant souvent
utile, il est 4 propos de la reprendre pour Pétendre
4 ‘des expressions différentielles quelconques,
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; 3¢ d ; ‘
Le coefficient p = 2L revient alors &

dz
A7zt .
arL
p-_—.H = £(123),
de ®

ot I'on doit regarder maintenant dy et dz comme des
fonctions de ¢, et les différentier en conséquence , ce
qui donnera

dpzd(;%):M‘t’f;

dz?
faisant ensuite d p=gdz, on trouvera
e c_}__}j) _ ded®y — dydix
= (dz' = L

En poursuivant de la méme maniére, on aura

L] (it

_.dz*y —3dad’xd®y 4 3d ydoas — dzd yd’z
e daxt ;

et posant dg = rdx; on obtiendra

Sy dz*d®y — 3dad’xd’y + 3dydoz® — dzd ydiz
T dz® 5

Clest ainsi que les quantités P59, Ty ete., qui sont
implicitement des fonctions de @, s’expriment ‘an
moyen de dz, dy, d'z, etc., regardées comme des
fonctions de ¢; et en substituant ces valeurs dans
quelque formule que ce soit, ramenée 4 ne contenir
que les coefliciens différenticls P> 4, T, ete., on la trans-
formera sous le point de vue général Proposeé.

Cale. diff., 5e édition, = 13
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130. Les expressions de ¢, 7, etc. sont indétermi=
nées, tant qulon n’assigue aucune relation éntre les
variables z, gy et ¢; mais effet de cette relation éla—
blit une dépendance entre ‘dix et d*y, puisque ¢
pouvant aussi étre envisagé comme une fonction de z
et de y, dten est paréillement une de ces variables et
de leurs différenticlles, et la 'supposition de dt cons—
tant emporte équation d?t==o0. .
1l n’est_pas méme nécessaire, pour obtenir cette
derniére, de connaftre la relation primitive entre x, y
et la variable ¢ quwon veut regarder comme indépen—
‘dante ; il suffit d’ayoir Pexpression de dz.

Si Von prenait, par exemple, pour cette variable I’arc
de la courhe proposée, on aurait alors (64)

dt =V dz"F-dp*;
et en différentiant dez et d comme des fonctions'det,
Véquation d*t=o0 conduirait &

d]’dz _}’

dx

dzd'z+dydy=o, dot dz=—

Chassant, a Vaide de cette valeur et de ses différen-

tielles, les différenticlies d*x, d%z, ete., des expres-

sions de g, 1, cte., on aurait les formes que prennent
ces coefficiens différentiels lorsqu’on fait varier z ‘et y
en conséquence du changement delarc ¢, ou lorsqu’on
regarde cet arc.comme la variable indépendante, ou
enfin lorsqwon prend sa différentielle pour eonstante:

Soit pour exemple 1'expression ¢

7 3
i (dz* + dy?)?
dzd?y — dydiz

Y=

(126);
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en mettant pour d*z sa valeur, on obtiendra -

L dx(dat el 1 dedd
d2y E d’J‘-’ of iy

résultat qui ne ¢ontiendra plus que les variables y ets,
quand on y mettra pour dz sa valeur Vde —d i
On peut aussi faire a volonté

dt=d.‘g, ou dt=d_]’,
d’ou 1l résulte

d2pi——o, ~ o id yi—ok
et par le moyen de ces hypothéses, on prend alterna—
tivement = et » pour variable indépendante, c’est-

a-dire que on regarde y comme fonction de =, ou z
comme fonction de y. Dans le premier cas = /17

dl
f]:E’%, et dans le second, ¢ —=—

yE
7
~

on la transformera immeédiateniént en “celle qui con-
vient au cas ot l'on regarde & comme fonetion de

et qui est : SR

8 4 1Di7

L @edgyt
¢ S T 2 YR T g
dydiz
131. On peut aussi ramener & dépendre immédiate-
ment de z, lgs différenticlles d’une fonction  formées
en prenantpour yariable indépend‘ai;tc uhe fonction ¢,
13..

N
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donnée én z et y. Pour cela, il suffit d’observer qu’ent
regardant celles-ci comme des fonctions de ¢, ainst
que les coefficiens différentiels p, 7, etc., on a encore,
par le n° 123, les équations

dy=pdz, dp=gdz, dg=rdz, etc.;

mais d étant variable,

dy = pdz
conduit, par la différentiation , aux valeurs
d*y = dpdz -+ pd’z
= gda* + pdiz,
&y = dgdz*+ 2¢dwd’z + dpd*z + pd®x
= rdx® 4 3gdzxdiz 4 pdiz,
ete.,

auxquelles joignant
dis=0, d% =0, etc.;

qui donneront les relations des différentielles d’x
et dy, &’z et d'y, etc., on aura tout ce qu'il
faut pour chasser les unes et les autres de Vexpression
différentielle proposée, eh sorte qu’il ne restera plus
que les coefficiens différenticls p, g, r, ete., o y est
supposé fonction immédiate de .

Si Von prend, comme ci-dessus,

dt=y/dz +dy*, dob dzdztdydy=0,
il yiendra

dydy _
Az

et par conséquent

dor = — '—P(PJ” d*y =qdz* — p*d’y;

R R s
Er=igp T
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La premiére de ces valeurs,, mise dans

_dzde dzy/ dz"+dy* ____(]"I.'"/l +p
&7 e &y

Y=

?

rvedonne l'expression
&

[

(+p?)

q

de laquelle on est parti dans le n° 126.

’

132. Le changement de variable indépendante a aussi
une interprétation géométrique. En effet, il est visible
que pour particulariser le polygone MM'M" etc.,

fig- 2, qu’on se propose d’inscrire dans une courbe T1é- 3.

quelconque CM, il faut établir une loi dans la sue-
cession des angles de ce polygone. J'ai d’abord pris
les différences d’abscisses PP’, P'P", etc. égales
entre elles ; mais on peut remplacer cette loi par toute
autre, supposer, par exemple, que les cotés MM’,
M'M", etc. soient égaux.

Ces divers modes cependant ne portent que sur les
signes , et ne sont qu’une maniére particuliére d’écrire
les coefficiens différentiels ; car soit que » variea cause
du changement que subit sporianément x, ou 4 cause
de celui que subit une autre variabie ¢, avec laquelle 2
est 1ié, cela revient au méme pour les limites qui
sont indépendantes des valeurs des accroissemens.
Aussi lorsqu’on différentie une équation entre x et 7,
en faisant varier a la fois da et dy, on peut trans-
former ensuite les résultats en coefficiens différentiels,
au moyen des formules du n° 129, parce qu'en met-
tant les valeurs des difféventielles de l'une des varia-
bles, toutes celles de 'autre disparaissent d’elles-
mémes : on parvient au méme résultat final que sil'on
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avait supposé constante ‘une des différenticlles pre<
mieres, et on est conduit & des formules plus élé~
gantes, parce que les deux variables y sont traitées
symétriguement (*).

133. D’apreés ce qu'on vient de voir, on pourra tou-
jours différentier le systéme de deux équagions conte-
nant trois variables, systéme duquel il résulte que
deux quelconques de ces variables sont des fonctions
déterminées de la troisitme: Si U==o et =0 dé=-
signent deux équations entre z, y et z, onles dif-
férentiera, en faisant varier en méme temps les
différentielles des deux indéterminées que Von regarde
comme des fonctions de la troisieme.

Sil'on avait trois équations U==o, #=o et /'=o,

entre quatre variables ¢, x, ¥, z, trois de ces variables,
nécessairement déterminées par la quatrieme, seraient
des fonctions de celle-ci, et leurs différentielles de-
vraient varier.
* En général, un nombre m d’équations entre m -1
variables, déterminant 7z de ces variables au moyen de
celle gui reste., ne doit étre regardé que comme con-
tenant des fonctions de cette variable = il faut donc,
dans les différentiations successives de ces équations,
faive varier les difféventielles des indéterminées qui
représentent des fonctions de la variable que l'on
considére comme indépendante, et dont on prend la
différentielle pour constante.

134. Lorsqu’on a des équations de cette nature, on

(*¥). On wouvera, sur ce sujet, dans le premier chapitre dn Zraité
du  Caloul différentiel et du Caleul intégral, des détails assez
importans et qui n’avaient encore été donnés par personne , que je
sachie, avant la publication de cet Quvrage.
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peut toujours en tirer une résultante unique, entre
deux quelconques des variables, par un procédé que
je vais exposer sur deux équations & trois variables,
etiqu’il sera facile d’étendre ensuite autant qu’on le
voudra, :

Soient =0, F='o ces dquations, l'une de
Vordre met Vautre de Uordre n, entre les variables ¢;
x, g et leurs différentielles, et dont on veuille élimi-
ner t; la premitre pourra contenir, outre la varia-
ble ¢, les différentielles d¢, d*¢,.... d™¢, et la sc-
conde d¢, d2%,....d"s. Comme on n’a point les
équations primitives, ni toutes les différentielles des
ordres inférieurs 4 ceux des proposces, il faut né-
cessairement se procurer de nouvelles équations pour
chasser les quantités inconnues d¢, d’¢, ete. ; et cest
¢ce qu’on fera en différentiant n fois 'équation U=o,
etmfois I'éqnation #=o0. On obtiendra par ce moyen
n~+ m équations nouvelles ; et on en aura en tout un
nombre 72+ -2, en comptant les deux proposées :
les in¢onnuesa ¢liminer, savoir, £, d¢, %, .. .. A", ..
dmtre . étant au nombre de m - n -1, il restera
donc une équation finale en , ¥ et leurs différen-
tielles.

Si dt était conslant, il semblerait qu’en différen-
tiant une seule fois V'une des équations proposées,
on pourrait éliminer ¢ et dz, puisqu’on aurait alors
trois équations; mais on doit observer que les diffé-
ventielles d*z; d®y, etc. contiennent implicitement ¢,
puisque alors on a regardé x et y comme des fone-
tionsde cetle variable (133) : il faut donc prendre pour
constante la différentielle de I'une des variables que

Pon veut conserver.
*
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De la différentiation des équations contenians
plus dune variable indépendante.

135. Lorsque Von n'a qu'une seule équation entre
trois variables, il faut d’abord fixer arbitrairement les
valeurs de deux quelconques de ces variables, pour dé-
terminer la troisitme, qui par conséquent est une
fonction des deux premiéres. 81 l'on a, par exemple,
Péquation

eyttt =a,
on ne pourra obtenir z, sans avoir préalablement
assigné des valeurs & x et & y; mais il convient d’ob-
server que les quantités z et ) n’étant lides entre elles
par aucune relation, la seconde peut demeurer la
méme, quoique la premitre ait changé, et récipro-
quement, :

Il résulte de 1a que la valeur de z peut varier de
plusieurs maniéres : 1°. en conséquence d’un change-
ment arrivé 4 z ou a y seul, 2°. par le concours de ces
deux circonstances. Dans le premier cas, la quantité y,
ou la quantité x, étant regardée comme constante,
Véquation proposée revient au fond 4 une équation
a deux variables; ainsi lorsque = change seul, on a

zdx -+ zdz=o0, ou :r-}—zd—z 5
dx
et lorsque c’est y, il vient
ydy 4 zdz=o0, ou y+zg—i:o
A
On a donc successivement

dz:—z;[—]f, dz=—ﬂ‘r'
z z

-
mais il faut observer que la premiére de ces différen:
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tielles est relative a la variabilité particuliere de z, et
laseconde a celle de y ; clest ce qu’on exprimeen disant
que Y'une est la différentielle partielle relative a x, et
Vautre la différentielle particlle relative & y (43).

Le sens de la question suffit pour empécher quon ne
les confonde ; et on les distingue d’ailleurs suffisam-
ment en faisant attention i la différentielle de la va=
riable indépendante qui les affecte.

Les coefficiens différentiels sont

dg - dzc ol
=

e e
136. En général, soit = o une équation renfer—
mant , y et z;sil'on regarde z et 3 comme les deux

‘variables indépendantes, z sera une fonction de I'une

et de l'autre, et lorsque z recevra un accroissement
quelconque, y étant supposé constant, z éprouvera
un changement subordonné & celui de z. Dans cette
hypothése , Véquation #— o devra étre envisagée
comme une équation entre deux variables x et z : on
aura donc (48)

de | dudz

T & & ™
et de 1a on tirera le coeflicient différentiel de z relatif
a la variable 2. Il faut se rappeler ici, d’aprés
-aj—z , dz
n’est que la différentielle partielle de z, prise par rap-
port au changement de « seul.

Il est évident que si I'on et fait varier y on aurait

eu, en différentiant 1’équation proposée comme ne
contenant que les variables y et z, *

la distinction qui a été faite n° 135, que dans

du  duds
GhmeT 0.
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Sil'on multiplie par dz la premiére des e’quations»

trouvées ci-dessus, et la seconde par dy, et qu'on les
ajuute ensuite, il vxendra

du dz dz ;
d +de = (E_dx-l-ady)_o,
£z dz 5 ;
mais - da T dy n'estautre chose que la différen-
tielle totale de z (41) : on aura donc

d dx:+ dy—f——dz._.o,

cest-a-dire, qu'on pourra égaler A zéro la différentielle
premiére de 'équation u==o, prise par rapport aux

trois variables z, y et z. Il ne faut cependant pas

perdre de vue que cette différentielle doit étre regardée

comme équivalente & deux équations; car, lorsquon y
dz dz

aura substitué pour dz sa valear S dz + = dy, Yin-

dépendance des aceroissemens dz et dy, exlgcra que

les deux quantités qui-les multiplient soient sépa-

rément égales a zéro.

137. On parviendra aux equanons qui doxmeut les

coefliciens des ordres supérieurs, en différentiant les.

equatmns
: du dudz
(lJ: & dz de’ HRED%
du dz
+ dz &y — 942

En n'ayant d’abord égard qu'au changement de x,
non-seulement z variera, mais en meéme temps le

ST i dz .
coefﬁment dl) premler Ol'dl'e & e dmmerz\ naissance au

dx
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dz
coefficient du second ordre — = . En différentiant donc

I’équation (X) par rapporta x, on aura , comme pour
les équations & -deux variables,

d®u d’u dz d u dz? du d z
XX
da* 242 dzdz dz | dz® dz* T dz d Lo
SiVon différentie (X), par rapporta y etaz, ou ),
par rapport & z et & z, en ohservant que, dans le pre-

ds
mier cas, g— donne %T- , etdanslesecond, E—rdonne
d’z diz S i 3
G = e on aura un résultat unique, quisera

d*u d'u dz d*z dz |, dPudzdz | du dz »
Bl e U E 0 sl e S G O R
dedy ~ dzdyde BT dzdz dy + dz* dzdy T3 dady e

Enfin Véquation (¥}, différentiée, en regardant y etz
comme seules variables, produira
d’u d*u 'dz |, dw dz* | du d’z
dy* dydzdy+dz‘ dy* +d_z¢—i7“—

Ties cocfficiens différentiels de la fonction z n’étant
qu'au nombye de trois pour le second ordre, seront
donc déterminés par les trois équations que nous ve-
nons d’obtenir.

11 faut observer que si 'on maltiplie I'équation (XX)
par dz?, Péquation (XY) par 2dady, 'équation (YY)
par dy?, et qulon ajoute les produits, en remplagant
les termes

(ry),

d
(—z dz 4 dj d_y' par dz (41),

dz’ (1::’-}--2d dydxd + g—f _ dypar d’z (44),
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on formera Ja méme équation finale que celle qu'on.
aurait obtenue si 'on avait différentié U'équation

du du du
d—xdx e @dy +£dz_.o,

en y faisant yarier a la fois les quantités z, ¥, z et
dz, et en y regardant dx et dy comme constans, ce
qui donnerait la différentielle seconde totale de u,
dans 'hypothese de z fonction de z et de 7.

138. On étendra sans peine ces considérations & tel
ordre de différentiation et 4 tel nombre de variables
quwon voudra; car tout se réduit & determiner celles
qui sont indépendantes, ce qu’on ne peut faire que par
la nature de Ia question qui a conduit & 'équation ou
aux €quations proposées ; et ensnite on différentiera,
par rapport & chacune de ces variables en particulier,
en traitant les autres comme des fonctions de celles-ci.

Si, par exemple, on a les deux équations

u—o, V=0,

entre les cinq variables s, ¢, 2, ¥ et z, on verra
que trois de ces variables sont indépendantes. Suppo-
sant done que y et z soient les deux variables subor-
données, ou des fonctions des, 2, 2, données par les
équations proposées, on différentiera successivement 1
et ¢ par rapportd s, par rapporta ¢, par rapport a x,
et I'on obtiendra

du dudy dudz
e Do e
du dudy dudz .
RGTE T )

du dudy dudzs
i rda Tols de

dw
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i ’on multiplie respectivement ces équations par

ds, d¢, dz, qu’on les ajoute et qu’on mette dy au
lieu de

dy dy dy
Ei_.;ds +T:l-z de + dzdx’

dz au lieu de
dz dz dz
d—sd,f-l-a—t-dt +d4.r dx,
il viendra

du du du
o ds 4 6T o
On tirera un résultat semblable de Péquation v=o ;
et il s’ensuit, quen différentiant les équations u=o
et p==o0, par rapport & toutes les variables s, z,
x, yetz, eten ysubstituant au lieu de dy et de dz,
les expressions de ces différentielles, considéréescomme
appartenant a des fonctions de trois variables (45), il
faudra égaler séparément & zéro le coefficient de la
difféventielle de chaque variable indépendante.

En regardant les coefficiens différentiels eux-mémes
comme de nouvelles fonctions des variables indépen-
dantes, on ne saurait étre arrété dans la recherche
des différentielles ultérieures; ainsi, apreés quelques
remarques sur Pélimination des consiantes et des fonc-
tions, je terminerai ce qui regarde la formation des
équations différentielles. ;

de - —3%: da:‘-|—

du
—dz=du=o.
dy +dz uz‘ du=o

139. L’équation u=o, entrex, yetz, ayant deux
différentielles premitres, il est évident quon peut
éliminer deux quantités entre ces trois équations, et
Ie résultat exprimera la relation des variablesa, %,

dz dz
et des coefficiens différentiels —, — indépe e
FPl pendam.

ment des quantités éliminées.
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Si Pon joint aux équations précédentes les trois du
second ordre , on aura six équations, entre lesquelles
on pourra éliminer cinq quantités, et ainsi de suite,
14o. Geci conduit i une remarque importante,
Cest qu'on peut €liminer d’une équation & trois ou
4 un plus grand nombre de variables, des fonctions
dont la forme est absolument inconnue. Soit pour
exemple I'équation z={(az~+b7), dans laquelle la
caractéristique f désigne une fonction dont la forme
est délerminée en aucune maniére; on en dé-
; - : dz dziiilie
duit une €équation entre a—.et ce indépendante
x dy
de cette fonction , et qui convient également A..

s—ar4by,az=V ax by, az=sinlaxr +0by),

et en général A toutes les fonclions de la quantité
azx + by, quelque forme qu’elles aient. Pour cela soit
ax 4+ by =t; Péquation proposée devient z—1(1), et
si Pon prend ses différentielles premiéres par rapport
a et par rapport a4 y, on obtient
dz _di(gde dz  df(y de
e
f(2)

L d : :
entre lesquelles éliminant _E(Z— il en résulte

(x36, 9),

dz de  dzdt
dedy  dydz

équation qui se réduit &
) — ~— a
dz dy

d t it et iy leurs valeurs a et &
quand on met pour —— 0 etd.

C’est 1a un cavactére an moyen duquel on pourra re-
connaitre si une quantité proposee est une fonction de
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ax + by ou non ; car, d’aprés sa formation, V'équation
précédente doit étre satisfaite ou devenir identique,
dg _.dz
——el—
; dzdy
les valeurs qui résultent de la différentiation  d’une
fonction de az +04y. ;

* Je suppose qu’on ignore Porigine du polynome
a’z® -+ 2abxy +0°y*; en 'égalant A z, et en diffé~
rentiant on trouvera

toutes les fois qu’on y substituera, au lieu de

4z s dz
(T;_zax—f—zab_y, @: 2abx 4 26y

ces valeurs mises dans Péguation & g_z_ —a % =m0l
z s
rendent identique : on en conclura donc que le poly-
nome représent€ par z , est une fonction de ax -4y,
ce qui est d’ailleurs évident , puisque
@zt 4 2abxy + by = (ax +- by)".

On voit en général que u = o étant une équation
entre x, 7, z et une fonction quelconque représentée
par_fgt) » et dans laquelle on ne connait que la com-
position det en z, y etz, on pourra toujours élimi-

df (1)
< 1925 4 4 3
ner f(1) et 50 b Vaide de cette équation et de ses

différentielles velatives a @ et & y (¥).

(*) Quandb=a, flaz+ by), devenant f[;g(x+‘y)], se téduit
dz
— =0,

dy

= 0, qui est expression de la propridié

:ﬁ une fonction du hinome .y, et Péquation & % —a
. X

se change ep d= o2
dz  dy

car isti mpl % dével f
P Rloyeq pper: f(zx =), danslen®yg. On
;:-on\; da_ns le Trz}mc in-fo, t. I, chap, I, d’antres exemples de
;g}){ l:;auo(n dc§ équations différentielles partielles an ‘ﬂévcluppeA
es tonctions, et puarticaliérement la fov appelée le
théaréme de Lagrn’nge.l A A
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En passant au second ordre, le nombre d’équations
devenant plus grand, il est possible, dans heaucoup
de cas, d’éliminer deux fonctions indéterminées ; mais
jen’entrerai point dans ces détails, non plus que dans
ce qui regarde les équations qui renferment plus de
trois variables.

Application du Calcul différentiel a la théorie
des surfaces courbes.

141. Toute équation a trois variables représentant
une surface ; on prendra pour ordonnée de celte sur=

face, la variable qui sera regardée comme déterminée

par les deux autres. En désignant par 2, y, z ces trois
variables que , dans tout ce qui va suivre, nous sup-
poserons rapportées a trois axes perpendiculaires en-
tre eux; nous prendrons z pour 'ordonnée, x et y
pour les abscisses d’un point quelconque, en sorte que z
sera une fonction de z et de .

De méme que les lignes sont engendrées par le
mouvement dupoint, les surfaces le sont par celui des
lignes. Par exemple, leiylindrcs et les cones dont on
s’occupe dans les Elémens de Géométrie, ne sont que
des cas particuliers des deux familles de surfaces ent

- gendrées par une ligne droile , se mouyant paralie-
lement G elle-méme, ou assujettic passer constam-
ment par un point donné. Pour diriger le mouvement
de cette droife, rien n’empéche de substituer au cer-
cle d’oti résultent les cones et les cylindres , une courbe
quelconque, située comme on voudra dans espace;
mais, et ceci est bien remarquable, on peut, par
Pemploi des différentielles partielles, écarter ce qui
tient 4 la forme de cette courbe, et exprimer en gé~

DE CALCUL DIFFERENTILL, 209
#éral e caractére commun de tontes les surfaces d’une
méme famille, ] :
En effet, si nous supposons d’abord que toutes les
droites génératrices doivent étre paralleles entre elles,
il faudra que, dans leurs €quations,
J=ax+a, z=bx~ g (Trig.181),
les coefliciens a et & soient constans, et que les quan-
tités = et 8 varient ensemble, de manitre que l'une
soit fonction de V'autre; car la premitre étant don-
née, le plan projetant dela droite génératrice, sur
le'plan des zy est donné, et son intersection avec la

courbe qui dirige le mouvement de cette droite achéve
de la déterminer (¥) : on aura done

J=ax-ta, z=bzx9 (),

¢ étant une fonction dont la forme dépend de la courbe
divectrice ; mais la premiére de ces équations donnant

&=y —az,
il en résulte
2 —bx = ¢ (y — ax).
Si Von faitici b =0, on aura
2=9¢ (¥ — ax),
€quation qui rentre dans celle dun® 14o0.

En ¢liminant la fonction ¢ dans le cas general, apres
avoir fait dz=pdz + ¢dy, on obtient

: ptag=0b.

(*) Oubien encore ; soient ¥ =), ' =a(z), les L’qﬁﬂtions
dela courbe directrice; il faut qu'en posant x==z’, :m ait =y’
Z=13) et par conséquent aa! 4 o — + (@), bl 4= = m(a), dob ;
en ¢liminant 27, il résnltera une ¢quation entre @ ct 2. :

Cale: diff., 5¢ ¢dition,

4
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142. Quand les droites génératrices doivent toutes
passer par un méme point dont les coordonnées sont
i i deviennent
«, B, v, leurs équations dey

J”—‘ﬂ:a(x"""L z—y:b(z——x),

et ce sont les coefficiens @ et b qui varient en‘semh,le ‘.’x
chaque nouvelle poéition que prend la droite géné-
ratrice ; il faut, en conséquence, poser b=¢(a), ce
qui donne

et
X —a I —

a=

— — —8
Al z__v=¢(g_
o -—d

. 176élimination de la fonction ¢ conduit &
z—y=pr—a) -+ q(y—8)-

143. On voit encore sans peine, que s’i une courbe
plane quelconque tourne autour de. Vaxe des z,
chacun de ses points déerira un cer’de, ayant son
centre sur cet axe, et pour rayon, Vordonnée cle»la
courhe génératrice rapportée 3 ce.méme axe, et de
plus, que le rayon de ce cercle varie avec sa distance
au plan des zy, c'est-a-dire, avec z. vSI done (:m. pose
pour son équation, z*-4 y*= a’, 'a devra en’e ?e.—
gardé comme une fonction de z, et vice versd, d'onil
suit

=0, o s=E+r),

-}, désignant une fonction inverse de . :
I7élimination de ~ conduit'a 'équation
Pl X100

qui exprime le caractére des surfaces engendrées
t - . 3.1 £
comme on vient de le voir; dont la sphére n’est gu'un

@
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<as particulier, et quon nomme Surfaces de rdvolu-
tion. Pour les considérer sous le point de vué le plus
général, il fandrait supposer dans une situation quel-
conque, Taxe autour duquel toure la courbe gé=
nératrice. i !

11 west encore entré quune fonction arbitraire dans
Vexpression des familles de surfaces que nous venons
d’examiner; il y en aurait eu un plus grand nombre,
si Pon avait Taissé plus de conditions & remplir dans
le mouvement ou la nature des lignes géneératrices ;
mais on ne peut qu'indiquer ici ce sujet. Cependant
nous aurons ‘hientot I'occasion de faire connaitre en—
core une classe de surfaces remarquables : ce sont
toutes celles qui, comme les cylindres et les cones,
peavent, sans déchivure ni duplicature , s'étendre sur
un plan, et que pour cette raison, on nonime surfaces
développables (161). /

Enfin; il faudrait aussi montrer le procédé a suivre
pour particulariser, d’aprés ‘des conditions’ doninées,
les formes des fonctions arhitraires contenues dans les
équations primitives des familles de surfaces ; mais
comume son principal usage se rapporte au Caleul inteé=
gral, je Vexposerai i la suite de Pintégration des
€quations différentielles particlles. 45

144. Cousidérons maintenant:les diverses manieres
de passer d’un point & un autre, sur une surface quel-
conque. : . W

Lorsque 2 varie seul et devient a=-/, on passe du

point M, fig. 37, au point m , situé sur la section g, 35,

QMm, faite par_un plan paralléle a celui des a3,
et mené par le point 47 ; L'ordonnée m/m de, cetie
section, a pour développement la série - :
) .
dz b dz R d’z ' B3 =
f P —_ e g -+ etc.
drx ' daria VU da%T.2,3

4o
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Siclest y qui sechangeen y -k, et quea demeure
conslant , on passera au point n situé sur la scction
PMn faite par un plan pavalltle & celui des yz, mené
encore par le point M, et le développement de l'or-
donnée n'n de cette section, sera

21 Ta L &
z+i]fk A’z & &z 5k

e el
En faisant varier & et 3 en meme temps, on passera
du point J & un point quelconque IV, et cela de deux
manicres différentes, savoir, en substituant y <~ £ au
lien de g dans le premier développement ci-dessus,
ou bien 44 au lieu de x dans le second. Par Pune
de ces opérations, on passe de l'ordounéde m'm a
Pordonnée NIV, dans la section pmN, et par 'autre,
on passe de n'n & IN'N, dans la section gnlN. Il est évi-
dent que ces deux sections doivent se rencontrer an
point IV, sans quoi la surface proposée ne serait pas
continue : il faut donc gue les résultats rapportés
dans les n® 39 et 4o soient identiques; et V'équation
dw o oadiz
dzdy  dyda’
n’est que Vexpression de la loi de continuité.
Ayant & considérer particulierement la série

4 laquelle tient cette circonstance,

dz dz ¢
z + a—;h + H}L ;
v disi d’s adizio
+ (G Aty i d—,ak)
- ete.,
qui exprime le développement de la valeur de z

correspondante & -+ heta y--k, pour abréger, je
la représenterai par ;

z 4 ph + gk - 3(rh* - 2shk - th*) + ete.,
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en posant

dz dz d*z d*z d’z

P a}—q» ATl @25, d“f:*"

3

et je ferai observer que le rapport

Parnl. S
%:- MN,’:’:, = tang N'M'm’,

déterminantla direction de "N’ par rapport aux axes
des z et des -, fait connaitre celle du plan M'MNN",
mené. perpendiculairement au plan- 45C, et coupant
suivant #N, la surface proposée.

145. 11 suitdes considérations précédentes. et de ce
qui a été dit n® 136, que si u= o représente Véquation.
d’une surface courbe , les équations différentielles

du du dz du’  dudz

— 4+ —— =0 et —++——"=0

dx: dz d=z dy ' dz dy
appartiendrontrespectivementanx deux sections QMm
et PMn; la coordonnée y n’entrera dans la premiere
gne comme une constante arbitraire, qui détermine la
position du_ plan coupant: il en sera de méme de la
coordonnde x dans la seconde. On ne doit pas con-

- fondre le dz de 'une de ces équations avec celui de

lautre, pu'}sque ces deux différentielles ne sont que
partielles (135).

La différentielle totale, oul'ensemble des termes du
premier ordre, ayant pour expression

(l{
dz

d.z=Pd.7-‘ est la différentielle de Pordonnée de la sec-
tion paralléleau plan des xz; semblablement dz=gdy,

d
dz =—dx + a—j—’dj:pdx—{-qd_y‘,
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est celle de Uovdonnée de 1a section paralléle au plan
des yz. .

5iTon demandatit Ia différentielle de Vordonnée de
la section faite par un plan quelconque MM NN per-
pendiculaire a celui des zy, Véquation de ce plan, de
méme que celle de sa commune section M'N', étant de
la forme y = ex'4- 8 Lrig. 176), établirait une dé-
pendance entre les ccordonnées z ¢t 3 ; il ne serait plus
permis de faire varier 'une sans 'autre , et z ne pour~
rait changer que d’une seule maniére ; il faudrait alors
employer la différentielle totale dz=pdz + gd 3, en
observant que Uéquation dun plan coupant dounne
d‘y“: adx, d'ot il suit p

dz = (p - ag)dz."

Cet exemple offre 'explication géomctrique de ce
gwon lit dans 1é n® 46 relativement & Pemploi des dif-
férentielles totales, In supposant toujours une dépen-
dance entre les deux variables, onfixela divection dans
laquelle on passe d’un peint & un autre sur la surface
proposée ; car si la section N n'était pas faite par
un plan perpendiculaire a celui des’' zy, ‘ct qu’elle
elit en conséquence sur ce dernier, une courbe pour
projection, la droite "N scrait la tangente de cette
courbe au point 2%, et la projection de la droite qui
toucherait, au point M7, la section MN faite dans la
surface proposée. X

146. La premitre remarque qui se présente, cest
que la limite du rapport

NN’ — MM’
.M’N'__’

donnant la tangente trigonométrique de angle que
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fait, avec sa projection M ‘', la droite qui touche
au point M la section formée da{:ls 11:1 surface par le
plan M'MNN'(58) , mesure 1’iuclma\_150f1 de cette sec-
tion par rapport au plan des xy, et mdu_:[ue par conT-
séquent la pente de la surface, fl:ms la du‘ec?lon M]\
Or, pour passer & la limite, il faut substituer aux
accroissemens

NN — ot MV =N
les différentielles correspondantes
dz=(p+ag)dz, Vdz" + dy* = deV/ 1+« (145),
d’ou il résultera pour la limite cherchég s

Pikag
|/ 14 o
Cela posé, on peut demander quelle doit étre la si-
tuation du plan coupant M 'MNN' pour que Pexpres—
sion ci-dessus, qui varie avec: Iangle N’'M'm’ dont
la tangente =, S0it un maximum. Pour résom.ire
ce probleme, il faut différentier cette méme expression
par rapporta «, et égaler le résultat'a zéxo (101) ; on
trouvera

E,TP_Z:o, d’ou g— pu=o, 4:%;
(e
dy 5
et si on met pour « sa valeur Fpail formera 'équa~
tion différentielle 53
gdxz — pdy—=o,
qui, conjointement avec celle dela surface’,

dz = pdx 4 gdy,
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fera connaitre la direction dans laguelle doivent se sug-
céder les points consécutifs pour descendre du point
au plan des 5 par les arcs les plus inclinés , oula ligne
de plus grande pente qui conduit de ce point au plan
des z . Cette ligne qui, généralement, sera courbe,
'se présente souvent dans les arts de construction.

147. Venons maintenant aux osculations des sur-
faces ; concevons-en deux passant par un méme point
ayant pour coordonnées z, y, z, et qu’en changeant z
en z+h, yen y -k, Véquation de la premiere sur-
face donne

2z~ ph - gh - % (rh? = 2shk 4 th*) - ete.,

et celle de la seconde
z 4 Ph- Qk o= ; (Bh* 4 28hk + Tk*) 4 etc. ;

Ieur distance pour le second point que 'on considére,
sera, daus le sens de 1’ordonnée z,

(p—P)h+ (g — Q)k
4~ HEe—R)R Lols — )kt + (t—T) £}
-+ etc.,
série qu’on peut rendre convergente, en prenant ket k
trés petits, et qui diminuera de plus en plus de valeur,
lorsqu’elle perdra les termes de sa premicre ligne,
puis de sa seconde, et ainsi de suite.

En raisonnant ici comme on I’a fait par rapport aux
courbes dans le n® 75, on se convaincra qu’une troi-
sitme surface pour laquelle ces termes ne disparai-
traient pas, passerait nécessairement en dehors des
deux autres, dans tous les points qui environnent leuy
point commun.

Lorsqu’on aura

p—P=0, g—Q=o,
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les deux premiéres surfaces proposées se toucieront,
et leur contact sera du premier ordre ; il sera du se—
cond , si 'on a en méme temps

r_H-:o’ s—S=o, t— 1T =0,

et ainsi de suite.

148. Si’on suppose maintenant que I’équation de la
seconde surface renferme un certain nombre de cons-
tantes indéterminées , on pourra disposer de ces cons-
tantes pour anéantir les premiers termes de la dis-
tance des deux surfaces, et établir ainsi entre elles le
contact de L'ordre le plus élevé possible, c’est-a-dive,
une osculation.

En représentant par a7, 5, 7 les coordonnées de la
seconde surface, la premiére condition a établir, c'est
qu’en changeant dans son équation, gue je représen=
terai par #' =0, 2’ et ' en z et y, on en tire

= Z,
afin que les deux surfaces aient un point commun.
Remplagant ensuite les lettres

B Q55 8, L eten, BoU OGRS, T eted,
par les coefficiens différentiels qu’elles désignent, les
conditions posées dans le n° précédent deviendront,
pour un contact du premier ordre, ;

Ldel tivdz s ids dz

et il v ant v

5
de plus, pour un contact du second,

a2z %z dz’ diz o diz d?z

da” Tz’ da’d y’ = dady’ ;!7": = (TE’_ i
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et ainsi de suite, ce qui €tablit que les différentielles
partielles du premier ordre , puis celles du second
ordre, etc. de 'équation 77" =0, ssont satisfaites
quand on y change 2, 5/, 7 et leurs différentielles,
enx, y, % et leurs différentielles.

14g. Appliquons d’abord ce qui préeéde an plan;, en
prenant pour 7’ =0, I'équation

= Az’ ¥ By + D (Trig. 176);
comme il'n’y a ici que trois constantes, on ne peut sa-
tisfaire qu’aux trois conditions du coutact du premier
ordre: La premiére donne )
z/:Z:AI-}-BJ"—{-D,

etles deux autres

r~]f—=_,4;-:"li E‘—z-=15”:

da’ dz’ dy’

(=9
)

cael

.

En vertu de celles-ci, il vient d’abord

dz d
® i=Fet 4D,

et retranchant cette équation de celle du plan; on
obtient

; lz7;,
de =D+ O =),
ou "z’-——z:p(x’——x)-{-q(y’—y):

telle est I’équation du plan tangent a la premiére sur-
face , au point dont les coordonnées sont &, 7, 2.

On déterminerait encore ce plan par la condition
qu’il doit contenir les tangentes de toutes les sections
qwon pourrait faire dans la surface, par le point M;
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car pour ces tangentes, on a
dz=(p+ eq)dz (145),
et lorsqu’on fait d y ==udz , I'équation du plan donne
"ds'= Adz 4 Bdy = (4 +a4B)dz,
re’.‘?ultat f[ui seraidentique avee le précédent , quel que
soita, siid =p, et B=gq. ®
150. La droite perpendiculaire au plan tangent,
mence par le point ot il touche la surface proposée,
s'appelle normale, et ses équations sont, d’apres celle
du plan tangent,
2 — i p(a —z) = o,
¥ — g =z ='o " (Trig.182) (*).
La distance dupoint considéré sur Ia surface courbe,
4 un point quelconque pris sur la normale sera

V(@ —2) (o =gy E—a) =)V TP g
d’aprés les équations ci-dessus ; etsil'on fait z'—=o, le
résultat
—zVitp+d,

donnera la longueur de la partie de fa normale ot~
prise entre la surface proposée et le plan des @y

151, Les conditions d’un contact du second ordre
étant au nambre de six (148), ne peuvent pas toujours
étre remplies par la sphere, puisque son équation gé-
nérale ne renferme que quatre constantes ; savoir, les
trois coordonnées du centre et le rayon (77ig. 184) :

B AT S b e Y
(*) Nous les retrouverons plus loin (157) , par une considération
de maximum et de minimunt. ]
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elle ne saurait donc avoir dans tous les sens, la méme
courbure que la surface proposée. Pour mesurer cette
courbure, il faut employer deux cercles osculateurs
différens, qu’Euler a déterminés le premier, mais
auxquels Monge est ensuite parvenu par des considé-
rations trés élégantes, que je vais exposer.

On a vu, dans le n® 8o, que les points de la déve-
loppée, ou les centres de courbure d’une courbe; sont
les limites des intersections des normales ; étendons
cette définition aux surfaces, en cherchant les limites
des intersections de leurs normales consécutives, et
pour cela reprenons les équations

¥ — 24 pld —5) =0 (a),
Form gl e ) =0 (),
trouvees dansle n° précéd. Les quantités x, »,z,p, ¢,

relatives au point que P'on considere sur la surface
proposée , sont constantes pour la méme normale, mais

elles changent de valeur lorsqu’on Ppasse & une seconde

normale ; or, ce passage pouvant s’effectuer dans une
infinité de directions, savoir, da point donnéa chacun
des points environnans, il faut faire varier en méme
temps x, y et z; et puisque Yon ne cherche que le
point d’intersection de la premiére normale avec la se-
conde, on regardera comme constantes, les coordon-
nées z’, y' et 2, affectées A ce point.

En différentiant ainsi les €quations (a) et (b), et
posant

dp=rdx 4 sdy, dg=sdz~-tdy (144 et 44),
on trouvera

—dz— prda —pgd y+ (2'—z) (rdx 4= 5d ) == 0 (a),
—dy—qdy —pgdz + (z'— z) (sdz 4 dy) =0 (&)
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Mais les équations (a) et (4) donnant les valeurs de
x'—x et de y'—y, lovsque celle de '~z sera connve,
il faut, pour que la quesiion proposéeait une solution,
que les deax équations (a) et () s'acco’rde?t dans.la
détermination de cette derniére quantité , c’est-a-dire
qu’on ait

dz+ pdz +pgdy = dy+7‘dy+pqdz;
rdx 4 sdy T sdz 4 tdy

ce qui établit une relation entre dz et dy, et montre
que la seconde normale ne rencontre la premiére,
quautant que le point d’ot elle part est dans la di-

; d :
rection marquée par la valeur de d—‘g Or, en faisant

dy = mdz,

dans Iéquation précédente, ct ordonnant par rapport
4 m, on obtient le résultat

[(1+ g% s — pgt] m? - [(1 g*) r— (14 p?){]m
—[(1+p”)s—pgr]:o...-.................(c),

qui donne pour 2 deux valeurs : il n’y a donc, en
gencral, a'chaque point d’'une surface, que deux di-
rections dans lesquelles deux normales consécutives se
coupent, et soient par conséquent dans le méme plan.

Un simple changement de coordonndes suffit pour
mettre en évidence la relation que ces directions ont
entre elles, sur la surface proposée. Il est visible
d’abord quon peut faire coincider le plan des zy avee
le plan tangent au point que T'on considére, et placer
Porigine des coordonnées & ce point, sans, pour cela,
déranger la position respective de la surface proposée,
et de ses normales; mais alors z = o i==0g==0,
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et, dans équation du plan tangent, z' doit étre nul
quels que soient 2’ et y', ce qui exige que p=o,
g==0, et réduit Péquation (c) &

r—1
U fe it
5

smt (r—{)m—s = o, ou m’--

En nommant m’ et m" les racines de celle-ci, on a
mm 1= o;

et comme A présent toutes les droites qui touchent , au
point M, fig. 38, la surface proposée, se confondent
avee leur projection sur le plan des xy, m’ et m" ve=
présenteront les tangentes des angles que font, avee
Paxe des z, les droitesindiquant les directions sur les—
quelles on trouve les novmales qui se coupent; ainsi,
ces directions seront perpendiculaires entre elles (¥).

152. Onvoit aussi qu’en menant par Vaxe des z, qui
coincide & présent avec la normale MG , et par chacune
des tangentes M N et Mn', corvespondantes anx valeurs
m’etm', des plans, ils couperont la surface proposée
suivant deux'courbes, dont les cercles osculateurs se~
ront aussi ceux de lasurface ; puisqu’elles auront deux
normales conmunes avec cette surface, tandis que les
autres courbes ne sauraient en avoir qu'une.

C’est par les rayons de ces cercles qu’on mesure les
courbures de la surface proposée ; or, leur expression
est évidemment celle de la distance

Vi = a4 (7 = P+ =2,
entre Uintersection des normales et le point que L'on
considere sur cette surface. Par la substitution des va-

(*) m resterait indéterminée si on avaiten outre s= o0, r—t=o0,
cequia licn pour la sphiére senlement, parce que tontes ses normales
passent par son centre, que I’on suppose ici dans Vaxe des =.
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leurs de z'— x et de " — ¥, tirdes' des équations (a)

et () , on trouve ?
@ =V 14 p*+ 7

ol il n’y a plus qu’a substituer pour z'— z, sa valeur

tirée de I'une des équations (a') et (b'); mais on arrive

4 une valeur indépendante de m , en éliminant d’abord

d g 3 ;
< de ces deux équations, ce qui donne

dx
oo Lot 25 s o A L e s o n i
pg—(F—2)s o Gl il Edicr o1
posant ensuite
: LI TS P
f— i p=d, d'ott I —z=—————— 3
&=V i+ p =2, Vgumae

puis substituant cette valeur de z'— z, dans'équation
précédente, faisant disparaitre les dénominateurs, et
ordonnant par rapport a &, on obtient

(rt—s?)d*—[(14p*)t—2pgs-+(14-g°)r]d V/ 14pitg*
+ (+pitgy=o.... (@),

équation dont les racines exprimeront les rayons des
deux cercles osculateurs.

Les valeurs de m, données en fonction de z, 7, z,
changeant avec ces variables , pour chaque point de la
surface proposée, il en résulte les équations differen—
tielles

dy =mldz, dy =m'de,

qui déterminent, sur le plan des xy, deux courbes
passant par le point M’, fig. 37, et qui sont les pro-
jections de celles qu’il faut suiyre sur la surface, pour
rencontrer des normales qui se coupent.

Fi6G-

3.
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Chaque point M de la surface proposée se trotive
sur deux de ces courhes; celle qui répond ala plus
petite des valeurs de &, est la ligne de plus grande
courbure, V'autre est la ligne de moindre courbure.

Quand les valeurs de & ont le méme signe, les deux
courbures de la surface sont tournées dans le méme
sens, et en sens contraire, si ces valenrs sont de signes
différens.

Enfin, si Fon élimine o, y et z, entre I'équation
de la surface proposée, et les équations (a), (0), (d),
on aura, par les coordonnées z', 3, 2/, Véquation de
la surface qui est le lieu de tous les centres de cour—
hure de la proposée, et qui, en géncral, sera composée
de deux nappes, dont I'une contiendra tous les cen—
tres de la plus grande courbure , et Vautre ceux de la
plus petite (¥).

Des points singuliers des surfaces courbes,
des maximnums ez minimums des _fonctions
de plusiewrs variables.

.

153. Les surfaces courhes offrent, dans leur cours,
non-seulement des points singuliers distincts, en nom-
bre limité, mais ces points y forment aussi quel-
quefois des suites continues, qu’on pourrait nommer
lignes singuliéres ; les uns et les autres coxrespondent
A des valeurs particulitres des coefficiens différentiels
de Vordonnée de la surface, analogues & celles qui
nous ont conduit a la détermination des points singu-

(*) On trouvera, 4 la page 580 du I°r vol. da Traité in-4e, la
farmule pour déterminer par ces courbures, celle d’une section faite
dans la surface, par un plan quelcongue,

®
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tiers des courbes. Mais pour se faire une idée de Ia

forme d’une surface , il ne suffit pas d’en chercher des
points isolés; il faut, comme pour la construire,
imaginer un ensemble de sections faites par des plans
ou des surfaces assujetties & une loi constante et
déterminée. ]

Clest ainsi qu’on peut reconnaitre en quel point
d’une surface, son ordonnée est un mazimum ou un
minimum, c'est-3-dire, plus grande ou plus petite
que toutes celles qui Uentourent immédiatement, dans
quelque direction qu’on les prenne ; car il doit y avoir
alors un maximum ou un minimum sur toutes les
sections que forment, dans la surface proposde, les
divers plans passant par cette ordonnée. Or, en posant
pour I'une de ces sections

dy = edz,

le coefficient différentiel de la variable z considérée
<omme Vordonnée de cette section, sera exprimé par

z
s P B o,
Y dz* - d g2 Vit o

et devra étre nul ou infini (101), indépendamment
d’aucune valeur de «, pour qu’il y ait mazimum ou
minimum, quelle que soit la situation du plan cou-
pant. .

Les conditions du premier cas seront donc

PA=e S =T
dz dZwie
ou o= 5 o,

et par leur moyen, on déterminera les abscisses du

point cherché ; mais, comme dans les courbes ,.onne’

pourra ‘pas conclure de ces seules conditions, qu’il y
Cale. diff., 5¢ ¢dition. 15
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ait maximum ow minimum : tout ce qu’il s’ensuit né=
cessairement , c’est que le plan tangent est paralléle &
celui des.zy, puisque son équation se réduit alors &
Z—z=0 (149).

Si la surface proposée est la sphere donnée par
Yéquation

¢ :r"+y“+z“=a“,

on aura

p==

ST T

LR
Ui

d’O\‘l' X=0, . V=20,
et on verra, par l'expression '

z =‘/a’—a:’—_y',
que toutes les valeurs de z qui répondent & des abs-
cigses différentes de zéro, sont < a.

154. En n’ayant égard qu’a la marche des valeurs de
Vordonnée z, on rencontre aussi des maximums et des
minimums qui rendent infinis les coefliciens différen-
tiels p et g : en voici un exemple.

Si dans V’équation

z="b+ (z* + 7,

onfait z et y nuls, on aura z=10, et dés qu'on
prendra z et y différens de zéro, on rendra z > 4.
Cette valeur est donc bien un minimum ; mais en sup-
posant aussi z et " nuls, dans les expressions

2 2y

= q= > P
3 4 g

ot a7
R

on trouve 2. Pour en connaitre la vraie valeur, il faut
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/
d'abord poser y = mz, ce qui les change en
2 am

iy %
3zt (1 4~ m?)?

P = A a »
3z (1 4 m?)?
et montre qu’elles sont réellement infinics, lorsque
T==0 et que m est assignable, d’ou il résulte y=o.

A la yérité, si Uon cherche la forme de cette
partie de la surface, on reconnaitra sans peine que le
point quirépond a x==0, ¥ ==0, est une espece de bec
ou de rebroussement , au-dela duquel la surface ne
s’étend pas, et semblable & celui que produirait la
courbe EM, fig. 14, en tournant autour de la ligne
PM. On verra aussi que p'et g se présentent sous la
forme ¢, parce que la position du plan tapgenta ce
point est indéterminée, puisque tout plan qui passe
par l'axe des z, touche et coupe la surface.

11 existe aussi, sur les surfaces courbes, des suites
dé points, ou des lignes dans lesquelles elles retour—
nent sur ellessmémes, qui sont nommdes arétes de
rebroussement (on en verra bientdt un exemple), et
d’autres lignes o les courhures changent de cdté.
Gelles-ci sont des Zignes d'inflexion , qui peuvent. se
reconnaitre par le changement de signe des rayons de
courbure ; mais tous ces ‘détails sortant des limites
que j'ai di me preserirve;, je vais passer & la recherche
purement analytique des maximums et des minimums
des fonctions de deux variables.,

155. 1l est évident que la différence
d—u=fz+h, y+k —z, 1),

entre deux valeurs svecessives d’une fonction; lorsque
les accroissemens demeuvent trés petits, mais sont

< B0 3 . - o ) A .
dailleurs quelconques, doit rester toujours positive si

Lt

Fie.

14
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la premiére valeur de u est un minimum , ou négative
dans le cas contraire.

Pour examiner les conséquences de cette condition,
il faut en général développer, suivant les puissances
ascendantes des quantités & et £, la différence indiquée
ci-dessus ; mais en nous bornant ici au cas ou les
coefficiens différentiels ne deviennent pas infinis , nous
pourrons faire usage de la série du n° 41, et pour
abréger, nous deésignerons par

s R DR D R S
les fonctions

de du du du' o du

T T 4 Tmdy Ay
Posant ensuite k& =eh, il yiendra
% vl
u —u=-[—(B+C¢)
R i
: +;l—2(D+2Eu+F_’u’)

- etc.,

série dans laquellele terme affecté de la premiére puis=
sance de %, pourra devenir supérieur a la somme de
tous les autres; et comme il changerait de signe en
méme temps que %, il faudra qu’il s’évanouisse lors du
mazimum ou du minimum, ce qui fournit1'équation

B 4 Ce= o,
qui, devant subsister dans toutes les relations de kavee
I, doit se vérifier indépendamment de : on aura donc

du du
Bie=i0y-510==0/"-01k H;:=O’ E:u,
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ainsi qu’on l'a déduit des considérations géométriques
(153). :
Ges conditions étant remplies par les valeurs de z
et de y déterminées en conséquence, il faut encore
que les coefficiens D, E et F ne s’évanouissent pas en
méme temps, et de plus, que le signe de la quantité
qui forme la-seconde ligne dudéveloppement ci-dessus,
soit indépendant des valeurs de «. En donnant A cette
ligne la forme

Fh D = oF
SR e+e) . @,

on voit que son signe restera le méme si le polynome
DS aF
Bt k]

n'en change pour aucune valeur de «; et c’est ce qui
arrivera, si, étantégalé a zéro, il n’adniet poura que
des valeurs imaginaires ou des valeurs égales : or, ces
valeurs, exprimées en général par

 —ExVE—_FD
Uiy e

seront imaginaires lorsque £°< FD, et égales si
EA='FED,

Sans ces conditions , il N’y aura nimazimum ni mi-
mimum ; et conune elles exigent d’abord que I"et DD
aient le méme signe, celui de la quantité (a) ne de-
pendra plus alors que du signe du- coeflicient F; on
aJ:xrn donc un minimum s'il est positif, et un mazximum
s'il est négatif,

Euler, dans ses Institutiones Calenls d%ﬁenliab’s 3

nore % A
n'indique qu’une seule condition, savoir, que D ct [
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soient de méme signe; Lagrange montra le premier
quelle wétait pas suffisante, et donna sur ce sujét
une théorie a laquelle il ne manquait plus que
Texamen du cas ot 2 = FD, discuté depuis par
M. Frangais (¥). !

Si les coefficiens du second ordre s'andantissaient en
méme temps que ceux du premier, il n’y aurait mazi-
i ol minimum quautant que’ les coefficiens du
troisicme ordre disparaitraient aussi, et que les termes
du quatritme formeraient une quantité dont le signe
ne dépendrait aucunement de «, c’est-a-dire, que le
polynome en , qui-monterait alors au 4¢ degré, étant
considéré comme une équation de ce degré, n’aurait
que des racines imaginaires ou des racines égales.

156. Pour exemple analytique, j’ai choisi la ques-
tion suivante, analogue a celle dun® ro3 : Partager la
quantilé a en trois parties, X,y, a —X—Y, telles
que le produit x™y"(a—x— y)P soit un maximum,

On a alovs

nz=x"y"(a —x—y),

%“: 2"y (g g P ma—inz—my—pz |
dx :
:—;T;::c"‘j"“(a—x—-j)"" { na—nx—ny—py}=o;

les facteurs ma—mz—my—px et na—nTx—ny-—pyr,
étant égalés a uéro;, fournissent les équations
mla—x—y)—pr=0, nl@a—z—y)—pr=20,
qui, par Iélimination de a—x — y, conduisent &

04 nx
mpy — npxr=o0, dout r=—

(*) Poyez le Traité in-fo, II¢ vol., page 631.
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et Pon trouve ensuite
ma pa

na Al
= mEatp Y=ttt p’ afx—y~m+n+p'

Pour savoir si ces valeurs appartiennent en effet a un
mazximum , on les substituera dans les expressions gé-
nérales de

du d*u d*u
E 2 am 3 ‘(Ty‘, 3

en faisant, pour abréger, m-+n--p=g, on trouvera
> ma\™! fra\"  /pa\PT!
bt (2 ©)
. P\ 7 %
1 mna (ma)""“(mz)"”‘ (pa)l‘_"
7 \¢ q i
ma\™ na\""' Fpa\P!
reemd () (0 (B
5 7 7 Vi
Les quantités D et F sont toutes deux négatives, et 'on
s’assurera sans peine qu’elles remplissent la condition
E*< DF, lorsque les exposans m, n, p sont positifs;
ainsi on a obtenu le maximum demandé.

157. Comme application géométrique, je prendrai
la détermination de la plus courte distance entre un
plan et un point donnés.

Soient z, g, z les coordonnées du plan, qui sont
les inconnues du probléme , z° ¥, 7’ celles du point

qui sont les donnces; la distance entre le point et
le plan sera exprimée par

H=VE— g e P e
qui devra étre considérée comme une fonction des deux
- variables = et y, & cause de la dépendance gu'établit
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entre celles-ci et ordonnée z, Iéquation du plan
donné. Si on la représente par z=dx+ By + D,
que Pon différentie u dans cette hypothése (136), on
awra dz = Adx + Bdy ; et supprimant les déno-

¥ du du
minateurs des valeursde — etde —, on trouvera
dx dy

zeap—t) d=o, y—y'+@E—F)B=o,

équations qui sont précisément celles de la perpen—
diculaire au plan donné.

§’il touche, au point dont les coordonnées sont
x, ¥, z, une surface courbe pour laquelle..
dz = pdz - ¢gdy, comme alors' 4=p, B-=¢q, les
équations ci-dessus deviendront celles de la normale
a cette surface (150).

De lapplication du Calcul différentiel auax
courbes a double courbure, et des surfaces
développables.

158. On sait (7748, 193) que deux équatious pri-
milives entre trois variables, se représentent par une
ligne considérée dans Vespace, tandis qu'une seule
équation entre trois variables appartient  une surface.
Lorsqu'on veut appliquer le Calcul différentiel aux
courbes & double ‘courbure, on peut les regarder
comme les limites de polygones dont trois cotés con—
sécutifs ne sauraient étre dans le méme plan. Le pro-
longement de 'un de ces cotés donne la tangente, de
méme que dans les courbes planes.

Ainst 1a tangente M7 de la courhe MX, fig. 39,
est la droite qui passe par les points dont les coor-
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donndes sont
z‘,_}’,z,‘ x+‘dx, Fy+dy, z-4dz;

¢t Von aura pour les équations de ses projections
sur les plans des zy et des zz,
dgrinty
&7 (2 —

; d
y—r=3 @ —a,

y dz .
z —z=d—r(a:—x) (T'rig. 179),

qui appartiennent évidemment aux lignes M'T" et
M"T", tangentes aux projections M'X" et M"X" de
la courbe proposée’ (68): Il ne reste plus qua mettre
dans ces équations, au licu des coordonnées y, z et de
leurs différentielles, les valeurs tirées des équations
des projections de la courbe proposée.

159. Deux tangentes consécutives TM et tm, déter—
minent le plan qui passe par deux cités conséentifs,
et qu’on nomme plan osculateur : on peut trouver son
équation en le regardant comme passant par trois
points consécutifs de Ia courbe proposée, Soit done

2 =dr'+By'+ D
son équation; il faudra qu’on ait d’abord
z=dx+ By + D,

puisqu’il doit contenir lepoint dont les coordonnées
sont ., y et z; et pour que les deux points suivans
s’y trouvent aussi, il faudra de plus que la différen-
tielle premitre et la différentielle seconde de son équa-
tion, aient lieu en méme temps gue celles des équa—
tions de la courbe proposée. :

On pourrait prendre une des différentielles dz , d ',
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ou dz pour constante (133) ; mais il sera plus symé-
trique de les traiter toutes comme variables en méme
temps, et il viendra

dz == 4dz 4+ Bdy,

diz= dd’x+ Bdy,
d’oui Yon tirera
dzd®y —dydiz
dzd*y — dydiz’

dxd’z — dzd*x

A = = s
dzd®y — d ydiz’

puis retranchant Péquation

2= Az + By + D,

2= Az’ + By'+ D,

.mettant ensuite pour 4 et B leurs valeurs, faisant
disparaitre les dénominateurs, et passant tous les
termes dans un seul membre, on trouvera

(=" —x) (dydiz—dzd? y) 4 (¥'— ) (dzd’z — dzd’z)
+ (3/—z) (dad®y — dyd’z) = o,
résultat remarquable par sa forme,

En y substituant, pour deux guelconques des trois
coordonnées z, 7, z, leurs valeurs tirées des équations
de Ja courbe proposée, on aura 'équation du plan os-
culateur, particularisée par la coordonnée restante.

Ici s’offre Poccasion de vérifier ce qu’on lit-a la fin
du n°132; car, si en regardant d’abord y et z comme
des foncuons de z, on fait

de

dy=pdz, A2y = gqda, d.,._pd.'r, d’z=g'dz,

et quensuite on suppose les trois variables fonctions
d’une quatriéme ¢, on aura par le n° 131,

d'y=gda* 4 pdiz, dz=q'dz*+p'd'z,
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valeurs dont la substitution dans Véquation du plan
osculateur, faisant disparaitre d°z, conduit au méme
résultat que si Pon eit fait do constant.

160. On observera en passant, que la différenticlle
de Varc de la courbe a pour expression

Vdx'dy*+ dz%

puisque c’est celle de la distance des points dont les
coordonnées respectives sont

Z,7,%, z4+dz, ya4dy, z4ds.

161. La série des tangentes d’une courbe & double
courbure, ou, ce qui revient au méme, la suite de ses
plans osculateurs , lorsqu’on les méne par des points
peu €loignés, forme un polytdre composé de plans
angulaires, accolés les uns aux autres par un coté
commun, et qui peuvent se ramener au méme plan ou
se développer, en les faisant tousner autcur de ce
¢bt6 . c’est ce que représente la figure 4o. Si, pour
plus de simplicité, 'on n’y considére en premier lieu
que les lignes tirées en plein, on verra bien comment
les cotés du polygone MM, M,Ms etc., prolongés
dans le méme sens, forment les angles

TM.T., T.MT., T.MTs, TsMiTy, etc:,

situés d’abord dans des plans différens, et qui se ra-
ménent sur un seul , en tournant autour des lignes

ML MG M e e ey
Considérant ensuite leurs prolongemens dans le sens
opposé , parties Gui sont ponctuées, et qui croisent la
direction des autres, en passant soit au-dessus, soit
au-dessous, on en voit naitre une scconde nappe du

F16. 4o
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polyédre, Jaquelle rencontre la premitre suivant les

cotés du polygone, qui devient ainsi une ligne de
rebroussement sur ce polyddre.

1L est bon d’observer que chaque cté de ce polygone
peut étre envisagé comme U'intersection de deux faces
contigués du polyedre’, et chacun de ses angles,
comme celle de trois faces consécutives du méme
polyédre. :

Cela posé, si 'on congoit que les points pris sur la
courbe proposée, pour former le polygone, se rappro-
chent de plus en plus, le polyddre tendra sans cesse
Vers un corps continu, qui en sera la limite, comme
les cylindres et les cones sont celles des prismes et
des pyramides; et sa 'ligne de rebroussement se chan-
gera dans la courbe proposée, qui est aussi nommeée
Varete de rebroussement de la surface formée par ses
tangentes : telle est Iorigine la plus simple des sur-
faces développables,, annoncées dans le n° 143.

Lorsqu’on a leggéquations de la courbe proposée,
celle dela surface de ses tangentes s'obtient facilement :
car, si dans les équations de la tangente ,

AR T el
Vil s Gl O
e dz ;
z — z =d_z($_x) (158),
on change z, 7,2, ena, g, y, afin de pouvoir sup-

primer les accens affectés aux coordonnées courantes
de cette droite, et qu’on représente par

=0 (e), 3_f=¢l(‘)a 7"_""""'(“): %:‘V(“)’

les équations des projections de la courbe proposée,
etleurs différentielles, en sorte que les équations de sa
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fangente deviennent

F— e @=10¢ @ (z—a (),

2= (@) = @ = —e &),
cette droite n’est plus particularisée que parla valeur
de «. Si donc on élimine «, ce qui est toujours pos—
sible quand les fonctions @ et -l sont connues; 1%6-
quation résultante en x, y et z, appartiendra a
Vensemble des tangentes de la courbe proposée, et
scra par conséquent Iéquation de la surface qu'elics
forment.

Il est évident qu’on pourra reconnaitre par cette
équation , si la courbe donnée est plane ou a double
courbure, puisque dans le premier cas, la surface
dont on vient de parler sera un plan, et dans le
second une surface courbe. ;

Quand les formes des fonctions ¢ et -, ne sont pas
données, I'élimination ne peut s’effectuer qu’en diffé~
rentiant, et I'on parvient alors au caractére général
des surfaces développables. Il faut d’abord observer
que Péquation (@), établissant une relation entre o,
J et e, fait voir que la derniére de ces quantités
est une fonction des deux autres : je différentie donc
sous ce point de vue, et successivement par rapport
i x et par rapporta y, les équations (a) et (5). Pour
abréger, je pose

5 = pdx 4 ¢gdy, :l‘: =] i 2
apres les réductions , il vient

Ple) + (x—a)a'0"(a),
(& — &) a"0"(a),
V(@) + (2= )& («),
(® == &) &" L (a) 5

W

0
1

iR
V&
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mettant alors dans les valeurs de p et de g, celles de
(x— @)« et de (x—e)a, tivées des deux premiéres
équations, p et ¢ prendront la forme

p="0(), g=*%(a),
@ et ¥ désignant des fonctions dépendantes de ¢ et

de ., et par conséquent arbitraires. Il résulte évi-
demment de 1a que

1)': w(q)5

= étant aussi unc fonction arbitraire comme les précé=

dentes.
Maintenant, si I’on fait, ainsi que dans len® 151,

dp = rdx 4 sdy, dg = sdz + udy,

qu’on différentie successivement par rapport a x et
par rapport i y, Véquation p== (), on obtiendra

pe= i (g)sh v s mig)s

et éliminant la fonction ='(¢), on aura enfin Uéqua~
tion différentiellc partielle du second ordre
rt—s*=—o,  ou (Kz_il’_z__ dl n_:o
EREATE da* dy* dzdy ;
qui exprime le caractere général des surfaces déve-
Joppables, découvert par Euler, mais sous une autre
forme.

11 faut d’abord rematiuer que l'équation (e) du
n° 152, se réduit au premier degré, lorsqu’on y fait
rt— s*=o, ce qui montre que les surfaces dévelop~
pables n’ont qu’une seule courbure, et qu'a propre-
ment parler, I'une des deux valeurs de d'devient infinie
dans ce cas. La ligne de courbure qui s’y rapporte,
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est précisément une des tangentes génératrices, celle
qui passe par le point que 'on considére.

Le plan qui touche la courbe & ce point, passe par
la méme droite, a tous les points de laquelle s’étend
le contact entre le plan et la surface proposée, comme
il est aisé de le voir, puisque ce plan n’est autre que
la limite de ceux qu’on meénerait par deux tangentes
consécutives.

Cette propriété, particuliere aux surfaces dévelop~
pables. et résultant de ce qu’elles sont composées de
lignes droites qui se coupent deux a deux, les distingue
de toutes les autres surfaces, sur lesquelles le contact
avec un plan n’a lien, en général , que dans un seul
point. g J

162. Mener une normale & une courbe considérée
dans l'espace, est un probléme indéterming; car il
existe un nombre infini de droites qui, passant par le
point donné, sont en méme temps perpendiculaires 4
la tangente : ensemble de ces droites farme un plan
perpendiculaive & cette tangente, et qui se nomme
plan normal. En donnant aux équations de la tan=
gente (158) la forme

y e : 4 dy .
H—i =g ), ey Gy,
on voit que I'équation du plan normal est
; dz : dy o
(x—x)a;-f-(y —-Jf)d—z-l-z—z:o (Trig. 182),
ou <

@ —2)dz 4 ('—7)dy + (F—2dz =0 (u).

Considérons maintenant le plan normal pour le
point conséeutif; il est évident quil coupera celni
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qu’on vient de déterminer, et que, sur cette intersec
tion; les coordonndes z', 57, z' n’auront pas varié,
quoique z soit devenu & 4- dx : on aura donc alors
(@ =)z £ (= )y 4 (— )z dsP=o (2),
en posant pour abréger,
dz® 4 d‘y“ 4 dzt = ds?,

et le systeme des équations (1) et (2) exprimera la
droite dont il s’agit. Si on le combine avec les équa-
tions de la courbe proposée , pour éliminer z, 7, etz,
il restera une seule équation , appartenant & la surface
qui est la limite des intersections successives des plans
normaux , comme la développée des courbes planes
est celle des intersections consécutives de leurs nor-
males (80). ;

Cette surface est évidemment développable; car,
ainsi quecelle des tangentes, elle est composée de
lignes droiteg qui se coupent deux a deux , puisque, si
I’on substitue un polygone-a la courbe proposée, I'in~
tersection du premier plan normal avec le second, et
celle du second avec le troisieme , seront toutes deux.
dansle second, et ainsi de proche en proche.

Cest ce que Vanalyse prouve aussi; car si 'on change
2 en « comme dans le n® précédent, qu'on fasse:d
constant, et qu'on supprime les accens, les équa-
tions (1) et (2) deviendront

r—e4-[r—0 (9]¢ (@ + =A@V (& =o (1),
[r—¢ @))¢" (@) + [=— ()] " (M)}
— 1= /(@) — (%)

—0 %27}

la seconde étant la différentielle de la premitre par
rapport 4 e, montre qu'on peut différentier celle-ci
par rapport a et y, sans faire vavier «, puisque les
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“termes qui résulteraient de cette fonction, seraient

nuls en vertu de la seconde équation. La premidre
donnera donc seulement

14 plile) =0, ¢ + gde)=o,
d’ott il faut conclure, comme dans le n° cité, que
p==(g (.
163. Nous sommes maintenant en état de déter—
miner les courbures, ou flexions d’une courbe a

* Si, dans I’équation (17), on fait
2t e (@) + 4 (@) V(a) = m,
ce qui rendra « fonction de m, on pourra poser

¢ (2) =—®(m), L (2) = — ¥(m),
etil viendra
T+ y2(m) + ¥ (m) =m (1%,
7O m) + ¥ m) = 1 (o),

Ces dquations, qui dérivent de celle du plan, x—~ Ay 4~ Bz—=m
dan'S. laquelle on a rendun deux des constantes, fonctions de IZ.I
troisitme, appartiennent 4 Ia suite des intersections d’un plan as-
sujetti & se mouvoir d’une manidre guelconque dans Pespace : tel
est 'énoncé le plus concis de Ia formation des sarfaces dévelo
pables. 7
En joignant aux équations (1) et (2%) la différenticlle de la
deuxitme, prise senlement par T4ppOrt & wz, afin de passer au point
commun i deux intersections successives des plans générateurs
on aura pour ce point, :

y 2" (m) + 2¥" (m) = o 37;

et si Pon élimine m entre les ¢équations (1), (2") et (3"), on obtien-
dra l’aréte' de rebroussement de Ja surface de’vcloppah]e’(zﬁx).

La faxpll]e des surfaces développables ne renferme Pas toutes
celles qui sont engendrées par Ie monvement d’une ligne droite ; il
y aenoutre les surfaces gauches on réglées : woyez, sur ce snj’et
le Teaité in-fo, 1, I, page Go6, et t. 111, page 666, ;

Cale. diff., 5¢ édition. 16
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double courbure. La premitre, celle qui subsisterait -

encore quand on deévelopperait la surface des tan-
gentes ou des plans osculateurs, est celle du eercle
qui est la limite de tous les cercles passant par trois
points consécutifs de cette courbe, et contenu par
conséquent dans le plan osculateur. Sen centre , qui
est évidemment Vintersection de ce plan avee les deux
plans normaunx consécutifs, sera donné en joignant
I'équation du plan osculateur (169), au systéme des
équations (1) et (2) du n° précédent.

Au moyen de ces équations, on déterminera les
valeurs de

T 2l P W8 s

pour les substituer dans 'expression

VE—ar+ o'—or + =25

i sera celle du rayon cherché, queje représenterai
par u.
Si 'on pose d’abord pour abréger

ded'y — dyd'z =
dzd’x — dad’z =Y,
dyd’z — dzd’y = X,

en indiquant chacune de ces expressions par la lettre

qui ne s’y trouve point, I'équation du plan oscula~

teur (150) deviendra

X(@—2) -+ Y(y'— ) + Z (—2) = o

et en fa combinant avec celle du premier plan nor~
mal (n° précédent), on en tirera d’abord les valeurs
dex'—a et de y'— y en z'~—z, /qu’on mettra dans
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Véquation du second plan normal , qui donnera

’ (Xdy—Ydz)ds*

Z—Z = —'_—‘D_—_‘“’

D = (Vdz — Zdy)d*z 4 (Zdx — Xdz)d*y
: + (Xd y—TYdz)d*z,
puis
z7 - T = ——(de _I)de)d:,,
: (Zdz = Xdz)ds*
R e

. et substitnant ces valeurs dans Vexpression de u?, on

trouvera

[(Xd_y—— Ydzx)~-(Z dx—Xdz) 1 (Ydz—Zdy)?]dst
ViR e

Cela fait, on s’assurera aisément que
Xdx 4+ ¥Ydy 4 Zdz = o,

et en ajoutant le quarré de cette expression au premier
facteur du numérateur de u?, on aura

A (X ¥ 2
e e
On verra aussi, en développant la valeur de D, qu’elle
se réduitd X*- i - Z°: on obtiendra donc pour
dernier résultat,

ds®

w= m BT

(*) Silon faisait constante la différentielle ds, ce qui donnerait
dsdas=daxd?z 4 dyd2y 4 dzd2z =0,
16.,
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L’intersection des deux plans normaux conséeutifs,
¢tant perpendiculaire au plan du cercle qui passe par
les trois points pris sur la ‘courbe proposée, en est
I'axe, et chacun de ses points peut serviv a décrire le
cercle, en prenant pour rayon la distance de ce pointa
ceux du cercle; mais parmi tous ces rayons, on
distingue, sous le nom de rayon de courbure absolu,
celui qui est dans le plan méme du cercle, et que
nous venons de trouver. “

Les valeurs de 2, 7, 2* feront connaitre la position
du centre de courbure; et en éliminant ®, yetz, on
obtiendra les équations de la courbe formée par

tous ces centres; mais cette courbe n’est point la dé- -

veloppée de la proposée, lorsque celle-ci n’est pas
plane (¥).

La formule préeédente , donnant comme cas parti-
culier, la courbure de Vintersection d’une surface et
d’un plan quelconque, se rattache 4 ce qu’on a vu
sur la courbure des surfaces (151). Je me bornerai ici
au cas ou le plan coupant passe par la normale 4 la
surface proposée; je preéndrai le plan tangent pour

et qu'on ajoutat le quarré de la dernitre expression, au dévelop-
pementde X2 4 Fa--Z2, on trouverait, aprés des réductions
faciles & apercevoir,
dsé
U e |
diaz 4~ days -+ doz2

En supprimant tout ce qui appartient & Ia troisitme coordon=
née z, on aurait

it A Plohg gl oo 0
YT ey T V&zrdigs

formule & joindre aux expressions de v, dans le n® 130.
(*) Foyez pages 625 et 630 du Ier vol. du Traitd in-4e.
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celui des xy, et pour origine des coordonnées le point
oi Von cherche la courbure. Dans cette hypothese,
dz=o0 et d®y =0, 4 cause que le plan coupant
étant perpendiculaire sur le plan tangent, Iintersec-
tion du premier avec la surface, s projétte en ligne
droite sur le second. 11 résulte de Ia

Z=o0, Y=r—dzdz, X=dyd’z, ds'=dz*+dy",
SR (e U

vd’z? ’

mais si Pon pose en général de=pda+-¢dy, onen
déduira

&’z = d(pdz + gdy) = dpdx 4 dgdy
= (r 4 257 - tm*)da?,

suivant la notation du n® 151, oit dy=mdx; et de la

ol 1 -1
U T N e m————
r-=asm 4 tm*

Cette expression, dépendant de m, change de valeur
avee la direction du plan coupant, et peut, en consé-
quence, étre susceptible de mazximum ou de minimun.
En égalant A zéro sa différenticlle relative a m, on
trouve :

(r=4-2sm < tm*)m — (14-m?) (s 4 tm) = o,
ce gui se réduit a y
sm® 4 (r—t)m —s=o;

ainsi les valeurs de 7 sont ici les mémes quaun®15i.

Comme elles appartiennent a deux directions perpen-
diculaives, onpeut faire passer les plans des xz et des 3z
par ces deux directions; I'une des valeurs de m sera
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nulle et Vautre infinie, ce qui suppose s=o dans
I'équation précédente. Alors ona
2
e 14m ;
r 4 m?

U=

: L e
expression qui donne — et — pour les rayons de cour-

bure correspondans : c’est aussi ce qui résulte de Vé-
quation (e), page 223, lorsqu'on y fait p=o, g=o0
et s=o0. 2

Les autres rayons de courbure se déduisent de
ceux-1a, en posant m = tangv, ¢ désignant un 'zmgl‘e
quelconque. En substituant & m, sa valeur Z?T:"

on obtient

cosv?~-sing? 1
¥ = Tcosv’ + tsing® ~ rcosy® 4 tsin v*’
I 13 H 2
et —==rcos¢* <} tsin v
u

Si Yon change ici P'angle ¢ dans son complément
19—y, et uenu, il en résultera

[ =

: e 1 :
. = rsiny* 4 tcosv®; d'olr Pon conclura

&

I I
=141,
u U

ce qui fait voir que la somme des quantités inverses
des rayons u, est constante pour les directions qui sont
a angle droit (¥).

(*) Les considérations ci-dessus rentrent dans celles qu’Euler,
premier auteur de cotic belle théorie, a mises en wsage; et on
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164. La seconde courbure;, on la seconde flexion des
courbes qui ne sont pas planes, est la) courbure des
surfaces développables formées par leurs tangentes, ct
indiquée parles angles compris entre les plans oscula—
teurs, comme leur premiére flexion Vest par les angles
compris entre leurs tangentes. Or, les droites qui sont
les intersections des plans normaux, étant perpen—
diculaires aux plans osculateurs, comprennent entre
elles le méme angle que ces derniers ; de plus, comme
elles forment, par leurs rencontres, Uaréte de rebrous-
sement de la surface des plans normaux , elles sout
aussi les tangentes de cette aréte, quifont, par consé=
quent, entre elles des angles égaux & ceux des plans
osculateurs correspondans : ainsi la. seconde flexion de
‘a courbe proposée est égale i la premitre flexion de
Laréie de rebroussement des plans normauz. Cette ye—
lation remarquée par Fourier, est réciproque entre

voit comme ses rdsultats saccordent avec ceux que Monge a
obtenus, en suivant une marche toute différente, qui lui a fait re-
connaitre les points singuliers qu'il a nommés ombilics , dans les-
quels le nombre des lignes de courbure devient infini { note de la
page 222). M, Poisson a découvert d’antres points ol « la direction
» deslignes de conrbure n’est pas indéterminée, maisleur nombre est
» plus grand que deux : il peut étre quatre ou six, ou tout autre
» nombre pair, et le rayon de courbure d’une section normale
»est susceptible de plusicurs maxima et minima, dont le noni-
» bre est tonjours égal & celni des'lignes de courbure.» II donne
pour exemple Péquation polaire = = u’sin nf, dans laquelle

u —V %3~ y3,sin § :'Z, ct dont le cas le plus simple, celui oit
n=1, est z =g}/ 23 2. Iei p et g sont véritablement nuls,
. 5 5 . o .
tandis que r, s, £, qui se présentent sous la forme —, dépendent
o0

du rapport de y A a. (Journal de (Lcole Polytechnique,
XXIe cahier, page 205.)
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les deux courbes, puisque les tangentes de la proposée
comprennent évidemment entre elles des angles égaux
4 ceux que forment ses plans normaux, qui sont les
plans osculateurs de l'avéte de rebroussement de la
surface développable qu’ils composent.

Ce serait ici le lieu de parler des points singuliers
que peuvent présenter les courbes a double courbure ;
mais cette discussion me ménerait trop loin; je me
contenterai de faire observer que, d’apres ce qui pré-
céde, elles sont susceptibles de deux sortes d'in-
flexions : I'une qui se rapporte & leur premiére cour-
bure, se manifeste comme dans les courbes planes,
par le changement de signe de leur rayon de courbure
absolu ; Vautre, par celui du rayon de courbure de
Ta surface de leurs tangentes, ou de l'avéte de rebrous-
sement defla surface de leurs plans normanx.

TRAITE ELEMENTAIRE

CALCUL DIFFERENTIEL
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CALCUL INTEGRAL.

SECONDE PARTIE.

CALCUL INTEGRAL.

De Ulintégration des jfonctions rationnelles
d'une seule variable.

165. Le Caleul intégral est Vinverse du Calcub
différentiel; il a pour but de remonter des coefliciens
différentiels aux fonctions dont ils dérivent. L’expo-
sition des principes de ce Galcul présente des divisions
analogues a celles qu’offre le Calcul différentiel. I1
peut arriver que la composition des coefficiens diffé-
rentiels de la fonction cherchée, soit donnée immédia-
tement par les variables indépendantes, ou qu’on ait
seulement une équation entre quelques-uns de ces
co‘efﬁciens et une ou plusieurs des variables : le pre-
mier cas étant le plus simple, ¢’est celui qu’il convient
de traiter d’abord.
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Lorsque le coeflicient différentiel du premier orde
d’une fonction de z, cst donné en z,ona

%:X, ou dy=Xdx:
Ia fonction cherchée est donc celle dont la différenticlle
¢est Xdx, et on Uindique comme ci-dessous :
i .4
la caractéristique f étant Pinverse de la caractéristique
d, de sorte que fdu=1u, et dfXdr = Xd= (-

Cela posé, les diverses formes que peutavoir la fonc-.

tion donnée X se classent ainsi qu’il suit :
Fonctions rationnelles,

Ax" ++ Bz 4 Cx? 4 ..., = U,
Ax™ 4 Bz + Cx? 4+ ...
To B+ O e

Fonetions irrationnelles

Il

U
7

m
g
Fonctions transcendantes ;

(U, 17), U, sin Py, etc.

(*) Teux qui ont éerit les premiers sur le Calenl intégral, ont
employé la letire f comme Dinitiale du mot Jomme, parce que,
suivant les idées de Leibnitz, les difféventielles représentant les
accroissermens infiniment petits des variables (6), il s'ensuit quune
variable queleonque estla somme dunombre infini d’aceroissemens
qu’elle a recus depuis son origine jusqu’an moment okt on la con-
sidére; et ¢’est pour cela qulon 4 donné 2 la fonction que j’ai ap-
pelde primitive, le nom dIntégrale, comme étant le résultat de
Pagrégation de toutes les différentielles : on verra plus loin (236)
quelle est, en toute rigueur , la limite de leurs sommes : ces
dénominations étant bicn entendues, on peat se servic indifféren-
ment de Pune on de Pautre.
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166, On voit d’abord que pour effectuer Vintégra-

tion, il faut renverser les régles qui ontservi a diffé—
rentier; or, par la premiére de ces regles, ona

d(u+ v—w):du.—|— dv — dswe (10),

et sion intégre le premier membre, en y supprimant
la caractéristique d, on trouve
ud v —w = f(du 4 dv — dw),

ce qui revient &

Sdu+ fdv — fdw = f(du 4+ dv — dw) (165},
d’out il résulte que g
f(Pdzx 4 Qdz — Rdx) = [Pdz + [Qdx — [Rdx,
cest-d~dire que Zintégrale de la somme de plusieurs
fonetions différentielles, est égale a la somme des in-
tégrales de chacune de ces fonctions.

Deméme, d.qu=—adu (11) donne au= fadu, et
par conséquent fadu=afdu, d’ou faXdx = czfXd‘x:
ainsi Von pent faire sortir du signe [ le coefficient
constanta, ou U’y faire entrer, observation importante
pour la suite.

167. Cela posé, on a par len® 13, d.z"=na""'dz;
en passant aux intégrales, on en d éduit z"=nf2"'dz,

3
d’ont fx""dx:‘t—, et changeant nenn 41, on
= :
xﬂ-{—l
n— it
cest-a-dire, que pourintégrer la différentielle monome
x*dx, il faut augmenter Uexposant de la wariable
d'une unité, puis diviser par le nouvel exposant et
par dx. fis

De plus, snivant la remarque du n° 7, la d.lffereu—

tielle de X+ 4 étant la méme que celle de X, il faut,

obtient fz"dxz =
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a toutes les intégrales, ajouter une constante qui de~
meure arbitraire : ainsi lorsque

axntt

n-x ik

dy = az"dz, ona y=

168. Avant d’aller plus loin, il est & propos d'exa-
miner un cas particulier, dans lequel la régle ci-dessus
est en défaut ; c’est celui ot 7 —=—1. 11 vient alors

azx® a
y=——=+4= 5+
mais si 'on fait attention que
dy =er'dei= %r = ad.lz (29),

on reconnaitra bientdt que

y=azx 44,
et que P'exception que présente ici la régle du n° preé=
cédent, tient Pimpossibilité d’exprimer la transcen~
dante 1z en un nombre fini de termes algébriques.

Néanmoins, unsimple changement de forme dans la
constante 4, suflit pour rattacher ce cas particulier a
B : T a
la formule générale ; car si Pon éerit — i + 4
n41
au lien de 4, ce qui est permis, puisque cette cons-
tante est arbitraire, la formule génerale est alors
axr"ti—gq
= 4
7 ik T
et devient 2 quand n==—1; mais si Fon y applique
le procédé dun® g5, en prenant n pour variable, on
obtiendra la yraie valeur

Yy =ualx 4 4

la méme que ci-dessus
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16g. L’expression

dy = azmdx 4 bz"dx — caPdz......

qui représente une différentielle rationnelle et entiére,
quelconque d’ailleurs, conduit &
axmtt b+t cxP+
J.:m-{-l n+1_p+1”
«d’aprés les régles desn°® 166 et 167.
Je n’ajoute qu’une constante arbitraire ; car il est
aisé de voir que si 'on en ajoutait une pour chaque

monome, elles n’équivaudraient toutes ensemble qu’a
une seule, qui serait égale & leur somme.

g

170. Si lon avait dy = (ax -}-b)"dx, on déve-
lopperait la puissance indiquée, et Von intégrerait
chaque monome qui résulterait de cette opération ;
mais il est bon d’observer qu’on peut arriver au ré-
sultat sans effectuer le développement. Il suffit de faire

—b

z dz ¢
iy i 2=—"—"—, dor=—=; dubsti-
ax +4- b=z, ce qui donne ) =

z"dz
tuant dans Pexpression de djy, on trouve dy = =

Zmt
a(m 1)
sa valeur, on aura donc, lorsque

(a.’L‘ -+ b)m-H
= a(m 1)

Pour dy = (az" 4 b)"z""'dzx, la transformation
réussit encore; car en posant ax"4-b=z, il en ré-
sulte nax*~'dr=dz, d'ou

ct par conséquent y = -+ 4. Mettant pour z

dy = (ax 4 b)"dx,

1
g dz o 27dz S e
! d.r_.na, dy= —— et y_na(m_,_‘)

i,
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ce qui donne, lorsque
(az™ - b)=*
na(m—{_-—x)—
191. Je passe aux fonctions fractionnaires, et pour
commencer par le cas le plus simple, je suppose qu’on

dyi==lazt > b)rzr=1dny =

+ 4.

s ex™dx :
aitdy =R En faisant ax 4 b =z, on trouve
z2—10 dz
X = 3 dx =— 9
a a

et par conséquent

«(z — O)™dz
dr=—

développant la puissance (z— 4)", multipliant le ré-
sultat par dz, et divisant aprés par z", on aura une suite
de monomes a intégrer.

Prenons pour exemple le cas ou m=3 et n=2;
il viendra

L
dyp=tE 2 0 %[zdz——dez+3b’z“dz—b3z‘"dz]:

en appliquant & chacun de ces monomes la régle géné-
rale (167) , il en résultera

e %[‘; S pe b a»‘z—r] + 4.

On remettra ensuite pour z sa valeur, et l'on aura
enfin, lorsque
=i ex’dx
V= o b

T %
J‘.:B[{ (a.z‘-—f—b)‘-—3b(a:t+b)-{-szl(a:ﬂ-l-b)-*-mzj'*‘/i-
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On construirait sans peine la formule générale ; et
si 'on avait
dre ax"dx 4 gaPdr - yxidle. ... oo -
(ax + )" i

on P'éerivait comme il suit :

axtdx pardzx yaidx
(az+ 0" @t on @k or
puis on opérerait sur chaque terme en particulier,
comme je viens de le faire sur le premier.

d ==

172. Les différentielles fractionnaires et rationnelles
sont en général de la forme

(Ax™ 4= Ba" 4 CxP. ... )dx
A B O, ’
Udx

V
d’abord observer que Pexposant de  dans le numéra-
teur peut étre supposé moindre que dans le dénomina-
teur; car si cela n’était pas, en divisant U.par 7, et
nommant Q le quotient de cette division et A le reste,

i vatUdD Rdz R ;
il viendrait | T:dex +f—7; mais () étant

une fonction rationnelle et entitre, [Qdx s’obtien—
drait par 'application immédiate de la régle du n° 167,
Rdx

7
quelle la fonction A est, par rapport & z, d'un degré
moins élevé que la fonction 7. La forme la plus

que, pour abréger, je représenterai par . 11 faut

et il ne resterait plus & trouver que dans la-

i @ V e
geéndrale que puisse avoir la fraction — , sera done

v

(42" 4= Bz 2 o= Cx*—3, . .+ T)dz
il Alxn——1+ Bt Clap =3 .+T’ &
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La méthode générale pour intégrer les différentielles
exprimées par des fractions rationnelles, consiste a
les décomposer gn d’autres dont les dénominateurs
soient plus simples, quon désigne sous le nom de
fractions partielies, et qu'on obtient comme il suit.
En dgalant & zéro le dénominateur de la fraction
proposée, on formera I'équation
C e S e S e o =0,
et concevant quon ait déterminé les diverses racines de
cette équation , on les représentera par
’ " i
a, a, a, a, etf:.,
en supposant qu’elles soient toutes inégales ; par ce
moyen, le premier membre de Véquation ci-dessus, ou
le dénominateur de la fraction proposée,, sera mis sous
la forme d’un produit de n facteurs

zr—a, x—a, z—a', z—ad’, etc

Cela fait, on regardera la fraction proposée comme
la somme des fractions

Ndz N'dz N'dz

T 7y o~y bl

z—a =z—d’ xz—a
ayant pour dénominateurs les facteurs du dénomina-
teur de la proposée, et pour numérateurs des cons-

tantes indéterminées.
Je suppose, pour fixer lesidées, que la différentielle

A intégrer soit
(4z*+ Bz + C)di
T Az 4 Bx+4C’
et qu'on ait trouvé

24 A+ Bx+ C=(x—a) (x—a') (z—a").
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En réduisant an méme dénominatenr les fractions §
Ndz N'dx Nz

z—a x—a g’

et les ajoutant, il viendra

Ne—d)@—a)+N(z—a) @—a")4+-N"(z—a) (x— a')
—d

(#—a) (x—a’) (x—a")

le denommaleul sera le meme que celui de la
posee, et le numerateur sera necessairement
onction du de; 1 a {0} a
{ t du d gre nférieur celui da dén minat

cest-d~dire du second d ]
e nd, degré. En développant,

pro-

une
eur,
on a

NN Ny 2 [ Na' by o N \
{ (VAN N"z*—[ N(a'+-a") - N (at-aY £ V' (ab )]

FNda' 4 Naa' 4 IV "aa’}da.

fe;te fonetion étant comparée avee le numérateur d
. = . : £
a lraction proposce , donne les trois équations
N+ N+ N — 7,
— Nd +a") — Nat-a) — Nak oy
Na'a"+ N'aa" 4~ N'aa' = ¢, -
qui-ne sont que du premier degré
qui > y €, par. r
indéterminges IV, V', N". il
Pour les résoudvre, il suffit de multiplier la premié
par @, la seconde par a, et'd’ajouter les . ’:‘I’C.'e
: 30 roduits
avec la troisitme; on trouve de cette maniérep
i 2
da*+ Ba 4 .C = N[a* — (@ +a") a4 a'a"]
=Na—d)(@—a),
d’apres les loj iti
s de la composition des & i
béeciss P €quations, et par
N Aa® -l/— Ba-+ C
_ (@—d) (@ —a"’
Cale, intégr,, 5¢ ddition. :
i

’
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ou le numérateur est ce que devient celui de la fraction

proposée, quand on y change x en a, et le dénomina-

teur, le produit des différences entre la racine a_et

toutes les autres. :
Suivant cette loi, on aura, sans caleul,

oo Add? - Ba 4+ C y_ Ad"*4 Ba"4C

e Py B ey e

et il ne serait pas difficile de s'assurer qu’elle convient
au cas général; mais nous y parviendrons bientot en-
core plus facilement:

Cela posé, puisque

(42 4= Bz 4 C)dx __ Ndz |, N'dz , N'dx
- At B+ C x—a  x—d ' z—a'
P
on fera d’abord x— a=z, etl’on aura Al = i 3
c x—a z
dont Uintégrale est NVlz, on NI (x—a). On trouvera
de méme que

Nides, s 4 N'"dx i
oy gy — N il i 11
7_1\](:{' a’y, ‘/‘x a”_Nl(x a");

et par conséquent &
(dz* + Bz + C)de

B e A2 B'x 4 C

= Nl (z—=a) 4Nl (z —a') + N "l (x —a") 5= const.
= 1[(;1:'*——:1)‘:v (x— zz')Zv (x— a”)N 1+ const.

173. Lintégration des fractions rationnelles n'2
donc aucune difficulté, lorsqu'elles sont décomposées
comine on' vient de le voir, en fractions partiellés,
dont les dénominateurs sont des binomes du premier
degré; mais cette forme n'est possible que pour les
facteurs qui sont simples dans le dénominateur de la
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fraction proposée. En effet, la supposition de o'—=a,
dans l’exemple du n° précédent, rend infinies les
valeurs de IV et de V', et cela tient & ce que, dans
Vensemble des fractions partielles

N N NN

r—a ' x—a x—a ’

la somme des indéterminées V4 N’ se comportant
comme une seule, il ne s'en trouve plus un nombre
suffisant. i
On obvie a cet inconvénient, en substituant a ces
deux fractions, qui n’en font plus quune, la sui-
vaute ¢
3 (Vx4 N dax
T @—ar
eten la réduisant au méme dénominateur avee la der—
ISR A .
nigre, ———;, on obtient encore un nombre d’équa-

tions égal & celui des inconnues V', N/ et N

L’intégration de la nouvelle fraction n’offre d’ail-
leurs aucune difficulté, puisqu’en faisant z —q — z,
on retombe sur des monomes , comme dans le dernier
exemple du n® 171, dont celui-ci n’est qu’un cas par-
ticulier. #

En général, si le dénominateur 7 de la fraction
proposée contenait le facteur (z — a)™, il faudrait

prendre pour ce facteur, une fraction partielle de la
forme

(NP~ Noz™= o Nz™=3 ., o N, )de

(L a)® 1

qn’on i_ntégremit en posant

Tema=z, dou z =a 4z, dr=dsz;

1054,
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car le résultat de cette substitution, étant de la forme

M+ Mz M2...+ M, _z"")dz

m 3

z

. revient a

Md Mdz M. M _2d
T L (PN

Zn

Il montre en méme temps qu’on peut substituer i la
premiére fraction, les suivantes

Mdx M,dx M, dx My _idz

E—aF ' @—a  E—ar T a—e

)

dont les numérateurs sont des constantes, et qui s'in-
tégrent aussi par le procédé du n® 171.

174. Cette derniére forme et celle qui répond aux
facteurs inégaux (172), sontles plus simples dans Tes-
quelles on puisse décomposer les fractions rationnelles
a intégrer, et donnent lieu 4 une opération subsidiaire
qui se divise en deux parties. La premiére, qui con-
siste & déterminer les facteurs du dénominateur 7, dé-
pend, comme nous Vavons déja dit, de la résolution
de Véquation #'= o (172); la seconde partie, qui est
la détermination des numérateurs des fractions par-
tielles, &effectue par plusieurs procédés, dont voici
Ie plus ¢lénientaire.

Ayant mis & part un facteur simple x — @ du déno-
minateur, on pose

U N y 24
=(x—a et =——=——4—
V=@—aQ e p=_—"+5,
P étant une fonction de z, provenant de la réduction
au méme dénominateur de toutes les fractions autres
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S

jue
el

conséquent une fonction entiére par rapport & x. Mais
en réduisant au méme dénominateur les denx mem—
bres de la derniére équation posée ci-dessus, on aura

qui entrent dans la proposée ; ce sera par

U=NQ-+@—aP, doy PP —=NO.

g = w :
et puisque P est une fonction entiére de z, il faundra
que U—NQ soit divisible par z—a, ce qui ne peat
avoir lieu, & moins que, suivant le théoréme fonda—
mental de la composition des €quations, le polynome
U~ NQ ne s’évanouisse lorsqu’on Yy change x en a.

Si donc on. désigne par u et par g ce que deviennent
Uet Q, aprés cette substitution qui ne change rien a
NN, puisque c’est une constante, on aura

w— Ng=o, et N:E,
g
expression dont la valeur sera toujours finie; car son
numérateur et son dénominateur ne sauraient devenir
nuls, puisque la fraction étant réduite 4 sa plus simple
expression, le facteur z — a ne fera point partie
de U, et n'entrera pas non plus dans Q, puisqu’il
e se trouve qu'une fois dans 77 : il sera donc tou—
Jours possible d’obtenir la fraction partielle corres--
pondante & un facteur de cette sorte,
SiVon met au lieu de U ce quil représente (172), et
qu'on obserye que v ;

Q' = (x~a) (x—a") & kY a”) etc.A;

on obtient

Ne L [ [}a""‘—l— Carz3ii T

2 % HR=a) (a=a)) (a—a") etc. ’
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expression qui rentre dans la loi annoncée plus haut
(172)-

175. Voyons maintenant comment on peut trouver

les nimérateurs des fractions partielles qui répondent
aux facteurs égaux. Soit =0 (x —a)™; posons

U N N, N Nider s P
P a—ar— T @—a Tz—a ' Q

(173), forme que la détermination des inconnues va
justifier. En réduisant au méme dénominateur, il
viendra

U= Q[N—i-.-i\’ (@—a) - Ni(@—a) . 4Ny y(z==a)" =] P(x—a)",
_U— Q[N-EN;(z=—=a)+Ny(z—a). s N (m=a)m] e

()"

et comme P doit étre une fonction entiere, il faudra
que le numérateur de son expression soit divisible m
fois de suite par £ — a : ce numérateur s'évanouira
done ‘lorsquon y changera # ena. On voit dabord
qu’il se réduit dans'ce eas & U'— QN; mais pour que
U-=QN soit divisible’ par ' —a, il faut, en con-
servant les mémes dénominations que dans le n® pré-

cédent, quon ait u—glN=o0 ou N= g

Cette valeur changera U—~ QN en U— g Lo
qui, se divisant alors par z—a, sera de la forme
U,(x—a), U, désignant le quotient; et la suppression
du facteur z— a, dansles deux termes de P, donnera

U= QI FNaz =)/ - N )32

P= (x s a)"‘—‘

Maintenant pour obteniy IN,, on fera x =a, et en
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wommant u; ce quesdevient, Uy, par le change-
ment de z en @, onaura u, — gIV,==0, ou N,= Lo

Mettantensuiteau lieu de N sa valeur dans U, = QN,,
il en résultera la (luan“ti"t;' U, — 1:;—' Q , qui , s’évanouis-
sant lorsque x =a , sera divisible par x—a, et
par conséquent P se réduira i e

Uy— Q[N+ Ny(z—a) e N (22— a)" ]

Cr, — a)m—z & Z

P=

U, représentanﬂe quotient dela divisionde U, ——%: Q
par z—a, En continuant la 1péme notation ; on trou-
vera encore u, — gIN, = 6‘, d’ou NV, = 12’,‘ ef ainsi des
autres, sans tomber jamais sur des valeurs infinies.

176. Le Calcul differentiel facilite beaucoup les
opérations précédentes. En effet, si T’on différentie
successivement 7z — 1 fois I’équation

U=Q[N+Ni(xr—a)+N(z—aP.c.iiiiiii..
+ Noos(z—a)"~'] 4 Pl —a)™, |

et quion fasse ensuite z —a, dans cette équation
et dans celles quon en aura déduites, il viendra

U=NQ,
d U=NdQ + N,Qdz,
LU=NAQ+2N,dQdz +2N,Qda?
BU=NA*Q + 3N, d*Qdx 4-6N,d Qdz? 4 6NsQd=?,

etc.;

€équations qui déterminent chacune des inconnues IV,
Ny, N., etc., par celles qui la précédent; bien en—
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tendu qu’apres les différentiations,, il faudra changer »
ena (%),

La valeur de g se trouve aussi par la différen-
tiation. En poussant, jusqu’a ordre m ; celle de U'é~
quation /= Q(z—a)", et faisant ensuite z==a,
le vésultat se réduit & d"PE=m(m—r1)...2.1Qdz"

5 5% dr
e ke T.2a indx’
valeur particuli¢re désignée par g.

On_ passe ensuite ‘aux différentielles de Q, re-
latives 4 # =a, en prenant successivement celles de
Pordre m-1, m-ta, ctc., de I'équation F=Q(z—a)";
caril est aisé de voir, d’aprés la remarque du n° &7,
quesidans (ce cas, d"HF = d"H, Oz — a), par
exemple, se réduit & (m 4 D)m...2.1dQdz". 11
suit de'1d, qu’on pourra exprimer les: indéterminées
N, ,Nay N3, ete.y a Vaide des différentielles du nuié-
rateur U et de celles du dénominateur 7 de la fraction
proposée (¥¥). ; '

Q ayant alors la

(7). i 'on mettait la premiére équation de cet artiele j sous la
forme

-%=1V+IV. (x —a) 4+ Na (x—a).....
P
= Vonles (2 — @)=t o -()-(::—a}m,
quon en prit alors les différentielles successives, et qu'on y fit
ensuite x==a, on obtiendrait les valeurs immédiates des quan=
titds IV, IV, IV, cete.

(**) Foyezle Traité in-je, t. I, page 19; voy. aussi, dansles Aota
Acad.Petropolitance, an. 1980, pars 14,p. 32, comment Euler,
au moyen d’an développement analogue i celui de u’ dans len® ga,
détermine les nuniérateurs des fractions partielles , lesquels sont les

lep 4 iy 3 u
coefficicns des puissances négatives de %, quand on change P en b
i ; )

&
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177. Le fond du caleul ne changerait pas, quand
méme quelques-unes des racines a, a', a’, etc. ne se-
raicnt pas réelles; les imaginaires qui s’introduivaient
alors dans les numérateurs des fractions partielles,
disparaitraient par des réductions au méme dénomi-
nateur; mais il est peut-étre plus simple d’éviter ces
formes, en ne décomposant le dénomindteur 7~ qu’en
facteurs réels, ce qui est toujours possible, parce que
les facteurs imaginaires d'un polynome quelconque,
se groupent deux & deux en facteurs réels du se-
cond degré. (Complément des Elémens d Algebre.)
Ces facteurs peuvent en général élre représentés
par
It — 2% & - £*;

ct pour obtenir les fractions partielles correspondantes,
il ne faut que modifier trés peu les procédeés des
n® 194 et 195. ;
Dans e cas d’un facteur simple, on pose
s Mz + N P

—7_-':“—2¢z+a“+,8“+6’
d’olt Von tire
U=QMz + N) + P(z* — 202 + ot £,
T 20X +¢“+E'

et raisonnant comme dans le n% 174, puisque P doit
toujours tre une fonction entiére de x, il faut que
la quantité " U — Q(Mz + ) soit divisible par
Z*— 24z |- o* 4 £* : elle doit donc renfermer an
nombre de ses facteurs, ceux de ce polynome, ets’¢-
vanouir par conséquent dans les ménfes circonstances.
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Mais les racines de' @* — 2wz 4 «* 4 f*== o sont

= a g AV =5, 2=e—pY —I,
valeurs qui, substitudes successivement dans. .....
U— Q(Mzx -~ IN), doivent faire évanouir cette
quantité. Soient donc ut=u'y/—1 et gz=g’ V—1

ce que deviennent U et Q, aprés cette substitution
on aura

uiu"/—:—-(qig’ V—=0)[M@=8Y —1)+N] =0 (¥,
*  équation double, a cause du signe Z=dont sont affectés
plusieurs de ses termes, et qui est équivalente a celles
quon formerait, ¢n égalant séparément 4 zéro la par-

tie réelle et la partie imaginaire. D’aprés cette consi-
deération, on aura

u — (g¢ — ¢'OM — qN = o,
U — (glet gB)M — g'N = o,
équations qui donneront les valeurs de 2/ et de IV.

178. Si le facteur 2* — sux —f-a* o %, que, pour
abréger, je représenterai par R, se trouve plusiews
fois dans le dénominateur 7, et qu’on ait

V= Q(#* — 2wz + «* 4 9" = QR",
on prendra dans ce cas (175),

E]__]Wx—}-N_}_ﬂI,x#—N, Mz + N, o
I/_ Rm Rm—t Rm—3 LD '+ "(? »

(*)En développant les puissances (a8 Y —1)m et (a—£ \/:)',
on verra que les expressions telles que Aam— Bar —+ CaP+- etc.y
doivent en effet prendre la forme supposée.
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réduisant au méme dénominateur, et tirant la valeur
de P, il viendra

p U= QUM N4 (M 2N )R- Mz N R ...

Rm

En raisounant dans ce cas comme dansles précédens;
on conclura que le numératenr de cette expression doit
s’évanouir par la supposition de z—=23§ V=1, qui
vend aussi R==o0; et gardant les mémes dénominations
que ci-dessus, on aura , aprés cette opération,

uztw V' =1—(g%q'V/ =) [M (==Y —1)+-N1=o0,

ce qui donnera, pour déterminer M et IV, les mémes
équations que dans. le n® précédent. Ayant trouvé les
valeurs de:ces quantités, on les substituera dans le
numérateur de P; etles termes U— Q(Mz+N) deve-
nant divisibles par R, ou a?—2ax -}-«*~~ 2, expres—
sion entitre le deviendra aussi. Nommant done U; le
quotient de U— Q(Mz+-N) par 2 — 20z 4 4*+ 87,
on sera conduit &

pi= U,— Q[ﬂ]|1'+1\71 ~- (Mnx +N1)H +...]
= Rt 3

En remettant, dans ce nouveau numéraleur, pour x,
les valeurs = == g/ —1, puis égalant le résultat a
zéro , M, et IN, seront déterminées comme l'ont été
plus haut M et IV, et VYon continuera d’opérer de la

méme wanitre, pour parvenir aux valeurs des let~
tres M,, Ny, M5, N3, etc. -

179. Ge cas est parfaitement analogue & celui qu’on
a traité dans le n° 195 et le Galcul différentiel sappli-
que de la méme maniére,al’un et a Vantre, au moyen
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.
de I’équation

U=QMz+N+M x4 N)R+(Muo4+-N)R+ . .. )
‘ +PR"

ct de ses différentielles, dans lesquelles, jusqu’a Vor-
drem—1 inclusivement, celles du térme PR™ s’éva-
nouissent lorsqu’on fait R = o. On obtiendra ainsi les
€quations

U=(Mz+N)0Q,
dU= Mz +N)AQ + MQdz 4 (M,z 4 N.) QdR,

4
ete.,
N

chacune desquelles deviendra double, lorsqu’on met-
tra pour x les valeurs dont il est susceptible en Vertu
de Péquation R=o0, ou z*— sax - a*fuf’ = os
Eu égalant séparément & zéro, la partie réelle et la
partie imaginaire, on aura un nombre suffisant d’é~
quations, pour déterminer M, N, M, N, , etc.

1! faut encore remarquer que de+ :

e =R
on lirera
AP = Qdm.R", don . () :%Z_m,

lorsqu’on supposera
s i
3, 2 2 . Jp—
R ou x* — 2ax 4 a* £ =o0.

On trouvera dQ, d*Q, etc., dansla mémevliypo?lhésc,

en prenant les différentielles des ordres m 4 1,

m = 2, etc., de Véquation i f
V= QR",

el supprimant ensuite les termes que cetle hypothess

rend nuls. ' ;
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180. Pour intégrer la fraction
(Mz 4 N)dz
1P 202 = u® -

T

on ohservera que
2 — 20x + & 4 3 = (z —a)® - 47

on fera
X—a =23,

et il viendra

(Mx4+-N)dz _ (Mat-MatN)dz __ (Ma+-N')dz

3

(x_‘)a_,_ A o ETIB z’+ﬁ’
en poszint :
Me 4 N=N".
Mais -

(MzN')dz _ Mzdz EL N'dz

e oY A R R T
la premitre partie du second membre de Véquation
ci~dessus est intégrable; car, en faisant z°<4- g2=u,

du :
ona zdz= —, ce qui donne
2

fMZdz =‘—/‘£]£=M.l]u=Ml‘/z’+pi_
J #2480 2] u 2
Quant A la seconde partie, si Uon y fait z==gu, il
vient
N'de = N' du :
A Wt

est la différentielle

du
1=z

de Vare dont la tang==wx : donc

mais on a vu, n° 36, que
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N’ du 1N
— — —arc (tang == u) -}~ consi.
B u1 I :
=+ - s
— — e L.
= arc (tang ,G) -~} cons

En réunissant ces deux résultats, on obtiendra

(Mz+4N")dz, N ( 3
vf—z—“:}—{? Z=M\ =+ AL tang—.ﬁ)

~}- const.

11 est bon de remarquer que I'arc dont la tangente
2 r i;'nus : pour cosinus ———'8—_~—__
2 apours S TR S
(Trig. »9); car cette considération offre le moyen de
présenter lintégrale proposée sous plusieurs f_'ormes,
en désignant U'arc par son sinus ou par son cosinus,
Lorsqu’on remet pour z sa valeur, on trouve

(Mz+ N)dz
Tsar a4

MY z*—2ax-+ta*+ B~ M“ﬁ——{-Narc (tang:‘z:g) =} const,

est

Venons maintenant  la différentielle
(Mz 4+ N)dz
(7' — 22+ a* )"
On fera d’abord z—e=z et Mz+ N=N'; par ce
moyen on n’aura plus a trouver que f(Mz+ ki
y P : q @@

qui peut s’écrire ainsi :

zdz % 3 dz
[ s N e
M + Vs
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La premiére partie est intégrable immédiatement,
et cela se voit en faisant z* 4 g*= u, puisqu’on a

adz = —,
2

d’ou l'on tire

e zdz =5 M prdu o My—m+r

ﬂz“ -+ 8)m T ?fu_""_z(!—mj'

Quant & la seconde partie, elle est comprise dans

une classe de formules dont nous nous occuperons

bientdt, et au moyen desquelles on raméne son inté-
dz

Pexposant du dénominateur est moindre d’une unité,

gration i celle de la formule (200), ol

et ainsi de suite Jusqu’a déja obtenue.

dz
2>+ g’
En rapprochant les résultats précédens, on remar--
quera sans doute que les différentielles qui se preésen—
tent sous la forme de fractions rationnelles; peuvent
toujours s'intégrer, soit algébriquement, soit par le
moyen des logarithmes ou des arcs de cercle.
181. Je vais donner maintenant une application de
ce qui précede. Soit la fraction
dx ;
x4 &l — g e— 2
les facteurs de son dénominateur sont faciles i décou~
vrir; car il peut se mettre sous la forme

(@ 2t — x — 1) = 2 (2 4 1) (2} —1).
Le facteur 24— 1 se décompose en 2* —1 et x>~-1,
on x—iy, x-1 et 2*~~1: ona donc

284w — et 2% (2 —1) (2 ~1)? (22F1)
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et par conséquent la fraction proposée est décompo-
sable comme il suit (192, 173):
Adx Bdz Cdz
x—1 + (x+|)"+:r+|
Ddzx . Edx 4 Fdx P (G:z:—I—H)dx‘

! Z 2 1

Fn réduisant au méme dénominateur, et comparant le

5 dx 5 2 :
résultat avec o B e L déterminerait les
42— xt—x

numeérateurs inconnus; mais je vais faire usage des
autres procédés indiquds ci-dessus.

Pour cela, je considére séparément les quatre fac—
teurs

z—1, (z+41)%, 2% et z*+1,

qui forment le dénominateur de la fraction proposée.

i i 3 N
Au premier répond une fraction de la forme ;
x =1

les quantités U=1 et Q==z’(x +1)*(2*+1), lors-

qu'on y fait =1, donnent u=1, 4 =38: on'a donc .

(174) N=§‘, et pour la premitre fraction partielle

Ko
8x—1
Jobserverai qu’on aurait trouvé immeédiatement la
valeur de g, en différentiant le dénominateur.. ..
28 a7 — xt— %, et faisant ensuite =1 (176).
Au facteur (x-1)* répondent deux fractions par-
tielles de la forme

N N,
R TRa

ayant alors  Q=2a%(x—1) (x*+1), je fais 2 41=o0,
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T 1
don x=—1, di=1het 5:7' : ainsi la seconde

1 1
‘racti 1 Faes eatan iy
fraction partielle es TR
Mettant dans U — NQ, au lieu de N sa va-

leur i, pour obtenir 'expression de U, (175), jai
LU=NQ f—attr—gifal

Ohi— e
2 41 G )
_ —atoxrt—3x) - f2t—fr 4 4
= 7 i
ol Tipient nomar e 1 la troi-
ot il vien e on a done pour la troi

9 1

sieme fraction partielle
8

-
Pour appliquer ici le Calcul différentiel, on forme~
rait (176) Péquation :
1= Q[N + Ny(z +1)] + Pz +1)%,
qu’il suffirait de différentier uue fois; et posant en—
suite 2 ==—1, il viendrait
=N,
O NdQ ke N.Qd:r;
Q étant 25— ¥ xt—29, Ta premiére de ces égua-
tions donnerait JV =1, etla seconde IV, = £,
Le facteur 2’ fournit les trois fractions partielles
N . N, N,
2 2z

?

qu'on détermine au moyen de équation

1== Q[N - N,z 4 Nyz'] -+ P’

Cule. intégr., 5e édition. 18
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et de ses difféventielles premiére et seconde. En ob-
servant que Q =a'+azi—z—1, etfaisant z =o,
dans Q, dQ et d*Q, on obtient

N—=—1;, Ny=1, N,=—1:

I I I
ona done —-;3+;ﬂ—;_.

1l ne reste plus & trouver que la fraction particlle
correspondante au facteur 2* 41, et dont la forme
Mz +N
o
la proposée toutes les précédentes ; mais je vais y par-
venir directement par les formules du n°177. Ona
d’abord Q=2z}x—1)(z i) =af o ad —at—
puis le facteur z° -1, étant égalé & zéro, donne

est On pourrait la conclure en retranchant de

(g +=y/ 1, e=o0, =1, d’oulon tire
7= Y —i=—athoy/—1, u=1, et ¥'=o;
les équations qui déterminent M et N deviennent

1+4-2M 4 2N=o, 2M—2N=o,
et I'on trouve par conséquent M= N =— 1.
Voila donc la fraction proposee, x——siﬂ—i%:?,
décomposée dans lés suivantes : :
el
_ d= dz dx 1 (z +1)dz

I’intégration de chacune de celles-ci ne présente
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aucune difficulté , et Von obtiendra pour résultat

1 1 9 i
gl(x—r) sk e =1 gl(l"l'l)
i
S n e g ;

— él (1) — % arc (tang = x) +,me

La réunion de tous les termes algébriques produira
o e ggind basd
la fraction —————, et celle des termes loga-
4 (1 4 )

rithmiques donnera
Nz—1) + 5l F0) + 1z +1) — il ) —la

SRR,

on aura donc
dx 2—ox—hzt 1 rarty
f.r“+r7—x4_x3~ fzt (1 + ) + él(z"—i—l)
T -1
—+1 ( - )—-iarc (tang=x)-+const.

Les différentielles f:ﬂr, __ai"d_x___ non-seu-
ZCubg’ e apatgq
lement peuvent fournir des exernples particuliers d’in-
tégration , mais elles sont susceptibles d’étre traitées
geénéralement, parce qu’il y.a, pour décomposer leur
dénominateur en facteurs simples, un procédé com-:
mode quon trouvera plus loin (188).

De. lintdgration des fonctions irrationnelles.

182, Les fonctions irrationuclles doivent&tre regar-
dées comme intégrées , toutes les fois gue ; par.quelque

18..
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transformation ; on les a rendues rationnelles, ou du
moins lorsqu’on lesa ramenées a une suite demonomes
irrationnels ; car alors on pent y appliquer immédia~
tement les regles précédentes.

(a+ VE—C/E‘)_df
1+€/§

dent qu’en faisant #=2z°, toutes les extractions indi-

625dz(1 4

——:—) divisant

1+

Soit pour exemple ; il est évi-

quées s effectuent , et 'on a ——

par 1+ z% il vient

dz
6] 7— 2, 4dz——z2 )
—6| Z7dz—zfdz—z°dz424dz—2*dz4-dz P z’-] 3

dont l’intégrale est

B gauel g
pa o e e el ——— — ==z—arc(lang =z const, ;
o 52—+ 35— +ewelang=s) |+ooms;
5 —
et remettant pour z sa valeur V/x, on obtient

6 g e T e S
_LT‘/}—H.{-ﬁx‘/r—}-x—g\/r5—:—-zl/r’—6\/x
+ 6arc (tang =/ x) + const.

183, La premiére espéce de fonctions irrationnelles
dont je vais m'occuper est celle qui ne renferme que
le radical V' 4 +Bm+0—x’, et quine saurait avoir que
P'une ou Vautre des formes Xdz\/ 7 + Bx 4 Cz* et

L Xdz
V 4+ Bz + Cz*’
desz. Il faut d’abord rémarc[uer que Vune de' ces
formes rentre dans Vautre; cav Von peut écrive la

X étant une fonction rationnelle
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premitre ainsi qu'il sait :

VA4 Bz 4 Cx* X V A+ Bx+ Caz?
V/ A+ Bz + Cx*
e X (A+B.7:+Cx’)dx
V A+ Bx+ Ca>
et le numérateur du résultat est alors une fonctlon

rationnelle.
Avant d’indiquer les moyens de rendre rationnelle,

par rapport & z, Vexpression V' 4 + Bz + Cz, je
mettrai la quantité 4 4 Ba - Cx* sous la forme

A .B
Seh )
et faisant, pour abréger,

A B
—c—‘:w, E:ﬁ,

Xdx

C=¥%

il en résulteral/’ o + Br - Cx* =y \/ « - gz —+ x*,
Maintenant si Uon pose :

\/“+1‘1‘+1‘“—z—-r,

en élevant au quarré, il viendra e+ B =z — aaz,

e qui donnera g —2_ % (3 + = , d’ou ;
s e et e
VA+ Bz + Cot =y (s—2) =1 o >,

7 __‘2(:: + Bz +z%dz
T (BHest

Par le"moyen de ‘ces valeurs, on changera la dif-
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Xdz

V A~ Bx - Cz*
forme Zdz,,Z étant une fonction rationnelle dé z, et
yvéelle tant que € sera positif ; mais si C était négatif,
v deviendrait imaginaire, et la transformée pourrait
le devenir aussi.

Daus ce cas, on auraity/ A+ Bx—Cx*, et faisant

A B
Z*:’”’ 6:ﬁ)

fereunelle en uné autre de la

Gty

il viendrait 3/ e+ gz — x*. La quantité x— gx—e
peut toujours se dewmposel en facteurs réels du pre-
mier degré; si on les représente par x—aet x — a,
il est évident que

Lam fr — 2= — (X —fix — ) = (x—a) (&' — ).

Faisant ensuite {/ (€ —a) (@—z) = (@ — a)z , éle-
vant au quarré les ‘deax membres de cette €qua-
tion, elle deviendra divisible par @ —a, etl'on aura
ad—z=(2—a)z*, d’oulon tirera
az’-}-d a’—a)z 2(a—a')zdz
Lo x+ 5 (x—a)z_-( ) A A ¢ ) y
zZé—1 241 7 (21

valetirs qui ¥endirontencore rationnelle Ta differentielle
proposée.

i

184. Je prends d’abord pour exemple la différentielle
s s

vV AF Bz Cx*

precedentes donnera ———— =

;o la prc"miére des transformations

(B+2)’

—1(ﬂ+zz) - const. Remettant pour z sa valeur

dont Vintégrale est
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x - \/a+ﬂx+ z*, et pour «, Bet y les quantités
qu’ils représentent, il viendra

‘/ L 1[__.( ~+r\/ (,+\/ Apat &)]

+ const. ,

résultat auquel on peut donner la forme

B e R OF S Ha ;] :
LA T3 BzECo |+——1—
VgLngvoH(+x+¢ i

- const. ,

pour. réunir ensyite, avec la constante arbitraire, le

iy 2
T — 1 —_—
texme constan I/C ‘/C -
i ) ey i )
185. Soit pour second exemple ——=—————-—; ¢it
= . V A4 Bz—Cx*
faisant usage de 1a dernitre transformation du n° 183,

omnaira ———=—, dont Uintégrale est
v + ), nt Vintégrale e
% 4
— — arc (tang =z) =}~ const.
R v ’
% s i : Wi LA
Substituant au lieu de z, sa valeur ‘/_:,4 tiree

ME—a.

de I'équation

e == (T - @)Fy

et mettant ‘/5 pour y, on obtiendra

foule, b g
V A+Ba—Cz* YT ° Yr=a
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a et a’ étant les racines de Péquation
x*t— E & — f =0
; : & CoTEE
SiTon prend ‘4= C=1 et B=o0, la diffé-
rentielle proposée devient, dans ce cas particulier,
dz 2
l/ 1—x*
intégrale —2.arc (tang:l———:—x) + const, 5 car a
e FEUATEE
et o étant alors les racines de z* — 1 =o, il faut
prendre a=—T1 et @' =1, pour ne pas tomber dans
I'imaginaire.
Je vais montrer que ce résultat revient & Varc dont

: : dz :
le sinus = z, et dont on sait que ———=exprime

Vi—z

la différentielle (36). Pour cela, je rappellerai que

, et la formule précédente donne pour son

‘atang 4

tang 24 T t__——an(;-A’

(Trig. 27),

d’on il suit que Vare double de celui qui est indique.

25 —z
dans la formule précédente a pour tangente 4 b

et que par conséquent il est le complément de Larc

—_— serait la tangente et z le sinus (7rig. 9).

\/ 11—z

Nommant done s ce dernier, on aura

dz *
= = — — =} const.,
f‘/x—z“ 2

7o i
¢t comprenant arc — = dans la constante arbitraire,

il viendra /‘_da:
J V1—zx

dont

= 5+ const,
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En général, dans tous les cas ou 'on obtient deux
intégrales diverses en apparence, pour la méme diffé-
rentielle , la différence ne peut porter que sur la cons-
tante arbitraire; car si deux fonctions 7 et X sont
telles que dX=d/’, ou dX —dP=d(X— F)=0o,

il'faut nécessairement que X — # = const.

186, On peut ramener immédiatement la différen-

tielle _L der — a celle

VA~ Bx— Cx* T gV e Br—z*
Q’un arc dé cercle; car en faisant d'abord = —-g —z;

: dz :
on aura ———————=—:; posant ensuite -3 £* = g*
Ve i—
du e
et z=gu, on trouvera —, dont Vintégrale
1

yVi1—

: o :
est —.arc (sin = u) | const.
Y

.

< t aussi
e peut aussi
s'effectuer au moyen des logarithmes, et conduitalors,
par des expressions imaginaires, 4 une relation trés
remarquable entre I'arc, le sinus et le cosinus.

dx
—————— ]
V A+ Bz C*
on trouve A=1, B=o, C=-—1, et Vintégrale
générale devient (184)

187. L’intégration delaformule

En comparant cette formule avec

L (xy/ =1V 1—2) + const.
VvV —x

4 vladif

8i V'on représente par z I'arc dont
S
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férentielle, on aura

e VESREYIZE) £ 4.:onst.;

et si P'on veut que cet arc soit nul en méme temps
que x, il faut supprimer la constante arbitraire ; car,
en faisant 'z = o, le second membre se réduit A cetie
constante, & cause que li=o (¥).

Cela posé, en observant que z étant le sinus de

Varc z, {/1—z* en est le cosinus , ’équation ci-
dessus-deviendra

2y —1 =1(cosz -V —1sinz);
et si Uon suppose z négatif, comme

sin (—z) = —sinz, cos(—z)=co0sz,

(*) 11 peut n’étre pas inutile de montrer que cette intégrale s'ob-
tienl immédiatement en posant

v

==y »ézV:,

1=l% = ntz’v\/ -1y

puis en différentiant, et divisant par 2,

d’otr il suit

e V1)t —tdxV =1,
d’ot Pon conclut
da 2 iy
t—aV/ 1tV =1’
et par conséquent

/’ dx =f‘ dx —=f dt___:——’:]z-ﬂ-cnns!
Viezs Ji—zV/=1 V= v
= —‘7'_1 LVi=e+ 2V ) 4 ¢onsi..
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on aura encore
— zy/ =1 = L (cosz wep/ =180 Z) ;
en sorte que
=k z’\/—l —1 (cosz (/" 1sinz).
Prenant dans chaque membre, au lieu des loga-
rithmes , les nombres correspondans, il viendra
Y =1 — cosz i‘/—x sinz,

équation qui peat se vérifieren'y substituant an lie‘u
de Vexponentielle, du cosinus et du sinus, lenrs dé-
veloppemens tixés des n®® 2.7 et 37.

Si Von considére & part les équations

eV =1 — cosz 4+ \/—! sin z, 2
=2V F = cosz — V—: sin z,
pour les ajouter, on en tirera

2V 2V
COSZ::GV I+C 5

E)

2
et en retranchant la seconde de la premiére, il en ré-
sultera }

S S
2V =i

Ces expressions ne sont aufond que de purs sym-
boles algebriques, représentant, sous une forme abré-
gée, 165 séries'dun®37 ; mais quoiqu’on ne puisse leur
assigner de valeur sous aucune forme finie, ils ne s’en
prétent pas moins au calcul avee la plus grande fa=
cilité, et manifestent toutes les propriétés dont jouis—
sent les lignes trigonometriques quwils expriment.

sinz=
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En mettant nz au lieu de z, dans Iéquation

=VE — cosz = V/—1sinz,
elle devient
a1 cosnz =/ —1 sinnz ;
mais on a aussi

e——"’-‘/’—'—(e—“/'—‘)" = (cos;. =/ Trsinz):
donc

(cosz == V/—1 sin )" = cos nz == |/ —1 sinnz.

Ces équations conduisent 4 des résultats trés impor=
tans (¥); “ici je m’arrélerai sur D'usage qu’on en
peut faire pour découyrir les facteurs de la fonction
z" 4-g (181).

188. Cette fonction qui revient a z%zza”, selon le
signe de g, se transforme en @*(y"=£1), lorsqu’on
fait x=ay; et pour en connaitre les facteurs, il
suffit de résoudre 'équation

JrtFEi=o,
qui donne
G dade—pmrst
L’expression

j:cpsz+‘/: sin z

satisfait a cette condition, par une détermination trés
simple de I'arc z 5 car on a

J= (cosz e \/—1 sinz)" = cos#z ~~/ —1 sin 1z

et comme, en désignant par 7 la demi-¢circonférence,

o Voyezrla noie B, & la fin de onvrage.
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et par 7 un nombre entier quelconqueé,, il vient
sinmr=o0 cosmr=1,

selon que m est un nombre pair ou impair, on n’aura
qu’a supposer nz= mx=, pour obtenir y"=— .

Afin de distinguer plus particuliérement le cas o le
nombre m est pair, de celui ou il est impair, on éerit
pour lc premicr 2m au lieu de m, et pour le second
2m == 1, et 'on fait

nz=—amsx, et' nz= (am~-1)r.

Dans la premiére hypothese, il vient

2 — . omw
J=cos —— |/ —16in—=, yr=-1,
n n
et dans la seconde,

(2m+|)7r+‘/ +1)7r

Jy=cos Ism Jr=—1.

189. Au moyen du nombre indéterminé 72, on ob~
tient par ce qui précede toutes les valeurs dont y est
susceptible; car la premiére expression, en y faisant

m=o0, donne y—r;

2 ek
m==x; _7=cos—£+ |/— 1sinz 5
n n

m=s, o cos4—w+ ‘/:sin@- :

m=n—s, .}"=cc=(2"—"4)” ke e n(zn—4)ar ;
s

m=n——1i, = yhcos(zn +‘/ yqlnm;z)lf_
n
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1°. Passé ce terme, on ne retrouve plus de nonvelles
valeurs, mais seulement les précédentes, qui revien—
nent dans le méme ordre. En effet, si Yon suppose
n=—m, il vient seulement J==¢os2z =1, €t Von
retombe sur la, premiére valenr, qui se reproduira
toutes les fois qu’on prendra pour 7z un multiple de n.
Faisant ensuite m = n =1, il vient L'arc

on 2 27
iRt g
n L

dont le cosinus et le sinus sont les memes que cenx de

o 2w X adislidau RS,

Yarc — (7rig. 22), ce quiramene ala deuxieme va-
n

leur, et ainsi des autres.

20, Le tableau ci-dessus semble ne présenter qu'une
seule valeur réelle, la premiére ; mais on en trouve uie
seconde lorsque n est pair, parce qu’on passe alors par

o e
m = —, qui donne j:COSW+V—I sing = — 1.
2
30, ‘Les valewrs imaginaires du méme tablean s
groupent deux a deux, savoir, la derniére avec la
premi¢re, Vavant-derniére avec la seconde, et ainsi de
suite, parce gue

an-—A4)7 4
(_;__4)7_—= 27 — L:, ete,

et qu’en général
cos(27—a) = cosa, sin(zm—a) =— sina (77ig. 29).

Ainsi, quand 7z est un nombre impair, n—1 étant
pair, toutes les racines imaginaires depuis m =1

jusqud m ==n —1, se réunissent en

couples
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de la forme

amn T . 2Ty
J = cos e VAT sin ——,
n

n

o il ‘suffit d’étendre les valeurs de m jusqua. ...
n—1

2

Quand 7 est un nombre pair, il se forme seulement
—2

couples , parce que la racine qui répond & f, et
2

qui est réelle,, occupe le milieu de celles qui sont
imaginaires.

Orf arrive & des conséquences semblables pour 16~
quation y"--r—o, ol

2m —
& e cos(—:—l)r +V/ =1sin _____(zm—}-x)w’
n
formule dans laquelle
m==0, donne _y:cosz 4/ ZisinZ,;
=2

37 =G,

m= ==COS— —1I8in—
I, J cosn+V Ism’r;

n

men—a,  yeons@n S g G S
n

Mm=n-—1x _cos(",;n:rlr =TE (2"‘—')"’
> = = +V/ —1sin S

Atadals

mlf deld dece terme, on me retrouve plus que les
5

: cmes vale]us » comme dans le cas précédent, et par

a méme raison. Il ne peut y en avoir une réelle que
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si n est impaire, et alors elle réponda

2 G St
m=—— qu\ donne j:cosw-—{-\/—l.smﬁ e
2

Comme elle occupe 1e milien du tableau, les racines
imaginaires qui en sont également €loignées, se rén~

; n—1
nissent en couples de la forme

y:COS

(2m tl—)zi_. ‘/_——1 e (am = 1)m
n n 2

ot il suffit de pousser les valeurs de m  jusqu'd
P

m= .11 faut aller jusqu’a m=§ quand n est

paire , parce quil o’y a plus que des racines ima-
ginaires.
Si Von trouvait quelque difficulté & comprendre ces
cnonces, on les éclaircirait sur-le-champ, en donuant
an dFS valeurs particuliéres.

xgo. 11 est facile de déduire de ce qui précede, les

facteurs réels des quantités y™ ==
D’abord la formule

- szmw
= €08 —— —
J n

‘/:l sin”mvr
n

donne pour facteur du premier degré de la qu'mlne

e les deux expressions mmmnaues
amz — . ommx
ly —tes ) — t/—-x sin——
: ; n
2 . om7
(_y—-cos +\/—l sm—n——;
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et en les multipliant, on obtient Pexpression -

3 2mz
Jmayces—— +u

qui comprend tous les facteurs réels du second degré
On trouve de méme queles facteurs du second degre
de la quantité y™ - 1, sont

_}"2— 2.y cos @_mnt_l_)f e

Il. faut observer que ces formules comprennent aussi
les facteurs réels du premier degré; mais ils s’y pré=
sente{xt comme doubles; car si V'on fait m—=o dans la
premicre, elle devient

r 2y +1=(r—1);

- S . R n
et s1 n etait paire, en prenant m=— —, on trouverait
2

encore
rtor =+,

résultat que donne aussi la seconde formule lorsque n

B =

est impaire, et qu'on y fait m —

191. Les fonctions de la forme 2 — 2px” -+
peuvent étre traitées comme celles qui ne renfermenqt
que d_eux termes. En les résolvant a la maniére des
équations du second degré, on en tivera les facteurs

" —(pEV P,

qui seront réels tant que
P surpassera g, et auxque
on donnera la forme : - qmls
atae aty
Cale. intégr., 5e édition.
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en prenant successivement pour a® les valeurs dé

p+VPE—¢ p—=Vr—1q,
abstraction faite de leurs signes : ce cas rentre donc
dans les précédens.
Lorsqu’onaura p*<g, on feva p—e®, =4 =8y,
et il viendra

2 L
/svuj.‘ﬂn_zanﬁufn_,!_ B — pan (J’M xizee ;;' jn_{_l);

mais la condition p*< g ou #** < #*" donnante" = @
ar - v s
la quantité 7 sera une fraction, et pourra par conseé-

quent étre prise pour un cosinus. Soit done & I'arc cor-
respondant;; la fonction proposée deviendra

gn(yn — 2yt cosd 1),
et il ne s'agira plus que de ésondre Iéquation
o= 2y €053 4= 10,
On en tire d’abord
e cosd =/ —1 sin d;

puis prenant
¥ —=cosz +/—1sinz,

il vient (187)
B 08 gt V/—1 sin nz,
et en comparant ayec Lautre valeur de 3", on obtient
cosnz — cosd, . sinnz ==sind.
On satisfait en général & ces relations, en supposant

nz= omm -, m étant un nombre entier quelconque,
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puisque
" 3 o . -
cos (ama -d) = cosd, = sin(amzr 4 ) ==sind:
on aura donc

ommd
= —,

amz 4 — . amxtd;
- _7=cos——n—il/—‘! i 2250
n

et les facteurs du premier degré de la fonction

yi— oyt cosd 41,

seront par conséquent compris dans la formule
oMz = — . am PX
r— {cos = £/ "isin ’—+}
n

Silon ayait z*"+42px” 4 g=—o, on ferait encore
" g 5

= — ¢0s d"; mais on prendrait
8 : .

I
A — 2y icos(x —;“) + 1,
puisgue cos (x — &) = = cosd il viendrait ensuite
cos nz == cos (w — "), sinnz==sin(z — J),
et par conséquent

nz=omg 4 x—3d=(2m-+ 1)z —Jd& (¥.

(*) Les formules des n°s 1go et 191 contiennent implicitement
les théorémes de Cotes et de Moivre, ct remplacent avec avaniage
ces théorémes, qui ne sont plus maintenant qu’un’ objet de pure
curiosité ; je n’ai pas cra par cette raison devoir les insérer ici :
on les trouve dans le Traité in-4°, t. I, page 125. Poy. dans la
note B, article III; une démonstration de ces formules, indépen-
dante des imaginaires, §

19..
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De Lintégration. des différentielles binoines.
192. Ces différentielles sont representees par la for-
mule
B
am=‘dz (a4 bx"),

dont on né diminue point la généralité, en supposant
s P b ; H PP
que metn soient des nombres entiers.
¢

s P
Si Von/avait, par exemple,, 2% da(a-=bx?)?, on ferait

2
2=z ‘dow il résulterait 6z7dz(a+-0z%7. On peut
aussi regarder n comme essentiellement positive, parce

£
que, dans le cas ont T'on aurait 2"—'dx(a + bz—", on
P
1 e 3 £
supposerait z== = etil viendrait —z—""'dz(a - bz")7.
La formule x™'dx (ax’+ bz" )4 revient encore i la

précédente, en divisant par z7, dans la parenthése.
car on obtient

?
2 dafz(a+ bz )] == 'q_ _'d:r(a -+ b:t""’)z

Pour chercher dans quels cas 2"~ daz(a ba:")i_ peut
devenir rationnelle, on fait a4 bz" =127, en sorte que
L %
(@~ bx*)i =27 ; puis on trouve

i 1

L 29— e
qua = —f ,z”‘"dx-—'—zf—‘d{ﬁ a)

9
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et la différentielle proposée devenant par la

o
A pagh (zv—a)"
rzbzp el b ?
j

on voit alors qu’elle sera rationnelle toutes les fois

m 3
que — sera un nombre entier,
n

i
L’expression z*dz(a+ bz’) satisfait & cette condi~

® . . m
tion, puisque m=9, n—3, = =3, et se transforme en

]

: 5
La différentielle zm'dx(a - ba?)! = est susceptible
d’une autre forme, en rendant négatif Vexposant de 2
dans la parenthése, ou en divisant par 2* la quantité
a 4+ bz™; il vient ainsi :
= ER S &
2z (a4 bx")t = 2" 7 da(axT"4 b).
Cela fait, si 'on change nen —n, aen b, bena, m
n ‘
en m+—E dans la transformée en z, obtenue plus
haut, on en déduira 'expression

m

g sl Bih
e £
e 0 zPti=dz Z b : -
na a ke

. 5 . m ;
qui sera rationnelle si = +£ est un nombre entier.
7

Cela revient & faire immédiatement
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ax™" Y- b=u2z%, dou  a- bx"=ax"29,

transformation employée par Euler.
(est 4 ce eas que se rapporte la différentielle

e~

zidz (a + ba*),
pour laquelle
ﬁ_ﬁ S Do (:5_
o E Gl his e

193. Puisqu’il n’est pas possiblc d’intégrer en gé-

P
néral la formule fz"*da (a - by, V'idée qui se pré-
sente d’abord est de chercher & la réduire aux cas les
plus simples qu’elle peut renfermer. ;

On y parvient assez facilement, au moyen de V'inié-
gration par parties, procédé fécond qui sert a ramener
une intégrale & une autre. Ilse tire de lintégration des
deux membres de I'équation

d.up = udy + vdu (11),
qui conduit &
up = fudp + fvdu, d’ou Judy = up — fodu.

On voit par 12 que si, dans la différentielle Xdz, la
fonction X peut se décomposer en deux facteurs P et
Q, et quel’on sache intégrer la différentielle Qdx, en
nommant v son intégrale, et faisant # = 72, on aura

[PQdz = Pv — [vdP,

ce qui ramene la difficulté  obtenir [vdP.
19/4. Pour abréger un peu les résultalts ; dans Uappli-

e .
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cation de ce qm précéde a la formule Jc"‘_‘dx(a-f-ba:")q
j’éerirai pau heu deg et il faudra supposer que p est

un nombre fractionnaire quelconque : on aura alors la
formule
z™'dx (@ 4 bz,

Parmi les diverses maniéres de décomposer cette
difféventielle en facteurs, je choisis celle qui tend a
diminuer Uexposant de x hors de la parenthése, et qui
s’opére en écrivant ainsi,

Jxm=t anda (@ - bat)P,
la formule proposée. Par ce moyen, le facteur....
x"dx (a--bx")P est intégrable, quel que soit p (170):
cn représentant done ce facteur par dv, on afj
(@b -
= ptonb

d’on il résulte

et ma = n,

Jzmda (a-bar)P =

m—n n\p-+1 Shis
"% (a4-bx") oo R R

(p+unb  (pF1nb

or
Sxrmridx(a4-bam)Pt =
Sxmr Az (a4-0xmP(a4-bat)=
a a:"‘—"—‘d:c(a+bx")P+bfa“"’da:(a-{—bx")"
mettant cette derniére valeur dans I'équation’ précé-
dente, et rassemblant les termes affectés de Pintégrale
Jxm—'dz (a + by, il vient

(o o) e diti =
™ (a4 byt — a(m — n) fe" T dx(a L bxtP

(p~-1)nb J
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dionlienieve (). Lt i, S dx (a4 b=
2" (a4 b P — a(m—n) [x"" " da(a 4= ba")P
b(pn + m) 2 g

Tl est aisé de voir que puisqu’on peat ramener,
par cette formule, Uintégrale fx"~'dz(a -} ba™)P i
Jzr—"='dx(a 4 bx")?, on ramenera aussi cette der-
nitre & fx¥""'dx(a 4 bx™)P, en écrivant m—ni
1a place de m dans I’équation (A4);puis changeant en-
core m en m—2n.dans cette méme équation, elle
fera’ connaitre fZ"~"~'da(a 4 bz*)?, au moyen de
Sz dx(a - ba")P, et ainsi de snite.

En' général, un nombre r de réductions conduit
a fzm—m—idx(a + bx™)P; car si dans la formule (4),
on change menm—(r—i)n, on en tire

Jer—C=0r—tdz(a 4 bt =

"M@+ bz P — a(m—rn) fx" " dx(a + bam)P
blpn+m—(r—1)n] ;

[l est évident, par cette derniére, que si m est
un multiple de 7, lintégration de la différentielle
™ 'dz (a4 bx")P s'effectuera algébriquement, puis-
qu'alors Vandantissement du coeflicient 72 — rn fera
disparaitre la derniére intégrale (am—~'dz(a 4 ba")y,
résultat qui s’accorde avee celui du n° 192.

195. Ou peut obtenir aussi une réduction par la-
quelle Uexposant de la parenthése soit diminué de
'unité ; pour cela, il suffit d’observer que

fxn—ldaiat-ban) = (2" dx(a 4 b2")P~ (a + bat)
=afal" da(a-- bx")F ! L bt da(a + bt

et que la formule (4), en y changeant m en m - n,
et pen p—, donne
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Semtn=tda(a —- bar)pt =
x"(a 4= ba™)P - amfx" " dz(a + bamP?
b(pn -+ m) ;
Substituant cette valeur dans I’équation précédente,
onL At (B) it i S S~ dz(a+ ba" )P =
x™a -+ bz + pnafzrm—'dz(a - bx")P!
pn+m L
Avec cette formule; on dtera successivement du
nombre p toutes les unités qu'il peut contenir, sim-
plification qui, jointe & celle que procure la formule
(A), fera dépendre Vintégrale :
S dx(a Fibamp  de  fxmrT'dx(a - bzt

rn étant le plus grand multiple den contenu dans m—r,
et s le plus grand nombre entier contenu dans p.

; -5
L’intégrale (2’dz(a+ bz?)" , par exemple; sera ra~
menée saccessivement, par la formule (4), &

Jxidz(a +- bx")%, Jxdz(a +bx3)3 ;
puis 12 formule (B) fera dépendre  fxda(a -4 bxs)% a6

3 T
frdz(a bx)?, etcelle-ci de frdz(a- bz
196. Il est évident que si m et p étaient négatifs,
les formules (4) et (B) ne rempliraient pas le but
pourlequel elles ont été construites : elles augmente-
raient alors les exposans de x hors de la parenthése,
et cclui dela parenthése; mais en les renversant, on
en trouve qui s’appliquent au cas dont il s'agit.
On ure de (),
fzm—r—dx(a + b =
"M ad ba?)P T —b( pnd-m) fx" da (@ ba")? i
i

a(m —n)
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et mettant — m = n au lieu de m, il vient (C)
Sz 'dz(a - bzt ==
np)fa—"+" da(at-ba")p
»

amnm

__:t"""(" : b n)p+l+b( n

formule qui diminueles exposans hors dela parenthése.
Pour renverser la formule (B), on prend
Cfxrida(at bat)P T =
_ aTa+ba"yP—(pn+m) [z"dz(a A bam)p
\ pna z
puis on écrit — p 4 1 aulicu de p, etil vient (D)

S 'da(a+ ban)—P=
z"(a+ba") TP —(m-Ln—np) (x"~'dz(at-bz") " P+'

(p—1)na

formule qui atteint le but proposé.

Les formules (A), (B), (€), (D) deviennent illu~
soires, lorsque leur dénominateur s’évanouit. Cela ar-
rive pourlaformule (4), par exemple, quand m=-—np:
mais dans tous les cas de cette espece , la différenticlle
proposée peut se ramener & un monome, ou bien 4 une
fraction rationnelle (¥).

sl de
197. Soit v =, métant un nombre entier po-
—a

sitif; la formule (), eny faisant a=1, b=-—1, n=2,
p=—3, donne $

ipmt=ide 2 T — L M= Caf e
V iz m—1 A Viex

(*) Foyez le Traité in-4°, t. 11, page 41.
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et mettant m au lieu de m —1, il vient
zMda 21—z m—1 [ 2" dx

‘/]_xa—_ m m Vl_—x“

Silon donne successivement a 7z différentes valeurs,
en commengant par les nombres impairs, on aura

zdx AT
———— {/1— 2"+ const ,

\/!——x’

xad.r 4 -:-—; 2 xdx
V—,_;—‘é"‘/‘ e
2dx . \/1—.7:-]-4 ﬂ

‘/1—_1_ ‘/1—‘1'3’
x7d‘r_—-——zs‘/1—x’+ r"dz
Vi—a* 7 Vi—z

ete.

On tirvera de 12
d.
f—i:ﬁ-:—\/x-—.r - const. ,
Vi—=a

3, et e
fvxi% (; ! ::;)‘/:——x“—f—const. ;

5
‘/xir——_ x4+ 4 1 A A)‘/x—x‘-}-conft
1—
il 4 1.2.4.6
Vie—zt o xl+ +1 3.5.7

ete. s

la lai de ces valeurs est évidente.
Passant aux valeurs paires dem , et supposant m=2,

v/ 1—a*+const. ,
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m=4, m=6, etc., on trouve

— = — - :1: —a
\/l--z"‘ ‘/ i f‘/ l—x°
xidx x*dax
ity e —
Viez Vgl 4fv:;n’
xidx zidx
G e Vice
ete. )
Dans ce cas, toutes les intégrales proposées dépen-
dront de
d
L = are (sin=u2x) 4 const. (36),
Vi—z

et enreprésentant par 4 'arc indiqué; on aura

dz
ﬁ = 4 + const.,

xdz

1 — 1
1/1—1:2’:_ ;xt/x——z:“—i— ;zi-f- const.,

%dx_ =—<i1‘3+;;31”) Vi—ai4 é% A + const. ,

1— 4 .
6 3 5

;/ﬂ__df—_ =—<6$'5+4—61 Lo ) Vi—z l—r’+-—~4—64+con.st R
—z* 7

ete.

198. Je vais chercher maintenant les formules qui
répondent au cas ot 7 est négative. On a alors, pax
la formule (C) (196),

p—m—id I—m‘/—l__‘_xa m—1 e

Vi m Tl oy
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et en écrivant — m, au lieu de —m —r, il vient

dr Viez * m—2 dz
Y —h | m—n)z" | m—1) o Ve

On ne peut pas supposer m =i, puisque cette va—
leur rend le de’nominateur nul il faut donc chercher

J:\/I—x
lement d'aprés ce qui a été dit n° 1g2; on fera
1— z*=iz?, d’ow il résultera

_— —zdz
e=V1—z;, dz= s

dz —dz

.;'1/1—; o1z

a priori Vintégrale de

On 1a trouvera faci-

et par conséquent

é’quation dont le second membre a pour intégrale

—1l(+2) +%1<*—Z)="?’(I+z)

I—2z

Remettant au lieu de z sa valeur, on aura

—n(Eres),

multipliant par 1 -1/ 1— z* , les deux termes de la
fracuon comprise sous le signe I, on obtlendla

=5y [W%Q’]:_.; 1[(%@:‘)’]

—_l(ii%;;f)
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on aura donc enfin .

dz R Y 1—z
:c‘/——:_——;; =—1 (———‘;—'——‘) + const,

Maintenant, si on suppose d’abord  m

=3,
m =25, etc., il viendra

dx 2l \/1-—x“+£f dz
DY 1— 2 2 zy/ ;

dx = Vii== i3 dz s
f Ve o T
d

4 x’V’;—:r"’
z Vicz' , 5 d=x
17‘/1—-:1:“__ 6z° +6‘/15\/;———.7:“’
etc.

Faisant ensuite m=2, m—4, m==6, etc., on
trouvera

f dx_:—- \/l—xz-i-const.,
:r“‘/l—;.z.“ z

dz . t/l—-.r_"_l_z dz
Yy 1— B 3¢ 3 iy 1—a

f dx g Vi + 4 dax
Y 1—z bz 5 1-1‘/7:;1’
ete.

De ces deux suites d'équations on tirera, comme
dans le n° précédent, deux classes de formules, l'une
intégrée par logarithmes, et P'autre qui sera algé-
brique.

199. La différentielle ™ —dz(az" - bx")?, se rame-
nant alaforme z™ P~ dx(a-+bax*~)P (192) , est suscep-
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tible des mémes véductions que celle-ci, J’en donnerai

> ; xida ;
pour exemple Vexpression 7:—;- qui se présente

dans la Mécanique. On a d’abord

A
z

= f;ngx(zcx —az

s

»l=

- idx(zc—r)—
la formule () (194), en y faisant

m=gq-+3, n=i,

— s
e A

P=r=ny a=ag; b=
donne f
l i
Jr da(ec—a) P =
9= >
z  *(2c=x)" ' 20(g—1L) 43 -1
— dp i S *da(ae—=zx) 7
o 9
et si 'on observe que
LUK a 3 3 i
1 T & —x =
z “_::r;q e B e

b
puis qu'on fasse rentrer les puissances fractionnaires
de x dans les parentheses, qu’on changera ensuite en
radicaux, on aura la formule
zidx
Vacxr — z*
_.ﬂ" ‘/zc.r —? & (2g —1)c I~ 'dx
q q Vocx—z*
200. Les trois exemples précédens se rapportent
aux formules (4) et (C); on tire des résultats non
moins utiles de la formule (D) (196), puisqu’elle sert

a intégrer la différenticlle
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dz 5 o 2 2\ —m
Eer
qui a été mise de coté dans les fractions rationnelles
(180) ; car si 'on fait
=2z, a=pf, b=i, m=1, n=2, p=m,
Ja formule (D) devient
(@ 4 2=
z(ﬂ’ + Zn)——m+| -+ (znz—B)fdz((s“ + za)—m+|
T

(om — 2)8

d’oni il résulte

TS {(zm = 2)8 (z"+zﬁ“)"‘"‘}

4 am—3 f dz
(2m—2)8*J (= )"

La réduction indiquée dans cette formule s’arréte a

dz
J (=

dz i iy Sk
——=__ car si Von faisait m=1, le diviseur 2am—2
2" gt .

devenant nul, le second membre seraft infini. 1l est

aisé de voir que cette circonstance est du méme genre

que celle du n° 168, puisque si ’on pouvait passer de

m=t1, A m=o0, on tomberait sur intégrale [dz=73,

2 il g dz ;

et Pon aurait algébriquement l'intégrale fZ_TB“' qui
est nécessairement transcendante (180).

De lintégration par les séries.
so1. Fintégrale [Xdz s'obtient facilement lors-

qu'on a développé la fonction X en série, parce qu’on
n’a plus a intégrer que des monomes, auxquels s'ap~
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plique immédiatement la régle du n® 167. En effet,
s0it

X=Aa™ 4 Bx™+* 4 Cx™tn 4 Dx™ 3" | etc.;

si on multiplie les deux membres de cette équation
par dz, et qu’on intégre séparément chaque terme du
second, on trouvera

Axmtr ,ern+n+1 me+m+l

fde:ﬂ_l m4n41 " mant1

Lorsqu’on rencontrera dans le développement de X

-+ etc.-}-const.

A
un terme de la forme —, ilen résultera dansl'intégrale,

le terme Alx (168).
202. La fonction la plus simple qu’on puisseréduire

en série, est , ayant pour développement

I

a+tx
1 oz w2t ad

S -+ ete.,

a a*
d’on

a2

f_dx._ il
a-|-a:_¢_z~2?+—.’§z_3—4—a4+em‘ -+ const. ;

: e 15 d :
mais on sait d’ailleurs quef:-;-?:—x =1 (a4x) +const.

on aura donc
‘Tﬂ
2a*

L 3 4
1(a+:z)=z— -f—aiag—-—;%‘+etc. -} const.
&
Pt?ur trouver ce quexprime la constante, il n’y a qu’a
faire z==o0; il vient, danscette supposition, la=-const.
et par conséquent '
Cale. intégr., 5° édition. 20
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: z T e g et
l(a+x)—la=l(1+ ‘—1) o R +ete,

résultat conforme-a celui du n® 29.

adx .
Soit la différentielle e qui, pouvant se mettre
da
a
sous la forme —
ol

n,‘appartient a Varc dont Ta tan-
o
e y
Z (36 éduisant ——— en série, on ob~
gente — ;(36) ; en réduisan prpey .
tiendra
a X & et o Melr
e = e Es—_7+ctc"
a’=fx a a a

et Vintégration donnera ensuite

adx 2
——— =arc| & == const. =
P axc( ang a) -+
R Sl a7

Z.—E’-}.Q—ﬁ ‘+ ete. - const.

$i Yon veut tirer de cette équation la valeur du plus

x .
petit des arcs dont la tangente est =3 il faudra suppri-

mer la constante arbitraire, puisque Varc cherché est
nul, lorsque z=—=o, etlon aura

3 5 7
& x X X iC )
we(ang=7) ="~ 7+ o e

a, 7a7
résultat conforme a celui du n° 38.

amd

x ; y
En opérant de méme sur — —, 0N trotive
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a"dx R aimatt R ool
a* +4-z* 5 (m—-1)a™ % (m +n-4-1)a®

gmerand
~

307

T T A L e e Ao
(m —-2n 4-1)a™

203. Le but de lintégration par les séries étant de
se procurer des valeurs approchées des intégrales qu’on
ne peut obtenir rigoureusement, il est important
d’avoir plusieurs séries pour exprimer la méme inté~
grale, afin de choisir celle que rend convergente la
valeur particuliére qu’on se propose de domner A z.
Les séries qui procedent suivant les puissances posi~
tives de x dont les exposans vont. en croissant, on
les séries ascendantes , ne convergent , en général , que
dans le cas ot la variable = demeure trés petite; tandis
que celles qui procédent par les puissances mégatives
de x, ou les séries descendantes, convergent d’autant
plus que cette variable est plus grande.

Pour parvenir a une série de cette espice, ‘dans
Pexemple ci-dessus, il faudrait changer Vordre ‘des
termes du binome @®-- 27, et mettre z a la place

3 1 .
de @ dans le développement de @ g On aurait

1 I a® aic  in i
PR e P e e Y

et, aprés ayoir multiplié par 27dz et intégré, il
viendrait

20 v :
@ an T T (n—m—1)znh

a* atn

(2R — m — ) gn—m=r = Br—m — g

-+ ete. - const,

20¢.
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Celte série serait illusoire, si quelqu’un de ses dé=
nominateurs, compris dans la forme in—m—r, s’éva-
nouissait, ce qui arriverait si m -1 €tait un multiple
de n; dans ce cas, la différentielle développée contien-

dx )
drait un terme de la forme at=)* — = , dont Vintégrale

serait ali=Dnlz.
Silon fait, dans le résultat ci-dessus, m=o, n=2
et @ =1, il devient

dx

I 1 I
—— b Loetel o consty
1+ a* :z:+ St Bl o ot H

mais quoique Uexpression o Soit la différentielle

de 'arc dont la tangente est x, il n’en faut pas conclure
que la série précédente soit le développement de cet
arc, puisquelle donne linfini lorsque @ =o. La
considération de la constante arbitraire lévera cette
difficulté, si Von fait attention que pour connaitre la
vraie valeur d’une série, il faut toujours partir du cas
ou elle est convergente. Or la série

I I I
:—r+3T.-"—5_r5+ ete.

Vest d’autant plus, que z est plus grand, et elle s’éva~
nouit lorsque x est infini : A cette limite, I’équation

arc (tang=u2x)=— - + 3%3 — 5—;;5 —+ ete. 4~ eonst.

x .
se change enarc de 17= 5= const., et substituant cetle

valeur de la constante, on obtient

L3 1 I 1
are (lax)g:x):—z-—;-}—@—-ﬁ - ete.

@
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-@n pourrait intégrer aussi la fonction rationnelle
il (172), en développant en série l’e\:ple%smn g;
T v

mais ce moyen ne conduirait qu'a des résultats fort

compliqués et rarement convergens ; d’ailleurs ces cal—

culs sont & pen prés inutiles, puisqu'on sait ramener

cette différenticlle aux logarithmes et aux ares de

cercles, dont on obtient les valeurs par les tables tri-

gonomeétriques.

i
20f. La formule fz™"'dx(a-4-0z")? est. facile a
P
intégrer par le développement de la quanute (a-bxmy
en série, et il vient pour résultat

P m--n
m— n -_ Vit et it Pb .Z‘
Serrda(a-ban)i = af { e
P(P_q)b-z gmtan P(P"’/) p—zq)b* msn +Bm}
1.2¢%a* mA-2n 1.2.3¢%a*  m+3n j
- const.

Sil'on voulait obtenir une série descendante par rap-
porta x, il faudrait donner a la difféventielle proposée
2 24
laformex 7 da(d4-ax—")7, et aprés avoir déve—
2 S
loppé (b + az—")7, multipli¢ le résultat par 2" e
et intégré, on aurait z
IR
? P q
Sam='dz(a + bax")t = b7 {‘g.r
(@pbay= 01 | L
m+(j_7_—i)u 2 (p=aq)n
al ok [ 2 7
+51 el ol e
9o0ma+(p-g)n " 1.2¢°0* mg--(p—2g)n

+e(c

—i— consj.
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Tant que les quantités a et & seront positives toutes
deux , on que g sera un nombre impair, on pourra
se servir indifféremment de cette série ou de la pré~
cédente; mais lorsque g sera pair, la premitre formule
FE , ; :

deviendra imaginaire par le facteur at., si a? est néga~
af, et la méme chose arrivera & la seconde, si 0P est

négatif,

205, Soit

22 : 2 e
—, expression qui est la différen-
z

e

tielle de l'arc dont le sinus — 2 (36); on aura

e 3 3.5 1.3:5:7 ¢
Vx—a‘ =1 ;1 2_7} + 2.4.6 +2-4‘ x—l—etc,
etdela
d:c 1 T s 3wy 1 365
l/:—x‘ .+23+ % —+2 83 — - ete. - const.

En supprimantla constante, la série sanéantira lors-
que z==0; elle donnera pax conséquent la valeur du
plus petit des arcs dontle sinus = , comme dans le
n°® 38. =

Voici encore quelques résultats faciles & obtenir,
d’aprés ce qui précede, mais quil est bon de con-
naitre.

dz dzx
1. ; faisant ‘/;r._. i,
Vx—zx \/:r Viez
adu ; 2 e !
ona — — ; mais par la séric précédente; il
Vi—u

vient
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ag P gt 100 etc) censt.a
\/1-—u <u+23+245+ 4.6 + i
donc
v 8w )‘/x-{-canm
‘/x_m"‘(""z 393 45
o, dxy/38z —z° ::(2a)‘ T dr{x-——
or
S BB
(l—_) aza -44a‘—2.4.68a3 7
done
& Z
= P e
jda.\/?.a‘rz:—-.r —(Ex T 2522 2.47.4a
‘a
1.1.3 az* =
-—2.4 6§—8;3-—- etc.)‘/za-}-coml,,
Eole iy
ou fdaV sz —x ‘—(__‘_—”_;Zﬂ;
Tirid Lz sl
i T e etc.)nx\/mx - const.

f e donnc uprus la reductlon de —o=—=
Vit 1

en série et l’mte’gration ’

1x
e ey s TR (U
sz-{m:” . 23'*‘2454 A s
( -} const.
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£ dz iy 1 123 X3
Vl’—_l‘ 2.22% 2.4.42%  2.4.6.62°

—ete. < const.

Cette série, qui renferme la transcendante lz, est
d’autant plus convergente que x est plus grand ; on
peut obtenir uneautre entiérement algébrique, et d’an-
tant plus convergente que x differe moins de l'unité,
Pour cela, il faut faire z =1+ u, ce qui donne

da du =

e = [l

développant ( 1 +§) : , multipliant chaque terme par

.
u *du, et intégrant, on trouve

du
Voutu:
3 5
_1_(21‘% 122 1.32u*  1.3.52u
Va 232 ﬂm“‘ﬁ_esq_s‘*‘e“)"'“’”’

‘u 1.3 u? 1.3.5 u? hei
_( = 3 o o e 8Tctc)Vzu+eomt;

et puisque u==xz —1, les termes de cetle série sont
d’autant plus petits que z —1 est peu considérable.

206. L’utilité de la réduction des différentielles en
série, étant seulement de les transformer dans une
suite de termes dont chacun soit in tégrable en parti-
culier, il nest pas toujours nécessaire que les termes
de ces séries soient des monomes.

Sil'on a, par exemple,
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dzy/ 1—e'z*

e

et que & soit une quantité fort petite, le développement

de V/ T—e*z* donne une série trés convergente, parce

que dans la différentielle proposée x” est toujours <1,
4 cause du radical |/ T—z*. On trouve

—_— 1.1 1,053
Vi—ez —1—ler — il eSxf— etc.,
5 2.4.6

2.4

et ]a suite & intégrer est

= ‘a'a"‘u__"_'ﬁSS_t)
fﬁ:;ﬁ-fx—zf’ Gl T

e
dont chaque terme rentre dans la formule [ ———

S
1—a*
traitée au n° 197. En substituant au lien de
dx x’dx zidr
— 5 e = 5 -ete. s
1—a? Vi—z Vi—a*

les expressions données dans le n° cité, il en résultera

da (/) 1— -
VWir=h

I 5 I BT & }
e {;“V“‘” —;”‘f

+i { s
ﬁxa-f—;:%gx)l/l——x-’—' 22 :
........ wanioa s CONSEL

On traiterait d’une maniere analogue Ia différen~
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tielle
dx . dx 1
V (1—a") (ll—f—u!) ‘/l—x“ Vata

en reduxsant en série la quantité

e = ()
et quant 4 la différentielle
: {3 iy e
Vieez—7) b—a)

qui se rencontre dans la Mécanique, le développe-~
ment de

-2

b !——)

1.3z% 1.3.52
{!+2b+z4b‘ z/ﬁb*'*'““}
rameénerait son intégration a la formule

zidx
Vacx—a*

bz P

(199)-

De Uintégration des fonctions logarithmiques
et exponentielles.

207. Soit d’abord la différenticlle  Pdxz(lz)*,
¢étant une fonction algébrique de « ; 'intégration par
parties fournit le moyen de la sxmphﬁer en dmunuant
Pexposant de lz.

“ En effet, si dans Texpression. general\, fz"Pd.r ol
pcut‘mteglex le facteur Pdz, et qu’on pose.en con=
séquence

Pdr=do, b u—z" et dz::zd.t,
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la formule fudy=uv — fvdu (193) donnera

[FPdx =z — nfz" e dz (1),

résultat ot la différentiation a diminué d’une unité
Vexposant de z, si toutefois cet exposant est positif.
Le contraire aura lieu 'l est négatif; alorsil faudra
changer la manicre d’operer, et faire tomber lintégra-
tion sur le facteur z”, ce qui se peut en observant que

Véquation
dz Pdx
dz=1z'dx donnant dx:;;, onaf z" ==
e e z,_ld @

Ci (n—=1)zz""" " n—1

208, Pour ladifféventielle x"dz(lz)?, on pose

7 ” o cal
zdr=dv, ‘dou B

et Véquation (1) conduit a ;

xRy P o el

ey ;1—_*_‘[.7" daflz)izl

Si dans cette derniére on change successivement n
en'n—1, enn—2, elc., on trouyera

Jzrdx(lz)i==

g (o) i n

ferda(apmet o ?n_T: [erda(z)—,
m n—n_'_szl(lz)n_: n n—3
fzrdz(le) wt= et

ete.

En poursuiyant ces réductions, on étera de Pex—
posant n, s'il est fractionnaire , toutes les unites qu’il
contient; et 'on peut aussi par leur secours construire
la formu!e générale
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f;:mdz-(lx)ll P, rmt
m -1
e SR s
{ter—" ) +(m+lr 2
n(n—l) (n— oy
T-—I-T)T (u) ity i
Sl S e G
FenEe e e e

11 est bien aisé de voir que le facteur (1) sert.i
indiquer l'alternative des signes 4 et — selon que p
est pair ou impair : on doit remarquer en outre que
intégrale du second membre disparait quand p=n.

En prenant n=1 et n==2, on trouve-

fx"‘dxlx_ + {l.r = +1} -+ const.
Jarida(y = + { 2y — -2 le o _H) }
-+ const.
Lorsque m=—1, la formule ci-dessus cesgz d’étre

applicable ; mais en faisant 1z =u, on a

it

f—— (lz)* = furdu= e - const.

— (lz)*+* 4~ const.

= +

etla méme transformation rendrait algébrique la dif-
o e dx f ;

ferentielle ?U , dans laquelle U désignerait une fonc-

tion algébrique de la.
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Lorsque r est négatif ou fractionnaire, la série se

prolonge 4 Uinfini; en faisant n=-—3, par exemple,
il vient

wde
Vie
2o S i 1 P 1.3
il {uxﬁ 2(mepr) (2)* f(m41)41z)*
+ ——i*ﬁ—z‘ + Etp-} = const.
8(m4-1)° (1z)”

209. Pour diminuer U'exposant de L, lorsqu’il est
négatif, il faut employer la formule (2) du n° 207,
avec laquelle on trouve

»deaf 20 ) 4 m-1 ™2
T = =0 " n—1) (x>

Répétant cette réduction, en changeant 1 en n—p 5
en n-—2, etc., et supposant que n est un nombre
entier, on obtiendra

x"d2 ZTH (m~-1)zm+1

[ (n—n)(lz)y = (n—1) (n—a2) (lz)*—=
(m_,_I)n‘z.m+l
S ey e (e .
2 (m4-1)"—t aTdp
......... e Eh Y T

Quand m = —1, la formule précédente conduit &

f dz g 1
J:T(.:t')—,,-——' G-m_l) ey - const. ,

résultat qui devient illusoire lorsque n =1; mais la
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iAo (s by 2l e f X
différentielle il répond A ce cas, s'intégre immé-
xz
diatement , en faisant lo = u, puisqu’elle se transforme

en r]_u’ et Von a lu 4 const. = I(1z) <4 const.
u

210, L’intégrale_f%f, de laquelle dépend

2"dx

(=)’

constituer une transcendante & part, On la ramene &

une forme plus simple, en faisant ™+ =z; car il
dz 1z

vient alors #"dz =———, le=———, et par con-

m=1? m-1
'z:”‘d.x dz
sequentf

On trouvera plus bas le développement en série de
cette dernitre, qui se rapporte aussi aux fonctions ex-
ponentielles, en posant 1z =u, ce qui donne z =e

dz = e*du-et d: =fe"du.

quand 7 est un nombre entier, parait devoir

1z u
or1. Je vais m’occuper maintenant de Vintégration
des fonctions exponentielles; je ferai d’abord remar-
quer que Péquation d.a*=a*dxla (27) donne
2 1 ) a®
a*dx = T d.a*, d'on fa"’dx—_:m ~}- consi.

; 3 ! d.a*
On tire aussi de 1a dx = =

; par ce moyen, la dif-

a® 7d
férentielle Z7dzx devenant Zil_ , se change en ul:

lorsqu’on fait a®=u, et est algéhrique par rapporta u,
lorsque 7~ est une fonction algebrique de a®. On trouve
asdx du

\/I-f—a"z_]av; T

k3

ainsi que
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212, Passons a la formule fa®z"dz, delaquelle dé-
pend fPa*dz; lorsque P est une fonction rationnelle
et entitre de x. L’équation (1) dun°® 207 donne
{151
la

fotzide = — l%fa‘x""‘dx;

¢t en continuant cette réduction de n—1a n—a, etc.,
on parvient, lorsque n est un nombre entier positif, &

fasaidri=— {xn_ Z i ”(’(11;;1) 4 ’,
n(n—1) (n—z) n(n=1)...1},
i (la)?® et (=) W}+ const.

213. Si Péxposant 7 est négatif, Vapplication de la
formule (2) dun° 207, conduit &

a*dx a® la' ardz
f z (n—x)x’_‘:‘ + n—1 fx"“ ’

et quand l'exposant n est entier, on obtient

fa”d.r i q a*la
2t (e—D)zr | (n—1) (n—2)

1 a“(la)* - a*(la)"—
(n—1) (n—2)(n—3)2*=3 """ " (n—=1)(n—2).c12

P e f“”d-”.

(n—1) (R—=2)...1 7

On ne saurait pousser la’ réduction au-deld de
a*dax
; car Pédquation
&z

ttxd?c &z la- focdx
j’ i e + n—1 fa:"‘”

ne donne rien, lorsque n=r.
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On retombe encore dans cet exemple sur la trans«

‘ i S e .
cendante _a__d;'c, dont j’ai déja parlén® 210; et sil’on
x

pouvait obtenir son expression , on aurait en méme
temps Vintégrale Ja*z"dz, pour tous les cas olt n est
un nombre entier. j
Lorsque 7 est un nombre fractionnaire, les deqx
développemens dont on vient de faire usage ne se ter-
minent point. Si Von avait, par exemple, n.=—1,
Ie premier donnerait la série
a*dx a® 1 1.3
— = —“——4{ I e
Vz 1laV'z axla ' fx*(la)
1.5 }
— ete. p -+ const.;
i 8z(la)’ + 2

et en faisant n=2 dans le second, on aurait

atdx S=f1 sxla 4r°(la)°v
fv;cm“ ‘/’”{I’ﬁ A
8x'(la)?

Taibig

-+ etc.} - const.

214. En remplagant ¥ par son développement (27)
dans la fonction fPa®dz, on obtiendra

fPa*dx = [Pdx + l—:z—fPJL'd:r -+ %2: [Px’dx
dap o s da)
+|—.-z._3fpx dz + 1.2'3.4fo dz -+ etc.,

ce qui fournira un nouveau développement de [Pa*dz,
toutes les fois qu’on pourra obtenir les fonctions

[Pdz, [Pazdz,....fPz"dz, etc.
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Si P= 2", il viendra :

e }.—t P ] 3 2+ (] gy
-1 1(n+2) 1.2(n43)
2 +i(la)?
1 _'?3(’1—"-4) - ele. -+ const.

el

ot il faudra mettre lzau lieu de , lorsque n sera
= :

Ty
un entier négatif égal & — 7. :
L’application de ce moyen a intégrale f az—dl‘,
x

donne le développement

a*dx zla | 2i(la)* | 2i(la)
p— | e —_— —
x z+x,1+1.2.z s 15008.3

z!(la)t
1_2-3'4—.4* - ete. < const.,

Iz

que la supposition de a®—13, d’ot il résulte z —

et lr=llz—1lla, transforme en

dz s len e ndat g (a8
Iz _ll~+T+—2-I.-2 "31.2.3
il (12)!

i ]—ﬁz ~+ ete. < const.

215, 1l y a encore un autie moyen d’intégrer une
fonction exponentielle, telle par exemple que _h_(elxd.:; g
: 1+z)*’
c’est fie chercher a la rapporter & la différentielle de la
foncno? €*P, qui est e*(Pdz + dP), et dans laquelle
l? represente une fonction algébrique de z. Clest prin-
clpalem.ent la sagacité et ’habitude du calcul qui peu-
vent guider dans ce procédé; L'exemple proposé étant

Cale. intégr , 5¢ édition, ax
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fort simple, il suffit de faire 1+2=2z: ona alors

:T-T‘—% s o e A e O %.)} :

s dz
et avec un peu d’attention, on voit bien que =

d’ott

wl=

étantla driﬁ'érentje}l‘e de iz , il fantprendre P=

{4 £ i
il résulte Vintégrale c—z-{- const. Remettantau lieu dez

erada e

E"f‘—f)—" Tl .:r+ const.

sa valeur, on trouve

De Uintégration des fonctions circulaires.

216. L’équation (1) du n°® 207, en y faisant P =a",
z=—=arc (sin=2x), et observant que

d.arc (sin=1x) = _‘%x:; 36),
donnera :
5 Sx"dx arc(sin = 2) =
e : 1 e
s .arc(sm___:c)-—7-17_—T T/?—:_—?—;,

etf ?““"da:- a 6té traitée dans les n* 197 et 198
‘/1,—.7:“
£ 5
Cet exemple suffit pour montrer que [fPzdz, % t;:-;
signant un arc de cercle et z Vune quelconqt:earé
lighes rigonométriques correspogd,antes ace . ]l;
pourra étre ramenée 4 Vintégrale d’une différen ltci;m
algébrique , toutes les fois que [Pda sera une fonc!
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algébrique de cette variable, puisque les différentielles
de P'arc sont aussi de pareilles fonctions (36).

En supposant toujours que & soit le sinus de Varcz,
et faisant P= 1, dans I'équation (1) du n° 207, on
obtient ;

Jatdx — xz" — pfen—! ~———de 3
V 1—z*
ot B ST () i,
Vi—a® 3 g

et ainsi de suite, d’ott on conclut

Sfzida =
2% - natT! V 1— 2% = n(n—1)z" 2z
—n(n—1) (n— 2)z"=3 /1= 2" 4 etc. 3
série qui glarréle lorsque 7 est un nombre éntier
positif.
Sil’on avait Pdx —dz, V'intégrale (Pz*dz se chan—
Zn
n--1
4 z" une fonction algébrique quelconque de z, Iin—
tégrale considérée par rapport a z, rentrerait dans
quelqu’une des formules traitées précédemment.

geraiten [z*dz —

-} const. ; et si I’on substitnait

217. Les fonctions qu’on vencontre le plus souvent
ne contiennent pas I'arc, mais seulement sa différen-

tielle, et pour les intégrer il faut se rappeler que, par
les n> 33 et 34,

> : P
d.sin nz= ndzcosnz; d’o fdzcosnz= - sin nz-Lconst,
n
. ¥ I
d. cos nz=—ndzsinnz, _fdzsmrzz—_—-——l €08 nz4-const.
Sn
dz dz
d.tangnz= __Z0Z et t :
. = = = —tangnc--const.
(cos nz)*’ (cosnz)? 7B uehonst

Bar,.
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ndz
d. cotnzi=— — 2 d =—_ cotnz F-const,
(sin nz)? “(sin nz) n")’ n
% ndzsinnz dz sinnz X
d. séenz= ————, -———== -~ sécnz Jconst.
(cos nz) (cosnz)* n
I
= = const.
webanz |
: ndzcos nz *dzcosnz >
d.coséenz—=——""""° ,———:——cosecnz+consr.
(sin nz)* (sin nz)” n
1
=— ——— -consi.
neinnz, ©

218. De ces intégrations résulte d’abord celle de
toutes les fonctions rationnelles et entiéres de sinus et
de cosinus, parce que; au moyen des expressions de

sinacosb, cosasind, sinasind, cosdcosh,

rapportées dans le tableau des formules trigonomé-
triques (7'rig. 29), on peutles changer en simples sinus
et cosinus,
Soit pour exemple
da sin (mx 4-n) cos (pr4¢);
si on fait d’abhord
a=mr--n, b=pzx+yq,
on trouve

sin (mx + n) cos(pa -+ g) =
wsinf(m—-p)z +n+g] +1sin[(m — p)z+n—q];

et posant i
(mt-p)z 4+ n4 g=z, (m—plxtn—qg=1z,
d’oit
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dz dz’
dx:-————m_’_P, dx_.m_P,

on n’aura plus a intégrer que la différentielle

(”’+P) —dz smz—}-mdz sz,

qui donnera {

I
€Sz — cos z - econst.

I
T am4p) 2(m— p)

En remettant pour z et z° leurs valeurs, il viendra

cos[(m +p)z+"+Q] St cos[(m-p)z+n—q] —~+-const.
o 2(m~p) 2(m—p)

1ln’y a pas plus de difficulté pour l,sinus et cosinus
élevés a des puissances entiéres et positives, parce que
les formules trigonométriues citées convertissent ces
puissances en sinus et cosinus d’arcs multiples.

C’est ainsi que la formule

: sin@®=— ; — ; cos 2a,
changeant

[sin (mz 4-n)]* en’ § — 1 cosz(mx+n);
conduit & Vintégration d.e i
da[sin (imz 4 n)]*;
car si 'on fait
2(mx +n) =z, don dr=—,
on obticndra la différentielle

2(1——cosz),
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dont l'intégrale n n(n—1
& cos nz -+ — cos (n—2)z - = ) cos(n—4)z
. X .
L 2(mx+-n)—sin2(mzx-4 - S
———— —-const. = z+4-n) — 1) (n—2 } n 3
Gm ~+cor e 4 conse, +ﬂ"_1%-_) cos(n—6)z... 4 cos —(n—2)z 4 cos—nz
0o
219, On ¢'éléverait aisément des i i n(n—1) . ;
: : expressions de : P
i A : —14 sinnz+-=sin(n—2)z sin (n—4)z
sin a* et de cos a*, 4 celles de sin a® et de cos a, et + V=igsin -+ sin(n—2) b (n—4)
ainsi de proche en proche; mais cel n® / = =2 n ; :
duisent .Pd 1 Pl i les du' 0* 187 con- ‘n(’}———l)ﬁl——) sin(=6)%. . . 4- —sin—(n—2)z +sm—-nz} )
ent 4 des formules qui comprennent tous ces cas 1.2.3 k :
particuliers, ;
En effet, on a d’abord, et les termes affectés dey/ —1 se détruisent comme ou
i P eV va le voir.
(ez 1l eg—% nn o e . . iy X g
cosz"z___._zu_&)_’ ou 2"cosz"=(c=‘/—l+e—z‘/~:)u; 1°. Si n est impaire, 1L nombre de ces termes est

pair; en les assemblant par couples pris a égale dis-
tance des extrémes, ils ne differeront dans chaque

etsi Ton developpe le second membre de cette équa- couple que par le signe; parce que

tlor.'x ;- en- suppgsant que n 'soit' un- notabre: éntier
positif; cas dans lequel la formule du binotiie sarréte; gitl Shuscceiipms (¥ 000
et les termes placés & égale distance des extrémes on

les mémes coefliciens; il viendra 3 quelle que soit m : la prewmicre moitié des termes est

donc détruite par la seconde, et il ne reste que la
2™ coszl = partie réelle du développement. Si lon éprouvait
quelque difficulté & conceyoir qui précede, il suf-

n(n—1)
firait pour la lever, de faire le calcul en assignant & n

VT Db S TR e =
t 12

; une valeur particuliére , comme 3 ou 5%

_ Dans celte opération, on verra sans peine gue la

! & partie réelle; qui forme la valeur de 2" cosz", lors-

mais lorsqu’on change z en mz, 1’équation que le nombre 7 est impair, peat étre réduite & la

moitié de ses termes, en observant que

ra—1)(n=2) i n e =
+—12—3— (n—6)z¥ S ; e—(n—a)2¥ =1 _'_e—uzt/-z 5

o o] e
=V = cos 2 :*:‘/—1 sin z, |
donnant ! cos — mz = cosmz (T'rig. 26),

V'S — o5 mg == V/ =1 sin mz, | ot il suit que les termes places & égale distance des
extrémes sont égaux : on peut donc se borner aux
termes qui composent la premidre moitié de'la for-
mule, pourvu qu’on les double: De cette maniére, on

fournit le moyen d’exprimer en sinus et cosinus tous
les termes du développement ci-dessus, qui peut en-
suite s’écrire ainsi 2" coszh=
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rouye €05 % = CO05Z,
2" €05 2" = 20082 = €08 2% == I,
° = 3cosz
Sl 2n(n—r1) 4 cos z¥ = cos 3z + i
2008 nz - = cos(n—2)z - T e cos(n—~/4)z 4 etc., Bicosat — ansila t foonas 485
16 cos z° = cos 5z 4 5 cos 3z -+ 10053,

ou, en divisant les deux membres par 2, 35 08 25 — cos 6z <+ 6 cos 4z 4 15 cos 2z + 10,

251 cos 2% = 64 cos 27 = cos 7z -+ 7 cos 5z + 21 cos 3z -f- 35 cos z,
n(n —1) etc.

n
oS nz —cos(n—2)z ——=cos(n— 4)z te, s . 23 :
+ 1 ( s 1.2 ( P e, 220, L’expression du sinus (187) donne I'équation

en s'arrétant au dernier arc positif, qui est......,
[p—(r—1)]z=1= sinfz™ =

2°. Quand I'exposant » est pair, chague partie du
dé‘velo‘ppement aun nombre impair de termes ; mais 25 L
dans la partie imaginaire, celui du milien étant - 2%V —1)" sinz® == (e2¥ 7t — =2V Ty —

el par conséquent

Y = L N R P n(n—r) e(a—f)zV =i
L i = 1.2

a(n—1) (n—2)... ‘(n—g-}-x)

sin (i — nz,

b

P n(n—1) (n—2) (a—t)eV/ =i
l~2.5.4..'.— _——
2 1093
on les termes du dernier membre sont alternativement
positifs et négatifs. Lorsqu’on remplace les exponen—
tielles parleurs valeurs en sinus et cosinus (n° précéd.),
il vient
cos (n — n)z = cos 0 =1, . : . 2/ ) sin 2 =

1)

n n{n—
£0s nz — — cos (n—2)z 4 (1—2— cos (n—4)z

s'évanouit : cette partie est donc encore nulle.
Quant au terme du milieu de la partie réelle, comme
il est affecté de

il se réduit a son coeflicient , le méme que ci-dessus; et i
i cause qu'il est unique dans la formule, il faut en

Sl
en: Vi » T n(n-—1) (n—2 n —rt
prendre la moitic, si 1 on veut le soumeitre au facteu _ ) ( ) c0s(n—6)z. . . . %=~ cos—-(n—2)3 T COS—NZ
commun 2, supprimé dans le cas précédent, en sorte ‘ Ti3:3 1
qu’on peut encore se servir de la méme formule que ) n nn—r) -, fs
. » ATey 1 Sebe=nt p— ——" S n—
dans ce cas, pourvu qu’on ait soin de ne prendre que la +V = {SHIIZZ L sin(r—2)z + —— sin (

moitié du coeflicent du cosinus de 'arc nul qui se pré-
sente. alors.

Avec cette attention, il sera facile de former les va- 5 o 3
leurs de la table svivante : ol il faut encore distinguer deux cas,

n(n—i)(n—2a) Ti. % - =
atd . ;(3 2—’sin(u—-l’i)z.. .i—sm—-(n—z)z:',:sm—m} g
2. I
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1°. Lorsque 7 est impaive, le nombre des temes de
chaque partie du développement étant pair, et teux de
la partie réelle ayant, quand ils sont & égale distance
des extrémes; le méme coefficient avec des signes con-
traires, se détruisent, puisque cos— iz = cos mz.
Cette partic réelle est done nulle. I n’en est pas de
méme de Ja partie imaginaire; les terines placds & égale
distance des extrémes s'ajoutent, parce que ceux dela
derniére moitié changent de signe a cause de

sin — mz = — sin mz.

_Dans ce cas, 'équation ci-dessus étant aiusi réduite &
son premier membre et 4 la partie imaginaire du
second, devient divisible par /=1, et les quotiens

2"(\/- 1) Vsingl=
n(n—

; oo )
sinnz — — sin (n—2)z -+ -——!—;-—) sin (n—4)z

—1) (n—2) . Lo ;
A f@_—l(—’;—-——) sin(n—6)z...72= x sin— (n—2)z Tz sin—nz,

1.2,

sont tous deux réels, puisque, n—r étant un nombre
pair,
(Vl—’}"_] =1,

selon que n — 1 est divisible seulement par 2 ou par 4.
Tci, comme dans le numéro précédent, les termes
places a égale distance des extrémes, ayant la méme

valeur, on peut encore se borner a doubler ceux de la
premitre moitié, en s'arrétant au dernier des arcs
positifs.

59, Quand 7 est paire, les termes placés a égale
distance des extrémes ayant le méme  signe, cest
la partie imaginaive qui s’anéantit ainsi (he dans

DPE CALCUL INTEGRAL. 331
le n° précédent, et la partie réelle qui subsiste,
avec un termé du milied : observdiit donc alors que
( 1/ =i* = z£1, et supprimant un factenr 2 dans

chaque membre; on peut poser
T2t =lisingd —

n(n
d

COSnZ——-?COS (n—2)z -+ 2cos (n —f)z — etc.,
pourva qu’on ait soin de s’arréter au terme ou larc
est nul et de ne prendre que lamoitié du coefficient,

Par cette formule, et en changeant tous les signes
lorsque celui du premier membre est —, on trouvera
sans peine les valeurs contenues dans la table sai—
vante :

sing == sii z,
28inz’=—C052341,
—sin3z-3sin z,

8sinzt= cosfz—4cos2z+3,
16sinz®— sin5z —5sin 3z} 10sin z,
32 sin 28=—cosbz +6cos fz — 15 cos 2z 4- 10,
64 sin 27 =-—sin 7z 7sin 5z—215in 35 435sin z,
ete. (¥).

221. Maintenant, soit a intégrer la différentielle
fdz coszt; on tirera d’abord des formulés du n® 219,

1

cos zt =1 084z 4} cos 2z + §,

et Ion aura
fdzcos 2t = § fdz cos fz -+ & fdzcosaz + 5 [z

= %5 sin 4z -+ % sin 2z 4 3—; - const.

(*) Dans les formules ci-dessus, je me suis borné & considérer »
comme entier, ce cas ¢tant le seul nécessaire pour le plos grand
nombre des applications : voyez sur les autres, fa note G, i la fin
de Ponvrage. 5



332 TRAITE BLEMENTAIRE

Cet exemple montre assez comment il faudrait
OpErer sur tous ceux qui pourraient s’offrir,

222. Les formules
¥ ezV 1 __ e~V
CRITE g — Tl Ty
a2 —1
eV = -+ e

2

-1

— (187)a

€0Sz =

changeant les fonctions de sinus ct de cosinus en
exponentielles, raménent Pintégration des unes 4 celle
des autres.

On peut aussi changer Ia différentielle dzsin 27 cos zt
en une autre qui soit comprise dans les différentielles
binomes : il suffit de faire sinz — z, d’ot il résulte

sz =V 1—z°, dz=

et Pon obtient ensuite

A—t

Sdzsinz™ cos 2" = frmdz (r—27) 2.

CGette derniére expression s'intégre d’ahord’ quelle

: ‘ ¢ 1 ne=i
que soit m, ]orsque 7 est impaire , puisque e est

un entier. Quand n est paire, e revientd == { — 1
2

¢ €tant un entier, et emploi, soit de la formule (B)

(195), soit de la formule (D) (196), raméne &

SErda(t—an T

qui s’obtient quand m est un entier (197, 198)-
Dans tous les autres cas, on réduira Vintégral
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proposée a celle de la différenticlle analogue la plus
simple. 1

I1 est visible quon peut transformer de la méme
maniére les différentielles contenant les autres lignes
trigonométriques.

223. Avant d’aller plus loin, il est & propos de re-
marquer que si 'un des exposans m, n est impair,
Pintégrale [dzsinz”cosz® se raméne sur-le-champ
aux fonctions algébriques entiéres, en observant que

Jdz sin z°?* cosz" = (dz sin z.cos z" (sin 2*)P,

Jdzsin 2" cos 291 —=-fdz cosz.sin z™(cos 2*)7,
que .

(sin z%)P = (1— co0s z*)?, (cosz")! = (1 —sinz?)?,

que
dzsinz =— d.cosz, dzcosz—=d.sinz,

et faisant cosz==u, puis sinz=u, on arrive a
— furdu (1—uw?)?, fumdu(1—u),

intégrales qui s’obtiennent en développant les puis-
sances entiéres de 1-— u’.

224. Les formules (4), (B), (C) et (D) des n* 194,
105, 196, pourraient étre facilement’ transformées par
rapport a Ja différentielle dzsinz™ cos z* (222); mais
on parvient immédiatement aux mémes résullats, en
décomposant en facteurs cette différentielle.

Sionlametd’abord sousla forme dzsinzcosz®.sinz™ ",
le premier facteur dzsinz cosz® pouvant, i cause que
dzsinz = — d.cosz, sintégrer, on trouve

Sdz sin z™ cos z* = fdz sin z cos 2" sin 2"~ =

cos z" ! sin 2"~ mn_—; fdz cos Zn+2 gin 3™

n<4-1 +




334 TRAITE ELEMENTATRE
et parce que €08 z"H = c052". €05 2% == €05 z2°(1—sin 57),
on obtient

Jdzcos 3"+ sinz™*— [dz cosz"sinz" " —fdzcos z"sinz™,

Substituant dans la premiére équation, et prenant la
valeur de Jdzsinz™ cosz”, il en résultera ()
sinz"leosz" ! m—

1 s :
dzsinz™cosz ==—~ - ——- [dzsinz"*cosz",
K : m4-n m--n [t

205, On pent construire de méme la formule pro~
pre A diminuer exposant de cos z; mais elle se déduit
immédiatement de la précédente, en posant

. Ly - o
z=19—y, d’olt ds=—dy, sin z=cosy, cosz=siny,

Par ce moyen, et en y changeant tous les signes,
la formule (4) devient

cogy™~'siny"

s m—1 i
Sdycosymsiny"—= T +_n7:|—_n Jdycosy™siny®;
et maintenant, si 'on remplace 3 parz, qu'on change

‘m en 7 et réciproquement, on aura la formule (B)

sinz™cosz® ! n—
m--n m--n

206. Comme leurs analogues pour les différentielles
binomes, ces formules doivent étre renversées lors-
que Vexposant qu’on se propose de réduire est né~
gatif (196).

En prenant dans la formule (4) la valeur de I'inté~
grale du second membre, on obtient

fdzsinz"cosz" = f dzsinzcosz" %

sinz®~'cogz™! | m--n
m=—1 b e

fdzsinz"—*coszt= fdz;mz'”cosz"'
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si Pon change ensuite m ¢n—m —+ 2, et quon passe
les puissances négatives au dénominateur, il viendra

1a formule (€)

dzcosz” cosz" ! m—n—s2 fdz c0sz"
f Sne® . (m—1)sinz” m—rt sinz7—2"
En opérant de méme sur la formule (B), on en déduit
la formule (D)

dzsinz™ siniz" ! n—m—2 (dzsinz®
L[ ‘cos z%  (n—1)cosz" ! + n—1 fcosz"""
5
227. Voyons maintenant 'usage de ces quatre for-
mules.
Si Von applique, par exemple, & fdzsin z cosz?,
la premiére , elle donnera d’abord

e 3
2 sinz’cosz St
| pe——
[dzsinzdcosz?=— 5 Gfdz sinz? cosz?;
puis
sin z cos z°
fdz sin z* cos 2= — ——4—— = 4fdz cos 27,

Employant ensuitela seconde, en y faisantm—o,n=2,
on-trouvera

sinz cos z sin z Cos z

Jdzcosz® = ——-— j‘i i

42,

2 2

Enfin, remontant de ces valeurs a celle de lintégrale
proposée, il viendra

s i B LR
Jdz sin zt cos z° =—gsin z° €08 2° — — 4smz cosz®
Biror 31
- sinz cos z const.
i o S D
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On voit bien, par cet exemple, comment l’emploi
répété des formules (4) et (B) fait trouver. ... . .
fdzsinz" cosz”, lorsque les exposans m et n sont en-
tiers et positifs. La premitre conduit & fdzsin z cos 22
quand Vexposant m est impair; et comme...., ., .
dz sinz=—d.cos z, T'intégration qui reste & faire
s'effectue tout de suite (223).

Si lexposant m est pair, on arrive & fdz cosz”, et
la formule (B), en y faisant m=o, méne ...,
Sdzcosz = sinz, quand n est impaire, et & fdz =gz,
quand le contraire a leu.

Sites exposans m et n étaient €gaux, mais de signes
contraires, les formules (4) et (B) ne pourraient plus
servir, a cause de I'évanouissement de leur dénomi-
nateur m —+ n. Pour éviter cet inconvénient, il suffit
de commencer par réduire celui des deux exposans
qui est négatif. :
dzcosz®

J' Using® il

La formule (C) appliquée d’abord a

i, o ffdzcosz® !
duit. a —-, oud fdzcosz®, selon que m gst
sin z

impaire ou paire. La formule (B), appliquée ensuite &

'dzcosz® . 2=
————, conduit a

sin z
dz cosz d.sinz X
————= | ——— =\L.sin z + const.,
sinz Sin z

: g : 2 dz A
si n est impaire, et A e dans le cas contraire. Ce

dernier résultat n’étant pas compris dans les différen—
tielles intégrées précédemment , doit étre mis 4 part.
Avec les formules (D) et (4), on passe de

zsin z™ 3 dz d s i e
e uand m est paire et n impaire.
® cosz" cosz’ 1 B P
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Enfin, si m et n sont toutes deux négatives et
Lo i
ampaires, la formule (C) conduit d’abord a

'dz cos 27" dz sin 27!
f P e i cosz® ’
intégrale que la formule (D) ramene & . :

dzsinz™ - dz .
cosz ) sinzcosz’

nouveau résultat qu’il faut aussi traiter en particulier.

228. Je vais en conséquence m’occuper, dans cet
article, de Vintégration des trois différentielles

dz dz dz

sinz’ cosz’ sinzcosz’

¢n commengant par la’ derniére.
Si Pon divise ses deux termes par cos z*, elle devient

dz
cosz®  d.tangz ;
=——2" (34, .
sinz tangs SOk
cosz

et il en résulte

f___c-lf-—- =1.tangz -~ const.

sinz cos z

En posant z==2z", et mettant pour:sin 227 sa ya—-
leur asinz’ cosz’ (Trig. 11), on obtient i

dz dz’ A 7
= [ ————— = . tang &’ -}~ const.,
sin z sin z’ ¢os z
d’aprés ce qu'on vient de voir : donc

Cale. intégr., 5° édition. 22
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f~d—z = l.tang ; 2z 4 const.

sin'z

Changeant ensuite z en 11—y, il vient

4z =— 'd_y =—l.tang 3 y 4 const.
€08 % sin
— — l.tang % (19— 2z).-~ const.,

ce qwon peut transformer en l.cotl ( }9— g) -+ const.,
pareé que V.ot @ =— L.tanga (Trig. o). :

On voit donc que Uintégrale [dzsinz™eosz” s'ob-
tient toutbs les fois que les exposans m €t n sont des
nombres entiers, soit positifs, soit négatifs; il .n’en
est pas de wméme quand ces exposaus sont fra(':tmn-
naires. Il faut Avoir recours atix séries, excepté dans
un petit nombre de cas ou Yintégration se présente

delle-meme.

Ce qui précede m’a paru suflisant pour donner une

idée” des diverses méthodes du Caleul intégral des
fonctions explicites d’une seule variable. On v'oit‘ gu’a-
prés un petit nombre de diﬂ‘érentieues qul s'intégrent
exactement, on est réduit a simplifier les autres de
manitre 4 les faire dépendre de quelques cas particu-
liers (193—200, 207—212;, 224—2‘27),'.'dé>‘ut on cal-
cule ensuite la valeur par approximation, ou pour
lesquelles on eonstruit des tables comme .celles des
logarithmes et des sinus. Ces cas particuliers, tant
qu’ils sont irréductibles; constitnent des transcen-
dantes distinctes (¥).

(*) Poyez Ja note D, ¥ la fin de Pouyrage,

»
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Méthode générale pour obtenir les waleurs
approchées des intégrales.

229. Le développement des intégrales en séries ne
conduit i une approximation que dans le cas ou les
séries qu’on obtient sout convergentes, ce qui n’ar-
rive pas toujours; c’est pourquoi les Analystes ont
cherché les moyens de parvenir & des valenrs appro-
chées des intégrales, quelles que soient les fonctions
différentielles proposées. Le théoréme de Taylor méne
d’une maniére trés simple aux formules qu’Euler a
construites pour cet objet; mais avant d’y parvenir,
jeferai connaitre quelques dénominations relatives aux
divers points de vue sous lesquels on envisage les in-
tégrales. i ¢

La nécessité d’ajouter une constante arbitraire a une
intégrale, pour lui donner toute la généralité qu’elle
comporte, fait voir que ces fonctions sont doublement
indétermindes, puisqu’il ne suffit pas, pour assigner
leurs valeurs, d’en attribuer une a la variable dont
elles dépendent, mais qu'il fant encore déterminer leur
constante, qui est susceptible de toutes les valeurs pos-
sibles. On détermine ordinairement cette constante, en
assujettissant Vintégrale & s’évanouir pour une yaleur
donnée de x. On en a déja vu plusieurs exemples
(187, 202, 203), et cela revient en général a ce qui
suit. :

Si fXdw = f(z) 4 C, f(z) désignant la fonction va-
riable déduite immédiatement dn procédé de linté-
gration, Cla constante arbitraire , et que intégrale
doive s’évanonir 'pour une valeur x=a, on pose
Péquation f(a) 4~ C=o0, de laquelle on tire

C=—f(a) et fXdx="f(x)— ().

22. .
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Sous cette forme, Vintégrale £ Xdz n'est plus quela
différence entre la valeur que prend f(z) lorsque x=a,
et celle qu'elle acquiert pour toute autre valeur dela
méme variable, Pour z =25, par exemple, il vient

[Xdx =1£(b) — f{a).

11 est'a propos de remarquer que ce résultat s'ob-
tient immédiatement, sans qu’il soit besoin de déter-
miner la constante, et sculement en prenant la diffé-
tence des résultats qui correspondent aux valeurs x=a
et x=2, lesquels sont f(a) + Cet f(b) 4 C.

Ta valear z=a, pour laquelle V'intégrale s'éva-
nouit; en est Uorigine; et Ton dit' alors que Vink-
grale doit commencer lorsque x = a. La valenr &
laquelle on s’arréte, répondant & z =&, on dit en con-
séquence que Vintdgrale est compléte lorsque x = b.

Les deux valeurs # =a et =0 sont désignées en
commun sous le nom de limites de U'intégrale.

Toute intégrale qu'on énonce sans fixer son origine
ou sans indiquer ses limites, se nomme intégrale in-
définie , et doit, pour étre compléte, renfermer une
constante arbitraire.

Lorsqu’on assigne ces limites, lintégrale est définie.
Si elles sont x=a et z=1>0, par exemple, on dit
alors que lintégrale ' [Xdx doit étre prise depuis
x==a jusqu’a x=b et cela seffectuc en calculant
successivement ce. que devient Pexpression variable de
Pintdgrale lorsque x==a, puis lorsque x=Db, et en
retranchant le premier résultat du second. Dans ce
cas; il est inutile d’écrire a la suite de lintégrale
la ‘constante arbitraire ; puisquelle disparaitrait par
Ja soustraction.

Pour indiquer Uintégrale définie prise entre les li-
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A e P =7}
wites a et b, Enler ecrwalt/‘de[ b:]’ notation
3 =

b
A laquelle Fourier a substitué f Xdx, ce qui est

plus simple; et en conséquence lorsque [ Xdx = f(z),
il en résulte

f s — (0 = ().

1l suit de 13, quesi a, &, ¢ sont trois valeurs de z,
rangées par ordre de grandeur, on aura Z

c b c
Xdz= | Xd :
st i [

puisque y

£(e) — f(a) = £(B) — T(a) + f(c) — £(B);

c’est-a~dire  qwen prenant la. somme des intégrales
définies - correspondantes aux intervalles conséeutifs
b—a, c—b, on forme celle qui répond & la somme
c—a de ces intervalles. 71 est important de se fami-
liariser avec ces expressions qui reviennent souvent,
et que les considérations que je vais exposer rendront
encore plus significatives.

230. Le théoreme de Taylor,
dyh &y B? d3j h?

o e e it

-+ ete.,

ne peut déterminer la valeur ‘de y', correspondante
a -k, lorsquion ‘ne connait que les coefficiens
différentiels de 7, méme & partic du premier ordre’ il
faut encore avoir la valeur primitive y. Lorsqu’elle est
indéterminde ;. elle veprésente une constante’ arbhi-
traire; mais il n’en est pas ainst de la différence
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entre cette valeur et celle de 3", puisque
dyh &y B Ly B
der T dz* 1.2 ' dz’1.2.3

Y—y=-= + ete, -

Si done on fait fXdz =y, onaura

dy diyerdX diysdiX
G AR e e O

les coefficiens différentiels se déduiront tous de la
fonction donnée X, et il viendra

. B dX B, diX B
_}'-—-J’:X:-}- Twas N deins sk

Pour tirer de cette formule lavaleur de fXdx,depuis
r=a jusqu'a x =0, il suffira de prendre h=6—a,
et de remplacer x par @, dans la fonction X et ses
coefficiens différentiels , que je représenterai alors par
A, Ay 4", etc.; ontrouvera

P g b—a) | (b—a) L (b—a) |
/ﬂde_._A 1 it 1.2 I Yas L

Cette série est, en général, d’autant plus conver-
gente, que lintervalle 5 —a est plus petit; mais
lorsqu’il a une valeur trop considérable, on le partage
cn un nombre de parties assez grand pour former des
intervalles suffisamment petits, et ’on calcule & part
Ia valeur de Iintégrale relative a chacun de ces inter-
valles. Je suppose que la. différence & — @ soit divisée
en i parties égales 4 «, et que les quantités 4, A’
A", etc. sechangent respectivement en A,
A, oy et ody, Ay Aly g etes, | lorsqulon iy mét
ada, a4 2e, ete, au liende a; on anra entre @ et

ata,
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ﬁ‘_}_ﬁ.{-dﬂ =+ ete.,

PR L

entre @ =+« et a--2z2,

Ao At A "
_1_+ 1.2 1.2.3 i
entre a-2s et a - 3a,
A,z A’:“’
Lal et it AT etc.
1 i A +' 1o, 3 + ¥
ete.;

et la somme de toutes ces séries, dont le nombre estn,

composera la valeur totale de . Xdz, qui sera par

conséquent.....(T)
‘;‘l (A 44 +'A, ..... RSNy
f s <,1'+ A o+ A'ns)
sl Al 20 i)

+ etc

231. Clest en passant de la valeur de X correspon—
dante & , A la valeur de 5’ cnrrespond,a\pte Az h,
qu'on a construit la formule précédente, quir epxesentc
la différence de ces deux valeurs; mais on peut aussi
obtenir cette différence en rétrogradant de wdx—h,
aumoyen de la formule {

dyk  dy B -

g ia g S :
L4 Tenl B i ) g1 z§+’"c’

dans laquelle y, xépond & & — %, et qui-donne

&
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Gy g iy By B
Sl R A

& b
Pour appliquer cette dernicred | - Xdz, il faut, dans
“

X et dans ses coefficiens différentiels, changer x en é;

etsupposant qu’on en tire les quantités B, B, B, ctc.,

on trouvera

/"’ XdpBO—a) _ B'®—ay | B'o—a) _
a I

ete.
T 172.3

Lorsqu’on partage lintervalle 4 —a’en n parties
égales 4 «, on obtient par la formule ci~dessus, entre
les limites a4-« et a,

Aw At

1 I.2

entre, a +- 2« et a-4-a,
il,_z A a? A ? :

A i U T
1 seeg el e e e
entre a 4 3« et a -+ 2a,
Az A'ge®  A"sat
S e ~— efol,

1 Te2 s

séries pareillement en nombre 7, et dont la somme
donne, .. ..(I1) :

? _(-AI, 4 A+ A ALY
[Ptz TR AR
LN, 3
A A Al A A
—glc
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232, Chacune de ces deux formules peut étre appli-
quee en particulier ; mais leur comparaison fait décou-
vrir les limites de approximation quelles donnent.

Pour établir cette comparaison, il faut d’abord oh-
server que dans une série de la forme

Me + Ne* + Py’ + etc.,

dont. aucun des coefficiens M, N, P, etc. ne devient
infini, o 'on peut supposer zaussi petit qu’on voudra,
et rendre par conséquent un terme quelconque supe-
rieur 4 la somme de tous ceux qui le suivent (62),
Verreur que 'on commet alors, en se bornant & un
nombre limité des premiers termes, est d’'un signe
contraire a celui du premier des termes qu’on né-
glige, Cest-a-dire que le résultat péchera par défaut
si ce terme est positif ; et par exces s'il est négauf.

11 résulte de1a, que si les valeurs de la fonction X
vont en croissant de x =a A x =20, et qu'on se borne
dans chaque formule aux termes multipliés par « seu-
lement, la premitre formule sera en défaut, et la se-
conde en exces ; car si la série

i o Ay ilay LIS,
est croissante, tontes les valeurs correspondantes
Al A AT ety

; ARG D ¢ e
du coefficient différentiel :i:._‘r seront. positives (62) ;

ainsi les termes affectés de «* seront positifs dans la
premitre formule, et négatifs dans la seconde : on aura
done !

b
andx>as(A S G e Sl oy

et <a(di+ A+ Asoveoid Ay
De plus, la différence « (4, — ) de ces deux quan-
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tités deviendra d’autant moindre, quon prendrae plus
petit, ce qui s’effectue en augmentant le nombre n,
sans changer A ¢t A,, qui répondent aux limites ¢
et assigndes a .

Il suit de la, que chacune des deux sommes entre les-
quelles est comprise [Xda, approchera aussi prés qu’on
le voudra de la vraie valeurde cetteintégrale, qui, par
cette raison, peut étre considérée comme une somme
de différenticlles, puisque les produits 4, 4,2, etc. ne
sont que les valeurs de Xdz correspondantes 4 x=a,
= a+a, etc., etdans lesquelles « a prislaplace de dz.

Gette conclusion, qui sera bientdt verifiée par les
considérations géométriques (236), suppose, comme

2

on voit , que les fonctions X et == ne changent pas de

dz
signe, et ne deviennent pas infinies entre les limites
x=a, x=>, ce quon peut toujours obtenir en sé-
parant les parties de Pintégrale dans lesquelles Pune
de ces circonstances aurait lieu (¥),

(*) Les formules précédentes sont souvent derites dans la nota-
tion indiquée surla page 339 ; ayant pos¢ [ Xdr=f(x), dloi

2 s s d.fiz)
il suit X' = [-—d}'—zi, qu’on désigne par (z), 4l vient
A=1"a), di=1"a4a),...... An=1"(a+na)=1'(b),
b=
)= () = )] 5

6
: ot par conséquenlj; Xda=f(b) —f(a) est la limite dont 'cxpression

ﬂ-{f’(a)—i— fla—t ) .. .+ 1[a—+(n —l)a]}
s'approche de plus en plus, & mesure que le nombre r augmente
et que «, qui est b a’ dimioue.

Si I'on-ne vonlait qu’établir cette relation, on pourrait. substi-
tuerajla série de'Taylor, expression qui texmine lemn® 6.
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11 est évident aussi que 'ordre des limites de fXdx

serait inverse, si les valeurs de X allaient en’ déct‘ois-

sant : la premitre ligne de la formule (I) serait en
exces, celle de la formule (IT) en défaut.

233. Les mémes remarques peuvent étre” étendues
aux termes affectés des puissances de « supérieures
4 la premiére : il en résulte, comme ci-dessus, que
quand deux lignes correspondantes dans chaque for-.
mulc ont des signes contraires, la somme de celles qui
les précedent est en exces dans V'une des formuh?s , et
en défaut dans Pautre, et que, par conséquent , s1 Ton
ignore, comme cela arrive presque toujours, la quan-
tité de Verreur, il sexa convenable de prendre le milieu
entre les deux résultats. 5i Von opére immédiatement
sur les deux formules, il viendra. ... .(IIT)

- R

2

1

o e

i

N

b
[ S A R e )

at %
Lianaedha

--ete. (%),
234. Ge qu'on a vu dans le n® 232, fournit, pour

les valeurs des intégrales, des limites moins resserrées,
mais qui, néanmoins , peuvent étre trésutiles.

(A" A"

(*) Ces formnles sont élégantes cusimples, mais comme elles ne
sont pas toujours les plus commodes dans Papplication, on en
trouvera par la suite (405, §10) des transformations qui rempliront
micux ce hut.

[y oy by oy 3 40 )]
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Si Pon désigne par 7 la plus grande valeur de X,
parm la plus petite,, dans Vintervalle de z —aa z— b,
qu’on substitue 72 au lien de 4, A, , ete. , dans la pre-
miere des expressions des limites de SXdz ; et M dans
la seconde, on obtiendra

f’bde> nam. et < naM,
ou > —am et <(b—aM

puisque ne = b — a (230).
On voit par 1a qu’il existe entre m et M une valeuru
telle que

f I'Xd.z = (b —a)e (¥

Sils’agissait d’obtenir £ X Qdz,et qu’on sutintégrer
Qdx, comme entre les limites de 2, on aurait
XQdz>mQdz, XQdr < MQdz,

pour toutes les valeurs de X autres que m ou M, la

méme subordination existerait entre les intégrales, et
il viendrait

SXQdx >mfQdz , [XQdz < M[Qdz,

ouil n’y aurait plus qu’a mettre pour [Qdz, sa valeur
entre les limites z=a et z=—5. .

* 2 5 3 3 e
(*) La valenr de = qui donne X=g; &ant intemédiaire
entre a et b, peut se représenter par @ =+~ f8(b—a), § désignant

ne quantité comprise entre o et 15 et sil’on derit f(x) an licn de X,
on aura

&
: /" dz £(2) = (b— @) e + 0 (b = a}],

expression quic 'on rencontre quelquefois.
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235, La considération des courbes corduit aussi
d’une maniére tres simpleanx principales eonséquences
tablies dans les articles précédens.

[Xdx }:xplimant Vaire du segment d’une courbe
dont Pordonnée est X (65), si BCZ, fig. 41, repré-
sente cette courbe, que Vorigine des abscisses soit
en A4, et que X =PM, Yexpression Xdx sera aussi
bien la différentielle des segmens BMP, DEMP ,
que du segment ACMP qui commence a Dorigine;
ainsi, Uordonnée qui borne le segment de ce coté
sera absolument indéterminée. L’ordonnée PM qui
forme Pautre’ limite Vest pareillement, tant qu’on
wassigne aucune valeur a abscisse 4P ; mais lors-
qu'on aura fixé' les abscisses de la premidre et de
la dernitre ordonnée, le segment sera tout-a-fait
déterming. )

Sila partie variable de Vintégrale (Xdx ={(z) 4+ C,
s’évanouit d’elle-méme au point B, cette fonction ex-
prime immédiatement les aires BCA , BED, BMP;
alors si Uon veut faire partir les segmens de ordon-
née AC, il faut retrancher de ces aires , I'espace BCA.
Cet espace représente la constante, déterminée pour
que la quantité f(x) - C s’évanouisse au point 4 ; mais
en’ considérant a la fois les deux limites d'un seg-
ment , 1l est inutile de s’occuper de la constante; car,
soit/que Von compte les aires & partir ‘du point 5
ou du point ., sur Vaxe des abscisses, le segment
DEMP, par exemple, s’obtiendra également par la
différence des segmens BMP, BED , ou par celle des
segmens ACMP et ACED.

236. 'L'inspection de la figure montre que Vaive du
segment dune courbe quelconque est toujours com-
prise entre la somnme d’une suite ‘de rectangles inscrits
PR, P'R',P'R", etc.; et celle d’une sunite de rec-

TG, 41.
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tangles. circonserits P'S, P"S’, P"§8’, etc., les pre<

miers construits sur la plus petite ordonnée de chacun
" des_trapézes curvilignes PM', PPM", P'M", etc. ;- et
les seconds, sur la plus grande ; on prouve, de plus,
que ces deux suites peuvent approcher 'une de Vautre
aussi prés qu’ou voudra. 3
En effet, le rectangle MRQN est évidemment égal
a la sonume des rectangles.

MBM'S,  M'RM"S', M'R'M"S’,
qui forment la différence entre les polygones
PMRM'RM'R"P”, ~PSM'S'M"S"M"P*,
Vun inscrit et Pauntre circonscrit au segment. ...\,
PMM'M"M"P" ; mais ce rectangle MRQN a pour

hauteur la différence I, entre les deux ordonnées
extrémes PM et P”M ", quine change point, tant que

Vintervalle PP" demeure le méme, tandis que la.

base MR=PP’ peut étre rendue aussi petite qu’on
voudra , en multipliant les ordonnées intermédiaires :
le rectangle peut donc lui-méme devenir aussi petit
qu’on voudra.

11 suit de 14, que le polygone inscrit et le polygone
circonscrit peuvent approcher du segment aussi prés
qu’on le voudra (¥).

Cela posé , si I'on prend

AP =a, PP'=—=P'P'=P"'P"=—c¢ic.—#,

“(*) CGe principe, qui sert de fondement 4 la quadrature des
courbes , peut étre considéré comme inverse de celui qui donne
les tangentes (58) : par ce dernier on descend des variables A leurs
accroissemens, et par 1¢ premier on remonte des aceroissemens aux
variables. 11 est'd remarquer que le fond du rajsonnement, eni-
ployé souvent dans les livres élémentaives, tive son ovigine du
T'raité des Conoides et des Sphéroides, d’Archiméde, prop. XXI.
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on aura
PM=d, PM'=A,, P'M'=4,, P'M"=43, ctc.,
la somme des rectangles inscrits sera
Awde A - Ao v oo o Ay e (1),
celle des rectangles circonscrits
A.¢+2,¢+A3x....+d,,u @)

et ces deux somines pourront donner I'zire du segment
PMM'M"M"P", avecautant d’approximation qu'onle
voudra, ce qui confirme la conclusion tirée, n® 232,
du principe de la convergence des séries.

On voit encore par la comment Vintégrale [ Xda
peut étre prise pour une socmme d’élémens, puisque,
représentant Vaire d’un segment de courbe, elle est la
limite de la somme des rectangles

Au, Ay Aaoete.,

qui sont les accroissemens des aires des polygones
inscrit et circonserit au segment (note de la page 250).

Dans la figure, oit les ordonnées vont toujours en
croissant, les rectangles inscrits sont formés sur la
premiére ordonnée de chaque | trapéze curviligne ,
et les rectangles circonscrits sur la derniére ; mais si
elles passaient par un mazimum, comme dans la
figure 42, il n’en ‘serait ainsi que dans la partie CU",
antérieure & ce maximum, etle contraire aurait lieu
dans la partie postérieure M"Z : alors la série €r)s
d’abord moindre que Vespace curviligne , deviendrait
plus grande , et la série (2), d’abord plus grande que
cet espace ; deviendrait plus petite.

237. On approchera davantage de la vraie valeur du

FIG. §2.
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segment de la courbe proposée, en prenant, au lieu
des rectangles inscrits et circonscrits, la somme des
trapizes texminés par les cordes des ares MM, M'M",
MM ete. ;

Ces trapézes ayant tous méme hauteur, B Set,
chaque ordonnée , excepté la premiére et la derniére,
étant commune & deux trapézes, leur somme sera
précisément égale a la série

af A AdadAge oA A F5 (A AN

qui tient le milien entre les séries (1) et (2), et qui
est la premiére ligne de la formule (1IT) (233) (¥).

Enfin , il est évident, par la figure 43, que Taire
curviligne PMNQ est < que le rectangle QF et >
que le rectangle PF, construits, Pun sur la plus
grande, et l'autre sur la plus petite des ordonnées
comprises entre les limites 4P et A4 Q de ce segment,
ce qui s"accorde avec le n° 234. i

"238. Lemploi de la formule (I1I) du n° 233, peut
présenter quelques difficultés. Elle ne saurait servir
lorsque la fonction X devient infinie ; et aux environs
des valeurs de  qui aménent cette cireonstance, il ne
suffit pas de diminuer Vintervalle z, ou de resserrer
les ordonnées, pour compenser l'effet de leur rapide
accroissement ; il fautencore avoir recoursa des trans-

formations convenables.

. il est d’abord évi-

‘/I—.‘t’

Soit, par exemple, X =

() On pourrait, aux polygones rectilignes, substituer un po-

lygone formé d’arcs de conrbes d’une nature plus simple que la *

propasée, et s'en approchant plus que ne peavent faire dcs lignes
droites; c’est & cela que reviennent au fond les formules (D) et (1)
Foyez le Traité in-4°, t. 11, p. 14o. : :
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dent que lorsque a approche de 'unité, un trés petit
changement dans la valeur de cette variable en produit
un trés grand dans celle de X." Si donc on demandait
b dx : 4
llntegralefvl——x, depuis x==0 jusqu'd r=1—7,
& étant une petite quantité, il faudrait, vers la
derniére limite , multiplier beaucoup les valeurs in-
termédiaires données a x. De plus, la méme intégrale
ne peut se calculer immédiatement jusqu’a x =r;
car alors X devient infini, sans que pourtant la va=
leur de (Xdx le soit, puisque

dx PR L
—_— =—z\/x—x - const.

Vi—zx

Cette difficulté tient 4 ce que, dans l'intégration, le

z

3. - =
facteur (1—=z)* passe du dénominateur au numéra—
“teur; et elle aura licu, en général, lorsque X sera

3 /5 ,
de la 101‘me——£ et qu'on aura p < g. Pour la le-
(a—x)7

ver, on fera ¢ —x =17, cc qui donnera
z=a—1, de=—qzi~'dz et Xdx——qP21—P~'dz,

quantité qui ne deviendra plus infinie quandfi‘:a, ou
2=o0, si la fonction 7 reste finie dans cette circons-
tance. On calculera donc alors intégrale (7z1—+—'dz

de}{uis z==0 jusqu’a z==4", &' étant une quantité asse;
petite, et V'on aura ainsi la partie de la valeur de

“Vdz 3 2
K\colrespon ante & Vintervalle compris entre
(a—a) :
r=aet x=ag—df.

Cale. intégr., 5e édition. a3
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Vda

depuis

On peut encore obtenir Vintégrale
»

: a—x)t
a==a jusqu’a x =a— &, en faisant seulement r—a—z;
parce que la petitesse de la variable z, renfermée entre
les limites trés étroites o et &, permet de simplifier
beaucoup le coefficient différentiel. Si I'on avait, par

adx e Hon b
exemple, [———-—ladifférentieile  intéorer apres
P O i P!

la wransformation indiquée, serait

- —(a—z)yds i —(a*—a2az--z%)dz
V {a's—6a' st faz—zt /z. V fa*—6a’z4-4az*—7"

. En réduisant la fraction

a*—az 4z

. \/4a3—6q“z+4az“—z3

en-série ordonnée suivant les puissances de z,%et en
sarrétantau quarré de cette variable , on aurait enfin

_fszZ(l_g jz")_— L b5z

2/ z 42 " 3Ea) ot (2— 6a }_f—i;)‘
Ge résultat qui s’évanouit lorsque s=o, donnera, par
la substitation de &4 2, la valeur de Pintégrale cher-
chee, depuisz=a jusqu'a @=a-— & Le reste de

cette intégrale pourra se calculer par le ‘moyen de la
serie du n°® 233. :

» 1

N e Zdzx :
239. L’intégrale f +— he pouvant s’obtenir par

.
la réduction de ¢ = en série, que pour le cas ou x
.
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serait trés grand, je vais montrer comment Euler en
a calculé la valeur depuis x = o0 jusqu’a x=1, au
moyen de la formule du n® 233.

On peut d’abord changer

1 1
1

Ty ot 1
zdx eHeda — - —
‘/‘——en/“z‘————a = fp—fev®dar,
x : x

1
dont la partiee  “x s’évanouit lorsque z = o, et.de-~
- & .
vient e~ quand x=1. -

1l reste & trouver fe *dx, pour laquelle

X AN L e e —ir 2)
—_ z z—_ — ———
R sl 2HEL 75
d SYies¥e = Uty 6 6

&I T 1(?{5“;#;‘4)' el

expressions qui s’évanouissent quand = o, et d’on il
vésulte que 4, 4, 4", etc. sont nuls (¥).

Si Pon met ensuite «, 24, 3s, etc., A la place
de x, on obtiendra les valeurs de 4., A, etc., 4,,
Ay, etc., et, depuis o jusqu’a x=n«, on aura

(*) Ceci a besoin d’une explication. Un terme’quelconque des
5 s
expressions précédentes, étant représenté par ke Zz—m, devient
3 7 si-¥ *
ke=ram=fe—»-mls orsqu’on fait— = 5; or, & mesure que  di-
] 51 = 2 g
minue, z eroit; et de plus en plus rapidement par rapport A 1z (go) :
Pexposant — 2~ ulz tend done vers Pinfini négatif, Torsque ne n'est
v () .
pas comparable & 2. Mais le riombre 7t qui dépend de celui des
différentiations, wayant awcunc limite, on peut en concevoir ‘des
valeurs telles que mlz dgale = puis  le sarpassé autant’ qwon
voudra , quel quil soit; alors I'exposant — z = mlz passera du
a3..
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1 1 B o
& 20 (n—1)a SAPELOL

R N 4+ - ——

2 na g

D e o
I 1

S Gl

(n——x)u x e "“{ i 2
((n—-—x fad n—-l)3 5) > 1.2.3 \niah n’a’)

Sataadg m—mﬂ“w)

-} etc.

Lorsqu’on veut s’arréter a la limite x =1, il faut

: 1 pi S
faire = —, et il vient alors
n

négatif au positif, et augmentera sans cesse ; ainsi les coefficiens

: .
différentiels de Ia fonction ¢ = ne s’évanouissent pas tous, lors-
que z=—o0 : aprés avoir ¢té nuls, ils croissent jusqu’d Pinfini.
Cette circonstance ne nuit pas cependant % I’application indi-
quée dans le texte, parce que les premiers termes de la for-
mule (IIT) suffisent sculs pour donner une approximation de plus
en plus grande (236).
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ﬂ_%dxz
%':e"7 o c_1+e"‘3,..+e_':‘J o 5:76—4-,2_@
ooty et 0t

n—a(n—1) —-~
T e ¢ :|

1

I
et S e A
12ne  48nle =

En se bornant aux termes qui sont €exits, et faisant
n=—10, on trouvera, suivant Euler, la valeur de

'

fe  #dz, aun millionitme d’unité prés, et on aura

avec une exactitude vingt fois plus grande encore , si
I’on prend. 7 = 20.

2/40. Le théoréme de Taylor donne aussi deu). déve-
loppemens généraux de l'intégrale f@Xdz. En désignant
par C la valeur de cette intégrale, quand z=—o, et
représentant par A4, 4', A", etc., ce que deviennent

dx dX

alors les quantités X, — R T ete., on ‘aura

% T Ty

série dans laquelle C tient lieu de la constante ar-
bitraire.

En partant de la valeur générale de f Xdx, que jc
représenterai par y, pour revenir a celle qui répond
a.x=o0, et que C désigne, il est évident qu’il faut
faire h==-—uz, dans la séric de Taylor, ce qui
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donnera

b dyizs dey w0 dS z3 :

c___,r_d__..’..a; 3+etc.

1.2 dz' 1.2,

dy d2
remettantdans cette équation, au lieu de y, ‘r, i ‘7: = e,

leurs valeurs, et prenant celle de fXdz, on aura

Aot adi X 2l
fde—C+XT—d.r 1.2 ' da® 1.2.3

— ete.:

la quantité C est éncore ici la constante arbitraire.

L’intégration par parties conduit aussi a ce déve-
loppement. En effet, si 'on décompose la différentielle
Xda dans les deux facteurs X et dz, qu’on integre le
second, on aura fXdz= Xz —fxdX, puis

L aX iy
ofe dX_,f-—-xdx_; =i (=2

, 42X d: X Ks e X d’X
f vetdme= _a? =

dz ) d=* 3 dz*~ 3) % az

X S L, Gl B [
3— _—- ——— e
[x fma: dz= 414d =)= T

etc.
X
mettant successivement pour fzdX, f:r:“ 5 e1C,

Teurs valeurs, il en résultera

dX z* d2x Tt

e — —— — efc,
dz1.2 ' dz* 1.2.3 :

[Xdzr = Xf =
et pour que Iexpression de Pintégrale soit compléte, il
faudra ajouter une constante a ce développement, qnl
par 1a deviendra semblable au précédent. Cette série a
été donnée pour la premiére fois par Jean Bernonlli,
et elle porte son nom, comme celle du n® 20 porte
celui de Taylor.
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af1. Jusqua présent, je n’ai considéré que le coef—

ficient différentiel du premier ordre ; mais si Uon ne

connaissait’ que celui du second ordre, il faudrait

alors deux mleglauona successives poul remonter a la
fonction primitive dont il tire son origine.

Soit X le coefficient différentiel du second ordre de

9

d i il
la fonction y; on aura d.;.;‘:‘ = X, et en multipliant les

. 12y 2
deux membres par dz, il viendra gk T Xdz; or L4
dz dz

est la différentielle de j—'::, prise en regardant dz

: dy
comme constante : on aura dcnc = = [Xdz. Si P re-
présente la fonctlon primitive de x, égale a fXdz,

Gl d
et € la constante arbitraire, il viendra E€= P+ C;
wmultipliant ensuite les deux membres par dz, on
ironvera. d y=— Pdx - Cdz, et en intégrant, on oh-
tiendra y=/Pdz+ Cx 4 ', ¢ étant une seconde
constante arbitraire. Silon remet (Xdz , aulieude P,
il en résultera y =/fdz fXdx + Czx - C’, expression
ot (dz/Xdx indique deux intégrations successives.
Je passe maintenant avx différentielles du troisieme
ordre. Soit X le - coefficient. différentiel de la fone-
as
tion g, relatif & cet ordre; on aura a_é'_’__ X, dou
&y 4’y d?y
H_—de mmsd—.—.dd :do nc-‘—fXd‘r+C

ce qui donne %‘—Z = dafXdx 4~ Cdx. Enintégrant une

seconde fois, il viendra (:1—'{ = fdafXdx 4 Cx+ €,
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d’ou 'on conclura

dy =dzfdzfXdx 4 Cxdz 4 Cdz,

et par une troisiéme intégration, on aura enfin

¥ = [dzfdzfXdx + (—2: 24 Cla 4 C".

5 C
Dans cette expression, on pent d’abord changer —
P 2 01 I el

en C, puisque la constante C est arbitraire; ensuite,
il faut bien observer que chaque signe f doit étre
regarde comme appliqué A tous ceux qui le suivent :
c’est pourquoi, en faisant abstraction des constantes
arbitraires, on indique encore plus simplement les
intégrations successives, par la notation que voici.

Lorsque X désigne le' coeflicient différentiel du
second ordre, on a d?y = Xdz?, et en prenant U'in-
tégrale de chaque membre, on trouve dy== fXda*;
puis en intégrant encore une fois, il vient.......
r=/[[Xdz*=*Xdz*. Ona de méme, quand X estle
coefficient différentiel du troisiéme ordre, diy=Xds*,
puis en intégrant,

d*y =fXdz?, dy=/xdz’ Jy=[IXdz*=*Xd=*,
et ainsi de suite pour les ordres supérieurs.

242. On peut ramener ces expressions 4 des intégrales
simples, au moyen de I'intégration par parties; car,
en mettant P au lieu de /Xda dans /" Xdz’—=/dz/Xdz,
il vient

fdzfXde=(Pdz= Pz —frdP = af Xdz — [ Xzdz,

d’ont
[Xdx? = zf Xdx — fXzxdx.
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Passant ensuite & fXda® == fdz/*Xdz?, et mettant
pour /“Xdz*la valeur précédente, on obtient

[*Xda® = frdxfXdzr — [dzfXxdz;
observant alors que

SrdzfXdx = % 2*/Xdx — L [Xzdz,
fdzfXzdr = zf Xxdx — [Xz*dz,

on trouve
[Xdxd=! (x*/Xdzx — 2xfXzdz + (Xa*dx),
et continuant ainsi on forme ce tableau :

[ Xdz = fXdz,
I

JAXdr*— = [z [Xdo—[Xzxdx],
[3Xdad= }17 [z*/ Xdz—oz[Xzda+[Xa'da],

1
1253

[iXdzt =

etlc.

Les coefficiens numériques de ces expressions sont les
mémes que ceux des puissances du binome a —b; et
tandis que lexposant de z hors du signe f diminue
d’une unité & chaque terme, en allant vers la droite,
son exposant sous ce signe augmente de la méme
quantite.

On restituera les constantes arbitraires que j’ai
omises dans ces formules, en éerivant [Xdz - C
powr fXdz, fXxdz--C' pour [Xzdx, [Xz*dz -4 C"
pour fXxz*dx, et ainsi des autres; car les constantes
C, ¢, C', etc. , étant affectées de diverses puissances .
de z, serontirréductibles entre elles.

[ Xdz—3z*[ Xxde4-3z( X' de—fXzidx],
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243. Les différentielles que j'ai  traitées Jusqu’ici
sont prises en regardant dz comme constante, parce
que ce sont les seules qui ve renferment qu'un coef-
ficient différentiel ; mais lorsqu’on fait varier en
méme temps d y et dz, ona (131) &’y =gda*+pda,
Si donc on se proposait la différentielle Udz*+-7d*z,
il faudrait qu’on eiit V=petU=gq, dotil résulte

a7 g g : 5

U= & et cette condition étant remplic, on n au-
rait plus qu'a intégrer (Fdz,

Gette condition ne serait pas nécessaire, si Pon par-
ticularisait la relation qu’on suppose entre = et ¢ ; car

par son moyen on chasserait x, dx et d°x, et 'on au-
rait d*y en ¢ et dz seuls.

Application du Calcul intégral a la quadrature
des Courbes et & leur rectification, & la qua-
drature des Surfaces courbes et & Pévalua-
tion des volumes qu’elles comprennent.

De la quadrature des Courbes.

244. La quadrature des courbes se p"e’duit a Vinté-
gration de la différentielle Xda, en nommant X la
fonction de x, qui exprime leur ordonnée (65) = il
ne s'agira donc ici que d’appliquer a celles qui sont
les plus connues, les méthodes exposées précédem-
ment pour effectuer cette intégration.

Les courbes dont Péquation estlaplus simple, sontles
paraboles des divers ordres, danslesquelles y"=pa"™ ;

1 m

on en tire j:p".z’i, et par consécquent
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e np; $ oSt
Sz =[pzidz = S B on eomeh

Toutes ces courbes, comme on v_oit, s?nt qua{'n
rables ; ¢’est~a-dire qu’on a I'expression .ﬁme et a}ge-‘
brique de la surface' du segment compris ent.xie eul‘
arc, Paxe des abscisses et I'ordonnée. 11 est 1fac(l1 e,tpmt
Vexpression de ce segment, de calr_:uler celle eb out
autre espace contenu entre une portion de lz? cour ele
des lignes droites formant, avec 1e§ ab'sm.sse? ‘el es
ordonnées, des polygones dont la Géométrie €lémen-
taire donne la mesure; on en verra plus bas des exem-~
ples (252—255). S ;

Les courbes proposées, passant par origine des abs—.
cisses, puisqu’on a en méme temps z—oetl y=o, sl
’on veut avoir leur aire, 4 partiv de ce pomt,,ll faut sup-
primer la constante arbitraire, parce que Vexpression

1 2

> m-pn i .
P 47n gandantit d’elle-méme quand on y fait
m=-n - : A
x=o0. Pour avoir ensuite 'aive BCMP, fig. 44, comprise
entre les ordonnées BC et PM, correspondantes aux

abscisses AB= aet AP =z, il suffirade retrancher de

1
":lilnm - , qui exprime Vaire 4CMP, la quantité
1
np*
m--n

L i £ ‘
e " égale 2 l'aire 4CB, et I'on aura ainsi

"P‘; men
— » — Lt
BCMP il z g

FIG« 44,
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1
}7; m4n

uand Pexposant n est pair, ’expression x »
Q P pair, L'exp i,

est susceptible du double signe == ; et comme alors
la méme abscisse 4P appartient 4 deux branches,
ACM et Acm, on a deux segmens, ACMP et AcmP :
celui qui renferme les ordonnées positives a une valeur
positive, et I'autre une valeur négative,

Lorsque les exposans m et n sont impairs V'un et

M1
Pautre, la quantité # * n’a qu’un seul signe et reste
toujours positive , quel que soit le signe de x; mais il
est aisé de voir que dans ce cas 'une des deux branches
de la courbe proposée a ses abscisses et ses ordonnées
négatives en méme temps : il suit donc de la que les
aires correspondantes & des abscisses et & des ordonnées
neégatives, doivent étre regardées comme positiyes.
. nipn

Si nseule est impaire, alors la quantité z * devient
négative en méme temps que z; mais dans ce cas les
deux branches de la courhe proposée sont du méme
¢6té de la ligne des abscisses; et les ordonnées de-
meurent toujours positives.

En rapprochant ees remarques, on en conclura que
laire d'une courbe est positive quand Pabscisse et
Uordonnée sont de méme signe, et négative lorsque le
contraire a licu.

Tous les segmens paraboliques ont un rapport cons-
tant avec le rectangle #DMP, formé sur abscisse et

sur 'ordonnée ; car Pexpression
1 men

L A IE%
m+npx ~—m+nz.px

1w

n e
zy, encvertu de Péquation y=p"z*.

équivauta
, mtn
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Lorsque n=m, la parabole devient une ligne droite,

¥

puisqu’on a y=P;x; le segment A4 CMP se change
dans le triangle AMP, dont la valeur est, par la i.'or-
mule ci-dessus comme par la Géométrie €lémentaire,
égaled Lxy.

En faisant n=2 et m =1, on tombe sur le cas
de la parabole ordinaire, et V'on trouve ; 2y pour la
valeur du segment 4CMP.

245. Je vais chercher maintenant la valeur du seg-
ment des courbes représentées par 'équation 2™ y"=p,
qui se tire de y"=pz™, en y changeantt-m en —m;

1 m
on.a )= pix " et

'3
n—m

\ [Xdx =——-——.—nrfnmz n 4 const.

Les courbes proposées sont les hyperboles des
divers ordres, rapportées a leurs asymptotes, et sont
composées de plusieurs branches, telles que UMZ,
fig. 45, inscrites dans les angles que forment ces droites.
En comptant les segmens de origine des abscisses, ils
renferment Vespace infini en longueur, compris entre
la partie CF de la. courbe et son asymptote AY, et
dont Vaire est infinie ou finie, selon que m est plus
grande ou moindre que 7 En cffet, pour avoir les—
pace BCMP, pris depuis I'abscisse 4B=a jusqu’a
Tabscisse AP = b, il faut (235) faire successive-

np™

ment x=—=ga et =0 dans Vexpression ==z,

n—m

et retrancher le premier résultat du second : on aura

FIG. 45.
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S <
" nm n._m)
n e hs . 3
) ——L _\p» —an |. Si mainte-
donc BCMP =

—o, le point B tombera sur le
nant on suppose a=o, le p
point A, et I'espace BCMP se changera en YAPMY;

n—m

o By ’
orla quantité a " sera infinie ou nulle, selon qgu’on
aura m > ou<Z n : dans le premier cas,

= o)
i, eem
vapuy — B (6_6 € '),

m—n

et dansle second

1 1
1 —in n L
np" < _np bA
v — —t b " __ o — :
YAPMF = -

En laissant @ d’une grandeur assignable, et faisant
 infini, on aura alors Vespace XBCU, qui sera
infini si m est moindre que 7, et qui sera égal a

1
n—m

—fﬂ—a—"_-, si m surpasse 7. 1l résulte de la que quand
m—n .
m et n sont inégaux, ‘des deux espaces asympto
ques, V'un est infini et Vautre fini. ; G
La raison de cette différence se trouve dzms’le plus
ou moins de rapidité avec laquelle la courbe s'appro-

¥

’ : 7 Ul P
che de sonasymptote; et puisque y = %
e 75
il est facile de voir que quand m>n, y décroit bea;l};
; lus vite que @, que par conséguent la coux
conpply q 2 s s conshe
s’approche beaucoup plus rapidement de Vaxe
abscisses que de celui des ordonnées, et vice versd.
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m

1
En mettant y au lien de p"z ", dans Pexpression

et l_ n
ELpREIETL

n—m T n—m

» n
elle deviendra

- 2y, et la valeur de l'aive YAPMF

n—m

sera 229 const, 11 semblerait que le terme -

n—m 3 n—m

doit s’évapouir lorsqu’on fait z=o0; mais ce qui pré-

céde prouve la nécessité de ne rien prononcer a cet
¢gard, avant d’avoir substitué pour ysavaleurenz,

1
246, Quand n=—mz, ona Zy—=p* ouzy =p, en

L 1
changeant p* en p, ce qui est indifférent; la couche
- dontil sagit dans ce cas est Phyperbole ordinaire, et

€quilatére si Pangle des coordonnées est droit. L’expres-
sion générale de laire, trouvée an-n® précédent, se
présente alors sous une forme infinie, quelle que soit x,

et la différenticlle de cette expression, étant EE, a
x

pour intégrale, ple-- const. Les espaces’ asympto—
tiques sont infinis I'un et Pausre, car lz devient tel
par la supposition de z— o et par celle de z infini.
Soit UMY, fig. 46, une des branches de Uhyper-
bole équilatére dont le demi-axe transverse 4 C=a,
etlapuissance BC < 4B ::Il-iﬂ;:} a* (Trig, 164); on
aura p =i a*, et comptant les aires & partir de Pordon—
née BC, correspondante au sommet C, on obtiendra

BCMP= a7, AP—1a'l. AB=1a"] %g SiPon prend
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AB pour l'unité, il viendra, & cause de 1.1 = o,
BCMP =1.4P. Onaura de méme BCM'P'=1. 4P",
BCM'P" =1.4P", etc., d’ot il suit que si les abs-
cisses AP, AP', AP", etc. sont en progression par
quotient, les aires correspondantes BCMP, BCM'P’,
BCM'"P", etc, seront en progression par différence.

247. L’hyperbole que je viens de considérer étant
équilatére, n’a donne que des logarithmes népériens;
mais en variant Uangle des asymptotes et prenant tou-
jours 4B =1, on peut obtenir une infinité d’autres
systemes de logarithmes.” Soit UM7, fig. 47, une
hyperbole quelcongue ; en menant les ordonnées Pﬂ? .
paralleles al’asymptote 4¥, on prouvera, par des rai-
sonnernens analogues a ceux du n° 65, que le paral~
lélogramme PMAP’ est la différentielle de BCMP.
Or, si I'on méne P'Q perpendiculaire sur PM, on trou-
vera P'Q=~PP".sin P’PQ=PP .sin XAY; désignant
par @ Vangle des asymptotes, on aura P'Q=dzsina,
et par conséquent PMRP'=ydzsin o, Sil’on metpoury

dz . ; S
savaleur l, il en résultera—sin » pourla différentielle
/ £ x

delaire BCMP; et par conséquent BCHP=lz=1.4P,
en prenant sin @ pour module (28).

Gelui des logarithmes ordinaires étant o,4342945
(30), on - a sin @ = 0,4342945, d’on il suit que les
asymptotes de Phyperbole dont les aires donnent
les logarithmes ordinaires; font entre elles un angle
de 07,28601.

248. Considérée analytiquement, .la quax::lrz}turf: de
Thyperbole ordinaire présente une singularité qui ne
peut étre passée sous silence ; cest que les espacef
asymptotiques y Apmv, fig. 46, correspon.daus ali)
abscisses négatives, ne sauraient éire compris dans la
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méme formale que les espaces Y AP My quirépondent
aux abscisses positives. En effet, la fonction la qui
exprime ceux-¢i (246), nou=seulemient devient jn—
finie quand z== o, mais passe a Pimaginaire quand a

devient négatif, parce que Véquation u=lz, dérivant ;

de z == ¢*, n’admet point de valeur négative pour .
Gette difficulté, sur Jaquelle je ne saurais m’arrbter
ici, tient au passage de I'ordonnée - par Uinfini, qui
parait rowpre quelquefois le lien de la continuite
entre les aires (). Chacune de ces aires s'exprime ce~
pendant tres bien en particulier ; car si Pon prend,
sur le coté négatif de I'axe des abscisses, des parties
AV=="AB A‘p:AP, on aura
i{)—-l Ap (246)
AB T DS
La méme chose se conclut aussi dit caleul, en oh-
servant que si l'on change = en — 2, la différenticlle
de laire, deyvenant

bemp = BCMP = 1.

— da R

— x
a_encore pour inte’grale Iz - const.

249. En faisant AC=a, AP—=x et PN=y, fie: 48,
Véquation du cercle 4N sera Fi=onax— a* etle
segment ANP aura pour expression fda |/ zar — 27,
qui se transforme en —fdu(a’;au’)%, lorsqu’on fait
r=a—u. Or, la formule (B) (195) donne

o

3 e :
—fdu(@t =gy — u(p =Yoo e flu(ar iy

—_— —du
=—suVo—w .ia’/'——:-
+ 3 g I/a“_uﬁ’

() V. le Traizé in-fgo . I, AR § 8 P61 o 1T, pL6hs,

Cale. intégr. ; 5¢ dlition. a

5. 48,
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de plus
du

i

avee cette valeur et celle de z, on trouve

~= arc (cos: Z) (36) .;

fdzV 202 —z* =

a—x

) (a——.z-)\/zax— z* 4+ La*arc (uos:
résultat qui s'évanouit quand x=o.
11 est facile de reconnaitre, dans la partie
i (a— z)V 2axr — x*,
Paire du triangle PCN, de voir que

i OO

1 aarc (cos::a ), ou : AC.arc AN,
est celle du secteur 4CN; or ANP=4CM — PCN.

Quand on y fait x =24, Vexpression de ANP
devient % @®arc (cos = —1)==:a’r, = désignant la
“demi-circonférence du cercle dont le rayon est1; et
elle appartient alors au’ demi-cercle : on aura donc
pour le cercle entier @'z =} a.2as, ainsi e ‘on le
prouve dans les Elémens de Géométrie.

Le développementde [dz V/2az — z*, trouvé dans
e n° 205, donne des valeurs approchées de laire
ANP.

Si I’équation du cercle était rapportée au centre,
on obtiendrait immédiatement par la formule (B}

(195),

Rz at—z* = ‘aV @ —z'+ . a’arc(sifl :E)-
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3qv

5 7 b ————
250. I’ordonnée de Vellipse étant =V 2ax — 2, Je
I = ,

b Sy
segment elliptique AMP sexa cgala — fd V2ar—z°,

et comme il est nul en méme temps que le segment
civeulaive ANP, on'aura ANP . AMP ;. a i b; car
il est facile de conclure du n° 236, que quand deux
différentielles sont dans un rapport constant, ce rap-
port est aussi celui des intégrales, si ces intégrales
sont nulles en méme temps.

D’aprés ce qui précede, Vaire du cercle déerit sur le
grand axe d’une ellipse, pris pour diameétre, étant

i Vaire de cette courbe comme le grand axe est an
petit, celle-ci est équivalente au cercle déerit sur un
rayon moyén proportionnel entre les moitiés de ces
axes. En effet, par le rapport ci-dessus, Vaire de

Vellipse est wa* X — ou wab, et celte derniére quan—
a 5
tit€ représente évidemment Yaire du cercle dont le
rayon seraity/ab.
251. L’hyperbole 1app01lec a son axe transverse a

pour équation y*= (2az + x%), et donne

AQR = %fda{\/zax gy

Cette intégrale peut s’obtenir par les logarithmes (183)
ou se développer en série; mais au liea de m’arréter 4
<aleuler ces résultats, je m’occuperai des secteurs el—
liptiques et des secteurs hyperholiques, dont les ex-
pressions différentielles se présentent souvent.

252. Soit 4Bab une ellipse dont fe demi-grand axe

ag..
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AC=a, le demi-petit axe BC= b ; en faisant CP =2
il vient

PM—y= f—;\/a“—-.r‘.

11 est évident que le secteur
ACM = CMP + AMP,
et que
d.ACM —=d.CMP +d.AMP,

cMp=rcpx pPM=""yr_%
2 2 a i

d,CMP = ;Z(dx\/ e

V=)

d.AZI/IP:—f—)I sza’_x’,

La dernitre de ces différentielles est affectée du si-
gne —, parce que Vaire AMP décroit lorsque x aug-
mente; et elles donnent
16 a*
T Rl el
2a 1/11“ —a?

s @
Si Ton fait Ty le secteur elliptique ACM se

changera dans le secteur 4CN, appartenant au cer—
cle AFEae décrit sur le grand axe 4a comme diamétre :
on aura donc

O e L S :
2 ‘/a”——-x". i

Mais— T/_a—‘-———z" étant la différentielle de I'arc AN,
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il en résulte, ainsi que de la Géométrie élémentaire,

ACN=£a><AN=%AC>< AN

et puisque les secteurs ACN et ACM ont leur origine
commune au point 4, on en conclura (250) que le
secteur elliptique

ACM = g JCN— L BCx AN.

1

253. Dans hyperbole XAz, déerite sur les mémes
axes que Vellipse 4Bab, et dont I’équation est

b RIE
IS E V/*’:z —a,
le secteur ACR = CQR — AQR, . ce qui donue '
d ACR=d.CQR— 4. 4QR;

et comme

1 Lz o o
‘CQH-——;CQXQFL:; —t—z—‘/m e

d.z‘lQH:% dey/ 2 —a*,

on aunra

don Yon voit que la différenticlle du secteur hyper-
bolique ‘est, aux signes pres, la méme que celle du
secteur elliptique.

254. Le secteur hyperholique ACH fig. 49, estgpie, 4o,

égal a V'espace asymptotique BCMP:; car
ACM = BCMP + ABC — AMP,
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ot ) y 256. En discatant la cou,‘he dont l'équation es
# ! ! /
ABX BCxsinB  APXPM>sinB a®
ABC=2= £ — = AMP. e )
2 3 ]
255 Ge qui précéde suffit pour faire voir com- on trouvera sans peine la forme indiquée dans Fa :
went le caleul intégral sapplique a la quadrature des figare 50, L'axe CC' des jy est asymptote des branches #16. So.
> = 5 . .. 3 3 . t
courbes; cependant je ne puis quitter ce sujet sans HF. R'J7. et AB'; cbté négatif de I'axe des z, Pest
ST { , 2
donner quelques-uns des résultats intéressans auxe de 1; branche M'K’. Sz i
‘quels les Géométres sont parvenus, par rapport aux La quadrature de cette courbe dépend de 'intégrale
courbes transcendantes:. = : v dans
Ee i ; a*dx iveloppement en série, obtenu dans
Dans1a Logarithmique, dont équation est y=lx, - dont le développ : Bes
‘ona fyde= firlz = zle — x + const. (207). ‘La le n® 214, semble ne pouvoir convenir i lla,_ partie
partie variable de cette expression devient nulle lors- S de Vaire correspondante aux ‘abscisses mcgatives, a

i ' i devient imaginaire ;
cause de son premier terme 1z gui devient imag 3

1
ue x = o; car en faisant x=—, elle prend la forme s S . Fos
q ; BT m’ P cependant ysiton appliquait & cette recherehe le pi

i or tiendrait ‘des vésultats réels.
_!'_n’f_ #’ soue lagoslle doieat aullo quind magl - EZ:‘; ddu'xﬁ;)culztigz’d(:.1n1noé]:neegenrc que celle qui a é
infinie (gg) : il est donc inutile, d’apres cela, d’y indiquée dans le n°248, se leve en changeant le signe
ajouter une constante, lorsqu’on veut avoir les seg~ de z avant I'intégration ; car
rig. fo.Mens & partiv du poing 4, fig. 4q. ; : \ o —dz  facdz
En y faisant @ == 4FE =1, elle donne V'expression [ g ’—"N[ s
fie Pespace asymptotique c4Ex; qui est fini et égal : S x’(\a)“I " way o
A —1. X R —— 'FL,C" Sos
Si 'on prend les ordonnées a la place des abscisses, ekt ; >
on aura fzxdy = [dz =z, pour Vespace cOMz, S comme si l'on avait changé x en —z.dz%ns les_ seals
appuyé sur Vaxe des ordonnées 4C, et dont Vexpres- - termes algébriques du développem.eul. cité. :
sion_est algébrique; je n'y ai point ajouté de cons~, Pour savoir ce que sont les trois espaces asyrqplo-
tante, parce qu'elle s’évanonit en méme temps que 2. tiques de la courbe proposée, i? faut chercher les va—
L ipace e iz, qui epouid dl = AR oy ikl ‘ leurs que prend Vintégrale Ak ‘entre les limites
cette formule, la méme valeur que par la précédente, UrS Uy &

abstraction faite du signe. o
J’ai supposé le module égal & Vunité ; ¢'il était dé-
signé par M, on aurait :

fdzlz =zlz —fMdz/':' xlx — Mz et fzdy = Mz

im0 et Ti=n, w=moel riesar By
r=—n et x==-—infini,

n désignant une quantité finie quelconque. Dans le




premier et dans lessecond cas, on trouve un résultat
mfini, puisqn’en faisant = o, soit daus la série du
n® 214, soit dans celle qui vient d’étre rapportee,
elles se réduisent 4 1.0; mais on ne saurait rien pro-
noncer sur le troisitme cas, parce que les termes du

développement de /‘a"f

£
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pe g =
étant alternativement de

signes contraires, il se ‘peut que la difféience entre la
partic. positive et Ja partic négative demeure finie,
quoique chacune de ces parties soit infinie ; et est
ce qui arvive en effet, comme Ta prouve Mascheroni,
en déterminant la constante arbitraire, de manisre
que Vintégrale s’évanonisse lorsqu’on y suppose z in-
fini; en sorte que Iespace asymptotique B P MK,
compris enire les limites x =— n et o — = infini,
est d’une grandeur finie (¥). :

., [dz :
La transformée = (214), obtenue en faisant a®=z,
ile

présente les mémes circonstances 4 cause du terme llz

qui commence son de’veloppcment, et qui devient -

imaginaire quand 1z est négatif (¥¥).
257. Léquation de la cycloide étant

(*) Poyezle Traité in-go, t. LI, p. 513.

(**) La courbe qui répond & équation transcendante r= J'; s
offre une circonstance remarquable, Ne s'étendant point da cbté
des 2 négatifs,, puisque leurs logarithmes sont imaginaires (248),
et passant par Porigine des coordonnées, & canse que Lo est infini,
ce.qui donne y=o0, cette courbe commence brusquement & ce
point, ce qui est contraire & la proposition ¢tablie par rapport
aux, courbes algébriques (105). L.s courbes du genre logarith-
mique présentent encore d’antres singularitds, Poyez le Traité
in-4°, t. III, p. 615, et un Mémoirc de M. Vincent, Annales de
Mathématiques, t. XV et XV I 8
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i d

de— - JOI (114),
Vieay— y*
il vient

*d
Sirdai— i g _JV"_’ !
L VB

expression qu’il serait facile d'intégrer par les arcs de
cercle, au moyen de la formule du n°199; mais on
peut arriver a un résultat plus simple en prenant la

différenticlle du segment ACQM, fig. 51, dont Vor- ric, 51.

donnée QM = AC — PM = 2a — y.
Posant, en conséquence, 2@~ y =23z, onaura

d, ACOM = zdx,
et Von obtiendra
zdx:-(z—a:mf-’ =dyVaay — p:
28y — 7
donce .

ACQM =fdyV 2ay — y* -+ const.

Or cette intégrale, exprimant Taire d’un segment du
cercle dont le diamétre est 2a; et Pabscisse y (249),
représente le segment Imn, quisévanouit quand y=o,
ainsi que le segment. 4CMQ : done 4CHMQ = Imn.
Au point' K, ou y =2a, le segment 4CK devient
égal au demi-cercle ImA 7. Enfin il est visible que Ves-
pace KMQ == ACK — 4CQM = Kmn.

Lexeetangle 4K ayant pour hautewr /X et pour base
AI=1ImK, sera quadruple du demi-cercle JmKJ ;
retranchant de ce rectangle Pespace 4ACK = ImKI,
il restera A MKT =3 fois TmKJ, 11 suit de la que
Vespace 4KL.4, compris entre une branche de la
eycloide et son axe, est triple du cercle générateur.
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258. 11 me reste a parler des spirales; je vais

m’occuper d’abord de celles que représente -1'équa-
tion u=ar® (117), dans laquelle ¢ est Vare ON,

ric. 5. fig. 5o, d’un cercle dont le rayon A0 =1, et

u— AM. Les coordonnées étant polaires, la diffé-

dt ;
rentlelle de Paire sera (120) ; mettant pour u sa

a’pnt! <
valeur, et intégrant, il V)em:h‘a4 + -+ const. ; et

quand n est positive, on doit négliger la constante

lorsque L'on compte les aires en partant de 1a ligne 40
5 )l"n-l-l
sur laquelle t=o: alors Vaire 4CM = Tiks Aprés

une révolution du rayon vecteur, on aura Uespace

& (on 2n-+1 : A ;
(os) , = étant la demi-circonférence du

ACMB = T

cercle OV,

Dans la spirale d’Archimede (117), a= ;:—_ , n=tet

3t 3 :
24:_,, résultat qui, lorsqu’on y fait t =2,
donne :ACZMB:%, Cest-a-dire le tigrs du cercle ON,

ACM =

puisqu’il s'agit d’unités quarrées, et que I'aire de ee
cercle est #(1)2. .
Dans la seconde révolution, le rayon vecteur 4N
repasse sur L'aire tracée dansla premicre, et ainsi ‘de
suite & chaque révolution, en sorte que ces aires
sajoutent les unes aux autres, et que pour donner
seulement celle qui est terminée par la m* révolution,

uidt
Vintégrale == doit étre prise entre les limites

t=(m—1)ax et t=m.25.
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Pour la spizale d’Archimede, on trouve ainsi.,..
mi—lm—1)

T -

Si 'on-calcule 'aire terminde par la révolution sui-
vante, c’est-a~dire la (m ~-1)°, et qu'on en retranche
celle qui la précede, on aura pour Vespace compris
entre deux révolutions, on spires,

(m 4-1)} — am’ + (m —1)?
3
ce qu\ revient a ax quaud m =1, et montre que Ves—
pace compris entre la m* et lg, (m 4-1)¢ spire, est égal
a m fois celui qui est renfermé entre la premicre et la
seconde, ainsi que a trouvé Archimede.

T = 2w,

Dans la spirale hyperbolique, ot n=-—1, ona
whds o el ;
ST T

et I’aire comprise entre les deux rayons vecteurs cor=
respondansa ¢t —& etd ¢ =c, sera

2G -2

expression qui¥devient infinie quand-t—o, i cause

de Pespace compris entre Yaxe 4B, fig. 32, et laFic. 32

branche infinie MK (p. 179). .
Dans la spirale logarithmique enfin, t=1lu (128),

d 1 g
spiousdu flt d¢ fuc]u u + o

De la rectl_'ﬁcalion des Courbes.

259. La différentielle de FParc dune courbe rap-
portée & des coordonnées ‘perpendiculaires entre elles,

est exprimée par |/ dz*+dy* (64); en y substituant,
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au lien de dy?; sa valeur tirée de Péquation dif-
férentielle de la courbe proposée, elle prendra la
forme Xdz, et son intégrale donnera la longueur de
Varc de cette courbe. Demander la longueur de Vare
d’une courbe, c’est demander sa rectification , parce
que la solution de ce probleme, lorsqu’elle s'obtient
exactement, met en €lat d’assigner une ligne droite
qui soit égale 4 Varc dont il sagit.

260. Je prends pour premier exemple les paraboles
des divers degrés, représentées par l'équation = pz?,
n étant un nomhye quelconque entier ou fractionnaire;
il vient 4

dy=npz"—'dz, y/ dz*+4- dyr=dz{/ 1+ npizin=i:
Pare parabolique sera donc exprilhe' par

:
Jdz (1 4= n2pran—a)E
Cette intégrale sobtiendra sous une forme finie et al-
gebrique, lorsque exposant 2n — » sera égal a Vunité
ou s’y trouvera contenu un nombre exact de fois (192).
Soit d’abord 2n—a=r1, il en résultera n= 3, et
i3

g 8 e .

Jdz (1 n2pPain—y® — — x+—p‘x) - const. ;

! 29p 4 ;
la courbe proposée sera donnée par Véquation y=pz"
ou y’:p’.zﬁ,‘et sera par conséquent la méme que
la parabole du troisiéme degré qui est la développée
de la parabole ordinaire (81). Si Yon compte les arcs
a partir du point ot 2 =0, on aura

3
;%;l:<1+%€;"1') —1].

Enfaisant ==1, {désignant un nombre entier,
—2

271
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2l 41 3 5 . o
on trouvera n:—i,~, et Péquation 2= peigsi+s
21
fournira une infinité de paraboles rectifiables : & I’é.
gard des autres, on ne peut obtenir leurs arcs que par
approximation.
Pour la parabole ordinaire, dans laquelle =1, on
a fdz (144 p*x%)" ; par la formule (B) du n° 195, on
trouve

5 L &
Jdz(x + fpra)’ :";.r(l+4p’.r“)’+%f‘7l:4—1)_.

et comme

f—l-/—xj-_rT“—z* = % lepz+y/ l+4p=r?)+consl. (x84),

il en résultera

Aa(i 4 pra) =2 a4 pat)” 4 T CP=+V IF ) cons,

Telle est la valeur d’un arc quelconque de la parabole
ordinaire ; on peut y supprimer la constante, en fai-
sant commencer l'intégrale lorsque = —o.

L’arcdeshyperboles données par équation y—pzr—=,

.
apour expression [z~""'dz(z*"**4L-n?p?)?; et ne peut
s'obtenir que par approximation.

261. Ladifférentielle de I’arc de cercle est ﬂ 3

at—z
lorsqu’on part’ de Iéquation ri=a—a* (64), ct
d
‘/:z_ = =, quand on emploie Péquation. . ., . i
2ax YT

J*=2ax—z*; sous I'une et Pautre de ces formes,

son intégrale ne peut s’obtenir que par approximation,

et j’en ai déja donné plusicurs développemens (205).
.
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262. Je passe a Uellipse, et je prends pour équation
2

de cette courbe y* = —, (a*—2?); la différentielle-de

7
de{y/ at—(a (e e :
son arc sera —L/———L ) . En faisant pour

aVa'—zx

plus de simplicité le grand axe a==1, et le quarré.de

Pexcentricité a® — b* = 1— b*=¢*, Varc deviendra
dzV/ 1—e*z*

Vi—z’

une série qui donne la valeur approchée de cette in-

- Déja, dans le n® 206, jai l'apfvorté

tégrale, lorsque e est trés petit, et qui convient aux.

ellipses peu aplaties.
En supposant z=1 dans cette série, et mettant Z
* 2

a la place de Vaxc 4, qui est alors de 17, on obtient

1 l.xea_1.1.:.30;_1,1.1.3.3.5
;"((_;3 2.2.4.4 2.2.4.4.6.6

développement trés convergent lorsque ¢ est une petite
fraction. : g

263. La différentielle de V'arc elliptique s’exprime
d’une manitre trés simple, au moyen de Pare qui lui
correspond dans le cercle déerit sur le grand axe
comme diamétre. Soit EN=¢@, fig. {8; on aura

(e etc:)

: dax :
(P=x—smg, — = de¢,
V 2

et par conséquent
4. BM =de V1 — € sing*.
264. L’équation de Vhyperbole étant

b
‘7%4:-}; (x* — a?),
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day/ (@*+ b*
st R
| ay x* —
arc. En faisant a==1, a*+-b"=1+4 6*=e*, cet arc se

FEEe dx \/e’d‘*—-—l
trouve exprimé par [ —

v xt—1

cas ol e est trés pres de Punité, se développer en série
par un procédé analogue a celui du n® 206.

at L, s
ona — pour la différentielle de son

, et peut, dans le

265. Il me reste a parler des courbes transcendantes.
L’équation de la cycloide étant

drm I

; A V2ay — 7*
on en tre :
e Ll
Virndy s Svan
Vi2a—y'

différentielle donlil’inte‘grale est
= — 2/ 2a(2a — y) 4 const.

1l est évident que '{/2a(2a — y). est Vexpression

de la corde mK, fig. 51, du cercle générateur; et
comme la partie variable de Vintégrale s'évanouit au
point K ou y=2a, il sensuit qu’elle exprime
Parc MK : on a donc

MK = 2\/2a(2a — ) — amA.

Quand y —o, cet arc devient 4K —2lK, résultat
qui s’accorde avec ce quon a vu dans le n® 116, et
dioix il suit que Varc total 4K est quadruple du
diametre du cercle générateur (¥).

2 (*) Si l'on représente par s P'are MK, par y', la ligne......
Kn =na—y, ¢ que 'on change 2a en a’, Pexpression de MK ,

1.
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266. Pour donner un exemple de 'usage de la for-
mule /2?4 du? qui exprime la différentielle de
Vare d’une courbe rapportée aux coordonnées polaires,
(125), je prendrai les spivales dout 'équation est
u = qat", etj’aurai a intégrer la différentielle

dt\/ 0" F nat" = a*='di(E - n?)*.

:
Lorsque n==1, on a seulement ads (& 4-1)*, diffé-
rentielle de la méme forme que celle de arc de la
parabole ordinaire (260), et d’ott il suit que c’est A la
rectification de cette courbe que se rapporte celle de
la spirale d’Archiméde. :
Dansdla spirale logarithmique on a ¢ = lu, ce qui
donne
Vwde 4 dv' = duy/
Parc de cette courbe a donc peur expression. .....
u}/ 2 = const. , ou seulement 2}/ 2, en partant dc l’g.
rigine des rayons vecteurs; et 'on voit' que gnoiqu’il
se trouve, entre cette origine et un point quelconque
de la courbe, une Infinité de révolutions, elles ne
composent cependant qu’une longueur finie, égale 4
la diagonale du quarré fait sur le rayon vecteur.

trouvce ci-dessus, donne Pégnation
s=al/dy, ou s2=ja'y,

dont on se sert dans la Mécanique-
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De la cubature des corps terminés par des
surfaces courbes, de la quadrature de leurs
aires , et de Uintégration des différentielles
partielles.

267. Les surfaces courbes que les Géometres ont
considérces les premiéres, sont celles de révolution,
parce que les différentielles de lenrs aives et des vo—
Tumes qu’elles comprennent, ont une expression plas
simple que leurs analogues dans les surfaces courbes
en général.

Soit u le volume du corps engendré par le segment
AMP, fig. 53, d'une courbe quelconque A4Z, tour-
nant autour de Vaxe 48 pris dans son plan ; il est
évident que ce volume, terminé par le plan circulaire
déerit par Vordonnée MP, est une fonction de I'abs-
cisse AP=z. Si Yon prend une autre abscisse 4P’,
que l'on méne une seconde ordonnée MP et les
droites MR et SM’, paralleles 2 PP', on verpa que
le volume u saccroit de celui que déerit le trapeze
curviligne PRIM'P', en tournant autour de PP’, et
que ce dernier corps, compris entre les eylindres en—
gendrds par les rectangles P et J°P, differe d’au-
tant moins de I'un et de Pautre, que les poiats a7
et M’ sont plus rapprochés, en sorte que la limite
des rapports de ces trois corps est Punité : on peut
done, lorsqu'il s'agit de limites, prendre le cylindre
déerit par MP", pour le corps engendré par P’ P,
Ge cylindre ayant pour base le cercle décrit par le
rayon. PM= 5, son volume sera 72X PP, en
nommant x le rapport de la circonférence an dia
metre; et lon trouvera, par le raisonnement du

Cale. intégr,, 5e iition, 25

FIG. 53.
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n° 65, que gi::: #y?, doit w==[y*dz. Lors dong

qu’on aura I'équation de la courbe 4MZ, on substi-
tuera pour y sa valeur en x, et intégration fera con—~
naitre le volume d'un segment queleonque du corps
engendré par cette courbe.
268. Pour trouver la différentielle de 'aire du méme
coips, il faut observer que I'accroissement de cette
aire étant déerit par Varc /OM’, quis'approche sans
cesse de la corde MM’, tend A se confondre avee
Taire du tronc de cone droit déerit par cette corde;
et en passant aux limites, on peut prendre P'ane pour
*autre (¥). Mais laire du tronc de cone droit décrit
par MM’ aura pour espression

1 (o MP = 25" PYMM’
=a(MP + M'PYMM";

etenla comparant & aceroissement de Vabscisse 27/,

on obtiendra

MM’
#(MP - M'P)W;

or, en pa;ssnut aux limites, M'P" se confond avec MP
ou 7, et%z;—{: \/1-{— glxn (64) : done le coefficient

différenticl de Vaire décrite par 'arc 4N , est égal a

dy2
27rj‘/ [+di.x“’

et par conséquent 2wy V/ Azt dy* est la différenticlle
de cette aire. £150

(*) On verra aisément qu’il n'en est pas ainsi de celles des cy-
lindres inscrit et circonserit, engendrés par M2 et SH
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On parvient sur-le-champ A cette expression, ainsi

qu’a celle du n° précédent, en regardantla courbe 4172

comme un polygone; car alors I’élément du volume

est le cylindre déevit par le vectangle MP’, celui de
Vaire est le trone de cone décrit par le coté MM,

269. J'insisterai peu sur les applications, quin’ont
par clles-mémes aucune difficulté. Si Von prend Pé-
: ! {5
A Pe G —_—
quation a Pellipse, _y’ﬁ;: (2az—=z"), on trouvera

que le volume d’un segment du corps quielle engen—
dre, en tournant autour de Yaxe désigné par 2a, est
exprimé par ;

wb* & xb? x? :
—E;ﬁzax——:c )dz i ﬂx’——-g—>+ const. - (267)4

et Uintégrale étant prise depuis z==o jusqua 2
a5 wab?
DHfie’ o=~ polr Ie corps entier.

._—:20,

Quand =4, ce corps devient une sphe

re, et son
4wa’ :

volume est

N 5
» ainsi qu'on le trouve . par la Géo-
métrie élémentaire,

2 e R
Si Pellipse était rapportée a son centre; ou qu’on

employat Pé i b >
ploy. quation 32 — = (@—=z), le segment
serait o

b b2
- 2, 2 et 2
f‘_a‘ (@~ da = s (Ba’x —x%) - const;

1111ﬁg‘ra1e quil faudrait prendre depuis' 2= g jug
WaknEs y 1 ot i
qWa x=a, pour obtenir l¢ corps eutler, et qui don=
nem’lt alors _Ie meéme résultat que ci-dessus,
Lexpression de Vaire serait
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2abd Y @' — (@ — bhyx®
PRI R0 5 G B RIS ]
Liorsque a@>> 0, cette intdgrale se rapporte facile~
mentd Paire du segment eircalaire dont Vabscisse est @

etlerayon

2 .. Eileest logarithmique quand
a*— 0 \

a< b, puisque le radical prend alors la forme

Va4 (b"— a’)a”, Enfin, sil'on suppose a=10, on

a seulement

[oradx = 2zax 4 const.,

intégrale qui donne, en la prenant depuis 2 =—a
jusqu’a z==a, fxa® pour laire totale de la sphere.
270, Je considére maintenant les surfaces courbes
en général, en les Tapportant & trois plans perpendi-
culaires entre cux, au moyen des trois coordounées
AP =2, PM' = v, MM =z, fig. 54.
Le segment 4 PGMM' QHD, ayantsa base 4PM'Q
sur le plan des zy, et terminé par les deux plans
PM'MG, QM'MH, respectivement paralléles & ceux
des yz et des xz, et par la surface courbe proposée,
&st nécessairement une fonction des deux variables
indépendantes x et y ; il peut s'étendre successivement
dans le sens de chacane, ou varier par rapport a toutes
deux simultanément. En effet, si Von suppose que,
o demeurant constant, x se change en 4P -+Pp, ce
segment s’accroitra de la tranche PGMM'm'mgp, et
de la tranche QHMM'n'nhq, si Von fait varier y
seal de Qg; enfin si = et y deviennent simultané-
ment AP 4 Pp, 404 Qg, le méme segment,
ayant alors pour limites les plans pN'Ng, gN'NA,
différera de son état primitif par les deux tranches
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deja énoncées, et par Uespice de prisme tronqué
M'm' N0 nMmN, qui n’est autre que Paccroissement
de la premitre tranche, lovsquion y fait varier 7 seul,
ou celui de la seconde quand, dans cette derniére, on
fait vavier z seul.

Sil’on représente par u la fonction de x et de 7 qui
exprime le volume du segment APGMM QHD, il est
¢évident que, dans Vexpression du changement total
de cette fonction (41), les termes oit x a varié seul
donneront V'expression de la premicre tranche, ceux
ol y a varié seul, celle de la deuxi¢me tranche, et
que les autres appartiendront au prisme tronqué M'N :
on aura donc

b il o . du
Mb_dxdjbk+;tr.z“a;hk +;W71k’+etc.;

divisant les deux membres de cette €équation par bk,
¢t passant aux limites relatives a anéantissement de

ket de £, celle du sccond membre sera _d:u_ Or le
dad g

prisme tronqué M'N tend sans cesse vers le paral-
lélépiptde formé sur la base M'm/IV'n’ et Pordon=
née MM ; et peut en approcher aussi prés qu'on vou—
dra. Mais si, en prenant I'un pour I'autre, puisqu’il
s'agit delimites, on substitue M'n’ X 37w ¢ 173F

au prisme M'N, quon fasse M'm’ ou Bp=—ihd M’n"
M'N i

ou Qg =k, le rapport h/f seréduita M M—z. ;1
3 du
résulte done de h que Ay ¢t que pour obtenip

le segment APGMM QHD, il fant, par Vintégra—
du
CPEp & la

tion, remonter du coefficient différentiel

fonction .
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271. Quoique le coeflicient différentiel d_ai 501t ¥e~
latif & deux variables, on peut néanmoins parvenir
i la fonction dont il dérive, par les méthodes données
pour Vintégration des fonctions d’une seule, parce que
chacune de ces variables est regardée comme cons-

du

d*u dz

tante 4 ; e ST
ante 4 son tour. En effet, A cause de e T
on aura d.y't dy=zdy, et prenant Vintégrale de

chaque membre, en ne considérant comme variable
que g seul, il viendra %:f;d]’, d’on P'on tirera
du
— dx == dufzd )
intégrant de nouveau , mais par rapport a 2 seulement,
on trouvera = (dz(zdy.

En ne considérant cette recherche que du cbté pu-
rement analytique, il est évident que la constante qu'il
faudra ajouter pour compléter la premiére intégrale,
peut renfermer  d’une maniére quelconque; que celle
qu'on mettra i la suite de la seconde intégrale doit
étre considérée comme une fonclion quelconque de y;
et cela, parce que toute fonction de x seul doit dis-
paraitre comme une constante lorsqu’on ne différentie
que par rapport & y, et qu’il en est de méme de
toute fonction de y, lorsqu’on ne différentie que par
rapport a x.

L’ordre des intégrations est indifférent (40) (). En

(*) M. Cauchy a monw¢ que ceci n’était plus géncralement
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s'occupant d’abord de la variable x, on aurait eu
ddu
d’u ‘E’

s P o et de la, on aurait tiré successivement
« .’l:(] o

= fzdz, ‘u=[dyfzdz.

Ce résultat et le précédent s’écrivent comme il suit =

u= (fedydz, u=ffzdzdy,
en faisant passer les deux différenticlles sous le der-
nier sxgne Jiyice qm est permns lorsqu’on observe que
chaque s;‘,_,ue n’est relatif qu'a V'une des variables en
particuliz.
Pour e’claircir et confirmer ce qui précéde, soit

z= -; il viendr.
,+ il viendra
dxd y f dy dx
u= = fd = [dy .
wry = e T Y e

La premicre succession d’intégrales donne

dym = 1 R .
fl“—l—f’— Zaxc (t{mg_;)-]— AL

résultat dans lequel X’ représente une fonction arbi-
traire de x, ajoutée pour compléter I'intégrale ; en
intégrant de nouveau par rapport & x, et faisant
[X'dx = X, on trouve

Sz x—,d_%__fdx[ axc(taug_ >+ Y]

——-[— atc(tang—“y) + X.

vrai, lorsquil sagissait d’intégrales définies ; on en trouvera des
exeniples daus la note E, 4 Ia fin de cet ouvrage.
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i, dx :
L'intégrale { — are( tang =7) sobtient en série
z z, %

enmettant au lieu de arc (tang =‘Z) son développe~
J,

g

ment'= — it L —ete (202) ; et comme il faut
2 3e by ’ ' 3

aprés cette intégration, ajouter une fonction arbi-
traire de y, enla désignant par ¥, on aura enfin
dzdy e
=XYYL v Gl
,[:[‘x’-f-f- + X i get o b + fox?
En opérant dans un ordre inverse, d’apres la se-
conde succession d’intégrales, on trouvera

dx 1 i 3
fm :f arc (tang :5> + ¥,

d

fdff;%‘y; =My [} are (tang=§> =+ Y’]
dy ::)
= | = arc( tang = = )
] e (g 2
Mais si on observe que

x x b
1 =)= =
‘an< ang J') 5 are (tang =5 x)’

on aura, aprés la dernitre intégration et l'addition
d’ane fonction arbitraire de @

dzedy = dy r
f W-;]y—f;arc(lang:;) + ¥4 X;
¢t comme on peut comprendre le terme Zly dans la

fonction arbitraire ¥, ce résultat, qui se changera par
Iaen

dad ! :
S = e[ (o =)
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sera le méme que le précédent, ainsi qu'on peut s’en

convaincre en mettant pour arc (tang =‘£) son déve-
loppement.

272, Lorsque 'on regarde ffzdxdy comme expri-
mant le volume d’un corps, il faut avoir égard aux
limites entre lesquelles doit étre prise chaque inté—
grale, et qui ticnnent & la nature des surfaces par
lesquelles le corps proposé est terminé latéralement,

Le cas le plus simple est celui on le corps est fermé
par quatre plans, paralleles deux 4 deux aux plans
coordonnés CAD, BAD, En supposant que les pre~
miers répondent aux abscisses x =a, x=ad/, et les
seconds aux abscisses =20, y =10, on prendra Iin-
tégrale fzdz , depuis z =a jusqu’a z=4a’, en y re-
gardant d’ailleurs 3 comme constant; et nommant P
le résultat obtenu, il restera & prendre Vintégrale
JPdy, depuis y=10 jusqu’a y=1¥".

Lorsque le corps proposé est terminé latéralement
par des surfaces courbes, les valeurs extrémes de l'une
des variables sont lides avee celles de Vautre, ainsi
qu’on: va le voir dans’exemple suivant, ol il s’agit de
trouver le volume d’une sphére dont le centre est
en 4, et dont le rayon est égal A r.

Ona a*+4 y* 42z =r* et par conséquent

SfEdzdy = flzdy Vi —z— y*;

puis, en supposant y constant et r*—y>—=r"?,

on trouve fadz = flz )/ 7 — z* —~ VP —=z
2

+-; % arc (sin = ;_1-;) (249)-

Gela posé, lintégrale fzde, exprimant Vaire de la



394 TRAITE BLEMONTAIRE

section faite dans la sphére, parallelement au plan
des xz, et a la distance 4 Q= y, doit &tre prise entre
les limites de cette section, qui sont d’une part le

plan CAD, et de lautre le cercle BFEC) suivant

lequel la sphere vencountre le plan BAC. A la premiére
limite z = 0, & la seconde x = QF; mais cette der-
niére est lie avee 4 Q; car en faisant z=0, on trouve
22+ 9*=r* pour 'équation du cercle BFEC, d’ot

— Laldind
il suit que QF = \/r’—AQ =Y == et
par conséquent , pour une valeur quelconque de y, les
valeurs extrémes de x sont o et 7.
Au moyen de ces valeurs, lerdsultat obtenu plus
. . 0y ko . -
haut se réduit a Zr”, puisque arc (sin=1) = g, et

Pintégrale fdy/zdx devient
7 7 3
Zfr ’fl'y — %f(!y(rf—y“) = Z(r’j—‘%).

Gette derniére doit étre prise depuis la plus petite
valeur de y, que je supposerai nulle, en fermant de
ce ¢dté le corps par le plan BAD , jusqua la plus
grande, qui, dans le cas actuel est 4C=r : le vo-
lame du segment 4BCD, qui est la huititme partic
3 :
95(;—, et par conséquent le vo-

far®

lume de la sphére entiére sera 3

de la sphére, sera donc

11 est & propos de remarquer qu’on peut obtenir
immédiatement le volume de tout ’hémisphere supé-
rieur auplan B.4C, en prenant la premiére intégrale
depuis 2 = —V/ P — y* jusquia a=+V/ 7" — y’; car
dans ce cas les valeurs extrémes de z se terminent de
part et d’autre & la circonférence du cercle BFEC,
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dont AC est le rayon, et on a la valeur complite

de fzdz'— Z (r*—57?). Prenant ensuite 1’ime’grﬂe

R s E e I
;fd.r("—.?’)—2<".7’ 3)»

dans toute V'étendue de la partie de Vaxe des y* com-
prise dans le cercle BFEC, cest-a-dire depuis ex-
, trémité de son diametre , situde derriére le plan.B4D,
ol y=-—r, jusqu’a I'autre extrémité C, ot y =,
3

27T X
on trouye ——; et en doublant on a, comme ci-

3

Pis
dessus, e

3
273. En considérant les différenticlles comme les
accroissemens infiniment petits des variables, on peut
négliger Ja différence du prisme tronqué M'N; an

pour la sphére entitre (’). i

(*) On passe bien aisément de ce résultat i Vexpression du vo-
lume d’un ellipsoide quelconque. 1'équation de sa surface ctant

x y2 aw S 3
F+b_‘+c_‘=" donne z=c\/l-—;-—'g—‘;

et posant ;::’, %::y’, dott dz = adz!, dy = bdy’,

oniobticnt ey = whe A dy WV i—at—ys

Or les limites des variables z, y, élant a, b, celles de 2/, y7, se~
ront 1, et par conséquent Pintégrale [fdx"dy’ V/i—a'a—y'* expri-
mera le volume de la sphére dont le rayon =1 : le volume de

Pellipsoide sera donc abc.é—', clest-d-dire le méme que celui

3
d’uu; sphere dont le rayon est V/abe, résultat analogue & celui du
no abo.
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prisme complet ayant pour hautear M’'M, et le pe-
garder alors comme formé de petits parallélépipedes
ayant pour base le rectangle M'm'N'n’, pour hau-
teur dz, et élant par sonséquent exprimés par dadydz,
Pour obtenir la somme des parallélépipedes contenus
daus le prisme entier, il faut intégrer cette expression
par rapport a z seulement, ce qui donnera

Sdxdydz = zdzdy,

comme on I'a trouvé ci-dessus,

On observera ensuite que la valear compléte de
dyfzdz est Vexpression de la somme des parallélé-
pipédes contenus dans la tranche FHQqhf, comprise
catre deux plans paralléles au plan BAD des az;
mais f(zdz étant Paive de 1o section FHQ, il s’ensuit
que la tranche infiniment mince FEHQqhf peut étre
regardée comme égale & FHQ < Qq, Cest-a-dire &
l'a}ir(f dela courbe qui lui sert de base, multipliée par
Pépaisseur Qg. On voit enfin que [d y[zdz exprime la
somme de toutes les tranches semblables comprises
dans le volume cherché.

: I est évident qu'on représente toutes ces opéra~
uo‘ns, en considérant Piotégrale triple /ffdzdyds
dont chaque signe se rapporte i Fune des variables .,
Jetz.

2744 En géncral, il faut obtenir la portion. du
€OTPS proposc, termince latéralement par le cylindre
€levé perpendiculairement au plan BAC, fig. 55, sur
la courbe donnée £/N'G, on prendra Uintégrale fzdz,
depuis & = 4P jusqu’s z — Ap, afin que Pexpression
dy/zdx devienne celle de la tranche MM'N'Nnn'm'm.

Les lignes 4P et Ap, respectivement égales & QM
et QIV', seront données en fonction de AQ= y, par
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Véquation de la courbe £'N’G’ dont elles sont les abs~
cisses ; en les représentant par F(y) et £(y), on devra
prendre fzdx, 'depuis z==F(y) jusqua z= f(y),
ce qui, comme l'on voit, introduira de nouvelles fonc-
tions de 'y que z ne renfermait pas, et pourra ang-
imenter ou diminuer la difficulté de la seconde inté-
gration. Pour obtenir ensuite, dans celle-ci, la valeur
totale de Iespace cherché, ou la somme des tranches
dont on a déja expression générale, il faudra prendre
[fdyfzdz, depuis’ y=AF jusqu'a y— 4H, valeurs
qui répondent aux limites E’ et G’ de la’ courbe
E'N'G’, dans le sens des .

Il pourrait arriver que le contour £'N'G’, au lien
d’¢tre une courbe continue, fit 'assemblage de plu—
sieurs portions de courbes différentes; application
des principes précédens A ce cas est trop facile pour
qu’il soit besoin de s’y arréter.

275. On parvient a Vexpression générale de la diffeé-
rentielle de 'aire d’une surface courbe, en imaginant
cette surface partagée en zoues, telles que EGge,
Jig- 54, par des plans paralltles & I'un des plans coor—
données, et en concevant que chacune de ces zones soit
découpée en portions quadrangulaires MmNn, par
des plans paralléles & un autre plan coordonné. A
Pinspection de la figure, on voit que Vaire DGMH,
que je représenterai par s, s'accroit du quadrilatére
curviligne GMmg, quandraugmeutg de Pp, et que
ce quadrilatere s'aceroit de MmNn, quand J vient
ensuite & augmenter de Qg. Un raisonnement sembla-
ble & celui du n° 250 fera voir que la limite da rapport

MmN s : 4 R s
de ;——L est égale au coefficient différentiel —— 1
Pp < Qg dxdf

Pour parvenir 4 cette limite, on observe d'abord

F16. 54
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que les quatre plans
m'M et: N'n, n'M et N'm,

paralleles deux a deux aux plans des @z et des yz,
et qui déterminent le quadrilatére courbe MmNn,
déterminent aussi, sur le plan tangent au point M,

ris. 56. fig. 56 , un parallélogramme MXZY, sur lequel

toutes les lignes tirées du point I/ seraient tangentes
aux diverses sections que feraient , dans le quadrilatire
courbe, des plans menés par Vordonnée M'M, et
auraient avec les arcs de ces sections un rapport ten-
dant sans cesse vers 'unité (63) : on peut donc, dans
la limite cherchée, substituer au quadrilatére courhe
MmNn, le parallélogramme MXZY, dont Iaire est

i celle de sa projection M'm’N'n’, comme le rayon
) yon

est au cosinus de l'angle compris entre le plan tan-
gent et celui des zy (¥). Or, la normale MG et
Yordonnée J'M étant respectivement perpendicu~
laires & ces plans, Fangle qu'ils comprennent sera égal
a GMM/, et aura par conséquent pour cosinus,

‘M
%‘G‘= —— (150),
J V’I+Pz+ga

ce qui donne
MXZV=M'iN'W 20 . gl T
TV IT T b4 erat
on a donc

s=[fdady V14 p* i

" (*) Poyezpour cette proposilivn, le ne 6o da Complément des
Elémens de Géomeétrie, et pour ce qui précéde, le Traitéin-4°,
t. 1L, p. 198, note.
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ou il faut ohserver que dyfdr\/ 1--p*4-q* représente

Vaire de la zone FHASf, fig. 54- FIG,

276. Si Von prend encore la sphere pour exemple,
son équation x* -+ y*4 2*=1", donuera

” —_— a
P=—§-, 92—2’5 ‘/I+P’+92=;,
et £
R d
fdzV it p+q¢ = g_—;
’ Vr—z

posaut ensuite r*—y*=r", cette intégrale deviendra

dz - s .3)
rfﬁ__fﬁ_ r.arc(sm == (186),
qui, prise depuis =0 jusqua z=1'=V/rF"—*, est

égaled, et ne laisse pour la seconde intégration que
2
al ar
ALl

I est aisé de voir que, comme on n’a pris le radical
Vir— x*— 32 qu’avec le signe -4, on n’a di obtenir
que la portion d’aire supérieure au plan des g, que,
de plus, Tes limites assignées & & n’embrassent qu’une
moiti€ de la partie supericure de la zone sperpendi-
culaire & l'axe des jy, et qu'ainsi la zome enlitre ;
serait exprimée par 2avy, clest-a-dive par la circon-
férence d’un grand cercle, multiplide par la portion
du diamétre comprise entre les plans qui terminent
cette zone; résultat conforme & ce quon a va dans la
Géoméirie lémentaire. Quant aux limites de Hy i
est évident qu'il faut prendre —ret & 7, lorsqu’on
veut obtenir Vaire totale de la splieve.
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277. L'Application de PAnalyse & la Méeanique
conduit souvent & des intégrales triples de la forme
JIFdxd ydz, dans lesquelles la fonction 7 peut ren-
fermer les trois variables z » J5 %, considérées comme
indépendantes les unes des autres, en sorle que
chaque signe d’intégration ne tombe que sur une
delles en particulier (273). Il'est aisé de voir que
ces intégrales proviennent de la détermination d’une
fonction u dépendante de trois variables TS Kot
et dont on ne conmait que le coefficient différenticl

d*u a 3 e 2 d3
T onné par I'équation dzdydzzy; car on
tire de 13, en opérant comme dans le n° 290 1% en
rcgardant Z et " comme constans,

du du “ 5 :
Bt il e = —_— = 4t
dzdydz Higierd dxdy Fles dzdy ™ FPda A T,

7" étant une fonction arbitraire de z ot de G0 T

en
regardant x et z comme constans,

d*u du = PR 1T - B,
m}dyzdd—;:;(b’ffdz-l-f’ dy, E:ﬁly[pdz-f-Tv-f-S,

T désignant la fonction arbitraire de 2 et de o
résultante de f7"dy, et 8" uné fonetion arbitraire
de z et de z; 3e, cafin, en regardant y ct z comme
conslans &

1
:J—:: dz = dafil yf7dz 4 T'dz 4 S'dx,
u=[flzfly/Fdz4 T+ S R,
Let.8 représentant des fonctions arbitraives résul-
tantes de [ 7"dz et de [§'dz, et R étant une fonction

arbitraire de y et de z : Pintégrale compléte renferme

donc trois fonctions arbitraives, savoir, une de 2 ct
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de g, une de 2 et de z, et une de 5 et de z.. En réu-
nissant les différentielles sous le dernier signe d’inté-
gration , [dz(dy /¥ dz devient fffP’dzd_yd.z, eta, sous
cette derniere forme, la méme signification que sous
la précédente.

Cet exemple suffit pour montrer comment on re~
viendra du coeflicient différentiel d'un ordre guel-
conque d’une fonction de plusicurs variables , & cette
fonction elle\méme. Les fonctions arbitraires infro-
duites ici n'ont rapport, comme dans le n° 272,
qu’au cas ot les intégrales sont prises entre des limites
pour lesquelles les variables =, y etz sont indépen—
dantes les unes des autres ; mais le plus souvent,
Vintégrale relative & z doit étre prise depuis. ... ..
z=F(z, ) jusqua z= f(x, ), F et f étant des
fonctions données, Uintégrale relative & 3, depuis
J =F\(z) jusqua y=f,(z), et enfin Vintégrale re-
lative a z, depuis =g jusquia z=a’.

De lintégrarion des différentielles totales con-
tenant plusieurs wariables indépendantes.

278. Les fonctions contenant plusieurs variables in-
dépendantes, ont deux sortes de différen tielles, savoir,
des différenticlles partielles et des difféventielles to—
tales (46); on a déja vu dans les n® 291, 277, comment
on pouvait remonter d’une différentielle partielle ex—
primée par les variables indépendantes; a la fonction
primitive, et'que ce probléme est toujours pessible,
puisqu’il se rapporte immédiatement i Vintégration
d’une différentielle & une seule variable, Tl n’en est
plus de méme quand on prend au hasard une ex—
pression de la forme Mdx <4 Ndy, pour la diffé-
rentielle totale d’une fonction de deus variables , parce

Cule, intég., 5e édition, 26



fo2 Trared frEveseamn
_(l“u = -—és—u—- (4o) établit, entre 1¢
dyde ™ dady 4 SRS s
quantités M et IV, une relation sans laquelle elles ne
peuvent dériver d’'une méme fonction primitive.
En effet, si I'on pose
du = Mdx + Ndy,
il en résulte :
it o 0

que Péquation

‘ d'l't—zl'l,’f’ ] s o 3 sdiis, AN
e 5a  an Arah adirdr adn dady i da
¢t par conséquent
P< L EOP | g N
dy  dw’

1l faudra done que toute expression Mdz 4 Ndy,
quand elle sera la différentielle totale d’une fonction
des variables z et -, rende identique I'équation ci-
dessus; et alors, pour renionter.a son intégrale u,
oil anra M:El—u,' N— (E, d’ott 'on dédnira la va-

- dz dyr
leur des différentielles partielles,

En prenant celle de la différentielle relative a z, par

dz

ig g ¢ ’
exemple, il viendra a}dx; Mdx, et par consé-

quenta=/Mdx Y. On ajoute daus cecas, comme

dans celui du n® 291, une fonction arbitraive de y,
puisque Vintégration n’a’‘en lieu que par rapport 4 la
vaviable x ; mais ici cette fonclion se détermine parce
que la valeur de u doit satisfaire encore d I'équation
du:
Ne=—,
dy’ :
Léquation u == [Mdx -} ¥ donne
du  dfMdz dr’

dy =y dy
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représentant fMdx par ¢, on aura

du  dv 4y
; P T Pl
d’ou Pon tirera :
d¥in de
do dy’

et en intégrant,,

y=f(1\(--j—;)dj§

on trouvera donc .

403

u:fde—f—f(N—g;)dj:

telle est Iintégrale de la fonction proposée.

Ge résultat fait voir que la fonction IV — dy

doit renfermer que la seule variabl

CFHC

e j, sans quoi

il ne serai rai 2
ne serait pas vrai, comme on I'a supposé, que Mdz

et Ndy fussent les différentielles parti

fonction u. Il suit de la, que la fonction 7y

contenant pas x, ne doit p,
quantité, et qu'ainsi

dN d2

PPE T et
mais on a

de
_dQL_— dép §d(E dy
dzdy " dydz = dy 2

. il vient donc

v dM AN am

d\xd]—v et a-;——'@=0.

elles d’une méme

dy
—@, ne

as. varier par rapport a cette

26..
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Cette condition , trouvée plus haut, est par conséquent
la seule nécessaire pour assurer Vintégrabilité de la
différentielle Mdx 4 Ndy; et quand.elle n’est pas
remplie, Pexpression proposée, ne pouvant résulter
de la différentiation d’une fonction primitive a deux
variables, ne saurait étre une différentielle exacte.

ydx—ady

étant écrite ainsi
x? + J,a 1

27g. La fonction
by =
Tt &z PO Xy
donne successivement

Slvea s i ke
M=y Ve Ene
dm Z—y dnv

A~ @Hry T 4=
dz

SMdx = _‘ydxi: ——‘r-,
2y ’+:_,

x

=arc|( tang :.; =y,
PR x

d’ou u—are( tang == )4 ¥.
= ¥

Différentiant et faisant tout varier, on trouvera
ydz — ady
du= T <+ d¥;

comparant avec la fonction proposée, on aura

d¥ =o, doi ¥ = const.,
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et par conséquent

ydo—axdy : < .1:) o)

e+ — are( tang = — const. (%),

S b= + (
Soit encore la fonction

d ad, d (ydz—azd iyt d

de, atde yiy L Ode el VE Ry b

T % z x 2

enla comparant avec la formule Mdz -+ Ndy, ona

2

B S e L e e e I
Y=_ = N = +zj

d’ou 'on déduit

d_]ll'=3]~+ ‘/‘Tﬂ+f’+ G

dy ol DY 2yt g
ANV _ ay+t2y/z 40 x
EST e oy

Ces valeurs étant réduites, deviennent

dM _ oy 229" dV

dy — & T By g, de’
et par conséquent la fonction proposée peut s'intégrer
immédiatement. On obtient d’abord

) e e
e =1e— 2 4y SV

* ¢ 3 Hes

(*) Je me suis arréié sur cette intdgration , parce qn’clfc sert de
b'asc & une démonstration trés élégante du principe de Ja composi=
tion des forces, donnée par Laplace, dans sa Mécanique céleste
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mais Vintégration par partics donne
dt|/_’-7 ———dz
sl iy =f\/~”’+f°-;3'=
S fcils
2z . x‘/fz.a_*_jn’
et faisant ‘/r“+ J* = z, on trouve, en opérant
comme dans le n° 198, :
f de 1 (=r4VEtsh
1:[/:1:’—}-'}”” s & i

done f]li’dx:l:c._l:.._.f‘/rz‘,'.}’l
2" 2%

+3 IL:‘Z‘%ZA———-’-'?NI) =y

On a ensuite

» A li‘:_-_—__ ‘/x“—h}”ﬂ_’_ 7
dy = 2 2z V7 gyt
1 tRE
aV @ty 2 2

d’oti il résulte ¥ =11y - const., et enfin

2 AT A
St IV
2 2x

2L ; 1(&%‘4@) - const.

280. Les différentielles contenant un nombre quel-
conque de variables, s’intégrent par une extension de
la méthode précédente, qu’il suffira d’appliquer aux
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fonctions de {rois variables. Soit
Mdx 4= Ndy + Pdz

une différentielle de ce genre, M, N, P désignant
des fonctions de @, g etz; en y supposant alternati-
vement dz, dy, dz nuls, cest-i-dire en regardant
tour 4 tour z, y et x comme constans, on doit suc—
cessivenient obtenir trois différentielles exactes entre
deux variables, savoir,

Mdzx 4 Ndy, Mdxz - Pdz, Ndy-- Pdz,
desquelles il résultera nécessairement

dm  dN dM__cil_{’_ d_l\i_dP 2n8
Pl o e P Py pei G

Lorsque ces équations de condition sont vérifides, la
différentielle proposce est exacte, et peut 'intégreren
commengant par opérer sur I'une quelconque des dif-
férentielles & deux variables qu’on en a déduites. Si,
par exemple, on-a fait & la premiére, Mdx -4 Ndy,
Vapplication du procédé du n®. 278, et que le ré-
sultat soit représenté par v, on aura

S(Mdz 4 Ndy + Pdz) = v 4 Z,

Z étantune fonetion de z seul, et proyenant des termes
de la fonction primitive cherchée, qui ne contiennent
pas @ et y. Cela posé, si Uon différentie I'équation ci-
dessus, en y faisant tout varier, il viendra

do . de dv dZ
M =— Ve =
A da’ B dy? p—*dz"[‘ dz*
La del‘ni(fare de ces équations donne
dzZ de
e
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d’ou
Z:f(P—-%) dz + const.,

de J : ) :
pourvu que P — == ne contienne ui , ni y : on doig
donc avoir
g L & aP do
de ~ dzdz O dy dydz - °
ce gui revient a 2

dp  dm AP dly:

s — — = =0,

e dz

dz ~ dz

en intervertissant V'ordre des deux différentiations in- :

i de
diquées sur v, et mettant pour —
dz
leurs M et IN. Les deux conditions que je viens de
irouver, jointes a

dv
et — leurs va-
dr

dM _ dN
d] dz
que suppose Vintégration ‘de la différentielle.......

Mdz+ Ndy, étant les mémes que celles qui se sont
présentées au commencement de Yarticle, font voir que
ces dernitres sont suffisantes pour constater Iintégra~
bilité d’une fonction différentielle quelconque a trois
variables; et lorsque ces conditions ne sont pas sa-
tisfaites, la proposée ne peut dériver d’aucune fonc-
tion primitive renfermant le méme nombre de va-
riables indépendantes.

En général, il est visible qu’une différenticlle exacte

tomprenant n variables, doit présenter Ll = D i

DE CALCUL INTEGRAL. 4og
férentielles exactes a4 deux variables, ce qui fournit
un pareil nombre d’équations de condition ; et de 1a
on peat s’élever aux conditions que doivent remplir
les différenticlles des ordres supérieurs : mais elles
s'offrivont presque d’elles-mémes, dans le Calcul des
variations, qui entre dans le plan de cet ouvrage,
¢’est pourquoi je ne m’y arréterai pas ici (¥). .

281. Le procédé suivi pour obtenir, dans le n° 278,
Pexpression de 3—", équivalente a Ej‘—;‘fﬁ, conduit &

) "
une formule trés utile, qui apprend a différentier sous
le signe [, par rapport a une antre variable que cellc
4 laquelle il se rapporte.

En effet, 1’equatmn

d2 _damM
dzdy — “dy’
revenant a
a de de
dy dM dj A d‘d

= T donne

dy

et chacun des membres de cette dernitre étant intéged
par rapport a z, il vient

fd/k’ dym dx fd]h*
o
dy 27

en remettant pour v sa valeur fﬂldx (6505

(*) Poyes daillenrs le Traité in-4o, t. II, p. 28a.

(") Leibnitz, & qui ce théoréme est di, l’uppelnudlﬁ'emntmlu'
de curvd in curvam, parce que dans la question qu’il se propo-
sait de résoudre, il passait d’une courbe & une autre de méme
#spéce, en faisant varier une constante.

On y parvient aussi en clierchant immeédiatement Ia différenticll
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De Lintégration des équations différentielles

a deuzx variables.

De la séparation des wvariables dans les équations
différenticlles du premier ordre.

282. Dans ce qui précéde, jai supposé que- les
coefficiens différentiels de la fonction cherchée, étaient

exprimés immédiatement par le moyen de la variable

indépendante; mais le plus souvent on n’a qu’une
équation différentielle qui renferme aussi cette fonc—
tion. Pour le premier ordre, léquation différen—
tielle, lorsqu’elle est du premier degré parrapport a d
et dy, a néeessairement la forme Mdx+Ndy—o,
et elle exprime, ainsi qu'on 'a fait voir n° 48, une
relation entre la variable x, la fonction 7 et son

coefficient différentiel fi_l
dx

Le moyen qui s’est offert le premier aux Analystes,
pour découyrir Véquation primitive dont celle-ci tire
son origine, a €t¢ de chercher & sépaver les variables,

de fMdzx, par rapport & y; car il est dvident que pour obtenir
cette différentielle, il fane substituer y-+dy A y daus la fonc-
tion' fHMdx, qui devient alors

f JPI+(}£d_y‘+ Etc.) Az = [Mdx +fﬂ(11cly - cte.
dy dy
a7
= [Mdz +dy /%[dz - ele.,
puisque le signe [ a'est relatif qu'a Ia variable x : on aura done

d/Mdx . 4d 58

dy dy

Iei les intégrales sont supposces indéfinies  les aulres seront
considérées dans la note E, & la fin de ouvrage,
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clest-a-dire 4 ramener 'équation Mda:-)-Ndy; oala
forme Xdz -+ ¥dy =o, X étant une fonction d:a x
seul, et ¥ une fonction de ykseul. En effet ; lorsqu’on
est parvenu A ce point, les termes .Xda: et Ydy
s'intégrent par les méthodes enseigndes ; Precedem—
ment, et Pon'a fXdz 4 [¥Ydy=C, C désignant une
constante arbitraire. : .

Pour donner un exemple des cas ot I'équation dif-
férentielle se présente immédiatement sous la forme
ci-dessus, soit x"dx + y*dy=o0; on trouvera sur-

me1 n-4-1
le-champ ;xt_'; -+ ;;7+ = (856 :
Si 'équation proposée €tait ydz—axdy=o, la

= 2 8 2
séparation serait facile & effectuer, car Pon voit qu’en

dy

dz
1vi : it — ——=—0; prenant
divisant par 2, on trouverait — > 0; pren:
séparément intégrale de chaque terme de cette der—
T l x .
niere, on aurait lxr—1ly = C. ou }_—_ C; et puis-
que P'on pent regarder la constante arbitraire comme

& -
un logarithme, on en conclurait 1}=lc. En pas-

4 T
sant aux nombres, il v1endra1t} —=T¢, ou T=—cCy.

Aprés cet exemple, on reconnait sans peine que la
séparation des variables s'effectuera de la ‘méme
maniére dans les équations Ydxr — Xdy = o,
XY dx — YXdy=o0; carla premitre donne

l;j o '(‘l}‘{: o,
et la seconde
Sia S
X, ¥y o
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En général, si, lorsqu’on prend la valeur de :% dans

Péquation proposée, on trouve %:X}’, il est fa-
cile d’en tirver
Xdx — i}% =0y

ct par conséquent
dy
[Xdx f >=C.

283. Il y a encore un cas trés étendu o Von sé-
pare facilement les variables; c'est lorsque M et N
sont des fonctions homogenes de x et de y. On sap-
puie pour cela sur ce que, si, dans une fonction al-
gébrigue des quantités x, vy, z, etc., oi la somme
des exposans de chacune de ces letires est la méme pour
tous les termes, et égalé & m, on substitue Px &y,
Qx &2, ete., le résultat sera divisible par x™. En effet,
un terme- quelconque de cette fonction étant de la
forme Az" y7z9 etc. , deviendra par la substitution in-
diquée, APP (7. .. a"*pPHotec  mais par I'hypothése
ona, dans tous les termes, n +p+gtete...=m:
donc x™ sera facteur commun. Il suit de la que si ko
fonction proposée était égalée A zéro, ou bien gu'elle
fiit une fraction ayant pour numérateur et pour dé-
nominateur deux polynomes homogenes du méme
degré, la quantité x disparaitrait entiérement du
résultat.

Daprés ce qui précéde, il suffit de faire y=xz,
pour séparer les variables dans Péquation, .......
Mdx 4 Ndy = o. En effet, les fonctions M et N
prennent la forme Zz™, Z 2", Z et Z, ne renfermant
que la nouvelle variable z; divisant alors par ™,

DB CALOUL INTEGRAL. 413
et mettant pour dy sa valeur, zdz~4-2dz, il vient
Zdx + Z,(zdz 4 xdz) == o, résultat qu'on peut
changer en X
dz Zdz - Q i

Tz

et d’ou Von tire

dx Zidz®, "
e

Yappliquerai d’abord, cetfe transformation a I'é-
quation

zdzx 4 ydy = nydx
qui deyient
(x —ny)dzx 4+ ydy =o,

en passant tous les termes dans un membre ; j’aurai

dx zdz
L =1—nz, Z,—z et f?+/‘m“= C,

zd
ou lz 4 oL R ’intégrale f = £

I—nz4-z* “nz o
peut se simplifier en observant que
zdz __12zdz —ndz i &

=z 2 2X—nz L2 ar—=nzfz

car il vient alors
1 s i ndz S
la ;1(1—nz +z)+;fa:1-z—+—z;_ (&

L’intégrale’ qui reste a obtenir dépendra des loga—

2 n .n
rithmes si ~>1, des arcs de cercle sn; <1, et sera
2
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algébrique si Z—1. Jene rapporterai que le résultat
2.

s % ndz devi 1
relatif & ce dernier cas: [ —————— devient alors
1—nz—43

, la—=nz2)=1(1—2)p?,

et 'on a par conséquent 1z 41 fr—z)ict - _l‘ - = c,

T

ol

= C, en remettant pour z sa

ou l{z—g) +
i

valeur'=.
z

Le terme —— peut étre changé en un logarithme,
Ll

en ohservant que, par la définition des logarithmes
népériens , une quantité quelconque u estle logarithme
du nombre e; et d’aprés cette remarque, on écrira
I’équation précédente sous la forme

Lz —p) + le==7 = le,

dont on déduit successivement

1. (x—=g)e™ =le, et (x—p)e7 =.c.

Il est & propos de faire attention & cette maniére de
passer deslogarithmes aux nombres, parce qu’on I'em~
ploie sonvent.
Soit encore & intégrer Véquation
zdy — ydo = dx\/;r’-}-y“.
En faisant y = 2z, et divisant par 2 tous ses termes,
réunis dans un seul membre, on trouvera

dzV/ 1+ 2 — 2dz = o,
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ce qui donnera B %

dx dz

—_—— —_— == 0.

Z VL z

On obtiendra’ ensuite, par Pintégration de chaque’
terme en particulier, s

5 MO X
a+Vitz

et remettant pour z, sa valeur L. 51 viendra
v

Cj

lx-—l(z—f—;/rf-_z—“)_—_lc, ou

o
=
F+Vety

en multipliant les deux termes du premier membre

par 7 -—\/x“+y’ + faisant disparaitre le radical, on
auraenfin 2" —=c* 4 2cy.

ou . —y 4V T yi=c,

284. L’équation
(a4 mz ~= ny)dx 4 (b T)— pr+gp)dy =o,

peut facilement. étre rendue homogéue. En substi~
tuant (-« i la place de 2, et u-4g 4 celle de 7, on

a dd’.‘:dl, d_y :du,
(a+m¢+"ﬁ+'m+m')dt+(b tPet-ghtpitqu)du=o;

on fait disparaitre les termes constans, en posant les
€quations a' - mang=o, b4 pu4- g8 =0, au
moyen desquelles on détermine les quantités @ et 8, et
il reste alors Véquation différentielle

(mt = nu)ds -} (pt+qudu=o,

homogéne par rapport aux nouvelles varviables u et ¢,
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La transformation précédente est la méme que
celle dont on se sert pour. changer U'origine des coor-
données sur un plan (7rZg. 122) : elle ne donne aucun
vésultat quand mg—np =o, cas dans lequel les va-
leurs de z et de @ deviennent infinies; mais alors on
7i

a gz—y—), d’ont

m
pXi: 9 =;§ (mzx +ny),
et Véquation proposée se changeant en
adz + bdy + (mz + ny) (dz +Z d;~> =

il suffit de faire mx ~-njy =z, pour y séparer les
variables. :
En substituant cette valeur, ainsi que celle de dy,
qui en résulie, et dégageant dz, on trouve
bm < pz)dz
da - ( i) =0

amn— bm* 4 (mn — pm)z

équation dont Uintégrale renfermera des logarithmes,
excepté lorsque mn — pm=o, d’ou il résulte

2bmz + pz* -
o(amn — bm?)

@+

La substitation de z, au lien de mx 4 ny, a
changé 1’équation proposée en une autre ot l’un.e des
variables n’entre que par sa différentielle ; et il est
facile de voir que, quelle que soit 'Véquation sur
laquelle on ait produit cet effet, on pourra lui donner
la forme dz 4 Zdz==o0, Z étant une fonction de =
seul , et qu'on en tirera & - [Zdz = C.

i 3 e e -
285. La séparation des variables s’opére d’un¢ ma
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niere trés simple sur I'équation dy + Pydx = Qdx,
dans laquelle P et Q) désignent des fonctions quel-
conques de z. En y substituant Xz et 2d X <+ Xdz, au
lieu de y et de dy, elle devient ;

2dX + Xdz 4 PXzdx = Qdz;

la quantité X étant considérée comme une fonction
indéterminée de x, il est permis d’en dispaser pour
partager I'équation précédente en deux autres on
les variables puissent se séparer: or, il est facile de
voir que cette condition sera remplie si U'on fait
Xdz 4 PXzdz =0, ce qui donne zd X — Qdz. En
divisant la premitre de ces équations par X, elle se

réduit & ds 4 Pzdz=o0; on en tire ﬁ + Pdz = o,
4

Iz 4 fPdr=le, et en passant aux nombres (283),

= /Ppd ‘ .
7 = cond hidm Prenant ensuite la valeur de dX dans

la seconde équation , aprés y avoir substitué celle de z
que U'on vient de trouver, on aura

JPdx i 2 "Pd <
dX:z:«e Qdz, X—:;[fef (Ide-‘-C,

et par conséquent

—(Pdx 2 5
8 1 (fefpd Qdz + C),

puisqu’on peut changer en C le produit arbitraire Cc,
e qui montre qu'on aurait pu faire le =o.
L’équation dy+Pydz = Qdz, remarquable parce
que la variable et sa différentielle ne s’y trouvent
quau premier degré, s’appelle, 4 cause de cette cir-
constance, dquation linéaire du premier ordre, dé-
Cale. intégr., 5e édition.

)
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nomination quej':ij cru devoir changer dans celle d’é=
quaiioﬁ du premier degré et du premier ordre (7).

286. Les premiexs Analystes qui se sont occupés du
Calcul intégral , classaient les équations différentielles
par le nombre de lears termes. Dans celles qui n’en
ont que deux, et dont la forme est par conséquent
pufzidz — awzfdu, les variables se séparent sur-le-
champ, puisqon en tive gz*~fdz = du"‘gd.u; mais il
\w’en est pas de méme des €quations A trois termes,
comprises dans la formule

: yuiztdz +.ﬁufz”‘du = auzfdu.

On peut lui donner une forme plus simple en divi-
sant tous ses-termes par yu'z ; elle deviendra

: PN
Z=fdz + é ut—iz'—fdu :; ut—idu;

supposant ensuite

dy ; dz
F—f, — e i E=F e AT TS
z -dz._.k__f_'.‘, ut~idu P!
on aura :

detes Ly, s =
d’ont

hef e—i‘
EFE08 el TS

d‘r+(g-i+l)7y (g— i)y

(*) Le mot linéaire est impropre; il est relatif & la Géqmgtf_iez
et en Pappliqant aux équations, on a eu en vue la ligne droite,
dans Péquation de laquelle: Pordonnée. et Pabscisse ne se trouvent
gu/au. premier degré : on ne sanrait done regardéer comme _lfncau:es
des équations telles que dy + Pydz = Qdx, qui appartiennent
Je plus souyent & des courbes transcendantes,

vE CALCUL INTESRAL. frg

ct, en faisant pour abr€ ei,' ! 5, ]
(k—fbn)s obpiodki=tf e sl
(g—1i+41)v » algiieb )y 3

T gl
Ik—if+x—n” g— i1’

il en résultera 'équation dy—+ by dx= az"dz.

287. Le cas le plus'simple, aprés celni qui: rentre
dans Véquation du premier degré , est celui o n=a;
on tombe alors sur I'équation d y+4-6y*dr = az"dzx,
teditée pour la premitre fois par Riccati; gdometre
italien, dont elle a conservé le riom.

Les yariables se. séparent immédiatement dans cette
équation, quand m==o; eile devient dy+by'dr=adz,
et donne ‘ ik Sy

S i e wyeei |

On trouve, en intégrant,

xr =

'-x_1<t/54'-ﬂ/§)+ =
2vVab \Va—y\/'b :

Pour chercher & rendre, la niémg é;;luatima‘ iio‘n;g‘_,:
geéne, on fait, = 2%; elle se change en’ ..

kz*—dz bz dr = qzmdx;

ct prendra la forme demandée, si Fom1— ok — m, ce
qui donne ;= —1, ef suppose qu'on ait M=
il vient alors 7 A
dz bz adz

F G
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Je ne m’arréterai point & Iintégration de cette der=
niére équation; miais je passerai d une transformation
plus générale, celle qui résulte de y= AxP 4 x%z. On
trouve dans cette hypothese
dy = (pAxr~ +qaiT'z)dz + zidz,
yrda = (Lx*P + 2dxr+iz + x¥zt)dx,

‘et par conséquent
29dz (g -+ 2b Azt +- bx*iz)zdz
+ (pAdxzr—' 4 bAz*?)dx =2 ax™dz.
Cette équation se rédnira clle-méme a trois termes,
si Pon a les suivantes :
p—1=2p, pd-+bd=o0, g—1=p-+q, 7+2b4=0
Lapremiéreetla troisitme s’accordenta donner p=— ;;

ontiredelaseconde et dela quatrieme A =—;; y g=—2;

: v 1 3
valgurs qui conduisenta y = = 4 gl

z—dz + br—iz*dr = ax™dx,
dz .
ou dz 4 bz“—x—, s=lpxrtada.
Ce moyen réduira équation preposée & 'homoge-
néité, si m==— 2, et il montre d¢ plus qu’on pourra
‘séparer les variables si m=—/, puisqwon aura dans
e cas

d d
dz+(bz’—a)z§=o, ou lvz5—i-¢x %_—:o,

Si dans I'équation dz + bz %if = qzr™*dx, oo fait

TR
= —, il viendra
X
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iades e
—dy’ +bF=a_y agmt2da, ou dy H-ay tam d,.vc:l_z‘;:—2 ;

dx’
m4-3’

on trouvera

posant ensuite z"dx =

Mo

1 =kl
=, de=———a’ "Hdd,

m--3
i B il BB e
o shigmma i = om0 dz3

puis, faisant pour abréger

4 v by a et
m+3 ) m43 mE3
on tombera sur I'équation
dy’ 4 b ytda’ = ald™da',

semblable & la proposée, et pa# conséquent snsceptible
des mémes transformations : la séparation des variables
7" etz sera donc possible, aprés la substitution de

e 2 R s
e —b'_.r’+;'_“’ sim' =— 4.

Si cette condition n’avait pas lieu, on ferait encore,
dans la transformée en z°,

1
=, =2
. , ’
el ey 7 ——-b —=a", — o +4= m';
m’+3 2 ml+3 ’ m/+3 3

ses expressions, pareilles aux précédentes, condui-
raient nécessairement a I’équation :

df"-f' bvt‘y.n;d;u:allx:fmnd/x"
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engore semhlable a la proposee, Lt susceptible de Ia
separatlon des variables, quand m' === 4

En poursuivant de cette maniére, on parviendrait &
une équat_i‘q_x} s_}:‘a’?]zn:ﬁj)lei , st daps la suite des exposans
m' -4
m' 43"

»

il s’en trouvait un égal & — 4. En supposant succes-
siyement que ce soit 7z, m’, m’, m", etc., on obtient,
pour m, les nombres — %, '— #1121 LLEELE el

compris dans la formule
S

i désignant un nombre.enticr positif quelconque. Cette
formt}lq_ donne aussi la valeur m=o, remarquée
da{ls e n° pxeccdent 1a! vé‘eur mi==5h pepond i
zmﬁm"""} 1925 A‘ .r_.“”. Vit

25

s

(*) On arrive directement & la forme ymcmle de. m,en rappor—
tant & 'cette qunnmc Ies: vnleu;’s de /s m", e1e; 5icar; o ,jmzl;aw la
valeur de /2’ dans celle de m", puis le
et ainsi de suite, on trouve

Sm—-12
3m -T-;-’

Shing
Cette v‘xlnnr se yérific par lu r

m® 4§ [alipr)—1]mtd (i)
) BT == TRl af ) 1

mlit) = —

DE CALCUL INTHGRAL. 423

Ces cas e venferment pas encore tous ceux que on
sait déduire dés transformations précédentes.  Pour
en trouver une nouvelle série, il suffit de commencer

par faire _y——-f dans la pmposee, ce qui donnera,
7

dy’ 4 ayzrdz = bdx;

et posant

"“"'—x g

a
m1 L mt
il en résultera '

dy’ + b'y"*dx’ = a'z'vd,

Cette nouvelle équation étant semblable a la propo-
sée, ést aussi susceptible des riénies operatmns clest
A-due qu’en y faisant -

/
1 2z £
ol
et continuant comme on 1'a/indiqué pout les premiers

qui fait voir gue la loi, ay-'\m'lir;il pout’ un nombre quelcongue 7,
aura lien pour le suivant {~-1.

L’équation proposée étant intégrable quand Pexposant dez dans
le sécand nicmbi'e est nul’; si Pon fait (=, ‘on’tronvera 51

me=— 41 \
ai—1 VARG
Quand m () = — 4, on obtient
S R

al 1"
ce qui indigue une transformée de plus'que dans le cas préeédent,
et revient X poser mi+ ! 3 1 Higant
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cas, on parviendrait & une transformée séparable,
si le nombre 7’ était quelquun de ceux que com-

prend la formule —

, €t par conséquent, si l'on

2L—1
avait
m 4z
Y mebr 20 —1
On tire de la
4
m = —— 4
2L -1

et donnant & £ les valeurs 1, 2, 3, etc., il vient la
suite des nombres

4 8 ra 16
TTAL T o ey et

11 suit donc de tout ce qui précede, que 'équation de
Riccati est séparable, quand 'exposant m est de la

= : , comprenant o et —.2,
201

On pourrait multiplier  davantage les exemples ;
mais tontes ces équations particulieres , d’une forme
bizarre le plus souvent, ne se rencontrant jamais dans
les applications, n’offtent aucun intérét : je passerai
donc 4 une autre méthode, due & Euler.

forme

Recherche du facteur propre a rendre inté-
grable une équation différentielle du premier
ordre.

288. 11 faut se rappeler qu’une équation différen~
tielle n'est pas toujours le produit immédiat de la
différentiation diune équation 4 deux variables, mais
qu’elle résulte en général de Vélimination d’une cons-
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tante arbitraire, entre I'équation primitive dont elie
tire son origine, et la différentielle immédiate de cette
équation (53).

L’¢limination s’effectue sur-le-champ, lorsque %é-
quation primitive est sous la forme u=¢, u dési-
gnant une fonction quelconque de z et de y; car, en
différentiant, on a dwu=o0. Si la fonction du n’a
aucun facteur par lequel elle puisse étre divisée, elle
conservera la forme de différentielle exacte a deux
variables, et pourra par conséquent s'intégrer par le
procédé du n® 278, ‘

289. Lorsque ’équation primitive n’est pas sous la
forme u=—c, ou que la différentielle du—o renferme
des facteurs qui disparaissent, 'équation du premier
ordre qui en résulte n’est plus immédiatement inté-
grable. Si I'on avait, par exemple, u—=y —czx==o,
on trouverait du=—dy —cdz =0, et éliminant ¢,
il viendrait #d y—ydz=o, équation qui ne satisfait
pas & la condition d’intégrabilité, puisqu’elle donne

dm dN

M=—y, N=ua, ?j=_x’ H;—:l.

Mais si ’on dégage la constante ¢, on aura‘gzc,' eten

différentiant, ﬂ:;—f-d;t: o; sous cette forme
e L ippod I D L TR
i il N_—:r’ dy~ T 27 dx

on voit donc que Vintégrabilité de Véquation. ...
- . ® 3 I
xdj — ydx =0, tient A la restitution du 1’a4:teur—a—c—i 5

qui a disparu dans Uélimination de la constante ar-
Ditraire.
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En général, toute équation difféventielle & deux va~
rviables, dans laquelle les différenticlles ne' passent
pas le premier degré, est susceptible de devenir une
différenticlle exacte, par le moyen d’un facteur, sielle
répond 4 une équation primitive. En effet, soient
Mdz 4~ Ndy = o ot u=c,
Péquation différentielle proposée: et son équation pri-
mitive ; la premiere doit donner pour'diy, Ta méme
5 x
valeur que
clx + d Vide—ie ¥

. différentielle immédiate de' 1a seconde ¢ i1° faut” done
qu’on ait ;

du du ' du
174 dz Sody dF
i 5 odlon <k -3
- du N M
3
et nommant-z ces derniers quotiens, on en conclura

d—u=Mzs (E —= Nz, du= Mzdz + Nzd
da dy 3 el 2l

On déterminerait ainsi le facteur z, si-lintégrale de
Téquation proposée €tait connue , pmsqu il suffirait'de
résoudre cette, intégrale par lnpport a la constante
arbitraire, afin de lui donner la'forme w==cj et
comme on verra bientdt que toutes les €quations
* différentiellés 2 deux variables admiettent nécessai=
rement. une intégrale compléte, au moins sous la
forme ‘d’une série, il s'ensuit qu'il existe, au moins
sous cette forme, un facteur propre a rendre différen~
tielle exacte 'une quelconque de ces équations.
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ago. Quand l'intégrale n’est pas connuc , on n’a pour
déterminer le facteur z, que la condition ;

d.Mz _d.Nz
et n Oy

a'lacquelle doitsatisfaire Mzdz -4 Nzd y =du, comme
différentielle exacte; et en développant cette condi-
tion, on trouve

ds dm dz dv e
]Pla}ﬂez—d—j_l\ﬁ—d;-l— z»d;:,

ds de.edM - ANy
ou JM@—-I\‘—H‘—,‘- Pk z=0...(4).

Sion pouvait, en général; tirer de’ Iéquation (4)
une valeurde 2 Pintégration des équations différen-
tielles . quelconques du premier ordre s'effectuerait
par le procédé du n° 278; mais cette équation est
presque toujours plus difficile & traiter que la pro-
posée, puisquela fonction z quellerenferme, dépen-
dant de deax variables, adeux coefficiens différentiels,
et qu'elle est par conséquent de lespece de celles dont
la formation a été indiquée n° 14fo. Je ne saurais,
pour le moment, entreprendre sa résolution qui,
comme on le verra dans la, suitg, raméne au point

d’on Pon est parti; mais je vais montrer encore quel-
ques-unes des propriétés dusfactenr z.

I\ est & remarquer que ]orsqu on connait une valeur
dez, onen dedml.(une infinité «dautres, en observant
que 51 Pon multiplie Tes deux membres de Iéquation
.,M’d?:—i— Nd 5  duy par, une fonction quelcongue,
de'u, qug ”des gugrai par o(u), es, deux membles du
lesulldt

2p(uyMdx +- zp(w)Nd 7. = g(u)du,
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seront aussi des différenticlles exactes; ainsi z étant
un facteur propre & rendre intégrahle Véquation. .
Mdz+ Ndy=o, le produit zp(x) jouira de la méme
Propriété.

Il suit dela, que si Yon parvenait & découvrir deux
facteurs distincts, propres a rendre intégrable équa-
tion différenticlle proposée, on auwrait sur-le-champ
son intégrale; car Vun de ces'facteurs étant pris pour
z, lautre serait de la forme zp(u) ; et en posant
29(u)
e

= ¢, on en conclurait ¢(u)=c, ce qui re-

vient & u = const.

291. I1y a des cas ou le facteur z ne doit renfermer
que 'une des variables x ou ¥, et alors il est aisé d’en
obtenir I'expression au moyen de I'équation (). Sup-

posant en effet dans cette équation, Z—;: o, elle de-
viendra
: dz dM . AN
"Nd—x“(@-rx 5

et l'on en tirera

dz 1AM AV

o NGy i)
€quation qui aura lieu si la quantité

LM ay
Nd_y'_dx

se réduit & une fonction de @. En représentant celte’
fonction par X, et en intégrant, on trouvera

lz=(Xdz, ou p AT (283).
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Cette formule s’applique & Péquation
: dy 4+ Pydz = Qdz,
puisqu’il vient

4 1AM dN S
M=FEy— Q) =1t~ d—gj—az)—f’,

A 3 fPd
et par conséquent z=<¢

®. Multipliant ensuite 1¢-
quation ‘dy 4 Pydr — Qdxr = o par edeI, on
wouye e/ 797 y + Py — Q) /Py 0; inté-
grant le terme efpdxdy, par rapport a y, on obtient
u:.yefl)dx—}- X, X étant une fonction de x, déter—
minée par I'équation
[Pdx :

él%__ <+ d_lf =(Py— Q)efpd.l,
de laquelle on tire

%:—- edeZQ, X=—fefpded.z',

el par conséquent

e JPiz 1l Pl QlrLe:

ou, comme dans le n® 285,

¥ s e—fpdx( fefpdx Qdx + C).

Je ne m’arréterai point au cas o le facteur z ne de-
vrait renfermer que la variable 3 ; on voit aisément

N 5 ¥ ¢
que son expression serait alors z — ef y’ en faisant

e dN AWM
—M(dT"Tf>’
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et que ce cas n’aurdit lieu qw'autant que ¥ serait indé-
pendant de x. i

292. Il existe, entre une fonction homogene et ses
coefliciens différentiels, des relations particuliéres qui
facilitent beaucoup Vintégration.

Si 7 désigne une fonction homogeune de z, 7, etc.,
et qu’on y substitue iz, ty, ete. ; au lieude x; 7, ete.,
elle prendra nécessairement la forme ("7, m éiant
la somme des exposans’ des variables dans chaque
terme (283). Supposant ensuite que t =1 &, on
aura (1--g)"# au lien de 7; dans la méme hypo-
these x; 7, etc. se changeront respectivement en

z gz, ¥+ 8y, ety
et mettant gz pour k, gy pour k, dansla fonnule du
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rentielles homogénes. Voici comment M. Poisson y est
parvenu, par un procédé plus exact que celui dont
Euler avait fait d’abord usage.

Si Mdx +- Nd y-=o est une équation homogéne, et
que la' somnie des exposans de x et de y dans M et
dans IV, soit égale i m, en supposant que z Soit
aussi une fonction homogene du degré n, et faisant
Mzdx—]—]\’zdj_du, il résulte des theoremes du
numéro précédent que ¢ :

d(Mz) (!(Mz)
dz

&

x4 = (m+-n) Mz;
mais il faut,'pour que la différentielle proposée soit
exacte; que
d(Mz) d(Nz)
dy Ldz

n°® {1; on parviendra a cette équatinu _
- équation qui fournit le moyen de chasser d_(Mz) de
¢ ;
+ dz gx+ d‘yqy [ - = la pre’ce’(rente, qu’elle change en o
i 7 &7 b i L ;
+ _{ azt §'% :+‘, 6" et a 807+ ete. } d(Mz) d(Nz)
] ] s i = (m 4 n) Mz.

- ete.

En développant le second membre, et comparant en- Cela posé ; il est visible que

semble les termes affectés de la méme ulssance de
I’indéterminée g, on aura § 3 d(/][zr) d(]llz) x 4~ Mz, d(Nzy) == dLI_V_{)
&5 : Tdr = Ji
(;_fx +£y+ o l’équatign trouvée plus haut peut donc s’écrire ainsi :
: d(Mzx) d(Nz )

a7 d Z 4 : S J =(mA n1) M

pit il i A HE) == %
T z 4o il o d_y“‘r’ = ete. = m(m —1)¥, dz + )
ete. or, I'exposant n étant mdmex niiné, s Uon fait

293. Au moyen de ces relations, le facteur z se 1ok 1 s

détermine assez facilement dans les équations diffé~
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il en résultera

d(Mzx) (Nz‘y‘)
dx g v O

don  Mzz 4+ Niy=c et z=

c
Mx'—f-.ZTy:
il est'd’ailleurs évident qu’on peut faire c=r, ainsi

.

sera un des facteurs propres & rendre in-

Mz + + Ny
tégrable l’equatlon MdZ +Ndy =o (.

Des éguations du premz'e'r; ordre,, dans lesquelles
les différentielles passent le premier degré.

2gf. Parla génération des équations différentielles,
dont j’ai donné plusieurs exemples, n°® 53, on voit
qu’il peut s’en présenter dans lesquelles les différen—
tielles passent le premier degré. La formule géncrale
de ces équations est,

dy"Pdy"—'dz4-Qdy"—dz®. . . Tdyda™='4-Udz"=o0;

si on la divise parla plus haute pmbsance de dz, elle
deviendra :

&Y+ () o) - v d’+u—o

{¥) On a supposé ici que le factenr z était une fonction homo-

géne, mais on justifie cette hypothése, en montrant que la diffé-
d
rentielle ‘”{Jl i‘g’,——y esl exacte toutes les fois qne M et IV sont
x

des fonctions homogenes, (Foyes le Traité in4e, t. IL, page 266. )
On trouve, & la page suivante du méme volume, la détermination
i posteriori du fuctenr z, Qaprés la séparation des varialles.
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en la wésolvant par rapport au coefficient différen-

tiel :‘—T, ei désignant par p, p’, p’, etc. ses racines,
x

on aura
d 1 ; d
H{_ =0, (a‘%:—p =0, d‘—i—p”:o, etoss

L ] &
vésultats qui pourront tous se traiter par les méthodes
précédentes, puisque les différentielles ne s’y trouvent
quau premier degré, Lintégrale de chacun d’eux sera
aussi lintégrale de I'équation proposée, qui sera
encore satisfaite par les valeurs tirées de l'équation
formée du produit de toutes ces intégrales.
En cffet, la proposée étant équivélente a

ey

sera vérifiée par toutes les équations qui annuleront
un de ces factcurs. De plus, si I'on considére qu’une
équation primitive de la forme ’

MNP... =0,

wa lieu que par Iandantissement successif de chacun
de ses facteurs, on en conclura que la différentielle
immédiate de son premier niembre, savoir,

dM.NP.... + dN.MP.... + etc. = o,

se réduit toujours 4 un seul terme ; car si Pon prend,
parexemple, M=o, il ne restera quedM.NP...=o,
ou seulemnent dM— o : léquation MNP...=—o vi-
rifiera donc I'équation différentielie & laquel[e satisfe—~
rait équation M = o.

Les deux exemples suivans, quoique trés sunples,

Cale. intégr., 5 édition. & 2B
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éclairciront toutes les difficultés que  pourrait’ ren=
fermer 1’énoncé ci-dessus.

295. 1° Soit dy*—a'da*=o; cette équation se
décompose en dy + ade=o0, dy —adz=o, dont
les intégrales sont y 4+~ ar=c, y—azr—=c'; etil est

i Yy ' I 2k
facile de voir que chacun de ces résultats satisfaita la
proposée. L’équation (y—+ax—c) (y—ax —c’)=o
y satisfait aussi ; car elle donne

(r+ax—c)(dy—adx) + (y—azx—c')(d y+adr) = 0,

d’ont

[(y+ax—c) — (r—azx—c)]adx
27— (c+c)

df= H
et metlant successivement, au lieu de y, ses valeurs
¢—az, ¢4 ax, on trouve

dy = — adx, dy = + adx.

L'intégrale (y 4 az —¢) (y —axr — ¢’)=o0, ren-
fermant deux constantes arbitraives et irréductibles,
paraitrait plus générale que celle des autres équations
du premier ordre qui ne comportent qu'une constante ;
mais il faut bien faire attention que chacun de ses
facteurs doit étre considéré isolément, et qi’on n’en
tire pas d’autres lignes que celles qui résulteraient
d’une intégrale renfermant une seule constante, dont
cette €quation est aussi susceptible. Cette dernitre
intégrale sobtient en faisant dy==mdx dans équa-
tion différentielle d y’— @*dx* == 0, qui se change en
m'—a’=o, ce qui détermine la quantité mn, dont il
faudrait ensuite substituer la valeur dans Iintégrale
de dy =mdz, quiest y =mx - c. Il suit de la que
Vintégrale de la proposée est le résultat de 1'élimi~
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nation de m , entre les équations

y=mx+c, m—a'=o,

desquelles on tire

m:E el (Z___C)?__a“:o.
x

x

La derniére étant du second degré, donne, pour
chaque valeur particuliére de la constante ¢, deux
lignes droites, inclinées dans des sens différens , par
rapport a I'axe des x; c¢’est aussi tout ce que fournit
Pautre intégrale, (y4 axr—c) (3 —azx —c)=o, ex-
cepté que chaque facteur ne représente que les lignes
inclinées dans le méme sens ; mais comme en donnant
séparément a ¢ et & ¢’ toutes les valeurs possibles,
ces quantités passeront nécessairement par les mémes
degrés de grandeur, si 1’on assemble les droites corres—
pondantes aux mémes valeurs des constantes c et ¢/,
on retombera sur les solutions comprises dans Iinté—

Hlony ; >
grale (j-r ) — a'=o, quine contient que la seule

constante c.

11 est bon d’observer que toute équation ne renfer-
mant que d y, dz et des quantités constantes, peut étre
intégrée en y faisant, comme ci-dessus, dy—=mdz.

2% Soit encore I'équation dy* — axda*=o0; on en
tive dy +dz |/ ax=0, dy—dzy/ az=0, eteain—
tégrant, on aura

X. 3 : N
JF+32z" —c=o0, y—2idz*—c—o.
Ces équations, ainsi que leur produit, pourront étre
considérées ‘séparément comme des intégrales de la
proposée ; mais ce cas differe du précédent, en ce
28,



436 TRAITE SLEMENTAIRE

que les radicaux que contiennent les deux intégrales
obtenuesforment, entre elles un lien qui permet de les
comprendre toutes deux dans une méme équation,
avec une seule constante; car, si 'on fait disparattre
le radical dans I'équation

_y'-}-éz’\/a_a?‘-——‘c:o,

on obtient (y — ¢)*= $ax’. Ce, résultat est encore
Vintégrale de I’équation proposée, 4 laquelle il con-
duira immédiatement par Pelimination de ¢. Tl appar-
tient A4 une espice de paraboles dont chacune des
équations irrationnelles ne présente quune branche ;
et le produit de ces équations ne répondrait qu’a des
groupes de branches appartenantes & des courbes diffé-
rventes, mais qui, étant rassemblées deux a deux pour
Tes mémes valeurs des constantes, ne donneraient rien
de plus que intégrale rationnelle.

2g6. Ge qui précede faisant dépendre Vintégration
des équations ot les différentielles passent le premier
degré, de la résolution des équations algébriques, pour
laquelle on est bientét arrété, voici quelques procédés
qui, dans certains cas, peuvent éluder; an moins en
partie, les difficultés que présente la résolution de I'é-

d
¢uation différentielle proposée , par rapporta d—{

; : : syt ;
Quand cette équation ne contient avec i queP'une

des deux variables, x, par exemple, et qu'il est plus
facile de la résoudre par rapport & x que par rapport
au coefficient ﬁ, que je représenterai , pour abréger,
par p, on en tire d’abord z ==, P désignant une
fonction quelconque de p; et comme Véquation
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d
;—i’ =p donne dy = pdx, don y=pxr—fzdp4-C,

si Pon met pour z sa valeur P, il viendra
y=2Pp—(Pdp + C.
Alors Pélimination de p, entre les deux €quations
x=P, y=Pp—[Pip+ C,

conduisant & une équation primitive entre 2, 7 et la
constante arhbitraire €, donnera Vintégrale demandée.

Soit, par exemple , xdx + ad y="b 1/ dz*+ dy?, on
xtap=0b V14 p?, en écrivant p au lien de i}‘—;;
<

cette derniere équation denne immédiatement

a=—ap+ bV Fp, P=—ap+iVi¥p,

et par conséquent

F=bpV1Fp —lap’—bfipV 14 p* 4 C.

297. Quand les deux variables entrent en méme
temps dans Véquation proposée, mais que lune
d’elles, y, par exemple, n’y monte qu'an premier
degr.é, si I’on prend alors la valeur de 7 en z eLp, on
en tirera

dy = Rdx 4 Sdp,
d’on il suit

pdx = Rdzx'+ Sdp ou (R— p)dz 4+ Sdp =0 ;

et si 'on parvenait A intégrer cette derniére €quation,
on aurait, entre p, x et unc constante arbitraire,
une relation, au moyen de laquelle chassant p de
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T'équation proposée, on obtiendrait une €quation
primitive qui serait Uintégrale cherchée.

Quand la variable = ne s’éléve pas non plus au-dela
du premier degré, Véquation proposée, étant alors de

la forme
r=Nx+4P,

ot IV et P désignent des fonctions de p, conduit &
une différentielle analogue a I'équation traitée dans le
n° 285; mais , pour plus de simplicité , bornons-nous
au cas particulier

J=pz + 2

Ona dy=—=pdz +(r+ P)dp et puisque dy =pdz,
il reste I'équation (J: + - )dp = o, quise décom-

pose en deux facteurs x - TiB:O’ dp=o. Le pre-

mier n'est, au fond, qu'une équation primitive entre
zetp; il n’y a lieu A intégrer que le second, qui
donne p=c¢, ou dy =cdz et y=cr4c'. Les
constantes ¢ et ¢’ ne sont pas arbitraires toutes deux ;
car en faisant dans 'équation proposée p—=c, ona
y=cx+C, C étant ce que devient P dans la méme
circonstance , et V'on tire de 1a ¢/ = C : Pintégrale
demandée est done = ¢z - C, et s'obtient en chan-
geant p en c.

dP : ]
Le facteur x4 =0 n’est point étranger 4 la

question. Si on le combine avec I'équation proposce,
pour éliminer p, on obtient entre x et y, une équa-
tion primitive qui satisfait aussi a cette proposee ; car
la relation qu’il établit entre z et p réduit encore &
pdzla valeur de dy, déduite de Véquation proposée
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clle-méme; mais cette derniére solution, ne renfer-
mant pas de nouvelle constante, n’est que parti-
culiere.

Soit, pour exemple, Véquation
ydx —xdy =n Vde'+dy*
qui se met d’abord sous la forme :
=px—+n Vit P
en la différentiant ; on trouve
npdp
T
Vit pt

et 4 cause que dy==pdz, il reste

dy = pdz + zdp +

npdp
d —0:
o +t/!+p

Cette équation se décompose en deux facteurs

I saimidiveg dp=o;

AT

Vitp
le second conduit & p=c¢, et 'intégrale demanddée est
y=ex—+n V/ :f-?

Le premier facteur donne

®

n
v n‘—.r‘
substituant dans l’équatioh proposée, ona J’-{-x‘:n“,
équation qui ne renferme point de constante arbi-
traire, qui n’est point comprise dans Uintégrale ,

\/"f‘[’-—-*ﬁf_.i——o—

r=cr4nVitc*,
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et telle néanmoins, que les valeurs de y et de dy, qui
s'en ‘déduisent, satisfont & Véquation différentielle

proposée , dont elle offre par conséquent une solution

pariiculiere. Je reviendrai dans la suite sur ce genre de
solutions.

De Dintégration des équations différentielles
des ordres supérieurs en général, et de celles
du second, en particulier.

208. La difficulté d'intégrer les équations devient
d’autant plus grande, qu’elles sont d’un ordre plus
élevé : on n’y réussit que par rapport a un petit
nombre d’équations trés particulitres; et cependant
toute équation différentielle a deux variables, dans
quelque ordre gue ce soit, n’exprime point une rela-
tion absurde, lorsqu’elle ne donne pas une valeur
imaginaire pour le coefficient différentiel de 1ordre
le plus eleve. Cette proposition, déja annoncée dans
le n° 289, se prouve aisément par le théoréme de
Taylor.

En effet, une équation différentielle quelconque de

Yordre n, étant résolue par rapport au coefficient dif- _

férentiel de cet ordre, en donnera l'expression par
ceux des ordres inférieurs, et 'on aura en général

Aty dr &y d'f‘{;r)
E{“—f(’r"r’d_z’ AB 7 Az

d’ou, par des différentiations successives, on tirera les

expressions de
An+ly dn+n".

(l.t""’T T e

en ayantsoin, apres chaque différentiation , de mettre
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pour %, Ta valeur qu’a fournie ’équation proposée.
Par ce moyen, on obtiendra tous les coefficiens dif-
férentiels, depuis I'ordre n inclusivement, en fonction
des variables primitives et des n—1 premiers coeffi-
ciens différentiels.

Si, dans ces fonctions, on peut supposer = o,
sans qu'elles cessent d’étre réelles et finies, il faudra
encore, pour achever de déterminer les coefficiens
différentiels qu’elles expriment, prendre arbitraire-
ment les valeurs correspondantes des quantités

dy dy o=y

Vi S e e
que I’équation proposée ne fait pas connaitre ; et en les
représentant par

Ay s s gaveiduig
on aura , pour une valeur quelconque de x,
r=d+ 454 4, S R R

L3 £.2...(n—1)

S A ) T—:L;-{-etc. (22);

série ot les coefficiens des n premiers termes sont des
constantes arbitraires.

§’il arrivait que la supposition de z = o rendit
imaginaire ou infinie 'expression du coefficient dif-
férentiel de Pordre n ou des suivans, on ferait alors
2z = a, adésignant une quelconque ‘des valeurs qui
ne produisent pas cet effet, et I’on aurait ;

e, (e (z—ay—
” + l +4s 1.2 "'+A""l1.z....(n—x)
£ (xz—a)*

~+f(e, 4, A.,A:,... .A,._,)—-—-——l_z_ n+ ete
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serie ou les quantités arbitraives 4, A, dsy. 0. Ap,
sont les valeurs de y et de ses coefficiens difféventiels,
correspondantes & x=a.

De cette maniére comme de Pantre, on voit que si
la fonction désignée par f n’est pas constamment ima-
ginaire pour toutes les valeurs de x, I'équation dif-
féventielle proposée donnera toujours un nombre
infini de valeurs consécutives de y, par une série qui
sera d’autant plus convergente , que les valeurs de =
difféveront moins dela quantité a : 'équation proposée
ne tombera done point dans le cas d’une impossibilité
absolue, quoiqu’on manque de moyens pour linté-
grer. Cette propriété, qui est particulidre aux équa-
tions différentielles 4 deux variables, se reconnait
aussi par des considérations géométriques , comme on
le verra plus bas.

299. On conclut aussi de ce qui précede, que l'ex-
pression générale de y en x doit renfermer n cons-
tantes arbitraires.

La quantité a qu'introduit ici la variable indépen-

dante z, ne doit pas compter dans le nombre des
constantes arbitraires amenées par Vintégration ,
comme on peut s’en assurer sur les intégrales com-
pletes des équations du premier ovdre,. considérées
dans leur forme générale F(x, y, €) = o. On nepeut
dans ce cas déterminer la constante arbitraire C,
qu'en assignant en méme temps uné valeur & x aussi
bien qu'a y; et sion les représente par a etd,
on aura équation F(a, b, €)= o, delaquelle on
tirera la valeur de C en a et &; mais ce qu’il faut bien
observer, c’est que la fonction de ces quantités, pat
laquelle on remplace ainsi la constante arbitraire,
peut également étre éliminée par la différentiation ;
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car si I'on met Vintégrale proposée sous la forme

Bz, y)=C, il vient "C=F,(a,b),
et ensuite I’équation
Bz, )= F (a7 b)),

dont le second membre disparait par la différentia-
tion.

On détermine semblablement deux constantes C
et C,, dans une équation primitive de la forme. .
F(z, y, €, €) =0, lorsque , pour une valeur donnée

dex, on assigne celles de y et de a‘—g; car en joignant

aI'équation ci-dessus sa différentielle premitre, que je
représenterai par

d :
Fl(‘r1 .7:%2,) c, C,):u,
el supposant qu’a x = a réponde

d
A d‘—i:—.c,

on a les deux équations
F(a,b, C, Cx)=07 F,(a,b,c, C, Cl)=01’

au moyen desquelles on détermine C et €, ena, biiey
par des expressions qui se ‘comportent dans les dif-
{érentiations. et les ¢liminations, comme les simples
lettres Ceet C,.

: 300. Ces considérations nous raménent 4 la forma-
tion des €quations différentielles par 1'élimination
des constantes , dont ‘on a déja vu, dans le n° 54, un
exemple conduisant jusqu’an second ordre.
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En partant de équation

ri=m@—) (U),
une premiére différentiation conduit a
yly=—mzdx (¥,

résultat qui ne contient plus @ puis une seconde dif-
férentiation suivie de ’élimination de m, donne 1’é-
quation du second ordre

gl Bdiy o o

- e T —T Y =0 Z

S dzs Y da (£),
qui ne renferme plus les constantes m et a.
Cette méme équation peut encore s'obtenir en com-

mengant par éliminer m, entre I'équation primitive et
sa différentielle premiére, ce qui donnera

zydzr 4 (a* — ) dy=o0 (¥,

puis différentiant celle~ci pour éliminer en dernier lieu
la constante a. Enfin, si la constante a ne disparais-
sait pas d’elle-méme, & la premiére différentiation , on
pourrait commencer par -différentier deux fois de
suite Véquation (U), puis €liminer, entre cette équa-
tion et ses différentielles premigre et seconde, les
constantes m et a. )

Quel que soit celui de ces trois procédés gu'on ait
suivi, on arrive toujours a l'équation (Z); mais ce
qu’il faut remarquer, c’est que chacune des équations
(#) et (#'), y menant en particulier par la différen-
tiation et l’élimination d’une constante, en est une
intégrale. On les appelle, en conséquence, intégrales
premiéres, pour les distinguer de I’équation (U) , qui
est Vintégrale secdnde ou Vintégrale primitive, &
cause que (Z) n’est que du second ordre,
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On voit par-la qu’une équation-différentielle du se-
cond ordre peut avoir deux intégrales premitres, ot
qwen éliminant de cellesci le coefficient différentiel
dy 2 ;
az> on obtiendrait, entre x, y et deux constantes ar-
bitraires,, une équation primitive qui devrait rentrer
dans Péquation (/) : d’on il suit qu’il suffit de con-
naitre les deux intégrales premieres, pour trouver
Iintégrale seconde.

Ces remarques s’étendent aux équations de tous les
ordres, Pour le troisieme, par exemple , I'équation pri-
mitive doit contenir trois constantes arbitraires (299) ;
car on a les quatre équatinns

U=, dU=0, dlU—=o, d:U=o;

mais si 'on élimine d’abord deux des constantes arbi-
traires, entre les équations U=o0, dU =0, d’U=o0,
on aura trois équations différenticlles du second or—
dre, puisquon pourra conserver chacune des trois
constantes A son tour, Les équations qu’on obtient
ainsi, sont des Intégrales premitres de Véquation
différentielle du troisieme ordre , qui résultera néces~
sairement de I'élimination de la constante quelles
venferment. Les intégrales secondes sont ici les équa~
tions du premier ordre que donne Pélimination de
chacune des constantes, entre les équz:l.ions U=oet
dU=o0, et I'équation primitive &/ = o est Vintégrale
troisiéme. Sans pousser plus loin ces considérations,
on doit en conclure qu'une équation différenticlle de
l'ordre n a un nombre n dintégrales premitres ; et
comme ces intégrales sont de Uordre n—r1, elles ne
renferment que les n—r1 coefficiens

dy T digy s
(Lt’ Ex_as......(“‘r‘";T:
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st donc on peut les éliminer, on aura I'intégrale nitm:,
ou l'équation primitive qui répond a Véquation dif-
férentielle proposée.

3o1. Pour gendraliser la théorie précédente, La-
grange,, par l'application de la série de Taylor, a
déduit de I'équation différentielle méme, cette mul-
tiplicité de leurs intégrales premieres , qui vient d’étre
établie en partant de Péquation primitive.

Silon pose d’abord,, comme dans len®240, A=—z,
et que Von désigne par 4 la valeur de y lorsque =0,
on {rouve

dyz | &y =% idinl @

A=‘7—d_x;-+cl.7(.z~dx° T

3+ ete. (a),

équation ou l'on peut faire disparaitre tous les coeffi-
ciens différentiels des ordres supérieurs a celui de
Péquation proposée. Supposons, par exemple, celle-ci
du second ordre et mise sousla forme

dry ! d
Z=t (=) @;

fe

on en déduira les valeurs des coefliciens différenticls
des ordres plus élevés, et par ce moyen, 'équation (a),
devenant

i dy = dy
A_‘r—dx?_’_f(x’y’d_z

z*

1.2

d 3
gy f:(I,J’, d%;);.:;‘s“"em- (1),

est ramencde au premier ordre, et est une intégrale
premitre - de Véquation (Z). 4 désignant alors la
constante arbitraire.

Gela posé, on peut écrire dans le second membre de
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Véquation (a), ;—l‘—z au lieu de y; il donnera la valeur de

d

J, correspondante 4 x =o0; en désignant cette valenr
dz P 2 b

par 4,, on aura

s dr s A& A
Tda dxtr ' dztr.e

dzy 43 ;
rﬁ{, dTJ;’ etc. par leurs valeurs tirdes

de équation (Z), on ohtiendra
ey dy\ =
Ax—d“_z’_‘—f(xx.}", d—.£> =
l 2
+fv(z7.77:l%: %_Etc- (2)1

— ete.,

et remplagant

qui sera encore une intégrale premicre de 1équa-
tion proposée. On ne pourra pas aller plus loin, puis—
qu’il 0’y a d’arbitraire que les premitres valeurs de e
d
etde .
da
'Sans qu'il soit besoin d’entrer dans de nouveaux dé-
tails, on voit que si équation proposée était de Pordre
n, on déduirait de Péquation (@) des expressions de

dr dy dry
Tdx? Azt Az

correspondantes 4 x = o, qui seraient toutes.arhi-
traires, et en y remplagant les coefficiens différenticls
de Vordre n et des ordres supérieurs , par leurs valeurs
tivées de Véquation proposée, on formerait n équa-

: o ; : A
tmns.de Yordre n—1, quien seraient les intégrales
premieres.
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* 302. Nous commencerons Uintégration des équa-
tions difféventielles des ordres sapérieurs, par celles
qui ne renferment point les variables primitives.

Dans le second ordre, ces équations ne contiennent

Sody Ay cabre oy
que 3 et e etlorsque, pourabréger,ony fait ==

2 g d
ce qui donne L——l ‘T =d—1—), elles conduisent a SR P,
da2*@ dz dx

. d
P élant une fonction de p. On tire de 1a de= *g, ot

par conséquent x =j“—i{;J 4+ C; mettant pour dz
sa valenr dans Véquation dy==pdz, on trouve aussi
_y:/ligl—)—{— ¢’ : il nes’agit plus que d’éliminer p entre

les deux équations x:[‘d%—l—C et y—= B:TP +C,
pour avoir Uintégrale en et y, qui sera compléte ;
car elle renfermera deux constantes arbitraires (299).
L’élimination de p ne pourra se faire que lorsqu'on
aura effectué les intégrations indiquées ; mais par les
quadratures, ou construira la courbe cherchée.

3

(dzn+dyl)° S

dzd®y Lika

mettant pdx pour d y, et dpda pourd’y, on changera
3

Soit pour exemple équation

: ¢ 1+ p?)ida 3
cette équation en e a, et V'on en tirera

dp
dz= ap 5 1 dy = pdx =—bl—)d£——_
(1 p?)° (v4-p°

L’intégration donnera
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. ap ik
x=C4 =, y=0C———1"0
Vigp Virgps’

¢liminant p, il viendra
F—Cr+(r—Cy=a,

.
tgsultat facile & prévoir, car I'équation différentielle
proposée n’étant autre chose que Vexpression géné-
rale du rayon de courbure, égalée 4 une constante
— @ (81), exprimé la propriété fohdamentale du
cercle. { : :

303. On raméne de méme & Vintégration dés fonc=
tions d’une seule variable, les équations d’un ordre
quelconque, dans lesquelles un coefficient différentiel
est exprimé par celui de Vordre immédiatement in—
férieur.

= s 3 a
Sil'on avait, parexemple, d—f‘ en fonction de L
dx’ daz?

B2 )
on ferait ——{:q, d’ou il résulterait Qg i
dz : Az oA
par conséquent I'équation proposée serait transformée

en iy Q 1
T Q,  représentant une fonction donnée

et

de g. On conclurait de cette derniére équation,
_ dg 1

dex = -L—-, L e ﬁ sl

¢ Lo

uis d &y irerai
puis de A on firerait successivement

f

.Tzfdrfqdr:f% (‘[‘%g,_}_c')_*_ s

Cale. inté: e ddin
gr., 5 édition. 19
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Vintégrale demandée serait donc le résultat de Vélimi-
nation de g entre les deux équations

I

et il y aurait trois constantes arbitraires dans le 1é-
sultat. Op étendrait famlement ce procédé a un ordre
quelconque

304, On réduit encore tiés aisément & Vintégration
des fonctions d’une seule variable, les équatiois d’un
ordre quelconque , dans lesquelles un coefficient dif~
féventiel est donné par celui de Vordre inférienr. de

d4
deux unités. Si Pon avait, par exémple, 5;11 et fone-
d’; y il g i &
tion de (_l_._}" , on représenterait Eﬁ-z par g, d’ott il sui-
«* x*

vrait :

: Gy dg diy o dig
At T dz’ dxt dx’ i
&t la proposée serait transformée en

; iig

e el
(Q désignant une fonctmn donnée de g. En multipliant
alors les detix menibres par dg, il viendrait

dg d'q
dz F; qu’

2

et comme
dx

=d c_li’ on tirerait de la
dz :

i‘%:[@dq 06t d_qzt/zj'()dq+ C,
i (]q f dq O
Val0dg+ € V/2fQd7 + 04T+ €
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mais d i §
nais de Ta =9 on déduit successivement

‘iZ s
, S = “
: 9"’ anfQJ7+C+C’
— fdqudx__. 99 7dg
V9det/+C(f|/zdeg+ e )"’ o

Vintégrale serait par conséquent le résultat de l’eh—
mination de g, entre les équations

2

=St |
r= e v2deq+c(f Ve )t

somenant quatre constantes arbitraires. On traitevait
¢ méme les équations analogues ; dans les ordres
plus élevés.

i dg ? :
306. L’équation E-‘Z» ¥, ol ¥ désigne une fonction

quelconque de g, est le cas le plus simple de la elasse
d’équations qui nous oceupe ; il vient alors

o dy d%y
az e = T
'dJ" ’ ———
Lol =Yy 4 C et (——Vﬂde7+C

Sl Von applique ce procedé a 1’ équation particuliére

]5, — 2
on aura ! J“/d‘}’ = i

&y Ay d:\y dy

d.r“—v;;}’ A= 7 Vay

2g..
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1 dJ'J s —2— & Sy C
% 2dz*  a Miay, 4 Gy

Va

2¢ : § 4
en intégrant. Ghangeam C en -——, on tirerait de L

tdor® Lk e _d.?'______
i va(‘/““” i

o . o Sl e . Rite
faisant ensuite ¢4/ y =z, il viendrait !

3 1
=3 et k=Y =) Ve Vg
Va
306. Les éiluations différentielles quine contiennent
qu'une seule des variables primitives, s’abaissent au
moins d’un ordre.
Cela est d’abord visible pour celles qui sont de la

forme 2
dryNa
f(:r, T dx" ..... d:r") — 0y
x désignant la variable indépendante; car si Von fait
:_;‘—T = p,’il vient ’
d am=!p\
1 .‘r,p,d—];, ..... dx”g =0

équation qui n’est plus que de Pordre n—1, par rap-
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port aux variables x et p. Quand on pourra Uintégrer
et en tirer p en x, ou bien  en p, on aura y par les
formules

ry=fpldz 4+ C, ou y=px—[zdp 4 C.

Soit, par exemple, I'équation différenticlle

3
(dady
Tdady X

‘X désignant une fonction donnée, de x seul; cette

équation se transforme en

(1 g

dp =

d’on ’
dp
=
(r+p*)*

=&

En intégrant il vient
da p
— 4 C= s
X Vitp®

je représente deI- 4 C par 7, et il en résulté

V Fdx
—«——1 dm C'= S L
RS s [pdz+- i ;

307 Si la fonction y entrait dans Péquation pro-
posée, au lieu de la variable indépendante , on ra-
ménerait ce cas an précédent en prenant dy cons—
tant, au lieu de dz (130).

On pourrait encore, si l’équation proposée niétait
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que du second ordre, chassec dz aw moyen de s

valeur E—p‘x, tirée de I'équation d y =pdz, et Uon an~

rait ainsi
&y _dp __pdp,
d* = dz T dy

la transformée ne renfermerait alors que p,dp, r
et dy. Si elle pouvait s'intégrer, et qu'elle donnit p
4.

en y, on trouverait x par la formule = = e et par

la formule x=£ +f‘%iﬁ? lorsqu’on aurait ) en p.

s
dz*
devient , par le procédé ci-dessus,

L’équation d C A ¥, déji traitée dans le n° 305,

Iid}i’: ¥, dod p*—af¥dy 4+ C,

e Al dy
P=ie —\/zf}dy—{-Cet g=f .
V2[Vdy+C

308. Parmi les équations différentielles qui con-
tiennent en méme temps les deux variables primitives,
il faut remarquer celles qui sont homogenes entre la
fonction y et ses différentielles , considérées comme
des facteurs algébriques : une transformation tres
simple , faisant disparaitre la fonction primitive g,
les raméne au cas précédent.

11 suffit de poser y == e*, d’ou il résulte

dy=e'du, d"y=e"(d - du?),
Ay = e(d*s 4 3dud®u + du'), ete.;

le facteur ¢*; devenant alors commun:a tous les tenmes
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de I’équation, dispamxt, et il ne reste plus que les
différentielles de u, avec z et dx.

Le cas le plus sxmple de ces équations est celui o
7 et ses différentielles ne passent pas le premier degré ;

il est représenté par la formule générale

d"y + Pd™' ydx4- Qd*—? yda. . ... + Uyda"=o.

Prenons pour exemple celle du troisieme ordre
By 4+ Pd*ydz 4+ Qdydz’ + Uyda*=o;

les valeurs de y et de ses différenticlles la réduiront a

d'u 4= 3dud®n + dud 4= P(d’u - duw?)dz } oig o.
+ Qduda*~Udz®* { — 7

qui s’abaisse au second ordre en posant du=1dx, d’on
il résulte

d?t 4= (3t 4 P)dedx 4 (£ 4 Peo+ Q4 U)da*=o.

La forme d¢ cette équation donne lieu A une re-
marque importante, savoir, que si les quantités 2,
@ et U étaient constantes, on pourrait supposer. ¢
constant; car en faisant d*%=o, dt= o, il ne xes-
terait pour déterminer ¢, que U'dquation

PP+ Qt+U=o

dont les coefficiens seraient des constantes.

Desx{;nam done par m,, m,, ms les trois racines
de cette équation, on pourrait plendle sm.qesswe-
ment

t=m,, t=m,, = 1)!3;
eLcomine :

du=stdz donne we= ftdz.4-c, J-_,—gfm"“"c’
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on aurait pour .y, les trois valeurs

e " 11 4 X=C L e i St IO 3
ri=e" - = em,r-f—c,’ ya=¢ 3.'r+c;’
qui reviennent a

W= CrelB Iy iy = et Ja== et

en prenant pour constantes arbitraires les quantités

Cs Ca C3
e e Rse

309. Ge ne sont encore 14 que des valeurs particu~
hieres de la fonction y, puisqu’elles ne renferment
qu'une constante; mais en les ajoutant, on forme
Pimtégrale primitive compléte

r= Ce™ ™ de C,e™* i Csem;z.

Non-seulement il est facile de s’assurer que cette ex-
pression de y satisfait-a équation différentielle pro-
pos€e ; mais on peut établir 3 ce sujet une proposition
générale, quels que soient les coefficiens P, Q et U,
savoit's que si g, 7., 7s sont trois valeurs de y qui
satisfassent ‘chacune en' particulier a cette équation;
leur 'somme g, <y, 4 33, étant prise pour Pexpres-
sion de y, satisfera également, et que si les fonctions
Jis J1, J3 ne contenaient pas des, constantes ar-
bitraires comme ci-dessus, on pourrait prendre

7r=Cy:+ Cry.+ Csys;
car en différentiant trois fois cette expression, substi-
tuant dans I'équation proposée, les valeurs de y, dy,
d*y, d*y, et rassemblant tous les termes ot entre la
méme constante, il vient

€@, +P& y de+ Qd g dz*4- Uy, d2)
+Co(d* y 2P yadz+Qd yadzi4-Uyada’) p =0,
+Cs(d® y3HPd? ysda4-Qd yad i< U yada®)
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résultat dans lequel la fonction qui multiplie chaque
constante est nulle par elle-méme, puisqu’on a sup-
posé que les fonctions y., 7., ¥3 satisfaisaient sépa—
rément a Péquation

By P ydx 4 Qdyda? + Uydz® = o.

On voit aisément que cette démonstration peut s’ap-
pliquer & ’équation d’un ordre quelconque
d"y-f—]’d""jdr + Qdr2ydat. ... . + Uydx" =o,
et que par conséquent si 'on trouve n valeurs. parti-
culiéres,

Fis "Fas JI3yeeceFny

«qui y satisfassent, on pourra poser *

7r=Cri+ Cyi+ Cys.....+Coyn,
C,, Cqy C3,.....C, désignant des constantes arbi—
traires. }

1l est également visible que si les coefficiens P,
Q,-...Usont constans, les valeurs de y s’obtiendront
par la supposition de y=¢™7, m étant une constante,
ce qui donne
dy=e"*mdz, dyz=c"tmids,. . .. drr—endpigan
et, vendant divisible par emda", I'équation proposée,
la réduit alors &

mt 4 Pm"'=' 4 Qm"., .. + .U ==o.
Si Von représente par m,, my,,.. .. m, les racines

de celle-ci, on anra

i, x
3

Jai=¢
et par conséquent

p= C,cm'] B Cie™i" + Ce'nT
CEECTE. - £ .

gl e TR
Fa=e T =
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3ro. Lorsque parmi les valeurs de m, il s’en trouve
d’imaginaires, P'expression ci-dessus, qui ne cesse pas
pour cela de verifier 'équation différentielle proposée,
a besoin d’étre transformée en une autre, ot il n’y ait
que des quantités réelles, ce qui s’effectue an mayen
des formules du n°® 187.

Sim, et m,, par exemple, désignent un groupe de
racines imaginaires, elles seront de la forme

m=a+BY —1, m=a—B8Yy =i,

et fourniront dans expression générale de y, une
partie

Cleu:r-i-ﬁi V= b Caeax;-ﬁr V=
= e”"(C,e'g’ VY - C,e_'g‘r V:;) 3

mais, par Particle cité, on a

P e €08 8z V5 sinfx,
e—hBzV/ =1 = cospxr — V:x sin g ;
ces valeurs, substituées dans Iexpression précédente,
la changent en
{(C.+ C,) cospz +(C, — €)Y/ “isinpr};

et, comme les constantes C et C, disparaissent de
Véquation différentielle, sans qu’il soit besoin de lear
assigner aucune valeur, on pent leur en supposer une
telle queles quantités C,4-C, et (C,—C,){/ —1 soient
réelles, et faire en conséquence

C.+ C,=E,, (C/— C)V—i=Fs,

d’ou il pésultera, pour Vexpression cherchée,
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c“"'{E, cos px + E, sin ﬁx},

valeur entitrement réelle.
On peut changer cette derniére de forme, en y
posant
3 E, =psing, F,=pcosq,

pet g étant de nouvelles quantités arbitraires; elle
deviendra

e § psing cos Bz + p cos ¢ sinfz}
== pe*¥ sin (g 4+ £z).

On traiterait de laméme maniére les autres groupes
de termes imaginaires que pourrait renfermer ex-
pression générale de .

311. 81 gquelques-unes des racines m, , m, , ete. de-
viennentégales, cette expression perd de sa généralité;
quand, parexemple, m, = m,, les deax premiers
termes , prenant la forme

Clem,z 28 C,b’m"r P (Cl + C,)Cm'z,

se réunissent en un seul dont le coefficient C, 4 C, ne
compte plus que pour une seunle constante.

Des divers procédés qu’on a donnés pour parer a cet
inconvénient, celui qu’a proposé d’Alembert me pa-
rait encore le plus ingénieux et le plus simple : voici
en quoi il consiste (¥).

Au lieu de supposer que les racines m, et m, soient
¢pales, on fait d’abord

m,=m, +k,

(%) Poyez daileunsde Traité in-4e, t. TU, p. 65,
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ce qui donne

& C.e"* - C e — = (C, a3 C,chx) e
myax hx o ha? :
oy 1.2 )]’

en développant Vexponentielle ¢#* @7); alors si Fon
pose

C,+C,=E,, C,h:E,,
il vient

nl|1'

Or, C, et C, étant arbitraires, E, et E, le sont
pareillement, et Pexpression C,e™:* 4= C ™% gais-
faisant & I'équation différentielle proposée, indépen-
damment d’aucune valeur de C, et de C, (3og), il en
sera de méme du développement ci-dessus, et des
constantes E, et E,, etcela, quelque petite que soit
la quantité /. Sidonc on suppose k= o, Uexpression
ci~dessus , réduite a

e"“z(E,-f-E,z)

et contenant deux constantes arbitraires irréductibles, .

satisfera encore a la proposée ; ; mais ce cas xepom:l pré-
cisément a_m, =m,.

De 14, on passe aisément au cas ol 7, = m, —=mg;
car-en ne supposant d’abord que I'équation m, = m,,
on aura :

=T E + Ex) 4 Coe%ius ik Coelels
et faisant en conséquence mj;— m, < &, il viendra
e (B Byx) 4 Cae™ =" 4 (E, +E,x+Cge»}”’) »

que le développement de ¢ changera en
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hx? Rixd
me:t(E[-f—C;+(E,+Cgh)1‘+c;;igi+03 ;—.3—!-61.(:‘) 5

et faisant
E, 4+ CG=F,, E,+ Ch=F,, ;Ch=Fs,

on aura Iexpression
M.z, L hat
e F,+ F,x ~= Fsx* Fs—?)— +etc.>,

satisfaisant encore a V'équation difféventielle proposée,
quelles que soient les constantes F,, F,, Fy, et quel-
que petite que soit / : en posant done A= 0, il en ré-
sultera, pour le cas ou m, =m, = ms, .l’expressiou

(P, A Foz + Fex?),

qui remplacéra complétement la partie, .. oo.oue
C,e™F 4 C,e™T 4 Cee™3® | et ainsi de suite, ‘en
quelque nombre que soient les valeurs égales de m.

312. L’équatien différentielle. proposée peut rare-
ment s'intégrer lorsque. les coefliciens sont variables ;
le cas suivant

(a+bx)"d"y + Pla+bx)"=*d" " ydx )
+ Qla+bayr—2dr—tydar. ..., +Uydar } 2
U B (DRt R U désignent des constantes, estun des
plus remarquables. Si Von fait @ + bz =1¢, d’ou il

G disel ; :
suit dz= 7 Péquation ci-dessus se change en

t"d"y+ 1l ydt+ ( SRR dit +[§2"_7dt"= o,

a laquelle on satisfait en posant »* =17, -m étant un
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exposant indéterminé ; car dz étant constant ainsi que 5°. Enfin Véquation

dx , la substitution dc et de ses dlffmenueﬂes rend ol G2 Pd A Urda® —.0
l'equalmn ci-dessus divisible par mde”, et I'on a seu- Gk Gebdiy . e 02180 rde o U, -
lement : s¢ change en

T ) ; ;
m(m—1)...(m—n+41) -§—E-m(m—-|). .. (m—n--2) ediy 4 %)ld]‘dt 2 Zg-,-?’d‘? =o,

[0) 7
& i*; m(m—i). . (m=—nt3)..... + 7 ! lorsqu’on fait @ + bx = t, et dépend de

qui détermine 72, au moyen des constantes n, , P

Ol et ‘ m(m—1)+%’m+g:0; (312),

313. Tl est facile d’appliquer ce qui précede a' V-

& ce qui revient a
quation du second ordre i

‘ - 5 -
d*p+ Pdydz 4+ Uyda' = o, o ')m+1 e
et d’en tirer les résultats suivans, qu’il est utile de i ainsi son inte’grale est
connaitre.
1°. 8i 7, et y, sont deux valeurs qui satnfassent el F=Ct" + C" =C, (a4 bx)™ + C,(a + bx)™,
cette équation, son intégrale compléte est m, et m, étant les deux valeurs de m.
3 =
FECY 4 Cyi (309). 314. L’équation
2°. Quand P et U sont constans, on a dry+ P ydo-Qd"— yda. ‘+l'/-7,'dx”=° (CF
T = O L Ot s ] n’est qu'un cas particu:lier de ll’e’quation d-iﬁ“érenti:alle
ey de Vordre n et du premier degré ; car celle-ci, pour étre
n1, etm, étant les racines de équation g générale, doit contenir un terme indépendant de y,

- et avoir ar COnSé uent la forme
m*4-Pm 4 U= o. P q!

n Lo ( n—3s ‘t.-. 7 ll: " 35
3°.. Si ces racines sont imaginaires', il vient okl ane Ol g e iz de. &

iz g ‘ 3 mais Uintégration de cette derniere se ramene facile-
TE=PeR gy x) (310). ment a celle de la premiére : on I'a déja vu pour le
4°. Si elles sont égales premier ordre, dans le n° 285; et dans un ordre quel-

conque , i .rlg[fl de connatire un nombre n de valeurs
ye=e (B 4 E,x) ().
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particuliéres de y, satisfaisant i l'équation (1), pour

parvenir a Lintégrale compléte de I'équation (2).

Lagrange, quia découvert cet iportant théoréume,
I’a prouvé en étendant & V'équation (2), par la varia-
tion des quantités C,, C,,,....Cy, Uexpression gé-
nérale de y relative 3 Uéquation (1).

Pour fixer les idées, je prends 'équation pro-
posée du troisieme ordre seulement; il vient....,
7= C. .+ C.y.+ Cyys, expression dans laquelle il
faut déterminer C,, C,, C3, de manitre qu'elle sa-
tisfasse &

&y 4+ P ydr + Qdydz® + Uyda'= Fdz’.
Si on forme successivement les valeurs de dy, d*y
et d®y, en traitant C,, C,, C3 comme variables, on
trouvera d’abord 8
dy=Cdy.+Cdy.+Csd ys+ 7 dC =+ 7.dC,+y3dCy
mais comme on ‘a trois quantités i déterminer, et
que la question proposée n'offre qu’une condition, on
_en peut choisir deux autres a volonté, et faire en
conséquence
4L+ 7:dCs + ysdC3 =0,
ce qui donnera
dy=Cdy.+ C.dy.+ Csdys,

comme si les quantités C,, C, et C3 n’avaient pas varié,
En différentiant cette valeur, il viendra

d’y:C.d’]'x‘*"cndaJﬁ'F Cad?f3+dfndcl+df=dCﬂ+d-7’3dCS;

posant encore

dy.dC, + dy.dC, + dysdCs A 0,

. + Ca(dgj"3+Pd“_}"3d.Z‘+ Qdygdx’+ U.ygdx:‘)
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il restera

dty = Cdiy, + C.d2y, + Csd®y3,
d’ou 'on tirera
By=Cd*y 4+ C.d%y,+Csd® s
+d25,d C,4-d2y,d C, 4 d%y5d Cs.

Par la substitution des valeurs de 'y, dy, 42y et &%y,
Iéquation proposée deviendra

C(d’y 4 Pd*y da-Qdy dz*+ Uy da?)
+Co(Py,+-Pd’ ydz+Qd yada? - Uy,d=z?) — i
+d°y dC+a°y,dC, 4-d° y5d Cs
ce qui se réduit A

¢y dC + d*y,dC, 4- d2y3d Cs = Fdz?,
quand les fonctions 7, 7., 7 satisfont & I'équation
Cy 4- Pl ydr + Qdydz® + Uyda® =o:

il existera donc .entre les différentielles d¢,, de, et
dCs, les trois équations

TG+ y.dC, + ydC =0,
dydC + dy.,dC, -+ dysdCs= o,
d’,}’ldcz‘f‘d’fgdc, e d’_}’stsz ;7(Ix';,

o !
d’olt V'on tirera les valeurs de chacune, de ces. diffé=
rentielles ; exprimées en z et en dz, lorsque les fone-

ons y,, y., ys serout connues. Les résultats ayant
la forme :

dC, = X dz, dC, = X,da, dCs= Xsda,

Cale. intégr., 5¢ ddition, 30
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on en déduira

=[X,dz +¢;; C;=[X,dz+c,, C3=[Xsdw+,
et par conséquent

r=r (X dzpe)+ri([Kde 4 o) hys( Kl - oy

sera lintégrale complete de I’équation proposée,

SiYon ne conhaissait que deux valeurs partlcuhe\eb
de y, la proposée ne pourrait sintégrer qu’avec le
secours d’une équation du second ordre, réductible an
premier. En effet, on aurait alors

7= Cri+ Cuyay dy=Cdy + Cdy,

en faisant
7AC + 7A€ =0

mais puisqu’on ne pourrait disposer que d’une seule
des quantités €, et €,, il fandrait employer le déve~
loppement complet de d*y, qui serait

dy=Cd'y, 4 Cid’ys + dydC, 4 di.dC,,

et qui donnerait ®

Py =C &y + Cod® yot2d’y, d €, F-2d%y,d C,
“+dy C +dy.d°C,.

Substituant dans la proposée , et réduisant de la meme
maniére que ci-dessus, on obtiendrait

dy 20 Fdyad’Cid- 2d?y,dC; +-2d2%.dC,

=Wz’
+Pd_7~.dC|dx+Pd‘y1dCQ(lx} Fdze

équation de laquelle on chassera dC, et d*C,, en tirant
leurs valemis de Véquation y,dC, + y,dC,=oet desa
difféventielle; la résultante ne contenant que d°C,,
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dC, et des fonctions de x, se raménera au premier
ordre (306),

Enfin, lorsqu’on n’aura qu’une e seule valeur de T
on tombera sur une équation auxiliaire da troisicme
ordre, réductible au second ; c’est ce dont il est facile
de se convaincre, en mettant dans la proposée,,

Coyyy Cidy47:dC; 5 Cidiy 4ad 3 dC, 4 51d°C,
Cdiy, + 3d2y,dC, 4+ 3d y,d*C, + 71 d3C,,
au lien de -

, dy, s Iy By
Péquation formée par ces substitutions sera réduite a

FdC 4 3y BC, + 32 dC, ;
+P‘y‘dCdr+2P ydCdz} Pdx
+ QrdCdzx’

Si dans les caleuls précédens Yon suppose ¥ = o,
ils montreront comment; avec deux, ou seulement
une valeur particuliére ‘lP la fonction 3, en peut
parvenir & son expression générale, dans I’ éqnation

&y 4+ Pd2ydz + Qdydz® + Uyda? = o ;

et de la résulte, pour toutes les équations différen=-
tielles du premier degré, le théoréme suivant :

8t L'on a n valeurs pnrlzculzéres de y, pour-ligua—
tion (1), on en-déduira immédiatement Lexpression
générale de cctlefoncuon pourles équations (1) et (2) 3
et dans le cas oit l'on ne conndiirail que n— yvaleurs
particulieres, on parviendrait encore & la méme ex—
pression; en intégrant une équation du premier degré
el du_premier ordre.

15 Je prendrai powrexenmple Véquation du sceond

dor.



.
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ordre
&y 4 Pdydz 4 Uypda® = Fda?.
En désignant d’abord par y,, 7., les valeurs particu-
licres de g qui satisfont a ’équation
' &2y Pdydz -+ Uydz* = o,
Pintégrale compléte de la proposce sera

F=Cy 4 Cr.,

C, et C, étant déterminés par les équations

7G4 f?dC, ==(0;; i
Ay dC, +dy.dC, = Zdz* (n° précédent).

Maintenant si ‘l’on suppose que les coefficiens P
et U soient constans, 7 demeurant unc fonetion quel-
conque de z, on aura

s ﬁem"‘, e LBy
et par conséquent
0 ™I, + ™AC, = o,
"FmdC, 4 ™ m,dC, == Vdz,
d’ot 'on déduira

}"E‘”"zdx

dC=———-——" dC, =

Bemaakde

m —m, M, —m,
puis
i fp’e_mt:dx i + fVe—fnnxdx
C'._E‘+~m.—'—ma’ Cz—Ez‘i‘m;
et

EnhI(E(-*'f]/e_nhxdx) T (E; +ff)e_""1d,l‘) :
y=

m,—m,
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en donnant aux constantes arbiteaires &, , E,, le diyi-
senr commun m, —-m,, on seulement

e .xfye—m.rdx_ em.z/'ye—m.zdx

m,—m,

3

en concevant que chaque intégrale comprenne impli-
citement sa constante arbitraire.

316. Cette formule est soumise aux circonstances
qui naissent” de la nature ‘des valeurs de m, et m,
(310, 311). \

On pourrait en restreindre Vemploi au cas' ot los
quantités m, , m, sont réelles et inégales, et former
immédiatement des expressions dq J»-pour chacun
des deux autres, en employant les valeurs de et a0
particulitres & ce cas. Par exemple, lorsque m, et m,
sont imaginaires, on tirera de la valeur compléte

J = e**(E cos fx'J E,sin ex),

trouvée dans le n° 310, les valeurs particulieres
Ye=e**cospr, ¥, = e**sin fx,

avee lesquelles il serait: facile d’obtenix Pintdgrale
compléte de Véquation proposée; mais il st peunt-éire
plus simple d’opérer immédiatement sur da formule
dun® précédent, la transformation propre a en faire
disparaitre les imaginaires, c’est—a—dire d’y changer

m, ena—}-ﬁ\/—-( , M, en u—-,s‘/—l,
et deremplacer ensuite les exponenticlles imaginaires
pm‘.]em‘ €xpression en sinus et cosinus. Par ces substi-
tutions, on a d’abord
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T X e {eu-hﬁx V=i fyc—dz-—ﬁ:r ‘/:;dl'

8 lzﬂ V;«— 1

i ez:c—[SzV——d f]/'e"u+/31v:;dr} —

—eﬂ-__—{ (cos Bz Y/ —1singz) [ F e (cospr—V/ :sinﬁx)dz
28Y —1

—(cos Br— \/——151;1 Bx) [ Ve *" (cospr+V/ —1sinfa)ds};

puis en effectuant les multiplications indiquées, sépa-
rant les intégrales en monomes , et réduisant, le fac-
teur2}/ —1 devient commun aux deux termes de la
fraction , et 1’on arrive a Uexpression réelle

edI
=7 {singz fPe**dz cos gz
—cosfx [Fe **da sin gz }

0

Si 7 était nul, il faudrait mettre une constante ar-
bitrairea la place de chaque intégrale, et 'on aurait
seulement

CCI
‘T=T {E, sin fz — E, COSﬁI}a

ce qui rentre dans le résultat du n° 3ro.
On rencontre fréquemment, dans les applications
de I’Analyse a la Physique céleste, Péquation
dﬂ
‘E{ +ay=7r,
pour laquelle

m=+aV/—i (313),
d’ott
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et

y=psinax—4 g cos az
o sinaz (¥ dxcos ar—cos ax(F dzsinax

a

2

en restituant les constantes arbitraires. La fonction #
a ordinairement la forme

A+ B cosfix + Ccosyx -+ etc.,

A, B, C, etc., g, v, ete. désignant des coefliciens
constans, et les intégrations indiquées s’effectuent par
le procédé du n° 218,

317. L’égalité des racines m, et m, réduisant a £
Uexpression

i em.zly/e—m.x dazi— e”&z.”fp‘e-—ﬂl;:l‘ ds

)
m,—m,

il suffit, pour en obtenir la vraie valeur, de différentier
par rapport a m, son numeérateur et son dénomina—
teur, en observant pour les intégrales la régle du
n°® 281, et il vient

= ™ (xﬂ/e—m,:( dz _fye—m,z zdx).

Cette derniére expression comprend celle du n®3rt;
car lorsque =0, les intégrales se réduisant a leur
constante arbitraire, il vient seulement

y=1"" (E,x — E,).

.

318. Si Vou a un nombre m d’équations différen-
tielles renfermant un nombre m -1 de variables, une
seule de ces variables sera indépendante, et les m
autres en seront des fonctions. Supposons d’abord que
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ces fonctions et leurs coefficiens différentiels ne s’éle~
vent pas au~deld de la premiere puissance, dans les
équations proposées, qui sont alors du premier degré;
la méthode indiqude au n° 133, conduirait, dans ce
cas, a une équation différentielle du premier degré
entre Vune des fonctidns & déterminer et la variable
que P'on regarde comme indépendante; mais on peut
quelquefois éviter les calculs de V'élimination, en in-
tégrant conjointement les équations proposées.
Lorsqu’elles ne sont que du premier ordre et qu’elles
ne renferment que trois variables, ces équations peu=
vent étre représentées par

Mdu -+ Ndz + (Pu + Qz)dt = Rdt,
M'du + N'dz 4 (P'e + Q'z)dt = R'dy;
mais si 'on en chasse alternativement du et dz, et
qu’on dégage de sou coefficient celle de ces différen-
ticlles. que V'on conserve , les équations résultantes

prendrontla forme
du 4 (Pu 4 Q)dt = T,
de F(Pu 4'Q'x)di =7"de,

P, Q, T, P, etc. représentant de nounvelles fonctions
de t, dérivées des premictres par la suite des opé-
rations indiguées. (est sous- cette derniére forme
que d’Alembert a traité les équations différentielles
simultandes, par une méthode trés ingénieuse, que
je vais eéxposer comme Va présentée M. Amptre.

En multipliant la seconde équation par un facteurf,
et ajoutant le prodnit a la premiere, il vient

A= A+ [(PA-Po)u 4 (QQ0)x]de = (T4 T70)d¢;
faisant ensuite % -0z = 5, on aura

de 4 tde=dzs — zdd, u=z—102,
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et par ces valeurs, la transformde ci-dessus deviendra
dz+(P+P'6)zdl} T
= 8)d¢;
—2{ Ao [(PL PR —(Q+Q0)ldt} (el iy
enfin égalant i zéro le multiplicatenr de z, on par—
tagera I’équation ci-dessus en deux autres,
dz 4 (P4 P'O)zdt = (T + T'O)dt (@),
a8 4 [(P 4= PBYI — (Q+ QO]di=0 (&),
dont la, dernitre ne renferme plus que les deux va-
riables 6 et ¢, Lorsqu’on pourra trouver une valeur de?
satisfaisant a celle=ci, on réduira, par son moyen, la
premitre i ne contenir que les deux variables z et ¢;
et n’étant d’ailleurs que du premier degré, elle s'in-
tégrera complétement par la formule du n° 285.
Quand les coefficiens P, P/, Q et (' sont constans,
on peut faire

di=o, (P4 PHs— (Q+4 Qb =0;

o est alors déterminé par une équation du second
degré, dont je désignerai les racines par 4, et 0.

Dans la. méme hypothése, équation (@), en y fai-
sant, pour abréger,

PiPli=m, TH+TH=7V,
a pour intégrale I'dquation
2= PP O),
d’ont V'on tire les deux suivantes ,

utfr=e " (et pdi4-C,),
u 48,0 = (e Pidt + C),

i r .
lorsqu’on y met successivement les deux valeurs de 4 :
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le probleme est donc complétement résolu, puisqu’on

a, entre les variables u, x et ¢, deux équations primi-

tives renfermant chacune une constante arbitraire.
319. Passons au systeme d’équations A quatre ya-

riables, auquel on peut toujours donner la forme

du + (Pu 4+ Qx + Ry )dt = Tdt,
dz + (Plu+ Qo+ Ry)de = T'de,
dy + (P'u4 Q'z+ R'y)dt = 7"de.

Si Pon multiplie la seconde par ¢, la troisieme par ¢,
quon ajoute les produits & la premiére, que l'on
fasse
b+t =z,
d’ott il suit s
du + bdx 4 'dy = dz — zdf — ydb,
u=—=z—bzx—~8y,

et qu’aprés la substitution de ces valeurs, on ras-
semble, pour les égaler a zéro, les termes affectés de =
et de y, Iéquation ci-dessus se partagera dans les
trois suivantes, :

dz (P4 PO+P")zdt—= (T T"04+T"5)de (a),
d + [(P4P b+ D)) — (Q+Q'84+Q"8)]di=0 (8),
A6 + [(P+-P'8 4 P88 — (R - R4+ R'8')]de=0 (&);
et lorsqu’on pourra trouver les valeurs de 8 et de ¢’ qui
satisfont aux équations (b) et (0), Véquation (a), ré-
duite aux variables z et ¢, s’intégrera encore comme
-dans le n° précédent.

En se bornant au cas ot les coefficiens des fonctions
u, x et  sont des constantes , on peut supposer di=0,
dé'=— o il en résultera

(P4 P86+ P8 — (Q+ Q6+ Q'4) =0,
(P4 P04 PO — (R+RH+ R'6)=0;
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et si Von fait P 4 P4 P"t =m, les équations ¢i-
dessus, devenant :

(m—_ Ql)a o Q”E’ — Q,
(m—R"Y — Re =R,

donneront pour ¢ et o', des valeurs qui, substitu‘ées
dans Vexpression de m, conduiront i une équation
finale , oil cette inconnue montera au troisicme de-
gré. Chacune de ses valeurs en fournissant une pour
les factears 8,9, si Von distingue celles-ci par des in-
dices inférieurs , et qu'on fasse 7+ T+ T=V,
on aura les trois systémes de quantités

.
’ ’ rr
81y 8 My ¥ 8, 200005 Fonhch 83ai07a 5 3, Vs,

dont la substitution dans z — e~ ™ { fe™t Fdi+ Y,
intégrale de I'équation (a), donnera les trois équations
primitives

o bz A Gy = e (L de 4 C,
u 4+ bz 4 0y = el feM P dt i+ C,),
v Gz sy = e ([ Padt + Cs).

On peut maintenant étendre ce procédé i tel nombre
d’équations que Pon voudra. Pour en compléter Vex~
position , il faudrait examiner les cas ol les valeurs
de 8, ¢ deviennent imaginaires ou bien égales entre
¢lles; mais ces détails, qui tiendraient trop de place,
sont faciles a suppléer, parce qu’on a vu dans les
n* 310, 311.

320. D’Alembert applique aussi son procédé aux
équations du premier degré d’un ordre quelconque,
et pour cela, il les raméne au premier ordre, de la,
maniére suivante. .
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Ayaut, par exemple, deax équations de la forme

d*u - (Addu + Bdx)dt + (Cu + Dz )dr — Tde,
&’z + (4'du - B'dz)dt 4 (Cu + D'z)det = Tdey

il fait du = pdt, dz=¢dt; et il a par conséquent,
entre les cing variables Psqs b, uetz, les quatre
€équations du premier ordre

dp + (4p + Bg 4 Cu + Dz)dt = Tdi,
dg + (dp+ B'q+ C'lu+ D'z)dt = T'ds,
de — pdt = o,
dr — gdt = o,

qui peuvent se traiter pag la méthode du n° précédent.
Il s’est servi du méme artifice pour les équations
qui ne contiennent que deux variables ; mais le pro-
cédé du n° 314 est plus simple et plus élégant.
321, Considérons maintenant les €quations du pre-
mier ordre

dy —éedz=o, dz —pdr=o,

dans lesquelles w et 2 sont des fonctions quelconques
des trois variables-, 7, z : voici comment on peuty
appliquer le procédé du n? 133.

On différentie la premiere, et il vient

> de . de de N
dy——(rrdx —ded.y—d—zdzdz_o,v

mettant pour dz sa valeur gda, on obtient

S de du o dw )
Ay — d—r—[—ﬁ(—l;)dx—(—i}drdf_o,
eliminant ensuite z, au moyen de Iéquation

dy — adz = o,
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on parvient i une résultanteenzet y, du se.colnfi ordre,
et qui a nécessairement une intégrale primitive avec
deux constantes arbitraires @ et & (298).

Soient
Az, rya, H)=o0 et. dy=mdzx

cette intégrale et la valeur de dy qu’on en tirera;
en substituant celle-ci dans dy —edz= o, on aura
une seconde €quation primitive m — «=o0, entre
z, 7 et z, en sorte que les équat{ﬂns dlﬁ'érenm?lles
proposées seront verifices par le systéme des équations
primitives e :

L(z, yya, b)=o0, m—e=o,

et par toutes celles qui seront équivalentes a ces der-
nigres,

Cela posé , on va voir qu'il existe toujours au moins
deux systémes de facteurs, au moyen desquels on
déduit des équations proposées, deux différenticlles
exactes. En effet, si des équations primitives indi-
quées ci-dessus, on €limine alternativement les cons-
tantes a et d, et que les résultats soient mis sous la
forme

Mi—"a; " N—1b
leurs différentielles

dmr

dM dm

= dzx +——djd_}f = P dz=o,
av aN dN
TEE dndhidase

devant étre vévifiees par les valeurs

dyn=edz,, dz —idx,
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tirées des proposées, il s'ensuit que

¢ dm am adloe
Foas ol e e
dNV
dz

sont des quantités identiquement nulles : on a done

am aM o aM
—(—l; :_d_j‘ ——H y
e e

i P R TR

ot mettant ces valeurs dans les différentielles de M
et de IV, ce qui ne les change point, on obtient les
différenticlles exactes

am dm i
a}—((]_r — adz) 4 —d—z(dz—,&lz)-—o,
AN
% (dy — wdx) 4+ (d—z (dz— pdx) =0,
comprenant les produits des équations proposées mul-
tiplides respectivement par les facteurs
dM dM 4N dN
A o B
dy dz dy dz
On congoit aisément qu'il y'a des théoremes analo-

gues, pour les équations dans lesquelles le nombre des
variables surpasse trois.

Desssolutions particuliéres des équations diffé-
rentielles du premier ordre.

322. Dans le n° 297 il s'est présenté, pour une
équation différentielle, une solation particuliére qui
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ne dérivait pas de Pintégrale compléte, et Pon peut
quelquefois tomber sur des équations primitives, sans
constantes arbitraires, et vérifiant une équation «iffé-
rentielle dont on ne connait pas Viatégrale complete.
Ces deux circonstances font naitre les questions sui-
vantes : d’oi wiennent les solutions particulitres? et
comment distinguer si une égquation primitive gui
satisfait a une équation différentielle proposée, dé-
rive ou non de son intégrale? Clest ce dont je vais
m’occuper. i

La relation qui existe entre une équation différen-
tielle et son intégrale, est telle, que cette derniére
équivaut & un nombre infini d’équations primitives,
qu’on obtiendrait en donnant successivement a la
constante arbitraire toutes les valeurs possibles, et
dont chacune satisferait 4 'équation différentielle (53).
On désigne ces diverses équations primitives sous le
nom d’intégrales particulitres , puisque ce sont des
cas particuliers ‘de Vintégrale compléte. Les solutions
particuliéres , dont le nombre est toujours limité,
sont des équations primitives essenticllement diffé-
rentes des intégrales particulitres : ces solutions sont
de deux sortes. Les unes ne sont autre chose que des
facteurs de I'équation différentielle proposée, dans
lesquels dz et d  n’entrent point, qui par conséquent
étant égalés & zéro, donnent des équations primitives
établissant, entre x et y, des relations qui rendent
la proposéeidentique. En cherchant les diviseurs com-—
muns des fonctions M et IV, on trouvera les solutions
de cette espice, dont est susceptible Péquation

Mz 4+ Ndy =o.,
La seconde espece de solutions particuliéres, dont
Véquation ydx—ady=nV/dz"}-dy" (297) a fourni
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un exemple, est lide intimement a1'équation différen~
tielle dont elle dérive, quoiqu’elle ne puisse rentrer
dans ancun des cas de Vintégrale compléte, quelque
valeur que I’on donne & la constante arbitraire, ainsi
qu'il est facile de le voir, en comparant les équations
j:cz-i—n\/!—l—(;" et 24 y*=n> :
Voici la théorie que Lagrange, en 1774, donna de
ces derniéres solutions, regardées avant lui comme
formant un paradoxe dans le Calcul intégral (¥).

323. Les solutions particuliéres, sans étre comprises
implicitement dans l'intégrale compléte, peuvent néan-
moins s’en déduire, en cessant de regarder la ‘cons-
tante arbitraire comme invariable. En effet, soit U=o,
une équation primitive renfermant les variables z, y,
et une constante c; I'équatidn différentielle correspon-
dante , que je désignerai par /" —=o, sera le résultat
de Vélimination de cette constante, entre les équa-
v,
dy
suppose que ¢ soit une fonction quelconque de z, on
donnera & Péquation U==o0 une extension telle qu’elle
pourra représenter une équation quelconque a d.eux
variables, et par conséquent aussi toutes les solutions
particuliéres de 'équation 7= o. Cela posé, la v'alleur
que Véquation U = o donne pour y et sa différentielle

tions U=o, ?]—dex-}- =0 (53); mais si l'on

(*) 1L les appela intégrales particuliéres, et donna le nom
de solutions particuliéres aux différens cas de Vintégrale com-
pléte. Laplace, qui s’est oceupé avec suceés du méme sujet avant
Lagrange, emploie ces dénominations dans un’sens invm'sc., t?t
je I'ai suivi. Il m’a semblé que les équations primitives, qui ré-
solvent les équation’s différenticlles sans dtre comprises dans l?ur
intégrale complite, ne s'obtenant point par les procédds de I’xl:l-
tégration, ne devaient pas porter un nom qui rappelle ces procédds.
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que je représenterai par d y= pdzx, vérifiant indépen-
dammentde ¢, I'équation =o, on pourraitsupposer
¢ variable, pourva que la loi de sa variation fit telle
qu'on etit toujours dy = pdx. Or, quoiqu’en regar—
dant ¢ comme variable aussi bien que 2, il vienne
en général dy = pdz - gde, p et g étant des fonc—
tions de x et de ¢, on aura néanmoins dy=pda
seulement, si g=o0 : déterminant donc ¢ par cette
derniére équation, et substituant dans U=o la va-
leur qu’on trouvera, le résultat satisfera encore i
Uéquation différentielle ¥ — o.

Dans ce qui précéde, y a été regardé comme une
fonction de x et de ¢; en considérant & son tour z
comme une fonction de ¥ et de ¢, on aura dz= mdy,
et raisonnant comme ci-dessus, on trouvera que, sila
valeur dedz, prise en faisantvarier ¢,estdr=mdy--nde,
Uéquation résultante de I’élimination dec, entren=o
et U= o, satisfera aussi 2 I'équation différentielle
F=o.

On peut comprendre ces deux procédés dans un
seul, en faisant évanonir les dénominateurs dans Pé-

e b ) dU dU S
quation —d—;d:c + de -+ ch_n , différentielle
de U=o, prise en supposant ¢ variable avec et

Elle aura alors la forme

Mdx 4 Ndy + Pde = o;

on en ltirera

M P, N B
dy:——l‘—fdx — ﬁdq, rIx:—]'—[dy— -ﬁdc;
et si les fonctions entieres M7, N sont algébriques, ou,
quoique transcendantes, ne peuvent pas devenir infi-
nies par quelque valeur de ¢, le coeflicient de de ne

Cale. intégr , Ge édition. 31
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disparaitra que par la supposition de P -==o, qui
donnera ainsi tout ce ¢u’'on peut tirer des opérations
indiquées ci-dessus.

Les équations auxquelles ces procédés conduisent,
ne sont pas nécessairement des solutions particuliéres
de Péquation # =o; mais pour ne pas se tromper
sur cela, il faut examiner les diverses circonstances
que peunt offvir Péquation P =o.

Tl est d’abord évident que si cette équation donne
i ¢ une valeur constante, elle ne conduira qu’a une
intégrale particuliere ; mais si cette valeur est va-
riable, on ne devra pas en conclure tout de suite
que le résultat de 'élimination de ¢ entre P—=o et
U = o, sera nécessairement une solution particuliére ;
car il pourra encore arriver que ’équation résultante
ne soit qu’un cas particulier de U = 0. Pour le recon-
naitre, il faut éliminer une des variables entre cette
nouvelle équation et U= o. Si I'on peut faire dispa-
raitre 'autre variable, en déterminant ¢ par des cons-
tantes seulement, on n’a ohtenu qu'une intégrale
particuliére.

Quand ¢ n’est qu’au premier degré dans U, il
n’entre point dans P, qui ne contient alors que les
variables = et 3 ; Péquation P = o satisfait elle-

méme & F'==o, parce que U=o étantde la forme

Q+4eP=o, F = orevienta PdQ — QdP=o;mais
il est aisé de voir que P = o n’est qu’une intégrale
particuliére corvespondante 4 ¢ = infini,

Si P était facteur de Q, I'équation Q +cP —o,
prenant la forme PR + ¢cP=o, donnerait.
c=— I%Rzg, quand P = o. Dans ce cas, P n'est

point une solution particuliere, et n’est pas non plus
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une intégrale : en voici un exemple. Soit

3 2
U=z y* 2 gl = st e L
zyidecx’—yl—ecxy=o0, d'on ¢ S
dU - ;
Al —zy= (r—y)=o0;

si. Pon emploie la relation y =, donnée par le
3 s ;
facteur £ — y=o, Uexpression de ¢ devient —; mais
o

Péquation proposée équivaut ' (z —y) (y*+ cz)=o.

324. Jappliquerai d’abord cette théorie & 'équa-
tion yde—azdy=ny/ dz*+dy, ayantpour intégrale
compléte y—cx=nV/ 1+c* (297). En faisant varier
¢en méme temps que x et y, et réduisant tous les
termes au méme dénominateur, on a

cdzV/ 1+ c:—dy Vit ot @Y 1 nc)de =o :
égalant a zéro le coefficient de dc, il vient
z‘/l+c“+ ne —o, =

d’ou on tire c=+,, valeur qui change I'é-
n—
quation y— cx=n{/1F ¢ eén z* -+ R ==intet
donne la solution particulitre obtenue dans le n® cité.
Toutes les équations de la forme = pz 4 P (2q7),
dans laquelle se trouve comprise Ja précédente, ont
aussi une solution particuliére analogue. Leur inté-
grale compléte, représentée par y == cx 4 C, Célant
composé en ¢, comme P Vesten p, donne

cdx—d]—(—(x-;-j—f}dc:o;
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de i) i
et posant x -+ g =0, onen tire la valeur de ¢ d’on
dépend la solution particuliére. Cette solution parti-
culitre s’est montrée lorsqu’on a intégré I'équation
¥ =px + P; car en la différentiant on est parvenu
4 une équation composée des deux facteurs

; dP
x +@ =lo,;sdp=o0,
et le vésultat de 'élimination de p, entre
L i plet g 2y

est le méme que celui- de Uélimination de ¢, entre

(o
y=cx+ C et x+%{;:o.

Les équations y = px -+ P' ont été remarqueées
d’abord par Clairaut, tant a cause de la propriété
qu’elles ont de sintégrer facilement , aprés une nou-
velle différentiation, que par rapport a la solution

particuli¢re que cette différentiation manifeste sur-

le-champ.
Soit encore 'équation

zdz + ydy =dyV 2+ o — o,
dont l'intégrale est
‘/m:_y-{—c, ou x’—zcy—c‘—;a’=o,
en faisant disparaitre le radical. On (rouve .
zdx — edy —(y + c)de =0,

d’otr 1l suit
FHe=o, |

DE CALCUL INTEGRAL. 485

et par conséquent

VEtr—dmo, ou woy—a=o,

€quation qui ne peut résulter de la proposée, par au-
cune valeur constante de ¢, et qui est donc une solu-
tion particuliére. i

Soit enfin I’équation primitive

(x4 y*—a®) (y*—2cy) + (z2*—a*) c*=o0.
En la traitant comme les précédentes, on trouve

(I’B +JA e ai)‘y
(o P
valeur qui, bien que variable, ne conduit pas i une
solution particuliére; car si on la substitue dans I’é~
quation proposée, celle-ci, devenant

donne
¥ =0, ou, &4y —gt=—o,

équations qu'on tire immédiatement de Ja proposee,
en y faisant ¢ —= o : ce ne sont donc point des solutions
mais des intégrales particulicres de V'équation diffé-
rentielle produite par P’élimination de la: constante
arbitraire c.

325. Une propriété des solutions particuliéres qui
se présente facilement sur le second exemple, l;‘t‘qvui
est générale, c’est que Vdquation différentielle peut
éire préparée de sorte que la solution particuliere en

devienne un facteur. En effet, si 'on pose

\/x‘-}—_}f’—-— BE=Uy
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on aura

zdx + ydy = udu,
et Péquation proposée deviendra
udu — udy =o.

Si Yon prenait n==2*+4 y* — a?, le radical resterait
en évidence dans la transformée, qui deviendrait

du—adyy/u-

en la différentiant , on arriverait a

0;

d’u—-zd‘y{/ﬂ—ﬂ:o

H
u

et faisant disparaitre le diviseur, il en résulterait
CuVu— sudry — dydu=o,

€quation qui serait encore vérifiée par la supposition
de z=o. Ces transformations pouvant étre continudes
autant qu’on veut, il s’ensuit qu'il y a des manitresde
préparer toutes les difféventielles de la proposée, pour
que la solution particuliére y satisfasse aussi, ce qui
TIE ; : et
n’aurait pas lieu sans cela; car si, quand on fait varier
d
la constante c et qu’on pose F‘-Z: 0, on a, pour la
solution particulitre, comme pour Vintégrale com-
plete, dy=pdz, la valeur de d*y devient pour la

premiére
. gdp dp de ;

tandis qu’elle est sealement g—f: dz® pour la seconde ; ce
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n’est pas non plus au méme facteur que ces deux
valeurs satisfont en général : on voit méme que U'é-
quation

d'uy u— oudry — dydu=o,

serait vérifige par la solution particulitre, indépen-
damment des différentielles du second ordre.

Le développement et les démonstrations des cir-
constances que je viens d’indiquer me méneraient
trop loin; on les trouvera dans un Mémoire ou
M. Poisson a éclairci avec succes plusieurs difficultés
qui restaient encore sur la théorie des solutions parti-
culitres des divers genres d’équations différentielles ().

326. Pour reconnaitre par ce qui précede, si une
¢quation primitive qui ne contient pas de constante
arbitraire, et qui satisfait 4 une équation différen-
tielle donnée, en est une intégrale particuliere, ou
senlement une solution particuliére, il faut en avoir
lintégrale compléte ; cette circonstance, qui n’a pas
toujours lieu, conduit naturellement 4 la question
suivante : : ;

FEtant donnée une valeury =X, qui satisfait i une
équation différentielle , déterminer si elle est ou non
comprise dans Uintégrale compléte, et en déduire , s'if
est possible , celle-ci.

En supposant qu’on tire de cette dernitre y =77,
et quelle comprenne y = X, la fonction F” sera
uécessairement composée avec la variable z et la cons-
tante arbitraire C, de manitre a se changer en X,
par une détermination convenable de C. Si Uon dé-

" Journal de I'Feole Polytechnique , 13me cahier; voyes
anssi le Traité in-40, . IE, p. 388. 3
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signe par C’ cette valeur de C, et qu’on observe que
la supposition de C= ¢’ donne /"= X, ou qgue
la différence #”— X s’évanouit quand C— €' =,
on en conclura que, du moins par son développe-
ment, 'expression de # — X doit pouvoir étre mise
sous la forme

F=X=7'(C=C¥ + P"(C—C) +etc.,

%) L
les exposans g , v, etc. étant tons positifs, et les quan-
tités 77/, 7', etc. indépendantes de C— €', On peut
prendre (C—C')* = k; la quantité % demenrera
arbitraire aussi bien que la quantité C; et changeant

- & . “
aussi = en g, e étant alors > 1, il viendra

VemX=F'h+ P°h# + etc.,
d’ott
=X Vbt PrhE oete,

expression qu’on pourra regarder comme le dévelop-
pement de la valeur compléte de g

Cela posé, siI’on représente par dy =pdz, équa-
tion différentielle proposée  résolue par rapporta dy,
cette nouvelle équation, & laquelle satisfait par hy-
pothese, Féquation J =X, devra étre vérifice indé-
pendamment de %, par la valeur compléte de y. En
désignant d’abord celle-ci par X - £ | il faudra , pour
la substituer dans dy = pdz, chercher ce que de-
vient p, lorsquon y change y en X + . Soit

Py PR prn -+ ete.
le développement de cette valeur de p , les exposans

m, n, etc., ‘que je suppose rangés dans Lordre de
leur grandeur, seront nécessairement positifs ; car p
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ne deyient pas infini quand k=o, puisque I'équation
y=2X, qui ne donne pas dy infini, rend identique
Véquation dy=pdz, en sorte que dX=Pdz.

Lorsqu’on fait y = X -k, on a pour résultat

dX 4= dk = (P + Pk + P"k" 4 ete.)dx,
que Véquation dX=Pdx réduit
dk = (P'k™ 4 P"k" 4~ etc.)dx ;
et remettant pour k le développement
V'h4 P'RE - etc.,

il vient

P hrda(F P R ete )"

WP 4= h¥d P dete.=< +P'E dz (P F " h ¥ Fete.) p(A4),

+-etc.

équation d’aprés laquelle il faut déterminer 77,
7", ete., indépendamment de . En ne prenant d’a-
bord que les termes ot cette quantité a le plus petit
exposant, on forme I'équation

M — P nhadz,

qui ne peut avoir lieu, quelle que soit &, que quand
m=1; dans ce cas k disparait et il vient

dP' =P Pz, V' =elPlz

Quand m>>1, on ne peut plus comparer le premier
terme P'7'"h"dz du second membre au terme AdZ’
du premier; mais on fait disparaitre celui-ci en posant
d7”’ = o, ce quidonne 7’ =const., ou plus simple—
ment, #'=r1; puis on suppose x=m, et lon a
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47" =P'de, douil résulte "= fP'da; etenpour-
suivant de cette maniére on trouve tous les autres
termes de la série.

Quand m <1, il n’est plus possible de satisfaire
Péquation (4) en aucune maniére, puisqu’on ne sau-
rait comparer le terme P'7'"hmdzx ni av terme hdP,
ni & aucun de ceux qui le suivent, et dont les ex~
posans surpassent tous I'unité; 'équation y—=2X ne
pouvant alors admettre une constante arbitraire, n’est
pas une intégrale particuliére,, mais une solution par-
ticuliére,

327. Ceci fournit un procédé pour découvrir immeé-
diatement les solutions particuliéres des équations
différentielles du premier ordre, sans connaitre leur
intégrale compléte. En effet, le développement de p,
quand on y change y en y -k, serait en général,
par le théoréme de Taylor,

dpk  d&p &
dr1 " dyiie

et lorsqu’il prend la forme

pHEC BT et

P 4 Pk - etc.,
m étant <_ 1, le coefficient différentiel %—1; devient jn-

fini (89): il faut donc que la différentiation par la-
quelle on passe de p  ce coefficient, améne un diviseur
qui s’évanouisse. Il résulte de 1a, que si lon repré-

d K ; ;
sente Lppar—, toute solution particuliere donnera
dy

L=o, et sera par conséquent un facteur de [, et
réciproquement , tout facteur de L qui ne le sera pas
en meéme tempsde K, et qui, dtant égalé a zéro, vé~
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rifiera Uéquation différentielle proposée, en sera une
solution particuliére.

On évite la résolution , par rapport a dy, de Ié-
quation différentielle proposée, en remarquant que
si Z=o désigne cette €quation, Z étant fonction
dez, yetp, lorsqu’ou e‘critpdx au lieu de dy, ona

dZd + f]j + dp =105
dZ
p dp__dy
d’out a—; iz’
dp

et que si 'on a préparé I'équation Z= o de maniére
qu’elle ne contienne ni fractions ni radicaux, il suf-

fira, pour rendre 3—5 infipi, d’égaler 4 zéro un facteur
de L ‘ ]
dp

On n’obtiendrait ainsi que les solutions particu-
lieres dans lesquelles entre y ; mais on parviendrait &
celles qui ne renferment que z, et qui sont de la
forme x == const., en considérant, dans la proposce,
x comme fonction de y.

328. Je vais chercher par cette méthode, d’abord
les solutions particulieres de I'équation

zdx + ydy =dyV z'+ y*—a*
du n° 324, Cette équation devient, aprés I'évanouis-
sement du radical,
a*dz® + axydady + (o — x2%)dy*=o,
ou
2 daxyp 4 (@ — 2W)p* = o,
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et la différentiation donne

iz ;i
1 =27 + 2@ —=p:

la solution particuliére cherchée doit done étre telle,
qu'a laide de la valeur'que sa différentielle fournit
pour p, elle vérifie en méme temps les deux équations
z*  axyp + (@ — x)p* = o,
zy + (@ — x)p =o.
1l suit de la que, sans le secours de sa différentielle,

elle vérifiera 1'équation résultante de 1’élimination
de p entre les deux précédentes. Cela posé, Véquation

oy + (@ —

multipliée par p et retranchée de la proposée, con-
duit a

x)p = o,

9 < b
x-zyp =0, dou p=-——_;
et substituant cette valeur de p dans la premitre, on
trouve 'équation

Rt gt

quon sait étre une solution particuliére de la pro-
posée.
L’équation plus générale y = pr - P, étant traitée

de la méme maniére, conduit a g—-z =z 4+ dl[: s clest
p
‘done & I’équation
x 4 d—P =o,

que doivent satisfaire les solutions. particuliéres ; et
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clles résulteront de Uélimination de p entre celle-ci et
I'équation différentielle proposée.

Enfin, pour donner un exemple des solutions par-
ticulieres de la forme j = const., je prendrai Vé-
guation

&

dx

=b(r—ar,
de laquelle on tire immédiatement

dp =

& E:m_b(_y——a)'" A
Cette expression ne peut deyenir infinie que quand
Pexposant m—1 est négatif , et quon a en méme
temps y==a, valeur qui ne satisfait 4 la proposée
que lorsque m est positive : il faut donc que Vexpo-
sant 7 soit une fraction positive. Dans ce cas y =a
est une solution particuliére, tandis gue Iintégrale
compléte. est

(e e
1—m

— bx = const.

329 En général , parmi les fonctions algébriques,
il n’y a que les radicaux qui acquitrent un dénomi-
nateur par la différentiation, et qui puissent par

3 dp 1
conséquent donner i et lorsque p a une va—
leur finie : c’est done dans les radicaux qu’il faut cher-
cher les solutions particuliéres, en égalant & zéro les
fonctions qu’ils affectent, et en s'assurant que les
dquations résultantes satisfont & la proposée. Par ce
procédé , 'équation

zdz + ydy = dyV @+ y'—a*



494 TRAITE BELEMENTAIRE
donne immédiatement z° & y*—a’==o0; et Péquation

Jdx—ady — nV/ dz®* + d_y—"‘,

de laquelle on tire

dy —ay  aVz4y—n
de = w—z n*—zg i

conduit & 24 y*—n*= o, comme on 'a déja trouvé
de plusieurs maniéres.

. ’ . . .
Des méthodes pour résoudre par approximation
les équations différentielles.

330. Quand une équation différentielle ne peut s'in-
tégrer par aucun des procédes connus, il faut chercher
a la résoudre par approximation, c’est-i-dire 4 en
tirer la valeur de y en z, au moyen d’une série. On
a déja vu dans le n° 298, comment celle de Taylor
pouvait s'appliquer 4 cet usage ; on peut aussi prendre
pour - une série & coefficiens indéterminés , ordonnée
suivant les puissances de z ; mais il faut le plas sou-
vent des artifices particuliers pour déterminer les
exposans, lorsqu'ils ne suivent pas la progression des

nombres- entiers. Quand la forme de cette série est

connue , on parvient & trouver ses coefficiens, en la
substituant, ainsi que ses différentielles, au licu de 7,
dy, d°y, etc., dans Iéquation proposce.
Sil'on avait, par exemple, Péquation
dy + ydz = mzx"dz,

on supposerait

J = dz* 4 Ba*t! 4 Cx*T? foetc. ;

AT (e 1) B (a+-2) C2F 1 4 (0 4 3) D22 et
—x" Ax*+ Bt

; m
one=n~1,et /I=:, B:
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mettant cette ‘valeur et sa différentielle dans I'équa-
tion proposée , en observant d’assembler les termes
de maniére qu’on puisse former un nombre suffisant
d’équations pour déterminer les exposans et les
cocfficiens, sans tomber dans des contradictions, on
aurait -

Cx* T2 etc. }

équation qu’on rendrait identique en faisant n—=w—1,

st m
alet-1)" T aed-1) (@42)’
—m

P e erae+d

ce qui donnerait

v
ett.;

xu+| .z.u-'ra
-"'="'[n+ 1T (i) (n+2)

a3 =
* e EEs

Cette valeur de y est incompléte, puisquielle ne
renferme point de constante arbitraire; il en sera de
méme pour tous les cas o la constante ne peut étre
isolée de la variable =, dans le développement de
Pintégrale ; mais, d’aprés ce qu’on a vu dans le n° 299,
on arriverait & un résultat aussi général que Pintégrale
compléte, si I'on pouvait lui donner une forme telle
quen y faisant z=a, il vint y=20; or clest ce
qui s’effectue en posant x=a-+¢, y==>0-+u, et
prenant pour représenter u, une série dont tous les
termes s’évanouissent quand £ = o.

3
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L’équation dy -+ ydx = ma"da devient par cette
transformation, du + (b 4 u)dt = m(a + §7de; e
faisant
uw= A* + B L €A o ete.,

on trouvera

/
A o (w 1) B - (@ 4 2)CAT - etc.
SR At Bra il ctcA)\ £

93
n(n—i)

n ;
—ma"—m-a*"'—m a" 4 — ete, S
I

il faudra supposer dans cette équation e —1==0, ou
a=—1, et il viendra

mna"~'— ma* 4 b i
Ad—=ma"—b, B=—~—2———», y
mn(n —1)a""*— mna" "' 4 ma"* — b
[ di— 2.3 , ele.

331. L’emploi des séries a coefficiens indétermings,
dans les équations du premier degré et du second
ordre , présente quelquefois des circonstances qu'il est
a propos de connaitre , et dont I'équation trés simple

d*y - ax"ydxs — o
offre un exemple remarquable.
Si 'on suppose
y=da* + Bz*td | Cxr 2 L etc.,

on aura
A= {u(a—-l)Az“_’

4 (@4 )@+ &—1)BastI—2

4 (& 4 28) (@4 28 — 1)C2* =2 L ete, Jdw,
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az’ydx’ = { adzttn

+a Bmu-{-d‘—l—n

+aCzs 2037 | etc Fdah,

On voit d’abord qu'il ne sera possible de faire corres-
pondre les termes

ale—1)A2% 2,  adz*TH,

par lesquels commencent ' respectivement les ex—
pressions précédentes, que daws le cas particulier ol
n=—2; mais il suffira de poser

@#=—0, Ou w=TI,

pour faire disparaitre le premier terme de la: valenr
de d?y; et le second, dont Uexposant est z=-d — 2,
pourra étre comparé avee a4z* 7 : il résultera de la

d—a=n, dou d=n-a.

A partir de ces termes, les deux séries se correspon-
dront exactement, et pour déterminer les coefficiens,
on aura les équations

(e &)+ d—1)B+ ad=o,
(e +2d) (e+20—1)C + aB =o,
ete.,

dans lesquelles 4 demeure arbitraire.

Si Pon y met successivement les deux valeurs de
avee celle de &, on obtiendra pour 5 les deux déve-
loppemens

adx™? 4+ o i
(nt1) (n42) ° (n+1) (n+ 2) (2n + 3) (2n+ 1)
2 H?Ax'{nﬁ-ﬁ
T 1) (0 2) (on 1 3) (2r-4) (304 5) (3 g Tcten

Cale, diff., 5° édition. 39

A
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o adxrt? i a® Axintd
E o) (n+3) * (n2) (14-3) (2n+4) (2n-5)
ad Axint7

T aTD DR ent S G O BaEy T
1ls' me sont encore que particuliers, puisqu’ils ne
contiennent que la constante arbitraire 4 ; mais en
écrivant dans le dernier 4, , a la place de 4, et pre-
nant ensuite leur somme , on aura,  cause de la forme
particulitre de ’exemple proposé (3o9), Vexpression
générale de y.

332. En terminant ici ce qui regarde 'intégration
approchée des équations différentielles, je dois dire
que les méthodes exposées ci-dessus, ne donnant que
bien rarement des séries convergentes , et seulement
pour des valeurs trés limitées de la variable indé-
pendante, ne sont gucre en usage. Dans les probléemes
physico-mathématiques auxquels s'appliquent les ap-
proximations du €alcul intégral, il ne s'agit le plus
souvent que de déterminer les petites corrections qu'il
faut faire & une premitre valeur approchée, connue
dailleurs et considéréde comme un €tat moyen. La
vraie valeur cherchée ne s’en écartant que par des
fonctions dont on peut négliger d’abord le quarré et
les puissances supérieures, on réduit au premier degré
les équations différentielles qui déterminent ces fonc-
tions, et Pon y applique ensuite des procédés qui sont
encore trop variés pour pouvoir entrer dans les elé-
mens ; aussi les trouve-t-on toujours développés dans
les divers traités spéciaux ot Uon s’en est servi.

DE CALCUL INTHGRAL. 499

Résolution de quelques problémes géométrigues,
dépendans des équations différentielles.

333. La mise en équation des problemes géomé-
triques dépendans des équations différentielles; ne
reposant que sur les propriétés des tangentes, des
normales, des rayons de courbure, ne présente pas
plus de difficultés que les autres traductions analy-
tiques, lorsqu’on connait les expressions des lignes
qu'il faut considérer; aussi n’en donnerai-je que quel-
ques exemples.

Jobserverai d’abord que intégration des équations
différentielles du premier ordre s’appelle aussi Mé-
thode inverse des tangentes , parce que toute équation
différentielle de cet ordre, donnant 'expression de %{
en @ et en ¥, fait connaitre la relation qui existe entre
les coordonnées et la soutangente, ou la tangente, ou
la normale, ete., dans la courbe qu'elle représente.

; Asg s araiad
En effet, si de 'équation propesée, on tire d—‘y- =p,
=
la soutangente aura pour expression %, la tangente

‘N%P—, ete. (66). On inventa le Calcul différen~

tiel pour mener des tangentes aux courbes, cest-
d-dire , pour résoudre le Probleme direct des tan-
gentes : on s'occupa ensuite du Caleul intégral, pour
parvenir aux équations primitives des courbes par
les propriétés de leurs tangentes ; mais les progrés et
les nombreuses applications de ce Caleul ont fait aban-
donuer la dénomination de Méthode inverse des tan-
gentes, qui ne convenait qu’a un seul de ses usages.
das
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Dans les premiers temps on chercha A déterminer
par les aives, ot méme par les arcs de quelques
courbes connues, Vordonnée de la courbe demandée;
depuis, on a laissé ces constructions de coté, parce
que, quelque €légantes quelles fussent dans la
theéorie, elles élaient toujours moins commodes et
surtout moins exactes, dans la pratique; que les for-
‘mules approximatives qui ont pris leur place.

Une équation différentielle ne peut se construire en
général que lorsqu’on en a séparé les variables,
parce que Vexpression de 'une d’elles ne dépend plus
que de la quadrature d’'unc courbe dont Véquation
‘primitive est connue.

334. Jeprends, pour exemple, la construction des
courbes dans lesquelles la soutangente est égale & une
fonction donnée de Vabscisse x; I'équation différen-

tielle de cette courbe sera bl
dy

= X, X désignant la

fonction donnée. Les variables se séparent sur-le-
S i dy

champ, dans cette équation, et il vient S d{—‘

Multipliant alors les deux membres par une quantité

mdy mdx

constante 77, ona —*— Sa et désignant par Ly
2

le logarithme de y, pris dans le systéme dorit le mo-
dule est m, Uintégration donne

I __/‘mdx_r
T o R

En construisant d’abord la courbe DN, fig. 57, telle

midx

X

que Vordounée correspondante 4 Vabscisse 4P, soit

-
PZ\":—’%, Iaire ADNP donnera ‘Ja valenr de
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L
m'dx ol :
22—, On réduira cetle aire @ un reetangle 7Q,
dont le coté AF soit m; Vautre coté; AQ , exprimera
T IR OE = 2
— —; décrivant ensuite , sur le module m, la
m X
logarithmique ER, dont les ordonndes soient perpen—
diculaires a Paxe AC, et €levant par le point Q la
perpendiculaive R, on aura L.RQ = 4Q (112),

ou L.AQ = x;fm’;lx : RQ sera donc égale & Vor-

donnée PM de la courbe cherchée.

Il faut bien remarquer (ue ceite construction
nesige pas que Uon ait Vexpression analytique de
la foriction X; on pourrait prendre & sa place l'or—
donnée d’unc courbe quelconque rapportéed Vaxe 45,
et effectuer sur cette ordonnde et sur la ligne arbi-
traire m2, les opérations graphigues indiquées par les
formules ci-dessus, On voit aussi que la ligne m n’a
été introduite que pour rendre ces formules homo-
génes , et peat étre supposde égale a Punité.

335. Je vais encore rapporter la solution d’un pro-
blonie célebre dans les premiers temps o l'on s’est
occupé du Caleul intégral, du probleme des trajec—
toires. 11 a pour ohjet de déterminer la courbe qui
coupe, sous un angle donné , toules celles d'une espéie
donnée. On entend ici par courbes d’une espece don—
née, les diverses courhes porticulitres qu'on obtient
en assignant successivenient A l'une des constantes
’une équation primitive, toutes les valeurs possi-
bles. Si, par excmple, on fait varier le paramétre
d’une parabole , il en résultera une suite de para-
boles rapportées au méme axe, ayant méme sommet,
ct dont les extrémes seront d’une part Vaxe, et de
Vautre Ja ligne qui lui est perpendicnlaire et qui passe-

o
U
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ﬁ.ul'ble sommet : la courbe qui coupera toutes celles-
¢i, sous un angle donné, en sera la trajectoire (¥).

58. Soient DN, DN, D'N’, etc., fig. 58, les courbes
coupces et MZ la courbe caupante, ou la trajectoire
ch\erchée ; si par 'un quelconque M de ses points on Inj
méne une tangente /M¢, et qu'on tire aussi celle dela
courbe coupde qui passe par ce point, Vangle T4,
d’aprés énoncé dela question,, doit étre égal  Pangle
donné. Je désigne par z’, ' les coordomnées des
courbes coupées, par @, y celles de la courbe cou-
pante, et par @ la tangente trigonométrique de
Vangle constant 7'M, qui est égal A la différence des
angles J40'P, MtP, dont les tangentes respectives ont

=i
pour expression :j—‘;f, et Jf (66) ; la relation

tang TMt = tang (M(P — MT'P)

93
donne ensuite @@= u
dy dy’

l+<T:E dz’

(Zrig. 26).

AJP supposeral ici que ’on connaisse I’équation pri-
mitive des courbes coupées ; on en tirera par la dif-
or 1 1 r . . .
fu'lcnuatmn , dy'= pda’, etVéquation ci-dessusde-
viendra

el dy _°
a(,+},a:;)+_p_a::o....... (4).

11 faudra écrire partout x et y, au lieu de =’ et de 7,

(*) On donne aussi en M-.-"caniquc le nom de trajectaire, i la
courbe que décrit un corps sollicité par des forces quelconques;
mais il ne saurait étre question de cette espéce de trajectoire dans
up ouvrage consacré uniquement i I’Analyse et & la Géométrie.
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parce qu'au point 3, la courbe coupée et la courbe
coupante ont les mémes coordonndes. Cela fait; si 'on
élimine , entre I'équation (A) et Véquation primitiv?:'
des courbes coupées, la constante dont les différentes
valeurs particularisent chacune de ces courbes, on
aura un résultat qui embrassera toutes Jeurs inter-
sections successives avec la trajectoire, et en sera par

conséquent I'équation. :
Soient, pour exemple, les paraboles ayant méme‘axe

ot méme sommet , et dont Véquiation est y*=wz"";
S m—1

mie. . .
il viendra p = S On pourra chasser imniédia~
n

tement de cette expression, au moyen de 'équation
proposée , le paramétre « qui particularise chaque
parabole d’un méme degré; substituant le résultat
dans Véquation (4), aprés avoir changé z’ et y"enx
eten y, et divisant ensuite par Zm=1y 1 on trouvera

Tn—1

a(nzdx + mydy) +mydz — nxdy —o.

Cette équation étant homogene , peut se traiter par
le procédé du n® 283. Lorsqu'on a m=n=1, elle
devient intégrable en la divisant par £* 4 y*, puisque

xdx + ydy =
2 g? e d-l‘/;r 7 ¢
ydz—axdy
e

et que —d.are (tan{;: .J;;r) (279) s on a
done Ayt 4 arc(tang: 3) =G

2 2
ou al Vizidy =arc (tang e Z),
¢ G
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¢n changeant la constante arbitraire. Si Pon fait

‘/.z-*_}..rn =,  are (t:mg :l) =0
%

on retombera sur I’équation des spirales logavithmi-
ques, qui ont Ia propriété de couper leur rayon vee-
teur sous un angle constant (128). En effet, dans le
cas actuel, les courbes coupées ne sont antre chose
que. toutes les lignes droites mendes par Lorigine des
coordenndes, et dont Uéquation est 3" — ez,
SiTon voulait que Vangle 707¢ fut droit, il faue
drait supposer a infini, et par conséquent ne tenir
compte que des termes qu’il multiplie; Péquation
ci-dessus se réduirait i nede 4-myd y=o0, dontVin-
tégrale nx*bmy*—c monure que la courbe qui
coupe a angles droits toutes les paraboles proposces,
est une ellipse déerite surle méme axe que ces courbes
etayant pour centre leur sommet commun. Les tra-
Jectoires ol Yangle 7'Me est doit, s’appellent tra-
Jectoires. orthogonales, et la. supposition de a infini,

dans Véquation (4), donne l-f—_pd‘Ty = o pour leur
Ee
¢quation différentielle.

336. Les considérations géométriques, comme on
2 res 3 3 . . “ .
19'atmonu, dans le n® 298, élablissent aussi la possi-
bilité des équations différenticlies 4 deux variables.
. ¥ 5 g g 3 . oy
En effet, quand il sagic d’une dguation du premicr

dre 0 1 ‘] G 3 "
ordre; on w'en tive que la valeur de &2 qui exprime la

da

tangente tigonométique de langle que fait avec
la .Ilgue des abscisses, Ia tapgente de la courbe re-
lative & cette équation. Prenant donc arbitrairement
les coordonnées 4P =a, PM =, d’un premics

DE CALCUL INTEGRAL.
point M, fig. 59; on ménera la ligne M7 faisan
avee M, paralltle a A5, un angle M'MQ dontla

: iy

] .

tangente soit égale a la valeur correspondante de =

5ob

cette droite touchera au point 3 la courbe cherchde.
En regardant Ja courbe et sa tangente, comme con=
fondues ensemble, dans les environs du point de
contact, la droite M7 déterminera, pour un point P’,
infiniment proche de P, Pordonnée P'M’ avee la-
quelle on caleulera, par Iéquation différentielle pro=-
posée, la tangente de Vangle M°M'QY relatif a la
tangente M7’ conséeative 4 M7 La continuation
de ce procédé donnera un polygone qui, a mesure
quon en multipliera les cotés, différera  d’antant
moins de la courbe a laquelle appartient équation
proposée. Il résulte aussi de cette construction, qu'une
équation différentielle du premier oxdre représente
une infinité de courbes, puisqu’on peut prendre le
premier point A7 ot Von voudra.

Dans les équations du sceond ordre, quine donnent
4 , on substitue les paraboles oscu-
Cilois
latrices aux tangentes. Ayant pris arbitrairement un
premicr point dont Vabscisse et V'ordonnée soient
z=aet y=>0, on forme P'équation

que la valeur de

y—>b=d(@—a) + B(x —a),
qui appartient & une parabole passant par ce poiat.
En la différentiant deux fois de suite et faisant x = a,
on en tire
dy A2y
s et AR
dx ik 4

le coellicient A4 demeure arbitraire , mais £ cst déter~

L FIG- 50.
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miné ¢n mettant dans I'équation proposée, a, b, 4,

% d ;
au lien de z, 7, H{: : on construit donc en premier

lieu une parabole MN, fig. 6o, qui passe par le
point M, et dont la tangente & ce point fassé, avec
Pabscisse, un angle ayant 4 pour tangente trigo~
nométrique. On calcule la valeur de V'ordonnée P’}
dr
dx
point P', trés prés du point P, sur laxe des ahs-
cisses; puis mettant ces valeurs dans U'équation dif-
férentielle proposée, on en déduit une nouvelle valeur

de cette courbe et celle de correspondantes 4 un

de %’: En représentant celle-ci par 28,, et par q,,6,
et A, celles de AP, P'M’ et %, on forme I'équation
s 0 H— AJ(I —a,) +B.(:c—a,)‘,

de la seconde parabole osculatrice 2'N’ avec laquelle
on en déterminerait une troisitme , et ainsi de suite.

On modifierait aisément ce procédé pour y rempla-
cer la parabole osculatrice par le cercle osculateur, ou
pour P’étendre & tous les ordres.

337. Le probléme suivant va montrer comment les
considérations géométriques conduisent a la théorie
des solutions particuliéres , que j’ai exposée dans le
n° 323. Trouver une courbe telle , que toutes les per—
pendiculaires abaissées d'un point donné, sur les
tangentes de cette courbe, soient égales? Pour par-
venir & Péquation différenticlle, il faut se rappeler
qu'en nommant z ¢t y les coordonnées d’une courbe,
z' et ¥ celles de sa tangente, Véquation de cette

droite est y'— ':f%_(x’-—x) (68) ; prenant pour
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origine des coordonnées le point connu, duquel doi-
vent étre abaissées toutes les perpendiculaires, chacune

ey s
d’elles aura pour équation y’=—-d—; z' (Trig-9o),

et sa longueur sera exprimée par V24 Enmet-
tant pour ' et pour y’, les coordonnées du point
oft elle rencontre la tangente qui lui correspond, et
dont les valeurs s’obtiennent par les denx équations
ci-dessus (Z’rig. 92), on aura, en vertu de ces équa—

tions, L]
- (xdy—ydx)dy (. (xdy—ydz)dz
= e tdy T dz-dy?

Véquation différentielle de la courbe cherchée sera
done ;
zdy — ydz=nVdz* 4 dr"

Cela posé, il est facile de voir que le cercle dont
le rayon =7, ¢t dont le centre est & Porigine des
coordonndes, satisfait d la question. Ce cercle ayant
pour équation y*~-ax*==n", est précisément la so-
lution particuliere trouvée n® 297; mais toute ligne
droite située, par rapport a origine des coordonnées,
de maniére que sa plus courte distance & ce point, soit
dgale & n, résout également le probléme proposé ; et
comnie il y a une infinité de lignes droites qui peu-
vent remplir cette condition, c’est dans l'équation
quiles comprend toutes que réside Vintégrale com-
plete de Yéquation différentielle trouvce ci-dessus, et
qui est en effet

j—-cm.—;n\/x—f—c’ (297)-
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Une circonstance digne de remarque et qui s"aper—
goit sur-le-champ, c’est que toutes les lignes droites
dont on vient de parler seront nécessairement toy-
chées par le cercle représentant la solution particu-
liere , puisqu’il a pour rayon la_ perpendiculaire
abaissée sur chacune d’elles.

La méme relation a lieu entre les diverses courbes
(ue représente Vintégrale compléte d’une équation
différenticlle du premier ordre, et celle qui résulte
d’une solution particuliére de cette équation : la
dernitre touche toutes les autres. En effet, Péquation
différentielle, ne déterminant que la direction dela
tangente, doit étre salisfaite par toute courbe qui,
dans un point quelconque , aura la méme tangente
que Pune des courbes déduites de l'intégrale com-
pléte; or, c’est ce qui arrive a la courbe qui touche
toutes celles-ci. ;

11 suit de 1, que la développée d’une courbe n'est
autre chose que la solution particulitre de Véquation
différentielle qui représente toutes les normales de
cetie courbe (80), et que celle-ci, Cest-a-dire la.
développante , est pareillement la solution: particu-
litre de I'équation différentielle commune & tous ses
cercles osculateurs, mais avec la différence que les
contacts sont du second ordre,

La laison établie dans le n° 323, entre les inté-
grales complites et les solutions particulitres, se
déduit aussi des considérations géomdtriques; car
chaque point du cercle de Vexemple précédent, peut
¢ire regardé comme Vintersection de deux tangentes
conséeutives, c’est-i—dire comme lintersection de
deux droites fournics par deux valeurs consécutives
données a la constante ¢; Vabscisse et Pordonnée de
cette intersection dépendent des valeurs de ¢, qui
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par conséquent est & son tour fonction de ces quan-
tités, ou de x etde . I1 est évident que pour former
Péquation d’une ligne consécutive a celle que repré-
sente I'équation

Jf—cx:n\/I«i-c!,

il faut différentier celle-ci en faisant varier c; et
puisqu’on ne cherche que Pinterseetion de ces deux
lignes , point ot leurs coordonnées sont communes,
on doit regarder & et y comine constans : cette inter—
section sera done déterminée par les deux équations

J—cx = n1/1+c’,
ne
Vit

si I'on assigne & ¢ une valeur particulicre. Mais si I'on
¢élimine ¢, le résultat, ne désignant plus aucune in-
tersection en particulier, embrassera tous les points
résultans des rencontres des droites fournics par toutes
les valeurs de ¢, et combinées deux 4 deux conséeu-
tivement , c’est-a-dire, le cercle qui est la solution
particuliere, et qui se déduit encore ici de la va-
riation attribuée & la constante arbitraire de Pintégrale
compléte. Les mémes remarques se vérifient sur les
développées, lorsque Von considére ces courbes comme
produites par les intersections des normales conséeue
tives de Ta développante (8o). -
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De Ulintégration des équations différentielles
contenant trois ou un plus grand nombre de
variables.

Des équations différentielles totales.

338. Les fonctions qui dépendent de deux ou d'un
plus grand nombre de variables, different de celles
d’une seule, en ce qu'elles ont pour chaque ordre
plusieurs coefliciens difféventiels. Si z, par exemple,
est une fonction de deux variables , il aura, pourle
premier ordre, deux coefficiens différentiels, savoir,
d__z_, < , I'un pris en faisant varier = seul, et l'autre
dz’ dy
en faisant varier 7 senl. Dans le second ordre, le
nombre de coefliciens différentiels s’éleve a trois, et
sTaccroit ainsi successivement d’ordre en ordre (44).
Pouar remonter des coefliciens différentiels d’une fone-
tion de deux oud’un plus grand nombre de variables,
a cette fonction, il se présente plusieurs cas:1°% on
peut avoir tous ses coefficiens différentiels d’un méme
ordre , exprimés par les variables indépendantes, ce
qui donne explicitement les différentielles totales de
la fonction cherchée, & laquelle on parvient par les
procédés exposés dans les n® 278 — 280 2°. la fone-
tion elle-méme peut entrer avec les variables indé-
pendantes , dans les expressions des coefliciens dif-
férentiels, ce qui fournit une équation difféventielle
totale; 3° enfin, on peut n'avoir qu'une relation
entre ces coefliciens, la fonction dont ils dérivent et
les variables indépendantes.

33¢. Je m’'occuperai d’abord du second cas, en
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considérant I'équation
Pdz + Qdy 4 Rdz = o.

Elle s’intégrerait par le procédé du n® 280, si le pre-
mier membre était une différentielle exacte a trois
variables; mais s'il ne U'est pas, il est susceptible de
le devenir, par le moyen d’un facteur convenable,
quand cette équation dérive d'une équation primitive
u=c; cela se voit comme pour le cas de deux va-
riables (28¢). En effet, Véquation différentielle pro-
posée doit alors s’accorder avec

du du du
d—.rdx - Iyd'r-'-d—zdz—o’

c’est-a-dire que les valeurs de dz, tirées de 'une et de
'autre , doivent étre identiques, indépendamment de
dx et de dy (136) ; or ces valeurs étant respectivement

du du
ey QN T e dr
dz_—Rd:z'—-J—-id_y, de———adx—-a—l—ldly,

dz dz

il s’ensuit que

du du (_]E du du
d_x=5, “._7':2’ d’en ﬂ:ﬂ:ﬂ?
dua . R dussR vk Q s
d2 - =gy

et nommant g les quotiens indiqués, il viendra
du = pPdx + xQdy -+ pRdz.

Gela posé, pour que cette différenticlic soit exacte,
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il faut encore qu'elle vérifie les conditions

d.,up__nl.‘u.o d.xR __d.,up ApQ_ dpl
e Sl e G e

dont le développement fournit les équations

P - dQ de  ~dr
At e i R g

/4R ..dP dee dee
e e e
AQ _ dRY pipds gl

E\idz | Ay +QE— dr

On apergoit bientot que la fonection g disparait quand
on multiplie la premitre de ces équations par R, la
seconde par Q, la troisiéme par P, et quion ajoute
les produits; car la somme, étant divisible par g,
se réduit a

(2 39) 4 o(B TN AR )= B,
dy dx dr dz dz  dy.

équation de condition qui doit d’abord étre satisfaite
par la proposée, pour que celle-ci puisse devenir dif-
férentielle exacte , au moyen d’un facteur, et qu'elle
puisse par conséquent dériver d’une équation pri-
mitive 4 trois variables , ou, ce qui est la méme chose,
&tre vérifiée par une fonction de deux.

Gette derniére considération méne aussi a Uéquation
(B), par lapplication immédiate du théoreme du
n° 278; car si Uon avait V'expression primitive de 2
enzeten g, et qwon la substitudt dans celle de dz
tirée de I'équation

Pdx + Qdy + Rdz =0,
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il en résulterait nécessairement une différentielle
exacte & deux variables, et de la forme

dp d
dz = pdar + qd il
el iy B0 g S

Mais dans le cas actuel , on
[) = — = g T — 5

P, Q, R renfermant z, il faut, dans les différentia~
tions indiquées, le faire varier aussi, et mettre en

conséquence p et ¢ & la place ded-—z et ded—z ; alors
dz dy’ {

: d dg: .
au lien de ﬁ-_—_zg, il viendra,
dp dp _ dg dg
R P P
ou
dp _dg dp dg
il G P

a5 3 P 2 £
Sllonsubstntue—ﬁ,—f%, a la place de p et de g,

on aura , aprés les réductions ,

dR dP dQ dR dpP
i e AL

dy dy+ dx de+o dz P:{;_o,
'est-a-dire Péquation (B) du n° précédent.

Pendant ’long—temps on a appelé équations ab-
surjdes, eLA1 on regardait comme insignifiantes, celles
qui ne sa.usfalsaient pas a Uéquation (B) ; mais Monge
a fait YoIr que toutes les équations différenticlles &
trois variables avaient une signification réelle , et que

Y TR L
Cale. intégr., 5e ¢dition. 33
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tandis que celles dont Vintégrale €tait exprimée par
une seule équation entre les trois variables , apparte~
naient A des surfaces courbes, chacune des autres re~
présentait une infinité de courbes & double courbure,
jouissant d'une propri€té commune. Je m’occuperal
d’abori des premitres.

340. Quand ’équation (B) est satisfaite, deux quel-
conques des équations (4) suffisent pour déterminer le
facteur g, et I'on va voir que lintégration de la pro-
posée se raméne i celle des équationsa deux variables,

Pour cela, soit xle facteur qui rend intégrable la
différenticlle

Pdx 4 Qdy,
lorsque Von y regarde z comme constant; en posant
[(@Pdz + pQdyy =T,
on aura pour lintégrale cherchée
U4 Z=o,
ot Z désigne une fonction de z seul. Si maintenant on

Qdifférentie cette intégrale, en y faisant tout varier, et
en observant que d

on aura l¢quation :
dU dz
pPdz 4+ xQdy + e -+ E)dz =0,
dontla comparaison ayec/la proposée donnera

dU dZ
i P
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ou
az AU
a2 i a7’

mais, pour que la détermination de Z puisse avoir
lieu suivant Uhypothese établie, il faudra que le se~
cond membre de cette derniére équation se réduise a
une fonction de z et de Z, au moins aprés quon en
aura chassé y, par sa valeur prise dans l'équation
U + Z =o : considérant donc alors y comme une
fonction de = et de Z, on aura I'équation de condition

Tl it Nl
e

Z

ou, en développant,
dR
dr

Or, I’équation différentielle proposée, étant mise sous
la forme

de | dPUNdy

‘4R de  dU
s tigsnatlentigrgnla=%

P R
: d:f——-—-—@dx— @-dz,
donne
el e
el
On a aussi

QU P ap dee
E P agnily B Crilen b e
&2 d.pQ. .40 de
e i T

de plus, le factenr 4, rendant exacte la différenticlle
#Pdz 4 xQdy, satisfait & I'équation
33,.
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1 4P
- e ) =
¢ dx dy  dx o taop)s

: ! o d
et si Pon tire de cette dernicre, la valeur de — » pour

dx

la substituer; avec celles de

$U  BU . dy

e ae o
dans Véquation de condition trouvée plus haut, le
résultat étant réduit avec soin , sera preécisément Ié-
quation (B) : ainsi quand elle est vérifiée , 'intégration
de Véquation différenticlle proposée & trois variables,
ne dépénd que de celle des équations & deux variables,

341. Lorsque les difféventielles da , dy et dz mon-
tent au-dela du premier degré dans Péquation pro-
posée , elle ne peut s’intégrer par ce qui précede , que
qtiand elle satisfait & une nouvelle condition que je
vais faive connaitre sur équation

Pdz*4Qdy* +Rdz*+-28dzdy -2 Tdzdz+2 7 dydz=o.

Pour qu’elle puisse résulter d’une équation primitive
u==c, il faut, avant tout, qu’elle se raméne a la
forme

Pdz 4 Qdy + R'dz = o (339),

ou, ce qui est la méme chose, qu’en la résolvant
par rapport & Pune des différentielles dx, dy, dz, les
deux autres sortent ‘des radicaux : or, cest ce qui
n’arrive pas toujours ; car on a

ds = 2 | —Tdz—Fdy

=V (T°~PR)dz" 4 3(T7-RS)dzd y 4 (F *~QR)dy*},
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et si la quantité qui est sous le radical , n’est pas un
quarré parfait, ou du moins si 'on n’a pas

(T¥ — BS) = (T° — PR) (¥*— QR),

les différentielles dz et d y resteront engagées sous ce
radical. En général, quel que soit le degré de Vé-
quatlon proposée , par rapport a dz, dz, dy, il faut
quétant ordonnée suivant les puissances de dz, elle
puisse se décomposer en facteurs de la forme

dz — pdx — gdy =o.

Des équations différentielles totales qui ne
satisfont pas aux conditions d'intégrabilitc.

342, Fai fait voir, dans le n® 339, qu'une équation
différentielle du premier ordre & trois variables, de
la forme Pdx +- Qdy - Rdz=o0, ne pouvait étre sa-
tisfaite par une fonction de deux variahles, qu’autant
que l’équation .

dR d
P B -— Q Q + Q —P s =05

dy d _y dx dz
était identique par elle-méme; mais en établissant une
dépendance quelconque eitre &, ¥, z, on changera
Véquation proposée , dans une autre qui ne contiendra
plus que deux de ces variables, et déterminera par
conséquent Pune de celles-ci en fonetion de I'autre.

Si 'on avait,, par exemple, Véquation

dz zdx - ydy

t—ec  x(x—a)+ y(yr—2>o)’

qui ne peut remplir la condition énoncée ci-dessus,
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tant que @ et b ne sont pas nuls, et quion y fit
¥ =0(x), ¢ désignant une fonction quelconque, elle
se changerait en

dz  [z4e@)e(x)ldx

z—c¢ a(x—a) + o(@)[o(x)— 8]’
et donuerait autant de-relations différentes entre z
et x, que I'on assignerait de formes particulitresa la
fonction @.
En prenant ¢(x) =2, on aurait

dz” sxdx iy 2dx
z—c¢ al@—a)ta@—bT 2x—a—1b’

d’ou Von tirerait z— c== C(2x —a—¥b), € étant une
constante arbitraire ; et la proposée serait satisfaite par
le systéme des équations ;
=
z—c¢=C(r—a—10) }

Newton, dans son Traité des Fluxions (¥), avait
d¢ja indiqué cette manidre de résoudre les équations
différentielles qui contenaient plus de deux variables;
mais elle a Vinconvénient d’exiger une intégration
pour chaque résultat qu’on veut obtenir, et Monge
a remarqué, en 1784, qu'on pouvait, par lintro-
duction d’'une fonction arbitraire, parvenir a un sys-
teme général d’équations qui en donnit une infinité
de particuliers, satisfaisant tous & la proposée.

343. Le procédé que I'on doit suiyre pour intégrer
Véquation

Pdx 4+ Qdy + Rdz=o,

(%) Vewtont Opuscula, t. I, p. 83, ddition de 1744.
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par ‘une seule équation primitive, ]orsquc.]a. chose est
possihlel (340) 5 conduit aussi & la solunorlx la _plus
générale que L'on puisse obtenir pour cette équation,
dans e cas contraire, En effet , si on Vintégre d’abord,
en regardant une des variables qu’elle renferm}c
comme constante, z, par exemple, que l’o'n repré-
sente par U=C Véquation primitiv.e qui ré'pond
4 Pdz+ Qdy=o, que Fon différentie cette équar
tion primitive, en faisant varier A la fois Z5 J5 2
et C, et que 'on compare le résultat a la proposée, on
arrivera i 'égquation

d—(—j = d—[{ — R,

dz dz

& étant le facteur qui rend Pdz + Qdy une différen-
elle exacte. A la vérité, le second membre ne se
réduira plus 4 une fonction de z seul , comme cela
arrive dans le cas ot la condition d'intégrabilit€ est
remplie , et ne pourra donner C, comme exige cette
condition ; mais il est évident qu'en’ supposant tou-
jours que C soit une fonetion de z, !’ét_p?ation pro-
posée sera satisfaite par I'équation primitive; U=C,
sil’on a en méme temps

dc__ dU

o R
faisant done C=0(z), le systéme des équations
U=0()
du iy
e )

satisfera & la proposée, quelle que soit la forme de Ia
fonction ¢ , et pourra se particulariser d’une infinite
de maniéres, en prenant @ arbitrairement.
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En appliquant ceci & I'équation

dz adae 4 ydy
z—c az—a)+ yr—>o

que j’ai prise pour exemple dans le n° précédent; on
aura
xdz 4 ydy 4ls
Pdz+Qiy=_HERTL o R L
+Qdy —a)+y(r—20)’ z—¢’
et faisant
w = 2z(x— a) 4+ y(y —0b)],

on trouvera U= 2*- y*: on obtiendra par consé-
quent les équations
) @y =0 (3)
,iE—a -+ b 5 i
g ) = lo'ia) :

Z =

Intégration des équations différentielles pa:—
tielles duw premier ordre.

344. Je vais passer au troisitme cas de la recherche
des fonctions de deux ou d’un plus grand nombre d¢
variables. Dans ce cas, on n’a pour déterminer la
fonction inconnue que quelques-uns de ses coefficiens
différentiels d’un certain ordre, ou une seule équa-
tion entre eux. Il constitue ce que P'on appelle Caleul
intégral aux différences partielles, et qulon devrait
nommer, d’aprés les remarques du ‘n° 43, Caleul
intégral aux différentielles partielles ; car, les coeffi-
ciens différentiels,, considérés isolément, ne font
connaitre que les différentielles partielles, et non pas
les différences qui sont ’objet d’un caleul & part,
quon trouvera dans VAppendice qui termine cet
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ouvrage. Le coefficient différentiel "‘d -, €tant

multiplié par dz™dy", devient Hl —dz™dy", et

exprime alors la différentielle mim, p:n rapport & x,
de la différentielle n*m¢ de z, par rapporta y, et vice
versd.

3/45. Les équations différentielles partielles les plus
simples sont celles qui ne renferment qu'un seul coef-
ficient différentiel exprimé par les variables indépen—
dantes : telles sont celles du 2° et du 3° ordre qui ont
¢té traitdes dans les n° 271, 277, Au premier ordre,
sil’on a d_z= R, R ne contenant point z, on mul-

dx
tipliera par dz, pour obtenir g—i dz = Rdzx., on

dz=~Rdx ; et en intégrant par rapport & = seulement,
il viendra

z:fRd;'+C.

Dans ce résultat, C n’indique pas une simple cons—
tante arbitraire , mais une fonction absolument in-
déterminée de toutes les variables autres que x, que
_pourrait contenir la fonction z. Si, par exemple,
z dépendait en méme temps de x et de y; on aurait
z=fRdz -+ ¢(y), en désignant par ¢ une fonction
arbitraire composée d’une maniére quelconque de la
variable » mélée avec des constantes. En général,
pour un nombre quelconque de variables indépen—

T dz
dantes s, t, u, @, y, ete., Vintégrale de o= B sera

z={(Rdx + o(s,t, u, y, etc.), parce qu’ll est €vi-
dent que la foncuon @(s, t, 1w, 3, ete.) quelle qu’elle
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soit , ne variant point quand z varie, on a tonjours

dz
= R.
Lorsque z entre dans R, Péquation
dz dz
d_r—R=°’ ou a;dx—-Rdz:g,

tombe alors dans le cas général des équations diffé-
rentielles 4 deux variables z et z; si on peut Uinté-
grer par quelqu’une des méthodes précedentes, et que
Ton désigne son intégrale par #”=const., on aura

F—=p(,t5 u, ynete)

pour I’équation primitive de laquelle dépend la fonc~
tion z. En effet, si l'on différentie cette équation en ne
faisant varier que x et z, le résultat sera de la forme

Pdz4 Qdr=o0,

et tel que-——Q:R, ce qui donne g =1
i dz

346. Si, pour abréger, on pose

z=pdx + gdy (1),
I’équation
Pp+Qe=2R _(2),
.

dans laquelle P, O, R contiennenta la fois, z, »
et z, estla plus générale qu’il soit possible d’avoir entre
les coefficiens différentiels du premier ordre petg,
lorsqu’ils ne passent pas le premier degré. En prenant
la valeur de p dans celte équation, pour la substituer
dans (1), la question sera ramenée & intégrer Véquation.

Pdz — Rdx = q(Pdy — Qdx)  (3),

DE CALCUL INTEGRAL. 523
on le coefficient g est encore indéterming. Il se pré~
sente ici deux cas: 1% la composition de P, QetR
peut étre telle, que la fonction Pdz— Rdx ne ren-
ferme que les variables z et z dont elle contient les
différenticlles , tandis que la fonction Pdy— Qdx ne
renferme que = et y; 2° T’une ou Yautre de ces fonc-
tions, on méme toutes deux , peuvent renfermer les
trois variables x, y et z.

Dans le premier cas, il existe un facteur g qui
rend Pdy— Qdx différentielle exacte (28g), et un
facteur ¢ qui opére la méme chose sur Pdz— Rdz;
en désignant ces différentielles par dMetdN, on a

Pdy— dezidM, Pdz — Rdx:i; dn,

et Iéquation (3) devient dN = %‘ dM, qui ne peut

&tre jntégrable & moins que 7% 4e soit une fonction .
I&

quelconque de M. On posera donc ZS— = (M),

d’ott ‘dN=¢'(M)dM , et en intégrant, il viendra
N=g(M), résultat dans lequel ¢ désigne toujours
une fonction arbitraire, ce qui s'accorde avec ce
won a vu sur la formation des équations différen-
tielles partielles (140).
Pour donner un exemple de ce cas, je prends
Véquation
pE + gy = N3
on en tire
P=gx,; Q=7 == iz
Pdy — Qda=xdy — ydz,
Pdz — Rdx = xdzs —nzda;
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on trouve par Vintégration des équations

xdy — ydz = o; @dz— nzdz — 0

I

—_—
xn+| r

que les facteurs 4 et &' sont respectivement L‘,
x

et que par consé ‘M= 2ol go g an
auesp equent M—-x7 N——;;.llsensmt

donc :
BUS L F
==2(%) o s ==r(2),

c’est-a-dire,, que z est une fonction homogene en 2
et 7, du degré n. En effet, Véquation px —+ gy =ns
n’est‘ autre. chose que le théoréme des fonctions hoo
mogenes donné n® 292, et dont ce qui précede
fou}*mt encore une démonstration pour le cas de deux
variables. :

: 3}{7‘. Quand les variables Z, 7 et z sont mélées
indistinctement dans les fonctions Pdy — Qdz,
Pdz-—Rdz, il nlest plus possible de rendve ces

fonctions intégrables, chacune en particulier, par le

moyen de facteurs, parce qu'on ne saurait inteégrer
isolément les équations

Pdy — Qdz = o, Pdz — Rdx ==o;

car il faut bien remarquer que z ne doit pas étre sup-
pos'é constant dans la premiére , ni o dans la seconde;
mais on peut encore transformer Iéquation (3) en une
autre qui soit une différenticlle exacte de la forme
AN=¢'(M)d# , pourvu qu’on regarde les fonctions
M et N comme contenant 4 la fois les trois variabl s
o i ;
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Dans cet état de choses, Péquation
dN = ¢'(M)dM
se développe en
dx

qui doit s’accorder avec Péquation (3). Tirant de une
et del’autre la valeur de dz, et égalant les coefficiens
des différentielles d y et dz (33g), on trouve

dv. V. 4N dM, AM,  dM
b R Y gt & G e
de+ iy + = (M)( et i z),

dN “ dam v, dm
LGP ge-r_= " Wa
AN dM”Tsz_ el

o et D

La premitre de ces €équations laisse arbitraire la
fonction ¢'(M ), puisque g est indéterminé ; mais en le
chassant de la seconde équation, on change celle~ci en

LTS8 b /S iy Ll G e
TP\dy ¢(M)d_y' P\dz Sits
dN Ay
=(3z —?¢@®) 37 )
et comme il y a deux fonctions inconnues M et IV, on
pourra partager cette derniére équation en deux au-
ires, en égalant séparément a zéro la partie qui est
multipliée par ¢'(M). On aura de cette maniére
aM | QdM (RdM
T pay P
d¥ , QdN A RdN
I P T as Y

or, d’aprés ce qu’on a vu dans le n? 321, les équations
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ci-dessus établissent que M =a, V=2 sont les int¢-
grales du systeme d’équations différenticlles

dy——%dx:o, dz—%d.r:o,

qui revient &

Pdy— Qdz=o0, Pdz—Rdz=0 (§):
cest donc & Vintégration de ce systeme que se réduit
ici la détermination des fonctions M et IV.

Prenons pour exemple 'équation
zp+ 24 =—75
on en tire d’abord

ady —zdz=o, adz+ ydz=o 4,

équations dont aucune n’est intégrable en particulier;
mais, comme I'a remarqué Monge , il n’est pas néces-
saire de descendre jusqu’au second ordre pour en dé-
duire des différentielles exactes : il suffit d’éliminer dz,
ce qui donne

ydy+zdz=0 et p*+=a

Prenant dans cette derniére la valeur de y, on change
la deuxiéme des équations (4') en

e dz da
xdz+d$|/a—z==o ol e fe—=0
glree - 0

dont Vintégrale est

3 z
el =4
arc(sm = \/Z) +le=1b;
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remettant pour a sa valeur, et passant aux nombres,
on oblient

(o=p==2)
arc [ sin = ————

g Vit =

e xx=0,

d’ot1 on conclut

arc (sin = W—f—_z_’) ; 2
e z=0(r’+2),
pour Vintégrale de équation difféventielle partielle
proposée.
348. On facilite beaucoup, dans un grand nombre
de cas, Vintégration des équations différentielles par-
ticlles du premier ordre, 4 trois variables, en les

partageant en deux autres, par Vintroduction d’une

quantité indéterminée , ainsi quon va le voir dans
I'exemple suivant.

Soit Véquation f(p, x) =F (g, 7); si Ton fait
f(p,x)==w, onaura en méme temps F (g, y)=w, et
V'on en tirera les équaticns

‘sz,(‘”rx)r g=F,(o,7),

f, et F, étant des fonctions déduites de celles que dési-
gnent fet F. L’équation dz = pdx + qd y, deviendra

dz= dzf(w,2) 4+ dyF (e, 7);
mais si Von représente les intégrales
[daf (e, 2),  [dyF (o, )

prises en n'ayant égard qu’aux variables z et y, par
Pt Q, cesdernibres quantilés ctant aussi des fone—
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tions de @, il viendra

daf (0, 2) = %dx:dp —_ %} da,

: d d
dF (0, 5)= gdy:d(?— CTS da,

et par conséquent
dP  dQ
dz=dP + d()-—(—d—w + 55 de.

Cette derniére équation ne peut devenir différentielle
exacte, que par la supposition de :

dPrdOs o

Tj;+ 30 =¢{a),
ot il suit {

dP  dQ <5 ;

/(m e de)dm = 9(w) : A
on aura done ‘
: dP - d
stoW =P+ Q, ¢w="2E 490

équations entre lesquelles il faudra éliminer o , lorsque
la fonction arbitraire ¢(s) sera déterminée.
11 suffit souvent de substituer dans U'équation

dz = pdz + gdy,
la valeur de p oude g, tirée immédiatement dela pro-
posée, et d’intégrer ensuite par parties. Lorsqu’on a,
par exemple, p =1(g) (161), il vient
dz= daf(g) 4 gdy;

on trouve

z=af(q) + gy — [[=t!(9) + 5] dg;
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et comme Vintégration indiquée ne peut s’effoctner
qu'en posant x{'(7) + ¥ — ?'(9), il en résulte

D=2+ g7, @ =2+ 7 .
a®

De Tintégration des éguations différentielles
partielles des ordres supérieurs au premier.

349. Au second ordre, les coefliciens différentiels
sont au nombre de trois pour une fonction de denx

(*) Monge a li¢, pac des considérations trés ingénicuses, Pinté-
gration des équations différenticlles partielles avec Ia génération des
surfaces. (#oyez sa Géométrie analytique.) L"annlogie des deux
sujets se montre aussi par les formes Q’intégrales sur lesquelles nous
sommes tombés dans ce qui précéde. L’équation N=¢(M) (347) se
rapporte an mode de géncration indiqué dans le 1o 1 M=q
N=q(a) =6, sont les équations des lignes dont sc composent le’s
surfaces correspondantes & Péquation différenticlle partielle pro-
posce, et qui se succédent suivant la lo cxprimée par la forme de
la fonction g.

La seconde forme d’intégrale obtenue dans le no
répond au mode assigné dans le ne 162, pour'la gén
surfaces de’ve]oppahlcs 5 AUX
p=1{(q). L’intégrale éiant
la forme

précédent,
¢ration des
quelles se rapporte le second exemple
alors exprimée par deux équatiogs de

T

== =76
de g

représente les intersections successives d’ane sujte de surfaces tirdes
de Péquation Z=o, par la variation de Ia quantité o, et appar-
tient par conséquent 4 la limite de toutes ces intersections : cette
‘limite’est donc formée de lignes dont Ia natare est donnée par les
deux dquations qui composent I'intégrale, larsqu’on a particularis¢
lafonction arbitraire. Monge nomme ces I

Cale. intégr., 5e ¢dition.



530 TRAITE ELEMENTATRE
variables , et une équation différenticlle partielle du
méme ordre exprime en général une relation entreles
variables indépendantes, la fonction cherchée et ses
coefficiens différentiels, tant du second oxdre que du
premier. Dans un ordxe queleonque, gette relation
peut embrasser, avec les variables, tous les coefficiens
différentiels depuis le premier ordre jusqu’a celui de
I'équation inclusivement. J’en rapporterai’ d’abord
quelgues-unes qui s’abaissenta des ordres inférieus,
1°. Toute €quation a trois variables qui est de la
forme

d7z drtiz da+iz d""""z
{T J dy’ dzedy® . da?dy®) ' d:c'"d_r"}_o‘

sabaisse sur-le-champ, de Vordre m--n a Vordre m,

% d"z s
en faisant dy = v, parce quelle se change en

dv d’v dmp
f{r ) TRt —}:u.

Cn y doit supposer alors y constant, puisque tous les
coefliciens différentiels de v qui s’y trouvent sont
relatifs a @, et elle peut par conséquent se traiter
comme n’étant qu’entre les deux variables x et ¢;
mais il est évident que pour donner a I'expression
de ¢ toute la généralité dont elle est susceptible, il
sera nécessaire de remplacer les m constantes arbi-
traires qu’elle doit renfermer, par autant de fonctions
arbitraires de la variable y, prise d’abord pour cons-
tante. Ayant obtenu v, on remonte a z,'par Ie moyen

B i

de Péquation e = ¢, dans laquelle on doit alors
d :

regarder  comme constant, et qui, devenant par la
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une équation de l'ordre n entre deux variables seule-
ment , pourra se traitcr ainsi que les équations de
ce genre, en observant néanmoins de changer en fonc-
tions acbitraives de x, les n constantes arbitraires
introduites par cette nouvelle intégration.

29, Les équations de la forme .

iafpnias

z sreen =0
255 qT 0 da? dz® 2

¢ : dz  d°z dizN
("‘t:.7737 dy’ d.ra"' ves d_}"‘)ﬁo’
peuvent toujours étre traitées immédiatement, comme
s'il n’y entrait que deux variables, savoir, x et z dans
la premitre, y et z dans la seconde; et aprés lintégra-
tion, on substituera aux constantes, dansune, des
fonctions de y, et dans autre, des fonctions de .
Les équations du second ordre,

d’z dz d’z
dzdy gi ¥ dz e dzdy

dz
+ P @ = Q7
dans lesquelles P et Q ne contiennent que x et y, sc
rapportent & la premitre forme. En y faisant ZIT:E
la premicre devient %‘: + Py=Q), équation dy pre-

=,

mier degré et du premlel ordre, par rapport aux
variables ¢ et 7, et dont Vintégrale est

p = ¢—/Pdy (fefp“-y()d_y—}- C) (285).

: dz
Si 'on met pour v sa valeur ==, et qu’on change ¢

dx
en ¢(x), on' aura
82— P el PYY QA 4 o]

3.
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en intégrant cette fois, par rapport & z et & x seuls, on
trouvera

z =fdxe“fp‘1~7[fefp‘]-7 Qdy~+e@)] + ) :

en traitant de méme la seconde équation, on arri-
veraita *
2= fdye P [e/PIQlz 4 ¢(1)] +A4(®).
Lorsquwon aura P ==o, les résultats ci-dessus so
réduiront a
2= fdzfQdy + [dx¢(x) + W),
dans un cas , et dans lantrea

z= [dy[Qdz =+ [dye(r)+ L(2);

mais comme la fonction ¢ est arbitraire, on écrira
simplement

z = fdz[Qdy + ¢(=) + (1),
z = [dy/Qdx + ¢(y) + ().

Jobserverai que ces derniers cas ne dépendent que de
I’intégration des fonctions d’une seule variable, et ont
été traités sous ce point de vue , dans le n® 271,

On a des exemples de la seconde forme générale
dans les deux équations

d’z dz d’z dz

af gL et il
la premiére doit étre traitée comme une dquation du
second ordre, entre les variables x et 7; les cons-
tantes arbitraires dues i son intégration seront des
fonctions de  : on opérera de la méme maniére sur la
deuxiéme, par rapport aux variables 3 et z, et on
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changera les constantes arbitraires en fonctions de x.
Pour ne donner que le cas le plus simple, je réduirai
les équations proposées & >

d’z d’z
i Q, E?_Q'

et je supposerai que () ne contienne que x et ¥ ; les.
formules du n® 24t donneront immédiatement

1=[dzfQdz4 Cz+C', z=[dy/Qdy+Cy+C’,

d’ott 'on conclura

z=(dz/Qdz+z0(7)+U(7),; 2=fdy/Qdy+yo)Fl(x).

350. Dansle second ordre; je considérerai seulement:
les équations ou tous les coefficiens différentiels de.
cet ordre ne sont qu’au premier degré; et pour sim—
plifier les calculs, je ferai usage des dénominations.
suivantes :

dz =pdz +qdy,
dp=rdz + sdy, dg=sdz+dy,
dz=dpdx 4-dgd y =rdz* + 2sdzdy + tdy?,

déja employées dans le n® 144.

L’équation différentielle partielle du second ordre
et & trois variables ; considérée dans le cas général,
ne peut donner que expression de V'un des coefli-
ciens 7,5, £, en fonction des deux autres et des quan-
litdsp, g, x, y,%, ce qui ne suffit pas pour déterminer
les différentielles dp et dg. On peut aussi, au moyen
de ces différentielles , éliminer de ’équation proposéc, ;
deux des trois coefficiens r, s, ¢, et le résultat sera la
relation que cette équation suppose entre dp et dg =
<est ce procédé que Monge a suivi.
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Je Pappliquerai & 'équation
Rr+8s + Tt=7,

ou je supposerai que les quantités R, S, T et 7
renferment, d’'une manitre quelconque, x, ¥, z, P
et ¢. En y substituant les valeurs de r et de ¢, tivées
des équations

dp =rdz +sdy, dg=sdz 4 iy,
et qui sont :

r_dp—sdj t_dq—sdx
BESIDY et o SO o

on trouve
Rdpdy+Tdgdx—Fdxdy =s{Rdy*—Sdzd y-+Tdz?),

équation dont il semble qu'il faudrait intégrer sépa-
rément les deux membres, & cause du coefficient diffé-
rentiel indéterminé s, qui multiplie Ie second ; mais
ici, comme dans le n® 347, il suffit de parvenir & deux
équations primitives M—=a, N=10, qui satisfassent
en méme temps aux équations

Rdpdy + Tdgdz — Fdady = o,
Rdy* —=8dady + Tdz* =o;

Fintégrale de la proposée sera encore IV=gp(M).

Pour le démontrer, je transforme d’abord les équa~
tions précédentes en d’autres ou les différentielles ne
montent quau premier degré, et pour cela je fais
dy=mdx. La seconde de ces équations, devenant,
aprés la substitution,

Rm® — Sm 4 T=0,.... (4),
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détermine la quantité 7 ; mettant ensuite pour dy sa
valeur dans Rd pd y+ Fdgdz— Pdxd y = o0, on aura
pour chacune des valeurs dont m est susceptible,, un
systtme d’équations de la forme

d_y’—md.z:o} 0
Rmdp + Tdg — Fmdx = o 2

auquel il faudra joindre Véquation

dz= pdz 4 qdy,
qui exprime la relation qu’ont avec la fonction z, les
eocfliciens p et g. :

Cela posé, si les équations M =a, N=20 salisfont
aux €quations (1), et que dans leurs difféventielles

dM dM dmr aM am -
i i kb, Biee0s
dN dN dv dN dV

dz gz dy drt dz ey dp et dg =0

on mette au lieu de dz sa valeur pdz+4-gdy, et aw
lien de dy et de dg, celles que donnent les équa—
tions (1), les résultantes

aM | - aM aM ; Pm AW
pt oy g\t SoE fipas sl <
—d;"-mdy+(1)+qm’ T dq)
dar. AmdMy o
Grera)r=>
dN dN dN  Fm dN\
Stk Py R St
; AN  RmdiN

e S 0 U8 O
dp 7 dg)(‘l)_o'

devront étre identiques, chacune en particulier, et se
partager par conséquent dans les suivantes:



TRAXTE ELEMENTAIRE

au 10
d_ll.'+ (‘7 t (P+ )(]_Z,{ Fm d M

dz N7 W=°»

dr+m _+(P+ dN+deN
T -da &

L’équation N=g(M) étant différentice , donne

. dN= ¢'(M)dM P

ou
d +—d_r+ d +—dp+d—l..vdq_

]_p
¢(M){ dx+dl{1 _/Ed +d_M deq}

siVon substitue, dans cette derniére, les valeurs de

au a v ay
dx? dP » E) (_{7)' >
prises dans les quatre précédentes, et qu’on change dz
en pdz + qd_}", on obtiendra
+g : ) (dy — mdz)
+ d—- (Rmdp + Tdg — Pmdz ) =
f dM
M)1<dJ )(dj—md.r)
d ; -
-+ TTQ- (Bmdp + Tdg — }mdx)} 5
_£¢ qui revient 4

Bmdp - Tdg — Vmdz = a(dy — mdz),
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en faisant
dN AV dmy
g ‘dz (M) + g

dN
i fihian S T (et
T TR )d

Si I'on remet rdz 4 sdy et sdx 4 dy, pour dp et dg,
ct que Pon égale & zéro ce qui multiplie chacune des
différentielles indépendantes d et d .y, on obtiendra

Bmr 4+ Ts — Vm=-—om, BRms-+4 Tt=u;

pl.us en tirant de ces équations les valeurs des coeffi-
ciens différentiels r et z, pour les substituer dans la
proposée , elle deviendra , apres les réductions,

s(Rm* — Sm 4+ 1) =o,

et, en vertu de V'équation (4), elle sera satisfaite in-
dépendamment des quantités o et s.

Le théoréme démontré ci-dessus , ainsi que ses ana-
logues dans les ordres supéricurs, n’a pas la méme
généralité que celui du n® 347; car il faut bien re-
marquer que les équations (1) peuvent renfermer a la
fois les cing variables x, y, z, p et g, et qu'en y
joignant méme P’équation dz= pdz-}gd y, on nesau-
rait parvenir, par l'élimination, qu'd une résultante
contenant trois variables, laquelle par conséquent
ne pourrait dériver d’une seule équation primitive,
que sous certaines conditions (339). On se trom-
perait néanmoins si Pon concluait de 1a que quand les
conditions dont on vient de parler ne sont pas rem-
plies,- I'équation différenticlle partielle proposée ne
peut elle-méme dériver d’une seule équation primi~
tive; mais pour parvenir & son intégrale, il faut avoir
vecours a d'antres procédds, et le plus souvent on n’ar-
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rive qu'a un développement en série ; comme op lg
verra plus loin (352, 353).

351. Soit, pour exemple, Iéquation

Ar—4Bs 4+ Ct=7p,

dans .laquelle 4, B et C sont constans, et # est une
fonction de @ et de y. L’équation () devient pour
ce cas Am* — Bm - C = o ses racines , que je dési-
gueral par m’ et m", étant constantes, fournissent
dFux systémes d'équations (1) qui donnent, par lip-
tégration,
Fy—m'z —=a
Am'p 4+ Cq—m'(Fdx —=10b |’
r—m'z=4d
Am'p 4 Cqg — m"[(Pdw =¥’ } /
et ‘Dl:l UVintégrale /7 dx ne dépend que d’une seule
variable, parce qu'on peut chasser 5 de 7 an moyen
de sa valeur prise dans la premiére €équation de chaque
systeme : on a donc en méme temps les deux inté-
grales premiéres de la proposée,

Am:p + Cqg —m' [P dx = ¢(y — m'z),
Am'p 4 Cqg — m'"(Pdz = (3 — m"x);

¢t en intégrant Pune quelconque’ de ces équations, on
arrive a Pintégrale seconde.

SiVon prend la premiere , par exemple, elle donne
e (4] I
P=— g1t Fdz 4oy —m'a);
on peut, pour simplifier, mettre n2” au lien de i,,
Am

puisqu’en vertu de Uéquation (4), r7z'nz"=§; clen
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cubstituant dans dz=pdx + gdy , oun trouvera

#
dz — %f?dx—drcp(y&fx) = g(dy —m'dz) :
les équations & intégrer (347) seront donc

dz 7
dy—m'dz=o0, dz —-—Zdez—d:qp(j-—m zy—o.

On tire de V'une, y— m"z =4’ , ce qui change l'autre
eu

dz — (}—;{rf)'f’dx — dapla - (m" —m)x]=0;

mais le dernier terme de cette équation peut étre mis
sous la forme

(m" — m)dzg[@ + (m” — m)a],

parce que la fonction ¢ est arbitraire; et Pon voit
alors que Uintégrale de ce terme est ¢[ &' +(m"—m')z],
o désignant une nouvelle fonction arbitraire dépen—
dante de ¢. Par ce moyen, P'équation précédente s'in-
tegre et donne

I

z—gfdfod.r-—w,r——m'x):b',

lorsqu’on remet pour a’ sa valeur. 1l faut bien re~
marquer que pour obtenir fdx (#dz, on doit intégrer
une premiére fois par rapport 4 2, en substituant au
lieu de y sa valeur, tirée de Véquation y —m'z=a,
comme il a été dit plus haut ; mais lorsqu’on sera par-
venu au résultat, on remettra au lieu de @ sa valeur
¥ —m'z, et avant d’cflectuer la seconde intégration,
on changera y en a’ + m'z, ainsi que Vexige V'équa-
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tion y —m'x = a’, trouvée en dernier lieu, En g
néral, quand on aura lBﬁieurs de ces intégrations
successives 4 effectuer, e pourra jamais employer
4 leursimplification que les équations quidoivent avoir
liew en méme temps. Avec ces attentions, lintégrale
seconde de I’équation proposée , Ar - Bs 4 Ci=p,
sera

z— % Jdzf Pz =o(yr—m'z) + Ly —mz).

si Von .‘xvzfit A=1, B=o0, C=—c* ¢t V=0, cc
qui changerait Péquation proposée en

d’z d’z
T c’t==0,  Of. = — (%,
dz? dy*

Pintégrale deviendrait

2= g(y — ex) + Y7 + cz).

352, Non-seulement la méthode précédente n'em-
brasse pas tous les cas de Péquation du premicr degre

et du second ordre
Ar - Bs - Ct+4Dp + Eq+ Fz — U,

s A ? L
lors meme qu'on y suppose constans ics coefliciens du
premier membre , mais elle échoue sur Péquation trés
simple

I‘:g, ou %:(;]—-;.

qu'elle fait dépendre de Uintégration des équations
simultanées

dy=o, dp—gdz=o (350) ;

(*) Cette équation est celle des cordes vibrantes.

BE GALCUL INTEGRAL. 541
car, la seconde, qui renferme trois variables, p, g et
x, ne saurait devenir une différentielle exacte (339).

{1 nefaut pourtant pas conclure de 1a que Péquation
différentielle partielle proposée ne puisse pas étre inté-
grée, et méme d’une maniére trés générale. Si d’abord
V'on y fait z=_Ae"**+", les lettres 4, m et n désignant
des constantes indéterminées, le coefficient A4 et 1’ex~
ponentielle disparaitront, et il ne restera que ¥'équa-
tion & deux inconnues

mi =
i laquelle on pourra satisfaire d’'une infinité de ma-
nitres. Si l'on se donne m, on en déduira 'expression

i Acm.r-]-m*/’

qui vérifie 'équation proposée, quelles que soient les
valeurs de 4 et de m : si donc on prend pour ces quan-
tités une suite infinie de valeurs

Ay my Ay, My, A3, ms, etc,

an trouvera autant d’expressions , dont la somme sa-
tisfera encore a la proposée (309), en sorte qu’on aura
z=Aemx-’-m’r+A‘cm.1+m,’y
o A, EE M Y e,

séric & laquelle on pourra donner autant de termes
qu’on voudra.

Si Von avait pris 7 pour inconnue, il en serait
résulté R

m=rt \/; et z— Aeirv;""v;

d’ott 'on aurait pu déduire pour z deux séries diffé-
rentes en apparence , savoir,
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= AeVEdny L g m Ve
3 = de==Vrtmr | g e—Vinbny 4 g .

miais ces résultats ne sont pas plus généraux que le
premier, puisqu’on peut donner & 7 des valeurs néga.
tives aussi bien que des valeurs positives.

353. Laplace avait cru d’abord qae Véquation
proposée ne pouvait admettre de fonctions arbitraires
dans son intégrale; M. Paoli a le premier reconnu le
contraire, lorsque cette intégrale était développée en
série, suivant les puissances de y. En effet, siPon
pose

s=P 4+ Qr + Ry* 4+ Sy* + etc.,
P,Q, R, S, ete. désignant des fonctions de , on ama

&z 0 BR 5 d30 &R

CESR o P e et

d
T: = Q + 2By <+ 35y* 4 e,

d’ott Pon conclura

== —an s e te
dz?’ 2 d7* 2 dzt’ y

O 4P 1 dQ 1 3P

et comme rien ne détermine P, on peut le supposer
€gal A une fonction arbitraire de z : on aura ainsi

2=0@ +0'@L 4 07@) L fete,

on
2 dg(a as .
? (x)=%(cn_), ¢W(x)=-_$, ete,

Si I'on développait Vintégrale suivant les puissances
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de @, en posant

z=P+ Qz 4 Rz* 4 S2° +ete.,

P, Q, R, S, etc., désignant alors des fonctions de y,
les deux premiers coefficiens P, Q, resteraient indé~
terminés, et 1’on pourrait par conséquent introduire
dans Vexpression de z, deux fonctions arbitraires ;
mais M. Poisson a montré que ce second résultatn’é-
tait pas plus général que le premier, et que la méme
circonstance s’offrait dans toute €quation qui ne eon-
tenait pas en méme temps les deux coefficiens diffé~
rentiels de son ordre, pris par rapport a x seul eta
o seal (¥).

354. Ce qui précéde suffit pour prouver qu’on ne
doit pas établir une analogie compléte entre les fonc—
tions arbitraires qui entrent dans les intégrales des
équations différentielles partielles, et les constantes
des intégrales des équations différenticlles ordi-
naires (298). Le nombre des premieres n’est pas tou-
jours égal a Vexposant de l'ordre de Iéquation diffé~
rentielle particlle proposée.

Cette remarque peut se faire directement sur ¢li-
mination des fonctions arbitraires, entre les équations
primitives et leurs différentielles partielles (14o) ; car
soit =0, une équation contenant, avec les varia—
bles z, y, z, deux fonctions arbitraires ¢(s), ~L(2) des
quanlités s et £ données en 2, y, z; siVon passe aux
différentielles premitres et secondes, suivant ce qui a
¢t preserit dans le n° 137, on trouvera cing nou-
velles équations, savoir,

{*) Poyez le Traitd in-4°, . IT, pa;;é 639,
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du duiss)s
(T; =0} @ =110
du A ST
e a e A
et l'on aura. introduit les quatre fonctions
dot) _ o a0y,
S 2'(s), e Y,
digls)ics i A 1t oo Y
S e —‘[F—‘l(‘)'

on aura donc & éliminer six fonctions inconnues, c'est-
a-dire autant qu'on a d’équations, ce qui ne pourra
se faire que dansle cas ol, parla forme particulitre
de I'équation u= o0, deux de ces fonctions disparai-
tront en méme temps.

355, Les fonctions arbitraires qui entrent dans les
intégrales des équations différenticlles partielles, se
déterminent, en supposant que la fonction z prenne des
formes particulieres, lorsqu’on assigne des relations
entre les variables y et . Voici deux exemples de
cette détermination , dans les cas les plus simples.

1°. 8i Von a 1= Mp(¥), Met ¥ désignant des fonc-
tions données en z, ¥ et z, et qu'on venille déterminer
la fonction représentde par la caractéristique @, de ma-
nitre qu’en posant Flzx, 7, z)=o, on ait en méme
temps f(x, 7, z) = 0, les caractéristiques F et f dé-
signant des fonctions connues, on fera 7=t et l'on
combinera les trois équations

V=i, , ¥z, 3, 2) = o, d(xygse)=0;

pour en tirer des valeurs de x, y et z en ¢; substi-
tuant ces valeurs dans 3/, qui deviendra une fonc-
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tion de 1y que je désigne par 7°, on aura

: : 1
1 = To(t), ou ¢(1):.7,,

et la fonction ¢ serapar conséquent déterminée, si 'on
remet dans cette derniére équation pour ¢ et 7, leur
valeur en &, 7 et z.

2°. Soit

1= Mp(F) ~+ NAF);

comme il y a deux fonctions & déterminer, il faut q\i'jl
y ait deux conditions : on doit supposer que

Bl iy s)i=50 donne iz, iy tz) =¢,
et que

F(ay'y,2) —o “donne f(x,y,2 =o.
Faisant toujours 77 = 1, et tirant des trois dquations

V=t Bl oy, 2) =0, Mg wiz)=—0;
les valewrs de @, », z en ¢,%on changera M, N en
fonctions de ¢; et désignant par 7' et § ces fonctions,
on aura ;

= T4+ 0y

On combinera ensuite les équations

V=t E’(.‘l‘, rra=o, f(z,y, 2= o,

pour ed déduire des valeurs de x, y, z en ¢, afin de
transformer encore M et IV en fonctions, de cetie
seule variable; et si les vésultats sont representés
par 77 et ¢, il viendra ; ¢ t

1=T" o) F ¢ 4(). ... (2).

Cale. intégr., 5e ddition. 35
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Au moyen des équations (1) et (2) on déterminera Jes
{onctions ¢ et en ¢, puis on remettra 4 la place de ¢
sa valeur /7 (*). :

De la méthode des variations.
Recherche de la variation d'une fonction quelconque,

356. Toutes les applications du Calcal différentiel
présentées précédemment, supposent que la- dépen—
dance des variables demeure constamment la méme
dans Je conrs de la question; mais il y a divers genres
de problémes pour lesquels il faut conceyoir que cette
dépendance change : en voici un exemple. Quand 7
désigne une fonction contenant x, y et les coefficiens
différentiels de y, Vintégrale [Fdz est susceptible,
entre les meémes valeurs de z, d’une infinité de va-
leurs qui dépendent de la relation établie entre z
et y; en sorte qu'on peut demander quelle est, parmi
toutes les relations possibles , celle qui fait prendre
Vintégrale (#dz, entre les limites données, ln plus
grande ou la plus petite valeur. L’intégrale [Zdx,
lorsqu’on ne particularise pas Ia relation de Faz,
exprimant la mesure d’une propriété commune i
toutes les courbes, on demande alors pour quelle
courbe cette propriété est un maximum ou un mini-
mum. 11 est visible que si CE, fig. 61, représente

(*) La détermination des fonctions arbitraives revient & faire
passer par des courbes données, 'les surfaces qui représentent les
dquations proposces ; et ces courbes peuvent étre continues ou dis-
continues, ainsi que les fonctions elles-mémes. Si les fonctions ¢
et ), dépendaient de quantités difféventes, on ne pourrait plas
procéder comme ci-dessus. ( Poyez le Traité in-42, t. III, p. 228)
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cette courbe, il faudra que pour toute autre, e,
Vintégrale f#dz ait une valeur plus petite dans le
premier cas, et plus grande dans le second. Pour
satisfaire A cette condition , la premiére chose a cher-
cher est la différence qu'un changement quelconque
dans la relation de 3’4 =, ou dans la nature de la
courbe qui représente cette relation, produit suv
Vintégrale f#dz. Ce changement s’exprime en faisant
varier y indépendamment de x; car lorsque Ton
considére deux courbes CE etys, la méme abscisse 4P
répond & deux ordonnées PHM et Pp; et leur diffé-
rence My doit étre distinguée des différences M'R
et ¢p, qui ont lieu entre deux ordonnées consécutives
prises sur la méme courbe.

Lagrange , qui marqua le commencement de sa car—
riere par la découverte du Calcul des variations, en
a fait aussi 2 la mécanique une application de la plus
hante importance, dont on saisira facilement le but,
si Pon observe qu'on pent considérer les coordonnées
des différens points d’un corps qui se meut, soit pour
comparer au méme instant deux points de ce corps,
soit pour comparer deux positions consécutives du
méme point. Dans I'un de ces eas, il n’y a entre les
coordonnées, de dépendance’ que celle qui résulte
des surfaces qui terminent le corps; dans 'autre, les
coordonnées changent suivant les conditions du mou-~
vement établi, et avec une variable nouvelle qui est la
mesure du temps : voila donc encore deux maniéres
de faire varier les mémes quantités , qu’il esta propos
de marquer par des signes distincts. Celle de ces
maniéres qui succéde a V'autre, constituele Calcul des
Fariations, dont on ne peut embrasser les divers
usages ‘quen le vegardant comme ayant pour but de
différentier sous un nowveau point de vue, des quan—

355
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tités quiont-déja été différentiées sous un autre: on
“tablit ensuite dans le second mode de différentiation,
Vhypothese convenable a la nature des questions
gu’on se propose de résoudre (¥). 3
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357. Clest par la caraciéristique & que, Lagrange
désigne la nouvelle différentiation, et cet usage a été
adopté. Pour. ne pas sortir des limites de mon sujet,
je me bornerai a développer les principes de Vappli-
cation du calcul des variations aux questions géomé-
triques. : )

Dans ces questions, la caractéristique d s’emploie
pour le passage d’un point a un autre sur la meéme
courbe, et la caractéristique & est appliquée au chan~
gement de courbe : ainsi M'R étant représenté
par dy (6o), Muserady; et il suit de 1 que

PM =y +dy, Pe=y-4 oy

En passant du point /" au point g, puis tirant
parallele & MAM’, on yerra que

Er—=pp — M'R=d4.Pe—d.PMU

est le chdngement de dy, d’une courhe ."I Vautre , et
Yon aura ° ¢ 5
P = Pk g plr=y by -y 2y
=y+dy+d+dy); ) 1o

mais le point ¢ étant consécutif au point p, sur la
couthe ye, on aura aussi

P =y 407 + (40 = y + dy+dr+ddy,

(*) Poyezla Mécanique analytique ; 2¢ ¢dit., p, 8odu t. L.
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¢t la comparaison de ces deux expressions donnera
My =ddy.

La méme chose peut aussi se prouver sans la-consi |
dération des courbes, en représentant par @(z) V'état
primitif de y, et par une autre fonction -|(x) son état
aprés la variation (¥). Alors 8y =-(x) — ¢(z) sera
une certaine fonction de x, et par conséquent une
fonction de y, & cause de la liaison primitive de ces
variables : désignant done par = cette derniere fonc-
tion, on aura ' G

oy ==(x).

D’aprés cette loi, et faisant pour abréger, yHdy=y,

(*) Afin de donner nne origine commune aux fonctions p et ,
Fauler, qui s'empressa d’adopter etd’delaireir le calcul des variations,
regardait la valenr primitive de y, ou g(x), comme dédnite d’ane
autre fonction, contenant, avec la variable z, une nouyellevariable ¢,
et se ehangeant en g(z) lorsque ¢ =o. (Novi Comm. Acad.

Petrop., t. XVI, p. 35,) Par cemoyen, Y&y devient y+%”; de,

et % érant pris dans Phypothdse de 2= o, reprisente, tant qu’on
ne particularise point la’ composition de y en ¢, une fonction
arbitraive de . La valeur générale de jy serait exprimde pur la
séric
de 1t dir 1.2

Ia variable ¢ ¢tant supposée ¢gale A zéro dans, ¥ et ses coclliciens
différenticls ; et en prenant les coefficiens différentiels de cette série
par rapport d'a, on formerait toutes les quantitds qulil faut
sabstitner pour obtenir Iétat vari¢ delintégrale f#dx, ordonné
suivant les puissances de de. Clest sous cette forme que Legrange,
dans la dernidre ¢dition de ses Zegons sur le Calenl des Fonc-
tinns, présente celdi des variations; & 'égard doguel il entie dans
heauconp de’ détails wes intéressans. (77pyez fe Traitd in=4%, t. 1L,
page 723:)
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on aura pateillement

. J\»y = 7’(.7 Vs
d’ou 'on conclura

Iy =y ==aly) —=(y) = d.x(y) = ddy;
mais comme ‘ : I
' dy =y — 7,

il viendra, en prenant les variations,
Ny =23y — Sy == — =2,
ce qui donne encore
My = ddy.

1l suit de la que dd*y=dddy=d*dy; et en conti~
nuant ainsi, on obtiendra le théoréme fondamental 5

ddry = d=Sy,

en vertu duquel on peut transporter la caractéristique &
apres la caractéristique d.

Pour donner plus de symétrie au caleul, ainsi que
pour embrasser des circonstances relatives aux limites
des intégrales , et dont on verra plus loin quelques
exemples, on fait varier « aussi bien que jy ; mais le
théoréme ci-dessus nk cesse pas d’avoir lieu pour cela,
parce que la loi de la variation €tant constante, quoi-
que arbitraire, 9% est une fonction de x, de laquelle se
tire &', en y changeant z en 2': il enrésuite ddz—ddz,
et pareillement Jd 7= d9%, pour toute fonction # dé-
pendante de z, de y et deleurs différentielles.

: 258. Tl existe un théoréme analogue par rapport at
signe f. En eflet, si 'on représente (U par U, il
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dU,=U, pus &dU, =d;

viendra

iransposant la caractéristique & aprés la caractéris-
tique d, et passant ensuite aux intégrales, on tron-
yera successivement

ddU, = dU, U, =[oU;

puis remettant pour U, sa valeur, on aura enfin
U = [SU.

359. Cela posé, on voit que pour ‘oblenir la varia-
tion d’une fonction quelconque U contenant z, y
et leurs différentielles des ordres quelconques, il faut
supposer que x et y se changent respectivement en
z42, 7+ &y, et regarder dz et Jy ‘comme des
fonctions arbitraires 'une de , Vautre de gy En se
bornant aux termes ol les variations ne passent pas
le premier degré, Popération revient a différenties
par le procédé ordinaire la fonction U, tant par rap-
port & et & ¥, que par rapport & leurs différentielles
considérées comme des variables distinctes, mais en
marquant par la caractéristique & la derniére différen~
siation. Ilest visible en effet que, dans cettehypothese,
les différentielles de

o bge, T dm, o A et

Sy dy, ddx, ddy, etc.

sont

5i done la différentielle ordinaire de U est

dU = Mdx + Nd*z -+ Pdiz + Qdiz - ete.
+ mdy 4 ndiy A4 pdy + qdiy o et

il suffira d’y changex le dernier d en &,-etil viendra,
y & ]
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M = Moz + Nz + PNz 4 QM's ‘
T o etey
+ mdy o nddy - pidy + gdddy etf.

. Quand I ion U ser J
Quand Ia fonction U sera sous la forme Pz, ¥
contenant alors que

dy i
24T d—.'x——_P’ ;_i';=gi elc.,
on aura
AV = Mdx 4 Ndy + Pdp + Qdg+4-Rdr - etc.
et lavariation de # sera, !
I =Mz + Ny + Pdp+ Qdg + Rdr + etc.,

-en observant que les quantités P g7, ete, doivent v
étre regardées comme renfermant denx variables inde.
pendantes, x et g (n° précéd.), et que par conséquent
on peut prendre leur variation dans deux hypothéses
dxﬁ’ere.ntes » Savoir, en ne faisant varier qu’une de ces
‘;I’llan‘lltés",.ou en les faisant varier tontes les deux.
comme, jo T déj div, 1 oo pone

o ¢ 4 plus général, et que
d mll.eurs on en tize les résultats qui conviennent au
premier, en supprimant les termes relatifs 4 celle des
variables que I'on veut traiter comme constante, En
différentiant par la caractéristique &, les fractions

JP:(Ier ly—dyddz__ddy—p ddx

dz T da® R
g-;jl on trouve 'Jg:dxd\dp '—dpJ‘dxsz‘p—ng‘x
x da* ey
r,=ﬂ : Sredzddg—dgddz  ddg—rddx
dx dx? w3 Az 3

cte. etcy
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et & Vaide de ces formules on obtient la variation
d’unc expression quelconque, renfermant x, y et.
lewrs différenticlles de quelque ordre que ce soit.

360. Lorsquil s’agit d’une formule intégrale /U,
dans laquelle U est, comme ci-dessus , une fonction de
z, y et de leurs différentielles, on a 8 fU=/JU(358),
et par le n° précédent ) :

[OU=[(Mdx 4~ Nddz + Pid*x 4 Qdd’x +etc.)
A [(mdy = nddy 4 pdd>y 4 gdd*y - ete.)

Cette expression n’est pas réduite & la forme la plus
simple qu’elle puisse avoir : il faut faire en sorte qu'il
ne reste sous le signe [ ancun terme contenant & la
fois les caractéristiques d et J appliquées l'une sur
Yautre ; et c’est & quoi ’on parvient , en transposant
d’abord la caractéristique & aprés la caractéristique d,

t en intégrant ensuite par parties, comme on le veit
ci-dessous, : .

[Myx =M=,

[Nodze =fNddz =Ndx —JdNox,

[Po*x=(Pd*dz=Pddx —(dPddx =Pddx —dPox -}-[d*Pdz,

QB r=[Qddr=Qd*dz— [d Od*Ix=Qd*dz—d Qddx- /L Qldz
=Qd?da—dQddx +d*Qdz—f’Qdx,

étc. etes ;
On aura pareillement

Smdy =(mdy,

Snddy =fnddy = ndy — fdndy,

[pdd: y=[pd2dy =pddy —dpdy —+[d'pdy,

Jqod y=[qd}8y=qd*dy—dqddyt-d’g9dy—/diqdy,

etcs,

et en substitnant , il viendra
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fé‘U:(N——'dP-f—d“(_)—ett:.)J‘.z‘—l—(P—dQ—l—etc.)da\r
—+(Q—etc.)d*dx F-etc,
+ (n—dp + d*g—etc.)dy (p—dq +etc.)ddy
=+ (g—etc.)d*dy t-etc,
(M —dN - d*P — d3Q + etc.)dx
+(m—dn +d?p — d3g + etc.)d\y.

~ Ce résultat est composé de deux parties semblables .

P'une produite par la variation de z, et Vautre pac
celle de y; et il est aisé de voir qu’on V'étendrait
une fonction d’un nombre quelconque de variables,
en y ajoutant, pour chacune, des termes pareils 4 ceux
qu’a fournis la variable x ou la variable 0

361. Lorsque V'expression fT/ est mise sous la forme
SFdz, Cest-a-dire qu'il n’entre dans 7~ que les varia-
bles z, y et les coefficiens différentiels de 7 le calcul
du développement de la variation parait un peu plus
compliqué, mais il méne a des conséquences remar-
quables. 11 fant d’abord observer que

NP de=[NPaz)= [ iz [dadV,
TPdx = Pdw— [apdz,

el que par conséquent

dfPde = Pox + [([dxd¥ — AP o).

La quantité dzd? — dPdz se forme en écrivant
pour &7 et d/, les valeurs rapportées dans le n° 359,
et il vient

dzdF — AP dw= N(dxd y — dydx) +P (daxdp—dpdz)
: + Q(dxdg —dgdz)4-etc. ;

puis mettant pdz pour dy, dans ce qui multiplie IV,
¢t la valeur de dp (359) , dans ce qui multiplic P, on

555
DE CALCUL INTEGRAL. 55

frouvera

d2dy —dydaz=dax(dy — pdz),
dzdp — dpdx=ddy —pddz —dpdr=d(dy —pdx) ,
d’ou il suit

dwdp— dpdw =1 (‘1“_”:—"—1"—”).

dx

i I'on change yen p et p en g, on obtiendra de meme

dzdp — dpdx
dxdg — dgdzr =d (T) ’

et ainsi de suite : faisant done

Qy — plr=ua,
il en résultera

dzdy —dydx = adz, dadp— dpdz = du,
dw
dzdg — dgdz=d A etc. ,
ct par conséquent

[(@dzd¥ — AFdz) = f]\’md;: + [Pds
9 *
~+/Qd Tearetead ).

(*) Llinterprétation géométrique de la quantité o' est f:\s:liult
faire. Si au lien de passer du point I.PI, Ala conrbe» Yoy i
Vordonnée primitive P}, on passe ubhq;emcnt de Men ft,{'i‘,_;‘- : c,l
E iati de deux parties mr H
la variation rp. = dy , se composera ; b s
I'équation différentielle de la courbe CE.ctant dy =pdx, si l'on
fait Pr =4z, il viendra mr = pdx, puis
g ‘

m = T — r = &Y -:;'J‘x =,

¥16. 63,
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En intégrant par parties, dans le second membye

de‘cette équation, chacun des termes ou il y a des

différentiations indiqueé ité
tlons mdlquees sur la Guantité », on aurs

ey

dz
do  _de dQ
O Ge =S e :
s (o) Je gy
—Q E—_Iz'-w+j‘;7dﬂ‘ad1"

ete, ;

et avec ces expressions , on obtiendra
: el :
O Fdz=Pdx + {p o Eg- Foetc. }w

+{Q—et‘c.}’ g;:
- etc.

P IS R (0

: = +d.z = ete. foda.
On étendrait sans peiue ce résultat & un plus grand
nombre de variables dépendantes de ', en ajoutant
pour chacune, des termes pareils & ceux qulona trou-
NECEe0 gnc co’nmde'raut que 7 ; mais ce qu’il importe
::}lobserver, cest que si on remet pour o sa valeur
\ —pdx, la partie affectée du signe /prend la forme

dr v dO
f{N—Fﬁ-Ed%—ctc.'}daﬂy
bl e 1 A0 ;
/‘] N. T '+d_:cd?ii—e‘c' }l)dex;

* = L - 45 '
et 19u voit que dansi ce cas;, le coeflicient dedy et
celui de d ont une relation qulon nlapergoit point
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dans le n® précédent = en désignant le premier de ces
coefficiens par A, le second sera —p.

362. Une remarque non moins digne d’attention,
Cest que si, dans le développenient de'df' U(360):, on
avait sl

M= AN - d*P — d*Q - ete.

m——dn 4 d’p' — d’q <+ etc.
la variation [2U serait enticrement délivrée dusigne f;
mais.ces équations sont précisément celles qui doivent
avoir lien pour que la fonction U soit intégrable par
clle-méme. Cette proposition, annoncée dans le n® 280,
se prouve & priori, en appliquant & la recherche de ces
conditions la méthode méme des variations.

Bn effet, soit U la différentielle d’une fonction U, ;
on aura U= aU, ; et par conséquent

AU =340, = 43U,
d'oii il suit que si U est "une, différenticlle exacte,
SU en doit étre pareillement une; et par conséquent
lorsqu’on a fait sortir du signe [, dans Vexpression
de fOU , tous les termes qui peuvent s'intégrer, il faut
que l'ensemble; de ceux qui restent soit nul par lui-
méme, sans quon ait besoin de supposer aucune rela~
tion entre x, 7, oz ct dy. 2

Le développement de d/ 77 dx ,ne fournissant que la

seule condition :

ar 1 dQiE g

N_d_z+a; d—d—;—-etc.zo?
montre que celle qui se rapporte i la variable @,
devient inutile quand la fonction U est ramenge & la
forme #dx, ¥ ne contenant que x, y et des coeffi-
ciens différentiels de gy (¥).

0,
0,

+) Cette transformation n'est :;?toujours ossible. Soicnt, pav
P p 7P
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363. Ces remarques ne se hornent pas a Vexpression
de (U : elles s’étendent également 2 celles de ffU/,
[T[U, etc., quel que soit le nombre des signes d’inté-
gration ; et en cherchant aussi la variation de ces der—
niéres formules, on trouve les équations de condi-
tion, qui doivent avoir lieu pour que la quantité U
soit la différentielle exacte d’une fonction U, d’un
ordre immédiatement inférieur, d’une fonction 7,
d’un ordre inférieur de deux unités, et ainsi de
suite.

En effet , puisque

U,=/U,, U=[U,
il viendra

U, = U, = [dU, = [[U;

et I'on obtiendra &, en intégrant de nouveau &/,
Or, par le n® 360,

If U=(N—dP+d*Q—ete.)d x4 (P—d Q4-ete.)ddn
—+(Q—etc)d*dw -ete.
+ (n —dp+d>g—etc.)dy+(p —dg--ete)ddy
(g —etc.)d?dy+ ete.
+ (M —dN -+ P— d*Q - ete)dz
—+[(m— dn4dp—d’q 4 etc)dy :

exemple, les deux fonctions

dadzy 4~ dydex if dxd=y—dyd’:r

dax2 dz2

sil’on y change
dy en pdr,” diy en gda2 - pdx (131),

dax ne disparait que dans la seconde # on ne peut donc pas, dans
ln premiére, regarder ¥ comme dépendant immédiatement de -
{Foyez le 'Fraité in-4o, 1. T, ﬁ’n|7.)
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o aura donc
U, =[IN—dP+d*Q—ete.)dz+[(P—d Q+-ete)ddz
+/(Q—etc.)d*dz--etc.
+f(n—dp+d’g —cte.)dyd- 1 p—dg+ete)ddy
-+ [(g— etc.)d*dy—+ete.
+ /(M —dN+-d*P — d*Q +-ete.)dz
+[fm—dn4-d’p — d’q +-ete.)dy;
et intégrant par parties , les termes qui contiennent en-
core des différentielles de & ou de &y, on tFouvera
JU,=(P—-2&Q+3d°R-—etc )dr4-(Q—2d R+-etc.)ddx
~-(R—etc.)d*dz4-ete.
+(p—2dg-+3d*r—etc. )y (g —2dr ~4-etc.)ddy
+ (r—ete.)d*dy—-etc.
—+ f(N—2dP 4 38°Q — 4d°R - ete.)dx
-+ [(n—2dp 4 38 — 4d°r - ete)dy !
4 (M— AN + d*°P — d°Q + d*R — etc)dz
+/f(m—dn 4 dp —d% +dir —etc)dy.
Telle estla variation demandée, qui ne sera délivrée
des deux signes / que quand les équations
N — 2dP 4 3d°Q — 4d°R + ete. %,
n— 2dp +3d%g — 4d°r -etc. =o,
M— AN 4 &*°P — d’Q + diR —etc. = o,
m—dn 4 &p — &% 4 dir —ete. =0
seront identiques ; alors 2U, , étant intégré une seule
fois, par rapport aux variations, donnera U, , ou P'in~
tegm\e seconde de la proposee.
Seit, pour exemple,
U= ad®y + 2dzdy + yd’zx
ona dU = d°ydz + adydde + yd*dx
4 dadyH-a2daddy +ad?dy, |
M=d&y, N=o2dy, P=y,

ma=din nte=tadrr St pir_ i
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ct les équations  de condition ci-dessus deviennent

2dy — 2dy = o,
2dz — 2dz = o,
Ay e iad ol T =0
d’z — ad’z 4 d’z = o:

la fonction proposée est donc immédiatement inté-
grable. La partie ydz4-ady, délivrée du signe [,
donne, ' Pintégrant  par rapport aux variations,
U, =xy + const,

Lamarche des caleuls précédens montre que Ja pre
miére intégration d’une fonction différenticlle de n va-
riables, exige m2 conditions , quand ces variables sont
considérées comme indépendantes, et que pour un
nombre 7 d’intégrations successives, il y aurait mn
équations de condition. Il y en aurait seulement m—1
pour la premitre intégration , et n(m —1) pour toutes
ensemble, si la fonction proposée était sous la forme
[*Fdx?; F ‘ne contenant que des coefficiens ' diffé-
rentiels.

Des maximums et des minimurms des Jormules
intégrales indétermindes.

364. On peut appeler intézrales indéterminées 5 les
expressions telles que fydz, (V/dz"+ dy?, lors-
qu’on n’assigne aucune forme a la fonction J5 mais
pour étre susceptibles de maxinum ou de minimum ,
ces intégrales doivent étre. définies (299) puisque ce
n’est qu’entre des limites données quelles auront une
valeur fixe , quand  sera déterminé en .

Les principes. exposés. dans le n® 155, a Pégard des
fonctions dont la forme est donnée, s’appliquent

*

—
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aussi, avec le sccours du calcul des variations, aux
intégrales indéterminées. En effet , d’aprés la marche
tracée dans le n° 45, le résnltat de la substitution de

w4 dr, ya4dy, dz+ ddz, dy + dy, étc.,
4 la place des quantités :
- Fndmiiidy ete

dans une fonction quelconque v de ces quantités,
pourra s’ordonner suivant les puissances de

Va‘x, &y, odx,. ddy, etc.,

et du contiendra tous les termes de ce développement,
dans lesquels les variations ne montent qu’au pre-
mier degré, Ces termes , changeant de signe en méme
temps que les variations , doivent, suivant la théorie
rappelée ci-dessus, s’anéantiv lors du maximum
et du minimum, quels que soient dz et dy : il
fauf donc que Ju=o. Lorsque u= /U, il vient
du== (U (358) : au maximum et au minimum de
fU, onadonc f#U=0, en observant que c’est entre
les limites assignées a fU , que foU doit s'évanonir.

Il résulie aussi de la méme théorie, que la condition
du =0 n'entraine pas nécessairement Véxistence du
mazximum qu du minimum , parce qu’il faut en outre
que les termes o les variations s’élévent au second
degré, conservent toujours le méme signe; la discus—
sion de ces derniéres conditions est trop compliquée
et trop délicate pour trouver place ici.

365. Le développement de f3U est composé de
deux parties bien distinctes (360), puisque I'une est
délivrée du signe [ et Vautre y demeure sowmise ; on
peut représenter la premiére par

20z 4 g0y + «,ddx 4 B,ddy + elc.,

Cale, intégr., 5 dditions % 36
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et la seconde par 3 i
/ A xdx + 47}
Ces parties ne sauraient &tre comparées entre elles,
. puisqite la derniére n’est point intégrable, tant que dz
et gy conservent I'indépendance qu'exige la nature da
probleme ; et dans cet état on ne peut la faire évanouir,
qu’en posant séparément les équations
? X =0, \1, =0,
dont le nombre est généralement €al A celui des va-
riations indépendantes; mais lorsqu'il n’y a que deux

variables, et que U peut prendre la forme #dz, ledé- |

veloppement de la variation de f#dz, dans le n°361,
fait voir que x ==—-lp , ¢t que par conséquent. ...,

- zdz+ddy=o, condition d’ailleurs facile & vérifier

en particulier sur chaque exemple. It en résulte que
P’une des équations z=0, . ==o ayant lieu, Tautre
Sensuit, et qu’il n’y a, entre 2 el y, qu'une seule
relation quon aurait également obtenue en posant
Jz=—o0, cest-i-dire en ne faisant point varier z;
mais cette hypothese restreindrait heaucoup, comme
on va le voir, les propriétés de la partie délivrée du
signe f dans la variation.

11 suit de ce qui précede, que les équations indi-
quées dans le n® 362, comme exprimant les conditions
qui rendent intégrables les formules (U et [7d2, et
qui sont alors identiques, déterminent, quand elles
cessent de Vétre , la relation de 3 & z, par laquelle les
intégrales proposées deviennent un mazximum ou un
minimum. On reconnait aisément que ces €quations
peuvent s'clever jusqu’a lordre dont Vexposant est

double de celui de la plus haute différentielle con-

tenue, soit dans U, soit dans 7. ;
366, Aprts I’évanouissemeut de la partie afféctée du
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signe [, il reste,
adz + 80y + addr + £.ddy +ete.,

expression que, pour ahréger, je représenteral par ¢ :
on awra done U= @ -} const.; ct la valeur compléte
de cette intégrale s'obtiendra en prenant la différence
de celles que regoit la quantité @, a chacune des deux
limites (229); en sorte que s¥ @ désigne cette valeur
pour la premiére limite, et ¢" pour-la derniére, on
awa QU =¢" —¢’, d’on il résultera encore, pour le
mazimum etle minimum de Uintégrale (U, lacondition
¢ —o =0 ;
mais il faut bien remarquer que cette équation ne
contient plus que des quantités qui se rapportent aux
limites de Vintégrale (U, et-qu’alors les variations dz,
&y, &dzx, ddy, ete. peuvent étre nulles, ou seulement
lides entre elles par des relations données, selon que
ces limites seront fixes ou variables. I’explication
géométrique de ces diverses circonstances, les éclair-
cira suffisamment. i
‘La premiére a lien lorsque la courbe qui rend
mazimum ou minimum Yintégrale proposée, doit
étre prise entre toutes les courbes assujetties & passer
par deux points dont les coordonnées sont déter--
minées, ainsi que tout ce qui s’y rapporte, et que
Pintégrale doit commencer & Pun de ces points, et
finira Pautre, Si 2” et y* désignent les coordonnées du
premier, .z” et y” celles du second, ces quantités,
appartenant & toutes les courhes qu'on pourra consi-
dérer dans la question dont il Sagit, n’éprouveront
aucune variation : quand donc on changera x et y
en =’ et en ', puis en 2" et en »*, il faudra faire
M=o, Sy'=o, '=o, Iyi=o.
: 36..
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Alors les termes alfectés de ces mrialiens dibpalai trons
d’eux-mémes de l’equauon @' —o' =0, quisera par
conséquent verifiée si elle ne contient que ces termes ;

et la ‘courbe déduite de Péquation x —o, resoudxa
“complétement le probléme, poutvu qu’on I'assujettisse
‘& passer par les deux points donnés; ce qui s’effectuera
en général, p:u‘ la detenhmatmu deq constantes ar~
lntxau"es comprises dans- Uintégrale de équation citée,
qui sera alors du second ordre.

Siléquation ¢"— ¢"= o contenait de plus les termes
affectés de ddz’, Sy, ddz", &d y”, et quoutre la con-
dition précédente, les tangentes de la courbe cherchée
dussent avoir, aux limites de Pintégrale, une incli-
naison donnée, ces termes disparaitraient aussi d’enx-
mémes, parce que les différenticlles dx et d 3 n’éprou-
vant ancun changement aux limites, les variatious
M’y ddy’, ddz", Idy" seraient zéro, et.feraient
évanouir les produits ot elles entrent : mais pour as-
sujettic la courbe cherchée A cette condition, par
rapport aux tangentes de ses points extrémes, il fau-
drait que son €quation contint deux constantes arhi-
traires de plus que- dans le cas précédemment exa-
min€ , et que par conséquent 'équation différenticlle
. x=o fitdn quatritme ordre. En veili assez pour
montrer comment doit se vérifier I'équation ¢'—¢'=o,
lorsque les coordonnées des ]imiles et leurs coefliciens
différenticls ont des valeurs fixes : je passe aux cas ot
Ies limites doivent étre regardées Lommes variables.

367 On pent demander que la courbe douée du
marzmum ou du minimum de la- propue ¢’ proposc(‘ 3
soit prise, non parmi toutes les: courbes qui passent
par deux pomls dennés , ais parml toutes celles qm
seraient mencées entre deux courbes donnédes A4 et

vio 63, BB, fie. 63, sans déterminer les points on ces der-
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niéres sont coupées par celle quion cherche, Tl est
visible quwen passant alors de la courbe AB, A une
antre A 5%, les extrémités 4 et B se mcuvcnt les
abscisses gui 1cpondcm an commencement et a la fin
de l’mtegrale, apres quelle a varié, ne sont plus
celles qui convenaient a son état primitif, et les or-
donndes qui s’y rapportent ont changé suivant la loi
établie par les courbes AA' et BB', Dans cetle circons-
tance, les varlations des ordonnées et celles de leurs
abscisses doivent avoir les mémes relations que les
différenticlles dans les courbes 4.4, BB', relations
cxprimées par les ‘équations de ces courbes, qui
sont donndes il est done nécessaire de les’ mll'oduu e
dans Véquation ¢"— ¢ =0 ; et pow la vérifier en-
suite, il fandra égaler séparément & zéro les coefliciens
des variations qui resteront indépendantes.

A mesure que la fonction fU contiendra des diffé-
rentielles d’an ordre plus élevé, le nombre de termes
de Véquation ¢"— ¢’ = o, augmentant, on pourra
ajouter de nouvelles conditions aux limites; supposer,
par exemple, que la courbe 4B doit étre prise parmi
toutes celles qui touchent 4 Ia fois les deux courbes

AA et BB Par cotte derniére condition , non-seule—
ment les coordenndes = et y doivent avoir, anx limites
del'intégrale , les relations exprimées par les équations
de ces courbes ; ais il en doit étre de méme de leurs
difféventielles : ainsi les variations ddz’, &dy’, Ma”,
Jdy"ne sont plus indépendantes, et doivent coincidex
avee les différentielles secondes relatives aux courbes
proposées. On.pourra, par ces relations, éliminer
quelques-unes des variations dda’, #d ", dd2?, ody";
de Véquation ¢"—g@" == 0; ctensuite on la vérifiera en.
égalantséparément d zévo, les coefliciens des variations
restantes , lesquelles serout entitrement arbitraires,
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Les équations qu’on se procurera par ce moyen,

établissant des relations entre les coordonnées des
points extrémes de la courbe proposée, porteront né-
cessairement sur les constantes introduites par Vin=
tégration de Véquation x=—o, et serviront i les
déterminer. :

368. On doit ensuite remarquer que puisqu’il y a des
circonstances ou il faut avoir égard aux variations des
limites des intégrales, si les coordonnées 2/, 57, 2, ¢
de ces limites, entraient dans Uexpression de U, il
serait nécessaire de les y faire vavier, aussi bien que z
et y, et d'augmenter par conséquent &U des termes

AN 4 By + A" 4 B'Sy"
+ 4,487 o BLddy + A" ddx" 4 BdDy" + ete,

Or comme les variations &i',dy”, 8=", &7 sont in-
dépendantes des coordonnées indéterminées z et y,
elles passeraient hors du signe f, tandis que les fonc-
tions 4, A", ete., A", 4",, ete. y resteraient sou-
mises ¢ il faudrait donc introduire dans la premiére
partie de la variation [3U, les termes

BELA O[B4 A g OB
S dda’ [ A - A0y (B - ddz"[ A" A-ddy" (B, +etc.,

en ayant soin de prendre ces intégrales entre les mémes
limites que la proposée. ;

On ne voit pas tout de suité ce que deviendraient
les termes précédens, si Uune des limites était en
méme temps Uorigine des coordonnées. On évite cette
difficulté, en faisant d’abord ;

z=X—2z, y=Y—y,

et en concevant que Vorigine des coordonnées X, ¥
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o e i

soit fixe, mais que les quantités a4’ et y'soient va
riables; il vient alors

P S )

Quant aux différentiellcs dz, dy, etc. , eiles ne dé-
pendent point des quantités &’ el y’, ctne prennent
par conséquent aucune variation : Vexpression de JU
devient donc senlement :
CME@X — o) 4 N&dX o ete.
4+ m@Y —3y) + ndd¥ -+ cte:

11 est permis de faire, ensuite GHE _y"'éfgaux é,zéro’,
pouryu qu'on laisse subsiste:r les variations J‘m 1 J‘J‘f‘,‘
qui penvent étre considérées comme le premier dfagxe
de grandeur de ces quantités ; alors Xet Y redeyien—
nent z et y, etle changement de Vexpression (}e [oU
se réduit aux termes — o' /M — 3_7'fm,. d_oPt il faut
prendre les i.mégrales dans les limites prlmlflves.

36g. Soit proposé de déterminer y en Z, pour que
Vintégrale [V dz>Fdy’, prise cotre deux lin-a'nes
données, devienne un minimun, ou, ce qui est
Ja méme chose, trouver la plus courte ligne qu'on
puisse mener entre denx points , sur un pla{l. Ona

—_— " dxddztdyddy
;U:J“/d.r’-{-d‘}" = —m—ﬁ—

‘ . iy
R fa‘U=f O B f T a3y,

en faisant |/ 34 dy* = ds, et en transposant la ca-
vactéristique 8. Intégrant ensmite par parties, on.
frouve 5 i $



568 . TRAITE BLEMENTAIRE
Hidz dy da dy
pU=T 0w + Ly —f(dd—s dz +d$5\y),

et la partic affectée du signe £ donne (365)

deia.eoily. SGEY dolis T i
J(T;_o, douaT_.C, d—-x._t‘f}', ry=Czx+C"

Ce résultat, ainsi qu'on devait s’y attendre, désigne
la ligne droite, et les constantes qu’il renferme seryi-
ronta remplir les conditions relatives aux points entre
lesquels elle doit &tre mende. ;

La partie qui est délivrée du signe f, ou @ (366),
ne contenant que les yvariations ‘des coordonnées des
points extrémes, s’évanouit quand ils sont fixes, et
les constantes €' et O" se déterminent “alors en assu-
jettissant la droite proposée a passer par ces points,

Quand ils ne sout pas fixes, mais qu'ils doivent seu-
fement se trouver sur des courbes données, il faut
que les quantités 2’ et y*, =" et 5", qui sont incon-
nues, satisfassent, ainsi que leurs variations, a 1%é.
quation @'—¢'==o0, qui devient

” 0 ' J <

%J‘;" - %—;7 &y’ — %x? oz’ — %‘i;,&j’ =0/
ct aux équations des courbes données, dont je repré-
senterai les différentielles par

: dy =mdz, dy = ndx:
on aura donc (367),
y a\jl:mla‘x/’ d\]n=n»3\x”,
dz" y d_y" n dat ,d_}’" S
(G + )i = (4 m i) 0w =,

A cause de Vindépendance .des variations D" et Sl
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cette équation se partage dans les suivantes:

dfll _1_
dz’ + n'dy" =o, ou ==
dz’ +m'dy’ =o, ou TT=—c0,

qui expriment que la droite proposée doit étre normale
4 chacune des courbes données. : 3

D’apids I'équation = Cz+4C, on'a dy:: C dr
pour tous les points de la dr?ite, et les équations pré-
cédentes deviennent en conséquence

14 Cn'=o0, 14 Cm =0;
mais 1a constante C'dépend des coordonnées des points
extrémes, puisque Iéquation de la droite mence par
ces points, €tant
r s
i

i
)

y—y':&%(:c—x'),_donné C =
=

¢t substituant cette valeur de C’, il en résulte les
équations > .

; i (N
gl n’ (= y=0; &=’ +m (=) =0
dont la combinaison avec celles des courbes données
détermine les points par ol passe la plL;s _cou:ll:
distance’ de ces. courbes, et compléte la solution
probleme proposé. oyl . .

On arriverait aux mémes €quations, en supp_oszmt
d’abord que les poinfs extrémes soicnt fixes, circons-
¥ = eI .
tance dans laquelle on a, entre = et 7, I’équation

1_.7'"—.7" s
e i '.“»’:L_/_Iu(x ‘T) 5

En cffet, par cette relation, Vintégrale [/ da*4-dy*
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devient , entre les abscisses @’ et z,

w2/ HEL) VT

ct’la seule application du Caleul différentiel suffit pour
(}etex'lxline1'1e minimum de celte expression, en ayant
égard ala dépendance quétablissent entre 27 et ',
et J:", le.s équations des courbes données. :

; C est ainsi qu'on pouvait achever, sans le secours de
lvequauon‘ ¢'—@ =0, que les méthodes de Bernoulli
et d’Euler ne donnaient pas , la solution des probléemes
sel}lblal)les au précédent, “toutes les fois que 'on sa-
vait oble:3ir lintégrale proposée ; mais en considérant
que cette intégrale est une fonction implicite des duan—
utes qui se rapportent a ses limites, M. Poisson, au

moyen de la différentiation sous le signe [ (281), a

cherché .ilfunédiatemeut, par rapport a ces guantités,
les L;oudmons du maximum absolu de U'intégrale pro-
bosce, et est parvenu a Péquation ¢"—g' =o, telle
quclle résulte de la méthode des variations (*).
. 379.’ Le probleme du n° précédent étant transporte
‘ans Uespace , conduit & déterminer z et ¥, en fonc—
tions de @, dans Vexpression [/ daz"+dy’~+dz*, En
faisant {/d2* + dy*4- dz* = ds, il vient

PV Tl is = fg;dé‘z-l- j_faay.;.f S g
= g $ as
dx dy 3 ,
o Py f (d ooyt f&).

ds

(*) #oyez le Traité in-jo, t. I¥, p. 71-,;.
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La partie affectée du signe [ fournit les trois équa=

tions .
dz 7 dypl ds__
d(—i;_o, da—s—-—o, dds—_o’

dont toutes les combinaisons 2a 2 s’accordent & donner

a5 onst gz eonst
— == . —— == const.
dz ’ ?

dy

ot montrent que la ligne cherchée est droite.

Si cette droite doit étre menée entre un point dongé
dans l'espace et une surface courbe dont Véquation
différentielle soit

dz = pdx 4 gdy,
il fandra qu'a la dernitre limite, 42" = p'dx"4¢"dy". .
La premitre étant fixe, rendra ¢ =o, et la valeur
- de 92" changera ¢" = o en 4

(@z" 4 p"da"ydx + (" + g"d2)8y" = o;
égalant a zéro les coefficiens des variations indépen-"
* dantes, il viendra

dz’ 4 p'ds’ = o, Ayt g'dzl = o' 7.
d’oti Von verra, parle n° 150, que la droite cherchée
est normale 4 la surface donnée. ;

Si cette plus courte ligne doit étre tout entiére sur
une surface courbe: donnée’, il faudra que les va-
riations oz, &y, 43, sous le signe [, satisfassent &
Iéquation différentielle de cette surface , que je ve-
présenterai par. dz = pda+gdy : on fera donc

Sty Pz =pdx 4 gdy ;
dans f2U, qui deviendra, par cette substitution,
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i v+ (g )y

da dz L fdy dz)
"f{<“d‘;+f’dd7)“””+(“a;f W 5)ds
De la partic affectée du signe f, on tire les équations

de .. .dz dy dz
d— +pd-—= = o, d-= d— = o
ds T ds 7 Tds + %5 S
dont une seule suffit (361), conjointement avec celle
de la surface donnée, pour déterminer la nature de la
ligne la plus courte qu’en puisse mener sur cetfe
surface entre deux de ses points. ;

En supposant que cette ligne doive ¢tre menée entre
un point fixe et une courbe prise sur la méme surface,
.on aura. d’abord ¢'=o; et'désignant par dy = ndx,
Véquation différenticlle de la projection sui Ie plan
des zy, de'la courbe donnée, il viendra &y"=n'dx";
puis Péquation ¢" = o, se changeant en

dz’ 4 p"dz" 4 (dy" + ¢"dz")n" =0,
exprimera que les deux courbes dont il s’agit se con- -
pent a angle droit. :

371. Je vais encore chercher la relation de x4y,
Ve Fdy
R E———— ]

, P s A
dans laquelle je considércrai ¥ comme une fonction
de_s coordonnées &' et 3/, 2" ét 3, relatives aux li-
mites (¥), { ¢ ;

Pour résoudre la question dans toute sa généralite, .

propre & rendre minimum Uexpression

(*) Ce probléme est celai de la Brachystochrone, courbe l(.; long
de laquelle un corps descend dans Ie*moins de temps possibley d'un,
point & un autre, )

DE CALCUL INTHGRAL. 593
il faut faire varier ¥, aussi bien que y (368). Soit
Vz(y— Y)..= l;, WVl dyr=ds;
il viendra
Sy —3¥ _de,  dr,
du— s dds = (Tsdax-'-(ls déy

- s > 14
mfdn“‘:_ ey Py apfas asi+( L sy
A 4 uds

u uds
s dode it sy
= = — —
o ar u? + z:dst o uds
dx.” ds Nt
_f{d.ma‘x.;. Sl J‘_}'}.

On tire des termes ot 4 et 9y sontaffectés du sigue [,
les équations :
dx ds dy

— =0, — d—-—=o0;
uds AT G uds =

-la premiére, qui est la plus simple, donne

dz . 2 dx SR
T e U —_:::C‘/‘Z(J"—-—J).
uds s Vda - dy?
Ce résultal indique une cycloide (114); car si Von
y fait y —¥ =2z, on en déduira, X
- h7dz ‘/W Vz e zdz

dai= =
) Vi—2Cz \/ R T
Lorsque V=0, la quantité ¢ donne, pour les li-
mites, les équations
dz'da' 4dy"dy" =0, ‘da'dx’4-dy'dy = o,

d’apres lesquelles on reconmaitra, comme dans le
n° 369, que, si la courbe chierchée est menée entre
deux autres, elle doit les rencontrer & angle droit.
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Quand &Y n’est pas nul, il faut caleuler la valeur de
ds SxEe : .
o5 entre les limites de l'intégrale proposée ;' or,

Véquation

ds dy.
Y

fournie par’le coefficient de &)y sous le signe /, donne

Lo dy
o _—m-f-consl.,

et en observant que &¥, ne dépendant point des va-
riables indéterminées z et y, ne doit pas changer d’une
limite a 'autre, I'équation ¢"— ¢’ = o, devient
dy” da” do"
0 A
—.u"ds'.'J\Y+ u”ds"a\x -+ u”ds”)-r i

+d_7 Y — dx S dy’

. —— il — =
u'ds’ u'ds’ u'ds 1

=201

Si on prend seulement ¥=y", d’ottil suit S¥=4y,
onaura; en réduisant et séparant les variations rela-
tives a chaque limite, :

Gty S nlipt i s (s o e SR .,
Srda’ = Sl =0, 'm"h‘ +“~*T5;J’ =o0;

wds" s 25"
puis faisant, comme dans le n° 369,

Sy =n"dx", Sy =m'dx,

X z ‘o - .
et se rappelant que —== C, les équations ci-dessus
prendront la forme

dirtes: dy?
C+-¢9—n =200 C+—-——a,,ﬂs,,m'=0,

u’ds’

@

DE CALCUL INTEGRAL. : 575
daprés laquelle n"==m’. Ce résultat fait voir qu’aux
points ol la courbe cherchée rencontre les courbes
données, celles-ci doivent avoir leurs tangentes paral-
itles. De plus, équation relative ala derniére limite,
revenant i :

da"dx" 4 dy"dy" = o,
montre encore que la couwrbe cherchée doit couper a
angle droit la seconde courbe donnée.

372. Les problémes précédens se rapportent a des
maximums on & des minimums absolus; en voici un
ot il sTagit de mazimums et de minimums relatifs :
Parmi toutes les relations que peuvent avoir entre elles
les variables x , y, et .qui donnent une méme valeur &
Lintégrale indéterminée [Uy, prise depuis x=x' jus-
qua x=x", trouver celle qui rend la formule (U
un ‘maximum ou un minimum , dans les mémes cir—
constances, Ce probléme se résout en dgalant & zéro la
variation de la fonction (U + afU,, a étant un coef-
ficient constant indéterminé. Ce n’est pas ici le'licu
de démontrer en détail cette régle ; on congoit d’ail-
leurs que si la fonction ci-dessus est un maximum
ou un minimum, et que Von fasse fU, =4, l'in-
tégrale fU aura toujours la plas grande ou la plus
petite des valeurs qu'elle pourrait prendre dans cette
hypothése (¥). Lecoeflicient indéterminé a sert & rem—
pliv la condition fU,=4.: : :

Si, par exemple; on demandait la courbe qui, sous
un périméire donné , renferme le plus grand oule plus
petit espace, on aurait ;

fU+nfU‘=f{,7dx+an:z1+clf}~;

(") Poyesle Traité in-ge, t. 11, p. 8o3.
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en faisant |/ dx* 4~ dy* = ds, la partie de la varia-
tion affectée du signe [ serait

R dy
_f{(dy-;- adE)é‘x—(dr—Tad —d;)ay.},
ct donnerait les équations

dx d_j’_
dy +ada?._o, d.z‘—ada__o,l

dont une seule suflit pour déterminer la courbe cher-
chée (365) ; mais le caleul est plus snnple lorsquion
les emploie toutes deux. Leurs intégrales

d ¥ d i
_7'-+ad—f=C,- x—ai—b,

ds = .
étant mises sous la forme
: dz i dy
y—C e E C=—a T

cnsuite €levées au quarré , puis ajoutées membre i
membre, conduisent a

(r =Cr+E—=v, ,

ce gui désigne un cercle dont le rayon est a.,

Ce rayon se détermine d’aprés la valear assignée au
périmétre [/ dz* o dy; les constantes C et C' peu-
vent sexvir & faire passer le cercle par des limites fixes
et données. Il est doué du maximum d’aire, lorsqu'il
tourne sa concavité vers *l'axe des abscisses, et du
minimum, si le contraire a lieu. Tel est le casle plus
simple du probléme' des isopérimeires, ainsi nommé,
parce que 'on n’y considéra d'abord que des courbes
de méme périmetre. ; y

APPENDICE
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Des différences et des séries.
Du caleul direct des différences.

373. Dans le Caleul différentiel, on n’a fait varier
les fonctions que pour considérer la forme des termes
de leur développement, ou les limites des rapports
de leurs accroissemens a ceux des variables dont
clies dépendent, mais sans avoir aucun égard aux va—
lers de ces accroissemens. Cette recherche ne portait
que sur de nouvelles fonctions dérivées de la premiére,
et non pas sur les valeurs numériques de ses accroisse—
mens; mais ’examen de ces valeurs a montré que,
dans un grand nombre de cas, elles suivent des lois
plus simples que celle de la fonction elle-méme, ou au
moins qu’elles forment souvent des suites décrois-
santes qui se prétent plus aisément aux approxima-
tions, et auxquelles par conséquent il pent étre utile
de ramener les quantités primitives. C’est sous ce

Cale. diff., 5° édition. . 37
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point de vue quon s’est d’abord occupé du Calcul
auz différences proprement dit.

On lui a donné le nom de Calcul auz différences
Jfinies, pour le distinguer du Calcul aux différences
infiniment petites ; mais la dénomination de Calcul
différentiel, exclusivement affectée & ce dernier, et
motivée comme on Va vu (5), prévenant toute équi-
voque, iln’est pas nécessaire d’ajounter Uépithéte fines
aux différences, qui ne sauraient étre confondues avee
les diﬁremielles.

Le but du Calcul direct anx différences est donc de
déterminer les accroissemens en eux-mémes, en les
déduisant , non-seulement de I'expression analytique
des fonctions , mais aussi de leurs valeurs numériques
ou particulitres , lorsque Uexpression analytique man-
que ou serail irop compliguée.

374. Enexaminant la marche desséries formées par
les quarrés et les cubes des termes de la suite natu-
relle des nombres, on tombe déja sur des propriétés
remarquables et utiles des différences; ainsi- que le
montrera explication des tableaux ci-dessous,

Quarrés. Différ, 17®. | Différ. ac.
1
4 3
9 5 2
16 7 2
25 9 2
36 11 2
49 13 2
elc. ete. ele,
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Cuhes. Différ. xre. Différ. ac. Différ. 3e.
I
8 7
27 19 12
64 37 19 6
125 61 24 6
216 - g1 30 6
343 127 36 6
ete. ete. etc. ete.

Je n’ai point fait entrer dans ces tablecaux la suite
naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, etc., parce que la
différence de I'un & 1'autre est toujours ¢gale & 'unité.

A cté des quarrés, le premier tableau contient,
dans une seconde colonne, la différence entre chacan
de ceux-ci et celui qui le précéde ; puis dgns une troi-
sitme colonne, la différence entre chacun des nom-
bres de la seconde et celui qui le précede. Ces dernitres
sont nommées différences secondes, comme €étant les
différences des différences premiéres.

Gelles-ci, formnant une progression par différences,
présentent déja une loi plus simple que les nombres de
la premitre colonne; et les autres, €tant constantes,
offrent encore une nouvelle simpliﬁcation. Une con—
séquence assez importante de Venchainement de ces
différences , c’est qu'on peut, au moyen des seuls
nombres 1, 3, 2, placés respectivement a la téte
des trois colonnes du tableau, former, par de sim-
ples additions , la colonne des (lual‘re's; car en ajou—
tant 2 4.3, on aura 5, puis 2 & 5, on aura 7, et
Von formera ainsi la scconde colonne; ajoutant en—

s
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suite 3 avee 1, on aura 4, 5 avec 4, on aura g, et
ainsi des autres quarres.

La premiére colonne du second tableau contient les
cubes; la deuxieme, leurs différences premieres; la
troisieme,, leurs différences secondes, qui ne forment
plus qu'une progression par différences; et enfin, dans
la quatriéme colonne, les différences des différences se-
condes, ou les différences troisi¢mes, qui sont cons-
tantes.

Ici, au moyen des quatre nombres 1, 7, 12 et 6
placds respectivement en téte des diverses colonnes du
tableau, on pourra former toutes ces colonnes, en com-
mencant par celle de la droite, et en ajoutant chacun
des nombres d'une méme colonne avec celut qui se
trouve sur une ligne plus haut, dans la colonne & gauche,

Cette régle, qui n’est encore établie que sur une
simple induction , et pour deux séries de nombres seu-
lement , ‘sera bientét démontrée et étendue a un
nombre infini de fonctions, pour lesquelles on obtient
ainsi des déterminations rigoureuses,

D’un autre coté, que dans une table de logarithmes
on prenne les différences premiéres entre ceux des nom-
bres consécutifs, elles auront une marche fort inégale,
si Pon opére dans le commencement de la table, ou
la fonction varie beaucoup; mais en passant aux dif-
férences secondes , troisitmes, etc., on én trouvera
qui deviendvont fort petites, et finiront par rester
les mémes dans un intervalle plus ou moins grand.
Les logarithmes suivront donc sensiblement, pendant
cet intervalle , une loi analogue 4 celle que nous avons
fait remarquer ci-dessus, par rapport aux quarrés et
aux cubes, et dont on peut faire usage pour simplifier
la construction de cette table.

375, Quand on a vule parti qu’on peut tirer de la
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considération des différences successives, poussées jus—
qu'a Pordre ol elles sont constantes, soit rigoureuse—
ment, soit & trés peu prés, il parait tout simple de
chercher Iespression générale de leurs relations. Pour
cela, soit

Uy, Uy Usy Ug,e ..Uy

une série de valeurs consécutives (ue regoit une guan-
1ité, en vertu des variations qu'elle éprouve par elle-
méme, oupar leffet de celles qui arriventd une autre
dont elle dépend ; les chiffres inférieurs sont icl des
indices qui font connaitre le rang qu’occupe chaque
valeur dans la série , en marquant le nombre de celles
qui la précédent, en sorte que la premicre, u, est
censée répondre & Vindice o. On fait ensuite

u,—u =Au

uy—u, =O0uy

ug—u, =A0u, A S e R T
stsisevesrersneanes

=gl

Uil

en se servant de la caractéristique 4, pour indiquer
Topération de prendre la différence entre deux valeurs
consécutives d’une méme quantité,

Lorsque cette quantité varie par des degrés égaux,
les diffévences Au, Au,, Au,, etc. sont toutes égales;
mais si le contraire a lieu, on fait, par analogie,

Duy—ODu  =AAu —=Au
Dug—~Au;  =AAu;, =A0u,
PR (2)"

Aug—Duy_ =00uy =0,
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At —Au =AMt =A%
N, —Atu, =A0u, =0,

D’u, -—A"u,_I::AA*u,,_I=A3u,,__|

En poursnivant de cette maniére, on tire des va-
leurs z, u,, us, ... .u,, une suite de différences dont
le nombre des ordres est, au plus, égal & celul de ces
valeurs, diminué de 'unité.

'376. Tl est visible que, suivant la notation ci-dessus,
la différence d’une expression quelconque sindiquera
en plagant devant chacun de ses termes la caractéris-
tique A, en sorte que

Autv—w)=u,+ v, —w,— (U4 v—w)
= Au 4 Ay — A,
de méme que
d(u + v — w) = du 4+ dv — dw_ (10).

On a aussi
Alauw) ou A.au = a(u, — u) = abu,

de meme que d:au = adu (11); et les constantes isolées
des variables dl,spmalsscnt quand on prend la diffé-
rence d’une fonction (7).

‘377, Au moyen de ces rigles et des dquations (1),
ou obtient pourles-valeurs u,, 1, ; ug,. . ..u,, des ex-
pressions quine dépendent que de la valeur primordiale
u et deses différences Au, A%u, etc.; car, puisque

Auy = Au 4= Au) = Ou A4 A’u,
len rdsulte
U, == u - Auy =u 4= Gu = B - Du)
=u - 2001 - Au,
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et de méme

ug==u, 4= Au,
=u + 20u4- A% 4 O+ 28u 4 A%)
== u - 30w -+ 3A% 4 A,

La forme de ces expressions, dont les coefficiens
numeérigues sontles mémes que ceux du quarré et du
cube du binome, conduit par analogie &

(n

n(n—1)(n=2) .,

nn=u+ A +n l)A’ U T u+etc.;

ce qu’on peut vérifier aisément au moyen de I'équation
Uy, = Up + DUy,

dont le développement mentre que la loi ayant liew
pour Pordre 7, a nécessairement lien pour Vordre

n-4 1.

378. On peut aussi exprimer immédiatement la dif-
férence d’'un ordre quelconque par les termes de la
série primitive, qui ont concouru a former cette diffé-
rence, i

Ayant d’abord
Au=—u, — u et Au= Ay — Ou,

on observera que Aw, doit étre composé avec u, et v,,
comme Az Vest avec u et u,, cest-d-dire qu'il suffit
d’augmenter de P'unité les indices, pour passer a..
Au, = uy —u,, et Von obtiendra

D= 1ty =— Uy (Uy — U)
=u, —2u - u;

puis augmentant de Vunité les indices, dans cc dernier.
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résultat, pour former Ay, il viendra

D= A'uy — A'n = ug— 2u, L1,

— (2 —2u,+ 1)
=uy —3u, +3u, —u,
ct par analogie

An "="u*~r;lun_. " n(l:—; 1) P 23 n(n—:xi (;—2),,

loi qui se vérifierait par le développement de Péquation
Aty — A"y — ARy,
Ce résultat et le précédent veviennent &

U, = (14 Au)", A"y — (g —1)",

powrvu que Pon change dans le développement de
V'un, les exposans des puissances de Au en exposans
de la caractéristique A, et dans celui de Tautre, les

exposans de » en indices; on peut méme poser tout de
suite

U, = (14 2)"u,
et il n’y aura rien & changer dans le développement.
379. Lorsqu'une fonction est donnée, rien n'est
plus facile que d’en obtenir les différences successives ;
je prendrai pour exemple la fonction z™, En faisant
u=2z", et supposant que z augmente de la quan—
tité &, on aura v, — (x4A)", et par conséquent

D= (- 71)'"_. 27— mam <

m(m—r1) Zm—afe
2

m(m-—1) (m— 2)

—2) jin—3p3
i D Z"=8h3 L ete.

Pourpasser aux différences ultérieures A%y Ay ete.

“n—8+8lc.,
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il faut faire varier z de nouveau, ce qui présente deux
lLiypothéses. L’une consiste & supposer que la quantitéz
prenne toujours des accroissemens égaux, et l'autre
que ces accroissemens soient eux-mémes variahles_:
je ne m’occuperai ici que de la premiére. En substi-
tuant z -~ % au lieu de = dans Au, on aura

m(m—1)

Lu=m(x-h)""h4- = (x 4 h)"—h* 4 etc.

Tl est visible que si I’on développe expression de Ax,,
ct que 'on en retranche celle de Au, le résultat or-
donné par rapport aux puissances de &, sera de la
forme

A'u=m(m—1)x" "k Mzx k4 Myxm—4hi-4-etc.

M3, My, etc. désignant des coefficiens dépendans de
Uexposant mz.

Par une nouvelle substitution de x4 dans cette
dernitre équation, on parviendrait a A%z, et en ob-
servant que A'u = A%y, — A, on obtiendrait

Ay =m(m —1) (m—2)z"—h° + Mzt + ete.

La loi des premiers termes de chacun de ces déve—
loppemens est évidente, et 'on voit que I’expression
de A" doit commencer par

m(m—1) (m—2). ...(m--n-41)x"" "k

On voit aussi que, quand 'exposant 2 est entier et
positif ; le nombre des termes du développement de
A"z, ordonné suivant les puissances de z, diminue
de Punité lorsque n angmente de cette quantité, et
que quand n=m, il vient

AT =m(m —1) (n—2).. .. 12"



586 DES DIFFARENCES

Cette différence élant constante, il s’ensuit que celleg
des ordres supérieurs sont nulles.

On parvient facilement au terme général de Amy
en formant Vexpression de cette différence par le
moyen des valeurs de u, u,, u,, u3, ete., sans passer
par celles de Au, A%w, A'u, ete. (378). Il est évident
que dans Phypothése présente les valeurs

u,, Ui Ugs s shaesh Uy
répondent a

x-+h, x~4-2k, x4 3h,...c.x 4 nh,
et I'on a par conséquent
u=(x+0", u=(x2b)",... 0= @+nk";

on tirera de 13

A'u = [z + nh]" — ’f [z 4 (n—l)lz]"‘

n(n—1

-+ e [z 4 (n—2)k]™

n(n—1)(n—a)
T 1885 &

[z 4 (n—3)A]™ + ete.

Si Von désigne par i Uexposant de % dans le terme gé-
néral du développement de Péquation ci-dessus, l'ex~
pression de ce terme sera
mim—1) (m—2).....(m— i41) _ ..
Tihadn iy F s
R u y nfn—n)
{r=2n—ry 4T

1.2

(n—2) — etc. };

mais comme on vient de voir que le développement
de A"z ne pouvait contenir des puissances dé k dont
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Vexposant fit moindre que n, il s'ensuit que la
fonction

3

n . n(n—i
e — (2 —1) 4= nat) (n— 2)t— etciy
1 1.2
composée de n <1 termes, est nulle tant que < n-
D’un autre coté, le coefficient

m(m—1) (m-—=2).....(m—i-41)
E o2 Baiaivisraiand

gévanouissant lorsque Z2=m 1, il en résulte que la
plus haute puissance de %, dans le développement de
A"u, ne peut étre que ™.

380. D’aprés la propriété du monome z™, toute
fonction rationnelle et entitre de = a tonjours des dif-
férences constantes, savoir, celles dont I’ordre est mar-
qué par Uexposant de la plus haute puissance de z,
qui soit dans la fonction proposée. En effet, celte

fonction étant de la forme Ax”‘—l—Bzc—}- Cx? 4 etc.;,
on aura A*(Az® 4 Bx® 4 Cx¥ - ete.) =
AL* 2 BA", 264 CA* 2V ete. (¥) (376) 5

¢t sie désigne le plus haut exposant de «, il viendra,
pour le cas ot n=a,

At R =12 ah?,  A%2f =0, A%.aY=o etc., -
2 ? ?
en sorte gue

A (At Brg4 Ca¥4-ete) =1.2.30. vouo.adh®.

(*) I ne faut pas confoudre A x%avec A"xz%; car la premitre
: i A
de ces: expressions est la différence de Pordre 72 de Ja fonction 2%,
tandis que Arad = (an2)%,
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381. Clest surtout par rapport aux fonctions {rans-

cendantes, dont le calcul approximatif est lahorieux,

que T'on gagne beaucoup 4 se servir des différences,

ainsi que le fera voir Pexemple suivant, tiré des loga-
rithmes.

Soit =1z ; on aura
u,:l(x+h)=lx+1(x+§ =

i h3
l.z--}-M{;—z?-f-;?—etc.}(zg),

d’ot Ton tirera u,, us, etc., en mettant ok, 3%, etc,,
au lieu de 4, et les formules du n® 378 donneront

k LREGESr B3 2
Au = M{ Slsam E;—etc.},
h? R
Au—=— M{ ‘—rl; —% + etc.},
3
Ay = M{i—’;-—ctc.},,

ete.

On poussera ces suites, snivant la grandeur du nom-
brez, jusqu’a ce que la dernitre différence soit assez
petite pour étre négligée sans erveur sensible.

Si Pon avait, par exemple, = 10000, et h =1, on
trouverait pour les logarithmes ordinaires,

Au = 0,00004 34272 76863,
A’ = — 0,00000 00043 f2076,
Ay =

0,00000 00000 00868 ;

ctil est évident que si on ne voulait avoir les demif:rs
résultats qu’avec dix chiffres seulement, on pourrait,
sans® craindre d’erreur sensible, négliger long-temps
les différences du quatrieme ordre; car il faudrait
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qu'elles fussent répétées un grand nombre de fois,
pour influer sur la différence troisieme : on formerait
donc successivement, suivant la regle du n° 394, les
colonnes des différences troisi¢mes , secondes, pre-
miéres, et enfin les logarithmmes des nombres

10001, 10002, 10003, etesy
en partant de celui de 10000, qui est égal a

4,00000 00000 00000,
11 faudrait faire le calenl avee 15 d
reconnaitre quand Vaccumulation des quantités négli-
geées pourrait commencer & influer sur le dernier chiffre
qu'on se propose de conserver, ce dont on s’assure
au moyen de quelques logarithmes calculés Ti
sement a des intervalles €loignés; car lorsque, par la
suite des additions successives, on parvienta ces loga-
rithmes, il faut que la méthode des différences les
donne tels qu’ils ont été déduits & priori, au moins
dans les dix premiers chiffres 5 81 C’est & ce nombre que
Von veut sarréter. Lorsque le dernier de ces chiffres
cesserait d’étre exact, ce qui n’aurait pas encore licu
pour le rniombre 10050, on caleulerait de nrouveau
apriori les diffévences Qu, &%, Au, et Pon se servirait

des nouvelles valeurs comme des précédentes, pour

obtenir les logarithmes des nombres entiers qui sui-
vent celui auquel on a di s’arréter.

écimales, afin de

goureu~

Application du calcul des différences &
Cinterpolation des suites.

38s.

L’un des principaux usages du caleul des dif-
férences

> & pour objet Vinterpolation des suiles ,
opération qui consiste 4 insérer entre les termes d’une
suite, de nouyeaux termes assujettis & la méme loi que
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les premiers. Pour cela on regarde les différens termes
de cette suite comme des valeurs particulitves que
regoit la fonction qui exprime le terme général, lors-
qu’on assigne également des valeurs particulitres & la
variable d’ou dépend ce terme, et qui dépend elle-
méme du rang qu’il occupe dans la suite proposée.
Quand Texpression de ce terme est donnée, on en
tire autant de valeurs qu’on vent; mais il n’en est
pas ainsi lorsqu’on ne connait qn’un certain nombre
des premiers termes de la suite, ce qui est le cas
ordinaire auquel on appligue I'interpolation.

11 faudrait alors déduire Vexpression analytique
d’une fonction, de celle d’un nombre limité de valeurs
numeériques, ce qui ne se peut quand la forme de la
fonction est inconnue; car on doit observer que ce
probléeme revient a former Véquation d’une courhe
passant par les points dont les valeurs de la variable
indépendante représentent les abscisses, et celles dela
fonction, les ordonnées, et qu’en quelque nombre que
soient ces poimts, ils ne sauraient parliculnriser la
courbe , si elle n’est pas donnée d’espece. (Trig.168.)
Mais comme on ne cherche i interpoler une suite que
dans des espaces trés resserrés, on congoit ue lex-
pression de son terme général est développée suivant
les puissances ascendantes de sa variable, et qu'il est
permis de se borner & un petit nombre des premitres
puissances de cette variable ; par ce moyen, la forme
de la fonction, qui est alors rationnelle, se trouve
déterminée. "

Ainsi , sachant qu’aux valeurs

o SCREY P e Al o L T 3
d’une variable queleonque z°, répondent les yaleurs

Wy Uy Uzy iiUgy Lo,
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&’une fonction v de cette variable, on suppose que
P’on ait en général

U= a4 pr' 4 yx'* 4 33 + etc. ,

et1’on détermine les coefficiens «, 3, ¥, etc., par lacon-
dition que ' devienne successivement u, u,, Uy, etc.,
lorsqu’on change 2’ en @, x,, x,, ete.

Cette détermination présente deux cas : le premier,
dans lequel les valeurs x, x,, 2, , 3, ete. sont équi-
différentes , se résout immeédiatement par I'expression
de u, dun® 377.

En effet, soient 72+ 1 nombres donnés, et quion
en prenne les différences relatives au premier terme,
la formule rappelée deviendra
( 1)

A s it

"n-—-‘u+ AH+
(n——!)...(n—m+x)

1.2....M

Az

3

et sil'on y fait successivement

N=0, nN==Iy; N=2,....0=MmM,

clle donnera les nombres
u, U, Usly s s s
on peut donc la regarder comme une équation qui lie
ces nombres avec indice du rang qu’ils occupent,
n désignant alors une variable indéterminée.
Tl est visible de plus, que le second membre étant

développé et ordonné suivant les puissances de n,
prendra la forme

n+ﬁrz+'y712.;:.+,¢an"’,

ol @, B, ¥,....psont des nombres donnés, et sem-
blable & celle qui a €t posée ci-dessus en .
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TFaisons maintenant
uie=t(r), - wi= Al R sty — [(z 4 nb),
puis x+-nh=2a', et nh=a'—z=n'; il en résultera

B

n=-— et u,—u =
" h B(h— —ah
u+—Au+ \L ) Atut z(zh :;L(gh ?,L)A3u+etc.

Enfin, si 'on représente u'— u par A, il viendra

04 P K (h'—h) (F'—:
A'u = Au +h(hh h) At (lh 211)1.(25 2")A“u-]-et.r:.

383. Je passe maintenant aux applications.
Soit d’abord la suite

3 17, 19, 39, 6y,
correspondaute aux indices
0, 1, 2, 3, 4;
on a‘pour ce cas,
u=3, Au={, Au=8, Au=—o, h=1;

Pexpression de A'w se réduit A ses deux premicrs
termes, et 1'on obtient par son moyen
Aum=f A~ [H (R —1) = 4} :

ainsi pour Vindice %', il viendra u'=3- 4k In
prenant A'=3%, par exemple, on trouverait que le
terme correspondant i cet indice est 28.

Soit encore la suite

1, 4y 2”’ 3, 9 16;
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en prenant les indices comme & Vordinaire , savoir,

[l S B Ry 5 i aete)
et formant les différences, on trouvera:

n=u, Au=3;% Mu=<b  ASp=—=8§,
AMy=—6, ANu=o, h=1,

d’ou Pon tirera

i h' h’(h —-1) h’(h—l) (h'—2)
u'=1+4 3-;— +8 S
71’(72'—1) (K—=2) (H—3)
o L2 3 v/

En réduisant cette expression’, etl’ordommnt pal rap-
port aux puissances de /', on aura

. 1216k —1 1A 43407 — 3}14
Lo

G 12

11 faut remarquer qué cet exemple et le précédent
n’offrent qu’un nombre limité d’ordres de différences.
Sur ce pied, Vexpression de «’, qui est aussi limitde,
représente exactement le terme général des séries pro-
posces, et peut servir & les prolonger ‘antant qu’on
le voudra. Tous les nombres qu'on en dédunira sui-
vront, par rapport a leurs différences; la méme loi
que les premiers termes desquels on est parti, et les
séries-dériveront ainsi d’une fonction algebnque ra-
tionnelle et entitre.

384. Lorsqu’il s'agit de fonctions fractionnaires,
irrationnelles ou transcendantes, la suite des diffé-
rences Au, A'u, A'u, ete. ne se termine plus rigou-
reusenment, mais quand elle est déeroissante, elle rend

Cale. intégr., 5° ¢didion. 38
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convergente Vexpression

el R=h) o BB (B —2h) ’
S e T T

et permet de la réduire & un petit nombre de termes,
au moins pour un intervalle peu considérable. En yoici
un exemple tiré des tables de logarithnses. Je suppose
que, par le moyen d’une table contenant les loga-

rithmes ‘depuis 1 jusqu’d 1000, avee dix décimales,

on veuille avoir le logarithme" de 3, 1415926586,
nombre trés approchant du rapport de la civeonfé~
rence au diameétre’; on regarvdera alors les logarithmes
contenus dans la table comme des valeurs particu~
licres de la fonction u, les'nombres comine les indices
auxquels répondent cés valeurs, et l'on formera le
tableau suivant : -

1 =0,4969206481 | | |

u, = 04983105538 | 1380go5y

u,==0,49q6870826 | 13765288 | —43769

uz = 0,5010592622 | 13721796 | —43/492 | +277
u4=o,5024z712oi)| 13678698 | —43218 | a4 | =3

dontla premiére colonne renferne les logarithmes de

3,14, 8,15, 3,16, 08

3519,
la seconde leurs différences premitres, la troisieme
leurs différences secondes, la quatrieme leurs diflé-
rences troisicmes, et la cinquiéme leurs différences
quatrigmes, qui sé réduisent & 3 unités du dernier
ordre. On aura par ce moyen

Au = - 0,0013809057, - A% = — 0,0000043769;
Alu = 4-0,0000000277, Aty =— 0,0000000003,

et comme k=001, | K= o0,0085926536,
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on obhtiendra : ;
K IS ot e :
7;:0,15926536, Tﬁ—:z—h-;=—0’42036732’
Pl e
: 371? :ﬂ_§=-—o,613578m,

h— 3% I A s
e =Zz_i=—o,7101836b :

avec ces valeurs il sera tres facile de mettre en nom—
bres la formule ;

L
heE Rl T e e
'h!_h hl_ f_ e
+ D Ee =,

qui donnera ¥’ = 0,49714¢8726.

Tl existe des moyens plus faciles pour cbhteuir les
logarithmes des nombres exprimés par beaucoup de
chiffres, mais le précédent est trds propre a servir
d’exemple pour la méthode d’interpolation: On doit
reconnaitre déji que cette méthode s%étend & beaucoup
d'autres cas; elle est surtout d’un trés grand usage dans
les caleuls astronomiques. :

385.. Lorsque les valeurs z, x,, Z,, 23, elc, ne sont
pas équidifférentes, on emploie immédiatement la
formule. :

W=a -+ g2 -yt Iz ete,,
dans laquelle la substitation des valeurs particuliére®
T, Ty, &4, T3, ete. ; fournit les équations |

U =a - Br 4 gzt 4 dxt etc.,
U = o + pr, + yx* 4t ~+ eteq,
Us =0 o B, oy - 08, P e
U= & o BTy 4o’k Ja% - elc,,
{1 .

38..
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dont le nombre doit étre égal a celui des coefliciens
indéterminés «, 8, y, etc. ; et voici comment on ob-
tient Vexpression de ces coeﬂxcnens ¥
En retranchant successivement la premiere équation
de la seconde, celle-ci de la troisiéme, etc., on par-
vient a des résultats respectivement divisibles par
Ti— X, T, — T, X3— Ta, elc., et d’ott Pon tire

S = pb (@b x ) A b o ) fete,
el &

;2—‘—:: = e+ y(mtz)+ Natad zax A 2% Jete,,
Za_x = (st z.)+a<x%+ @g@,+ 2%) +ete.,
etc.

Posant, pour abréger,

F5 Uy — Uy U
=0, ———=1U,,
Xy L X3 — T,

uz— 1,

on aura les équations

=8 + vl + ) + N+ xxt-a?) + ete,
U.= 8+ vz + =) + dxh + za ) +ete.
Us= g + y(xs4x5) 4+ (=% + gz, a%) +ete.

ete.;
a 3 ; 2t
retranchant encore U de U,, U, de U,, etainsi de
%ﬁte, et désignant par U’, U’,, etc., les quantités
Uil Mg

ete.
ri— ! i xg—,’ ;

on trouvera

U=y 4 Nz, + x + 2) F elc,
U=y + Nas + x + 7) + ete,

Sliielea s
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d’ou l'on tirera
[ZAE U’ = (a3 — x) + cte

Maintenant si Pon fait

U U' Lo g 210
T3 — ) ;

on aura U”= &} etc., etsi pour fixer les idées on
ne suppose que quatre termies a lupussmn det, -
Vopération finit & Véquation ci-dessus. Prenant la
valeur qu’clle donne pour &, et remontant a celles
dey, £, «, par le moyen des quanmes U5 Uietoa, il
viendra

e lils

y = U— Ulle, + r + ),

Bo= U — Uz, 4+ 2) 4 U'(x,x, + z.x 4 x,x),
¢ =1 — Uz +Uzxax—U'z,2zx.

Sabstituant ces valeurs: dans Pexpression de «’, on
aura f

W=t Uz —x)F U [a" (2, -2) 2 2,2

G- U'[aB8—(zs 42, +2)2x? + (mmitrafrz)’—rzx] } <

11 est facile de voir que les coefficiens de U, U’ et U"

sont du.omposablus en facteurs simples, et que Pon
peut mettre o sous la forme

u _u+U:c—r)+ U’(x—z)(.r—-:r)
AR e Y (e )

En poursuivant d’aprés cette méthode , on obtien—
drait une formule analogue a la précédente; et quel
que fut le nombre des valénws @, @, @y, de
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et PR L e
Pabscisse 2/, on auraiten géncral,

u'=u +"U(x —z) U’ (o -—:r)(x —z ) U (2" —2) (o —) (/=)

+ Uz —z) (2'—2,) (' —x,) (&' —z3) +etc :

en faisant
u—u Sy
= 2
T, —x

Quand les valeurs x, z,, ., 3, etc., sont eqmdlf-
férentes, on a

o=z,
d’ot ’on déduit

T =2 A4 2h, xy=x 43k, etec.,

‘

U:A—hu, 2 1=A—Zl‘g Un—%7U=Ah ——ele,
oo U"_IA:}‘L‘ v, :%‘/’?, bte
: ] :
; Al
Dm:?-.z—.é%h_'f’ etels

erea s
faisant ensuite ==z 4~ 4, il en résulte
Z—x =0 =k},

e A
. Xz, =h—2h,
2'—x3= N —3h, etc.,

? * PE . il
et l'on yoit ainsi que Vexpression précédente de o,

7
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@ _h) Au

qui devient alors

u=u+ A U4 —— 3
h (h'— ) (7L——2h) 3
+—h7h_3—h 4 u+<,tc 4

rentre dans celle du 1° 383, obtenue par une voie
différente. .

386, Lagrange a PIEbLute Pexpression’ de o sous
une forme nouvelle, en observant que puisque les
uluahons *®

SO Y PO R B e T i
u=u 4 fx, F ozt dxd 4-ete,
e R e R e ete.,

ete.;

sout du premier degré seulement, pay rapport & chas

cune des quantitds @, 8,y, €le. , u, u;, Usy Qi€ et

que u’ doit étre exprimé en 2, de maniére qu'en y

faisant suecessivement.z’=x , T'==%, T'=a; yetc.,

il vienne w'==u, W'=u,, v'=u,, etc., on peut écrire
W' = Xu 4 Xu, + X,u, - etc.,

pouwu que X, X, X,,etc. “soient dcs fonctions

de 2’ telles que par la supposition de z'==z, on ait
en méme temps

Xty kX, ==lols vk =Sl R Ie

que par celle de ' = z,, on ait

Xi=40% X._x, A=y elc
que par celle de &'=w=,, onait :
Kiz—p = X SRy S ele

et ainsi de suite, conditions qui seront remplics st Von
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prend
Pl (@' —x,) (2 —%&,) (2' — x3).n.. :
T =3 (=) (=)o
_ @ —z) (& —x) (@'—x5).. ..

i (Ti—z) (2i— x) (F1—23)....]
(@ x) (F— &) (T —xi)....
A (=) (22— x,) (aa—g) 02

La loi quil faut observer dans la formation de ces
quantités est on ne peut pas plus simple ; leur numé-
rateur contient , ainsi, que leur dénominatéur, autant
de facteurs qu’il y a de quantités z, z,, a3, x3, etc,,
moins une; et si I'on y fait les hypotheses indiquées
ci-dessus, non-seulement on se convaincra qu’elles
satisfont a la question proposée , mais on verra de
plus comment il ‘a été possible de prévoir qulelles y
satisferaient : on a donc cette nouvelle formule d’in~
terpolation :

. (@ —a) (@ —2) (2 —ax5)...
TR SR (L ) [ — Z)e
(@ —z) (F—x,) (T —=5)...
(r— )z = 2 (=) s
(@'—2z) (@ —x) (& =23). ..
@a—2) (Fa— ) (22— 3). -
Eiete,
trés commode dans la pratique, parce qu’on en peut
calculer chaque terme par le moyen des logarithmes.
11 ne serait pas difficile de la ramener 4 celle du n®pré-
cédent, et méme & celle dun® 382; c’est pourquoi je
ne m’y arréterai pas. \
387. Ici il est aisé de voir, d’une maniére évidente,
que le probléenme de Pinterpolation est indéterminé,
quand des considérations particuliéres ne fixent pas la
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forme de la fonction qui doit représenter le terme gé-
néral des nombres donnés. - ;

En effet, les seules conditions anxquelles soient as-
sujetties les inconnues X, X,, X,, etc., peuvent &tre
remplies par des fonctions bien différentes de celles
que Lagrange a choisies.

On trouve d’abord I'expression trés simple

sin m (z'—2,) sinn (z'— x,) sin p (z'— a3) ete. ,
qui jouit de la propriété de s’évanouir, lorsque
e e e A
quels que soient les nombres m, n, p, etc. : on pourra
donc poser I'équation &
o sinm ('—zx,) sinn (z'—x,) sinp (2'— x3) ete.
T sinm(z—x,) sinn(x— x,) sinp (x — x3) ete.

)

dont le second membre se réduit & P'unité lorsque
z'=2; et sur ce modele, on formera aisément les
valeurs de X, X, etc., dans chacune desquelles on
pourra prendre pour les coefliciens m, n, p, etc.; tels
nombres gu’on voudra.

Si de pareilles expressions s’accordent avee celles
du n® précédent pour les valeurs de 2’ comprises dans
la série @, z,, x,, clc., elles en different beaucoup
dans les intervalles, dés que les arcs ne sont plus
assez petits pour étre sensiblement proportionnels &
leurs sinus : on peut d’ailleurs substituer les tangentes
aux sinus, et les condilions précédentes seront encore
remplies.

388. Les formules d’interpolation s'appliquent d’unc
maniere trés utile dans la détermination approchée
de lintégrale £ Xdx, on'de la quadrature des courbes.
La premiére idée qui s’est présentée sur ce sujet, a éLé



W=t — 4+
1
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de substituer 4 la courbe proposée une courl;e pa-
rabolique , assujettic A passer par un nombre donné
de points de la premiére : il est évident que plus ces
points seront multipliés et resservés, plus Uexactitude
croftra,

En prenant.d’abord la formule

w=a 4 g’ + g2 L ete.,

pour représenter Uordonnée de la courbe parabolique,
'aire de cette courbe sera exprimée par

‘ , 3
ax BxA i
Jfulda = = S +Z§~¢‘+ ete. -} const.

quant aux coefficiens «, 8, 4 etc., ils se concluront
sans peine du développement de Vexpression em-
ployée pour o', ?
Si” Yon prend celle du n® 382, qu'on y fasse
I ]
-,;:x', elle deviendra

0y

rau Ca(F—A | 2@ =) (=)

1.2 + 1.2.3
et il faudra la pousser jusqu'au méme nombre de
termes que la précédente, c’est-d-dire celui des points
par lesquels doit étre déterminde la courbe para-
bolique. '
Supposons que ce nombre soit 3; on ne prendra que
les trois premiers termes de la formule ci-dessus; en
Pordonnant suivant les puissances de 2/, il viendra

ooa=u, o B=Au— AW, o—=gA%U,

quantités qui ne dépendent que des trois ordonnces

conséeutives u, u,, u,, répondant aux valeurs .

M=o, K=h, K=2h, ou z'=o, x'=1, 2'=2;

~+ ete,,
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ctsi I'on assigne o et o pour les limites de Julda’, sa
valeur sera - Ty

ou - o(du —  A’u) + A%
= o(u +4'Au + £ A’u).

Dans ce cas, 2’ serait Vordonnée d’une parabole QR,
fig. 63, passant par trois points de la courbe proposce
DE, et fu'dz’, Vaire du segment de cette parabole,
compris entre la premicre ordonnée PAM et la troi-
sitme P, M. :

En général, cette parabole QR sera alternativement
intérieure et extérieure A la proposde, ou wice versi ;
en sorte que Vaire de son segment différera dans une
partie par défaut et dans Vautre par cxets, de laire
du segment correspondant de la courbe proposée DE ;
et alors il pourra s'opérer dans le rdsultat total une
compensation plus ou moins approchée entre ces diffc-
rences. ;

La formule précédente devient plus symétrique
quand on remplace les différences Au et A% par leurs
valeurs :

u —u et U, — 2u, - u

(378):
on obtient, aprés les réductions,
3 (u+ fu, + u,).

Si Pon' congoit de méme qu’il pASse une nouvelle
parabole par les points M, , My, M, etainsi de suite,
et que V'on réunisse les aives de chacun de leurs seg~
mens, on pourra embrasser une portion aussi grande
que Pon voudra de la courbe proposée; et si la der-
niére ordonnée est représentée par w,, m ¢lant un
nombre pair, on aura

ric. 54
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3 Fqu - w) 3w, = fuy LS
crareeenaiiond = B, +4u,,,_,+u,,,)
=—f; (w4 uy) 4 s+, Uit
4+ 4ty

Ce résultat, d’une forme assez élégante, ne compre-
nant que des lignes quion peat mesurer sur la figure,
peut servir A évaluer des airés renfermées par des
courbes dont on n’a pas Iéquation, avantage que
n’offre point la méthode du n° 233. Au reste , dans
Vune et Vantre méthode, il faut caleuler a part les
portions comprises entre deux points singuliers, et
multiplicr davantage les ordonnées dans celles o I
variation de courbure est le plus considérable. Nous
reviendrons sur ce sujet au n° 4o5.

De Lanalogie des différences avec les puissances.

389. Le Calcul différentiel et celui des différences,
quoique étant bien distincts, comme on le verra dans
la suite, ont néanmoins dé grands rapports entre eux,
et peuvent s’appliquer Pun a Vautre. Lorsque T'on
considére le premier sous le point de vue on l'a
présenté Leibnitz, ou par la théorie des limites, il
devient un cas particulier du second : on a dé Ie re-
marquer au commencement de cet Ouvrage , et pour
Te confirmer encore, je déduirai la séric, dé Taylor,
de Véquation # Tt

n n{n—ix
ll,,:u-}—;—Au.‘_Ll_;_)Ayu

2 Mﬂ,ﬂu + ete. ' (379

1,93

Soit u=((x), et qucla variable = regoive sueces-
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sivement un nombre 2 d’accroissemens €gaux, 1epré—
tentés par «; la valeur u, sera celle que prend u

» : . # st
quand z devient @ + na; faisant ensuite ne="h, on

auran=—-—et
“

A Bh—a) .,
it £ N8 s

& h(h —a) (h— 2a), : :

o 2w e,

ce gui peut s’écrire ainsi : S

hau . h(h—e) Au
Hedh=LiecH s o

3,
M09 e

+Maintenant, si ’on congoit que, % de.meu?ant‘cons—
tante , « décroisse indéfiniment , ce qui reyient a sup-
poser le nombre n de plus én plus grand, le se-coxlul
membre de I’équation ci-dessus tendra vers une limite
qui s’obtiendra en faigant «=o0, et en observant que

les rapports

‘u Au
As c —=, etc.
) = =

ont alors pour limites, les coefficiens différentiels

2 dﬂ'
j—z, 371:’ Tosy ete. (355) :

on aura donc eneore gl

del  dw B (Et B
dz1 " dztr.z ' da®roa.d

-} ete.,

¢ ‘pour le développement de la fon)ftion u, quand z est
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devenue x4 h. Cest & peu pres ainsi que Taylor est

arrivé au théoréme cisdessus , qui porte son nom.
Lovsqu'une fois on y est parvenu, la théorie ana-

lytique du Caleul différentiel n’offre plus aucune

difficulté ; ainsi ce qui précéde suffit pour montrer

comment il résulte du Caleul des différences. - ‘

3go. A Vaide du théoréme de Taylor, le dévelop-
pement des différences d’un ordre quelcotique pour
une fonction quelconque ¢'obtient sans difficulté. On
a premitrement :
duh  dw B dPu K

dz1 da 1.2 @ dzP1.2.3

~+ etc.;

FaN—]

et si, dans cette équation, on met successivement Az,
A’u, A'u, ete., auliende u, on formera les expressions

%% dan b, &’Au R? d*au B et .
S e 55 BT ey etc.
3 dz 1 A iie dati .03 “
y dauh | dPAu B2
A== - — — ete.
dr 1 da? l.z+ /
: dadu h .
Ay = —— —-etc.,
At ¥ 2
ete.,

au moyen desquelles le développement de chaque dif-
férénce se déduit de celui de la précédente. On obtien-
dra d’abord v

d*u h? d'u B diu Bt

A“u:a;;—[-‘ ST mz—'g-[—etc.
d'u B? din At

v iy eai e

GEE

g8t Sl
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11 serait facile de trouver la loi que suivent les termes
de cette expression ; maison y parvient d’une maniére
plus générale, au moyen de analogie qui existe entre
la différentiation des quantités et leur élévation aux
puissances, analogic dont le n° 378 renferme les pre-
mieres traces. .

391. On a vu (27) que

Lo et et g

ey = - = — L e

£ SRR e T CV’

ct il suit de cette formule que
Tk Jah | dut b dis B
e du ut yhne duiesl

=1t -y - el

5 +d.t| -dx‘x.zhrd.tsl.z.3\+e 7
du,{
Tz duk . dur B2 dud K
e —_—r=

e _— — ete.
d 1.2, 1I151.2.3+

Si maintenant on transporte les exposans des puissances
de du A la caractéristique d, le second membre de
Véquation précédente deviendra

duh d?u h? d3u 4 e
dx 1 dz® 1.2 d—xil.z.3+.{“"

et sexa Ja méme chose que A : on aura donc

Au—c¢ — 1,

pourvu que dansle développement du sccond membie,
on transporte & la caractéristique d les exposans des,
puissancesde du. :
D’aprés cerésultat, Lagrangea remarqué le premiex
j 7
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qu’on avait en général &

5:—"11 )n .
«
Atui=si\e 5 S B

en observant toujours de transporter a la caractéris-
tique d les exposans des puissances de du.
Depuis, on a simplifié cette maniére d’écrire, en
posant
n

( ]d—h g (;—th )
axr N
Au==\e " —1ju, Au=X\e —1)u;

_car il n’y a plus rien & changer dans le développe-
ment ; mais il faut bien se rappeler que la lettre d ex-
primant une caractéristique et non pas une quantité,
les équations ci-dessus ne deviennent effectives que
par le développement de leur second membre. Voici
comment Laplace a démontré ce beau résultat.

IL est évident, par ce qui a €ié dit dans le n® pré-
cédent, que, quelle que soit Pexpression de Az, on
doit avoir

d"u
AR —
da”

+xu dn+nu

n 4 d" 1 ik
L o dan e dzits

Rt L ete,,

A', A", ete. désignant des coefliciens qui ne dépendent
que de 7. Cette équation devant subsister pour toutes
les formes que peut prendre la fonction u, conviendra
nécessairement au €as ou u = e? ; mais alors

de & dPu =
FESR P Pl

Au —eTHt—eT—e(eh—1), A2u=—(e*tt—e®) (eh—1)=e(el—1)",
Aau-_-:e’(e"—l)g, veanien e Alu=e®(ehm—1)m.

Substituant ‘cette valeur de A"z, dans le premier
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membre de I'dquation posée plus haut, et celles de

du  du Ra
T T Cs dans le second, il viendra

(e" 1) = B 4~ A'h"+' o g pnta + ete.,

d’ou il éuit‘que les coefficiens 4’, A" etc. doivent étre
les mémes que ceux du développement de (eb—1)",
puisque l'accroissement £ doit demeurer indéterming.
Il ne peut d’ailleurs exister ancune difficulté 3 Pégard
des coefficiens différenticls de v, qui se déduisent foue
des puissances de du par le changement indiqué dans
les exposans. i

La méme relation entre les puissances et les diffé—
rences se retrouve dans les fonctions d’un nombre
quelconque de variables , et se prouve d’une maniére

analogue.

d—uh 'lﬁk

d. 7 -

392. De Au==¢"" —1 on tire e I 4 An; et

si 'on prend les logarithmes de part et d’autre, il
viendra y

d
Th=1(: + au).

Lagrange a encore reconnu que cette €quation se—
rait vraie, si dans le développement de L(x4-4%), on
transportait a la caractéristique A, les exposans des
puissances de Au; on aurait par ce moyen

O i s

oh= Q' A — L u+etc. (209).

Au lieu de m’arréter 3 démontrer ce cas particulier,
Je vais prouver qu’en général

d"u
& ={lt+ay),

en changeant Au®, Au®, ctec. en A’y A%u, ete., on
Cale. intégr., 5° édition. 39
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bien

(]ﬂ
(_l.;:r-‘.h" = {L(+4)}u,

sans rien changer dans le développement. ;

1l est visible que la question revient a déterminer les

2.
g[—l, fl—zi, ete., en fonction des
dz’ da*
différences successives de u, et que pour cela ona des
équations de la forme
+3
d"u arihe v w Ot
Au =(T:;:7:h”+'d’ dz“:‘hn +A4 d:c"*"h -+ ete.,
d!l-f'lu 5 dn+a" Ly
e Bt dzits REF2 = ete,
2.

Ar = d——g
4zt

cocfficiens différentiels

ALE =

hnt? - ete.,
etc.,

dans lesquelles les coefficiens différentiels ne montent
quau premier degré : on peut done faire

d"u
da"

hr=—= A"u- B’ A" i - BYAM Ry 4 B7amHu - ete.

On obtiendrait facilement la valeur des coefficiens in-
connus 5, B", B”, etc., par élimination successive de
artly d=+y

-1
dx"*“ " ’ dxn-f 4

hrE2l et

mais puisque I’équation hypothétique doit avoir lieu,
quel que soit u, elle subsistera encore loxsqu’on y fera
u==¢%, ce gui donnera

diu

—=c%, et Au= e*(et—1)i,
daz!
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quelque valeur qu‘ait le nombre entier 7; et Pon trou-
vera par conséquent

It = (eh—1)" 4 B/(eh —1)"F - B"(ct — )2 -+ etc.
Pour mettre en évidence Uidentits des deux membres
de cette équation, il suffit d’observer que

Rr={1 (14 et —1) }n,

parce que le développement del (14-¢*—1), ordonné
suivant les puissances de ef —1, qui est

el § (1) o £ (ehmp)d — X (ehs ) + ete.,

étant élevé a la puissance n, deviendra comparable &
la série

(et —1) 4= B (b —1)*+ o B(ehmm1)n+ L et 5

dont les coefficiens numeriques B, B, ete. seront par
conséquent déterminés. Si Uon écrit Au 4 la place

n
de ef—1, et %:‘h" a celle de %, on awa I'équation
d"uh.__ 1 5 o
= = {1(1+4) }"u, posée précédemment.

En faisant, pour abréger, ct—1==¢, et développant
(#—%a* = a®—2 af 4 etc.)®, suivant les puissances
de , par la méthode du n°55, on obtiendra les va—
leurs de B’, B”, ete.

393. La formule du n° 382 se déduit aussi du
théoréme de Taylor, qui devient une formule d’in-
terpolation,, lorsquon y remplace les coefficiens diffé-
rentiels par leur expression en différences, tirée du

n® précédent.

39..
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En effet Véquation
éi—l-‘— i Aty A'AF U - A"A A A" Ay e ete,
dx?

donne
U L (W L8 AN et
dx
Silon tirait suceessivement de cette équation les va-

du d’u dlu §
leurs'de 5=, 5=, 5, elc.; pour les substituer dans
la série
dul odw B die R
u+d—xT dz® 152 | dx?1.2.3

+ ete.,

- a2 L ’
quiexprime ce que devient u lorsque « devient 244,
on aurait un résultat de la forme

i 18 hibne il
u+-£—Au+(B'—h— +B”F)Au i
, e Bor
-+ (5'1% T8t B, ——g)A"u—{— ete.y
B',B", By, B",, B',; etc. étant, ainsi que 4/, 4", gl’c: i
des coefficiens numeériques indépendans de h ; et dési~

gnant par A'u Vaceroissement que r egoit la fonction u,
; el ;
dans Je passage de z a x + 7', il viendrait

’ W Ha
u 4 Au=u +%Au + (B'-;T +-B" —IE)A!H+ ete.

Cette équation devant avoir lieu, quel que soit %,
subsiste encore dans le cas ot u=e®, etse change

alors en

Ll 7 14 B”I‘u (eh—1)iFetc.,
St @+ (BB i
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dont on ramene, par le développement, le premier
membre d la méme forme que le second , en observant

e

2
que eM'=[1+4 (¢"—1)] *; et comme en remettant dans
le second, u, Au, Az, etc., i la place des quan-
tités 1, (e —1), (¢*—1)?, ete., on retombe sur le
développement de u A%, on doit en conclure que
i
S
u 4 Au= (1} 48) u
Ce résultat, aussi simple qu'élégant, a €t pré-
senté par Lagrange, comme une conséquence de
T'analogie que les différences ont avec les puissances.

du i
= S ; - 1
En effet, il suit de Véquation ¢ =1+ ou (392) que
day 4 e
dx h i s x %
e =(1+4Ou) ;mais on a aussi e =F4Au:

/
donc 1 == Au = (14 Au)h.

En développant le sccond membre de cette derniére
dquation, et transportant A la cavactéristique A, les
exposans des puissances de Az, on trouyera, comme
ci-dessus,

4 K (K —h)
Nu=riut-— —N*u
h ot h.ah
K (K —h) (b —2l) .
fo e Ay ete. - (¥
v T e 2

(*) Ces cnrieuses analogies des puissances avec Ies différences et
les différentielles, sont développées avee heaucoup d'étendue dans
le 3 volume du Traité in-4° J'y ai indiqué plusienrs Mémoires
insérds sur ce sujet, dans les Transactions philosophiques, et
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Du Caleul inverse des différences, par rap-
port aux fonctions explicites dune seule
variable.

394. Le Caleul inverse des différences est, alégard
du Caleul direct, ce qu’est le Calcul intégral,, par
rapport au Caleul différentiel : il a pour objet de
remonter des différences aux fonctions primitives. Je
m’occuperai d’abord des différences qui sont exprimées
immédiatement par la variable indépendante, ¢est-a-
dire o1 I'on a pour déterminer u,, une équation de la
forme L

At = 1(a);

Paccroissement de z étant constant et donné : Je le re-
présenterai a Vordinaire par k.

Soit premitrement r=1x, d’on Auz==f(x); pour
indiquer Vopération qui doit faire revenir de Az,
a uz, on emploic la caractéristique =, et V'on €crit en
conséquence

Zou, = u, = 2f(z),

les caractéristiques 4 et = indiquant des opérations
contraires, qui se détruisent lorsqu’on les effectue
Vune aprés Vautre sur Ia méme fonction.
L’opération indiquée par le signe = s’appelle aussi
intégration ; car = f(z) désigne une véritable somme.
En effet, si Ton ajoute les équations (1) du n° 375, il

quelques remarques de M. Herschel , dans ’Appendice qu'il a mis
4 la suite de la traduction quil a bien voulu faire, conjointement
avec MM. Babhage ct Peacok, de Ia 2¢ ‘édition du présent Traité
€lémentaire.
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viendra”
uy=u-+ Au 4 Au, + Auy. el - Ay

et si Uon représente par @ la premiére valeur de z,
ct par u celle de u,, qui s’y rapporte, on aura, pour
une valeur quelconque == a+-nh,

= [(%) = u + (@) + f(a ++ 1) + f(a+ 2h)
vevereneeses o= fla 4 (n—1)k].

Cette expression, qui augmenterait de f(a—-nh) on
de f(z), si Ion ajoutait 74 la derniére valex_n'_altrl—
buée 2 =, et qui a par conséquent pour différence
{(z) , se compose ainsi de la somme de toutes les.va-
leurs que prend f(z) depuis = a inclusivement jus~
qui z=a- (n—1)h, plus de la premiére valenr
de u qui est indéterminée, et qui tientici la place de
la constante arbitraire que le passage de u, d Au; a pa
faire disparaitre.

Pour revenir de A'w, = f(x) & u,, il est évident
qu’il faut effectuer autant d’intégrations qu’il y a eu
de différentiations, ce qu’on indiquerait ainsi :

SN o B )

A chacune de ces opérations, il faudrait ajouter unc
nouvelle constante, ce qu’on peut voir aussien obser—
vant que Véquation aA'u, =1{(x), ne donnant les diffé-
rences de la fonction qu'a commencer de Pordre 7,
laisse indéterminées les r quantités

-
w, A, AT AT

el par conséquent les r premiers termes de Vexpression,

n n(n—r1)
u,,:u—}—;/.\u—{- (1 £ A% - efc. @am);

2
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au moyen de laquelle on passe de la valeur u relative
i z=a, & celle qui se rapporte & x=a - nbh.

395. On voit donc qu’ici, comme pour les différen-
tielles, Vintégration introduit un nombre de cons-
tantes arbitraires égal & V'exposant de Pordre ; mais il
y a cette différence, que les quantités qui disparais—
sent quand on passe aux différenticlles, sont abso-
lument constantes, au lieu que, pour se détruire
quand on prend les différences , il suffit qu’une quan-
tité demeure la méme lorsqu'on passe de za 2 Ak
et il en existe de telles; car il est ‘visible que
Texpression

@ (sin 22E ] ey 2
Bt k)

qui devient alors

tp[s?m (:? - 27.-) : cos(zlilz-]- 27:)] : |

jouitde cette propriété, quelle que soit la forme de la
fonction .

On fait entrer en méme temps le sinus et le cosinus
dans la fonction, afin qu’elle ne redevienne la
méme que par le changement de x en z 2=k, ce qui
n’aurait pas lieu pour une fonetion qui ne contien-
drait que I'un ou l'autre, puisque

: g 25X 3 ¢ : 272
sin ;W—T ST ;w-‘i—-—h— 5
27X 27X
cos| m———) = cos{ #w4-—1};
( h ( + h ) 4

nous donnerons dans la suite Ja construction géomé—
trique de ces fonctions. !

3g6. 11 est & propos de remarquer gu'en prenant
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Vintégrale de chaque membre de Véquation

AU A= AV — A = A(u 4 v —w)  (376),
il vient

S(Au 4 Ay — AW) = U A0 —w
= ZAu~=EAv — ZAW,

ce qui ramene Vintégration des différences polynomes
a celle des différences monomes.
De méme équation

aru==A.au ' donne Z.aAu—au=aZAu,

par ou l'on voit que les facteurs constans passent,
comme on veut, sous le signe = ou hors de ce signe.

397. Lorsque f(z) est rationnelle et entiere, lex-
pression de u,, en se terminant, en donne lintégrale
exacte. En effet, sim désigne Vordre auquel les diffé-
rences de cette fonction sont constantes (380), comme
de a'u, = f(z), il suit A™{(x) = A" "u_, et que cette
derniére différence est constante, on a sur-le~champ

R n nn—1)
u,,.._u-{-TAu +————-——1-2 AL S e
nn—1)...(n—r—m--1)

1.2.3. ., .(r=}m)

u, Au, A’u, etc. répondant 3 z==a; et silon fait
a-nrnh=ux, u, se changera en u,. -
En posant, pour abréger, f(z) =v., il viendra

i

ARy -

Aesy oA e o T AT AT

u et ses différences jusqu’a Vordre r—1 inclusivement
demeurent arbitraires, ainsi qu’on I'a déja yu.
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Soit pour exemple

A Au$:m3—5x’+61-_l’ i

Vaccroissement de x étant 1 ; ; onaura re=r, m=3,
hi= 1,etsi T'on suppose a=0, on trouvera

vE=—1; Av=2, A= —/,
AMy=6, Ay =0 (380),
d’o
2(2— b+ 6 —1)=
z(e—1) , z(x—1)(x—2)
- 2 —4‘

2
Up=—U—1.—} 2
T

TS
2(x—1) (xr =—2) (x—3)
T
1.2,3.4
R L AR
=3"L i ;tb‘}t 5sx+canst.

La formule générale de cet article comprend 1e cas
dans lequel la valeur dounnée pour Aug serait conse
tante : on aurait alors A*uz ou ap = o.

On voit immédiatement aussi que

_ax 4 ah —ax _ A.ar
R o e T T

donne, en intégrant le premier et le dernier membre,

Ea:g-{-{- const., d’ont D ‘
h h |
398. Quoique la formule précédente suffise pour
toutes les fonctions rationnelles et entiéres, il est &
propos de faire connaitre quelques autres expressions
qui ont aussi des avantages qui leur sont propres ; et
pour commencer par celles qui sont les plus simples,
je m’occuperai d’abord des produits composés de fac-
teurs cquidifférens.
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Soit

w == x(x < h) (2 = 2h) . oo [ 4= (m—1)]] ;

si on en prend la différence, on obtiendra

At 2 M AT R 3 S D)
— z(xA4=h) (Z = 2R) e e eos o[ A (m—1)E]
=@+ b @+, [z  (m—1)k]mh;
An _EAu__ u 7
et comme Zm_m SOl aura
B(x = B) (2= 28). oo [2 4= (m2—1)k]
:z(.z‘-l-h) (x42h)....[x 4 (m—l)lﬂ a7 s

mh

Si, pour ramenera m le nombre des facteurs affectés
du signe =, Pon €crit maintenant z— % au lieu de z,
et m -1 au lieu de m, il viendra

Ta(z-h) (x42h). oo [z 4 (m—1)]]
_(z—=h) zlx4-b) (xF2h)...[x 4 (m—1)]]
e (m41)h 7

On voit ici que dansT'intégrale, le nombre des fac-
teurs surpasse de Panité celui des facteurs de la diffé-
rence, et que le diviseur est m -1, ce qui est bien

: (167).

xm-!-
analogue a Ja formule fz"dz=
gue a L =
On intégre aussi la fraction

1
G IR o). E e (m—1)A]

parce gu'en prenant la différence, on trouve
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I
e (x4 h) (@+42h) (@4 3h)c..... (z 4 mhk)
I
T Z@F B (@ F2h) e [E A (1 — )]
—mh

T Z(x Fh) (@ F 2B)... (@ Fmh)’
repassant aux intégrales et mettant pour u sa valeur,
il vient .
2 u

2iCF B (e Fam. k) mh
) ¢

T Tha @ B) (A 28). 0 2 A (m—1)h]
et si 'on écrit m2—1 au lien de m, on obtiendra

1 °

21‘(;:—(»—/1) (x~4=2hk)....[z4(m—1)h]

oS §

=) hz(z LR @42k) .. [z (o — 2)i]"

399. Les formules ci-dessus peuvent servir aussi a
Vintégration des fonctions de la forme

Az® B C27 4 ete.,

parce que ces fonctions se transforment en produils
de facteurs dont les différences sont constantes. Pour

Ie faire voir, je choisis cet exemple trés simple : 2%, et~

je fais

28 = (x4 h) (2~} 21) (x4 3h)
o Ao (22l Bz 1) -C,

en supposant que %z désigne l'accroissement de x. Sk
Pon développe, et qu’on ordonne suivant Jes puissances
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dea, on aura
at = a® 4 Cha® 4 110%2 + 6R°
+ Adx* 4 34hx 4 24R?
C -+ Bx - Bh
+ C;
et comparant entre eux les termes affectés de la méme
puissance de x, on formera les équations

6 4+ 4 = o,
11h* 4 34h 4+ B = o,
6k 4~ 2.4h* 4 Bh [0
desquelles on tirera
A ——bh, B =k, C =i B
et

3= (x4 k) (x4-2h) (x4 3h) — 6h(z4F) (x 4= 2h)
+ kx4 h) —h,

ce qui donnera, en vertu du n® précédent,

32t = g a(ebh) (el (@4-30)

— 2a(ah) (@4oh) 4 L he(e4-h)—Rat-const.,
puisque = — M= — i} Z1=— b’z (397).

foo. Lorsque u = 2™+ et que mestest un nomhre
entier, il vient

Au=

——(m_‘*‘ : )x"‘ h- (—m:l:;)ﬁxm“h“-i- 032—*—-————————-—:?21-(?— ! )x"":’ 3
(mA-1) m(m—1) (m—2)
1.2.3.4 =

mf3h4_“+ hﬂl+lx(x.~
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En intégrant terme a terme chaque membre de cette
équation, remettant dans le premier 2™+ ay liey
de u, et passant hors du signe = les facteurs constans s
on obtiendra :

i 71[_*_:_[ hszm -+ gnz;}-_ﬁ__l)_mh’z_r”“'

(m =1)m(m —1) ;
e hisamea, | L hmbigge
+ 15273 +

Gette équation ferait connaitre I'intégrale 2™, si lon
avait Sz, TPt . .. Zz°, puisquion en tirerait

Sl Im-{-—x e
m+0h

m i g (2 —1)
4{:—;’LEI‘ .

2 m—a __i_hm n}
—— hzr co= P 5

1

Sil'on éerit successivement dans cette dernitre m —1,
m =2, m—3, etc. pour m, on aura des expressions
de 2z, 3™, 5273 etc. , dépendantes seulement
des intégrales des puissances de  qui leur seront res—
pectivement inférieures. On peut aussi former ces va—
leurs en remontant ; etsilon prend d’abord m=o, il

- x
vient Zz°= 72 comme dans le n° 397, parce que la

formule générale ne doit renfermer qu’un nombre m
de termes affectés du sigres.” - °

Faisant ensuite m=1, m =2, m=3, etc., etsubs-
tituant successivement pour Z2°, Tz*, 3a?, etc., les

valeurs auxquelles on parviendra, on formera cette
table : '
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=
T = s
h’
I;r Ez’: 1
T
LTS R
x? I
21’:1—,—1-__;1’+2—~§:rh,
b Gt (4] 1
¢ AR G e o S <
2z 4" = +2 x'h,
5
ra T 1 1
Faot=s et 5 R — L aep3
a7
sAENEtER S Lyt
= — = T — 2O
b 2.6 360
ete.;

oit, pour abréger, on a omis la constante arbitraire que
comporte chaque résultat.

4o1. Aulieu de pousser plus loin cette induction, on
peut supposer en général

o= Ax" |- Bam o Cam—t fDgm—e - etc.;

en prenant la différence premiere de chaque membre,
on trouvera

ali=—id (ix_‘:l—)

xmh s

4A (m:}";)'_'fxm—lhz_l_j (’"-*_'l?——%nl_l-)xm"“h}—l—etc.

+ BZ:-I xm"]k_*_ 3.’."%12 z"’"ﬁ’-}—etc..

= e 10 (—ml;’) ™3} Letc.
~-etc.,

et comparant entre eux les termes affectés d’une méme
puissance de x, on obtiendra, entre les coefliciens 4 b
B, C, D, ctc., les relations suivantes :
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1
A:—__(m-}—-()z’ ..

T
=

2

B 2
2

LR oY e

2.3 2’
(m-Omm—nht _ omm—1k*_ (m—1)
De=mde s r ol i
efte,

avee lesquelles on déduira facilement les uns des au-
tres, les coefliciens de I'expression: de Zz™, quel que
soit Uexposant m. En calculant immédiatement les
douze premiers termes, on trouvera

S o BRI
=Dk 2 : ( -
I mrhive o 1 m(m—1) (m—2)k® .
e gl e oy o ooy
I m(m—1) (m—2) (m—3) (m—HK
*iiey 58,455 =
3 m(m ==1)....(m— G)k7 o
E5 g 2B
+ -5 m(m—r1)....(m— 8)h iy
G.11 3 3% iev 10
b1 m(m—1)....(m—10)k" e
210.13 Die et N
35 m(m—1)....(m—12)h" s
o+ 215 SNSRI TA
3617 m(m—1)....(m—14)h" i
8017 DR )
4 43867 m(m—x): i (m—16)RY et
f2.19 eI 12, {
1222277 m(m—1), ... (m—18)h'" ity
110.21 243 i0a 00
+ etc 4~ const.,
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formule dans laguelle les coefficiens exprimés en
nombres méritent attention, parce qu’ils reviennent
souvent dans la théorie des suites.

Je ferai observer, avant de finir cet article , que si
V'on multiplic =z™ par &, et qu'on passe cet accroisse~
ment sous le signe =, on aura I'équation

Ut T 1 mh®
BEt = — — 2™~ ™1 — ete. - o
m-1 2 +2z.3 e
3 i e
dont le second membre a pour limite e —+ const.
m—x

lorsque % s’évanouit, cas auquel 2z se change en
Jzmdz, d’aprés ce qulon a va dass le n° 236,

4o2. Ce qui préceéde fournit le moyen d’intégrer
toutes les fonctions algébriques , rationnelles et en~
tieres, dans le cas ol la variable indépendante regoit
un accroissement constant. Soit pour exemple la
fonction

Az Bz 4 Cx 4+ D ;
en observant que

E(Ax' B4 Co+4-D)= Az 4-Brart Ciz+4-Dzx°,

et metlant pour 3z°, 327, 3z et Z2°, leurs valeurs,
on trouvera
(A2 + B 4 Cx 4 D) =
3 dh—aB k2o,
f—:x‘-—- x3+.zsiz 9B7z+2C‘21

4t 6h 4h

hi—3C
=+ LSbhh-tﬁ_D x -~ const.

403. Dans Dintégration des fonctions transcen—
dantes, je me hornerai aux fonctions exponentielles
et circulaires. On a pour les premiéres

A.a% = a%(a" —1),
Calc. intégr., §e édition.
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d’oi il résulte

a® = 2a%(a"—1) = (a"—1)za®
et

z

a
Sa® = ———— - const.
@t — 1 i

404. Pour les fonctions circulaires, ona 1°. Véqua
tion

€08 4 — €08 B8 = — 28in} (4—B)sin’ (4 4 B),

qui donne

ACOs T =C0§(T --h) —= cos &= —asin L /i sin (x 2h)y
d’ott Von tire

] 1 Acosx G Acos(x—Lh)
n(x ) =—— BIN X = e s
ek 2 sini A’ asinth 7
en éerivant z— 21k, au lieu de x ; prenant ensuite
Vintégrale de chaque membre de la derniére équation,

on obtient ;

< cos(@—=Lh
Ssinar=— ———‘-’—) -} const.
2sin :

2°, L’équation
q

sin A — sin B =2 sint (4—B) cos (4 + B),

donne

Asinz = sin(x 4-h) —sinz =2 sin} hecos (1),
d’on il suit

Asinz Asin (x — L k)
—, cosT= - —,
2 sin 2k’ asinih
sin (z — 1 h)

2sinth

cos(z~4-1h) =

T Cos T = -}~ const.
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32, La conversion des puissances de sinus;” de'¢o=
sinus et de leurs produits, en fonction 'de sints et de
cosinus d’ares multiples , raménera aux deux formules
précédentes , intégration de' la fonction générale
sin x™ cos =", lorsque les exposans m et n seront des
nombres enticrs positifs. {

En effet, cette fonction sera changée en une suite
de termes de laforme 4 sin gz, ou A cos gx, dont les
intégrales se déduiront de celles de 4 sinz et de 4 cosz
en écrivant gx et gk, au lieu de z et de A; et il est
facile de voir que I'on aura en général
cos(p 4= ge—1iqh)

- .28in} gh

o sin{p L gr—igh)
Zeos(p + gz)= SR

Tsin (p + gx)=—

-+ eonst. ,

= const.

4o5. L’utilité dont est expression de Su, pour la
somination des séries, a porté les Analystes a s'en
occuper beaucoup, et ils sant parvenus a lui donner
plusieurs formes trés élégantes : Euler la fit dépendre
des coefliciens différentiels de et de Vintégrale fudx.
On arrive a ce résultat en partant de la formule

_dzh  dm k| B

Az = = —_ —_— ete:
dr 1 ' dar.n dz:31.2.3+ &

qui donne 2 g
h _dz B - diz " d’z
ATl Ui lanl ra s agat ol

; . dz SR \
Si T'on fait L= il viendra z = fudx et

Sudx = hzu 4~ uh’s, g—g + Bhiz j‘:: ~ cte.,
4o..
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en représentant par a, @, w; ete. les coefficiens numé-
riques; on tirera de 1a

: du . d’u
Eu:hﬁtdx——uhza—"-—ﬁl"‘za—————-etc‘, !
d
expression qui, par le changement de z en d_g'
d*u . X
Tan’ eto:, conduit aux suivantes :
du ¥ d’u
T—=-u — — 12 i
< T 7 u ¢7A2d —8 2 eiCh,y
d?u 1 du diu (]
= ahe S ppasi G i
2w hie oo 1;1 <
Aoy ndiut diu
Lol T ap L
zdx" hdz* u"m;d:c A d:c5 W
ete.” (M), ;

avec lesquelles on ¢liminera successivement de la va-
leur de Zu, les fonctions

du At du
dz’ Azl

= elc. ;

et il est aisé de voir que le résultat sera nécessai-

{*) On forme aussi ces expressions en observant que.........
Ldu_ d.Zu
dz dx
puisque
d Au=A[f(x+h) — f{x)] = ['(x =+ k) — {'()]dx,
Aduz= Af'(a)dz =[x +h) — {'(x)]dx;

, ce‘qui se prouve ainsi : on a dabord dAu= adu,

et ensuite, si Pon pose Zu= U, ce qui donnec z= AU, il vient
du=dAU= AdU,
@ou
Sdu=>adU= dU=dZu.
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rement de la forme

S jud’r-{- Au + ﬂhE_L Ch?

La détermination des coefficiens 4, B, C, etczs'opeie
ici comme dans le n® 391, par la considération de la
fonction particuliere 7, pour laquelle on trouve

e* % J: d™.e®
Fer — e JEida=—=res T =8
d’on il suit
G =g F A4 Br4 Ch fele,

ce qui montre que les coefficiens 4, B, C, ete. ne sout
autre chose que ceux qui multiplient les puissances

de % dans le développement de la fonciion

ch—y’
réduite en série ascendante par rapport a cette lettre;
SiPon met pour et —r sa valeur
h B2
R

1 1.2 12%

-+ ete. (27),

il ne sera pas difficile de calculer au moins les pre—
miers coefficiens 4, B, C, cte. : on trouvera

1 1 T
A:_; % B=E’ C=o0, D=——,F=o,clc,

720

el par conséquent

1 1 h du LG TS
UL = = T = e o
Bu= hﬁtdx 2u+ i 20 B L ete. (M.

(*) Tous les coefficiens des puissances paires de f sont nuls;
cela cst prouvé, ainsi que laloi générale des autres, dans ls
Lraité 42, t, 1L, p. 1ob et suiv.
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406. On obtiendra de la méme manitre et sans plus
de d)fﬁ(ful‘le', les intégrales 3u, ou sy, 32, ou S,
et en général =™u; car la formule

A==

dmz met g dmt2g
dam

m d T
d_z.mh +¢dx"‘+‘h T BB L et
conduit &

d#z dmtiz dm+az
— i m 1~}
z=h"s d_tm+uhm 551 e +'@bm+zzm djﬁ-‘;"‘ ete.
Fai —adiy
alsant ensuite —— —u, on aura z=("udz™, et par

dzt

conséquent

Ei du du
Shgr— ﬁf udz™ — ah=m o — Bh*E™m T ete. ,

S : ! du d*u : :
ou l'on mettra successwementd—r, = ete,, au lien

de u, pour obtenir les valeurs

du 1 d’u d*u

ait=c i1 = m .

b T h’"f udx™—'—ah= = Bl Z"‘—rzs — etc.,
duiica d’u

m _— = =2, . d4u
2= gl uda —uhzmdra—ﬁh’z‘“d—;—etc.,

a Paide desquelles on chassera =™ da 20 &4 etc., de

ittt
Pexpression de =™u. I7équation finale pourra étre re~
présentée par

;;"4_‘ fm——!udxm—l

A h%—“ G e b e .+%ﬁtdx

+ Nu - Ph dx+ Qh d.a:’+ etas:

oL T [‘:—m fvnudxm +
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¢t loxsqu’on fera u=e?, elle deviendra
Gl L 4 B M
@T—l)m=ﬁ+hT'ﬂ+}:n?:n' .‘+7?
+ N + Ph 4 Qr* - ete.
les coefficiens 4, B,..+vounvo .M, N, etc, sont done

encore ici ceux qui multiplient les puissances de %
1

dans le développement de ————: et de 1a résulte,

(en__l)nx

entre les intégrales et les puissances négatives, une
analogie qui n’est que la continaation de celle que
les différences ont avec les puissances positives, en
sorte que I'on doit regarder les intégrales comme des
différences d’un ordre dont Fexposant est négatif. 11
est visible , en effet que, d’aprés ce qu’on vient de
voir, on peut poser

—h )
4 dx
L P
DA T = 3

E)
e -

pourvu quapres le développement on change les puis~
w  dru

sances — en ——, en observant que dansis SRR

d=Pu

de—?

gcrire

= d~Pudz?, d~P équivaut & [P, ou bien encore

d —m
d—z-h
Elu—'\e — i,

expressions. qui se déduisent de celles de A™z(391), en:
affectant Pexposant m du signe— (¥).

(*) On a de méme, par le seul changement da signe de n, dans.
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fo7. L'intégration par parties se pratique sur les
différences aussi bien que sur les différentielles. Soient
P et () deux fonctions quelconques de x ; on fera

IPQ = Q3P 4z,
z étant une fonction inconnue de la méme variable;

et prenant la différence de chaque membre de cette
équation, on aura

PQ=(Q +AQ)Z(P 4 AP) — Q=P 4 4z;

développant et réduisant, en observant que.....
QsaP=PQ, il viendra

0= AQ):_(P—{—AP) + 4z, ou Az=—AQZ(P4AP),
et par conséquent
z=— ZAQ=(P +aP),
puis
EPQ = Q3P —ZAQZ(P+AP).......(4),
formule qui devient :
EPQ = Q=P —=AQ=zP, (1),

lorsqu’on écrit P, pour P +4-aP.
Si dans la formule (4) on change Q en AQ, P en
=P,, et qu'on observe que

2P, 4 AZP, =3(P, 4 aP,) =Z2P,,

d"u

la formule e

hr = {l(x+ A) }"u , Dexpression des intégrales

aux différenticlles, savoir, L readar= 1 1+~ A) }="u, en chan=
A ?

geant A—fu en Ziu, Par [t on obtient quatre formules, qgui se
rédaisent b deux, en ne déterminant pas le signe de n. (#oy. le
Traitéin4e, v. HI, p. or.)
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on en déduira
=AQ2P, = AQs?P, — za?Q2* Py,
et la formule (1) deviendra
3PQ= QP —aQs*P,+ =0°Q2P,  (2).
Changeant ensuite dans Uéquation (4), Q ena’Q),
P en ¥°P,, puis remarguant gue
2P, az2P, = =*Pg,
on {rouvera
a2 Q=P, = 42 Q=3P, — Ba5Q=%Ps,
et la formule (2) deviendra
SPQ = Q=P — AQZ°P, + A* (3P, — 24°Q2 Py,
ce qui conduit & Uexpression élégante
EPQ = QzP — AQ=*P, + A*Q='P,
—A*QEiPy 4 At QP — etcl,

donnée par Taylor, dans les Transactions philoso~
phiques, n° 353, année 1717.

Si I'on y met pour P,, P,, Pj, ete., leurs valeurs
en P, et qu'on effectue les intégrations qui deviennent
possibles, elle se change en :

=PQ= QP—AQ(z'P+2P) 422 Q(2'P4-22°P+2F)
—a3Q(2IP+ 32 P4-32°P1-2P)+elc.

Cest sous cette forme que Condorcet Va présentée
dans son Essai sur I Application de I Adnalyse ¢ la
probabilité des décisions , page 163. ’

Elle s’arréte toutes les fois que la fonction Q) meéne
A des différences constantes dansun ordre quelconcue ;
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et si la fonction Pest susceptible d’un nombre suffisant
d’intégrations successives, on parvient & intégrale
exacte de la fonetion PQ.

Application du calcul des différences a la

sommation des suites.

408. Dans une suite quelconque
Uy Uyy Ugyoons Uy g5 Uy,

le terme geénéral u, peut étre regardé comme la diffé-
rence de la fonction qui exprime la somme des termes.
qui le precedent , en sorte que si Von fait

vtdn tupeiii =8,

on aura
A8,y == Unisieti Sy = Suy (364):

11 suit de la, que la somme entitre, en y compre-
nant le teyme général, sera

8, = Zu, + u,.

On voit aussi que S, résultant de S,_, par le chan-
gement den en n—41, Pexpression de §, peut se dé-
duire de la méme maniére de celle de Zu,.

Si done f(z) désigne le terme général d’une série
quelconque , dans laquelle la différence de la variable
indépendante soit %, la somme de cette série, que je
représenterai par Sf(z), sera

Sf(x) = =f(z) < f(z),
ou bien s’obtiendra en mettant z-}-% au lien de x,.

dans =f(x); et il ne faut pas manquer d’ajouter au.
xésultat une coustante arbitvaire.
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Lorsqu’on ne demande la somme de la suite que
pour des valeurs entiéres de Uindice, la constante ar-
bitraire étantalors une véritable constante (395), se
détermine comme celle des intégrales aux différen-
tielles. Si Von fait commencer la suite au terme cor—
respondant 4 Vindice z = @, et que l'onaiten général
Si(x) = F(x) 4 const.,

il faut que °

F(a) 4= const. =f(a), d’ou const. = f(a) — F(a), -

et
Sf(x) == F(x) — Fla) + f(a).

_Silonarréte la snite au terme correspondanta lin~

dice x —=a--nh, il viendra

f(a) + fla+h) + flat2h).... + flat+ )=
F(a~ nh) —F(a) + (@),
ce qui se réduit a
fla+h) -+ f(a~+2h).... + f(a - nk) =
F(a+nh) — F(a),
¢t montre, comme on devait s'y attendre, que le
terme f(@) ne fait point partie de la somme Sf(z),
prise entre les limites x—=a et x=a + nh, mais que
si l'on veut englober ce terme, il faut prendre la
somme depuis =a—k jusqua x=a+nh (¥.

(*) Dans le texte, je me suis conformé i la notation adoptée par
Euler. (Foyez Institutiones Calouli differentialis, vol. I, cap. 2,
§53 et 59.) Il donne & § le nom de terme sommatoire, ct ne
comprend point dans la quantité qu'il a désignée par = (cap. 1,
§26) la différence dont clle s’aceroit. Snivant cette convention,
fa fonction Zu est celle qui s’accrolt de u, quand = se change en
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fog. Venons maintenant aux applications. On d¢-
duira des formules du n°® 398,

Sx(z 4+ ) (x4 2h). . ..[x + (m—1)h] =
z(x 1) (x4 2h). ... (x+mh)
R -+ const. ,

I
S:r(.r+h) B+ h). ... [z (m—1)k]
—_1 >

R RN el

expressions au moyen desquelles on obtiendra les
sommes des séries directes ct inverses des nombres fi-
girés (%).
Pour les premitres, dont les termes généraux sopk
v
z a@+4+1) azlx+1)(z42)

) 12 1.2.3

sietcls

on fait & =1, ¢t successivement m=—1, m=2, etc.;
il vient

Sf_:r(.r—l—t)

const.
X 1en " i

x -+ Axj mais Laplace ,dans sa Mécanique céleste, ayant fait
un usage continuel de la lettre = pour indiguer la somme com-
pléte, il a ¢té suivi par les autres géométres; et si on fait
a-nh=25, la somme

flay 4= f{a By fa 4 2h) ., . .- £(8)

b
sera représentée par = f(x).
a

(*) Poyes pour ces sérics le Compl. des Elém. d'Algibre.
11 est hon de remarquer qu’elles sont identiques avee Tes coefficicns.
des puissances de z, dans le développement de (1+2)==.
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Sx(x-l- 1) (e ) (2 -2)

-}~ const.,
T T.2¢3
z(x-41) (2+2) _ z(r+41)(#42) (2+3)
8 1.3:3 3 1.2.3.4 e L
ete.,

ot Von peut supprimer les constantes, parce que
toutes ces expressions s’évanouissent quand z=—o.

Passant aux séries inverses, dont les termes géné -
raux sont

1 T.2 142;3
b

2’ xz(x4) x@41)(x+2)
on trouye la scconde formule en défaut pour la pre~
mitre série, A cause du diviseur 1—1; mais pour les
autres , on a

s €lC.,y

1 g

1.231——(I+I)= SE

-+ const.,

3

I
ey e gy prarepy s Lo

ele.

En déterminant les constantes pour que les sommes
partent du premier terme, qui est I'unité dans chaque
série , on trouve les expressions ’

2 2 3 £

i S n s B

1 x4t 2. (xA41)(@4+2)’ 2

qui, se réduisant & 3, £, etc., lorsque x est infini,
donnent les limites des séries

T 1 1 1.2
1+§+ 6+E....+m5+etc-,
1+1+L+l._ ;2.3

T TR Ty Ere T

ete.
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410. En mettant 247 au lien de =, dans Pexpres-
sion de =2™ (for1), on obtiendra de méme Sz™, est~
a-dire la somme des séries

T2y S st
Si 'on développe en particulier 27, et qu’on fasse
h=1, il viendra, aprés les réductions,

2z + 32°
Sri= ————.——{-—‘r,
6
pour la somme de la suite des quarrés 1, 4, 9,....a%
411, On conclura des numéros 403, 4o/, que

? a:t+h
Sa*—

const.
ah—u* + 2

s e ERRES ARt h)
Ssinz=— 2Sin%h—+const.,
sin (x 43 k)

S cosx= —
2sinzh

- const.

Pour obtenir, par exemple, la somme de la série
sina, sin(a--h),...sin{a-=nk),

il faudra prendre Ssinz, depuis x=—a—#h jusqu’a
x=a-4nh (408), et il viendra

cos(a-jh)—cos(a+-nk+41h)  sin(a+inh)sing(nt1)h
asinik TR BN sinth :

L’expression générale de Zu du n° 405, donne pour
Su la formule générale

s e hodu 1 d'u
Su__hfud:r.-}-;u-{-ﬁa-;— e

- ete. L const.,
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dont on trouvera plus loin (435) une application re-
marquable (*). :

(*) On tire aussi de Ix

1 hadu | ki d%u
fudx:h(Zu-i—; u) e + R etc. -+ const,

série qui peunt remplacer avantageusement 1a formule (11X) dun® 233,
et dont on calculera la valeur entre les limites assigndes & I'intd-
grale fudx.

Si Pon fait usage des signes indiqués dans la note de la page 346,
w sera vemplacé par f(x); a et b désignant les limites de Pintégrale

cherchée, h[z HEE S -; ('(:t):l deviendra, par le n° 394,

h { () - Rz ) v + £ (o =] + 3 [F0) — (1}

= {if(a)+f(a+h). oo fLa - (r—n)B) 3 () } ;

ce qui nest autre chose gue la premiére ligne de la formule (1T},
pages 347 et 352, & quoi il faudra ajouter les termes
k2 S
— — [{(2) — £'(a)] + —= [£"(5) — £"(a)] ~ etc. + const.
12 720
Lexpression de §'u estdue i Euler,comme celles des n%s 230-233
(Voy. Institutiones Calculi differentialis, pars.IL, cap. V, § 109,
et Inst. Calculi integralis, vol. I, sect. X, cap. VIL); celle de Sudz
se transforme utilement quand on ysubstitue, au lieu des coefficiens
différentiels , lears valeurs en différences (3ga). Lerésultat, comme
ceux du ne 388, peut sappliguer anx fonctions dont on n’a pas
Pexpression analytique, mais seulement une suite de valeurs nu-
mériques. (Foyez le 'Traité in-4o, t. ITL, pages 182 et suiv.)
On voit encore dans cette formule, comme 4 la fin du n9 4or,
que plus la différence % est petite, plus en général hZu approche

détre égale & [ udx, en sorte que cette dernidre est la limite
a

. . T
de PPautre ; mais cola suppose que le terme snivant — ~ uf n’est pas
2

compatable an premier. ( Poyezla Nouvelle Théorie de Pac-
tion capillaire, par M. Poisson, page 281, ou leaoe cahier du
Journal de I'Ecole Polytechnique, p. 14-)
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De Uintégration des équations aux différences
& deux variables.

412. Jusqu'ici j’ai supposé que la différence dela
fonction cherchée était donnée explicitement par la
variable indépendante ; je vais maintenant m’occuper
des cas ol l’on a seulement une équaticn contenant
cette fonction, ses différences, la variable indépen-
dante et son accroissement. Si la fonction j dépend
d’une variable x dont l'accroissement soit constant,
Péquation proposée sera comprise dans la formule
générale

B sl Agsintyr detes) o

11 est & propos d’observer que I'on peut en faire dis-
paraitre les différences Ay, A%y, etc., en les rempla-
cant par les valeurs consécutives de y, puisqu’ona

By=p—r, Ny=g.—27+r, cte. (B7));

et le résultat prendra la forme

F(‘T,fv Ty Jay ete.) =0,
dans laquelle on voit que toute équation aux diffé-
rences fait connaitre la valeur de la fonction® cher-
chée, par le moyen d'un certain nombre de valeurs
antécédentes.

Si ’équation était du premier ordre, par exemple,
on aurait y,, parle moyen de y; si elle était du
second, on en tirerait y,, exprimé par y,’ et par 1,
et ainsi de suite.

11 est facile de s’apercevoir qu'une équation quel-
congue aux différences équivaut a'une série, dans
lacuelle on obtient chaque terme par le moyen de
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sa relation avec ceux qui le précédent et avec Vin~
dice qui marque le rang qu’il occupe. En effet, lors-
gu’on a, par exemple, y,={(x, 7, 7.), on en déduit
=@ +h, yi, y.); yy=fx+ 2k, y., 33, etc.,
h désignant 'accroissement de x, et Von forme ainsi
la série

X Ja Jar J3s Jiyo LC.,
au moyen de ses deux premiers termes.

Ce cas particulier suffit pour montrer que dans la
série résultante dune équation quelcongue auz diffé~
rences , il y aura toujours autant de termes arbitraires
qu'il y a dunités dans Uexposant de Lordre de cette
dquation.

413. On peut changer toute équation aux différences
en une équation différenticlle d’un ordre -infini, en
substituant, aulien de Ay, A%y, ete., leurs dévelop-
pemens d’aprés le n° 3g1; et il n’est pas moins évident
que V'on convertirait aussi toute équation différenticlle
en une équation aux différences d’un ovdre infini,
en remplagant les coefliciens différentiels par leurs
développemens tirés de la formule du n® 3g2.

Il ne parait pas que ces transformations, qui ont
linconvénient d’introduire un nombre infini -de ter—
mes, puissent &tre, en général , fort utiles pour in-
tégration des équations; mais elles sont trés propres
a faire sentir ce qui distingue le Caleul différentic] du
Calcul aux différences. Elles prouvent que, par la
nature de ce dernier, les différences de la variable in—
dépendante doivent étre nécessairement détermindes ;
car si Pon avait une équation entre

T, Yi Az, Dy, Ayete,,
dans laquelle Paccroissement Az demeurdt indéter—-

ming, qu'on la développit suivant les puissances de
Cale, diff., 5¢ édition. 41
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oz, Ay, A%y, ete., ce qui lui donnerait la forme
7

J CAz* 4+ Doxby + ENy? + Fily
-+ etc.

on y pourrait substituer, au lieu de Ay, Aa.‘y" ete,,
! ; % >
leurs développemens ; et comine Ay 1es§era1tdeuc dZE
indéterminé , il faundrait que les coeﬁ'n:xens es di-
yerses puissances de cet accroissement s'éyanouissent
d’eus-mémes. On obtiendrait ainsi, entre les varia-
bles z, y et leurs différentielles, un nombre infini
’
d’équations qui devraients’accorder entre elles, pour
que la proposde signifidt quelque chose ; et, dans ce
cas, elle ne serait équivalente qu’a la premiére de ces
7o) % . W
équations, dont les autres deviendraient les différen~
tielles successives. ¢ sl -
En ne supposant Péquation aux différences que du
premier ordre, ce quila réduita

ANz 4 BAy + Coz*+DAzAy +ELy* 4 ete. =o,

Abx + Bby }
=0,

et prenant

drsz | dypnzt Ly oxf

= etc.,
Byt s e a0
il vient
47"
+Ed.ri
dy’ dry
de +Dd—.7:
Ax Ax® 4 ete. = 0,
+4) . HC
: it
Y.2 dz’

ET DES SERIES. 643
d’ott Uon tire
dy i ',d_y" dy B d*y
L(E_-f-A_o, LE[? +DE +C—f-}.—2$;_o,(.tc.,

et si cette suite d’éguations ne peut avoir lieu, la
proposée ne pourra se veérifier quen assignant a Ax,
une valeur particuliere.

414. Ces préliminaires posés, j’entre en maticre
par Vintégration de I'équation genérale du _premier
degré et du premier ordre. Je suppose que la- dif-
févence de la variable @, ou Az, étant I, on ait
Véquation 8y + Py = Q, analogue 4 léguation
différentielle traitée dans le n® 285; un procédé sem-
blable a celui du n° cité, conduit & Vinté
premiére.

Sil'on fait y=—wz, il viendra

grale de la

Ly =ubdz -+ z0u - Aulz,
ce qui changera I’équation proposée cn
ulz 4 20u 4 Aubz + Prg— Qs
et posant séparément
2lu+4 Puz=o0, ou OAu F Pu=o,

il restera uAz 4 Annz — Q; d’olt Pon tirera

Az = Q et z:ZL;
u - Au u - Au

la question se réduit done 4 intégrer Véquation
. Au 4 Pu = o,
dans laquelle on peut séparer les variables, en {ui

41.,
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o .
donnant la forme 7“ =— P, puisque P est supposé

ne contenir que x. Soit u=¢*; il en résultera
Au At
Au=—c' (e’ —1) et ===e —1=—P,
d’ott T'on tirera
AM—=1—P, At=1(1—P) et t=Z1(1—P),

Mais la somme des logarithmes de la fonction 1 — P
re’pond' au produit continuel des valeurs successives
que regoit 1— P entre les limites de lintégrale, cest-

a-dire a
(1— Pa_) ((— P2s) (1— Py _g). . . . (1— P) (394);

=z
si on désigne ce produit par [x—P._.], Uexposant 2
marquant le nombre des facteurs, on aura

t=1[1—P._.],
d’on Von conclura
u=e = [1—P._.];

et si Uon fait attention que u + Au=1u,, on obtiendra
2z %
u4-du=[1—P,] et z= Z—OxT_n
['_"Pa:]

ce qui donnera enfin

e fima Py e
[1—P;]

{a constante arbitraire étant comprise dans Iintégrale
indiquée.
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Cest & peu prés ainsi que Lagrange, qui le premier
fit voir V'analogie que les équations aux différences du
premier degré ont avec les équations différentielles
du méme degré, a intégré , en 1761, ’équation traitée
ci-dessus ; il applique ensuite son résultat & 'équation.
=Ry Q, quirevienta y4 Ay=FHy+4 Q. En
comparant cette dernitre avec Ay +Py—(Q, on a
P—=1—R, 1—P=R, et par conséquent

2058
Y= ER:_,] = =
[A]

z

Quoique le développement du produit [1—P,_,]
semble supposer que la différence de z soit égale a
Punité, on peut néanmoins conserver Vexpression
précédente, lorsque Az =—F, en concevant quelle

répond & ™
(t—=P._) (1— px'-ah) (l—pz_ﬂgb) etc. ,

ou bien transformer I'équation proposée en une autre,
en faisant »'=ha', ce qui donnerait Az=—hoz' et
Az’ =1. ;

Lorsque le coeflicient R est constant, on a
=Rz Rewis
et ¢'il en est de méme de Q, Vintégration indiquée
s'effectue facilement : on obtient dans ce cas

5 i— o e, QR'—J‘I_ Q
B T B Sy R (L

et =R { WQ—RT + eon.sl.}.
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En général, la valeur de y pourra étre délivrée du
signe d’intégration toutes les fois que Q sera une fone-
tion rationnelle et entiére de .

415. Cest la méthode donnée par d’Alembert, pour
les équations difféventielles du premier degré, et dont
{’ai fait connaitre Pesprit (320), que Lagrange a d’a-
bord appliquée aux- §qumions de ce degré et d’un
ordre quelconque aux différences ; mais jemploierai
ici le’ procédé par lequel il est revenu sur ce sujet
en 1795, et que j’ai déja exposé, d’apres lui, pour les
équations différentielles.

Premiérement , la valeur compléte de . satisfai-
sant a I’équation

Torn+Pafopnit Qclzinae e - +U.y.=o0 (4),

d’un ordre quelconque et du premier déré parrapport
A la fonction y,, s'obtient comme celle de y dans le
1 309, lorsqu’on en connait un nombre # de valeurs
particulitres; car il est clair que si

iy " 3
Fizy. Yoy X ayerse

sont des fonctions de.z qui satisfassent séparément
A 1‘équati<. (4), Vexpression

ye=Cy.+ €y ij’wz + etc.
y satisfera pareillement, sans détermination des cons-
tantes C'; €', C”, ete.; et quand le nombre de ses
termes, supposés absolument irréductibles entre eux,
sera n, elle sera Vintégrale compléte de cette équa-

tion , puisqu’elle renfermera n constantes arbitraires.
Secondement , 'éguation

L4 - 7 "
Yount Lol iinit (\)1.7"1'4"—-2- atU J“:’"F:I = (B),
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qui a, de plus que la précédente , un second membre
dépendant de = seul, s’y ramene de méme que dansle
n° 314, en regardant les constantes €', €, C”, etc.
comme des fonctions de x. Dans cette hypothese,
Pexpression

Fa=C2¥ 2+ C "4 C"2y"; + etc.
conduit d’abord a
J'z+x=c,z +(y'z+;+c"z+,.r"x+‘+ Cm:+u_7"'¢_‘_.+etc. >
résultat qui se transforme en
J oz = C,xflz-n -+ C”’.'!f“a:-f—l = C’”:]mx.q.. -+ ete.
+ 7 e BC a4 ¥ 2 AC + ¥ ACT A-ete.,
en mettant pour €', C'- ., eic., leurs valeurs
C'o 4 Aal';,
etse réduit a
Fori = Co¥ay F C oy s + Coy”aii+ ete.,
lorsqu’on pose
I onAC 2 ¥ e AC -y o ACY, - ete. =0 (1),

de méme que si les quantités C',, C',, C*,, efe.
fussent demeurées constantes. En faisant de nouveau
varier x, en obtiendra

C'z + AL, etc.,

Ty :~_—clz+-.7',z+z+ C”z-}-:.}"”x-«n+Cn.1:+,fmm+g+ett‘.. y
= C'zfl.:-m + C”:J'uz-fq -+ szyrnz . —-ete.
s 1’ e " =
O A B NG g N O 2 et

vésultat que Von réduit &~
Faia=Coy oia+ Cloisia + Cy" cia 4 ete.y
par la supposition de

I s C ot " s C o 3" o L AC" - ete. =0 (2).
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Vaisant varier x une troisitme fois, on parvient &

Ve Bl el Cly'as + C*oys s + ete.,,

en posant

f’z‘—;-BAC'x +‘7‘"3+3AC”3+_}’"I1+3AC"‘:+ elc:—e (3) A

et Pon continue ainsi jusqu’aux équations

-yz+ll—l=C/I.7'1+nvl+C”-t.7"x+ﬂ_x +C% " s i ete. 3
I eannbCo g n BC oy ACY Aete.=0 (n—y),

Maintenant, si, dansla valeurde Jasni on change
en x-4-1, on trouvera

Jaqpn=— C:’I.Ylﬂ-i-u g C”IJ-”Z+H + szfwr-\\-n - ete.
A I+ﬂacl1+f”w+nﬁcﬂx+.7'”r+nAC,ﬂx+ ete. ;

mettant dans Péquation (B) les valeurs de

Fzy Vagus-oos S zpn—ry FYziny

en observant que, par Phypothése et d’aprés Péqua-

tion (4),

;r;w. +parf:’.z+n_; +Qz.r,::+,.-, oot Uz 5z =0,

_yl”1+n +pz,rw.t+n—| +Qr_7' Thn—g o+ >+Ur.7”.—n =0,

T Py Qe nae e+ Ung®s =0,
etc.,

il restera

-7’1'+MAC’= +.r”:t+nA C"::+J'm,-¢-+nA C"’,,+e[c‘=f/m ().

. On congoit facilement quayec le secours des équa-
tions (1), (2),. . ..(n—1), (n), on déterminera en fone-
tions de z, les différences AC NG N Seto ok
quiréduira la recherche des quantités ', C", C",ete.,
a Vintégration des fonctions d’une seule variable.
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416. On ne sait pas intégrer en général I'équation

(4 ); mais lorsque ses coefficiens, au lieu d’¢tre des

fonctions de &, sont des constantes, que I'ona seu-
lement

Faant Py zinit-QF suncstBY wpn_gi .+ Uya=0...(4),

on y satisfait en faisant y.=m?, d’on il résulte

—F - —_ 5 <
Fai= mE+ ik g =iy mtta ) mE+n ;

e

car elle devient
mi 4 Pt Q= R, - U=o0. .. (4"),

et se vérifie si l'on prend pour Vindéterminée m,
les racines de cette dernitre. Si denc Von désigne
par m’', m", m”, etc. ces diverses racines, on aura
(n° précédent )

Fa= Cm'* 4 C'm"s L C"m"= .. ...

Cette expression présente, par rapport aux quan-—
tités m’, m", m”, etc., les mémes circonstances que
Uintégrale de ’équation différentielle

A"y - Pdzd"—'y 4 Qdz*d" g, ...+ Uypda" = o.

I peut arriver que parmi les racines de Iéquation
(4), il Sen trouve d’imaginaires ou d’égales entre
elles. Dans le premier cas, on revient aux quantités
réelles par des transformations analogues 4 celle du
n°® 3ro. Dans le second cas, pour rendre compléte
Pintégrale qui a cessé de Iétre, on a recours a Parti-
fice employé dans le n° 311.

417. I’équation (4'), pouvant éire considérée
comme exprimant la nature d’une série dont un terme
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quelconque, représenté par y..,, dépend des n
termes qui le précedent, se rapporte aux séries ré-
currentes (Complém. des Elém. d’ 4lg. ) dont le terme
général est ., et dont Uéchelle de relation est

Lop O e

L’intégration de cette équation répond done a la re-
cherche du terme général de la suite propos€e; mais
en n’ayant égard qua la loi de sa formation, lesn
premiers termes de cetle suite sont nécessairement
arbitraires ; etsi on les suppose donnés, en les dé-
signant par

Jor Fey Joy F8aserdeFusy

on pourra former les équations

Wb 4 + " <+ ete.,
ry. = Cm 4 Cm' < "m" + etc.,
Fa = Cml" o Clm? = C'm™? - s eten
Ja o= CmB 4 C'm" 4+ C"'m" 4 et
Fuo, = Cm/"=' 4 O'm'" 4 C"m""t 4 elc,

au moyen desquelles on déterminera les constantes
et e",. . ... dontle nombre est aussi égald n.
La résolution de ces équations, qui ne sont d'aillenrs
que du premier degré, peut étre simplifiée par des
artifices dont 'exposition ne saurait entrer dans un
Traité élémentaire : je me bornerai a faire observer
ici que cette recherche se. lie avec celle des lois des
phénoménes, d’apres les observations.

418. Les constantes arhitraires qui completent les
intégrales aux différences, étant des fonetions arhi-
tvaires (395), ne peuvent étre’ déterminées en assu-
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jettissant ces intégrales & satisfaire a un nombre limité
de valeurs données; car il est visible que toute fonetion
arbitraire comprend implicitement un nombre infini
de valeurs arbitraires. Soit pour exemple I'équation

¥ = X@(sin 272, COS25T)

de laquelle on doive tirer un certain nombre de
valeurs
. :
Jra=\avi sy e== 3T ri==aly ele.

Si ces valeurs répondent a
Z=m0, T=1, =12, el,,

on ne pourra satisfaire en général qu'a la premiére des *
conditions imposées; car dés qu’on aura assigné pour
@ (sin 2w, COS24%), Une premidre valeur déterminée,
de laquelle il résulte y,=a, cette valeur devant se
retrouver la méme pour les indices x =1, z=2, etc.,
il s’ensuit que les valeurs de . relatives a ces indices,
sont aussi déterminégs : il faut donc que les quantités
données a', a', ete., correspondent A des indices inter—
médiaires.

Si, au lieu d’assigner un nombre limité de valeurs
isolées , indépendantes les unes des autres , on suggose
que dans lintervalle compris entre x = o et x=1,
Vexpression . doive fournir les mémes valeurs guune
équation donnée y,==f(x), la question sera déter-
minée, En effet, §'il s’agissait de trouver la valeur de
qui-correspond 4 un indice égal A un nombre enticr
quelconque 72, plus une fraction n, soit commensu-
rable , soit incommensurable , on calculerait la valeur
de g, , d'apres Véquation y,={(z) ; et comparant le
résultat avec celul que donne alors Péquation

Fn=X.¢ (sin own, cos'amn),
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on aurait, pour ce cas, la valear de
' @ (sin 2#n, co$ 271),

qui doit étre la méme que celle de

¢[sin 2z (m 4 n), cos 2w (m+ n)],
m étant un nombre entier : Péquation

J 2= Xo(sin 27x, cos 27z)

devenant par la

Fmin = Xinyn@ (sin 241, cos 2a4n),

serait tout-a-fait déterminée.

La seule condition & laquelle soit assujettie 1'équa-
tion y;=f(x), c’est qu'on en tire pour y, etpour y,
les mémes valeurs que de 'équation

J== Xg(sin 27, cos27x).

419. Les considérations géome’ltriques éclaircissent
bien ce qui précede. Voici d’abord comment on peut
représenter par le cours d’une ligne, Véquation trés
simple 2 y=o. Si I'on construit, sur la droite 4R,

x1c. 65, fig- 65, menée 4 une distance quelconque de 'axe des

abscisses OX, parallelement a cet axe, et divisée en
parties AA', 4’4", 4'4", etc. dgales a Az, des
courbes telles que

ABAIB’A”B"AWS, ACA'C’A”C"A.]’, AD/I'D'A”D"A’”U,

passant par les points 4, 4/, 4", 4", etc., et compo-
sées, entre ces points, de parties égales et semblables,
ces courbes satisferont a I'équation Ay =o. Cela est
d’abord évident pour les points 4, A', A", A", etc.;et

etc. .
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Yon voit ensuite que, prenant A P=x, AP'=zx 4Nz,
les arcs

AL et AL, AM et A'M’, AN et A'N', etc.

étant égaux et semblables, les ordonnées

LP et L'P', MP et M'P', NP et N'P', etc.,

seront aussi respectivement égales, et Von aura par
conséquent pour chaque courbe, Ay =o.

La condition Ay =—o n’entrainant point la conti-
nuité dans les résultats , les courbes 48, 47, AU, etc.
ne seront point assujetties a cette loi. Le polygone
EFE'F'E'"F"E"F , composé de parties semblables
EFE', E'F'E", etc., donne également A y»— o, aux
intervalles marqués par Az ; il en serait de méme d’une
suite d’ares égaux et semblables d’une courbe quel-
conque, assemblés d’une maniére discontinue, comme
le sont les arcs GH, G'H’, G'"H", etc.

1l est visible que I'équation y=¢ siu%’, cosi\—y;f
donne lien & des lignes qui satisfont aux conditions
ci-dessus.

f20. Passons maintenant i I'équation générale du
premier ordre Ay = F(z, 7). Ayant choisi' arbitraire-
ment, ou déterminé, suivant les conditions de la
question, le premier point B, jfig. 66, de la courbe
cherchée , comme P’équation proposée n’apprend rien
sur tous les points correspondans a la portion d’abs—
cisses 44" =ax, et qu'elle donne seulement Vor-
donnée A'B'= y ., on pourra faite passer par les
points Bet 5, une portion d’une courbe quelconque.
Jela fait, pour obtenir Ia portion correspondante a
abscisse 4"4", on prendra en arriére d’un point

FIG.

6.
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quelconque P’ de cette abscisse ; une distance. .,
PP = A4 = ax, et élevant Vordonunée PM, on
menera MD' pavallele & PP’ ; tirant ensuite de I'é-
quation Ay =F(z,y), la valeur de ay pour Pabs-
cisse AP, cette valeur donnera la droite D'}’ qui,
jointe & P'D'= PM, fera connaitre le point M, Oy
trouvera de méme tous les points de Parc B'B"; cet
arc, employé a son tour comme l'arc BB, donnera
ceux du troisitme arc B"B", et ainsi de suite,

11 est évident que Von pourrait, par le méme pro-
cédé , continuer la courbe en arriére du point A, et
que dans tous les cas elle satisfera & 1’équation pro-
posée, puisque les différences 4y = D'M" auront des
valeurs conclues de cette équation : je laisse au lec-
teur 4 faire V'application de ce procédé aux équations
du second ordre et des ordres supérieurs.

42t. On n’a considéré ici les équations aux diffé-
rences que dans U'hypothése de Az = const. ; mais
lorsqu’on suppose cette derniére différence variable,
le sujet prend heauconp d’étendue, ainsi qu'on sen
pourra convaincre par la question suivante.:

Soit ¢(x) une fonction inconnue de x, telle que si
Lon y change x en f(x), puis en ¥(x), F et { désignant
des fonctions données, les expressions correspondantes
o[ £(x)], e[ F(x)], aient entre elles une relation
dennée.

Laplace a, par un procédé fort simple, ramené
ce genre de problemes 4 des équations aux différences
ot la variable indépendante ne regoit que des acerois-
semens constans. Pour cela il pose f(2) = z;,:.000
F(2) = tts4,s U, Teprésentant une fonciion inconnue
de la variable z ; et si Von peut résoudre, par rapport
a x, la premitre de ces équations, on en tirera
x=f(u,), valeur qui transformera F(x)= u.,, en
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Uz p == F[f,(u;)], équation aux différences ou Ja va-
riable z croit seulement de V'unité, Lorsqu’on saura

‘intégrer cette équation,. on aura V'expression de u, en

fonction de z; on obtiendra aussi x en fonciion de'z ;
les fonctions ¢[F(x)] et o[f(x)] deviendront respec-
tivement (i), (a(u,), et on pourra les représenter
PAr Yzpes JFa» €€ qui changera en une équation aux
différences de la forme

S (e Terrs B =0,
larelation donnée entre les deux états par lesquels doit
passer la fonction ¢.
Je prendrai pour exemple Véquation
o(x) = ¢(2x) 4 2,
pour laquelle 2=u,, 22 =1u,,,. De la, on conclut
aisément u,,,==2u,, équation dont 1 intégrale est
ug= AT
Posant ensuite ¢(x)= 7., ¢(2X) = 1., , I'équation
proposée devient =
Tetn — s 25
et s'intégre en y faisant d’abord
=1, gy = a = =

ce qui conduit a
L ]

1
e aat ALy
fa—a ;7
fa—-a"f'a_’a
)
— vl
Tl e
P
=
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La dernitre de ces valeurs est Vintégrale complite,
puisqu’elle renferme une quantité arbitraire a ; et 1’¢-

x
x 2 (L0 Bdetedl
quation C.2*=wx, donnant 2*7' = b3l on aura
N o e
2C 30
J:=¢lx)=a +a )

résultat qui revient a
plx) = b* + b7,
=
si l'on pose & = q“c.

Il faut remarquer que les constantes a et Csont
des fonctions qui ne changent pas quand z devient
z 41 (395), et par conséquent lorsque z devient ax.

422. Combinant toujours chaque nouveau point de
vue sous lequel les grandeurs peuvent étre envisagées,
avec les précédens, les Analystes considérent encore
des relations entre les différences et les coefficiens dif-
férentiels des fonctions inconnues; et de la naijt le
Calcul auz différences méldes.

Les équations

d

-d%; +asy +by=o,

day dy 8

F*‘“a;"’“f"'” == 05

dans lesquelles a, b, ¢ désignent des constantes, et olt

Az =1, sont les plus simples de ce genre. On satisfait

A toutes les deux en posant y=— Ce™®; la premitre

se change en ’
m4a(e®—1)+b=o,

et la seconde en

m(e™ —1) ~ am b (e"—1) 4 c =o0.
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La discussion de ces transformées et Vexamen de la

nature et de I'étendue des intégrales qui en résultent,

sortent des limites que j’ai dd me prescrire; je n’ai

voulu seulement que marquer la place de ces nou-
velles recherches (¥).

Application dw Calcul intégral & la théorie
des suites.

423, L’intégration des différentielles 2 une seule
variable ayant conduit & des séries, on en a concla
qu’on pouvait représenter une série par une intégrale;
et comme on a des méthodes pour calculer, au moins
par approximation, la valeur d’une intégrale entre des
limites données (**), on a cherché A remonter d’une
série & 'intégrale dont elle est un des développemens,
Glest par ces considérations qu’Euler a créé, pour la
sommation des séries et la recherche de leur terme
géncral, des mcéthodes trés ingénicuses dont voici
quelques exemples.

Soit d’abord

et B 26 4B, ne+p8
mx+mr....+mx -+ ete.

(*) On trouvera plus de détails dansle Traitd in-4o, tome 11,
chap. 8. Jobserverai sculement que le Caleul aux différences mé-
Iées, indiqué d’abord par Condorcet, traité ensuite par MM, La-
place, Pacli et Poisson, répond A des questions de Géometiie
résolues antévicurement par Euler, qu'ensuite M. Babbage sest oc-
cupé de ces questions et de celles qui sont comp‘riscs daus I'énoncé
du n® précédent, en les présentant comme une nonvelle branche
d'analyse qu'il nomme Calcul des fonctions (voyez les Tranm
sact. phil., années 1815—16 —17, et un article fort tendy , in-
séré par Angustus Morgan dans I Encyclopedia Metropolitana.)

(**) Poyezlanote de la page G3g. i

Cale. intégr., 5e ¢dition. : o ha
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la série proposée ; on multipliera par pa” les deux
membres de I'équation :
@ 2 n
,___l@x_l_”_'*'gxn_,“_!__ﬂxn
a+b 2a -4 b na~4-b6"
et passant ensuite aux différentielles, on aura

PO (e Fp) 21da
. pd (sa7) ==

L POt (e Oz
na-+40 y

......

Le facteur na - & disparaitra du dénominateur du
terme général, et par conséquent de tous les autres, si,
quelle que soit n, I'on a p(n--r)=mna--0 : on fera
donc np=na, rp =¥, d’ou X

b
el
ce qui donnera 1’e‘quétion
b
= b b
d(s2® = (= e
< ((;E)=(¢+(3):z:"+(zu+ﬁ)x S

n—l+£
+(utBe O
dont le second membre ne renferme plus de déno-
minateurs. De nouvelles opérations, semblables 4 la
précédente, feraient disparaitre les facteurs qui reste-
raient, si le dénominateur en contenait plus d'un.
En multipliantla méme équation par pa'dz, et pre=
nant ensuite Iintégrale de chaque terme, il viendra

b
pafrrd(sa®)= e

"V nad-b-fra

b b
pa+p) Tt patnet ) "
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le facteur ne~- £ du numérateur disparaitra si V’on
fait

npas ==na, fpa=1~=4 4 ra,

d’on il suit

T L b
e R e )
B & b
mnt el e i
;fx disz ) = f PR SO +x
L .
—=a* {r4zta.... +x""‘},

et par conséquent
B & b B
iy i i
a — T
;fx“ “dsz”) == (' £ )

"
11—

On tire de la
b B B-a

S FRSTR [___xﬂ
afz” ud[.’r = ( - )]
o 3 G ity 25
=5 —_—
a
ar

424. Dans la série que j’ai considérée ci-dessus,

“le nombre des facteurs, soit du numérateur, soit du

dénominateur, était le méme pour chaque terme;
mais il est une classe de séries qu’Enler désigne sous
le nom d’ypergéométriques, dans laquelle ce nombre
augmente d’un terme a Vautre : la série ,

_etp (e4¢) (22 4-B) -
s_a+bx+(“+b)(m+b)x.,. ......
+(¢+@)......._.(m+ 8)
(@4+08)seues...(na+4b)
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est de celte classe. On va voir que leur sommation se

raméne a l'intégration d’une équation différentielle.
En multipliant les deux membres de équation ci-

dessus par pa', et prenant leurs différentielles, on ob-

tiendra

Pl _ plitr) (2 + B)
Ao (a—+ b)
B e ol ol DR e L PR
(a+0):...(na - b)
‘On fera disBaraitre le facteur na-4- & du dénomina~
teur, en posant

np 4 rp = na + b,

d’ont
np = na, ppr—Vhs
= a; r = 2
b
ad(sz" L e (atB) ]
) (e +ﬁ) IRy
+ (@4B)sseeneinn (na+ g) n’-‘ﬁ_—

(@+0). -+ (n—na+5]"

En multipliant ce résultat par pa’, et prenant l'inté-
grale de chacun des membres, on trouvera I’équation

0

hatr
pafsidiea’y =LREE D),

7 +Il+m

Pa(na—l—ﬁ).-v ............ (naz—{-ﬁ) n+ 7
(na+b-+ra) (a+0). . [(n-—l)a-}—b]

et le facteur ne4-4 disparai(ra du numérateur, si

npaz + pag = na + b4-re,

cearsaeeene R
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ou si :
¥ Rl
1) — ;, [ ; e ;.

Meltant ensuite 4 part, dansle second membre, le
B

LB
facteur commun 2° , il viendra
BB 28y, ' (=+6)
a B
;f (s = 2 {1+ e ;
4 (z+8)... .[(n—l)u+ﬁ]x"“‘}
(@a+0)....[(n—1)a+0] 5

La séric comprise entre les accolades du second
membre de ce résultat, n’est autre chose que la pro-
posée dont on a 6té le dernier terme, et a laquelle on
a ajouté I'unité : on conclura donc de ce qui précede,

£ b b A

I
Sfx“’ ad(sx“)::;‘ { 145

_(a: +8)...0. (na + ﬂ) }
(a +0)enn, (na—+b)

En différentiant cette équation, on la délivrera de
Vintégration indiquée dans le plemler membre, et
Yon obtiendra 'équation d’ott depend la somme cher-
chée.

Cet exemple montre comment on opérerait sur
d’autres- cas plus compliqués, de la classe des séries
dont il fait partie, en observant que chaque différen-
tiation offre le moyen de faire disparaitre un facteur
du dénominateur, et chaque intégration un facteur du
numérateur.

#25. Si V'on faisait abstraction du dernier terme, on
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aurait, au lieu de da somme particuli¢re , la limite de
la série considérée & linfini, ou la fonction généra-
trice de cette série; car il est visible que les procédés
ci-dessus sont inverses de ceux par lesquels on déter~
mine les séries qui satisfont a des équations différen—
ticlles données.

§'il §'agissait , par exemple, de trouver la limite de
la série

s—=1x —1.22" 4 1.2.32% — etc.,

on pourrait appliquer a cette détermination la pre-
miére transformation du n° précédent, en faisant

=1, B=10; a—=0y ‘H==1;

mais on y parviendra immédiatement en multipliant
par zles deux membres de 'équation posée plus haut,
et en les différentiant ensuite. On obtiendra de cetfe
maniére -

seg—=12*—1.22° 4 1.2.32xt —elc.,

d((fx)_.r 9L == 1.2, 31’—}- 1.2.3. fz% — ete. ;

et multipliant la derniére équation par z, elle de-
viendra

d(sz :

x—g—)z 1.22% —1.2.32% 4 1.2.3. [zt — etc,,

dont le second membre est évidemment égal & = — 5;
ainsi l'on aura

. __ zd(sz)
e dz
ou ds + s(—x;zdx = cL_x.
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1’intégrale de celte derniére est
4 I

F o
s=%fe  dz (285).
x

Pour que Uexpression ci~dessus réponde a la séric
proposée, il faut que Uintégrale ’évanouisse lorsque
x=o0; etsi on la prend jusqu'a x =1, on aura la
quantité correspondante a la série divergente

1—1.241.2,3—1.2.3.4 4 etc.

426. Les intégrales définies fournissent -aussi le
moyen de représenter des portions de la série

dub  du B
dz‘r+dx’ .2-

- + ete.,

en partant d’un terme quelconque. Voici comment

d’Alembert y parvient, et démontre en méme temps le

théoréme de Taylor ( Recherches sur différens points

zmportans du systéme du monde , tome I, page 50) :
Soit ' ce que devient la fonction u, lorsqu’ on y

change  en 2 4= k; en posant

W=un-+4P,

et différentiant parrapporta %, qul n'entre pas dansu,
il vient

de' dP 8 du’
=T dott P= T dk,

We=u -Edh,

e d2ulisi nid
Ensuite, comme T = T 89g), ct que.. ...
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d_" dru v, ¥ dé
At A -+ eslgnaut une quanute qul S’ f—
vanouit avec &, on peut faire

de du

@t
en différentiant de nouyeau par rapport a &, on a

dw’  d 2
{0 () Joki 0= d2u’ dh,

dh“ dn’ dh?
du’ d’a’ du _duk
aE de +f dh? 24k, ~dz1 +ffﬂj daz,

W= jz’: ff 7 dlu

Posant encore

a2’ d*u
W= a T
on trouve
d*%' dR i d%’
I = dn d'ol. R= Wdh, "
% du’ du

T dl’dh’

dueh  d*u B2 d*n
prEy Sltsage
+dzx dz? 1.2 ”fdh‘dh
En continuant ainsi, on arriverait i

dubh  d*w B?

u—--u—*-dxl T ek canye
dr=1y Jin—1 n deyf
de™ 1.2, (n—1) ar g

les intégrales dtant prises de maniére & s'évanouir
lorsque 2 =0, parce que z’ redevient .
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427. Soit, pour abréger, %—IT = H; on aura (242),
B H Ak —

("__‘_I)h—_ JHIR

X a—1 —
a2y (n— 1){h el

(L:EL”‘J)” _ [HRdh — etc. }

et il est facile de yoir qu’on peut substituer a la série
ci-dessus, l'expression

n=~r
1iales(n dhy

prise depuis . = o, pomvu' qu’on change aprés l'inté-

grauon ten h; car si Von développe cette expressmn,

qu’on passe hons du signe [ les Pulssances de ¢ qui

multiplient les différens termes, et gu’on fasse ensuite

t==h, on retombera sur la série proposee,

11 suit de 13 que

duh dou L
u_u-{-dzx d.’c e A U e e Riatarar Rt
dr—w pr—1 5 d u <
datel l.2...(n~—|)A+1. ) W (t—R)*'dh,

pouryu qu'on prenne lintégrale de maniere quelle
s’évanouisse lorsque h=o, et qu'on change ensuite
ten k.

' s

a5 par

On peut, dans cette formule, remplacer
dm/
dz*

ou h=t(1—z), on aura

dmu” S Srmsapdieei
(=) dh_—-fdxltz dz.

; etsi Pon fait, sous lesigne intégral, t— h=2zt,

-

dh=—1tdz,
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Les limites de Vintégrale seront alors z — 1, 2=0;
on la rendra positive, en renversant Pordre de ces
limites, c’est-a-dire en Ia prenant depuis z—¢
jusqu’d z =1 : enfin, sortant ¢ du signe /', et deri-

vaut % au lieu det, le dernier terme de la formule

ci-dessus deviendra

"‘L" el 1]z
Lt () ida® o oo

Cest Lagrange qui a donné ce dernier théoréme,
mais d’une autre manitre, dans la Théorie des Sfone=
tions analytiques, 2° édit. , n® 35 et suivans.

11 s’en sert pour prouver qu’on peut toujours rendre
la sommnie de tous les termes de la série de Taylor, a
partic d’un terme donné, plus petite que le précédent,
Soient 27 et m la plus grande et la plus petite des ya~

leurs que prend g—;—: > dans Uintervalle de = dax4ly

on aura
fg;; "z < Mz 'dz et > miE 'z,

: : oA it oA U] : :
si le coefficient différentiel 3o e change point de si-

gne ou ne devient point infini dans cet intervalle (234).
Entre les limites données, les deux derniéres inté-

M m 5
grales sont; et —;. et en prenant 2 d’une petitesse
3 n

s s
¢onvenable, on rendra la quantité x—M

200000t
‘aussi petite quon voudra, vis-a-vis de. .........
Jin—t dn’—lu

1.2, (n—1) de™"

428. Cest de cette manitre que les intégrales défi-
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nies servent A évaluer des quantités qu'on obtiendrait
difficilement par d’autres moyens; elles prennent sou~
vent des valeurs remarquables. i

On voit 4 la simple inspection des cas particuliers

: de Vintégrale f ;nl_lﬂl{, rapportés dans le n° 197,

—p3 :
que ces expressions se réduisent & un seul terme,
lorsquon les prend entre les limites x —oet z=1;
et arc 4 devenant égal au quart de la circonférence,
on a les deux suites

xdx
d‘r__ :f, _——;=I,
Vi 2 Vi—x
xdx T e z'dx

‘—/l___?::z.z’
zidz  1.3x
—‘/—_:?;_2.4.27
x8dx 1.3.5#»
Vis 346
28dx 1.3.5.79;‘
e

ete.,

desquelles on conclut, en général,

x¥dx TR b s S(ar—1)w
‘/;__1?=2.4.6 R R e Tl
A O PRI M B 27
Viee 3500, kD)

Le p‘roduit de ces résultats donne d’abord

(=
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En divisant, au contraire , le second par le Ppremier,
on trouve ¢

?rhid

Vi—x* 22.3.4.4..... G anan

xdz T #1.3.3.5.5... (2r—1)(2r—1) (2r-1)°

Vi—z®

Pour savoir ce que devient le premier membre de
cette dquation, lorsqu’on pousse le nombre des fac-
teurs du second jusqu’a Vinfini, ou lorsqu’on faitr
infinie, je prends "=z ; les limites de z sont les
mémes que celles de « ; mais on-a

-1 .
Loz cli 1 2dz
Vl—x’ ar / =

Vi

- ar
z¥dz I z dz

Le rapport des différentielles étant z°', approche
d’avtant plus de z° ou de 1, que le nombre raug-
mente; et en passant a la limite, on peut regarder
ce rapport comme égal a 1; il en sera alors de méme
de celui des intégrales, puisqu’élles commencent et
finissent en méme temps : ‘on conclura donc de la

__ 2 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.ctc.
T 1,303,550 9000 1010 Lo
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el par conséquent 7

x_ 2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12. etc.

2. 1.3.3.5.5.7.7.9. .9-11.11: etos’

Celte expression remarquable du quart de la circonfé-
rence- du cercle est due 2 Wallis. ;

429. Une transformation de I'équation

U=

conduit a la valeur de Vintégrale fe*dz, prise entre
les limites ¢==o0, ¢=infini, qui s¢ présente dans plu-
sieurs recherches trés curieuses.

Si on fait 2 = ¢9%, 'équation précédente se
change en :

47* tdte=T4 e 272 (dte—9t  e—q(arta)e
4 V 1— 29t Vi—e— 298

—_— 3 ~ .

Tardaa’
posant ensuite g(2r—<1) =1, et mettant dans le se-
cond membre la valeur de 2r-~r1, tous les deux
deviennent divisibles par ¢; puis divisant sous les
radicaux par 27, on obtient .

= idee™8 ;. e—(149) -
\/!_—f_””a \/l—e_"/" Fal
e 27
—aqi ;
e 1—¢ ]
et comme la limite de — - lorsqu’on y fait



DES DIFFERENCES

670 - .
g =0, est £, I'équation précédente se réduit alors 4
12 a IR0 —l2 I -

2 {fe tdt}’: = don feldi== ;V’W,

Mais ¢ est infini quand =0, et nul quand r=r:
les limites de cette derniére intégrale sont donc Vinfini
eto; et comme la fonction €% est toujours positive,
il s’ensuit que le signe supérieur répond aux limites o
et Vinfini positif, et que intégrale se double quand
on la prend depuis ¢==— infini jusqu’a t=-- infinj
sa valeur est donc alors /7.

430. Laplace , considérant encore 'expression. ..
fe—t" " 7dt, Ta met sous la forme [OTTem ™ myy
pour Vintégrer par parties, ce qui donne

I
1

fetinl= et () e ).

Tant que Vexposant n —m est positif, la partie
délivrée du signe [s'évanouit entre les limites t=o
et ¢=infini (9g), et il reste

—m ‘
n fe_tmﬂt'—m_'dl,
m 1
la seconde intégrale étant prise entre les mémes li-
mites que la premitre. *

Si Von fait m=1, on ama

el nde—

L m=r )
fe—! ‘ndzz_z Je tnt"—ndl,

et en répétant cette réduction, on obtiendra

fe;"‘“z"dt=(n_ i (n—2r+l)f¢'t”"-"dt’

P
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résultat qui s’évanouit par son coeflicient quand,
n=2r—1i, et qui, lorsque n=2r, donne

fc"’t”dt=(2r_l) (z;—- 3). ... évr;

1l est d’ailleurs a pr

opos d’observer aussi qu’en po-
— b

sant e =z, ona

=~

“ 1.
ST 1 TN

e rdl=—— = .

f m—-1 fdz(l x) 3

lés limites de x sont alovs et o, et si I’
Pordre, il faudra supprimer le signe —.
En posant m =1, n=e, on aura

on en change

1

Setde =§fd:r(l i)_s :é Vs

431. Je vais encore rapporter I'évaluation de quel-
quesautres intégrales qui présentent des conséquences
curieuses ; je commencerai par celle de /e

o
jec : @ dx cos rar,
entre les limites x—=o0 ét z — infini,

duea Laplaceet
remarquable par le procédé employé pour Pobtenir,-
En posant :

JEE P dacosre =

et différentiant par rapport & r (281), on en tire

g

—a3zs :
e 5
AT fe xdx sinrz;

PUIS,el: Intégrant par parties, relativement au facteur
e~ zdz, on trouve

dy izt

) r
[l — —_—— fe—a’x?
P SR —— fe dzcos rz,
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ce qui revient i

r
—= =0
Tad =0,

e T dy
L=y ot

lorsqu’on suppose x infini dans la partie délivrée du
signe f.
L’équation ci-dessus, entre les varviables yetr, a
pour intégrale
& r

By ce i@ (285), :

C étant une constante arbitraire qu’on détermine par
la valeur qué prend jy lorsque r==o0, savoir :

fem P = —‘-2/—} (429).
Par ce moyen, on trouve
.
Jem 42 dx cos rx = et—;‘/”

- Icise montre un nouvel artifice d’analyse, qui eon-
siste & former, entre les intégrales et quelques-unes des
constantes qu’elles contiennent, des équations diffé-
rentielles que Uon puisse intégrer. Ce procédé, et des
transformations trés varides et trés ingénieuses, ont
considérablement multiplié, dans les recherches de
MM. Laplace, Legendre, Poisson, Georges Bidone et
Cauchy, les déterminations des intégrales définies,
dont Euler avait déja montré de beaux et nombrenx
exemples ; mais il reste encore 3 désirer une méthode
uniforme qui réunisse en un seul corps toutes ces re-
cherches, au progrés desrjuelles parait attaché main-
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tenant celui de plusieurs branches importantes ‘e la
Physique mathématique. "

432. Si Yon fait a==o, dans [e= Y dz cosrx et
dans sa valeur, en observant que .
s
e 4w L/u:_ Vl;'
76 Zin R LT
citag

e
4224 (9g) est alors Pinfini, on
’ . :

¢t que la limite de ¢
obtient .
fdx cosrz'= o,

entre les limites z==0 et'x—infini, résultat qu’il
aurait €té difficile de prévoir. En effet, on a, en
général ,

» 18
Jdz cosre = sinre ~+ const. (217);

ala premiere limite, ou w==o, la fonction sin re=o;
mais que devient-elle lorsqu’on suppose Varc z in—
fini, doit-on alors le regarder comme exactement égal
4 un nombre entier de circonférences? Clest ce qu'on
ne voit pas. Tout ce qu'il est permis di’aﬁi‘rmer, c’est
quauncun arc assignable, quelque grand qu’il soit, ne
peut tenir la place de z : sinrz est donc, dans ce cas,
une quantité indéterminée. Il n’en est pas de méme
dela valeur de fe~**'dz cos 7z, & cause du factenr
e~ qui diminue toujours & mesure que x aug-
mente; et puisque cette intégrale, en vertu de la loi
de continuité, a pour limite (dx cos 7, la valeur de
celle-ci sera la limite de celle de la premiére.

On connait encore d’autres moyens de confirmer ce

Cale. intégr., 5° {dition. 43
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résultat, auquel Euler ‘est parvenu en. considérant

Vintégrale fe~**dx cos ra, k désignant une constante
- guelcongque. Si Von intégre par parties, en eommen-

cant par le facteur dz cosrz, on aura

3 s TSt :
[femtedz cosrx =~ e sinre 4=~ fe " dx sinra,
r | i
. 3

puis, en opérant sur dx sinrz,

5 1 J A0
S dasinrny = — 7e'"cosrx — rfe ke dacosre,

3 .
ce qui donne

k» k :
—hz ] e SRR IR PR e 2N, 3 &
([+ F)fe dacosra= —e M sinre—— —e cosrz,
et par conséquent

Jie dx cosve e (rsinre — k cosrx)
e T ¢ =
; o

Entre les limites x =0 et z == infini, Vexpression
qu’on vient «Webtenir se véduit a m , quantité
qui devient nulle lorsqtie & s’évanouissant, I'mtégrale
proposée se change en (dx cosra.

En reprenant équation

i 1 k ki
fe ¥ dxsinrr = — ;c““’ cosrx — ;fc‘*”dx cos

et mettant pour Vintégrale du second membre sa va~
leur déja trouvée, on arrive & }

&= (rcos rz 4 ksin rz)

ek ’

fer*dzsinry = —
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valeur qui se réduit a quand on la prend

o
7tk
entre les limites z =0 et x ==infini.

La supposition de # = o donne

i AT
Az sinrr =—,
T

autre résultat remarquable, qui ne parait pas suivre
immédiaternent de l'expression

; x
fdz sin re == — 5 COS T - const.

433. La transformation des quantités réelles en
imaginaires st un artifice d’analyse qui a fait dé-
couvrir plusieurs intégrales définies remarquables.
Nous emprunterons ici -un exemple a Fourier (¥).’

Lorsque dans Vintégrale fe—""ds == {/= (429), on
fait :

VD
. va
on en tire
ﬁ-——‘/glx-_/‘t“_“""‘/:;d:v =V
Va “
et comme

ereV=T (#%) —y/ —1sin(z?) (187):,
on obtient ensuite

1+l>/;:—-i- { e cos (@) — v/ =1 fdzsin (@)} = V.

(*) Theéorie de la Chaleur, p. 53a.
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En_ séparant les parties réelles et les parties imagi-
naires de cette équation, on en déduit deux autres,
sayoir :

L { iz cos(z?) 4 fda sin (=} = V=,
V2

Jdx cos (2?) — fdx sin(z*) = o,
d’ot

fdx cos (x*) = fdz sin (2%) = 2V 2x =/ T4,

les limites de « étant o et infini comme celles de ¢.

11 faut observer que cet artifice a été employé sur-
tout comme moyen de recherche , et ¢qu’on s'est at-
taché 4 en vérifier les résultats : ceux que je viens de
rapporter sont connus d’ailleurs.

434. La. continuité qui existe entre les diverses
valeurs que prend une intégrale, eil raison de celles
qu’on assigne aux quantités dont elle dépend , a donné
lieu d’appliquer les intégrales définies & Vinterpolation
des suites (388).

Lorsqu’on fait m=o, dans le développement de
Jxrdz(lz)" (208), et qu’on prend cette intégrale entre
les limites x==o0 et x==t, pour lesquelles la partie
délivrée du signe [, composée de termes de la forme
z(lz)", s'anéantit, parce que r est positif comme n
(99), il ne reste que le dernier terme, et I'on a

fax(le)t—="tr wiauh G n

—+- quand 7 est pair et — dans le cas contraire. On
évite cette distinction en donnant le signe — a la,
ce qui change ’équation ci-dessus en

-

ﬁ]x(—lx)"zjdr(l i).z X2 e
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résultat qui s’obtient tout de suite, en observant que

i (1 i): & (1 i) + a1 i)"" ;

et quentre les limites x==0, z==x, on a seulement
dz (15) = nfax (1Y
fia (17) = max (12Y

. - NE
On pourra donc regarder Uintégrale fd.r(l;) comme
exprimant le terme général de la série des produits _

R et (SR T O e B S0 Tt am, ete.;

correspondans aux indices

0, 1, 2, it LT e T

et en effet elle en a toutes les propriétés connues pour

les valeurs entiéres de n (¥). En donnant donc a cet

exposant des valeurs fractionnaires ou méme irra-

tionnelles , on introduirait dans la série, des termes

intermédiaires assujettis & la méme loi que les autres.
Le cas on n =1 est des plus remarquables ; car

[dz(l-;)%zs fda:(l i) ‘;= IVE (3.

Vandermonde et Kramp avaient propos/e', il y a
long-temps, ‘d’introduire dans Vanalyse la fonction

(*) Pour woir comment le premier terme de la suite supérieure
correspond -4 .zéro dans la suite inféricure, il fant fiire n= o

dans fdx (l :—r)n , qui devient alors fdr=x= 1, dans les limites

prescrites.
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qui représente le terme général de la série ci-dessus,
comme cxprimant un nouveau genre de quantités
transcendantes , doudes, de’ ploprletes remarquables
par leur analogic avee celles des puissances; et depuis,
Legendle, sattachant & leur expression. .en ‘inte-
‘grales définies, en a déduit beaucoup de relations
teds utiles, en 4 caleulé des tables numériques fort
dtendues, et les a désignées par la caractéristique r,
en posaut pour définition

'(n41)=nl (n),
en sﬁrl‘e .que P(n) :fld_z(l;:)n ().

. & =
435. L’expression de — trouvée dans le 1° 428,
27

entre dans une formule donnée par Stirling, ‘pour
calculer la somme d’'une suite de logarithmesappar~
tenant & des nombres en” progression par_ différence,
et a laquelle on peut parvenir comme il suit.

Par le n° fr1, 0ona

Su :%’fud:c —|—éu sl s + ete.<- const.;

; 12:.d2 7204:1.2:
et si on fait u =lx et k=1, en observant que
(dzlz = xlz —a (208), on obtiendra

Sl = zlo — = 4 Lo
1

T
+—— 360 - ete. - const.

12x

™

On ne saurait déterminer la constante en faisant
x =1, parce que la suite des coefficiens numériques
finit par étre divergente : on a recomrs A Pexpression

(*) Poyez le Traité in-4°,1. I, p. 411, 481.
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de 7 du m° 428, En passant aux logarithmes, &t
g’arrétant an nombre pair 2z dans le numératenr, on
obtient

e { 2lo4-0144-216-4-a184-2110. .. 4-2l(22—2)4-laz
12 5=

—li—=213—2l5—2l7—2lg...,—2l(22—=3}—2l(ox—1);

et en prenant les limites dans la supposition de =
infini, on trouve, par le moyen de Vexpression pré-
cédente de Slx,

Lidelo-13-4-140 0 Lo Jaes=const4-( a4 D2,
Li-Hl24+13414. . oo . H-lox=—=const. 4 (ax 4 Hlox—o2,

lo144H16. .. Flre=Sla+zlo =const. 4-( 24 Dlxtalo—az.

‘Retranchant a troisiéme série de la seconde, il vient

L4 18R15 4 1g e —1) = zle (24 Y2 —z,

d’oit Pon' conclut

2l2 4214+ 216. . .4 2l(22—2) s lox
—'2h —213—215. .. —2l(2z — 3) — 2l (22 —1) }
_{2 const. =2 (z ~-2) 1z 4 azle — 22 —loz

T l—ozlz—a (x5l 4 o2x;

et comme le premier meinbre de celte équation est
égal A 1= — 12, on obtient, apres la réduction du
second., ‘ 7

Iz — 12 = 2 const. — 2l2,

e 4lo) = Loy =1V 24,

résultat bien remarquable, et d’aprés lequel on-a:

d’ot  const. =

Sl =2Tax - zle —= 2 41 do %; s BF:,? Jele.,
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On rendra cetle équation propre i un systeme quel-
conque de logarithmes, en multipliant par le module
les termes dans lesquels il n’entre point de loga-
rithmes (¥).

Pour en donner une application, je rapporterai le
calcul quEuler a fait de la somme des logarithmes des
1000 premiers nombres des tables, c’est-a-dire de la
valeur de

It + 12 - 13..... 4 I1000.

.Ln caractéristique 1 désignant des logarithmes ‘oi-
dinaires, le module sera, pour abréger, représenté
par M ; et si Uon fait z==1000, on trouvera

wlx = 3odo,ooooooooooooo
+ iz = 1 ,5000000000000
+ ilor = 0,399089934 1790
— Mz = — [34,2944819032518
M
+ o = + 0,0000361912068
M
— F= = 0,0000000000012

résultati. on i, Jabnns 2567,60464422213i§;

* e i : ¢ i
(*) Lorsqu'on passe des logarithmes aux nombres, ceite équation
donne

1
o, o
1.2.3...2a= Var.z Te=a or
en représentant, pour abréger, par z la série
I L
S etc. 5
122 36023 2

¢t comme
3 z 2% 23
er =1+ = -+ = + =3 - ete.  (a7),

si- P'on développe les puissances de z suivant celles de x, on
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mais , suivant la notation du n° 414,

1000

Ir4-12+13. ...+ lrooo=l1.2.3...1000=I[1000] :
on aura done *
1 [Iooéﬁou= 2567 ,6046442221328.

On apprend par 12 que le nombre [100:)‘510,0 dont le
calcul “est. presque impraticable, doit avoir 2568
chiffres, et que les sept premiers chiffres sur la gauche
sont 4023892, en sorte qu’il est compris entre les
nombres qui résultent de 4023872 et de 4023873,
suivis chacun de 2561 zéros. Cette connaissance suffit
dans beaucoup de recherches ot Von ne demande
que les rapports des produits de grands nombres; et
dans ce cas, la valeur approchée de ces rapports de—
vient préciease par I'impossibilité ot Von est d’effec~
tuer les calculs nécessaires pour arriver'a la valeur
exacte. La longueur de ces caleuls présente alors un
obstacle aussi insurmontable que la difficulté d’ex-
primer ‘rigoureusement une fonction transcendante.
Laplace a beaucoup étendu cetie recherche, dont
les applications sont trés fréquentes dans le Caleul des
probabilités.

436. Les tégrales définies, donnant, comme on
vient de le-voir, des sommes de séries, ont €té em—
ployées avee succes par MM. Laplace , Parceval, Fou—
rier, Poisson et Cauchy, pour exprimer les intégrales

trouvera

13
er== 1 o —

1 1 9
12% i 288z>  51840x? Rl

résultat qui s’accorde avee la formule de Ja page 129 de’da Theorie
analytique des probabilités , par Laplace.
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des équations différentielles partielles, telles que celle

du n° 352, qui ne peut pas s’intégrer en termes finis,
Laplace a reconnu que la série

2Z0@ + 0@+ om@) L 4 ete,

obtenue dans le n° 353, nétait que le développement
}Je Pintégrale : ;

[P (x 2t V ),

Prise par rapport a ¢, entre les lmites ¢ = — infini
et l"—j—{-— infini, la fonction ¢ étant arbitraire, Glest ce
dont il est facile de sassurer comme il suit,

En déveleppant ¢ (x - 2t Vi, par le théoreme de
Taylor, on a premiérement

JeT dip(@ 2tV 7) =

win

P.(@ =00t L @) [0 e
» 2
-+ E‘D”(Z‘)ﬁ’_[’.[;t’dl 3 32 ¢" (@) et e
e 5

"3
+ prv(x)fe—t’ 614(” t
o A6 - et

1

Secondement; les intégrales qui restent dans le dé-
veloppement, s’évanonissent pour tous les exposansim-
pairs, et dans le cas contraire , sont égalesa

1.3.5....(2r—1), ,—

ar e e v = (430),
a cause qu'elles sont prises entre Yes Timites — infini
et <-infini, En substituant ces valeurs, et renfermant
dans la fonction arbitraire ¢ (x) le facteur constapt

*
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< T A L
1/ , on trouye précisément la séxie proposte: Yéqua~
iion 5

d’z dz

da, S das
a donc pour intégrale
z—=fe Vdip(z 42t V).

Gette intégrale se vérifie aisément. On obtiens par 1o
différentiation sous le signe (281),

P L )

ax

dz A gt Sl
2= et (v 4 2tV )
dy ‘/7 L (

1 B S s =
s U i oty ) [ P die (e 2 )
2y i
en ime?rant par parties relativement au facteur. ...
e~ *tdt ; et’si Uon suppose la fonction o'(x 4 2t Vr)
demeure nul lorsque

—a

telle que son produit par ¢
dz
dy

437. Lorsqion a intégré Véquation’ difféxenticlle
partielle d’un problémne, il reste encore a déterminer
les fonctions arbitraires introduites par cette opération,
ce qui présente sotvent de grandes difficultés. Fourier
les a d’abord évitées, dans ses recherches sur la chaleur,
en employant, au lieu des intégrales avec des fonctions
arbitraires, des développemens comme ceux que jai
indiqués dans le n° 352, qui sont formés d’un nombre
indéfini de termes contenant des. coefliciens et des ex-

; ; * d’z
t=infini, -— prendra la mémé valeur que S
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posans arbitraires (*). La'détermination de ces quan-
tités, d’aprés des conditions données, I'a conduit 3 des
transformations qui paraissent acquérir beaucoup d’im-
portance pour la solution des questions physico-mathe-
matiques, et dont, par cette raison, je vais donner
une idée.

Je prendrai pour exemple Iéquation

. dz dz
dzvandy’
déja traitée (352 et 436). En posant z = Aemy sin n, s
on la réduit aisément & — n*=m, ce qui donne Uex~
pression indéfinie

z2== A7 sin nx 4 A4 e~ sin n2 - ete. (¥¥).

(*) Liéquation dont Fourier s'occape en premier lienw, re-
daz dsz

vient & “pr -~ T =0, on r=~t==o, etpar len® 351, on trouve

pourson intégrale compléte
2=ely —aV=) o+ J(rka V). *
(Théorie de la Chaleur, p. 162 et 207.) i

% i ST
7 (* ) Cc’dcvc]utypemcntesl implicitement compris dans celui que
j’ai donné n® 353. Pour Den faire sortir, il snffit de changer, &

) SEE — —
Pendroit ¢ité, nen—n2, ou /7 en = n Visy puis 4 en...

A 4
~7—> ¢e qui donne pour z les deux expressions
/=

+ gy Hinx v B Pl V=

ay/ =1 AT /= 4

dont la somme

7
irn A
Ae 7Y dnnx (187

Il en est de méme pour tous les antres termes.
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Cela posé, si la valeur de z devait en outre, lorsque

7 =o, se réduire & une fonction donnée f(x), cette

condition exigerait une détermination des coefficiens
net d, telle que

f(x)= Asin nx~+ 4, sinnx < 4, sinn,x + ete.,
*

ce qui revient & transformer la fonction f (x) dans une

série ordonnée suivant les sinus des multiples de arc z.
On trouvera sans peine que Véquation différentielle

proposée admet encore le développement indéfini

z = A cosnx + AeT"iT eosnx +elc.
et la condition 4 remplir, serait dans ce cas,

f(x) = A cos nx 4+ A, cosn.x 4~ A4, cosnx 4 etc.,

c'est-a~direla transformation de f (z) en série ordon-
née suivant les cosinus des multiples de L'arc 2.

On connaissait déja plusieurs développemens de cette
espece : Euler avait remarqué que

3 &x=sin ¥ — isinaz 4 4sin 3z — ete, (¥),

(Novi comment. Acad. Petrop., t.V, p. 204) formule

(*) Cette série est rapportée dans lc Traité in-4e, t. I°F, p. o4 ;
et voici le moyen employ¢ pour y parvenir. La formule

3 4 ¢
l;‘fy_a+‘l__“_+elc- (29),

Jeh oS o3 4

lorsqu’on’y change w en 2=, donne

i = -3 —4
l(l+zz“)=l%—%?+% _'n?_ Pl
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qui résont Te probleme,, Yorsque f (z) == «; puisqu’on
en déduit ;
: L ik
& = 2 sin & — Sin 22 - 3 sin 3z =—ete:
i .
— Asin nx -+ A, sin nx 4.4, sinn,xete.
d’on il résulte

el i 2 B ercey
S, 2 2
. ’A,--_=—-~;y 4:35, etc.,

Tty o YDA n
z==a(e Y sinz—-¢ 4" gin 2z 3¢ 9" sin 3~ (ete.).

et par la sonstraction, on en déduit

Ly s e
l(|+u)——l(1+u ) ]z+u :._.‘]u_-
1. _,u:_u-z 5t ude— g3 i

2 3

Fuisant alors w=e¢=¥' =7, ol il suit lu —=2{/,
um— = ema¥/ =i emmaV/ = =at/—1 sin mx,

on aura, par la substitation de ces valeurs,

sinz  sinar  sin3zx
x.—‘)(l = +~———3‘—etc.)y

2
et par conséquent

1 5 Tl 1% -
o sm:r—;sm::t -(3:5-51"31 = etc.
2

e 1 ;
De plus, comme t’:—f.z‘dz, o:3=.—f.z’d:t, elc., 'on re-

monterait sans peine anx pmssanr_cs supérieures -de z, ajnsi que
Daniel Bernoulli Ta fait, mais pour un but différent, dans les
WNovi Comment. Acad. Petropolitanw, ann. 1773, p. g
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438. Nous ne nous arréterons pas aux autres cas
particuliers ; nous passerons au probléme plus gé-
néral : exprimer une. forction quelcongue, par une
série formée de sinus ou de cosinus des multiples d'un
are. Les recherches sur le systtme du monde avaient
conduit Euler, dés 1748, a sleccuperde ce probleme ;
puis Clairaut I'énonca d’une maniére fort étendue
(Mém. de U Acad. des Sciences, année 1754, p. 545),
eten donna une solution trés ingénieuse, (¥). Fourier y
fut conduit aussidans sa Théoriede la Chaleur; mais le
procédé qu’il emploie pour opérerces développemens,
et que nous allons suivre, se trouvait'déjaala p. 115,
du t. XI, des Nova acta Acad. Petrop. (imprimé
en 1708), comme V'a remarqué M. Jacobi. Euler n’ap~
plique ce procédé que sous la condition quion slest
assuré a priori que la fonction est développable dans
la forme assignée, et nous ferons la méme hypothése.
Soit premicrement :

f(x)=a,sinx 4 a, sin 2o + az sin3x 4 etc.,

ot les multiplicateurs de Varc x sont. la suite des
nombres naturels.

En changeant z en ¢ dans cette équation, multi-
pliant ensuite les deux membres par d¢ sin nz, et pre—
nantles intégrales depuis =0 jusqua t=a, = dési-
gnant la demi-circonférence, on aura

SHndesmni= a,f{itéin isinnt-4-a, [d¢sinatsinnt. ...
e ieieie s oan (desinmisin nt - etc. :

(%) #oyez aussi le Traitd in-4°,'e. T, p. 121
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: : Xos
[dtsinmt sin nt :;/dz cos (m — n)t

—_ %fdt cos (m - n)t
sin(m—n)t = sin(m 4 n)
Ca(m—n)  a(m—n)

(218),

expression que les limites o et » rendent nulle, tant
que 7, supposée toujours un nombre entier, diffre
de m. Ainsi, pour chaque valeur assignée 4 n, tous les
termes de la série précédente disparaitront, excepté
celui dont U'indice est égal & cette valeur. Sa seconde
partie disparait encore, mais la premiére, qui' se

LS S2E00 s t
presente alors sous la forme —, a.pour vraie valeur =
o
L
5 x e gy :
et devient 5> entre les limites de Vintégration : on
aura donc
7 3 7w
S {@©dt sin mt = ay, —,
a 2
et par conséquent
oL ¥
am = = [ f(2)dt sinmt.
) g
De cette maniere, chacun des coefficiens a,, a,, etc.
est exprimé par une intégrale définie prise entre les
limites o et 7, et lon a, pour le développement

cherché,

L]
(2= ; {sin ff()de sint 4 sin 2z [f(e)desin2t, . ...
= sin ma f{(@)desinme - ete, } - ().
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Quand f(o) = 2, il vient

SE()de sin mt = f1d¢ sin me

tcosmi

T
= e e — fdt i1
T -l-mf cosm.

tcosmt sin mi

sl BOOR g AT

m m* .

et entre les limites o et #, ?eh se réduit a
= COS 7 a{—1)"

m m

Donnant ensuite & m les valeurs 1, 2, 3, ete., et
supprimant =, qui est- facteur commun des deux
membres, on trouve le développement particulier

T == (Sinx —1% sinax 4+ §sin 32 — ete.),
rapporté dans le n° précédent.
439. Soit encore
f(x) = a, cos 0z + a, cgs = + a, cosox -+ ete.;
remplagons z par ¢; wultiplions par drcos nz, et

prenons les intégrales, depuis t=o jusqua =5,
nous aurens

JE(t)decos nt == a, ficos ot cos nt—-a, (decostecosne s .
soiee ot @ [l COS 2L COS Nt 4 ete.

puis

[dtcos micosni= X fdtcos (m—n)t 3 fdicos (m—-n)e
- Sin (m— n)¢ sin (72 = n)t

2(m —n) 2(m—+n)
expression que les limites o et o font €vanouir, i
Cale. intégr., 5 édition. : 44
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mgins que n=m. Pour ce cas, la vraie valewr de
5 o .

son premier terme €tant 37, il s’ensuit

P 2 /‘w f(z)dz cosmt,
F o

11 fant cependant excepter de ce résultat le pre-
mier terme d& la série ci-dessus, pour lequel n=o
donne senlement @ 4

A= a, £ dt= au,
(4 o
d’ou

1 &
do = fu f(e)de.

11 vésulte de 13 que :
f(z) = 7{ SHde 4

2 {cosa [f(1)decost 4 cos 22 [H()dEcos2tiusvniein.
"

eiieeees e Fcosmuff(D)dicos me+etc. } (B),

les intégrations étant effectuées entre les limites o
et .

f4o. Ces expressions sont susceptibles de discussions
trés délicates, relativement a leur étendue. Ce n’e'slt
pas ici le lieu de sarréter sur- ces détails, mais je
les ferai au moins pressentir, en indiquant la marche
des valeurs des deux membres de I’équation

lx=sinz — ;sin2x - §sin 3z — ete.
L
2 S e T sl
1ls anéantissent quand 2 = o; etsi Uon fait = =

on en tire
' i 1
LT_]_'§+§—7—‘_C!C'7

ET DES SERIES. 691
valeur bien conuue (38). Mais lorsqu’on suppose = =
ce qui donne ; = pour le premier membre, le second
s’évanouit : il en est de méme pour la valevrw==— »,
en sorte que le développement n’est exact qu’entre
les limites == &= # exclusivement, c’est-a-dire que

L T, e
les valeurs de et de — 5 Iy sont pas comprises.

Si I’on fait ensuite ==+,

le développement, devenant
—siny —isin2y —1sin3y — ete.,

ne répond plusau premier membre, qui est & (x + 5);
mais si 'on change x en = —y, il viendra

Vr—y)=sin y L isinay + isin3y + ete.,

ce qui montre que le premier développement en 57t
donne la valeur de Yarc négatif (r—=), en excep-
tant toutefois le cas ot y = o.

IL faut encore observer que le développement de iz
donne immédiatement celui de la fonction az -+ &,
qui exprime Uordonnée d’une droite quelconque; mais
tandis que la fonction représente la droite dans toute
son- étendue, le développement en sinus ne répond
qu’a la portion comprise entre les abscisses o » et
— =, exclusivement. On peut, en changeant de va-
riable, comme on le verra plus loin (442), passer
a d’auntres limites, mais on n’obtiendra jamais qu’une
portion de ligne droite.

44x. Les développemens (A4) et (8) paraissent de-
voir représenter respectivement deux espéces de fone-,
tions. Le premier, dont tous les termes changent de
signe avec Varc z, répond aux cas dans lesquels f(z)

4.
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est une fonction qui jounit de la méme propriété, et
que Fon nowmme fonction impaire,  cause que si clle
était développée suivant les puissances de z, elle n’en
contiendrait que d’impaires,

Le second développement, ayant la propriété con=
traire, celle de conserver le méme signe quoique celui
de x change, serait particulitrement applicable aux
Jonctions paires ; mais 'un et Uatutre ne sont encore
que des séries qu’on peut remplacer, comme on va le
voir, par une nouvelle intégration définie.

Pour cela, commengons par les réunir, en observant
qu'une fonction quelconque F(x) peut étre décomposée
en deux parties, 'une paire, c’est-a-dire telle que si
on la représente par ¢(x), on ait ¢(z)=@(— ), Uautre
impaire, ou telle qu’en la désignant par J(z), il vienne
J(#) =— L(—=). En exprimant la premiére par la
série (B) , la seconde par la série (4), et prenant leur
somme, On aura

o) + (@) =F(2)= fp(di+

2 f cosz[()dicost - cosax [p(¢)dt cos 2t - ete,

x {—}— sinafil(f)desing 4 sin oz (P(1)desin 2f | etc.} i
les limites de ces intégrales étant encore o el 7.
. On peut les étendre de —a & 4=, pourva que
Von-double le premier membre, parce que la fonc-
tion ¢(t) ‘étant paire, passera de 0 & — =, par les
mémes valeurs que de 0 & o, ainsi que les cosinus. A
la vérité, la fonction <J(¢) anra, dans ces intervalles,
des signes diffévens; mais comme elle est toujours
multipliée par un sinus qui change de signe en méme
temps, le produit comservera le méme : le résultat
total sera donc doublé; ainsi, en prenant les inté-
grales de — 7 4 4~ #, on éeriva i
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Iy
sR(@y= ;f¢(l)’dt “

2§ cosxfe(t)dL cost - cos 2 [p(1)di cos 21 - etc.}
7 { + sina [ ()dt sin ¢ 4 sin 2z (L (HdLsin 22 ete. )|
11 faut maintenant introduire la fonction proposée
F(x) & la place des fonctions ¢ et -}, ce qui se fait aisé-
ment, quand on observe que

f” Y(H)dt cosmt, j‘q o(t)dt sinmz,
— —n

sont toujours nulles, parce que la différentielle & in-
tégrer est le produit de deux facteurs dont un seul
change de signe ayec ¢, savoir : (t) dans la premicre,
et sinm¢ dans la seconde. Par 1a on peut, sans trou-
bler le dernier développement, y ajouter les terines
que fournissent les expressions

cos mx fl(O)dt cosmat, sin mafp()de sin mt :

alors, en multipliant les deux membres de équation
par =, et les divisant par 2, on. ohtiendra

#F(@) = 3£ To() 4 ¥ (0] de
+cosz [e(t) +4(9]decos t - etc. }
= sin & [ [@() 4 (0)]d¢ sin £ +4- ete. §°
el par conséquent
#B(x) =1  F(f)de
—+ cos 2 [F(t)de cos t 4- cos o fF(1)dtcos 22 -4 elc. |
+ sin z [ F(yde sin ¢ 4-sid o [F()desinas - ete. §°

Le signe [ ne se rapportant qu’a la ‘variable ¢, on
peut faire passer dessous les facteurs en x; et comme

COST COS & —~sinxsint cos (x—1t),
€08 2208 2L -~ sin2x sin 2f = cos 2(z —1),

ete.,
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P’équation précédente peut étre réduite &

wF@)= /T _F(Ode] i 4cos(z—0)+cosa@—0'4eic.}.
On l’abré&;e encore en €erivant
wF(x)=f" Fde[2+Scosm(z —1)],
et i
la somme § €tant prise depuis m =1 jusqu'a.

m=infini, et comprenant les deux valeurs ex-
trémes (¥).

’ Plirk o :
442. On peutdonner a Uintégrale, des limites quel-
congues, au lieu de # ; il suffit pour cela de changer

X =t o 4 ’
et ten — et — ; faisantalors 2o == —or W—l=+,,-
a a o O 2
les limites de ¢ seront — a et 4 a, di deviendia
=t
— onaura >

wF(WI')—E ' Fyr_l, arligs m#7, ., ,‘]
a a)] —a \a 7 e T
Puis en supprimant le facteur commun #, ainsi que
Taccent affecté aux lettres « et 7, qui n’est plus néces-
saire, et en €crivant f(x), f(t),pour F(’ff)j(ﬂ .

: a a

il viendra

.

() =f"_nf(¢)d¢{;’; +82cos T (@) s

(*) Clest conformément & la distinetion établie dans le ne 4o8,
draprés Buler (fnst. Cale. différ., P. 1=, cap. 11, § 59), que je

mets ici le signe § au lien do ¥ qu’on trouve aillenrs.
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443. Dans cette dernitre formule, la quantité ¢
p'étant soumise a aucune restriction,; on peut la sup-
poser infinie, et 'on obtient pour F(x) une expres—
sion out la somme S est remplacée par une intégrale
aux différentielles. On pose d’abord
; mr
i

m
ke g
d’ol 1] suit

x

s

Ag
2
T

(z) :fjum)a: (L +Lssgcosg@—n).

Maintenant, plus a augmente, plus Ag diminue, plus
la somme 8 approche d’une intégrale aux différen~
tielles (232); et pour passer a cette limite , il ne faut
que changer Ag en dg, en observant que la variable ¢
prendra toutes les valeurs possibles , depuis o jusqua
Vinfini : on aura donc

f(x) = l;f f(6)defdg cos g(z— ),

formule due a Fourier, dans laquelle Vintégration
relative a g s'étend de o a Vinfini, et l'intégration re~
lative & ¢, de — infini & - infini. :

Ce dernier résultat se décompose en deux autres,
quand on sépare les fonctions paires des fonctions
impaires. On substitue alors & cos glx—1) sa valeur
08 g cos gt 4 sin gz sin gl, et changeant Vordre des
intégrations, il vient

t
)= -:;qu cos gz ff(#)de cos gt

+ i [dq sin g [E(desin gt ;
'
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remplagant ensuite la fonction quelconque {(z) par
une fonetion paire g(x), puis par une impaire  (z) ,
en observant que

a aq
if “¢>(t)dzsin gt=o, f‘ Y(9dicos gt=o,
— —a

d’aprés la remarque faite dans le ne 441, on obtiendra
les deux expressions

o(z) = ‘;: Jdg cos gz fp (1) di cos gt,

V(@)= fg sin gz [4(1) desin g1,
w

les intégrales étant prises entre les limites o et infini
pour la variable g, — infini et - infini pour la va-.
riable ¢.

444. MM. Poisson, Cauchy et Liouville ont étendu
les formules précédentes aux fonctions de plusieurs va-
riables, et y sont parvenus par divers moyens. Je ren-
verrai & leurs éerits, le lecteur qui voudra connaitre
les points de yue sous lesquels ils ont envisagé cette
théorie (¥).

Je rapporterai seulement une des maniéres dont
M. Poisson a vérifié & posteriori la formule principale:

filzy= 71_ [(@dydg cosgla —1) ,

g inf. i
en traitant [ dg cosg (x — £) comme la limite vers
o

laquelle tend Vintégrale fz—'9 dg cos gz ~— 1), Ame~ ‘

sure que la quantité a décroif.

(*) Poyez la Théorie de la. Chaleur, les Exercices d'analyse
ctle Journal des Mathématiques pures et appliquées,
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Cette derniére formule rentre dans celle du n° 435,
ou il suffira de changerren x — tetzeng, pour obtenir

e
fe—“w’ dq oS (T—0)g/ = ~——————)

et par conséquent

_lz—t)

i fyde.

(x==1)

Cela posé, le facteur e 4w déCl‘DAlt' en méme
temps que @ et tend & devenir nul, a e le
numératenr (z — ¢)* de son exposant ne soit d’une pe-
titesse comparable & celle de a, ce qui aura lieu lors-
que la valeur de la variable ¢ différera peu.de celte
de z : c’est donc seulement dans ce cas que Uintégrale
indiquée pourra prendre une valeur assignable. Pour
la découvrir, il faut faire t=x - z, et supposer que la
valenr de z demeure dans des limites si resserrées que
V'on puisse la regarder toujours commne infiniment pe=
tite, et qu’il soit permis, en conséquence, de ré~
duire f (x 4-z) & f(z); il vient alors b

~

f(x)
e

; 2 = e . dar g,
f) == fe " f@)de=—"—c
= 2a\/wf 2 b

Or, puisque Uintégrale comprise dans le dernier meu-
bre s’anéantit aussitdt que z a unc valeur assignable,
on ne change pas celle de cette intégrale en éten~
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R SR : il
dant z jusqu’d Iinfini wéme; mais entre ces limites,

&t

— z
fe e dz:2a‘/’ﬂ’1

ce qui fait disparaitre a dans expression de f(z), et
rend identiques les deux membres de équnation.

On ne saarait disconvenir qu’appuyé seulement sur
la valeur d’une intégrale définie a laquelle on n’attri-
bue, & proprement parler, qu’un seul élément, le pro-
cédé que je viens d’exposer ne doive paraitre au moins
trés délicat; mais ce qui le fortifie , c’est qu’en Vappli-
quant encore i d’autres intégrales, en particulier a
Pune de celles du n°® 432, on en tire toujours le méme
vésultat, obtenu daillenrs & priori, par des considé-
rations trés différentes. ;

Pour se faire une idée bien nette de ce passage d’une
limite finie & une limite infinie, il n’est peut-étre pas
inutile d’examiner la marche des valeurs d’une inté-
grale analogue & la précédente. Telle est fe —**dt, dont
on trouve une table a la fin de P.4nalyse des réfrac-
tiens asironomiques , par Kramp. On voit que cette in-
tégrale, dont V7 = 0,88622692 est la valeur entre
les limites zéro et Vinfini, ne differe de cette valeur,
quand ¢ est sealement égal 4 3, que de 0,00001958.
L’approximation doit étre encore bien plus rapide,
quand Vexposant — ¢* est divisé par le quarré d’un
nombre trés petit, ainsi que dans la formule traitée
ci-dessus ; et lorsqu’on suppose infiniment petit cet
esposant, c’est une limite rigoureuse que I'on cherche
ct que I’on obtient.

VAUV VWALV AN VA VA A R AN
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L
NOTES.
NOTE A, indiguée sur les pages U ct 88.

T. Considéré dans les procédés qui le constituent, le Caleul
différentiel est plus simple que les parties supérieures de PAlgébre.
Sa difficulté ne tient guére qu’a celle d’apercevoir d’abord quel
est son but, et de concevoir le sens de quelques nouveaux termes
dont il a nécessité Pintroduction.

Clest un probléme de Géométrie (celui de Pappus) résolu seule-
ment dans quelques cas particuliers, par les anciens , quia conduit
Descartes 4 inventer Papplication de PAlgébre & Pexpression des
lignes courbes ; c’est aussi un probléme (celui des tangentes) qui a
fait découvrir le Calcul différentiel.

Dés le temps d’Euclide, on a pu remarquer que les tangentes
jouissaient des propriétés.des sécantes , en modifiant ces propriétés
comme Dexige la réunion‘fes deux points d'intersection enun seul,
qui gst alors le point de contact. (Vayes le no 128 des Elémens de
Géométrie.) Clest aussi sur ce principe que reposent, soit expli-

t, soit implicit t, toutes les méthodes qu'on a fon-
dées sur le Caleul, pour mener les tangentes aux courbes. Parmi
ces méthodes, je choisis celle de Barrow, qui n’est pas encore le
Caleul différentiel , mais qui s’en rapproche le plus.

Soit, par exemple, la parabole ordinaire, donnée par I’équation
y3=px; en prenant sur cette courbe deux points Moet M,
1, pour mener upe sécante, posant ric.

AP = .z, PPl =ik AP ye=micki Iy

PM=y, MQ =1 PMH =y-+Fk

comparant les triangles semblables M/QM ot MPS, on aura

)

M/Q = MQ =2 PM : PS, doi PS =3

et puisque le point M’ appartient & la courbe, on a aussi
(70 = pleet-B);
développunt cette équation , pour en retrancher membre a membre,
¥* =px, ilrestera
M1,
Wk R,

ok = k? = ph, quivevienta = 7
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done P§ =y ara ik 3

. Mais si Pon fait coincfllar le-point M’ ave

le point M, h et % s'évanouissent, PS devient PT, et la valeur
5 v

de la premiére de ces lignes se réduit a ”7 =7 = ox;

Une premiére remarque s’ofire ici, c’est que, malgré Pévanouis-
sement des quantités k et , la fraction qui exprimait leur rapport
continue dexister, ou d’avoir une valeur appréeiable, puisquelle
2,

fpe e s k S
se réduit & i’, valeur dont la quantité approche & mesure

que kdiminue, et dont elle peut différer d’aussi peu qu'on voudra,
©n prenant k assez petit.

2y -+ &

Cette fraction = est done la limite de

vt 210 L ekt
rappo: M'_—,Q, comme I—’JI est de Pﬁ.

PS
Pour s’assurer que it peut approcher aussi prés qu'on voudra,

P
de E‘;’ il suffit de considérer que si ldpoim M’ passait au-des-

sous dupoint M, en M,, fie. 69, le point § tomberait en 8§,, de 'autre
c0té du point T'; en sorte que ce dernier sépare les sous-sécantes
qui correspondent aux points supérieurs a M, de celles qui corres-
pondent aux points inférieurs , lignes dont 1a différence peut étre
congue aussi petite qu'on voudra, par le rapprochement des
points M" et M.,

II. A cet exemple, tiré de la Géométrie , joignons-en un auire
tiré de la Mécanique. -

Les corps tombent vers la surface de Ia terre, en vertu d’une
force qui agit constamment, et en conséquence de Iaquelle leurs
mouvemens s'accélérent, Cest-idire que ces corps parcourent des
espaces de plus en plus grands dans des intervalles de temps égaux,
lorsqu’on prend ces intervalles de plus en plus loin de Vorigine
du mouvement.

Quand on représente par 1 Pespace parcourn dans la 1e seconde,
dans la 2° on a 3, dans Ja troisiéme 5, et ainsi de suite : ce sont
Ia des données d’expérience qui ont fait découvrir & Galilée que
Ia force dont il s’agit, ou la pesanteur, est constan te, est-d-dire
quelle engendre toujours la méme vitesse dans le méme temps.
Par vitesse, il faut entendre Lespace que le corps parcourrait dang
Vunité de temps , sila force avait cessé d'agipy sur lui auw comnfence-
ment de cette unité, Cela posé, voyons comment on peut ealeuler les

effets d’une pareille torce.

-, ou celle du.
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Au lieu de supposer qu'elle agit consmmme'nl, coneevons que
ses actions, toujours égales, soient instantandes comme celle de
Vimpulsion , et quelles se répetent i des intervalles marqués par
une fraction — de 1a seconde prise pour unité de temps. Un corps
m
receyra done Fendnm Punité de temps un nomhre m de ces ac-
tions dont les effets , s’ajoutant les uns aux autres , lui imprime-
ront, an bout de ce temps , une vitesse totale que je représenterai
i i : P
i s r
parp. La vitesse qui résulterait d’une seule action serait donc o

9 " T
toujours pour I'unité de temps ; ainsi, pendant la fraction =
: ) (P o S

le corps ne parcourrait que P’espace el En considérant les inter

valles conséeutifs indiqués ci-dessous,

Tl
O S R e e

on aura, 19 pour les vitesses résultantes des actions exercées par
5108 |
la force, au commencement de chacun de ces intervalles ,

po2p 3 b .
e CE SRR s BT S
ml om? mkm’ m

29, pour les espaces parcowrus i la fin des mémes intervalles

poap 3p e np
m? mr’ ma? ma’ mr’

la somme de tous ces espaces dont le nombre est n, sera par la for-
mule relative aux progressions par diflérence (Elém. &Alg. 229),

P n n n2
(L+m._e ks
=

mr) 2 a\mr ot )
Maintenant, si I'on observe qu’un nombre quelconque de secondes,
1
s i W 7 g
désigné par ¢, contient un nombre m¢ d’intervalles égauk & =) et

qu'on fasse n=—=mt, Pexpression précédente deviendra

P [mt m2i? P L \
et m )

2 \nit m: )] 2
Or, on voit que plus le nombre m augmente, plus les actions de lu

et T
force se rapprochent, moins la quantité (;’ -+ z) diftere de ¢,
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et que meéme clle subsiste lorsqu’on annulle la fraction l—, ce qui
m

anéantit Vintervalle supposé entre les actions successives de la
force. Cet état de choses est la limite vers laquelle tend sans cesse
Ia suite des mouvemens considérés plus haut; et par consé-
quent, dans Vaction continue de la force, Pespace parcourn est

. o4
dgal a Syt

n;: de la vitesse ac-

En mettant la valeur de n dans I'expression —
m

quise aprés les » premiéres actions , il viendra L2 = pt, quantité
> m
indépendante de m, et par conséquent la méme, quelque petit que
soit Vintervalle —.
m

Maintenant , si Ton fait successivement ¢=o0, =1, =2, etc.,
on aura les espaces

o (;IPD' 4(&7’) 9(§p),elr.,

dont les différences sont

1 1

GG S
cest-a-dire, 1 fois, 3 fois, 5 fois, ete., Vespace parcouru pen-
dant la 17 seconde.

Dans Pexemple de pure Géométrie, on a supposé d’abord des
points distincts, deux intersections auliey d’un contact ; mais en
passant & la limite, on a établi la eoincidence des points , et les in-
tersections se sont changées en contact.

Dans 'exemple de Mécanique, au lieu d'un mouvement aceéléré
d’une maniére continue, on a considéré une suite de mouvemens
uniformes, ou égaux, pendant un certain intervalle de temps,
et dont la rapidité croissait seulement dans le passage de Pun &
Tautre ; mais en prenant la limite , on 2 anéanti Iintervalle sup-'
posé entre les actions de la force, on a changé une suite dactions
isolées en une action continue, et Pensemble des mouvemens
uniformes supposés est devenu le mouvement uniformément ac-
célére, tel qu’il a lieu dans la nature. -

Ces deux exemples suffisent pour montrer Pimportance de Ja
considération des élats successils par lesquels passent des quan-
tités variables , comme les ordonnées des courhes , les ospaces
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parcourus par 'eflet des forces qui changent , et de chercher, non
les ‘changemens en eux-mémes, mais les limites vers lesquelles
tendent leurs rapports.

111. Cette considération, qui est aujourd’hui la meilleure base
que L'on puisse donner au Caleul différentiel , se retrouve impli-
citement dans la Géométrie élémentaire, toutes les fois qu’il faut
cnn:parcr les lignes courbes aux lignes droites, les aires cireu-
laires & celles des polygones , les corps ronds aux polyddres ; car
on ne mesure immédiatement que des lignes droites, des palygones
et des polyédres. *

En effet, si on désigne par w 'angle AOH, fie. 67, qui estla ;. 6.

moitié de Pangle au centre du polygone régulier quelconque ABC,
circonserit au cerele dont lerayon OH==r, et qw’on prenne I'unité
pour le rayon des tablos trigonométriques, on aura

1t tange tirt AH, don AH=rtang e,
ot
AB — ar tang .

Mais le cOté AB est contenu autant de fois dans le contour du po-
lygone régulier, que Varc qui mesure Pangle AOB est contenu
dans la'eirconférence : soit done ax celle qui est décrite avee le
rayon 1, et & laquelle se rapporte 'arc w j le nombre des cotés du

B I
polygone sera Sjiatnnl B contour sera
W

27 tang &
—.or tangw = agr. ——.
20 @

Or, plus le nombre des cdtés du polygone augmentera, plus Fan-

1
gle o diminuera, ¢t plus le rapport %’ approchera de 1'umité

qui est sa limite (page 44). Si Yon passe A cette limite, le poly-
gone se changera en cercle, et sa circonférence deviendra amr,
comme le donne la Géométrie élémentaire.
Rien n’est plus aisé maintenant que d’obtenir la surface du cerele.
tang o
w 2

Celle du polygone ABC étant égale a son contour 277 mul-

i S < & s s
1iplié par ; OH ou 5 Ta Tevient & gy angmi et en passant & la li~
a

mite on a 772, comme par la Géométrie élémentaire.

On appliquerait bien aisément ces calculs aux corps ronds; mais
nous ne nous y arréterons point : nous nous hormerons seulement
4 faire observer qu'ici la limite se montre, non pas comme uw
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mode arbitraire d’exposition , mais bicn comme tenant au fond
«es choses.

La considération des limites n'est pas non plus étrangbre aux
Flémens d’Algébre. Jen ai donné un exemple sur la fraction
%; _;.’)ﬂ, dont les deux termes s’évanouissent quand =}, ot

i
dont la valeur est alors 2a, et J’en ai fait usage pour expliquer un
cas singulier du probléme de¢ denx lumiéres. ( Elém. dAlg.,
70, 120.)

En effet, c’est toujours & cette considération quil faut avoir re~
cours pour expliquer les difficultés qui peuvent. naitre des indi-
cations de quantités infinies ou infiniment petites, dont les ma-
thématiques n’ont pas besoin de supposer Pexistence actuelle, et
qui d’ailleurs n’offrent aucune prise & Iesprit. 1l n’est donc pas
étonnant que lorsqu’on analyse avec soin les diverses théories
proposées pour. I'établissement des principes du Calenl différen-
tiel , on y retrouve toujours des idées de limites.

LV. Quelquefois on 2 employé des locutions vicieuses : c’est ainsi
qu’on a désigné long-temps la méthode des limites, sous le nom
de méthode des premiéres et derniéres raisons ; mais ce langage nlest
pas’ exact. Quand, plus haut, nous avons considéré le rapport
ay+k MQ

des lignes m{page 700), nous n’avons pas dit dire que la

-~k
]imite»2£ était la derniére raison de ces lignes, car lorsque lf;‘
P

se change en {%j, par Pancantissement de &, les deux points M’

ot M coincident, les lignes M'Q et MQ n’existant plus , nlont
plus de rapport. C’est done comme existant 4 part, c’est comme
quantité sui generis, qu'il faut envisager zr; et ce qui lie cette frac-
tion aux quantités b et &, ou MQ et M’Q, cest seulement qulon
peut Ven faire dériver, comme exprimant, non pas leur rapport,
mais sa limite. C’est ce que Newton lui-méme a trés bien exprimé
dans ce passage de son livre des Principes

« Les derniéres raisons quont entre elles les quantités qui s'¢-
vanouissent ne sont pas, dans le vrai, les raisons des derniéres
quantités , mais les limites dont les raisons des quantités qui
décroissent & Vinfini approchent sans cesse, et de maniére & 1en
différer qu’aussi peu qu'on voudra (*). »

(*) Ultime vationes ille quibuscum gquantitates evanescunt . revera
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Silon supposait que le point M/, d’abord réuni au point # s'en
sloignit, alors les lignes MQ et M’Q naftraient au lien de %-

& . 27 o3
vanouir, ¢t c’est dans ce sens qu'on nommait —,; leur premiére
raison,

V. Il me semble que pour bien voir Ia naissance des limites,
dans le passage des lignes droites aux courbes , il suflit de remar-
quer que la différence caractéristique entre une courbe et un
polygone, consiste en ce que I'on peut toujours inscrire dans
la courbe un angle aussi approchant de deux droits qu'on voudra,
ce qui ne peut se faire dans un polygone, oa Tangle 4 la eircon-
férence est le plus grand de tous ceux qui peuvent étre placés entre
denx cotés conséentifs.

Il'suit immédiatement de cette condition, que dans une courbe
quelconque, la limite du rapport de Varc & sa corde , est Vunitd ; cav

si P'on prend de chaque cdté du point 4, fie. 68, des cordes de prg, 68.

plus en plus petites AB == AC, AB'=AC’, cte., qu'on tire les
droites BG, B'C’, etc., quion abaisse sur ces droites les perpendi-
calaires AD, AD, ete., les triangles rectangles BAD, B'AD/, otc.,
donneront

BC BD . Big gyttt
BTG =up= sm;BAC, ‘mzw — sm;B ACY, ete. ;

. 1 1 ’
mais les angles ;BAC, 5 B'AC’, ete. tendant sans cessess devenie

droits, leurs sinus approchent de plus en plus d’étre égaux a P’a-
nité: il en est de méme des rapports des lignes brisées aux droites
qui joignent leurs extrémités , assemblages de lignes qui sappro-~
chent aussi de plus en plus de Parc et de sa corde.

Il faut bien observer que ce n'est pas simplement parce que I'arc
et sa corde diminuant, leur différence diminue, que leur rapport
tend vers P'unité. Les cotés d’un triangle rectiligne, par exemple,
conservent toujours leur rapport, & quelque degré de petitesse
qu'on les réduise, tant que les nouveaux ftriangles demeurent

non sunt rationes quantitatum ultimarum, sed limites ad quos quan-
titatum sine limite decrescentium rationes semper appropinquant ; et
quas propiiis assequi possunt quam pro data quavis differentia. (Philo-
sophiz naturalis principia mathematica , 1ib, I, sect. v, lem, XI,
scholium.)

Calc. intégr., 5¢ édition.
{ - Jatt

oy
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semblables au premier, et les différences de ces cdids déeroissent
aussi dans le méme rapport; mais il n’en est pas ainsi pour les
ares : ils s'aplatissent parce que Pangle inserit s’ouvre & mesure
quils déeroissent, ot que les ficches AD, AD’, ete. décroissent
plus rapidement que les cordes BC, B'C’, ete. Dans le cercle,
par exemple, la fleche diminue comme le carré de la corde
( Géom. 134): Il résulte de 14 que Pexcés des arcs sur leurs cordes
déeroft aussi plus rapidement que ces droites. En effet, si Pon com-
pare deux grandeurs A et @, qui diminuent indéfiniment, et que
a--J
a

A &
I’on pose A== a4, on verra que le rapport o :1+; ne

peut tendre sans cesse vers Punité qu'autant que & décroft plus
rapidement que a.

On peut encore rattacher aux considérations précédentes sur les
angles inscrits dans les segmens des courbes, la propriété qulale
rapport de Pordonnée & la soutangente , détre Ia limite de celuides
aecroissemens de ordonnée et de Iabscisse. En effet, trois points

M, M, M’, fie. 69, sur une courbe quelconque, détermineront
MQ, M'Q g =
deux rapports —— , respectivement égaux aux tangenfes

n,0, 0
des angles MM,(,, M’MQ que les cordes MM et MM’ forment
avec I'axc des abscisses P P’ ; et désignant ces angles par 4 et B,
on aura ;

Mo,  M'Q

x4 % - fang A — tang B.
e, 7 WQ : 4

&) € .

Cela posé, on sait que ’

tang A — tang B

14-tang Atang B Frig: 27),

tang (A — B) =
Aou
tang A — tang B = (1 tang A tang B) tang (4 — B);
¢t si l'on prolonge M, M au-deld dn point M, on formera Pangle
RMM’, qui sera la différence des angles MM Q, et M/MQ, ou
A— B, et on méme temps le supplément de Pangle MMM’ Plus ce
dernier approchera: de deux droits , plus le premier diminuera, et

S e MO, MQ
- {fé: — St L
avee lui la différence tang A — tang B des rapports Mg WMo
mais Pun de ces rapports étant moindre que I—,g—,f , tandis que

Pautre est plus grand, ils se rapprocheront d’autant plus de cet
intermédiaire, qu'ils différeront moins I'un de Dautre : ce sera
dong leur limite commune,
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NOTE B, indiguée sur les pages 169, 284 el 2g1.

1. L’équation
z\/: = l(cosz +V:1sixx z),.
devenant
nmnl/-: =T,

lorsque Pon prend = 2m, fait reconnaitre que 'unité a une in-
finité de logarithmes différens. On ne trouve zéro qu’en posant
m = o; mais pour toute autre valqu- cutiére, soit positive, soit
négative de m, on obtient une expression imaginaire qui doit étre
regardée comme un logarithme de I'unité.

Cette proposition , qui semble un paradoxe, quand on n'assigne
aux logarithmes qu'une origine arithmétique, en les dédnisant de
la comparaison des progressions ( Elém. &’Alg. 254) , devient na—
turclle qnand on les tire de 'équation y ==e~. En effet, si I'on dé-
signe par « Pexposant numérique de Ia puissance 4 laquelle il faut
élever e, pour produire la valeur assignée &y, el quon fasse
z==a-z, il vient :

zﬂ+§=)’, qui se réduit i e* =1,

a cause de e*=y. Mais I’équation e* =1, étant développée par la
formule du n® a7, conduit &

3 52 53
= -—_ ete, —no;
l+x.n+|.13+ ¢
qui se décompose dans les facteurs
z "
=0 14 - — ste. = 03
s ' Fahss G H

le premier est la détermination’ arithmétique du Jogarithme de Pu-
nité, et le second contient les déterminations algébriques : ceci est
A'la théorie des logarithmes ce qu'est o considération des racines
imaginaires de Iunitd & la théorie des puissances. ( Elém, d'Alg.
159..) :
Les valeurs s =2mnx V:-—l sant les racines du second fucteur de

Péquation ¢2 =

, eteelles de Péquation y = e® sont a—<2mz W=z,
en sorte que Iy ==a4~amr V——l t
45:.
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I1. Pour déterminer ces racines, Huler, qui les a découvertes le
premier, a employé un artifice d’analyse trés ingénieux, et qui
repose sur Ja proposition démontrée dans le n® 188, d’aprés laquelle
les racines de I’équation

2mn j—= o AmT
" —1==0 sont y =008 — A=} —1 sin ——
n

11 faut d'abord observer que

n—1 22 (n—1) (n—1) 53
(l+ ) ~l+ g 2 (s e
ot ,_1)(,_3
= ne b n
=l+;+x.25+ 1.2.3 i Hina

a pour Jimite, lorsque n devient infinie,
1+ +—‘+ 3+|3|.(: = ef,

Cela posé, I'équation 3 —1== o0 pourra étre remplacée par la li-
n z
mite de (z—i—%) —1=0; et substituant 14~ = 4y, on aura, par
n

ce qui préeede,

X + 2

puis prenant les limites relatives & la supposition de » infinie, sui-
vant laquelle cosz— et sin f— deviennent respectivement 1 et
amr

——, en concevant toutefois que m demeure finie , on aura,
n

comme ci-dessus,
z= ‘)mmV:l.
" 3 Al amre
Afin de bign voir cette limite, il faut mettre pour cos e et
sin n_m_:r_, leur développement (37); et aprés los simplifications,
n
il vient

_ mes2 ezl 8m3n3
e + ete. A=V —1 { amr — 2‘3-"2-4-:3!.(: .y

ce qui se réduit & £= amr{/ —1, lorsque » est infinie.
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1IL. Il pent aussi n'étre pas inutile de faire observer que la dé-
composition.de y»—i1 en factenrs, sur laquelle ce qui précede est
fondé, s’obtient indépend t des idérati du n® 187:
voici comment Lagrange y est parvenu.
Les équations

€os (n - 1)z = €08 £ €0S nz — sin £ sin nz,
©0s (n.— 1)g = 08z €08 nz - sinzsinnz,

étant ajoutées, donnent
¢08 (n 1)z 4~ cos (n — 1)z == 208 £ cos nz,
d’olt I’on. tire
208 (n. = 1)s = 2C05 5.2€08 nz — 208 (1 —~1)5.
Posant ensuite

ncosz:y-{.l,
i 8

et mettant les nombres 1, 2, 3, etc., 4 la place de 7, il viendra

2008 22 = (J’+ ) —2—.7‘4-],7
G e =ladarian
e = (1) (o )= ey

etc, ,

2008 35

I

ot I'on conclura d’abord, par analogie, que
I
2C08 ng =" -4 —.
7

Pour s’en assurer tout-a-fait, il suffit de voir que si la loi re-
marquée a lieu pour les nombres n—1 et n, elle aura pareille-
ment lieu pour le nombre n 4~1. Or, si 'on fait

I
2608 Nz == y7 4= —,

2008 (1 —1)5 = yn~1 +7u__’, =

il en résultera

s = () (2= G )

= 7r+v+y~+’v
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e qui est encore la loi supposée, et prouve qu'en partant des
valeurs n==1 et n==2, elle s'étendra & tous les nombres entiers.
11 suit de 1a que 1és équations

1 R
2005 3 =¥ -+~ 5 :cnsnz.‘y"-f-;,,

qui reviennent &
¥ =2y COSZ =X =0, y3® — ay®cosns +1=0,

ont lien en méme temps , qu'elles ont par conséquent wae

racine commune. Mais si on Ja désigne par a, quon fasse
ensuite » = =, et qu'on réduiso tons les termes de chaque équa-
a
tion au méme dénominateur, on trouvera qulelles sont vérifiées en
méme temps par cette nouvelle valeur; et comme la premitre
équation west quo du deuxiéme degré, il en résulte qu'elle est un
des facteurs de la seconde.
Maintenant, si 'on prend
nz =3 amz + &,
il viendra

ams - &
cos ps == CO8 d, &= m—r—

et par conséquent 1'équation
yam —arncos 4 1=0

aura pour facteur

amx+&‘+[

n

r* — 3y cos o,

quel que soit le nombre: entier qu'on substitue & m : voila done
Ia formule du n® 191. 2
Pour en déduire celles du n® 1go, il suffit de faire £=0 of
4= . Dans le premier cas, on aura 5
cosd=1, IFit-—art X = (7% =1
puls g

amr
g e ] =0, ]'—27(:05——" <45 =o0.

Dans le second eas ,

cos b= —1, yinays 1= (r 1),

NOTES. LS
puis

+ =,

i s
n

comme dans le no cité.

IV. Aumoyen de I'expression
5 = amzV/.

des racines’ imaginaires de Déquation e* —1 =o; on explique
plusicurs diflicultés quloffre Tapplication des logarithmesaux nom-
bres négatifs, entre autres celle-ci : puisque (—a)2 =(4a)2 =a?,
on doit en conclure que

I(—a)? =la2, al—a=al4-a, dot l—a=lda;

mais la derniére de ces conséquences ne s’accorde point avee Péqua-
tion y = e* : jamais ancune valeur réelle de x ne saurait rendre y
négatif; ainsi les nombres négatifs ne peuveut ayoir des loga-
rithmes réels. : !

Cela est confirmé aussi par I'équation

1%

dans laquelle {1 faut faire o= (am < 1)= pour obtenir eos 5= —1,,
don il résulte

= I(cos z \/: sin z),

(2m 1) V—-_l,

et en désignant par « le logarithme réel de < a, il vient

1—

I

1-—a=¢+1—-1:u+(zm+x)uv:—‘-_1‘

formule qui ne donne aucune valeur réelle , puisque m doit toujours
&tre un nombre entier (188).

Cependant il est vrai que les expressions al4ea et al — a font
partie de eclles de la?, mais satis pour cela dive égales entre elles,
En effet, « ¢tant le logarithme réel de a, eclui de a2 sera 2a, et
tous’ les logavithmes (tang réels qu'imaginaires) de a?, seront com-

pris dans Vexpression 2e - amrel/—1, m pouvant étre paire ou
impaire. Dans le premier cas, am sera un nombre doublenient
pair, et par conséquent Pexpression eisdessus saccordera avec

G |

2l 4 a = 22~ 3.2

dans le second eas, le nombre 2m ¢lant simplement pair, Vexpr
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sion de le? s™accordera avec

2l — a.= 2a + alam 4-1)= VT ;

mais les expressions

2z aiome /T, aa + afam 1)</ =1,

ne sauraient s’accorder entre elles, puisque les nombres indiqués
sont doublement pairs dans la premiére,, et simplement pairs dans
Ia seconde.

NOTE C, indiguée sur la page 33i.

Noayant considéré dans les n% 219 et 220, que le cas o
Texposant n est entier et positif, je vais montrer ici ce qui
arrive dans les autres cas, & Dégard desquels on a été long-
temps dans une erreur que M. Poisson a relevée le premier;
mais comme il restait encore sur ce sujet quelques difficultés
2 ¢claireir { Vorez le Traité in-40. t. 111, p. Go5 et 616), il donna
lieu d beaucoup d’éerits, qu’il sserait trop long maintenant
de citer en détail. (Voyes les Annales des Mathématiques, par
M. Gergonne; le Bulletin des Sciences mathématiques, par M. de
Férussac; le Journal de. M. Crelle, ete.). Je ne mentionnerai
spécialement ici que les premiéres remarques faites en 1812, par
M. Poisson (Correspondance sur UEcole Polytechnigue, t. 1L, p. 12),
les Recherches sur UAnalyse des sections angulaires , par M. Poinsot,
publides en 1825, et les articles insérés par M. Poisson, dans le
t. IV du Bulletin des Sciences mathématiques , p. 140 et 344.

I. Si I'on changeait Vordre des termes dans Dexpression de
cos 7, d’ou il résulterait 2% coss" = (e—=¥ ~1 - e"/:—')-, et qu'on
développit suivant eet ordre le second membre de 1’équation ci:
dessus, on trouverait

an cos g7 = e=n:¥ =1 4 ;g—(n—n)nV: ol ”("‘:) S Ve
I.

nfn—1) (n —2)

—(n=6)sV =% ¢
e e—(n=5) - ete.;

S

et comme

= cos mz — Y/ =t sinms,
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il viendrait
n nln—1)
a7 €08 57 = €08 Az -+ - €05 (n—2)z -+ S

cos (n—4) z

L VA= {sin nz +g sin (n—2) 2 4 )sin (n—4) =

n'n—1)(n—2)

sin{n —6)z 4 ete. },
DY,

ce qui. ne différe du développement écrit sur la page 327, que
par le signe de {/ =1, cn sorte qu'on a la double expression

acosmn =2 = 2V 1.0 (4),
dans laguelle

a(n—1) 4
Z = cosnz 4+ ’fcos (n—2) = +([_:z« cos(n—4)z + etc.,

n(n—1)
T

= sin (n—f4)z + ete.

n .
Z!'= sinns + —sin (n—2)z ~+
Quand le nombre n est entier, cos 2" n’a qu’une seule valeut qui
Aol o 1é-
est réelle : en égalant done les deux précédentes , on forme 1'é

quation i i
=g g

Z 4+ 2V
qui ne peut avoir lien que lorsque Z‘=o, circonstance vérifiée
en effet dans le no21g, et il sensuit que 2 cosgr=2.

Mais quand n est un nombre fractionnaire, Ia quantité2” cos z»
a des racines imaginaires, comme toute expression radicale, et
il n’arrive pas toujours que ses racines réelles coincident avec Z,
si ce nest dans quelques cas particuliers ou Z'—=o: ¢clest ce que
1 =)
= = et z=r, = désignant

M. Poisson a montré pour le cas oil z 3

1a ‘demi-circonférence.
Alors

1 S (ear ) B0 on (Lo in) etes
Z:cns—r+—cos(—fr—-z..)+ c0s {3 i
3 1 3 , 159
=0 [ 46062 0 ]
2.5

e 336k
_cosar{x+l+ i

1 £Y L 1
:cosgm(x‘f-x)* =2icosgs=
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5 i 1
4 cause que coj z v = —, g pas exact, car "
= —. Or ce résulls i t
3 0 ¢sullat n’est pas e ) €8 &

: L 3 3
élant —r, ona 2% (cos x)¥ =— /3

D’un autre ¢dté, si 1’ :

si l'on ‘mination ari i

- ; ) < prend la détermination arithmétique de

3 3 A iy pp——iS
2 (cos ,:)_ savoir ' |/—a, et quon la multiplie par les trois ra-
cines cubiques de 'unité

l)

—14-V/=3 —1—=y3
===, ..1_;‘_/_.__ (Algébre, 15g),

il vient

o Z Ao 85 3
23(cos vr)?: — ‘3/;, ou (X_Va_:‘} \/n’ on { VSV
. 2 -

3
» o 1 -
et P'on voit que le nombre ;'/2, obtenu plus haut, pour Z, n'est

que la demi-somme des valeurs imaginaires.
I'D:.ms cet exemple, les expressions Z == Z'V/ =1, donnent im-
médiatement les deux racines imaginaires, comme on peut le vé-

»
£ 3 Tg/a =
vifier en observant que sin = ;\/3; mais de plus, chacune

I

=T

3 3
6 ces expressions peut donner successivement les trois racines

x x
de .23 (cos nf, en y changeant = en 3: et en 57, arcs ayant méme
cosinus.

Enfin las fonetion toute réelle Z devient elle-méme la valeur
réelle — /2 quand on y fait z:=3x.

II. Passons & Pexamen du cas général

(acosap = 2 %= 2/ YV —1;

’ . s 5
observons d’abord qu’il y a deux maniéres d’arriver aux diverses
valeurs soit réelles, soit imaginaires que comporto le premier
membre. On peut, dans les séries Z ot Z’, changer :

zenz 4 2r, &4 Gr,.... 54 2@ —1)x,

ou bien prendre I'une quelconque des expressions Z == Z’V:I,
et la multiplier successivement par chacune des valeurs de (1)" :
les résultats seront les mémes, mais Pordre pourra étre dif-
férent.
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Pour appliquer le premiler moyen, il faut chercher ee que
doviennent les séries Z et 2/, lorsqu'on y change sen = + orm.

On a, dans un terme queleongne
(n—2m) (s +2rx) = (0 — om)s - onrw — 22775

ot comme les nombres m et r sont entiers, on peut laisser de cOté
la partie 2m.orr, qui exprime un nombre complet de circonfé-
rences : il restera seulement lare (n— 2m)s = 21T, dont le
cosinus et le sinus seront, par les formules connues,

c0s (n — 2m)z cos 2nrs — sin (n — 2m)z sin anrx,
sin (n— 2m)z cos 2~ —}- cos (np— am)z sin 2nrz-

La premiére de ces valeurs donne, pour chague terme de Z , une
expression de la forme
M cos (1 — 2m)z cos anre — M sin (n — 2m)g sin 2n7s,
¢t la seconde, mise dans Z7, produit
M sin (n —am)z cos 2nrr =+ M cos (n— am)z sin 2nre.
Cela posé, les facteurs cos'anrm et sin 2nrr, conservant la méme
valeur dans tous les fermds, on verra sans peine que Z se
change en
Z cos2nrr — Z'sin 2nrr,
Z' en
Z' cosanrs -~ Z sinanrz,
et Z 4 Z"/-—-x en
Z cosonrs — 2! sin2nre + (2" cos® nrr--Z sin 2nr%)
(Z+Z’\/——x) cosonrz + (ZV —1 — Z') sinz2nre
= (Z+Z'm (cos2nre + {/—x sin 2nrc),

v

cause que ZY/ —1 — 2’ =y (Z+2ZV—0-

Si l'on éerit & au liew de n, on aura Péquation
v

1

v
Vat cos e ¥ = (2 +z’\/:.‘)(cos"'ﬂ+v’:; sin*_’lv‘i> el
¥

dont le second membre fournira y valeurs du premier, en prenant

successivement pour 7 les nombres 0, 1, 2.+ y—I:
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Pour avoir une idée plus précise de 1’6

quation ci-dessus , posons
z="0; alors

s £=1, sins=o, d'on
ol
Z=(141)"=2", Z'=o,, et

~
; — .
(0" = cos XBT 4 (/=% sm-r’:—zr,
v
comme il résulte des formules du no 188.
On voit done par-1a que P’équation (A) conduit immédiatement
au résultat que Pon déduirait de la considération des racines de

Punité élevée & la puissance &
¥

v
II. Lorsque parmi les valeurs de la fonction \/2‘4 cos 2, il ¥

en a une réelle P, dont on veut déduire toutes les autres, on
pose

’

v
= P L f 5
AV cosz¥ — p (cos ar fez 44/ sin m',uo:). el (B4
T

et comme ces valeurs se tirent aussi de Téquation (B), il faut
que parmi les nombres assignés pour r et ', il s%en trouve qui ren-
dent identiques en méme temps (B) et (G). Dans ce cas

i
Zeos o BT g 2T pmf#,
v v
ar
2'c0s 287 4 7 sin2FE — Psin2 ;"
v v

Si Pon élimine alternativement Z et Z° de ces équations, et
qu'on change en sinus et cosinus de la différence des arcs, les
produits de leurs sinus et de leurs cosinus ,-on trouvera

—r)ur o —r)ps
Z=Pr cosw, A Psinz—vi)i... (D)
v
d’ont 'on déduira

21 —r)pr

€os

Z3 4= Z'i = P>,
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relations dont la derniére , étant indépendante de = , Tésout une
difficulté que j’ai indiquée dans le Traité in-49, t. II[, p. 616.

Néanmoins ; quoiqu’il ne contienne pas =, ce rapport n’est pas
constant; mais il varie par intervalles ; comme on va le
assignant des valeurs particuliéres & I'arc 5.

Soit 19 z=o0; alors Z'=o0, Z=P, puisque Z est la
valeur réelle de la fonction radicale. Dans ce cas, la premiére

: 2 2(r/—r)pn 1
équation (D) donne 1= cos L—E, ce qui exige que »" =r,

Yoir en

et vérifie la seconde,

20, En posant z =, et prenant pour y un nombre impair, afin
que

4 v
\/n‘“ (eos i) = \/z‘u (=¥

ne soit pas imaginaire, la valeur de cette expression sera, ,.
v v

-+ \,/2” ou — \/2’", selon que i sera pair ou impair. Dans Ia
méme hypothése, les arcs

(’f““)” (’3_4):, ete.

ayant les mémes sinus et les mémes cosinus , les fonctions Z of 2
reviennent &

s © .

% e A
‘u—, 2! sin' 22
¥ v

2" cos 7
et en metlant ces valeurs dans les équations (D), on arvive a

r ol —r\ux T
cosBl = cos ZLTIME  n &
Y v

n— = si
v

¢équations auxquelles on ne satisfait quen posant
S < ’ .
1= 2('—r) ou Ye—r ==

Le développement de sin z® donmerait lieu 4 de semblables
observations ; mais il est inutile de s’y arréter, parce qu'on I'ob-

tient aussi par la substitution de 3 sau lieu de ¢, dans celui de

cos z".
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Ce qui précéde montre suflisamment Vorigine des diverses
valeurs que prenment, snivant la nature de leur exposant, les
fonctions cos 2% et sin 27 ; mais la vnri.été des formes données aux
développemens  des fonctions circulaires ot des méthodes em-
ployées pour y parvenir, ne permettent pas d’en insérer le détail
dans une simple note: je renvoie pour cela aux. ouveages que Jai
cités, et je me bornerai a indiquer deux développemens qui
sont inverses de ceux des fonctions sin z» et cos 2™

IV. Les formules du n° 187, donnent aussi des expressions
simples et élégantes des sinus et des cosinus des ares multiples.

Ona

cos nt \/: sin nz (cos £ =+ v:l sin z)7,

cosng — V/—T sinns = (cos’s — V/—rsinz)";

en prenant la somme de ces équations, on en conclut

) —1 sinz) cos = — |/ —1 sin g}
cosnz—:_(‘w 2 Y/ rsinz) +(coss V. =isi 5),

2
et si l'on retranche la deuxiéme de la premiere, il vient

_ feos s+ V/ =1 sinz)" — (cos s — Y/ —xsing)r

= = —
ay/—1

expressions qui, quoique affectées d’imaginaires, n’en sont yas

moins réelles, parce que ces signes disparaissent tous par le déve-
loppement des puissances indiquées. En effet, on a

sinnz El

e n == o
(coss +\/—I sinz)* = cos a% 4 ;\/-—x coszr—r sinz

n(n—1 y
=) cos 77— sin g* — efe.,
1.2

(cosz — /=i sing)r = cos £r — L:\/:7 cos £"—Tsin g

n(n—1)

cos zn—1 sin 72 -+ etc.,
5.2
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et substituant ces séries dans les valeurs ci-dessus, on arrive &

€08 Nz = COS 5" —

n(n—1) 2
———~% cos gn—1 5ing®
1.2

n{n—i) (n— —3,
-+ ——(—)l—%—l cos 274 sinz4 — ete.,

n(n—1) (n—>2)

. n
sinnz = = CO8z"—* gin s — €0s 5"~9 sin g3

L2,
n(n—1)(n—12) (1 =3) (n—4) :
e 1.2.3-4.5 k c0sz"—5 sin 5 — ete.

NOTE D, indiguée sur la page 338.

1. Aprés les différentielles de la forme

s Xdx
VA+Bzr+ Czt
dont les intégrales, dépendant des ares de cercle ou des loga-

rithmes , peuvent se calculer numériquement au moyen des tables
trigonométriques, on a consideéré les différentielles suivantes =

X
V/ A Bot-Can < Da? 4 Bt

2

dans lesquelles le radical n’est encore.que du second degré, mais
contient jusqua la quairiéme puissance de la variable. Comme
dans le n° 183, ce radical peut étre mis au numératenr ou au dé-
nominateur, X désignant toujours une fonction rationnelle de x.
In raison de la variété des formes qu'on pent donner a X, la
différentielle proposée est susceptible d’une infinité de cas diffé-
rens; mais on peut les ramener & un petit nombre des plus
simples.

Pour le faire plus facilement, il convient d’appliquer au ra-
dical , une transformation qui fait disparaitre les termes de degré
impair, Bz et Cz3, On arcive & ce point de plusieurs maniéres.
(Vorez le Traité in-4°, t. IL, p. 48.) La plus simple est d'abord
de poser x = ]_Jl-—::_zy , et d'¢galex\ A zévo les coefliciens de y of
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de 3 sous le radical, qui par ce moyen prendra la forme
Vet @ty

on aura ainsi deux équations pour déterminer les quantités p et q.
Alors la différentielle proposée sera

= :
Vat b+t

¥ désignant une fonction rationnelle et paire dey, et I'on dé-
montre (dans Pendroit eité) que, si pour abréger, on représente le

Yd. S
radical par R, intégrale —R—‘r pourra étre rameneée &

dr dr yadry
A/Ey=+u7)R +Bf7:‘+ o) ey

I11. La quantité e~ B2 4 924, soumise au radical, pouvant
&tre décomposée en deux facteurs réels de la forme e~/ et g4-hr2,

revient a
lf 2 Ll
eg(l EJ, ) (l gj ) !

et si Ton fait Jg = p2,

la différentielle

L

7 = ¢, on n'aura plus i traiter que
dy

ViF ) (4 g7

qui pourra étre convertie en série convergente, lorsque les deux
constantes p et g seront trés inégales, ou lorsquelles différeront
peu.

On a déji vu un exemple du premier cas, dans le n°® 206, sur la

dx V1 — 2xa

(1—e2a2)dx

formule , qui devient

lorsqu’on multiplie ses deux termes parly/ ez, et donne lieud
une série d’autant plus convergente que e est une plus petite
fraction.

¥
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0. RveTs . A
En général, soit g4z = %; la différentielle en y se chan-
gera en
Vdu

i
;,' T T T

Vi ()
i
4 3
et on développera le facteur (I +;7»)Tu’> i suivant les puissances
de Ia fraction Z. j

Quand les valeurs de t di éi
) p et de g seront presque égales, la dif-
férentielle Proposée s'écrira ainsi : et :

1 vdy i | Fay
oA E ) (B Y [T M.

en posant

et alors on développera le radical suivant les Puissances de J'; le
vésultat sera d’autant plus convergent que d'sera petit par r;p-
port & r2 == y2. 11 ¥ aurait & la vérité quelques cas dexception ;
par e‘xemple, si Fon avait 12— y2 au lieu de 72 4= y2 | ot si ]':
valeur de était peu différente de celle de 75 mais ces f{é(nﬂs n;
sauraient trouver place ici.

11 suit de ce qui précéde., que Pon faciliterait beaucoup Tap-
proximation de Pintégrale cherchée ,si on: la préparait de ma-
niére A augmenter l’iuéga]ité des coefliciens p et g4 , on de ma-
niére & diminuer sans cesse feur différence : c’est co qua fait
Lagrange par une méthode, la plus élégante peut-dtre qui soit
sortie de la plume des analystes. INe pouvant I'exposer ici (Voyes le
Traité in-4°, ¢. II, p. 77), pous dirons seulement qulen po-

ien T ehhe £
sant uw= = Vm, Lap,vmnge obtient une transformée

Mdu

Ldu

dans laquelle I et M sont des fonctions rationnelles de uz et
P> q, inégalité quaugmentera la vépétition des meémes pro-
Cale. intédgr. , 5¢ ddition. s 46
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cédés. Ainsi, dans ce qui précéde il y a swictement tout ce
qu'il faut pour caleuler les intégrales proposées, lesquelles, com-
prenant comme cas particulier T'are de Vellipse (262), ont été
nommées (ranscendantes elliptiques ; Tarc de hyperhole en fait
partie (264) , tandis que celui de la parabole ordinaire ne dépend
que des logarithmes (260).

1IL. Quoique les transcendantes elliptiques n'aient pu jusqu'a
présent étre exprimées par des fonctions primitives algébriques,
ou logarithmiques, ou circulaires, on leur a néanmoins décou-
vert des propriétés remarquables, analogues & celles qui éta-
blissent la relation des sinus et des cosinus de la somme ou de Ia
différence de deux arcs de cercle, et qui ménent a la division
de ces arcs : tel est I'objet d'une branche d’analyse portant sur
la camparaison des transcendantes; et pour en marquer Torigine,
je partirai des fonctions logarithmiques.

. 1 i 2 dr
Si Ton ne connaissait pas la fonction qui est Pintégrale de —,
%
on pourrait en découvrir las propriétés comme il suit.

On poserait d'abord

da , dy Y
SEh e == =1
Sahesie ity i e ) L

f étant la caractéristique d’une fonction inconnue; et en indi-
quant Pintégrale des termes de Péquation différentielle dont les
variables sont séparées, on obtiendrait

£(x) 4+ 1) = a.ons (4);

« étant une constante arbitraire. Mais quand on fait disparaitre
= les dénominateurs de cette méme équation différentielle, il vient
ydx 4 xdy = o, dont I'intégrale est

o e ey (B). i

Si, pour déterminer les constantes « et £, on faisait y =1,
Véquation (B) donnerait z= £ et Véquation (4) deviendrait
f(B) 4 f{1) = a, d’ou f(x) -+ €)= f(£) +{(), et enfin

{(z) + 1) = f(ey) -+ K1),

en remetiant pour @ sa valeur xy.
Pour savoir ce que c'est que (1), il suffit de poser x=1-}u,
Lo
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f) = oy = [0

le développement de cette intégrale s'ancantissant quand u=o,
montre que 'on peut supposer f(1) =o0, et qu’alors
(=) - 4(x) = flay),,
¢quation qui comprend toute la théorie des logarithmes.
Passons aux fonctions circulaires ; soit Péquation différenticlle
dz dy
e e e
Vi—a Vi—5:
représentons par f(x) et () les intégrales ds et g
Vi—a Vi
fz) o+ ) = (A).

Or, (.la ml‘-:'me qut‘a ci-dessus , il existe, entre les variables = et .,
une équationalgébrique qu’Eulera trouvée le premier pour un cas
plus général, et qui se réduit a

il viendra d’abord

_‘V‘/l—r’ -+ a:\/x—-]" = Lo (B)

pour celui qui nous occupe. Ne pouvant entrer ici dans le détail
du caleul qui se rapporte a cette ¢quation , je donnerai scule-
ment la maniére de la vérifier par Ta différentiation.

On aura en
premier lieu

dyVi—ar— ;/chd.r e dx‘/[_yl _-ﬂ_

— 1—r2

¢e qui revient & .

(== vii,-).(‘/':" At

et donne par conséquent I'équation proposée , quand on supprime
le second facteur qui ne eontient point de différenticlles,

Cela posé, quand on fait y=o0, on a, par Péquation (B),
©=@, et par Péquation (4),

(8) = & —f(o);

g A dr. ;
mais par ledeveluppamentdc/.‘/ , on reconnait tout de suife
I—y7

46:+
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la possibilité de supposer f{o) = o. Il suit de I f{£) = a, et par
conséquent

) -+ o) = oA/ 1=2 + = V/T77).

Si Pon fait f(z)=¢, f{y)=u, et qu'on désigne par f, la fonc
tion inverse de celle que représenic £, en sorte que x=f1),
7 =f(u),, Péquation précédente deviendra

i u = f[f, @V 1= L) + EOV 1—TFue],

puis
£t + w) = L@VI=T02 + OV =T
ce qui est évidemment la méme chose que
siﬂ (¢~ u) = sin tcos u - sin u cos .
On aurait de méme
sin (¢ —u) = sin2cosu — sinwz cost,
en partant de Véquation différentielle

dz dy

Vies, Vi

Ces formules, qui sont la base de toute Ia théorie des fonc=
tions eireulaires, conduisent aux expressions des sinus- et des
cosinus des ares multiples d’un are donmné, lesquelles, par un
simple renversement d’inconnues;, fournissent I'équation dot
dépend la division de cet are en parties égales. On en peut voir un
exemple dans le n° 1y1 de la Trigonométrie, et il suffira , pour
faire concevoir comment la résolution de certaines classes d’é-
quations se lie avec la division d’un arc en parties égales.

Euler ayant trouvé aussi une équation algébrique qui satisfait
a Péquation différentielle

dx i dr s
VALBeiCefDer Bt | VArBrtCrt Dy bt

0,

a jeté les fond de la parai des tr dantes ellip-

tiques , a laquelle Legendre s’est appliqué avec un grand suceés,
dans une longue suite de recherches.
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Dtabord il en simplifia la  forme, que Lagrange avait déjx
ramende &
Pdx
Vi fzat gz
et montra que cos diffiérentielles pouvaient toujours étre exprimées

par
Qdg
Vi—casin o2 i
au moyen de la transformation indiquée dans le 19 963 : il prouva

ensuite qu’en les prenant dans état le plus général , on n’en tirait
que les trois formules

d el b
fv - s Jdel/ 1—casingr,

2 gin ¢

Lo
(14 nsing?) VIT’sin_q:,

irréductibles entre elles, et constituant trois ecspéees disiinetes,
la seconde étant Parc’ d’une ellipse dont le grand axe =1, et Vex-
centricité =c.

Dans ce cas, le procédé de Lagrange qui opére la diminution
continuelle de ¢, fait passer de Vellipse proposée a d’autres
dont DPexcentricité devient de plus en plus pétite, et qui. s'ap-
prochent sans cesse du cercle déerit sur le grand axe. comme
diamétre. { Voyes 1o Traité in-4°, t. II, p. 176.)

L’augmentation successive du coeflicient ¢ ménerait, au con-
traire,, & des cllipses de plus en plus aplaties et s’approchant
sans cesse de Ia ligne droite.

Pour la premidre espéce de transcendante, d Véquation diffé-
rentielle

dg ; - d.)
Vi—ctsing® = V/i—crsings

=0,
répondent les équations primitives
flo) + (d) = a.... (4),

€08 @ cos _sin@sind /1 ¢ singa =feos u. ..~ (B),

« et p étant les constantes arbitraires j la seconde équation, qui
est algébrique , détermine entre ¢ ot J des relations analogues &
celles des variables = et y relatives au cerele ( p. 723).
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Nous ferons observer que Ta fonction f de Péquation (A)ine
dépend que de deux quantités , savoir : ¢ qu’on nomme le module
et Vare de cercle ¢, qui désigne I'étenduc ou Damplitude de 1;‘\
fonetion.

La suite des valeurs correspondantes de ¢, forme ce que Von
appelle une dekelle de modules. La premiére qu’on ait connue est
celle qui résulte de la transformation employée par Lngraﬂge
(. 721). Legendre en a trouvé une seconde, et M. Jacobi (de
Keenisberg ) a montré qu'il y en avait une infinité d’autres, dans
lesquelles pourtant la premiére nétait pas comprise.

Sous ce point de vue, lintégrale do

——— qui exprime la
1 Vi np?
transcendante de premitre espéco , est désignée par F(c, o).

Clest de I'équation

d¢ 5 pdy
L 1— k3 sin g2 Vl_hasin,\;x’

que part M, Jacobi, dans ses recherches. Lorsquon intdgre sé-
parément chaque membre entre les mémes limites, g étant un
nombre constant, on a

Bk, ) = pE(h,4),

ca qui établit le rapport w entre deux fonctions elliptiques de
premiére espéce , mais différentes par le module et Pamplitude.
On peut remplir cette condition, en prenant pour le sinus de
Tune des amplitudes une fonction rationnelle de Pautre, et dans
les coefficiens de laquelle est introduit un nombre qui, par les
diverses valeurs qu'on peut lui assigner, donne les différentes
cchelles de modules : tel est le théoréme principal découvert par
M. Jacobi.

Pendant qu’il enrichissait de formules mnouvelles la compa-
raison des transcendantes elliptiques, un géométre suédois, Abel
(de Christiania) , qu'une mort prématurée a enlevé au milieu des
plus grands succés, s'occupant aussi du méme sujet , trouvait
de son c0té les résultats énoneds plus haut, et d’autres qui lui ap-
partenaient exclusivement.

I change Pordre des quantités, en regardant Tamplitude
comme fonction de Tintégrale, c’est-d-dire que désignant par u,

Yintégrale
f de
V 1— ¢*sin q;"

NOTES. 724
au lieu de
u="¥(c, sing), il posd ¢=du,

A étant la caractéristique de Ja fonction inverse de celle que re-
présente ¥, et Pon a  sin p = sin Au.

Pour bien concevoir en quoi consiste ce changement, il suffit
de se rappeler Déchange fait plus haut (p. 724) entre Varc de
cercle et son sinus. D'abord, les ares sont exprimés par leurs
sinus , et ensuite cest le sinus qu'on indique par son are.

Les Mémoires d’Abel ont ¢té insérés dans le Journal de Ma-
thématigues de M. Crelle; M. Jacobi a tiré des siens un ouvrage
publi¢ A part, en 1829, intitulé : Fundamenta nova Theoric fanc-
tionum ellipticarum , sur lequel M. Poisson a fait, & I'Académie
des Sciences, un rapport enrichi de notes savantes , et dont elle a
ordonné Pimpression. (Vores le t. X de ses Nouveauz Mémoires,
p-73.)

IV. Outre les transcendantes elliptiques, il y en a encore deux
genres auxquels Euler a donné une attention particulidre , et
qui sont entrés dans les recherches de Legendre : ce sont les for-

mules
i
Fm—xdx(l—xn)n et ﬁlr](;)y,

qwil a nommées Intdgrales Eulériennes { voyes le Traité in-4°,

I

_t. 11, p. 421, 473). On a indiqué, dans le n® 434, la propricté

7
fondamentale de Pintégrale d.tl(l) entre les limites zéro et

. : o\ 1
Pinfini, et le cas singulier ol p = 3

Ajoutons ici que le Traité des fonctions elliptiques , par Legendre,
contient des tables trés complétes pour caleuler les valeurs numé-
riques de ces fonctions. :

Le rapprochement de tout ce qui précéde doit faire connaitre les
points principaux des recherches auxquelles donnent lieu le classe-
ment des diverses transcendantes, ¢t comment des intégrales dont
Pexpression’ indéfinie ne saurait étre obtenue dans état actuel de
T'analyse, prennent des valeurs assignables entre certaines li-
mites, et manifestent des relations plus ou moins simples lors-
qulon assujettit & des progressions particulitres les valeurs sucees-
sives de lenr variable.
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NOTES,

ST g
NOTE E, indiquée sur les pages 391 et fio,
l._On a vu, dans le 09277, que le résultat des intégrations suc-
cessives , par rapport & deux variables, ne dépendait pas, en gg.
nef'al, de Yordre dans lequel ces deix intégrations étaie::l. affgc—
tuees.: on peut aussi se rendre compte de cette circonstance, en
considérant les intégrales comme des sommes d’élémens 7a
moyen de P'expression donnée dans la note de la page 346’ E:ll
effet, soit Pintégrale double ffedxdy! on g= f(=, 7), et a\.'nnt
pour limites z et of par rapport & @, b et d par’mp’port x‘n)y-
cun'lmcngons par Pintégration relative a & €L POsons @'z g - M’
mais , pour abréger, écrivons £(m, 7) au lien de (@ 4~ ma ]’)Z
Nous aurons, @'aprés la note citée, e

o
fazd1'=u{l'(n,}’) A A, ) s e fn —1, J,)}_

leltiplianz ensuite par dy les deux membres de cette équation,
etintégrant depuis == b jusqu'a y— 5, en faisant Y =b+pa,
un terme quelconque afdyf(m, y) du second membre donnera

az {l‘(m, 0) + f(m, 1)+ f{m, 2).... + f(m, p—l)} 5

et il en naitra, pour le développement complet ,

»
fb f:zd.rdf:;
flo, 0) o+ f(x, 0} =+ f(2; 0)eu..i. 4 fln—1, o)
Sl R gl (5 P i e f(n—1, 1)
atd+flo, 9) o f{1, 2) 2, 2)....., f(n—1, 2)

ou chaque ligne représente une intégrale relative & x s et chaque
colonne, une intégrale relative 4 ». Si lon renversait ordre
des intégrations, les colonnes prendraient la place des lignes, et
réeiproquement ; il n’y aurait de changé que Vordre des substi-
tutions ; car dans le premier cas, on commence par substituer & =
ses diverses valeurs, et 'on ne met qulensuite celles de 7, tandis
qu'on fait évidemment le contraire dans le second cas. Or, cela
ne change rien en général a la valeur des termes du dernier dé-
veloppement , puisque f(z, 7) doit toujours rester la méme, Iors-
qu'on y met pour 2 ety les mémes valeurs, dans quelque ordre
que s’effectuent les substitutions,

NOTES. 729

IL Il y a pourtant i eela une exception, lorsque ces valeurs
rendent f(z, ») indéterminée, en la faisant passer par Pinfini

Cest sur la fonetion que M. Cauchy a d’abord fait

yo—
(,ca —+ )2
cette remarque. Quand on y suppose simultanément *—=o, r=o,
elle devient entiérement indéterminée, comme celle quon a con-
sidérée dans le n° 154 (Voyes aussi le Traité in-4%, t. I, p. 357—360
et 6o7) ; mais si Pon n’opére les substitutions que I’une aprés
2 =
Pautre, en commencant par x=—o, on trouve :;I =]—2, ce qui de-
vient +- infini, lorsqu’on y fait » = o0; et dans I'ordre contraire,

—za
il vient d’abord —-';- =— ;{z. > que la supposition de x=0 change
z

en — infini; mais la difféivence des deux résullats cesse dés que
Ton fie considére plus « et » comme rigoureusement nuls : il n’y
a donc qu'un seul élément qui prenne deux valeurs, celui qui
répond A =0, y =0 et ce qu'il faut bien remarquer, c’est que
" Al
1a fonet (i,+y,), >
élément une’ valeur finie qui influe sur celle de Yintégrale pro-
posce; aussi arrive-t-on & deux résultats différens, suivant Pordre
dans lequel on effectue les intégrations.
Pour s’en assurer, il {aut remarquer que si I’on fait

&
w = arec (tang = :_c)’

1

alors infinie, fait prendre i cet

il vient
du : de. z
& T EEr & T

d2u S

P e s (a79).
11 suit de la qu’en commencant par 'intégration relative a =, on
a, en général

d2u du

S = | de= o =

z -
!
et depuis x==za jusqu’a x==4’, on obtient

a’ a
@iggr T g

Passant ensuite &
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e 'Llfdy = '_ai e ady
o Sty T e
X
arc = &5 ¥
are (tang = arc (l.ang:z);

et les limites de cette nouvelle intégration étant & ot »”
trouye pour derniére expression f

3 % 5
are (tnng — ;,> —arc (ta.ng —_ ;')

b b

— t: = — =
are ( ang a) —-arc (tang =% )

Quand on procéde dans I'ordre inverse, on a suceessivement

Il

on

T du
dy = [—tdy = = L
Yiedx fd.zd_de dz — z2 37

o b b
dont L P T
5 TA R ba ' za g b

i ok, e TR o [l
dx b2 e xa bigfzs

= —arc (tang = ;-,) 4 are (tang = fb)’

et enfin

’
— are (tang = Z—) - arc ((:mg = {Zl/)

-~ are ((«ang = %) — arc (taug — g)

11 ne serait pas difficile de montrer que, dans leur état général,
les deux expressions précédentes sont identiques ; mais si I’on fait

arc(tang =1)=-, arc (lang=—1) = —

I

on trouvera les valeurs

NOTES. 731
ek T

— o = — T
§ 4 4 & :
qui ne sont pas égales , mais dont la différence est 2r.
Si I'on voulait prendre z=o0, y =0, pour les premiéres li-
mites des intégrales cherchées , il faudrait faire d’abord £'=b'=1,
et la premidre expression deviendrait

= b
7% arc (tang=D5) — arc (tang = E) - arc (tang = Z)’
ou bien
® Ek SRl
e 4—arc(mng= b) -~ arc (tang = @) + arc ( ng = ;),
4 cause que

are (tang == 2) = ;—r — arc (tang = a).

Considérant alors a et b comme des quantités trés petites, et
négligeant en conséquence les termes

arc (tang = a), = are(tang = &),

& o 2
il resterait —2 -} arc (tang:;), expression qui devient in-

déterminée quand a et b sont nuls. Si P'on posait b=ma , on
aurait

= % - are (tang = m),
la quantité m pouvant varier de o i Dinfini : dans le premier
cas, le résultat est — %, et dans le second, ~~ ;, A cause que
; 4

oSO o
arc (tang = infini) = = la différence entre ces deux valeurs est 7.

On a trouvé d’nbord ax, parce que les variables z et » étant
a des puissances paires, dans la fonction proposée , chaque inté-
gration dé — 1 & -1 donne un résultat double de celui quon
obtient de o & ~-1. <

T’ambiguité qi’on vient de montrer naurait pas licu pour les
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%A g1
[fm_llxdj’,

prises dans les mémes limites, quoique la fonction

intégrales

e,
o

; 0 :
se présente sous la forme 0 quand on y fait a la fois x =0,

=0, et prenne deux valeurs dilférentes , suivant Tordre des
subtxtu‘twns s Parce que, ces valeurs étant finies , elle n'a, dans
cette circonstance , qu’un élément infiniment petit.

Y UL La différence des valeurs obtenues en variant Uordre des
intégrations, ne venant que du seul €lément placd a 1’
variables x et 7, M. Cauchy 1’
comme il suit.

origine des
value & part, ce que l'on peut faire

Soit ¢ (x.r) expression générale de fzdx, z devenant infini
Par des valeurs de x et de J» comprises entre les limites a et a,

5 et b’; en ddsignant par « la valeur de «, et par k une quan-
le petit intervalle de

tité trés petite, lintégrale Jzdz, prise dans
a~—k & a~Fk, sera

Stk n) — ¢ (a—k,9),
et dans D'i

ntégration suivante, effectuée depuis » = b jusqu'a
== 1', dounera la portion

b
L3 {se+k 5 — o(a—k, 1)},

qui approchera d’autant plus d'étre celle qui correspond & un geul
élément

> que la valeur assignée & % sera plus petite.
Dans V'exemple de Uarticle 11 » pour léquel

X e
1’(“‘:]):;;:_—;. Le—IDy

Pexpression trouvée ei-dessus dovient

e k R Ry r Ky
Ay — = e
/_x {k’-i—;r’ = ki f 2/‘—: k2 >

1 i
= 2 arc ((ang = _A_) — 4’ are (Lan“ :—v]})-

NOTES. 733
En faisant k= o, pour passer & la 1imite_, on a

2 arc (tang = infini) — 2 arc (tang = — infini)
27 27 4

= v ==z arr,
2 2

précisément la différence trouvée dans Particle cité.

Les intégrales ot Von ne considére qu'un élément, ainsi quion
Ya vu plus haut pour fzdz, ont été nommées, par M. Cauchy,
intégrales singuliéres; les lecteurs qui voudront plus de’ détails
sur ce sujet, les trouveront dans le tome.I¢r des Nowveaur Mé-
moires présentés & PAcadémie des Sciences , par divers Savans,
page 672.

IV. La différentiation sous le signe intégral, n'a 6té consi-
dérée , dans la note de la page 409, que par rapport aux intégrales
indéfinies, et n'est compléte pour les intégrales définies, que
lorsque leurs limites ne varient pas. Quand le contraire a lieu, il
se présente deux cas, selon que les valeurs extrémes de Ia variable
indépendante ne se trouvent pas comprises sous' le signe S5 ou
qu'elles entrent dans la fonction soumise 4 ce signe : voici pour le
premier.

Une intégrale étant équivalente & une somme d’élémens que Pon
peut supposer aussi petits gu’on voudra (232), on voit sans peine
que si les valeurs extrémes représentées par @ et b, deviennent

13 b
a—-da et b4db, Dintégrale Xdx augmentera de Délément
a

Andb , et diminuera de Ada, ou, ce qui est la méme chose,
deviendra

13
f Xdx -+ Bdb — Ada, B étant mis pour A.,
a

ou bien encore .
2
f flz)dx + (b)db — {(a)da,
a

en représentant X par [(x), comme dans la note de la page 346.
Supposons maintenant que X comprenne en méme temps les
quantités a et b ; alors le changement de a en a —4~da, et de 4 en

; ax ax :
be-db , donnera au lien de X, X +(T;da -+ ‘d—idb, et si les quan-
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tités « et b sont des fonctions d’une troigiéme, 7, on aura

da (P2dX db
). w™+g

s dX db da
% (—ﬁ-d.r-i-B[l-—r—-AG.

FIN.

Page
49,

72
4915

Go3,
6ig,
620,
Gaz,
639,
ibid. ,

CORRECTIONS ET ADDITIONS.

ligne

&

-+ am %—i, lisez —2mdd—;

en note, aprés le n® 31y, ajoutes : M. Libri, dans Ie
recueil de ses Mémoires (imprimés a Berlin en 1835),
a repris d'une maniére trés élégante et trés féconde,
la théorie des équations différentielles linéaires
(ou du 1°F degré). (Voyes aussi le premier cahier
du Journal de Mathématigues, de M. Liouville,)

Pour tirer de (14-4u)* le développement que cette
expression représente, il faut considérer que, dans
Tordre des puissances, 1= Au®, et en passant I’ex-
posant 0 4 la caractéristique A, on aura A% —u.

Sfig. 63, lises fig. 64

en remontant , ajoutez : ~~ const.

en remontant, ajoutes : -~ const.

ajoutes : - const.

en remontant, Sudz, lses fudx

Ala fin de la note, ajouter que M. Gauss, dans le
t. XL des Commentationes Societatis Gottingensis
recentiores, ann. 1814-1815, a traité avee beaucoup
d’étendue le méme sujet, sur lequel M. Poisson
est revenu dans le t. VI, des Nouveauz Mémoires de
UAcadémie des Sciences.

cn remontant , ajouter que M. Libri a fait aussi aux
équations linéaires aux différences, Papplication de
lIa méthode indiquée plus haut pour les différen-
tielles.

Aprés la note, ajoutez : Cet écrit de M. Augustus de
Morgan, rvenferme de nombreux rapprochemens
entre le calcul des fonctions et les hautes branches
de Panalyse. ; ¢

les limites de = étant zéro et Pinfini, lisez les limites
de x étant — Dinfini et ~=Vinfini
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7.5,”

-

@&

b

.

y ¥ ; 1! p \ =T
au lien de f 411(1)", lisez f ‘a1 (1)'
G -J.' 0 2

I i
en remontant, = Sadx, lises 2 faxdx

3 Sardz, Gises 3 fz2de

en remontant, Z’ cos*nra, lises Z cos anrn’

Caleul. differentiel PL 17
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