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PREFACE

DU 1I* VOLUME DES APPLICATIONS.

Lorsqu’en juin 1814, & la notification de la paix géné-
rale, je dus inopinément quitter Saratoff, séjour pour
moi de privations et d’exil, ce fut avec ung joie bien
vive que je pensai au bonheur de revoir ma patrie, ma
ville natale, mes parents, mes amis. Et cependant, en
jetant un dernier regard sur cette contrée qu'arrose le
plus grand des fleuves de I'Europe, sur ce Volga que
sillonnent & pleines voiles de gros navires chargés des
riches tributs de la mer Caspienne, de la Géorgie et de la
Perse, apres que le soleil d’avril U'a débarrassé de ses
immenses et épais glacons qui, chaque année, viennent
soulever, briser ces mémes navires mal abrités le long
d’un quai créé par la nature, et saper avec une puissance
irrésistible le pied des rives et des cotes voisines entiere—
ment dénudées; quand je dus abandonner cette ville re—
naissante, a longues files de maisons isolées, en bois, etc.,
les steppes incultes, mais non passtériles, quil’entourent,
je ne pus me défendre d'une émotion profonde et d’un
vif sentiment d’appréhension, en me demandant si, au
milieu de la vie active qui m’attendait, je pourrais pour-
suivre, comme dans le silence et la solitude de Pexil, les
études qui en avaient adouci 'amertume et m’étaient par
li devenues si cheres.

Rentré en France en septembre 1814, aprés une route,



VI PREFACE.
des fatigues et des lenteurs dont nos rapides (rajets en
chemin de fer ne peuvent donner une idée et qu’avait
rendue plus longue, plus pénible encore impatience de
revoir ma patrie et d'y réaliser les projets de publica—
tion des travaux géométriques qui m’avaient préoceupé
dans les derniers instants de mon séjour a Saratoff; réin-
tégré presque immédiatement sur les cadres de larmée
active; attaché i la place de Metz, mais obligé bientot
de prendre une part plus ou moins directe 3 une série
d’événements politiques, en dehors d’autres devoirs im-
posés par mon service d’ingénieur militaire, qu'il serait
nutile de rappeler ici, bien que certains d’entre eux se
rattachent d'une manidre intime a des questions scien-
tifiques (*); par ce concours de circonstances, il me fut
absolument impossible de songer & mes études favorites,
et ce ne fut quiapres la fatale catastrophe de 1815, et la
conclusion d’un second traité de paix que je me garderai
bien de caractériser par aucune épithete, que je pus enfin
mettre & profit quelques loisirs foreés, i cerfains égards
peu différents de ceux des prisons de Russie, ot qu’a-
vaient procurés & armée, 3 la France I'épuisement de
ses finances et 'occupation de son territoire par les ar-
mées étrangeres.

Ge fut surtout pendant les hivers de chaque exercice
(1815 a 1820), et interruption complete de travaux
d’entretien et de réparation, d’ailleurs fort languissants,

T e T e e e e e

(*) Je mentionnerai pourtant, au nombre des missions ou devoirs que
jeus a remplir, celle de rédiger, dans I'hiver de 1815, les projets d’usines
de I'arsenal du génie de Motz : hitiments et four d’embattage des roues,
martinelg, scieries, etc., par e-que co travail ot les études qui s'ensui-
virent devinrent depuis le point de départ et 'oe
obligée, de recherches plus ou moins heureuses
cherches auxquelles je me suis livré avant

1sion, en quelque sorte
sur la Mécanique, re-
et aprés la publication du
Traité des Proprictés projectives des figures en 1892,
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que je pus enfin reprendr.e le cours dc. mes idées géf)mé.—
triques et prendre connaissance d'es,:» Ilvrelz‘s et des jour-
naux scientifiques dont j'avais été entierement prive
depuis ma sortie de I'Ecole Polytf?clln}qge. .

La démonstration purement géométrique des propo-
sitions et des théorics diverses que j’avais précédemment
établies en m’appuyant sur le cqlcul: l’.analuvse c{es trans-
versales, en prenant pour prinmpul p,o‘ml: de départ Igs
ouvrages de Carnot et de Maclaunq; 1 etLllde appl‘ofnr.lche
du principe de continuité et de la lov des signes de position
qui 8’y appuie; la théorie des polygones fixes ou m,oblle.s',
des polaires réciprogues, elc. ; un graud nombre d’autres
résultats ou conséquences, d’articles (!e correspondz.zr.we,
de philosophie mathématique, dc. pole'nuq.ue ou dg critique
relatifs & la Géometrie de U'infini et aux wmaginaires, tous
d’une date antérieure & la publication du 7raité des Pro-
priétés projectives, mais résumés et accompagnés de Notes,
de réflexions et d’explications nouvelles; tel est le contenu
de ce second volume des Applications d’Analyse et de
Géomeltrie. j

Jose espérer que la variété, I'importance et la noy=

veauté des apercus qui sy trouvent, en GX(‘,-l('dlll,.l in-
térét des lecteurs instruits, répondront au lnenvelvl)lanl
accueil qui a été fait au premie? volum?, et Ique ll,es: cﬁortf
persévérants par lesquels, depuis tant d afinces, | diessae
d’éclairer la métaphysique de la Géométrie et d’en ban—
nir les obscurités et les doutes, auront servi a répan.rlrv
un jour plus grand sur des matihﬁ@ qui, rlau:s ces derniers
temps, ont excité la vive curio.su.e des Prufesse?rs et (l-e
tous ceux qui, dans des sens dlver:s', cherchent & ouvrir
de nouvelles routes & I'esprit humain.

Y .~



APPLICATIONS

I’ANALYSE ET DE GEOMETRIE.

PREMIER CAHIER.

APPLICATION DES PRINCIPES DE PROJECTION ET DU PRIN-
CIPE DE CONTINUITE A LA RECHERCHE ET A LA DEMONS-
TRATION DES PROPRIETES DES FIGURES POLYGONALES
MOBILES SOUS DIVERSES CONDITIONS (*).

INSCRIPTION ET CIRCONSCRIPTION DES POLYGONES PLANS
MOBILES, A D’AUTRES POLYGONES FIXES.

Prorositiox 1. — TaEOREME.

Si un polygone d'un nombre quelconque de cotés se dé-
Jorme de maniére que tous ses sommets parcourent autant de
droites ou directrices fizes, considérées elles-mémes comme
constituant, par leurs rencontres muluelles, un autre polygone

(*) Les Principes dont il s’agit sont ceux du Traité des Propriétés
projectives, partiellement indiqués ou démontrés dans le. premier volume
de ces Applications, p. 116 & 127, 200 & 206, 287, 374, etc., mais qu'on
trouvera développés d’une maniére plus spéciale dans les Cahiers IV et V
de celui-ci.

La plupart des Propositions ci-aprés ont été établies dans le premier
volume, par des procédés mixtes plulot analytiques que synthétiques; il
glagit ici d'un premier essai d’exposition et de démonstration purement
géométriques, desting a faire suite an VI° Cahier du méme ouvrage
&dité en 1862, je veux dire a la deuxiéme partie du Mémoire que je me

. i




2, I CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES

invariable & cotés indéfiniment prolongés; si, de plus, chacun
des cOtés du premier, un seul exceplé, pivote sur un pole oy
point fixe desa direction, le dernier coté du polygonevariable,
celui qui est libre, roulera dans toutes ses positions sup une
seule et méme section conique.

D’abord on démontre d’une manicre trés-simple, a laide de
nos Principes de projection, que la proposition a lieu pour le
cas d'un triangle et de deux poles seulement.

.En effet, soit ABC (fig. 1)1le triangle fixe, abe le wiangle
mobile, p et p’ les poles autour desquels les cotés ac et cb
sont assujetlis 4 tourner; ab sera le dernier ¢oté libre qui dé-
crira la courbe inconnue par ses intersections successives. En
suivant le mouvement de ce cdté libre, on s’apercevra sans
peine qu'il se confond dans cing de ses positions avec les di-

proposais, en 1814, d’adresser 4 I'Académic des Sciences de Saint-Péters-
bourg. Ce fut 1, en effet, T'une de mes vives préoceupations aprés ma ren-
trée en France & Ja fin de celte annde. Dans ces primitives intentions, Pex-
posé des théorémes sur les polygones en général aurait dii étre précédé
@'un complément indispensable concernant les figures polyzonales les plus
simples, extrait de la matiére du 11 Cahier; mais les démonstrations
synthétiques des propriétés de ces derniores figures, en quelque sorte
élémentaives, étant aussi faciles que déja bien connues, j'en ai ajourné la
rédaction, quoiqu’elles formassent un préambule indispensable & celle du
présent Cahier, que je destinais a entrer dans la composition d’un ou-
vrage trés-distinet du Mémoire que j'avais en vue vers la fin de mon s¢-
jour & Saratoff. Ces considérations expliquent et justifient d’ailleurs les
renvois assez fréquents que jai faits ici aux théories du précédent volume
des Applications. -

Enfin, je crois devoir faire remarquer que, dés I'hiver de 1814 4 1815 on
je préparais les matériaux de ce I Cahier, javais pu prendre connais-
sance des tomes T a IV (1810 & 1815) des anciennes Annales de Mathe-
matiques , publiées alors 4 Nimes, ot MM. Gergonne, Servois, Bérard,
Lhuilier de Genave, etc.. se sont exereés avec suceés sur quelques-unes
des questions relatives aux polygones, qui m’avaient déja ocoupé dans les
prisons de Russie; de sorte que je pouvais meltre & profit certaing do leurs
travaux, auxquels d’ailleurs je me suis efforeé de rendre juslice en 1825
dans la Sect. 1V, Chap. 1L du Traité des Propriétés projectives des froures.

Nota. — Dans ce volume comme dans le précédent, les renvois au bas
des pages, & moins d'un avertissement conlraire, datent de I'impression
méme de 1863

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 3
rections indéfinies de AC, €B, Bp/, p'p et ‘pA, fm:mfmt,
comme le montre la figure, un pentagone cn‘conﬁcm. a la
courbe. Supposez maintenant gu’on inserive une conique dans
ce méme pentagone, je dis que le coté libre ab, qui forme

avec les cing autres un hexagone baBp’pAlf, ’sera tangent a
cetle conique, et que par conséquent celle-ci n.est :’mtre que
la courbe sur laguelle roule la droite @b, puisqu’elle sera
enveloppée par les mémes droites ou tang(?ntes: : ?

La conique dont il sagit peut éire rggardee (fig. z.) comme
la projection d’un cercle qui aurait pour centre le pm.m c,con-
sidéré dans l'une de ses positions sur AB’de’veuue dlau?etralle
ainsi que acp et bep’. Soit done formé T'hexagone inscrit

Fig. 2.

1.6.5.4.3.2.1 dont les cing premiers sommets ,snr?m ;u\
points de contact des cOlés successifs AC,’ Ap, _pp', p'B, BG,
et dont le dernier sommet 2 est déterminé en a_bzussum per-
pendiculairement du point de contact 3 la drf)iteiz sur l;a dn?—
métrale ap, et du point de contact 1 la droite 2.1 8ur Pautre

& ites o ¢ /i nent en
diamétrale bp'; car ces droites se rencontrent évidemu

A i
un point du cercle (¢) ou 1.6.5.. ..

¢, si & j ¢ int 2
Cela posé, si 'on mene au cercle (¢), en ce meéme po >
T.

\



4 [* CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES
une tangente formant par sa rencontre avec les directions de
ACet BC, unhexagone circonscrit AbaB p’p, cette tangente se
confondra avec ab; car, en remarquant que 'hexagone inserit
1.2.3.4.5.6 a les cOtés opposés paralléles, il est facile de voir
que les points ou elle coupe les droites BC et CA sont situés
respectivement sur les diamétrales ap et bp’. Done la pro-
jection de ab dans la figure primitive, est aussi tangente i la
conique inscrite dans le pentagone ACBp/p; conséquence,
pour le dire en passant, qu'il edit été plus simple de conclure
de la propriété de I'hexagone circonserit aux coniques, décou-
verte par Brianchon (t. I¢, p. 137).

Pour ramener la démonstration du cas général a celui qui
vient d’étre examiné, je considérerai comme exemple le qua-
drilatére quelconque ABCD ( fig. 3), dans lequel est inserit un

Fig. 3.

autre quadrilatére abed, ayant ses sommets sur les cotés du
premier. Je dis que, si U'on déforme ce dernier quadrilatére de
maniére qu'il reste toujours inscrit dans le premier et que ses
trois cotés ab, be, ed tournent autour des poles respectifs P
P’ et p”, le c01é libre ad roulera dans toutes ses positions sur
une section conique.

Tracez les deux droites pp’, p'p” et la diagonale fixe AC que
vous prolongerez jusqu’a sa rencontre en « avec le ¢6ié be du
quadrilatére mobile; joignez enfin z avec lo premier sommet @
et le dernier d par les droites aa, zd qui couperont respec-
tivement les droites fixes pp’ et P'p”en Pet P': ces derniers
points demeureront invariables pendant le mouvement du
quadrilatére abed.

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 5

Pour le prouver, remarquez que le triangle mobile ab o étant
assujetti @ avoir ses sommets respectivement sur trois droites
fixes AD, AB et AC qui se croisent en un méme point A, et
ses deux cOtés ab et ba élant assujettis a tourner autour des
poles fixes p et p/, son co1é aa resté libre, devra (. I, p. 430)
pivoter dans toutes ses positions autour d’'un troisiéme pole
situé en ligne droite avee les deux premiers p, p', et qui se
trouve par conséquent en P4 Tintersection de ax et de pp'.
En considérant I'autre triangle mobile ¢ad, on prouvera de
méme que son cOté libre ad passe toujours par le point fixe P’
situé sur la droite p’ p”.

11 résulte de la qu'on peut considérer le coté libre ad du
quadrilatére abed comme le troisieme c¢6té d’un triangle aad,
dont les deux autres passent toujours par les poles fixes P, P,
et qui reste inscrit dans le triangle invariable ACD; donc,
d’aprés la proposition précédente, ce troisieme coté ad rou-
lera sur une section conique.

Nous venons de remplacer le quadrilatére par un triangle.
Laméme construction servira évidemment a remplacer un po-
lygone de n cOtés par un autre de n — 1 cdiés; celui-ci pourra
a son tour étre réduit & un polygone de n— 2 cOtés avec n—3
poles : continuant ainsi, on parviendra a assigner deux poéles
fixes autour desquels devront pivoter deux des cotés d'un
dernier triangle dont le ¢dté libre sera le méme que celui du
polygone mobile, et dont les trois sommets s’appuieront sur
les deux derniers cotés du polygone fixe et sur la derniére de
ses diagonales.

Soit par exemple ( fig. 4), ABCDE le pentagone fixe, et abede
celui qui lui est inscrit, ae le dernier ¢dté qui reste libre, Pro-
longez les cotés AE et CD jusqu’a leur rencontre en D', pour
former le quadrilatére fixe ABCD auquel sera inscrit le qua-
drilatére mobile abed. En tracant les lignes marquées sur la fi-
gure d’apres ce qui précéde, on remplacera le pentagone fixe
ABCDE par le quadrilatére ACDE et le pentagone mobile abede
par le quadrilatére aadea, dont les cotés ax et do sont assu-

jettis a pivoter autour des podles fixes P et P’; car il est évident

que la diagonale ad, qui lui est commune avec le pentagone
mobile, aura les mémes positions que dans le premier cas. Si
maintenant I'on reprend ce guadrilatére et qu’on exécute en-



6 1 CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES
core une fois la méme construction, on finira par le remplacer,

comme dans le cas précédent, par un triangle mobile dont e
sera le ¢dté entierement libre, ete.

Remarque I. — Quand les deux derniers poles trouvés sont
en ligne droite avec E, le coté mobile ae, au lieu de rouler sur
une conique, passe évidemment dans toutes ses positions par
un point fixe. En effet, soient AE et ED ( fig. 5) les deux der-

Fig. 5.

niers cotés du polygone en question, AD la derniére diago-
nale, P” et P” les deux derniers poles obtenus situés sur une
droite passant par E; aae étant le triangle mobile, ae sera le
dernier coté libre. Or on sait (1. I, p. 435) que si I'on trace
les droites AP et DP” qui se croisent en O, la droite ae doit
passer toujours par ce méme point O qui, par suile, reste
fixe.

Remarque II. — Au lieu de prendre une position quel-
conque abed (fig. 3) du quadrilatére mobile pour construire
les poles P et 1Y, on pourra choisir celle oit 6 se confond

DES POLYGONES, VARIABLES QUELCONQUES. 7
avec B, ce qui simplifiera la construction. On trouvera de cette
maniére que, pour obtenir P et P, il suffirait de mener par le
point B et par les poles p, p/', p”, les trois droites Bp, Bp’, Bp”,
coupant les cotés respectifs du whngle ADC, en o, o et d,
je suppose, et de tracer ensuite les droites «a’ et ad’ qui,
prolongées, couperaient respectivement aussi pp’ et p’p” aux
deux points P et P" demandés.

Remarque 117, — Faisons connaitre un autre mode de ré-
duction qui sera mis souvent en usage-par la suite.

Soient ABCDE et abede ( fig. 6) les polygones fixe et mobile,
PPl Py P les poles de ce dernier; tracez les droites pp’
et p’p” qui passent Pune par le 1% et le 2° pole, lautre par
le 3¢ et le 4°; prolongez-les jusqu’ileur rencontre en P. Tracez

Fig. 6.

la droite Pe passant par le point fixe P et le 3¢ sommet e
du polygone mobile abede; prolongez-la jusqu’ sa rencontre
en o avee le 1% colé «b. Dans le mouvement du polygone
anobile, les cotés du triangle «be tourneront autour des trois
poles p, p' et P qui sont en ligne droite; done le sommet «
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déerira une autre droite passant par Uintersection B des lignes
BA et BC directrices des sommets b et ¢ de ce triangle.
Pareillement, si vous prolongez P ¢ jusqu’a sa rencontre en 8
avecle 4° ¢61é de du polygone mobile, le point 8, différent de o,
se mouvra sur une droite CS passant par le sommet C. Ainsi
le pentagone mobile abede sera remplacé par le quadrilatdre
mobile azBea dont les trois poles seront p, P, p” et dont les
sommets variables e, 8 parcourront les droites fixes Bo et G,
les sommets a et e déerivant toujours les directrices AR et DE,
Cette construction sappliquera évidemment aux cing pre-
miers cOtés d’un polygone quelconque de n sommets, ainsi
remplacé par un polygone de n—r cdtés, lequel pourra étre
a son tour remplacé par un autre de 7 — 2 cotés, et ainsi de
suite jusqua ce qu'on arrive & un dernier quadrilatére avec
trois poles, auxquels la construction s’arrétera; car elle exige
au moins quatre poles. On sera done obligé d’avoir recours i
la transformation que nous avons d’abord fait connaitre pour
ramener la question au cas du triangle avec deux poles.
Cette premiére transformation est, comme on voit, préférable
a la seconde en ce qu'elle ne souffre aucune exception; elle
sapplique d’ailleurs au cas ot les poles p, p', p”, etc., sont
tous ou en partie en ligne droite, tandis que Pautre n’a pas le
meéme avantage.

Bemarque générale. — 8i les poles sont tous en ligne droite,
il est plus simple de se servir du procédé direct que nous
allons faire connaitre, pour découvrir les deux derniers poles
sans étre obligé de recourir 4 des poles auxiliaires.

Prenons pour exemple ( fig. 7)1e cas du pentagone et dési-
gnons les mémes points par lesmémes lettres. Prolongezle pre-
mier c0té mobile ab jusqu’a sa rencontre en o avec le troisieme
c0té ed; les trois poles p, 2’5 p” éant en ligne droite, le som-
met e du triangle « be parcourra une droite fixe & B passant par
le sommet B (1. T, p. 430) : ainsi voili déja le pentagone abede
remplacé par le quadrilatére acde, dont les trois poles p, p”
et p” sont en ligne droite. Pareillement, si vous prolongez le
premier coLé mobile o de ce quadrilatére jusqu’a sa rencontre
avec le troisiéme cdté de en B, le sommet  du triangle mo-
hilq Bad parcourra une droite invariable B/ passant par le
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point de rencontre / des deux directrices fixes «B et CD de
ce triangle, puisque (ibid.) les trois pdles p, p”, p”, autour
desquels tournent ses cOtés, sont en ligne droite (*). !

Ainsi le pentagone abede se trouve remplacé par le? triangle
mobile Bae, dont les sommets sappuient sur les droites fixes

Fiig‘ 7

S

AE, ED, B, et dont deux cotés a3 et e 5 tournent autour des
poles p et p”; donc le troisiéme coté libre ae de ce triangle
ou le cinquieme du pentagone abede roule sur une conique;

(*) On peut remarquer que, quand les cotés du polygone fixe passent
par un méme point, les peints de rencontre de deux cotés quelcon_ques
ou de deux diagonales, ou enfin d’un coté et d’une diagonale, décrivent
autant de lignes droites Lhuilier (Eléments danalyse géométrique, etc.)
en donne la démonstration pour le cas ou les poles sont sur 'un des cotés
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celle-ci se réduirait évidemment 4 un point dans le cas ou la
droite qui contiént tous les poles passerait par le dernier som-
met E du p(}lygone fixe. Ainsi on pourra reconnaitre ceite
circonstance au premier abord (=)

I est évident que, quel que soit le nombre des poles don-
ucs, les conséquences précédentes auront toujours lieu; si
donc on fait attention que le troisicme sommet 5 du dernier
triangle se trouve toujours i la rencontre du premier coté ab
et du dernier de du polygone mobile, on pourra en conclure
cetle proposition générale :

Provosirioy I, — Tuiiorine.

8i tous les cotés dun polygone mobile sont assujetlis &
tourner respectivement autour d'un méme nombre de poles
Sizessitués en ligne droite, el si, en méme lemps, on contraint
tous les sommets, o Cexception d'un seul, a parcourir des
droites fixes, le dernier sommet resté libre parcourra dans le
mouvement général une seule et méme ligne droite.

e e
de ce polygone; mais sa démonstration (woir § 53, p- 107) suppose que,
les cotés fixes restant quelconques, les diagonales passent néanmoins par
des points situés sur la droite des poles; ce qui n'a lieu que quand les
€0lés directeurs concourent en un méme point (a).

(Nate du manuserit de 1815.)

(%) Méme chose aura lieu quand il arrivera que 4 passe par le som-

et E du polygone fie ( /g, 7). (Note ancienne. )

() Simon Lhuilier, de Genéve, esprit étroit au point de vue de la Géomeétrie
de Descartes et Leibnitz, de Desargu

Pascal, de Monge et de son Ecu]c, d'un
vigorisme lent et épineux i 1a man

commentateurs ou interprétes d’Eu—
clide, d’Apollonius et de Pappus, je veox dire des Fermat, des Halley, des Robert
Simson, des Playfair, ete.; Lhuilier eut 1° signe bonheur dinitier & Vdnalyse
geametrique et algébrique, lesens naturellement droit et mathématique de Sturm,
homme maodeste jusqua la timidité, que jai appris & aimer, & estimer depuis
1845, oli, encore inconnu, il éerivait dans le Bulletin des Sciences de Férussae, an
prix annuel de 1500 franes; mais Lhuilier avait aussi inspiré a notre illustre
confrére de fortes préventions contre 1e principe, la loi de continuité. Ces pré-
ventions avaient pour point de départ une objection plus spécieuse que juste,
menti ée dans 1a Pol. ¢ étrie (p. g8 a 100) publiée dés 178¢ par le savant
professeur de Genéye, et qui.repose sur un cas d'indétermination relatif 3 un
probléme de Géométrie statique, dont los exemples pourraient &tre variés a

volonté, et qui se rattachent a des causes, & des considérations infinitésimales
bien connues. .
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Dans le cas ot toutes les directrices rectilignes concour-
raient en un méme point, la droite parcourue par le sommet
li serait aussi e point.
libre passerait aussi par ce point i :

APIE;S avoir examiné le cas ol tous les poles sont en l’lgni
droite, nous allons nous occuper de celui ou, les poles e}:m
quelconques, toutes les directrices fixes passent par gll meéme
point; ce qui nous donne lieu de démontrer la proposition

: 0
suivante :
Prorostrion I11. — Tugorkne.

ygor ile abed... (fig. 8)
Si tous les sommets d'un polygone mobz.le a (",ﬁ,iou_
sont assujettis & parcourir autant de zlrozte;s ﬁ;:;i: ad l:ex
; 3 1 oy
¢ A, et si de plus tous les ¢cOtés,
rant en un méme pont A, o
ceplion d’un seul, doivent tourner constarnmenf‘ autour d .
poles fizes p, p's p’s..., le dernier coté libre ad pivolera aussi
lans toutes ses posilions sur un méme point fixe m,
N drilatére abed de cette
Nous prendrons pour exemple le quadrila ¢ el
Jig. 8. Soit tracée la diagonale ac jusqu’au point P de la dr
g. 8.

Fig. 8.

qui joint les deux poles p et p/, je dis que cefte d]aﬁ‘ﬂ:mii
passera dans toutes ses positions par le point P. En_ ede ‘{w;
triangle mobile abe, dont les sommets parcqurent trm?l ro d(:
AB, AC, AD concourant en un méme point, ayant eu)x 'r%
ses cOtés ab et be qui tournent autour t?e.s‘ puleé r'es%ucub;'
p et p', sera par la méme tel, que son trols;eme‘cot'.e li {i :
tournera aussi autour d'un pole fixe, lequel, situe en 1,,@

droite avee les deux autres, se confondra avee P. On démon-
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trera d’une maniére semblable que le triangle suivant aed,
dont deux ¢dtés ac et ed passent par les poles fixes P et P, est
tel, que son troisieme co1é ad passe aussi, dans toutes ses
positions, par un dernier pole fixe =, situé A Ia rencontre
de ce méme coH1é avec Ia droite Pp” qui joint les deux autres
poles fixes.

Remarques diverses. — On voit que, non-seulement le der-
nier ¢6té libre ad du polygone tourne autour d’un point fixe,
mais qu'il en est ainsi encore pour chacune des diagonales
qu'on peut mener d’un sommet 4 un autre.

D'autre part, la démonstration précédente s'étendant i un
polygone gauche quelcongue assujetti aux mémes conditions,
on en conclut que, pour ceé cas encore, le dernier e6té libre ot
les diverses diagonales tourneront autour d’autant de points
fixes situés dans Tespace ainsi que les directrices conver-
gentes (*).

Dans le cas particulier ol les différents points fixes p, p’,
P”s-+-, considérés comme poles, seraient situés en ligne droite,
le pdle 7 et tous ceux des diagonales seraient aussi situés sur
cette méme droite.

Enfin, il est visible encore (1. 1, p- 138 et 140), que si on
prolonge le premier c616 ab et le dernier ed du polygone mo-
bile jusqu’d leur rencontre en «, ce sommet libre du nouy eau
plolygnn(_: parcourt, en vertu du mouvement général, une sec—
tion conique, qui se réduira & une droite dans le cas ott tous
tes poles seront eux-mémes situés en ligne droite (Prop. II).

Remarque générale.

Les‘ propositions précédentes renferment la solution de ce
probléme : « Dans un polygone donné, inscrire un autre poly-
gone dont les cotés passent par des points aussi donnés. » La
consu'.uclion s'exécutera par la régle seulement, dans les deux
cas suivants :

ooy : .
1° Quand leg points donnés seront situés en ligne droite :

memne et o Mlain el & 4 0

(%) D'aprés une remarque consignée a la page 504 ‘du I volume (Ap-
l)IT].(mS’) par M. Mannheim, la position de tous ces points ou poles fixes
est indépendante de celle du point de concours A des directrices

I

SxTp

=

£E
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en laissant libre I'un des sommets du polygone cherché, et fai-
sant abstraction du cdté correspondant du polygone donné, il
arrivera (Prop. II) qu’en déformant ce polygone de toutes les
maniéres possibles dans ces conditions, le sommet libre par-
courra une ligne droite qui, par son intersection avec le coté
supprimé du polygone fixe, donnera la position d’un sommet
du polygone inserit, d’ou 'on conclura tous les autres;

2° Quand le polygone donné s'évanouit ou que les direc-
trices concourent toutes en un meéme point, les poles fixes
par ou doivent passer les cotés du polygone cherché étant
d'ailleurs quelconques, on fera pour un moment abstraction
du dernier pole, et Uon regardera en méme temps comme
libre, le coté du polygone cherché qui doit passer par ce péle;
alors, en déformant & volonté ce polygone d’aprés les condi-
tions énoncées, le coté libre pivotera dans toutes ses posi-
tions autour d’un point fixe (Prop. 1I), et la droite qui joindra
ce point avec le pole dont on a fait abstraction donnera la po-
sition de I'un des cdtés du polygone cherché, au moyen de
quoi on trouvera successivement tous les autres cotés.

Corollaire I.— Quand le polygone abed..., au lieu de s’ap-
puyer sur autant de droites différentes concourant en un seul
point qu'il a lui-méme de sommets, s’appuiera seulement
sur deux lignes droites quelconques, de facon que ses som-
mets successifs reposent alternativement sur l'une et sur
Pautre de ces droites, la Proposition HI, que nous venons
de démontrer, pourra encore lui étre appliquée; en sorte que,
si tous les cotés, excepté un seul, tournent autour de poles
respeclifs, le dernier coté pivotera lui-méme autour d’un
pole, qui se trouvera en ligne droite avec les autres quand
ceux-ci seront également disposés en ligne droite.

Corollaire 11. — Dans la méme supposition de deux direc-
trices uniques, si on laisse libre un sommet «, tous les cotés
étant assujettis a tourner autour de poles respectifs, ce som-
met libre parcourra une section conique, qui se réduira a
une simple droite dans le cas ol tous les poles seraient eux-
mémes situés en ligne droite.



14 I** CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES

; DES POLYGONES MOBILES INSCRITS OU CIRCONSCRITS
| = A UNE SIMPLE CONIQUE ET A D’AUTRES POLYGONES. g

Prorositiox IV. — Lenue.

8t un triangle azy ( fig. 9) est inscrit & une section coni-
que (0), et qbon le déforme en assujetiissant deux de ses cotés
ax el oy a tourner autour de poinis fixes p et p’ comme péles,
le dernier cO1é xy resié libre, roule dans toutes ses positions

Fig. 9.

sur une aulre conique tangente @ (0) auz points t et i ow elle
est rencontrée par la droite des poles pp'. En d’autres termes, '
st le sommet o d’un angle mobile est assujetti & parcourir une
section conique (0), tandis que ses cOiés pivolent respective~
ment autour de poles fixes, la corde xy sous-tendue par Uangle
dans la courbe roulera sur une autre conique.

En effet, la figure peut étre remplacée par une autre dans
laquelle la conigue (0) devient un cercle et la ligne droite pp’

Fig. 1o,

passe a I'infini ( fig. 10); dans cette nouvelle figure, les cotés
de langle se meuvent parallélement i eux-mémes, et par
suite cet angle est constant ; done aussi la corde sous-tendue

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 1h
'y  roule sur un cerele concentrique au premier (0); dou
suit la proposition énoneée. j
On voit de plus (fig. 9), que, quand le sommet « est situé
sur la droite pp’, en # par exemple, la corde zy se confond
avec la tangente en ¢ a la conique (O); par la méme raison
elle se confond aussi avee la tangente en ¢ quand « est en ¢,
En outre, on peut sassurer que dans cette fig. g, Venve-
loppe de xy est renfermée dans la courbe (0); par suite, elle
ne saurait toucher les tangentes en ¢ et ¢/ en dehors de (0);
done elle les touche aux points ¢ et ¢ eux-mémes, et, par
conséquent, elle touche aussi en ces mémes points la courhe
(0), comme nous lavions énoncs.

Remarque. — Cette conséquence résulte immédiatement de
nos Principes (1. I*f, p. 424 ), mais j’ai préféré en donner une
démonstration directe afin de faire en quelque sorte la vérifi-
cation de ces Principes par un exemple sensible.

Prorosition V. — Lguuz.

Imagines ( fig. 11) quon méne & la courbe (0) des langentes
aux sommets z, y, « du triangle mobile inscrita cette courbe :

on formera un triangle circonscrit XYA, dont les sommets X
et Y parcourront respectivement deux droites ayant pour poles
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p' et p, lesquelles passeront par le point / ol se coupent les
'Langenies th et ¢k mendes aux extrémités de la droite des
poles p, p'. Quant au troisieme sommet A qui correspond au
cOté 2y du triangle inscrit, il restera libre et parcourra une
nouvelle section conique tangente en ¢ et ¢’ & la proposée.
On se rendra raison de tout cela en se reportanta la fig. 1o,
qui est la projection de celle-ci; il est visible, en elfet, que,
tandis que la corde variable 2’y roule sur une circonférence
de cercle concentrique au cercle (0), le point A ol se coupent
les langentes menées aux extrémités 2/, ' de cette corde,
décrit par le méme mouvement une troisieme circonférence
concentrique aux deux premiéres.

Remarque. — Quand la droite pp’ qui passe par les poles
p et p’ ne rencontrera pas la conique (0), ou, ce qui revient au
méme, quand le point & correspondant serasitué dans Uintérieur
de cette courbe, les points de contact #, ¢/ qui lui soni com-
muns avec celles considérées ci-dessus n’existeront plus, et par
suite ces courbes s’envelopperont les unes les autres sans se
toucher. Néanmoins elles se comporteront entre elles comme
si-elles se touchaient effectivement (t. I, p. 200 & 208); cir-
constance qui offre une application remarquable de tout ce que
nous avons dit en général (ibid., p. 425, etc.) sur les relations
projectives des figures, et nous présente en méme temps
Pexemple de deux courbes qui ont une corde commune
existant géométriquement sans, pour cela, avoir aucun point
commun.

Le point / est ici visiblement le pole dé la droite pp’; cest
aussi le sommet de 'angle des deux directrices kY et #X de la
courbe des points A.

Prorosirioy VI. — Lewue.

Soit loujours ( fig. 12.) le triangle mobile azy inscrit dans la
conique (O) et dont les cOlés o et oy passent par les poles p
et p', si d'un point quelconque A de cette courbe, on meéne
deux droites Az, Ay auz extrémités de la corde mobile zy et
quon prenne les points P et P’ ow elles coupent pp' pour nou-
veauz poles des cdtés Az, Ay de Uangle A, la corde xy sous-

OSSR
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tendue par cet angle dans la courbe roulera sur la méme section
conique que la premiére.

Ln effet, les deux enveloppes auront la tangente zy en com-
= mun, et de plus, elles toucheront la courbe (0) aux deux mémes

Fig. 12,

points ¢, ¢, ce qui ne peut ayoir lieu sans qu’elles se confon-
dent. Cela se démontre plus facilement encore sur la fig. 10.
11 est visible en effet que I'angle '2'y’ de cette figure, peut
étre remplacé par tout autre angle ayant son sommet sur la
circonférence (0 ), par conséquent de méme mesure, de sorte
quen faisant mouvoir ses cotés parallélement 4 eux-mémes,
la corde zy correspondante roulera exactement sur la circon-
férence décrite par celle du premier angle.

Corollaire 1. — On peut (fig. 12) se donner le pole P a vo-
lonté sur pp’; on en conclura le correspondant P’ en tracant
un triangle arbitraire 2y an moyen des deux premiers poles p
et p’, joignant ensuite P par une droite Pz qui donnera le
point A, enfin tracant par A et » la droite Ay qui coupera pp’
en P’ au point demandé.

Corollaire I1.— Cette derniére remargue nous montre que si
les trois premiers cOtés yo, ax, A d’un quadrilatére yaz Ay
inscrit & la courbe (O), passent par trois poles fixes p/, p et P
situés en ligne droite, le quatriéme coté Ay passera aussi dans
toutes les positions correspondantes, par un quatrieme pole
inyariable P’ de cette ligne droite.

Corollaire I11. — De méme qu’il y a une infinité de couples
de poles p et p’, P et P, ele., au moyen desquels on peut
11 o)
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obtenir I'enveloppe des cordes y, il y a aussi une infinité de
systemes de directrices correspondantes /Y el kX ( fig. 1) qui
peuvent déterminer la section conique parcourue par le point
A; mais tous ces systémes ont le point & commun. On pourra
se donner a volonté I'une d’elles % Y’, pourvu qu’elle passe par
le point /3 pour obtenir sa conjuguée /X', on circonscrira
a la courbe (0) un triangle quelconque YAX sappuyant sur
les deux premiéeres /Y et /X qui sont données ; le sommey A
sera un point de la courbe correspondant & ces directrices.
On formera avec les deux mémes cotés AY, AX adjacents au
sommet A, un nouveau triangle AY’ X' circonscrit a Ia coni-
que, et ayantun de ses sommets Y’ sur la droite donnée Y'fr,
le troisiéme sommet X’ de ce triangle sera un point de la di-
rectrice /X’ conjuguée a FY’.

On peut remarquer qu’a un méme pole P ou & une méme
directrice kY’ il en correspond toujours deux autres.

Prorvosition VII, — Lewue.

La courbe sur laquelle roule la corde variable zy (fig. 11
et 13) se réduira & un point quand, dans une de ses positions

Fig, 13.

\'.

7//01\
S \l =

pour laquelle le triangle correspondant xyo subsiste, cette
corde zy passe par le pole Ik conjugué (1. 1, p, 440) a la droite
PP's qui joint les pivots p et p' des deuz cOiés ax et ay de
langle o.

En effet, si, dans ceite circonstance, 'on met la figure en pro-

T
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jection, de maniére que la courbe (O) devienne un cercle et que
la droite pp’ passe & I'infini, il est visible (fig. 10) que le
pole & deviendra le centre O de ce cercle; or la droite s
passant par hypotheése par ce point, 'angle 2'a'y’ correspon-
dant sera droit; donc en faisant mouvoir ses c6tés paralléle-
ment a cux-mémes, le sommel A restant toujours sur le cercle
(0), la corde 2’y passera constamment par son centre; done
aussi sa correspondante xy (fig. 13) pivotera sur le point ,
projection de ce centre et pdle conjugué a pp'.

Remarque. — On ne peut pas prendre arbitrairement les
deux poles p et p’ sur la droite polaire de /; mais si Uon se
donne sur cette droite 'un d’eux, p par exemple, on trouvera
toutdesuite I'autre p qui lui correspond, ainsi qu’il suit : tracez
arbitrairement wy- passant par le pole % de la polaire donnée
Pp'; joignez px qui donnera o, tracez enfin oy qui vous don-
nera le point p’ cherché. On obtiendrait ce méme point en
joignant p & y pour obtenir o, et ensuite o' 4 z; cela paraitra
évident si 'on considére la projection ( fig. 10). Il n’est pas dif-
ficile de sapercevoir que les points p et k sont, & I'égard du
troisieme p’, ce que les poles p et p’ sont & I'égard du pre-
mier %, en sorle que p’ est le pole conjugué de la droite ple;
par la méme raison, p est le pole de kp'.

Corollaire. — De celte derniére remarque il suit que « si
» trois points pris sur le plan d'une conique sont tels, que
» I'in d’eux pris & volonté soit le pole de la droite qui joint
» les deux auatres, on pourra inscrire dans la section conique
» une infinité de triangles, dont les cotés passent par les trois
» points en question ».

Toutes ces remarques ont leurs analogues quand on consi-
dére un triangle AXY ( fig. 11) circonscrit & une section co-
nique (0) et dont deux sommets XY sont assujeltis i parcourir
des directrices fixes /Y et /X : ainsi par exemple, on a la pro-
position suivante.

Prorosition VIIL. — Leyne.

Soit (0), Jig. 14, une section conique, kY et kX deux di-
rectrices situées sur son plan el tellement choisies que chacune
2.
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d’elles passe par le pole conjugué a Uautre, le troisieme som-
met o d’un triangle axy circonscrit & la courbe et dont les
deux autres sommets parcourent ces directrices, zlécrir.a dans
toutes ses positions une ligne droite «t't, polaire conjuguée
& leur point d’intersection k.

Il est visible, en effet, que dans notre supposition, si I'on
détermine la droite ¢/ polaire du sommet /£ des deux direc-
trices, le point p ol elle coupera I'une d’elles kY serale pole
de Pautre £ X ; or, il n’est pas difficile de s’assurer, en consi-

Fig. 14.

dérantles diverses positions du sommet libre 2 du triangle 2y a,
qu’il coincidera dans I'une d’elles avec le point p; done la
section conique, décrite en général par o, devant i la fois con-
tenir ce point et les points de contact ¢ et ¢ (Prop. IV et V)
en ligne droite avec p et p/, elle se confondra tout entiére avec
cetie droite.

Remarque. — 1l résulte de ce qui précéde un paradoxe assez
singulier; puisque la courbe parcourue par le point « doit en
général toucher la courbe (0) aux deux points ¢ et ¢/, quand
ces points existent réellement, il §'ensuivrait que la droite ¢¢/

i L
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décrite par le sommet o dans le cas actuel devrait aussi toucher
la courbe en ces points, ce qui semble au premier abord une
absurdité; mais, en y réfléchissant, on verra que la droite ¢
ou pp’ est en quelque sorte la limite des hyperboles qui,
susceptibles d’éiwre décrites par le point 2, toucheraient la
courbe aux points ¢ et ¢/, de sorte que les deux parties de v
situées en dehors de cette courbe peuvent ére considérées
comme appartenant. aux deux branches de I'une des hyper-
boles en question, dont les asymptotes, infiniment voisines
P'une de Pautre, se confondraient avec les prolongements
de #¢'. En effet, les points £ et ¢/ sont des espéces de limites
que le point & ne saurait franchir, puisqu’il ne peut jamais en—
trer dansla conique; la partie 2/ de la droite pp’ ne satisfaisant
réellement pas a la condition qui définit les sommets .

La construction des lignes courbes et la géométrie descrip-
tive offrent mille exemples de circonstances semblables. Elles
se reproduisent, en général, toutes les fois que la courbe dé-
crite par un point mobile, se trouve abaissée & un degré infé-
rieur par quelque condition particuliére.

Prorosirioy IX. — THiEORENE.

Un polygone, abed... [ ( fig. 15), étant inscrit dans une co-
nique, si on le déforme de toutes les maniéres possibles en

- Fig. 15.

4f

assujettissant & pivoter aulour de poles respectifs py pli...,
lous ses cotés a l'evception d’un seul, af, qui restera libre, ce
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dernier ¢0té roulera sur une section conique tangente en deux
points & la proposée.

Considérons d’abord le pentagone abede formé par les quatre
premiers cotés du polygone en question et la diagonale ae qui
joint son premier et son cinquiéme sommet. Par les poles p
et p’ faites passer la droite pp/, joignez pareillement les poles
p’ et p” par la droite p”p” qui prolongée coupera la premicre
en P’. Par ce point P’ et le sommet ¢, faites passer la droite
P'cx qui coupera la courbe en un second point x, tracez
enfin @z qui viendra couper pp’ en P, vous {ormerez le qua-
drilatére mobile abez, dont les trois premiers cotés passeront
par les trois poles p, p’ et P’ situés en ligne droite; donc
(Prop. VI, Coroll. II) le quatriéme cO1é ax passera par le qua-
triéme pole fixe P situé sur la droite pp’. Si vous. tracez pa-
reillement ze qui coupera la droite p”p"” en P”, vous formerez
le quadrilatére @ede dont les trois premiers cOtés passent par
les trois pdles I, p” et p” situés en ligne droite; done le qua~
trieme cO1é mobile xe passe aussi dans toutes ses positions
par le pble P” situé sur la droite p” p”.

Ainsi le cinquiéme c6té ae du pentagone abede se confond
constamment avec le coté libre du triangle inscrit aze dont
les deux autres cOtés za et ze passent par les poles respectifs P
et P”; done le polygone abedef que nous considérons peut éire
remplacé par axef, qui a deux ctés de moins et dont tous les
colés, excepté le dernier af qui leur est commun, tournent
autour de poles respectifs.

En traitant ce nouveau polygone de n — 2 cotés et de n— 3
poles comme le précédent, on le remplacera par un autre de
n—14 cotés et de n—=5 poéles, et en continuant ainsi on par-
viendra a remplacer le polygone proposé par un dernier de
trois ou quatre cotés avec deux ou trois poles, selon que le
nombre de ses cotés sera impair ou pair.

Cette construction exigeant qu’il y ait au moins quatre poles,
clle ne pourra pas servir 4 remplacer le quadrilatére par un
simple triangle. La suivante remplira ce but :

Soit abed ( fig. 16) 1e quadrilatére dont il s'agit; p, p’ et p” les
poles de ses trois premiers cotés; on tracera la droite pp’ pas-
sant parles deux poles p et p’; on tracera pareillement la droite
PP qui a p” pour pole, laquelle prolongée, rencontrera la

o
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premiére en P’; on joindra P’ et e, ce qui donnera x; enfin
on tracera les droites z et #d qui couperont pp’ en P et P’ P”

Fig. 16.

polaire de p” en P”. Je dis maintenant que, pour toutes les
positions possibles du quadrilatére mobile abed, ax et 2d pas-
seront constamment par les poles P et P” déterminés comme
on I'a expliqué ci-dessus.

En effet, en considérant le quadrilatére abex dont trois
cOlés passent par trois poles p, p’, P/, situés en ligne droite,
on verra encore que le cOté libre ax doit passer constam-
ment par le quatriéeme pdle fixe P situé sur la méme droite
(Prop. VI, Coroll. I). Puis, considérant le triangle mobile caxd,
on démontrera sans peine, a l'aide des remarques déja pré-
sentées ci-dessus (Prop. VII), que le coté libre 2d de ce trian-
gle doit passer constamment par le point P”; done aussi le
quadrilatére mohile abed peut ére remplacé par le triangle
axd dont deux cOtés ax et xzd passent par des poles fixes et
dont le troisitme ad, qui est resté libre, se confond avee le
quatriéme coté du quadrilatére.

Done enfin, quel que soit le polygone considéré, 'on par-
viendra toujours, par des constructions successives, a déter—
miner les deux poles d’un dernier triangle dont le c6té libre
prendra successivement toutes les positions du ¢6té libre du
polygone primitif, et par conséquent (Prop. 1V), ce dernier
c6té roule sur une section conique qui touche la proposée en
deux points, lesquels se trouveront, comme on I'a vu, & I'in-
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tersection de cette courbe avec la droite qui joint les deux
derniers poles trouvés.

Voici un autre théoréme qui est la conséquence immédiate
de celui que nous venons de démontrer.

Prorosrrion X. — THEOREME,

.Quanr‘l un polygone ABCD. . . o ( fig. 17) est en méme temps
circonscrit & une vonique (0) el inscrit dans un polygone
MNPQ..., & Uexception d’un de ses sommets o resté libre, si
l"on vient & le déformer de toutes les maniéres possibles
d’aprés ces conditions, le sommet libre o parcourra dans ses
diverses positions une méme conique touchant la proposée en
deuz de ses points.

Joignant successivement les points de contact des edtés du
polygone mobile par des lignes droites ab, be, ed,. . ., on for-
mera un polygone inscrit abed..., mobile comme le premier,
el dont tous les cOlés seront assujettis 4 passer par autant de

Fig. 17.

points fixes qui seront les poles des cotés correspondants du
polygone fixe donné MNP...., excepté un dernier cété ae
cm'respo’ndant au sommel o et restant libre avee Iui. Or noﬁs
avons dt’smomré (Prop. IX) que ce polygone ])OLIV:li,L étre
remplacé par un triangle mobile dont deux cotés passeraient
pi"‘,d?s points fixes ou pivots faciles & assigner, et dont le
coté libre se confondrait avec le dernier cOLécrze (,in polygone
abed. . .; donc le sommet #, qui correspond a ce c«frt'é,npar;

e
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courra une section conique (Prop. V) touchant la courbe (0)
en deux points. :
Remarque. — Un cas trés-remarguable des Propositions
précédentes est celui ou tous les points p, Py p’se- -, soNt en
ligne droite; alors le polygone MNP... (fig. 17) cesse de sub-
sister, parce que tous ses cdtés directeurs concourent en un
point unique, lui-méme éviderment pole de la droite pp'p”...,
qui renferme les pivots du polygone inscrit abede. .. Nous allons
maintenant nous proposer I'examen de ces circonstances parti-

culiéres.
Provosirioy XI. — TifonkME.

Si tous les cOtés d’un polygone abed. . .f (fig. 18) inscrit
@ une conique, pivotent sur les poles respectifs p, Pl Plas s
situés en ligne droite & Uexception du ¢oté af qui reste libre,
ce dernier cOté passe dans toules ses positions par un dernier
pole situé sur la droite qui contient les premiers, quand loute-
fois ceum~ci sont en nombre impair.

Considérons pour exemple le cas particulier de cinq poles
Py Pl s P pr donués en ligne droite. Soit tracée la diago-
nale ad qui forme avec les trois premiers cotés le quadrila-
tére inscrit abed, les trois cotés ab, be, od passant par des

Fig. 18.

poles p, p' et p” situés en ligne droite, il arrivera que le qua-
tridme cOLé ad passera aussi dans toutes ses positions par un
méme pole P situé sur la droite pp'p” (Prop. VI, Coroll. 1)
Tn considérant le quadrilatére suivant adef, on prouvera de
méme que son cdié libre af tourne dans toutes ses positions
autour d'un pole P’ situé sur la droite pp'p”..., comme il
s'agissait de le démontrer.

Or, il est visible que Ta méme démonstration Sappliquera a
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tout polygone d'un nombre de cotés pair avec un nombre
impair de poles; car on pourra toujours le partager en plu-
sieurs quadrilatéres par des diagonales partant du point « et
qui tourneront dans toutes leurs positions, autour d'autantg de
points fixes situés sur la droite des poles; done la proposition
énoncée a lieu dans toute sa généralité.

Corollaire I. — Dans le cas ot le nombre des cotés du poly-
gone inscrit serait impair et o, par conséquent, celui des
poles, toujours en ligne droite, serait pair, le dernier coté ne
lournerait plus autour d’un point fixe, mais il décrirait, comme
dans le cas général, une section conique touchant la pro-
posée aux deux points ¢ et ', ol celle-ci est rencontrée par la
droite des poles B T )

En effet, si 'on consideére le dernier triangle afe formé par
le cOté libre, le dernier coté fe qui tourne autour d’'un pole
fixe p et la derniére diagonale ae de ce polygone, il est évi-
dent qu’en retranchant ce triangle du polygone entier, il res-
tera un polygone qui rentrera dans le cas précédent. Donc le
dernier coté de ce polygone ou la diagonale ae du proposé
lourne dans toutes ses positions autour d’un pole situé sur la
droite pp'p”..., d'ou I'on conclura que le edté libre af du
triangle aef’ roule sur une conique (Prop. IV) touchant la
Proposée aux points ¢ et £/,

Lon voit par ce que nous venons de dire, qu’on aura tout
de suite les deux poles du triangle mobile aef’ dont le coté af
engendre la courbe; car 'un de ces poles p'v est donné, et
Pautre s'obtiendra en prolongeant la diagonale ae jusqu'a sa
rencontre avec la direction pp'p...

Corollaire IT, — N suit encore de ce qui précéde, que
toutes les diagonales de rang pair d'un polygone inserit, tour-
nent par Peffet du mouvement général, autour dautant de
poles situés sur la direction PP'p", et que toutes celles d’un
rang impair roulent sur deg sections coniques qui touchent
la proposée aux deux mémes points £ ef ¢/ (€
e e

e e e R LR G

(*) Nous avons déja donné une démonstration géométrique directe et
générale de la Proposition précédente, aingi que de celle qui suit, dans le
IV® Cahier des anciennes No(es (0.1, p. 208).  (Manuscric de 1814.)

i

s o i1

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 27

Prorosirion XII. — TrkoriMe.

Quand tous les sommets d’zfn 1)((73'330)22 :Zf;l;e til:’cgfl;
(fig. 19), circonscrit & une conique i £ e mspe;‘—
n se | reste libre, & parcourir autant de drot 4
;ll:jess(l]ﬁ\ld, {igli*, KPs-.., conc};umnt .toufes en unl{n;émf; {)(,D,lt):[]i(;
le dernier sommet o parcourra lui-méme une lgneSi b
passant par le point de concours K des prffmzéres, : .{e i
le nombre des c0tés de ce poly-go;ze es.[ pair, ot qu
des directrices KM, KN,. .. est_ impair. . S

Eneffet, formez le polygone inscrit [tbc. ef, n? DL
mets les points de contact du polyg.one t:wconscr lét ey
pas difficile de démontrer que 1.3[].(115 qu un_;})m]r; c@;é e
lygone circonscrit parcourra la directrice KM, le

Fig. 19.

.l‘»ol.)'gune inscrit qui lui mr'respontl t,(jﬁul‘llm‘i.l uchrfi:llacll]cul;ll)o:n;
fixe p; donc tous les cOte§ d.u polygo.ne“xlnsorwspond ik
Pexception du edlé af, resté hbrr-? puisqu’i C 61m5 L
pivoteront chacun autour d’un point ﬁx.e, el ces P i
Gvidemment situés sur une méme droite, pmstlléﬁl e
laires respectives KM, KN,..., se coupent en l.IIl. s i
point K; de plus, il est visible que ce dernier |
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pole. conjugué a pp'p”. .. Donc, puisque le nombre des pivots
en Il)gne droite du polygone inscrit est impair, son coté libre
af.(l rop. XI) pivotera dans toutes ses positions sur un méme
point P, de ln.drone fixe pp’p”. .., qui renferme tous les au-
tres, et par suite, le sommet o« qui lui correspond parcourra
;:omme tous les autres sommets du polygone circonserit uné
s : : = i o S ¢l
igne droite Ke, laquelle passera évidemment par le point K.

Coro.[lm're. — Quand le nombre des cdtés du polygone cir-
conscrit est impair, on prouye, a l'aide de la l‘roposi:iou ré-
cedfeme (Coroll. I), que le sommet « parcourt une secrt)ion
conique touchant la courbe (0) aux deux points de contact
des tangentes menées du point K & cette courbe. (

HRemarque. —Nous ne nous attacherons pas a démontrer
toutes les conséquences particuliéres des propositim;s précé-
dentes, qui sont aussi intéressantes que multipliées, & Cﬂl;;e
de Ia'gmnde facilité avec laquelle ces conséquences ])t;urr:;ienl
se déduire des propositions générales auxquelles elles cor-
respondent; nous nous hornerons i faire observer, que ces
p‘ropositions auraient encore lieu dans le cas ou dcu": i)u lu;
sieurs pdles se réuniraient en un seul comme dang c;,‘luli)o‘l
une ou plusieurs directrices se confondraient en L.lﬂ(’ ‘seulel

.SOII, par exemple, le quadrilatére abed inscrit dans L’l[’lO CO:
nique (0), fig. 20; si Pon fait mouvoir ce ([LlaLlI‘ilﬂléPC en

Fig  20.
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assujetti s eOLés .
b [Je ,:gz?m se.s cotes Opl}mscs ab et cd i passer constamment
e point fixe pp”, tandis que le coté be est astreint i
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pivoter autour de p’ comme pole, il en résultera que le qua-
tritme edté ad, resté libre, pivotera aussi autour d’un méme
point placé sur le prolongement de la droite p’p” ¢ il est visi-
ble, en effet, que les pivots des trois cdiés ab, be et cd satis-
font & la condition d’étre en ligne droite.

Par la méme raison, si un quadrilatére abed, circonscerit a
une conique (0), fig. 21, est assujetli a avoir ses sommets op-

Fig. 21.

posés a et ¢ sur une droite KM, tandis que le troisieme b par-
court une autre droite K’ M/, le dernier sommet libre  décrira
dans toutes ses positions une troisiéme ligne droite Kd pas-
sant par le point K, ot se coupent les deux premiéres.

Prorositiox X1JE. — PROBLEME.

Etant donnés une section conique (O) et n points situés sur
son plan; inscrirve dans cette courbe un polygone dont les cOtés
passent re.‘:pectivemenl par les poz'lz.ts donnés, en ne se servant
que de la régle quand la courbe est décrite.

On pourrait résoudre ce probléme en observant que si T'on
fait abstraction, pour un moment, de 'un des points donnés, et
qu’on inserive & volonté dans la courbe un polygone dont tous
les cOLés, & I'exception d'un dernier, passent par les points
donnés, le coté libre (Prop. IX), correspondant au point dont
on a fait abstraction; roule dans toutes ses positions sur une
conique facile a construire; de sorte que, pour résoudre le
probléme proposé, il suffira de mener & ceute derniére courbe,
parle point en question, une langente de laquelle on déduira
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un polygone inscrit dont les cotés passeront évidemment, par
les points respectifs donnés, et qui sera par conséquent une
des solutions du probléme proposé. Dailleurs, de ce que d’un
point donné on peut mener en général deux tangentes 3 une
scc,Lion conique et qu'onn’en peul mener davantage, il résulte’.
qu’on ne pourra non plus trouver que deux polygones inscrits
& la courbe proposée et dont les cotés passent par des points
donnés.

‘La solution précédente, quoique générale et en apparence
trés-simple, a Tinconvénient d’exiger Pemploi du compas
et de constructions assez multipliées; la solution suivanie
n’a pas les mémes désavantages.

Soit (0), fig. 22, la conique donnée; P> P's p’se -, les points
par lesquels doivent passer les cotés du polygone cherché. Con-
struiﬁe% de proche en proche, en partant du point arbitraire a,
les edtés successifs d'un polygone abed..., passant chacun par

Tig. 22.

un des points donnés; s'il arrivait qu’en tracant le coté fg pas-
Sile)l par lo dernier pole p¥, le polygone se feurmf\t de lui-rgéme,
c’esl-a-dire si le point g se confondait avec le point a d’ou l'on
est parti, il est visible que le polygone abed. . . fg (fig. 22)
ainsi construil serait une des solutions du prohlémbe quinous
oceupe ; fnais généralement ce polygone ne se refermera pas
de lui-méme. Soit donc tracé le dernier coié ag qui ne passe
par aucun des points fixes ou donnés, on formera ainsi un
premier polygone abed. .. fg inscrit & la conique proposée
et dont tous les edtés, & I'exception d’un seul ag, passeront
par les points p, p’, p,..., arbitrairement (lonnéz.

Cela posé, concevons que 'on fasse varier lo sommet a de
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toutes les maniéres possibles, le coté libre ag variera aussi
(Prop. IX); mais il touchera dans ses positions diverses une
méme section conique; or, il est visible que si, parmi les
positions qu'il peut prendre autour de cette courbe. il en
existe pour lesquelles sa longueur ag, comprise dans la co-
nique (0), soit nulle, les polygones abed. .., qui leur cor-
respondent, seront les polygones mémes demandés. Cetie
circonstance aura évidemment lieu pour les deux points ol la
conique auxiliaire décrite par ag touche la conique proposée ;
la recherche qui nous occupe est donc finalement ramende
a trouver ces deux points.

Nous avons démontré (Prop. IX) qu’il est toujours possible
de trouver, par des constructions successives dépendantes de
la Géométrie de la régle, les poles P et P’ de deux des cotés
d'un triangle inscrit azg, dont le coté libre ag roule sur la
méme section conique que celle qui serait parcourue par le
cOLé ag, considéré comme appartenant au polygone ci-dessus
abe. ..ga. Or, nous avons démontré (Prop. 1V) que cette
courbe touche la conique donnée (0) aux deux points £ et #/,
ou cette derniére est rencontrée par la droite PP’ qui joint les
deux poles P et P’ du triangle mobile axg; chacun de ces
points est done le dernier sommet de 'un des deux polygones
cherchés, sommet d’ott I'on déduira d'une maniére facile et
par la régle tous les autres éléments de ces polygones, qui
seront ainsi entiérement déterminés.

Remarque. — D'aprés cela, le probléme sera susceptible de
deux solutions, d’une seule, ou sera impossible, selon que la
droite PP’ rencontrera la section conique donnée en deux
points, en un seul, ou ne la rencontrera pas du tout.

Si la section conique (0) n’était donnée que par eing quel-
conques de ses points, on trouverait encore par la régle seule,
les poles P, P’ : les intersections de cette courbe avec la droite
PP’ s’obtiendraient ensuite comme nous l'avons indiqué aux
p- 367 et suiv. du t. I' de ces 4pplications ou de toule autre
maniére. Une fois les points ¢ et # connus, on achéverait les
polygones demandés par des constructions qui n’exigeraient
plus que le secours de la regle.

La solution du probléme précédent a occupé un grand
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nombre de géométres distingués; mais ils ne sont parvenus i
le résoudre que pour le cas du cercle et en faisant usage du
compas. On trouve cependant une solution par la régle, du cas
particulier de trois points et d'un cercle, dans les dnnales de
Mathématiques de Nimes (1. 1, 1810). M. Servois (*), en en
donnant la démonstration, I'a étendue au cas d'une section
conique quelconque et de trois points arbitraires. Nous ferons
connaitre plus loin celle qu'on déduit, pour ce cas particu-
lier, de la solution générale exposée ci-dessus: nous en ferons
autant pour celui olt 'on se donnerait quatre points au lieu
de trois, parce que la solution relative a ce cas est remar-
quable par son extréme simplicité.

Proposition XI1V. — Prosrive.

Inscrire (fig. 23) dans une conique décrite (0), un triangle
dont les cotés passent respectivement par trois pom.ls donnés
P P p's en ne fuisant usage que de la régle.

Tracez arbitrairement les trois premiers cdtés ab be et ed

Fig. 23.

d’un quadrilatére inserit dans la courbe, passant par les points

(*) On sait que cest & M. Gergonne et & son camarade d'artillerie
I'abbé Servois, mon professeur en 1806 au lycée de Meu, que Yon doib
les duunmnatlonb de pdle el de polaire '|pphquuzs

un point et & sa
conjuguée harmonique, dénomi

itions que jai adoptées dans le texte ci-
dessus, d’aprés Pexemple qu'ils en ont donné dans les t. I, p. 33y, etIl;
p- 297 des Anrnales cilées.

(Note ancienne rectifiée.)

|
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donnés p, p', p”; wracez également la droite P'P”, polaire du
point p”; joignez les deux autres points fixes p, p’ par la droite
indéfinie pp’ qui coupe P'P” en P”; tracez de méme P"c, qui
rencontre la courbe en un second point z; enfin, tirez awv et
dz, qui vous donneront les points P et P’ par leurs inter-
sections avec les droites pp’ et PYP’, Cela posé, les points ¢
et #/, ol la droite PP’ ainsi obtenue viendra rencontrer la
courbe, indiqueront 'un et Pautre des sommets des deux
triangles cherchés, desquels on déduira par conséquent la po-
sition méme de chacun de ces triangles.

Cette solution se simplifie beaucoup en remarquant, d’apres
la Prop. VII, que les points P/, P” et p” sont tels, que I'un quel-
conque d’entre eux est le pole de la droite qui joint les deux
autres. Ainsi P’ (fig. 24) est le pole de la droite p”P” conte-

Fig. 24.

nant le polejinconnu P”, et par conséquent toute droite P/p'p
émanant de ce point P’, coupera la courbe en deux points T, T/,
tels, que les tangentes TA et T’A, qui leur correspondent, se
rencontrent en un point A de la droite p”P”. Or ce point est
évidemment celui ol se coupent les deux droites AB et AC,
qui ont respectivement p et p’ pour poles; done, pour trou-
ver P7, il suffit de joindre le point A avec p”, par une droite
indéfinie Ap”, qui par son intersection avec BC, polaire de p”,
donnera le point demandé.
i 3
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Maintenant, faisons attention que si, au lieu de pp’ passant
par les poles p et p’, on edt tracé la droite des poles p’ et p” et
quon lui edt appliqué les constructions indiquées pour pp!,
sur la fig. 23 ci-dessus, on aurait obtenu, au lieu des points
P et P’ qui déterminentla droite cherchée ¢/, deux autres que
je nommerai =, =7, appartenant a la méme droite, en sorte que
deux de ces quatre points, P” et 77, je suppose, suffisent pour
la déterminer compléiement. Mais le pole =” en particulier
(fig. 24), s’obtient par une construction tout aussi simple que
celle du point P”, en joignant par une droite le pdle p opposé
a p'p”, etle point C ou se coupent AC et CB polaires de p’ et p;
car, si on prolonge cette droite, elle coupera AB, polaire de
p au point =" demandé. On peut donc construire avee la régle
seule, la droite 7”P” qui donnera, par ses intersections en /
et ¢/ avec la courbe (0), les sommets de deux triangles inscrits
dont les cotés passent par les points p, p', p”.

Remarque. — Cette solution revient a celle exposée par
M. Servois, a I'endroit cité plus haut des Annales de Nimes ;
nous avons voulu montrer comment elle peut se déduire de
notre solution générale déja exposée ci-dessus. Au reste, elle
se démontrerait a priori par nos Principes de projection.

> Prorosition XV. — Prosrive.
Inscrive dans une conique donnée (0), fig. 25, un quadri-
latére dont les cOiés passent par les quatre points également
”

donnés p, p', p” et p".
Tracez les deux droites pp', p”p

4

que vous prolongerez

Fig. 25.

jusqu'a leur rencontre en P'; tracez également un pentagone
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quelconque abede inserit dans la courbe, et dont les quaire
premiers cOtés passent par les points donnés; joignez le troi-
sieme sommet ¢ avece P’ par la droite P’e qui, prolongée, cou-
pera la conique en un second point z'; tracez enfin az el ex
qui couperont respectivement pp’ et p”p” en P et P’; la
droite PP” coupera la courbe en deux points ¢ et ¢’ qui appar-
tiendront respectivement aussi aux guadrilatéres cherchés;
c'est-a-dire qu’ils en seront I'un et Pautre les derniers som-
mets, d’ou I'on déduira par conséquent tous les autres au
moyen des poles ou points donnés p, p’, p”, p”.

Prorosrrion XVI, — Proprime.

g’il'cr.msm'ii'e @ une conique (0), fig. 26, un polygone ABCD...,
qut soit en méme temps inscril dans un polygone donné
MNPQ..., ¢'est-a-dire dont les sommets soient sur les cOiés res-
pectifsde ce dernier polygone ; en ne se servant que de la régle,
quand la conique est décrite.

D’apres la Proposition X, si on laissait libre le dernier
sommet E du polygone cherché en faisant abstraction pour un
instant, du c6té MR qui lui correspond dans le polygone donné,
etquon déformit ce polygone de toutes les maniéres possih]es;

Fig. 6

le sommet libre E parcourrait une section conique; donc les

points ou cette section conique rencontrerait le coté MR, dont

on a fait d’abord abstraction, indiqueraient la position des der-
34
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niers sommets des polygones cherchés. Mais, comme la sec-
tion conique parcourue par E n’est pas décrite, la solution
précédente exigerait 'emploi du compas. Pour ne pas y avoir
recours on rameénera le probléme a celui de la Proposition X111,
ainsi qu’il suit :

On déterminera les poles p, p/, p”..., des cotés respectifs
MN, NP, ..., du polygone donné, ce qui s’exéeutera par la régle
seule; on construira ensuite (Prop. XIIT) un des deux poly-
gones abed... inserits dans la courbe (0), et dont les cotds
passent respectivement par les points p, p’, p”,..., trouvés
ci-dessus; il est visible que si I'on circonserit enfin 4 cette
conique, un polygone dont les edtés respectifs la touchent

aux sommets du précédent abed..., ce polygone sera en méme

temps inscrit dans le polygone donné MNPQ). ...

Remarque. — Si T'on trouvait la solution précédente trop
pénible a cause du grand nombre de lignes & tracer, on ferait
usage de Ia suivante, qui n’a pas le méme inconvénient, mais
qui est aussi moins directe.

Soit circonscrit a Ia conique donnée (0), fig. 27, un poly-
gone arbitraire EABC. ..« dont tous les sommels, a Iexcep-
tion d’un seul «, se trouvent situés sur les cotés du polygone
MNP...; il.aura ainsi évidemment un sommet de plus que

Fig.-33.

le polygone cherché; mais si, parmi le nombre infini de poly-
gones analogues i EAB. .. ¢, il s’en trouve un ou plusieurs
pour lesquels les cO1ds Eo et Do se confondent en une seule
et méme droite, ces polygones seront évidemment. les poly-
gones demandés. Or on sait (Prop. X) que tous les sommets «
sont situés sur une méme section conique tangente en deux
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points 4 la proposée (O); donc il existe en effet deux posi-
tions du polygone «EAB. .. «, pour lesquelles le point « se
trouve sur la courbe (0), ce qui ne peut avoir lieu sans que
les cdtés Ea et De se confondent en un seul tangent a la
courbe en ce point. On obtiendra done 'un des c6tés du po-
Iygone cherché en menant a la conique (O ) une tangente com-
prise entre les cotés MR et RQ, en l'un des points ot cette
courbe est touchée par celle que parcourt le sommet libre o :
¢'est done 4 la recherche de ces deux points de contact que
se réduit le probléme proposé. Pour y parvenir, on choisira
trois positions arbitraires du sommet =, et la question se trou-
yera ramenée a la suivante, beaucoup plus simple.

Etant donnés arbitrairement trois points sur le plan d'une
section conique décrite, déterminer, par la régle seule, la
droite qui contient ceux ok celte courbe serait doublement
tangente & une aulre con.l'que passant par les points don-
nés (*).

Nous nous bornerons & indiguer ici la construction, en elle-
méme extrémement simple, et dont on trouvera la démons-
tration dans un autre Cahier (**).

(*) En d’autres termes, « par trois points donnés sur le plan d'une
coniqque déerite, lui mener une autre conique doublement tangente »; ce
qqui se réduit proprement & déterminer la position de la sécante indéfinie
de contact, commune aux deux courbes, toujours réelle, mais purement
idéale quand le contact est imaginaire. La solution indiguée dans le texte
dérive évidemment des données et théorémes exposés p. 268 et suiv. du
L I de ces dpplications ; or M. Moutard me fail observer que cette so-
lution étant quadruple, elle donne lien a une incertitude relative au
choix de la sécante inconnue de contact, tandis qu'il nexiste en réalité
qu'une seule courbe des sommets « et une seule sécante contenant les
sommets inconnus des polygones cherchés. Cefte observation est parfai-
tement exacte; mais on doit considérer qu’il sagit ici de simples tenta-
tives de solutions, d’un acheminement vers les élégantes et faciles con-
structions linéaires, énoncées dans le t. VIII des dnnales de Mathéma-
tiques, sous la date d’octobre 1817, (Foir le VI° Cahier a la-fin du présent
volume. )

(**) Ce Cahier contenait un grand nombre de lemmes, de théoréemes ou
de problémes suivis de notes délachées, sans lien nécessaire et en ma-
jeure partie résumés. dans le Zraité des Propriétés projectives , dont jai
Uintention de publier prochainement une nouvelle édition. Ces fragments
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b.‘oiem a, b deux des trois points donnés; de chacun de ces
points on ménera deux tangentes i la courbe proposée (0)
Jig- 28, ce qui déterminera les points de contact T, T”
s

I 101 i
6, 6" on joindra les deux points § et T (ui correspondent aux

Fig. 28.

Lemgente}s extérieures 0a et Tb, par une droite 9T qui, étant
pr?longec, ira couper celle ab des points donnés en un autre
point w; ce point sera I'un de ceux de la corde cherchée.
En effectuant une construction semhblable pour les points b
et ¢, on obtiendra sur be un second point «/ appartenant aussi
.ala ‘corde cherchée; done 77’ sera cette corde. Si I'on a\';lil.
coqn{{iné directement le point @ avec ¢, on aumil; obtenu un
troAlsne.mc point 7, non indiqué, qui se serait trouvé ‘Sur la
méme ligne droite que les deux premiers. -

Remarque. — 11 w'est pas néeessaire de tracer les tangentes
a,G, aﬁf, ete., dont il a 6té question ci-dessus: il su[Era de
delem}!ner les deux points ot elles touchent la,cou'rhe (0):
|_-.els points s'obtiendront facilement en construisant les droites
94 et TT' polaires des points a et b. Tl est visible aussi qu’on
au 'mht encore obtenu le point 7, si au lieu de ioindr;* 6 etT
onett joint 6" et T qui appartiennent aux lan{;enl[cs aO” et b."l".
e RS R L T

. =
= ;
;:,t,,(,lgs}“;?r(b servi de base :'1. divers articles imprimés en 1817 dans le

e G6 fxergonne, et que je reproduis textuellement dans le VI° Cahier

de ce volume, a cause de le éré S e et la raveté de la
> tAus leur intérét hi toriqu
] B
Collection. s

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 39

Jo yais maintenant m’occuper du cas particulier ol les points

dormés sont en ligne droite etde celui ot tous les cotés du

polygone MNP... concourent en un méme point; ce qui
donnera lieu & plusieurs remarques intéressantes.

Prorosition X VII. — PROBLEME.

Inscrire dans une conique donnée un polygone dont les
cotés passent par des points en nombre quelconque, ranges sur
une méme ligne droite. .

1l y adeux cas & distinguer : celui oule nombre des points
donnés est impair, et celui ou il est pair. S

fer Cas. — Tmaginez ( fig. 29) qu'on inscrive au hasard dans
la courbe, un polygone abed dont tous les cOtés, saufle der-
nier ad, passent par les points donnés p, p’, p”,. . - Supposes
en nombre impair; ce polygone ayant ainsi un nombre pair

Fig. 29.

e
de edtés; si (Prop. XI) on le déforme arbitrairement, le der-
nier ¢oté libre passera toujours par un méme point P situé sur
la direetion de pp’. Done enfin, si l'on meéne par P oune tan-
gente PT a la conique, et que I'on construise le polygone cor-
respondant, ce sera un des polygones demandés, puisque le
016 libre ad sera réduit 4 zéro, les points « et d se trouvant
réunis en un seul.

On obtiendrait Uautre solution du probléme en menant par
le point P une seconde tangente PT’ a la courbe; mais au lieu
de tracer les tangentes elles-mémes, ce qui est inutile, on
déterminera par une construction trés-simple la droite T17 qui
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a P-pour pole et qui contient les derniers sommets T et I’ des
deux polygones cherchés.

Iie Cas. — Quand le nombre des points dounés p, p’,... P
situés sur une méme ligne droite sera pair, il résulte de la
Proposition XI que si le probléme admet une seule solution
il y en aura par 1a méme une infinité ; car en faisant pour ur;
instflnt abstraction de Pun de ces points et laissant libre le
ct‘)te.f:orrespondam, si Pon déforme le polygone de toutes les
manieres possibles, le coté libre passera, dans toutes ses posi-
tions, par un point de la droite des poles. Or ce point est né-
cessairement le méme que celui dont on a fait abstraction, puis-
que Ie ¢6té libre y passe par hypothése, au moins dans une de
ses positions; done il ne peut exister que P'une de ces cireone
stances: ou le probléme est complétement impossible cnix il
admet une infinité de solutions. i

()‘n s’as:surerz} que 'un ouPautre de ces deux cas se présente
en mAsc’.nvuut a volonté dans la conique un polygone don;
les cotcs.‘ respectifs passent par les points donnés : s'il reste
ouvert, il 0’y aura pas lieu & solution; dans le cas contraire
tous les: polygones tracés d’aprés les mémes cnnditions'qué
le' premier, se refermeront d’eux-mémes, et seront par con-
sequent autant de solutions du probléme proposé.

Remarque. — Toul ce que nous venons de dire subsisterait
Ut % S0 1] N 1 i
encore dm.ls le cas ot deux ou plusieurs des points donnés se
confondraient en un seul.

Prorosition XVII, — Prosrimg

» Circonscrire i une conique donnée (0), fig.
dont les sommets soient situés sur

MK, NK

30, un pelygone
des droites aussi données
seeey CORCOUTant Loules en un méme point K

1 Cas. — Qus ¢ mbri i

o (,\s.. Quand le nombre des droites données sera im-
pair, on circonserira & la courbe (0)
ABC. .. « dont les sommets soient s
I'exception d’un §cul a; on joindr.
obtenu au point K par la droite Kz
deux points 9 et 4/

un polygone quelconque
ur les droites données, it
a le dernier sommet ainsi
g » qui coupera la courbe en
indiquant respectivement le point de con-

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 4t
tact du dernier ¢oté de chacun des polygones cherchés, d’ou
'on déduira tous les autres cOtés par des constructions fort

Tig. Jo.

simples, en n’employant que la régle. Cette solution trouve sa
démonstration dans la Proposition X1IL.

II¢ Cas. — Quand les droites données MK, NK, ete., sont en
nombre pair, il arrivera, comme dans le deuxiéme cas de la
Proposition XVII, que le probléme proposé, ou sera entiére-
ment impossible, ou qu’il admettra une infinité de solutions,
ce qu'on reconnaitra en circonscrivant & cetie méme courbe
un polygone quelconque dont les sommets se trouvent sur les
droites données : si le polygone ainsi formé au hasard remplit
les conditions du probléme, il y en aura une infinité d’autres
semblables ; dans le cas contraire, il n’y en auraaucun.

On voit, par ce qui précéde, que les solutions exposées
(Prop. X1H et XVI) deviennent d’une simplicité extréme dans
les cas particuliers qui viennent d'étre examinés; elles n’exi-
gent que Pemploi de la régle et le tracé de la courbe donnée;
or il me semble qu'elles seraient difficilement obtenues d'une
maniére plus simple ou & 'aide d’un moindre nombre de li-
gnes. 11 en estainsi encore des solutions générales déja expo-
sées ci-dessus (Prop. X1 et XVI).

Avant de quitter ce sujet intéressant, nous allons déduire
des deux derniers problémes la proposition suivante, qui pa-
rait digne de remarque.
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.

Proposirion XIX. — TrEorENE.

Si deux polygones d'un nombre impair de cotés inscrits
dans une méme seclion conique, sont tels, que leurs cotés pris
deux @ deux se coupent respectivement en des poinlts situés
en ligne droite, les droiles joignant deux & deuz les sommels
de ces polygones respectivement opposés aux cotés qui con~
courent, iront loutes passer par un méme poind, pole conju-
sué & la droite on convergent les colés homologues.

Considérons en particulier ( fig. 31) le cas de deux triangles;
la- démonstration s’appliquera facilement 4 deux polygones
d'un nombre de cotés quelconque.

Supposons done que 'on connaisse les trois points p, p’ et p’,
el qu’il s'agisse d’inscrire dans la conique (0) un triangle dont
les cotés passent respectivement par ces trois points; on
pourra regarder comme inconnu I'un ou Pautre des trois som-

Fig. 3r.

mets A, B, C de ce triangle;, or, d’apres la Proposition X VII,
chacun de ces sommets est déterminé par Iintersection de la
courbe avec une droite, polaire conjuguée de T'un des points
de la droite pp'p”; les sommets de nos deux triangles sont
done deux & deux sur des droites ayant leurs poles situés sur
pp'p’s el partani, daprés la propriété connue des poles et
polaires conjugués, toutes les droites en question se coupent
en un méme point, lui-méme pole de | :

] a droite pp’ p”.
De cette démonstration découle encore Ja proposition sui-
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vante : « Si deux polygones d’un nombre impair de cotés cir-
conscrits 4 une méme section conique, sont tels, que leurs
sommets soient deux a deux situés sur des droites concou-
ant toutes en un méme point, les droites qui joindront
deux i deux les points de contact des cOtés opposés aux
sommets situés en ligne droite, concourront aussi toutes en
un seul et méme point, confondu avec celui ou concourent
les droites qui joignent deux a deux les sommets opposés. »

Prorosition XX. — TatorBme.

Etant donnée une section conique quelconque, si l'on trace
avolonté un polygone dont tous les sommels, un seul cxcepté.
saient situés sur la courbe ; puis qu’on prenne pour pdles les
points de_rencontre de chacun des cotés avec une droite fizve :
quwenfin on déforme ce polygone en faisani pivoter chaque
coté autour de son pole et en faisant glisser sur la section co-
nique les sommels qui 'y trouvent : le dernier sommet resté
libre, décrira une courbe du deuxieme degré.

8i P'on joint par une ligne droite les points ou les cotés du
dernier angle non inscrit dans la conique rencontrent de nou-
veau cette courbe, on formera un second polygone qui lui sera
enliérement inscrit et dont tous les cotés, a Uexception du
dernier resté libre, pivoteront autour des poles donnés en
ligne droite; ce dernier edté (Prop. XI) tournera donc sur un
nouveau point fixe de cette droite, ou roulera sur une section
conique tangente a la proposée, selon que le nombre des
poles donnés sera impair oun pair. Supposons maintenant gue
lon mette la figure en projection, de maniere que la courbe
devienne un cercle et que la droite des poles passe a l'in-
fini, il arrivera, dans le premier cas, que le ¢6té libre du se-
cond polygone, devenu une corde du cercle, se mouvra tou-
jours paralléelement & lui-méme, et, dans le second cas, que
ce méme cOLé roulera sur un cercle concenlrique au pre-
mier. La démonstration de la proposition que nous avons en
vue se réduira done & prouver l'une et l'autre de celles qui
suivent.

1 8i un triangle mobile est assujetti 4 avoir ses colés con-
stamment paralléles A eux-mémes et deux de ses sommels si-
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tués sur la circonférence d’un cercle, le troisiéme sommet
resté libre déerira une section conique.

22 8i un triangle mobile est assujetti’ 4 avoir deux de ses
cOiés constamment paralléles & cux-mémes et le troisiéme &
toucher un cercle donné, et si, en méme temps, les deux som-
lx?ets situés sur ce dernicr ¢oté doivent parcourir une circon-
férence de cercle ‘concentrique a la premiere, le troisiéme
sommet resté libre parcourra encore une sectioh conigue.

On voit d’abord que la derniére proposition se raméne a la

premicre. En effel, soit abx ( fig. 32) le triangle mobile dont
les cotés az et b restent paralléles i des droites données, et
le dernier ab, tangent & une circonférence de cercle (€), tandis

Fig. 3a.

que les sommets « et b sont assujellis & parcourir
rence abe concentrique 4 la premiere; soit pr
_]ll’SqU"':l sa nouvelle rencontre en ¢ avee le cer
cée la corde ac :

la circonfé-
olongé le coté b
: rele abe; soit tra-
L puisque le co1é ab est constant, Pangle ach est
aussi constant, mais la droite be reste paralléle 3 :i]c—méme
dans le mouvement du triangle abzx ; done le c6t6 ac c]u triangle
acz reste aussi paralléle & lui-méme, et par COnS(Q(]Llc‘[ll lcl
snmmclillbre x du triangle mobile bz est aussi celui d'un
autre triangle acx dont les ed1és resient paralleles 4 eux-
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mémes, et dont deux sommets @ et ¢ glissent sur un cercle
donné.

Maintenant, pour démontrer que le sommet & parcourtune
section conique, soit tracé le diameétre AB qui divise en deux
parties égales au point i le cOté ac dans toutes ses positions pa-
ralléles; soit tracée ensuite, pour chaque triangle cax, la droite
iz, tous ces triangles aczx et ceux qui, tels que ciz, leur cor-
respondent seront respectivement semblables; done les carres
des droites paralléles iz seront enire eux comme les carrés des
demi-cordes ai. Or, ai étant perpendiculaire & AB, on a

at = Ai><iB;

donc le carré de la droite iz sera au rectangle A7 >< (B dans
un rapport constant pour chacun des points 2 de la courbe, et
par conséquent cette derniére est une ellipse ayant AB pour
P'un de ses diamétres, et les paralléles iz pour ordonnées
obliques.

Remarque.—T n'est pas difficile de voir que Pellipse décrite
par le point « est concentrique au cercle proposé et quielle a
pour diamétre conjugué @ AB une droite menée du centre C
parallélement 2 iz, et dont on aura la longueur en faisant pas-
ser la corde ae par ce méme centre; car la droite correspon-
dante iz sera évidemment la moitié du diamétre cherché. On
peut d’ailleurs remarquer que les deux autres points de ren-
contre de Pellipse et du cercle abe sont surun autre diamétre
de cette ellipse.

Corollaire. — En s'appuyant sur ce qui précede et sur la
Proposition X1, on peut énoncer plus généralement le théo-
réme dont nous venons de nous oceuper, ainsi qu'il suit:

« Si un polygone d’'un nombre quelconque de cotés est in-
serit dans une seclion conique, et qu'ayant pris sur la di-
rection de chacun de ses edtés un pole fixe placé a la ren-
contre de ce cOté avec une droite donnée, on déforme ce
polygone en Passujettissant toujours aux mémes conditions,
ce qui est possible (Prop. XI), les points d’intersection des
cotés et des diagonales qui joignent des sommets de rang
pair, déeriront chacun en particulier, et en vertu du mouve-
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» ment général, une section conigue qui sera différente pour
» chaque intersection distincte. » ;

Rf.jlnal’(]lle. — Dans le cas ot les poles des c6tés mobiles ne
seraient pas situés en ligne droite, le dernier sommiet libre ¢
ne parcourrait plus en général une conique, mais une courbe
du quatrieme degré (1. I, p. 222). Cette courbe s'abaisse encore

Fig. 33,

au second degré, quand les poles Petpt(fig. 33) des cotés de
I’ar.lgle baf correspondant au sommet libre 2 sont sur la dr;)ile
qui passe par les deux points ot la conique (O) est touchée
par celle qu’enveloppe le coté libre ae. 4
En effet, nous avons démontré (Prop. IX)) quon peut trou-
ver avec.lﬂ régle seule, les poles P el P’ des cotés ax, gw d’un
maflg';le inscrit agz dont le coté libre, confondu dans L;lees ses
posmonsv avec le ¢0té ag du polygone inserit abe. ..o, roule
par consequent sur la méme section conique ; en sorLb(; qu’on
peut subs_titu.er a ce polygone abe. . -g le triangle agz. Or on
formera ainsi un quadrilatére axgaa dont le somn?et libre «
DArcourry la. méme courbe que celui du polygone général
;d)c. A fio, (-,:esl,—z‘hdire une section conique (Pro;. XX)unrmd
GSCLfIll?ll:]if(ﬂ«eb;P.bP', Pp seront en ligne droite ; les poles
p Lp cotes oa et fu de Pangle étant alors situés sur la
droite PP’, qui renferme (Prop. 1V) les deux points ou la co-

E}?uc (O) est touchée par celle sur laquelle roule le ¢dté mo-
ile ag
g

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 47

Comme il est facile de trouver P et P, on voit qu'il sera

aussi trés-facile de reconnaitre les cas ol le sommet o par-
court une section conique. i

Remarque genémle.

On pourrait déduire de tout ce qui précéde divers corollaires
en particularisant convenablement les données générales : en
voici un exemple trés-simple.

Nous avons vu entre autres, que si un triangle variable aca
a ses cOtés constamment paralléles et ses sommets ¢ et ¢ sur
un cercle, le troisieme sommel « déerit une ellipse qui a AB

pour un de ses diamétres conjugués, Pautre ¢tant paralléle aux

Tig. 34.

droites 7, 2't’. Soient « et &/ deux points de cette ellipse; aac,
ad'¢’ les triangles qui leur répondent : puisque ces triangles
ont leurs e0tés respectivement paralléles, les trois droites aa’,
2z el e’ qui joignent deux & deux leurs sommets homologues
se coupent en un méme point situé sur le diamétre AB pro-
longé. Quand les deux triangles se rapprochent indéfiniment,
les droites ci-dessus deviennent respectivement tangentes au
cercle et a ellipse; done un diameétre AB de cette ellipse, la
direction zi de son conjugué et l'un « de ses points étant
donnés, on pourra mener faciiement une tangente a la courbe
en ce point, ainsi qu'il suit :

Tracez sur AB, comme diamétre, une circonférence de cer-
cle; menez par z une ordonnée ai paralléle au conjugué de AB,
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ce qui vous donnera le point ¢; élevez 'ordonnée ai perpen-
diculaire & AB, vous obtiendrez le point « par lequel vous me-

nerez la tangente @0 au cercle, et le point O ot elle coupera
AB prolongée appartiendra 4 la tangente cherchée, en sorte
que O« sera cette tangente.

DES POLYGONES SIMULTANEMENT INSCRITS A UNE CONIQUE ET
CIRCONSCRITS A UNE OU PLUSIEURS AUTRES SUR UN PLAN.

Avant de parvenir & la démonstration de la Proposition XIX
donnée plus haut, nous démontrions le théoréme qui fait le
sujet de cette proposition, 4 I'aide du lemme suivant qu'il ne
sera pas inutile de rapporter ici. On en sentira facilement Tap-
plication & la proposition dont il s'agit.

Prorositioy XXI. — Leyus.

Soient ( fig. 35) les coniques (0) et (o) se touchant en deux
points véels ou imaginaires; abe un triangle inscrit dans la
courhe (0), dont un des edtés be touche (o) et dont Iautre b
passe par un point fixe p : quand on déformera ce triangle

Figr. 35.

W

en Passujettissant toujours aux mémes conditions, le edté
libre ac roulera dans toutes ses positions sur une troisicme
conique touchant aussi (0) en deux points.

Deux sections coniques, qui se touchent en deux points,
pouvant éire regardées en général comme Ia perspective de
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deux cercles concentriques, il suffira de démontrer la propo-
sition pour ce dernier cas. i

(0) et (o), fig. 36, étant les deux cercles en question, abe
le triangle mobile inscrit dans le cercle (0); 50}L nlel)eg la
droite Op qui joint le centre commun avec le pole p, etpar
le point b une perpendiculaire b’ & Op coupant (0) en un se-

cond point &'; soit enfin formé le triangle ab’c. Pend_am que
le triangle abe se mouvra, autre ab’'c se mouvra aussi; or, je
dis d’abord que son ¢dté b'c restera constamment paralléle a
lui-méme. En effet, Tangle ¢’ sera constant, puisqu’il aura
toujours pour mesure un arc constant bBe; mais le cmé.bb”
de cet angle reste parallele a lui-méme, donc il en sera ainsi
de Tautre coté e de cet angle (*).

En second lieu, je dis que le coté @b’ du triangle mob‘ile
ab'c passera toujours par un méme point P situé sur la droite

(*) On remarquera que cest accidentellement que sur la fig. 36, la
corde AB est tangente au cercle (o). G

m 4



50 I* CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES
Op. En effet, menez aa’ parallélement & b0/, tracez ensuite ¢/b!
et a'b, il est visible qu’a cause de la symétrie a'b’ passera par
le point p et a'b par P. Or, en considérant le trapéze inserit
aa'bb’, il n'est pas difficile de prouver que quand on fait varier
la diagonale ab autour du pole p, les cotés bb/, ad restant con-
“stamment perpendiculaires & Op, les deux autres cotés ab’ et
a'b de ce trapéze se couperont aussi toujours en un méme
point P (Prop. I1); done, puisque le triangle inscrit ab’e a
deux de ses cotés assujettis & tourner autour de poles fixes,
le coté libre ac (Prop. 1V) se mouvra sur une conique dou-
blement tangente au cercle (0).

Remarque. — Soient menées au cercle intérieur (o) les tan-
gentes pA et pB qui rencontrent respectivement le cercle (0)
en Aet D, B et C; soient joints A et € par une ligne droite : il
est facile de voir, 1° que ACsera la corde de contact de la sec—
tion conique avec le cercle ((0); 22 que cette corde passe par le
point P; 3° qu’elle est p'nmlléle a eb’. On peut remarquer aussi
que les wrois droites AB, #¢/; CD sont paralléles entre elles, et
quainsi elles yont concourir a I'infini sur la corde commune
aux deux cercles concentriques (0) et (o) (Principes de pro-
Jectiolz,, t. 1); done, si I'on trace les droites qui leur corres-
pondent dans la fig. 35, projection centrale de celle~ci, ces
droites, qui ne sont plus paralléles, iront se croiser en un
méme point £ situé sur la corde de contact TT' commune aux
courbes (0) et (o). Ceci démontre trés-simplement Pexacti-
tude de la construction employée 4 la fin de la Prop. XVI;
car C et D peuvent étre considérés comme deux points don-
nés sur Ia conique (0) doublement tangente a la courhe (o)
censée décrite. On voit, en outre, que si le point p au lieu
d*étre intérieurd la courbe (0) lui éait extérieur, on parvien-
drait & des conséquences analogues. Enfin, il est & remarquer
qu'en raison de la syméirie qui existe dans la ig. 36, ou, plus
généralement, 4 cause de la possibilité de mener du sommetd
une seconde tangente distincte de ba au cercle ou i la conique
(0), il existe nécessairement une autre section conique en-
veloppe, tangente 4 (0) en D et B. :

Ces dernicres remarques permettraient aussi de trouver la
corde de contact idéale de deux sections coniques décrites
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quand elles n’ont aucun point commun, et cela en n’employant
que la régle seule; la construction sepvirait. en méme temps A
faire connaitre si deux courbes données se touchent réelle—
ment, ou imaginairement en conservant néanmoins une sé-
cante commune idéale de double cortact.

Prorosirion XXII. — Turonine.
8i deux coniques (0) et (o), fig. 37, ont un contact double,

réel ou imaginaire, et qu'ayant inscrit dans Uune (0), un po-
lygone abed..., dont tous les coiés, Uexception d’un seul
5

ad, touchent Uautre conique (0), on vienne & déformer ce

polygone de toutes les manieres possibles en Cassujettissant
aux mémes conditions, le dernier co1é ad, demeuré libre, en-
veloppera dans loutes ses positions une troisieme section co-
nique qui touchera les premiéres précisément auzx deuz points
ou elles se touchent entre elles, ¢’esi-a-dire ayant avec elles
méme corde de contact réelle ou imaginaire.

En eflet, les deux courbes (0) et (o) peuvent éire regardées
comme les perspectives de deux cercles concentriques : or, il
est visible que dans ce cas le dernier ¢d1é, perspective de ad,
roule surun troisiéme cercle concentrique aux deux premiers;

done la proposition énoncée se trouve établie, puisque tout
systéme de cercles concentriques est la perspective d’'un sys-
téme de coniques langentes aux deux mémes points.

EES
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« Note pendant “impression.

Les événements politiques et militaires du printemps de 1815 m’onf
contraint d'interrompre ici ia rédaction de cette partie du I Cahier. Jo
ne me rappelle pas si, & cette époque, j'étais réellement en mesure de
poursuivre, sous une forme synthétique, la démonstration des théoremes
concernant I'inscription et la circonseription simultanée des polygones
aux sections coniques décrites sur un plan. Dans le fait, c’est seulement
au n® d'octobre 1817 des Annales de Mathématiques de Montpellicr
que, dans un article de Philosophie mathématique, je me crus en droit
d'appeler attention«du public sur ce probleme général et sur divers
autres résultals qui font U'objet des Cahiers ci-apres, auxquels j'étais des
lors parvenu & I'aide de procédés tres-distinets de ceux Jjusque-1a pré-
conisés par M. Gergonne, Néanmoins, dans cet article, textuellement re-
produit parmi ceux du VI® Cahier de ce volume, il n'est fait aucune men-
tion explicite des tentatives par lesquelles, durant les loisirs qui, pour moi,
ont succédé aux fatales calastrophes de 1815, je me suis efforcé d’étendre
les spéculations relatives & I'inseription ou 4 Ia circonscription des po-
lygones aux courbes géométriques en général. Or, en m'occupant de ce
dernier objet, je ne tardai pas 4 me convaincre que la question était d'un
tout autre ordre, et c'est pourquoi, dans le paragraphe ci-aprés, jai en
recours tout d'abord 4 la méthode analytique dont je m'étais déja servi
a Saratefl pour les courbes simples du 2° degré, en essayant de géné-
raliser les recherches faites en 1733 par Braikenridge sur le degré des
lignes décrites par « lesommet libre d’un polygone dont les cdtés pivotent
» autour de poles fixes, tandis que les autres sommels sont assujetlis &
» demeurer sur des courbes géométriques de degrés donnés dans son
» plan. » Mais j’ai bientot, comme on le verra, abandonné cetle route
laboricuse et pour moi infertile, afin d’y substituer des méthodes pure-
ment géométriques fondées sur le principe de continuité, et dont on voit,

le résumé rapide dans le Chapitre 111, Sect. v, du Traité des Propriétés
projectives des figures.

SUR LES POLYGONES MOBILES INSCRITS AUX COURBES
GEOMETRIQUES PLANES, DE DEGRES QUELCONQUES.

Prorosrrion XXI. — Tugorgs.

Soient décrits sur un plan une courbe dy degré m et un po-

{lygone dont tous les sommets, un seul exceplé, sont assujellis

& rester sur la courbe, tandis que ses divers cotés pivotent sur des poles fixes situés en ligne droite; le

) ] i n —a ) l nombre des som-
sommet libre « de ce polygone parcourra une courbe du degré m (m—1)=', n étant le

mets mobiles sur la courbe (m).
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¢ a lieu dans Pune quelconque des projections ou perspectives de la figure,

que la propriété énonceé
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3 DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES.
Supposons  qu’on parte d’un point quelconque 2’ de [y e
courbe (m), et que par ce point on méne le c¢oté x' 2" paral- el E
1élement 4 la droite fie correspondante, il est visible que e £
cetle droite rencontrera Ia courbe (m) en m—1 points 2 dif- S =
I =
L e -3
Fig. .38. 1 L5 5
% S |
8]
+ 4 —
& = . S
: U g
&S el e
LY s % =
+ P =
s 8 =
H | 5 Z
+ = © :
: e =
: T = :
1 e . « 5
£ | ! o .
B =l 5 = .
z . q v 3 . = _ORlg =
férents de 2’. L'équation qui donnera les abscisses z” de ces =% f;\ =l = :
- . v =N & o = 4
points en fonction de 2’ ely’ ne sera done quedu degré m —1 \-\l- | T = :
en &”; mais (*) je dis de plus que, dans le cas actuel ol la = SIS g
droite 2”2 doit étre paralléle & une direction fixe, ce qui rend o ek | e = :
. z e v . . » . . . ¥ 3 — S ¥ o> 2
(1) linéaire, I'équation dont il s agit en 2', '’ et 2” combinés, = L_'r_ N l iRy = :
5 ‘ R 2 = :
ne monte en effet qu'au degré m—r1 au lieu de 2(m—r), gt ]| v+ 'S i
, MCons \ < = N iR = =
c'est-a-dire que, dans tous les termes oy ces coordonnées g j‘_ S S ~
entrent, la somme de leurs eXposants n'est jamais supérieure SRy e é 2 o l
= & > 2
au nombre m —r, S 3 Tl \_,l i £
% o s n =i 3 =
Pour le prouver commencons par tirer y” de Péquation () S T ES |- £ |
de la droite 2’2" : on aura D=y B R e o S
o o = T =~
g mel e e T B SR &
» e bt £ g e Z e . -
= 5 k= el pes
i [T - = _? i SaEas
\__ﬂ P} 8 R A = sl RS
B B e |t
(*) Je supprime ici tout un passage dans lequel je cherchais 4 faire T e = g ) =i RaR =3
pressentir a Pavance les résultats du calen] algébrique par des raisonne- L S + + SRk iy
ments & priori, fondés sur deg considérations analytiques analogues 4 celles 2 = Rl § z s == g
(qui m’'avaient guidé dans les II¢ et IV® Cahiers du précédent volume pour = Iossi < = g e m i
le cas simple des directrices coniques. Mais ces raisonnements généraux, i ey E = «TI- Rle :_I: =
par 1d méme vagues et obscurs, ne pouvaient expliquer comment, dans E b B e 2 g i | = o
le cas de poles quelconques o Jes équations (7) cessent d'dtre linéaires, = S ST n
le degré des courbes engendrées par le sommet Tibre » du polygone mo- = O e T I\ |
bile se trouvail généralement donblé. 3 i B

20

1, au plus, en 2/, 3’ et a”.

équation dont le degré est visiblement m
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Il n’est point nécessaire de développer les calculs ainsi que
je viens de le faire; car on voit tout de suite que I'équation (&)
étant linéaire, la substitution de y” dans (¢.) doit donner une
équation seulement du degré m en 2", 2 ety ala fois, laquelle
retranchée de (¢,) du méme degré en 2, o', donnera encore
une équation du degré m en z”, 2 et ¥'; cest-a-dire que,
dans aucun terme, la somme des exposants de a’, »’ et
ne pourra surpasser m. Or, le développement de chacune des

puissances' de I'expression de »” tirée de Péquation (Z.) se

compose de deux parties, dont I'une, le premier terme, est la
méme puissance de y, et dont Iautre est divisible par x'— gl
considérant done & part le résultat de la substitution des pre-~
miers termes et les retranchant respectivement de ceux de Pé-
quation (¢}, le terme en y™ disparaitra aussi hien que IJ}-"’"'*‘ B,
ey'=E, ete., et tous les autres fourniront des différences
divisibles par' 2’— 2”. Comme la deuxiéme partie du déve-
loppement de I'équation ainsi ohtenue par soustraction sera
elle-méme divisible par 2'— 2", en supprimant ce facteur, on
aura en définitive en 27, 2’ et 3, une équation qui ne sera
que du degré m — 1 par rapport a ces quantités.

El.'l traitant de méme les trois équations (. ) (¢s) et (L), on
en tirera une équation en 27, " et z” du degré m—r seule-
mcm,' et en continuant ainsi pour les autres équations qui
appartiennent aux cotés successifs du polygone variable, on
parviendra & remplacer les 7 — 1 derniéres équations (¢) par
n—1 aulres équations complétes du degré m—1 seulement
par rapport aux coordonnées qui y entrent; en y joignant la
premicre du degré m et conservant les 7+ 1 équations du
Premier degré (L), (L ),..., (Lusy)s éliminant ensuite toutes les
inconnues Bl o s exceplé « et 3, on sait, Capreés la
théorie de I'élimination, que le degré de I'équation finale en «
el 3 ne montera pas au-dessus du produit des exposants de
chacune de ces équations. Or les 5 — 1 équations du degré
m —1 donnent pour produit de leurs exposants (m—r )=, le
produit des exposants des n——; équations linéaires (1) est
r1.. ., =15 done celui de I'équation (e) étant m, le produit
de tous les exposants ou le degré de I'équation finale en =
et 3, et par conséquent celui de la courbe 2, sera

xJ)L(m—1)"*":/)7(;11—-1)““‘. (o8 )54 e
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Remarque. — Quand les poles donnés ne sont pas situés en
ligne droite, la démonstration analytique devient pour ainsi
dire impossible 4 cause des difficultés que présentent les
théories de I'élimination. On ne peut donc plus savoir par ce
moyen quel est le degré de I'équation finale, c’est-d-dire le
degré de la courbe engendrée par le mouvement du point o.
La géométrie intuitive, combinée avec les considérations gé-
nérales de Panalyse, parvient pourtantd ce but d’une maniére
assez simple. Nous allons, par ce moyen, démontrer une suite
de théorémes sur la description des courbes, qu’on pourra re-
garder comme Pextension de ceux qu’on trouve dans ouvrage
de Braikenridge intitulé : De (lescripiione linearum curva-
rum (1933) (*).

Provosrrion XXIV. — LeuMNE DEMONTRE p. 1.

S0 un polygone est assujetli & avoir lous ses sommels, &
Cexception d’un seul, situés surautant de droites données dans
sS0n pl/m, ;que, de ]7las, chacun de ses cotés passant constam-—
ment par un péle fize, on vienne & déformer ce polygone de
toutes les maniéres possibles, le dernier sommet libre par-
courra une ligne du second degré.

Remarque. — Quand tous les poles sont situés sur une :
méme ligne droite, le sommet libre décrit une autre droite
au lieu d'une section conique.

(*) L'ouvrage de Braikenridge, dont les citations de MM. Servois et
Brianchon m’ont donné la premiére connaissance, et qui, rédigé d'une
maniére plutdl algébrique que géoméirique, est par Ja méme trés-pé-
nible & lire, ne concerne gnére que la description des courbes géomé-
triques au moyen du triangle mobile antour de trois poles fixes : cette des-
cription toute linéaire n’exige que le tracé de simples lignes droites quand
les directrices curvilignes sont données; mais, par cela méme que les
courbes décrites ont pour points mulliples les poles adjacents au sommet
descripteur du triangle mobile, elle ne sapplique qu’a une classe particu-
liere de lignes géométriques; ce qui a contribug, sans doute, a en dimi-
nuer beaucoup Iintérét aux yeux des géométres, indépendamment de
quelques erreurs échappées a Braikenridge et de la revendication faite par
Maclaurin dans les Transactions philosophiques de la Soci té royale de
Londres (année 1735, p. 152 4 174, lu en 1732), revendication qui re-
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Provosrrion XXV, — THEORENE GENERAL.

St Lon déforme un polygone quelconque en assujettissant
tous ses cOtés ¢ tourner respeclivement autcur de poles fizes
dans son plan, et chacun de ses sommets, un seul o excepté
X b . 5
& parcourir des lzg'nes quelconq.nes de degrés respectifs m, n,
Ps @ Tseer, le dernier sommet libre parcourra une courbe qui
sera en général et au plus, du degré 2. mnpyq....

Drabord, cette proposition a lieu (p. 1) pour le cas ot les
directrices sont des lignes droites; car alors m — 1, n

=i

Fig. 39.

- je dis, en outre, qu'elle aura également lieu si on substitue

(fig. 39) une courbe du degré m i I'une quelconque de ces

mml‘ru a I'époque de 1722, lors du séjour de Maclaurin & Nanci (Nancy,
en France, peut-6tre?). Mais le fond de cette revendication portait prin-
cxn:nlument sur la description linéaire des courbes du second decré par
p91nts au moyen de deux, de trois, ou d’un nombre quelconque d; direc-
Lljll‘.CS rectiligne§ et de poles arbitraires, conformément 4 un théoréme qui,
hien que facile & fléduire de Vlexagrammum mysticumn de Pascal, n’en
np[}a'rtlent pas moins & Maclaurin, auquel on doit également d’avoir géné-
reymse la deseription organique de ces courbes due 4 Newton, au moyen
d'angles constants mobiles autour de poles fixes ‘quelconques sur un plan :
cette description comprenant la précédente, relative au cas oit les angles
sont puls ou de deux droits. Toutefois, aucune de ces intéressantes spé-
culatmng géoméiriques n'a trait aux théorémes qui concernent l'enveloppe
du df%l‘n]el" coté libre des polygones mobiles, et dont le véritable poinf
(!e départ se trouve dans le théoréme orizinalret fécond de Brianchon sur
Phexagone eirconserit 4 une conique. g
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lignes droites, par exemple be; c’est-a-dire que, dans ce cas, le
point z parcourt une courbe du degré 2 m. Cetle proposition
sera démontrée si on prouve que la courbe («) ne peut ren—
contrer une ligne droite quelconque XY tracée dans son plan
qu’en 2m points seulement.

Quon rende en effet le sommet 2’ libre et que, tout restant
comme auparavant, on ohlige, a Uinverse, le sommet o & par-
courir la droite XY; d’aprés le lemme qui précede, toutesles di-
rectrices étant de simples lignes droites, le sommet 2’ devenu
libre, parcourra une courbe du second degré; mais, cette courbe
étant indépendante de celle (m) qui est donnée, la coupera en
général en 2m points, lesquels correspondront a 2m positions
de o sur la droite XY. D'ailleurs, ces derniers poinls appar-
tiennent wisiblement & la ligne décrite par « libre, quand le
sommel 2’ est assujetti a rester sur la courbe donnée (m); de
plus, il estvisible encore qu’il ne saurait y avoir sur XY d’autres
points qui lui soient communs avec la courbe (o), car le point
correspondant #” devant étre situé a la fois sur la conique ci-
dessus et sur la courbe (m), serait nécessairement 'un des 2m
points de leur intersection commune. Donc enfin la courbe
des o ne saurait rencontrer une droite XY, tracée arbitraire-
ment dans son plan, en plus de 2 m points; done elle est, au
plus, du degré 2m. - :

La proposition étant établie pour le cas ou I'on substitue
une courbe de degré m a l'une des directrices droites du po-
lygone mobile, on pourra démontrer de la méme manicre
qu’elle a lieu pour le cas ot 'on remplacerait deux directrices
droites par deux courbes de degré m et n.

En effet, soit tracée (fig. 39), comme ci-dessus, une droite
quelconque XY dans le plan de la courbe des sommets o, et
cherchons de méme quel sera le nombre de points qui lui sont
communs avee la courbe, et par conséquent quel sera le degré
de cette courbe. 8i, aulieu d’astreindre le sommet 2’  parcou-
rir la courbe (n), on le rend libre tandis qu’au contraire on
force le sommet « & parcourir la droite XY, il est visible, d’a-
prés ce qui précede, que le point 2/, devenu mobile, par-
courra une ligne du degré 2m coupant, d’aprés un théoréme
bien connu, la courbe (72) qui en est généralement indépen-
dante en 2mn points. Done le sommet libre o, parmi toutes
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les posil.}ons quil peut prendre, en a 2mn pour lesquelles i|
est situé sur la droite XY. Donc le degré de la courbe qu'il
parcourt est en général 2mmn.

) Pe, meéme raisonnement servirait & démontrer que la propo-
sition est vraie quand, & la place des directrices droites du
lemme ci-dessus, on substitue successivement trois courbes
q_uatre courbes, etc. ; done elle est vraie en général pour de;
directrices courhes géoméiriques, en nombre quelconque.
Civ' QL E: D

«

Prorosrrioy XX VI, — Sur les poinis multiples polaires.

Les péles extrémes p et pv ( fig. fo), qui répondent auz
deux derniers cOtés adjacents au sommet libre o duw polygone
mobile dont il vient d’étre parlé (Prop. XXV), a];])al'tt'c;/zlzlenl
Uun et Lautre & la courbe (z); de plus, ils en sont des poinls
maultiples. A

Effectivement, & mesure que le coté za, par exemple, s'ap-
proche de la droite indéfinie pp™ qui passe par ces poles, e
point « doit se rapprocher du pole p'v et finir par se confondre
avec luij la méme chose a lieu pour le pdle p quand c'est le

Fig. fo.
v
P

\
(PN pr

cm.é 2" pv qui tend & se confondre avee pp"': en outre, il est
famle' de reconnaitre que ces mémes pointsr sont des points
mu{tzp{es; cest-a~dire qu’il y passe & la fois plusicurs hran-
ches dlS}iUClCS de (z). Pour le prouver d’une maniére claire
et en méme temps pour découvrir e degré de multiplicité de
ces points ou le nomhre des branclies qui y passent respecti-
ve.-mem, nous considérerons le cas particulier de quatre direc-
u'lr,:es données de degrés m, n, P etq.

Cela posé, concevons que Uon ait tracé 'une quelconque @
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des génératrices passant par le pole p, et quon demande de
trouver les points tels que « qui lui correspondent : d’apres
I'énoncé du théoréme général qui fait Iobjet de la Propo-
sition II, on devra chercher le point inconnu «, ou celle
génératrice rencontre la courbe (m), puis tracer la généra-
irice consécutive ap’ qui passe par le second pole p' et le
point 2 ainsi obtenu, chercher derechef le point 2’ ol cete
génératrice rencontre la courbe (¢), et ainsi de suite jusqu’a
ce qu'on arrive a un dernier point 2" situé sur la courbe (n),
voisine de & ou p*. Joignant alors ce ‘point #” au pole adja-
cent p*v, par la droite 2 p™7, le point & olt celle-ci coupera la
premiére des génératrices du polygone pz, sera le point de-
mandé de Ta courbe des o qui correspond a la position parti-
culiére de cette génératrice. Or, si Uon fait attention que Ia
génératrice, px ne rencontre pas la courbe (m) en un seul
point x, mais encore en m—1 autres points distinets de z,
et qu'il n’y a pas de raison pour se servir de la premicre de
ces intersections plutot que de 'une quelcongue des autres,
on en conclura que, a une méme direction xea, correspon-
dent m autres droites p’.

Parcillement, chacune de celles-ci rencontrant la courbe (q)
en ¢ points 2’, il y aura ¢ génératrices 2’ p” qui répondront &
une méme direction xp’, et par conséquent mg de ces direc-
tions correspondront & la génératrice de départ pz. En allant
ainsi de proche en proche, on voit enfin qu’on trouvera mgpn
dernitres génératrices 2” p¥ correspondantes axp, lesquelles
donneront avec celle-ci un méme nombre de points d'intersec-
tion appartenant tous a la courbe () : car il n’y a pas de raison
de choisir Pun plutot que Pautre de ces points, puisqu’ils dé-
rivent de la méme loi.

Ainsi done, 4 une méme génératrice wp correspondent
mnpq points appartenant a la courbe inconnue (e); or il est
visible que, quand cette génératrice viendra a prendre la po-
sition ppv, les mnpq autres génératrices qui lui corres-
pondent, et qui en général ne se confondent pas avec elle,
la couperont précisémcm en ce point p'¥; et comme, avant
et aprés ce méme point, les sommelts o de la courbe situés
surap sont en nombre mapg, il est évident quil y aura au-
tant de branches passant par le pole p'¥; donc enfin ce pole
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est un point multiple de I'ordre mnpg. Le méme raisonne.
ment s’appliquant a la droite 2" p en Ia considérant comme

génératrice de départ, on doit en conclure que le pole p eg

aussi un point maltiple de l'ordre mnpq de la courbe (g)
Enfin Ia droite PpYY ne renferme évidemment aucun autre:
point de la méme courbe, car elle ne peut étre coupée qulen
Mupq = mrpqg =o2m.n.p.q points, au plus.

Prorosiriox XXVIL. — 7racé des tangentes.

Pour trouver les mnpq tangentes i la courbe (a) en p ou pr
par ex_cmp]e en p, on considérera la droite ap pm‘vcnuei;
la position pp*, et ayant recherché par la Joi indiquée ci-
dcssu‘s lous les points @, a/, 27, .. ., qui lui correspondent
on menera en ces points les tangentes aux courbes rcspective;
(m), (n), (st

Considérons a part I'un des 'polygones analogues & celui
cxz'z"z" de la fig. fo, ainsi que les tangentes aux courbes
(m), (g)ye.. (n) répondant aux sommets %, x'y &, 2", et sup-
posons que I'on vienne a déformer ce polygone en obligeant
Ss sommets & parcourir les tangentes respectives qui leur
c<3r1-esp911(lent, et ses ¢Otés conséeutifs 4 tourner autour des
poles adjacents P P's-.. pr, il estvisible, d’aprésla Prop. XXIV,
que le sommet « précédemment confondu avec le pole p
sen détachant pour devenir libre, parcourra une section co—,
nque passant aussi par les points P €L p'; or, celle conique
aura au pole p* un élément en commun avec I'une des bran-
ches de la courbe des o qui passe en ce point.

En effet, pour deux positions infiniment voisines, les son-
m'els z, &', 2,... sont situés a la fois sur les 1anfreI;les et les
(hrecm.res (m), (q),...(n) auxquelles elles uz;)partienuem
respeclivement; et par conséquent les deux positions infini-
ment voisines du point générateur o qui leur correspondent
et dOl.l[ l'une est pr, appartiennent & la fois, et & la conique‘
dont il s’agit, et a la courbe des «; done ces Luurbes 1.;nt une
langente commune en p, facile i obtenir par la régle seule
{12 ']F", p- 138), en prenant avee leg poles extrémeép et pY
irois autres points quelconques de Ia conique. :

Un autre -poly isti st
polygone distinet du précédent (el =2pat)

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 1168
donnerait une nouvelle tangente a la courbe () en p*¥, puis par
une méthode toute semblable, on obtiendrait les tangentes aux
mnpg branches qui passent par lautre point multiple p de cette
méme courbe des z.

Remarque. — En général, le méme procédé donnera la tan-
gente en un point quelconque de cetie courbe, des qu’on
saura mener une tangente aux directrices (m2), (n), (¢). Nous
chercherons par la suite (*) & mener directement la tangente
a une courbe géométrigue quelconque, du degré m, décrite
sur un plan, en ne se servant que de la regle seule.

Pour le moment, nous allons nous occuper des différents cas
ol le degré de la courbe ci-dessus s’abaisse d'une ou de plu-
sieurs unités. Et d’abord, commencons par examiner les cas
ol les poles donnés p, p/,... sont tous ou en partie, rangés
sur une méme ligne droite.

Prorosition XXVIIL. — TaiorkwE.

8t tous les sommets d’un polygone mobile, un seul excepté,
sont assujetlis & parcourir autant de courbes géométriques de
degrés m, n, p,... situées dans le méme plan, et qu’en méme
temps tous les cotés de ce polygone soient astreints & pivoter
constamment aulour d’autant de pdles fizes situés en ligne
droite, le dernier sommet demeuré libre décrira par le méme
mouvement une courbe de degré mnp....

On démontrera facilement cette proposition en appliquant a

ce cas particulier le raisonnement du théoréme général, p. 58,

et en s'appuyant sur la remarque’ de la Proposition XXIV,
Car, par exemple, si, dans le cas ou toutes les directrices

(*) Foir le Cahier suivant ou la théorie des transversales est appli-
quée a la recherche des osculatrices coniques en des points donnés quel-
conques. Quant au tracé des tangentes par la précédente méthode,
M. Moutard me fait observer quelle n'a d’intérét que s'il glagit d'un
point « quelconque de la courbe; car les considérations géomélriques
mémes du texte prouvent qu'en un point multiple tel que p, par exem-
ple, les tangentes ne sont autres que les mmpg directions de la généra-
trice +”p™, qui correspondent & ap quand celle-ci vient a se confondre
avee pp't.

()



64 I CAHIER. — PROPRIETES DESCRIPTIVES

étant du premier degré, la courbe des o est elle-méme g
ce degré, on remplace Pune quelconque de ces directrices
droites par une ligne quelconque du degré m, on prouvera aj-
sément que la courbe engendrée par le sommet « sera elle-
méme du degré m. En effet, si U'on trace une transversale
droite XY arbitraire, dansle plan de la fig. 41, et qu’on assu-

Fig. f1.

jettisse le sommet « a rester sur cette droite en rendant au
contraire libre le sommet @, qui d’abord parcourait Ia courbe,
alors il arrivera, en vertu du lemme cité, que ce sommet dé-
crira une derniére ligne droite rencontrant la courbe (m) enm
points auxquels en correspondront m autres o situés sur XY,
et qui appartiendront 4 la courbe décrite par le sommet z,
supposé libre selon notre primitive hypothése. Or, il ne saurait
y en avoir, surla transversale XY, d’autres qui appartiennent
en méme temps a la courbe des «; done cette courbe ne ren-
contre une droite arbitraire menée dans son plan qu’en m
points; done elle est en général et au plus du degré m. En pour-
suivant ce raisonnement de proche en proche pour les direc-
trices courbes (p), (¢). .-, substituées i des directrices recti-
lignes, on arrivera enfin & la démonstration du théoréme ci-
dessus énoncé.

Remarque concernant la multiplicité des poinis polaires.—
Dans le cas particulier considéré ou tous les poles sont en
ligne droite, on ne peut plus conclure quaucun d’entre eux
appartienne a la courbe et soit un point multiple. En effet,
quand la génératrice rectiligne Zp, par exemple, vient a se
~ confondre avee la direction Ppt, toutes les aulres génératrices
polygonales mobiles, y compris la derniére " p'v, tendent i se

DES POLYGONES VARIABLES QUELCONQUES. 65
confondre avee la méme droite; donc alors les points «, rela-
lifs a4 ce cas, ne sont plus distinets comme dans I’hypothése
générale, et il est impossible d'affirmer qu’ils se confondent
avec p ou p. Il y a plus, on peut se convaincre par des
exemples que cela n'a pas lieu en général.

En particulier, quand toutes les directrices des sommets sont
rectilignes, on sait que le sommet libre o parcourt lui-méme
une ligne droite; or, cette ligne droite ne saurait évidemment
passer parles poles p et p'¥, puisqu’elle serajt déterminée indé-
pendamment de toutes les autres données du probleme dont
elle dépend essentiellement; ce qui est absurde. Toutefois, on
ne doit pas inférer de la que la courbe des « ne rencontre en
aucun point la droite des poles pp'”, mais seulement que la
position de ces points n’est pas immédiatement déterminée
par la supposition actuelle.

Cette circonstance nous rappelle d’autre part que toute fone-

s o ; 0 . :
tion algébrigue qui prend la forme = change nécessairement

de nature. Or, dans le cas général ou les poles ont une position
quelconque, I'équation de la courbe des o, dont les coeffi-
cients sont des fonclions des coordonnées constantes qui dé-
terminent la position de ces poles, peut étre telle, qu’en y sub-
stituant a la place de 'abscisse #, celle de I'un queleonque des
points p ou p*v, le résultat, parsuite de réductions, soit décom-
posable en deux facteurs de méme degré mnpg, et dont I'un
soit de la forme (y— b)™" par exemple, ce qui annonce
que la courbe passe mpqn fois par le pole correspondant. On
congoit encore qu’il puisse arriver que I'équation primitive
de la courbe des = soit telle, qu’en y introduisant la eondition
des poles en ligne droite, il s'évanouisse quelques termes, et
qu'elle s’abaisse au degré mnpq, aprés avoir é1é délivrée du
lacteur qui 'embarrasse nécessairement, facteur de la forme
méme de I'équation de la droite pp*, ¢’est-a-dire

5 3 7 Rl mnpq

—— —— (2 — D)
A_}' b— ( ):]

ou ;

[(6—0b)y—(a—d )z + ab — ba'|™e1;

'autre facteur pouvant ne pluss’évanouir par la substitution des
coordonnées des points p et p'Y, ete.
~
I 5
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Nous avons vu (Prop. IV) que, dans le cas général, les poles
p et p' éwient des points multiples de I'ordre mnp. .. de
la courbe"des 2, elle-méme du degré amnp...; mais cet ordre
peut varier quand il arrive que trois ou plusieurs péles parmi
lesquels se trouvent P et p', sont situés en ligne droite; Ie
raisonnement déja employé ci-dessus, étant appliqué & chaque
cas particulier, fera connaitre la nature de ces points multi-
ples, et je crois inutile d’en dire davantage.

Nous allons' majntenant passer au cas ol un ou plusieurs
poles se trouvent sur des courbes directrices; ce qui pro-
duit un abaissement du degré de la courbe des spmmets li-
bres e, comme Braikenridge I'a démontré analytiquement pour
quelques cas particuliers relatifs aux triangles mobiles.

Note pendant Uimpression.

Jai d¢ja prévenu, vers la fin de la note de la page 52, que les propo-
sitions du précédent paragraphe, relatives aux volygones mobiles inserits
aux courbes géométriques planes, se trouvaient résumées dans le cha-
pitre TII, section 1V, du Traité des Propriétés projectives. Je dois ajouter
ici que le surplus des propositions, en grand nombre, qui devaient suivre
la proposition VI ( fig. 41) ci-dessus, a 6té omis, non parce que la dé-
monstration, purement géométrique et élémentaire, en edt 66 sans inté-
{ét pour beaucoup de lecteurs, mais parce que la rédaction & I'état de
simple ébauche et composée de noles, de croquis épars, aurait exigé un
remaniement et des additions qui eussent fail perdre & I'ensemble le
cachet d’ancienne(é que je prétends conserver au corps de cet ouyrage.

DEUXIEME CAHIER.

METHODE DES TRANSVERSALES APPLIQUEE A LA RE-
CHERCHE ET A LA DEMONSTRATION DES PROPRIETES
DES LIGNES ET SURFACES GEQMETRIQUES (*).

I.

DES EQUATIONS A DEUX TERMES ENTRE LES SEGMENTS DETERMINES PAR
UNE COURBE GEOMETRIQUE PLANE, SUR LES COTES D'UN TRIANGLE
ARBITRAIRE.

Afin de marcher du simple” au composé, du particulier au
général, selon I'ordre logique des idées, qui offre aussi le plus

‘de facilité pour I'étude et de chance de réussite dansla re-

cherche des vérités nouvelles, nous déhutons ici par des con-
sidérations géomélriques tout a fait élémentaires.

(*) Lorsque, dans I'hiver de 1815 & 1816, aprés la funeste catastrophe de
Waterloo, profitant des tristes loisirs de la paix, jessayai d’appliquer la
théorie des transversales aux courbes géométriques décrites sur un plan,
quelques savants hien connus avaient déja mis en usage, mais transitoire-
ment, les relalions a deux termes de cette théorie pour démontrer di-
verses propositions isolées sur les lignes ou surfaces du second degré. Je
me proposais dés lors d’ouvrir une voie beaucoup plus large et toute
nouvelle d'investigations relatives a des courbes géométriques d’ordre quel-
conque, voie dans laquelle personne n’est entré si je ne me trompe, méme
depuis la présentation a I'Institut de mon Mémoire de 1830, sur I’ 4na-
lyse des Transoersales. En effet, ce n'est qu'incidemment dans une courle
Note au bas de Ja p. 173 du t. XVII des Anrnales de Montpellier, que
Sturm indique comment le théoréme de Carnot peut servir & démontrer
la propriété de I'hexagramme de Pascal, relalive aux coniques; le surplus
de son intéressante étude, postérieure de dix ans & I'époque ou ce Cahier
a §lé écrit, est fondé sur de tout autres considérations géomélriques ou
analytiques; notamment sur la méthode des Multiplicateurs indéterminés
de M. Lamé, que Sturm a eu, comme lant d’autres, le grand tort de ne
pas ciler, et dont j’ai dit quelgues mots a la p. 489 du précédent vo=

; 5.
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Exposé préliminaire, relatif aux simples coniques, du procéds
général d élimination et de réduction des éléments géomé-
triques divers d’'une figure coupée par des transversales,

THEOREME FONDAMENTAL. — 81 les cOtés d'un triangle abe
(fig. 42), rencontrent une section conique quelconque en

Fig. 42.

i ///
-
X

trois couples de points petp'sqetqyretr, on aura, entre
les segments formés par la courbe, sur les coiés prolongés du
triangle abe, la relation

ap.ap’.br.br' .¢q.cq =ar.ar’. bg.bqg' . cp.cp'
que nous éerirons simplement ainsi

(a) (ap)(br)(cq) =(ar)(bq)(cp).

lume. Ceci n’dte rien dailleurs au mérite de sa belle découverte relative

aux intersections, par une trangversale arbitraire, de (rois sections coni- °

ques ayant en commun les mémes qualre points; découverte qui estl'es-
tension de celles dont les Anciens, Desargues, Pascal vers 164o, et en
dernier lieu Brianchon en 1817, s’clalcntdeﬁ occupés, pour le cas sxm}’
il est vrai, du quadrilatére inscrit & une section conique.
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En effel, cette relation est projective (*). Done, silon prouve

qu’elle est vraie pour le cas du cercle, elle aura lieu pour les

conigues en général. Or, elle est évidente par la propriété

connue des sécantes intérieures ou extérieures au cercle, dans
fequel on a

ap.ap’ ou (ap) =(ar), (br)=/(bg), (eq)=/(cp);

car en multipliant ces équations membre a membre, on obtient
la relation (@) énoncée. :

1l est visible d’ailleurs que si, au triangle transversal ci-des-
sus, on substitue un poly g,one quelconque, la prop(mllon sera
susceptible de s’étendre a ce cas général,

Premieres conséquences. — Tracez les cordes pg et p'q

jusqu’a leurs rencontres en & et i avec le ¢616 ab du trlangle

qui est indépendant de ces cordes et peut étre regardé comme
une transyersale quelconque ab, coupant les prolongements
des cotés du quadrilatére inscrit pgq'p’ en k, k', a, b et la
courbe en ret r'; puisque les droites pgk et p' ¢’ k' sont aussi
rransversales du triangle abe, on aura

ep.bg.alk =ap.cq.bk,
) bg' ak! = ap'.eq’ bk’
mais on a, d’autre part, I'équation (@) ou

(ap)(br)(cq)={(ar)(bq)(cp);

(*) Ceci suppose la démonstration des théorémes ou principes fonda-
mentaux des pages 6 et suivantes du Traité des Propriétés projectives,
publié seulement en 1822, démonstration dont je ne posséde plus les
notes originales, mais qui doit remonter au printemps de 1814, 00, & Sa-
ratoff, je m’occupais des conditions générales de projectivité des relations
mé{riques et descriptives des figures. 1 me suffira ici de rappeler; d'apres
les n® g el suiv., que cette démonstration résulte d’une considération aussi
simple qu’élémentaire; relative au triangle qui a pour base I'un queleon-
que des segments & projeter, et pour cotés adjacents les projetantes des
deux extrémités de cette base. Toutefois, il se peut que je me fusse con-
lenté, en 1814, de la preuve, & posteriori, résultant de ce que la relation
fondamentale {a) conduit & des constructions linéaires elles-mémes essen-
tiellement projectives.
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multipliant par ordre ces trois équations entre elles, il vien-
dra, en supprimant les facteurs communs aux deux membres,

br. by ak.al’ = ar.ay . bk . bl
ou

(b) (br) (ak) = (ar) (bk).

En tragant ( fig. 42) les diagonales p'q et pq’s nommant 0,
0" leurs intersections avec ab el prenant leur systéme pour
transversal du triangle abe, on obtiendrait de méme la relation

(c) (br) (a0) = (ar) (0),

analogue a la précédente ; puis, en multipliant en croix ces
deux derniéres équations, on en déduit sur-le-champ cetie
troisiéme non moins remarquable §

(@Q) (b)) = (bO) (ak);

relation connue pour le quadrilatére simple & deux diagonales,
mais qui s’étend, comme les précédentes, au cas ol les couples
de cotés opposés et des diagonales sont remplacés par des co-
niques quelconques passant par les sommets p, p', ¢/, ¢ de ce
quadrilatére simple (*). - .

Si 'on considére le triangle X /&' au lieu de abe, et qu'on
regarde pp’ et gq' comme des transversales,-la relation ana-
logue & (b) et (¢) deviendra

(d) (kr) K a.b'b = (k'r)ka.kb.
Celle~ci, combinée avee (b), donne les suivantes :
(hr)(bryak’ = (k') (ar) BF

—2

(fr) (ar) b =(k'r) (br) ak ;

(*) On reconnait dans (b), (¢), (), trois des relations nommées irzeo-
lutions de six points Qapres Desargues, complétées au nombre de sept
par Brianchon, et dont j’ai rappelé le nom original et véritable dans lo
T'raité des Propriétés projectives. Mais on remarquera que, a 'époque
de 1816 ou j'éerivais, loe Mémoire de Brianchon sur les lignes du o° ordre
n'avait point encore paru, et que déja j'avais éténdu ce genre de rela-

tions métriques aux lignes géométriques d’ordre quelconque, comme on
le verra dailleurs ci-apres.
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d’ot 'on déduirait, par voie de mul}iplication ou de division,
heaucoup d’autres qui ont, je le répete, leurs} analogues quflnd
on remplace le systéme des diagonales, ou ceux des CO}lplea de
cdtés apposés du quadrilatére, par de nouvelles sections co-
niques transversales de la premiere. ‘

Mais je ne m’étendrai pas davantage sur ce sujet.

Hexagramme de Pascal. — Daprés le théoréme fondamen-
tal, nous avons (fig- 43)
(ap) (br) (cq) = (ar) (bq)(cp);

or, les transversales pgk, p'Or, Lg¢'/, donnent, pour le trian-
gle quelconque abe,

(pq) ep.bg.ak = ap.cq.bk,
(p’r) cp'.ar.b0 = ap'.br.cO,
(g'r") bg'.ar'.cL = ¢q'.br'.aL. .

Multipliant ces quatre équations membre a4 membre et sup-

Fig. 43.

primant les facteurs égaux (ap)(br)(cq) et (ar)(bg)(cp), il
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viendra la relation tres-simple,

ale; 00 el = b e 0. gl

Done les trois points %, O, L, situés en nombre impair sur les

prolongements des cotés du triangle transversal abe, sont en
ligne droite; or, ce sont la précisément les trois points de con-
cours respectifs des cotés opposés de I’hexagone Pqqrrp'p;
ce qui constitue le théoréeme de Pascal.

Remarque générale. —Si I'on remplace la section conique
par le systéme de deux droites, la démonstration est la méme
mol pour mot.

Le théoréme d’ott nous sommes partis, et qui, d’aprés Car-
not, peut s’étendre a toutes les courbes géométriques décrites
sur un plan, caractérise trés-bien, comme on le voit, la see-
tion conique en particulier, puisqu’on retombe, sans effort,
sur le théoréme de Pascal relatif & I'hexagone inserit, le plus
général que 'on connaisse sur ces courbes. On va voir que la
relation métrique elle-méme suffit pour déerire une section
conique par points, quand on en a cing de donnés & priori.

Tracé des coniques par points.— Soit abe ( fig. 44)un wiangle
transversal quelconque d’une section conique ; on a, d’aprés
I'équation fondamentale (a),

(e) (ap)(br) cq'.cQ = (ar).bg' .6Q.(cp),
ou, ce qui revient au méme, .

ap.ap’ _ bg'.bQ . cp.cp’

ar.ar' " cq’ ¢ Q. bribr"

Supposons que les cing poiuts p, p/, r, +* et Q étant don-

neés, on trace pp’, 1’ et quautour du point Q on fasse tourner
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Qg ou be, on connaitra pour chaque position de ct.ette d.roite,
les valeurs de ep.cp’, br.br’, bQ et ¢Q, et la relation m»—des—
sus donnera bg' par une équation du premier degr‘é, puisque,
e bq"— be; par conséquent le point de la conigue, m}ue
sur la direction de be, qui pivote autour de Q comme pole,
sera lui- méme donné par une construction linéaire.

On déterminera plus facilement le point générateur q’,. si
I'on construit la position correspondante de la sécante indéfi-
nie pq'; il suffira, en effet, de trouver pour chacune des po-
sitions de Qg’, celle du point tel que /r, ou pg’ rencontre la
divection 1 du coté fixe ba du triangle abe; or, ce triangle,
coupé par la transversale rectiligne pq'k, donne

cp by’ .ak = ap.cq’ .bl;
muliipliant cette équation par celle ci-dessus (e), il viendra

simplement

ap'icQ.(br).ak = (ar).cp’.bQ.bF,
Qolt 'on tirera ak et bk, puisque bl = ak +- b. ’

Cette équation ne change pas de forme quand la droite Qq
vient & passer par p ; on a alors

ap’.pQ.(br).ak = (ar).pp' .bQ.bk ;

ce qui permet de construire, de déterminer la position de
la langente au point p. :

Cette méme équation peut se simplifier dayantage encore en
considérant la direction indéfinie de rQO comme transyersale
du triangle abe, ce qui donne

bQ.ar.cO=cQ.br.a0,
équation qui, multipliée par la précédente, devient
ap'.br'.cO.ak =pp'.ar’.a0 bl
el qu'on pourrait simplifier a son tour.

Cas particulier de tangence. — Quand I'un des cotés du
triangle transversal abe, ac par exemple ( fig. 45), esl tangent a
la conique, I'équation («) devient

ap (br)(eQ) = (ar) (bQ) p -
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Par conséquent, si I'on connait les quatre points Q, o, Qe
la position de la tangente ac, on trouvera par I'équation ¢i-
dessus la position du point de contact p; cette équation dy
2° degré, indique qu’il y a deux coniques qui remplissent Iy

Fig. 45.

condition. Le point de contact p une fois obtenu, on pourra
trouver autant de points Q' de la courbe que on voudra, en
faisant varier QQ’ autour de Q; on déterminera trés-facile-
ment ensuite el a priorila tangente en I'un quelconque de ces
points, (', par exemple.

Pour cela, il suffit de tacer la transversale Q'r, et de suppo-
ser que la droite rr’ tourne autour de »/ Jjusqu'a se confondre
avec Q’. On aura en effet, par le procédé ci-dessus, & étant
le point ot la tangente en Q' rencontre ac, et A celui ou r' ()
rencontre la méme droite,

EZ.Q’I’.CQ./{C = ngr'.Q’Q./n‘A;

et, comme e = kA — Ac, on obtiendra la valeur de kA par
une équation du 1** degré seulement.

Cas particuliers ot des sommets du triangle transversal
sont sur la conique.— Premiérement, si le sommet ¢ du trian-
gle abe ( fig. 46) se trouve seul sur la conique, les points ¢, Py
Q" se confondent tous trois en Q', pQ’ devient tangent a la

“courbe en ce méme point, et alors on a, en remplacant les
notations de la fig. 44 par celles de Ia Jig. 46,

ap’.QQ".(br) aK = (ar).p' Q. bQ.bK.
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En second lieu, qu'on prolonge rQ jusqu’en Q, sur aQ’,

& Fig. 46.

Qr transversale par rapport au triangle abe donne incontinent,
bQ.ar.0Q'=0QQ" .rb.0a;
multipliant par la précédente équation, on obtient
ap’ .br'.aX.0Q = ar'.p' Y .bK.Oa;
et si, en outre, Q rdevient tangent a la conique en Q ( fig. 47),

4

Fig. 47.
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le sommet b s’y confondra aussi, de sorte qu’on aura
ap’ . Qr'.aK.0Q = ar’.p' Q' .QK.0a; .

relation & remarquer en passant.
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Lonsxderogs enfin la droile.p’ r' de la fig. 47, comme rang-
versale du triangle « Q Q’, qui coupe QQ’ en L, on aura

Qp' QL ar'=ap'.Q'L.Qr/,
et, en multipliant avee I'équation prémédeme;
_ aK.QL.0Q'=¢a0.QK.Q'L;

par conséquent, si p’r’ devient 4 son tour tangent en P jla
conique (fig. 48), c’est-a-dire quand le sommet a du triangle

transversal primitif s’y confond ayec p' et i, on a la nouvelle
relation :

PK.QL.0Q'= P0.QK. ('L,

qui prouve que les wois points K, 0, L sont en lizne droite

(théoreme connu ). i 2

. Avn‘m fle quiuer' ce sujet, je donnerai deux exemples de

dapphcat‘lon du théoréme fondamental (p- 68) aux propriétés
es systemes d‘f coniques, qu'il serait facile d’étendre aux

courbes de degré pair en général.

T}lRTmE.\zE.-Si Uon fait varier une
{ assujettissant passer loujour.s‘
Sizes P, O, R, R, la corde PQ,
rencontr

conique quelconque, en
(fig. 49) par quatre poinis
. déterminée par ses nouvelles
es avec les droi Soalen
e s clrottes’ egdlenufn.l Sizes P'Pba, Q'Qbe,
preotera sans cesse autour d’un dernier point invariable X, de
la direction R'R.

'(]Jc 1heo.r-c.m(~ est une conséquence évidente de ce qui pré-
cede; mais on peut le démoniper directement. Ainsi,. qu'on
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prolonge la corde P'Q’ jusqu’a sa rencontre K’ avec RR/, il
en résultera un quadrilatére inscrit PQ Q" P’ coupé par la trans-

Fig. 49.

(4

AR’

o

versale K'R' Rae, et, d’'aprés ce qui a été tout d’abord démon-
wré, on a la relation
aR.alR' .¢K.cK'=c¢R.cR .aK.aK'.

Or, dans cette équation tout est constant, excepté aK et cK;
de plus ¢ K =aK + ac, et comme ac est aussi constant, on
en conclut que aK conserve Ia méme valeur pour toutes les.
coniques qui passent par P/, Q’, R/, R.

La proposition analogue a lieu pour le cas d'une courbe
géométrique quelconque de degré pair.

Prosuine.— 7'rois points p, ¢, ¢’ ( fig. 50), communs & deux
coniques, étant donnés, trouver le quatriéme (p'), en supposant
connues les intersections ', R, R' de ces coniques, par une
transversale arbitraire ber'. {

La direction de cbi’, celle de gq’' et de pp’ formeront, par
leurs rencontres mutuelles, un triangle abe qui, étant consi-
déré comme transversal par rapport aux deux courbes, don-

nera respectivement

(ap)(er) (bg) =(aq) (br)(cp),
(aq)(bR) (ep) = (ap)(cR)(bg);
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multipliant ces équations par ordre, on obtient Ia relation
trés-simple, déja remarquée ci-dessus (p. 70) :

(er)(bR) =(br)(cR):

>

on trouvera le point ¢, seul inconnu sur b7/, avee u}le simple
régle, en formant a volonté un quadrilatére dont les cOlés

Fig. 50.

opposés s'appuient respectivement sur les couples de points r
et v/, R et R’; tandis que I'une de ses diagonales passe par le
sommet b, I'autre ira déterminer ¢ sur br', ce qui fera con-
naitre p’ sur la direction de ep:

Application de la méthode aux courbes géométriques d’ordre
q.uelconque, coupées par trois droites arbitraires; construc-
tion de 'une des intersections par les autres successivement
réduites @ trois points en ligne droite.

Procédé général d’élimination des segments, applicable auz
cas de tangence (. 73 A 76). — Soient une courbe géomé-
trique plane de degré quelconque m ( fig. 51); abe un wiangle
,dorgt les cotésrencontrent les diverses branches de cette courbe
en 3m points : on aura, d'aprés le théoréme général de Carnot,

(ap) (br)(eq) = (ar) (bg)(ep).

Au moyen de cette équation, 3m — points de la courbe,
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Py Pls Ploien @ G55 @0 T 0 1, étant connus, on
déterminera linéairement le dernier, r” par exemple. A cet

Fig, 51,

effet, soil tracée la droite indéfinie r”¢” qui rencontre le pro-
longement du edté ac du triangle abe en J; en la considérant
comme transversale de ce méme triangle, on aura

: ar”.bq".ch = br".cq".ak.
Multipliant la précédente équation par celle-ci, il viendra
(ap).br.br'.cq.cq' .ck = ar.a’ .bg.by' .(cp).ak.

Cette équation ne renfermant plus bg” ni br”, sert a déterminer
la position de I linéairement, comme on le verra ci-apres.
Supposez maintenant que la ligne droite cg” vienne a tour-
ner autour du sommet ¢ jusqu’a passer par r”; dans ce cas les
points b el ¢” se confondront avec r”, et la relation ci-dessus
ne changeant point de forme, donnera encore la position du
point /3 mais la droite ¢”r” devient évidemment tangente &
la courbe; done ce procédé donnera la tangente en un point
quelconque d’'une ligne géométrique tracée dans un plan.

Cus des courbes de degré pair.— Pour éviter que la figure
ne soit trop confuse, je suppose qu'une courbe du 4¢ degré
soit décrite sur un plan; ce que nous allons dire de cette
courhe particuliére s'appliquera a toutes celles de degré pair.
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Soit tracé quelque part, sur le plan de la courbe non repré-
sentée ( fig. 52), un triangle transversal abe dont le coié ch
passe par I'un des points donnés r” de la courbe, auquel op vey;
mener une tangente, ete.; supposez d'ailleurs que chacun des

Fig. 52.

rrul:f:s de ce ma'ngle rencontre la courbe en autant de points
qu’il est rr.mrquc par son degré : le coté ¢b, par exemple, aux
(quatre points r, r', r”, r"”, le cité ab en P, pls p’s p”, enfinle
AL . 3 ¢ 2 :
co%e acdaux q‘uatre points ¢, ¢’, ¢”, ¢”. On pourra joindre ces
Ipomts‘ t‘eux a deux, par plusieurs maniéres différentes, de
acon & form y isti
e il ler autant de polygones distinets, chacun de douze
OLES cl Lels motamment que le dodécagone, de forme toute
particuliere,
) ) Pt " "
qrtrtptpqqee'p'pq’q" ou 123456 789 orriai,
n]Sgan gans la courbe, et dont tous les ¢otés de rang pair
2.3, 4.5, ete., se confondent en direction avec ceux du trian-
gle abe, comme le montre la fig. 52 ci-dessus.
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(ela posé, ona Péquation

(ap) (br) (eq) = (ag) (bp) (er);

Jo coLé 1.2, ou ¢”r", non confondu avec un coté du triangle,
et qui joint deux points g et " situés 'un sur ec et Vautre
sur be, rencontrera le 3¢ cOté ab de ce triangle en un point P.
Pareillement, le cdté 3.4 ou r”p” coupera le cOté ac en Q,
ot en considérant de méme tous les cotés de rang impair jus-
qu'au dernier r1.12 ou p"q", qui coupe ¢b en R, on obtien-
dra six nouveaux points, P et P/, Q et Q’, R et R/, situés deux
i deux sur les cotés prolongés du triangle abe ;5 ces six points
correspondent respectivement aux six cotés de rang impair
du polygone en question, lesquels pris successivement pour
transversales du triangle abe, donnent :

transversale (pqR), ag.bp.ch = eq.ap.bR,
» (p"q"R), aq”. bp".cR = eq”.ap” bR,
» (rq"P"), aq'.cr,b®? = cq' brial’,
» (r"q"P), ag”.cr” bP = cq".br".aP,
» (prQy), er' bp.a®) = brl.ap’.cQ,
» (pHQx); cr” . bp” .aQ = br".ap”.cQ.

Multipliant ces équations entre elles dans Pordre ou elles se
yrésentent, il viendra, toutes réductions faites,
,

eR.eRLOBP.OP .aQ.aQ =DR.OR .aP.aP’.cQ.cQ.

Done (p. 7o) les points P, P/, Q, Q’, R, R/, obtenus par
la régle seule, sont situés sur une méme courbe du o¢ degré;
c’est-d-dire, en général, sur une courbe d’un degré moitié ou
sous-double de celui de la courbe primitive, puisque les rai-
sonnements précédents sont applicables & une courbe quel-
conque d’'un degré pair, dont les intersections avec les cOtés
du triangle transversal, satisfont aux conditions géométriques
du principe de continuité (*). 2

(*) #oir, dans les premieres parties du Cahier ci-aprés, ce- qui con-
cerne les équations 4 deux termes, dont les conséquences relalives au
triangle transversal des courbes géométriques, particulisrement déve-
loppées aux n 148, }49, 166 de Udnalyse des Transversales publiée dans

1, 6
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8i, a lear tour, on traitait les six points ainsi obtenus, (e
la méme maniére et comme on I'a fait notamment p. 71, on
trouverail trois derniers points qui appartiendraient § upe
méme ligne droite.

En général, les points Ps P/, Q, /, R, R’ élant sur une
ligne continue, il existe entre eux une dépendance telle que,
tous moins un seul élant donnés, le dernier péut se déterminey
avec la régle; ce qui suppose évidemment une dépendance
analogue entre les 3m premiers points p, p', p”,.. .. Conce-
vons, en particulier, que le point »” reste inconnu, tous les
autres étant donnés, le point P sera aussi inconnu puisqu'il
se trouve sur r"¢"”, mais les cinq autres P, Q, Q, R, R étant
donnés immédiatement, P pourra (p- 71) se déterminer par
leur moyen avec la régle seule, puisqu’il est sur la méme co-
nique; donc aussi le point r” sera constructible avec la regle
seule. ;

Remarque. — Dans le cas oit Te degré de la courbe décrite
serait une puissance quelconque de 2, on trouverait par des
opérations successives qui s'elfectueraient avee la regle seule,
sur les cotés du triangle, de nouveaux points appartenant &
des courbes d’un degré successivement sous-double, et I'on
parviendrait définitivement a assigner trois derniers points qui
devraient €tre en ligne droite. Si donc I'nn des 3m premiers
points appartenant aux trois cotés du triangle abe était in-
connu, il pourrait se déterminer par la connaissance des au-
tres; car il est visible que les constructions précédentes, étant
appliquées aux points connus, donneront deux derniers points
aussi connus de position, lesquels en détermineront a leur
tour un troisieme, d’ott dépendra, par des constructions abso-
lument inverses, le point cherché de Ia courbe. On congoit
au resle, que, dés qui un point primitif, il ne correspond
qu'un seul ¢6té inconnu du premier polygone, il n’y aura aussi,
dans chacune des constructions successives, qu'un seul point
e e T e T
le tome VI du Journal de Crelle, consistent, en ce que les points d’in-
tersection mutuelle doivent étre en nombre pair ou zéro sur les prolon-

gemenls des cotés du triangle; la relation 4 deux termes entre les segments
ne comportant explicilement aucun signe algébrique.
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érie des trois derniers

qui reste inconnu; done, quary)d‘ Ia s:l;ek‘s e

points viendra & &tre déterminée, tOULES IE

points le seront simultanément. it e Bl
D’ailleurs ces constructions faciles, quoiq

- . s a, b, ¢ du triangle,
absolument indépendantes des sommels

Fig. 53-

(4

elles ne cesseront pas d’étre exécutables, c'e%t—;'l—dir.e qu’elles
ne deviendront pas illusoires, quand abe s’evant_)mra ] done,
par la loi de continuité, elles devront ulcore.determm.e{- le
dernier point demandé. Cette observation s’:{qpphque aussi a la
recherche de la tangente en un point donné.

Cas des courbes de degré impair.— PassO.l‘lS m'fxinlenant aux
lignes géométriques d'un degré quelconque impair, et, comme
ci-dessus, supposons-les, pour plus de facilité, du lroisxem(}
degré. Ce que nous dirons de celles-ci s’étendra facilement a
toutes Ie8 courbes d’un degré donné impair (*).

(*) M. Mannheim me fait observer, avec raison, que I'on pt'aul toujours
ramener ce dernier cas au précédent par I'addition d’une droite quel.c.on~
e jE
que transversale du triangle abc; ce que j’ai fait en d’antres occasions,
6.
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Dans ce cas il se trouve trois points pp' p”, qq'q", ri's” sur
chacun des eotéds du triangle; joignez allernativement deuy
points p” et g” pris sur les cdlés ab et be, puis deux points ¢/
et r” pris sur les cOtés be el ae, et ainsi de suite, il ne vous
restera plus-a la fin qu'un seul point r, guelle que soit la
courbe : en prenant successivement ces droites pour des
transversales du iriangle abe, il viendra comme ci-dessus,

transversale p” ¢” R’ bp”.cq’.aR' = ap”.bq" .cR,
» i a e ar”diegl bP —ler” by aPs
» Qe bp' . ar’ ¢ Q' =ap’.cr’ OO,
» pqR bp.cq.aR=ap.bq.cR,

d'ailleurs, on a par définition,
(ap) (bq) (er)= (bp) (eq) (ar);
multipliant et réduisant, on obtient
cr.aRLDP . Q. aR = (fl'.CR.(:R’.ﬁI"'.bQ’.

Par le point restant r, soit menée a volonté une transy Pl‘qdh'
rQP dans le triangle abe, elle donnera

ar.cQ.bP=cr.bQ.al;

multipliant 4 son tour l'1 précédente équation par celle-ci, il
vient

aR.aR.OP.GP . cQ.cQ'=cR.cR .aP.aP’.bQ. b().

Les six points P, Q, P/, Q, R, R’ sont donc sur une méme
section conique, ou en général sur une courbe du degré

X 7 . -
= (m 1), m étant impair.
Remarque. — On voit, par cette discussion, qu’on pourrait

prendm le point Q ou P & volonté; d'aprés cela, il semble
qu'il 0’y ait aucune liaison nécessaire entre les points P’; R,

en la conduisant loutefois par I'une des intersections A congidérer; mais
celle addition conslituerait une complication et un changement de me-

thode que j'ai youlu éviter dans ces premieres tentatives de «venumh-
sation.
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R, Q" et r qui sont les derniers points obtenus; mais il est
visible que le point r est déterminé avee la condition que, si
par ce point on mene a volonté une droite rQP, les six points
P, 1Y, Q,Q; R, R soient toujours sur une section conique. Or,
ceue seule condition suffit pour déterminer la position de r:
en effet, qu’on prenne Q a volonté, on trouvera ensuite, avec
la régle seule, le sixiéme point P qui, avee les cing autres Q,
QL R, R/, doit étre sur une méme conique; tracant enfin
PQ, le point » ot cette droite coupera le coté ac, sera le
point demandé, ete. D’aprés ce qui précéde, ce point restera
le méme, quel que soit le point Q gu’on ait choisi.

Pour compléter la solution du probléeme, on construira, a
laide des 6 points dont on vient de parler et par la régle
seule, 3 nouveaux points qui seront situés en ligne droite.
Par conséquent Pun de ces points se déterminera au moyen
de 2 autres : en remontant ensuite aux 6 points précédents,
on obtiendra celui de’ces points qui se trouve seul inconnu ;
ce dernier enfin fera connaitre celui qu’on cherche parmi les
9 points, p,... ¢,... r, dont 8 sont donnés & priori.

Si la courbe était du ¢ degré, on aurait 21 points d’intersec-
tion sur les cotés du triangle abe, 7 sur chacun d’eux; en’
laissant a part 'un de ces 21 points, on en conclurait d’abord,
comme ci-dessus, 10 autres; si, par le point restant, on méne
enfin une droite arbitraire qui coupe les deux cotés du
wiangle abe distincts de ce point, en de nouveaux points, on
aura en tout 12 points qui devront appartenir 2 une courbe du
4¢ degré; 'un des 21 premiers points étant done inconnu, il y
en existe un parmi les r2 nouveaux qui le sera aussi, et il n’y
enaura qu’un seul, En traitant ces 12 nouveaux points appar-
tenant a4 une courbe du 4¢ degré comme nous I'avons fait ci-
dessus, on en trouvera 6 autres, situés sur une conique,-puis
€n remontant, on arrivera au point censé inconnu.

On saura donc déterminer le dernier point d’intersection
d'une courbe du degré m avec un systéme de trois droites
données de position, quand on connaitra les 3m — 1 autres
intersections appartenant a ces droites.

Tracé des tangenies.— De ce qui préeéde et en se rappelant
Ce (ui a éié dit primitivement sur la maniére de mener une
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tangente en un point quelconque d'une courbe géoméirigue
donnée, on en conclura facilement le moyen de tracer cette
tangente avec la régle seule. Il suffira, pour cela, de déerire un
‘riangle dont un des sommets soit en ce point, et dont chaque
¢01é coupe du reste la courbe en autant de points qu'il y a
d’unités dans son degré; de remarquer gu’alors il y a deux
points sur les cotés adjacents a ce sommet, qui se sont con-
fondus en un seul avec lui, en sorte que la droite qui les joint
est une langente a la courbe. Le point ot cette tangente ren-
contre le coté opposé du triangle sera déterminé par les mémes
opérations que ci-dessus, et il n'y aura rien i changer ni aux
constructions, ni aux raisonnements.

Si le point auquel on veul mener une tangente était i lin-
fini, auquel cas les cotés adjacents du triangle deviendraient
paralléles entre eux, la construction serait encore applicable;
car élant indépendante des sommets du triangle, elle donne-
rait ainsi la position méme de I'asymptote correspondante de
la courbe; mais on voit qu’il faudrait en connaitre nécessaire-
ment la direction,

Remarque spéciale. — Une courbe géométrique plane étant
du degré m, si I'on en connait & priori un point multiple de
Pordre m—1, on pourra la décrire par points avec la régle
seule, tracer ses tangentes, ete. (*).

Détermination et tracé des coniques osculatrices en un point
donné d’une courbe géométrique.

Prosuive L — Une courbe géométrique étant décrite sur
un plan, déterminer pour un point quelconque de son péri-
meltre, la conique osculatrice du second ordre en ce point, as-
sujettie @ satisfaire, en outre, & d’autres conditions:

Considérons un triangle quelconque abe, situé sur le plan de
la_courbe pgp’... (fig. 54), comme transversal par rapport a

(*) Foir Vdnalyse des Transversales, citée dans la précédente note
{I'* partie, § IV, n™ 198 et suivants); cette analyse contient le dévelop-
pement de ces premieres idées.
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cette courhe que nous supposerons, pour plus de simplicité,
du 3¢ degré sealement; on a, comme on sait,

(ap) (bq) (cr) = (ar) (cq) (bp).

Menons par les trois points p/, p” et ¢” une seclion conigue
queleconque : elle rencontrera les cotés du triangle abe prolon-

Fig. 54.

gés, en trois autres points R, R, Q, et Uon aura cette nouvelle
relation métrique

aR.aR’. cq”.cQ..bp'.bp” =ap'.ap”’.bg” . bQ.cR.cR'.
Multipliant ces deux équations membre 4 membre, il vient
(1) ap.bq.bg’.(cr).aR.aR’ .cQ=bp . cq.cq’ .(ar).cR.¢cR .bQ.

Supposons, en premier lieu, que la transversale abp” de-
vienne tangente a la courbe donnée, c’est-a-dire que les
points p’ et p” se réunissent en un seul : la conique de\tiendl:n
elle-méme tangente a la courbe en ce point, etla relation ci-
dessus ne renfermant ni p’ ni p”, subsistera toujours et donnera
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par la toul ce qui peut concerner le systéme de la courbe
proposée et de la conigue tangente. y

Nous ne nous arréterons pas & rechercher les propriéiés
qui résultent de cet état particulier du systéme, et nous pas-
serons tout de suile au contact du second ordre.

Supposons done, en second lieu, que la transversale be se
meuve en se rapprochant du point de contact ci-dessus repré-
senté par (p’ p*), le point ¢ se rapprochera pareillement de ce
point et se confondra avec lui en méme temps que le sommet

b du triangle transversal abé ( fig. 55). Mais alors, en appe-

lant b le poini de contact, la relation ci-dessus, conservant la
néme forme et demeurant toujours applicable, servira a dé-

rire la section .conique qui a au point b trois points réunis
en un seul commun avec la proposée; ¢est-a-dire que la co-
nigue sera osculatrice i cetie méme courbe en ce point de-
venu le sommet du triangle abe, et de plus elle passera par
deux points R, R’ donnés & volonté sur le plan de celte courbe.

Tracé de Uosculatrice & Uaide du caleul (*).— On trouvera,
par la végle seuale ( fig. 55), la tangente au point b de la courbe
proposée, ce qui donnera le point p; on tracera la droite indé-
finie RR’ qui coupera la courbe proposée aux points », ', #” dés
lors connus; enfin, par le point b on ménera une transyersale

“arbitraire be, el Ion obtiendra les points ¢ et ¢'. Tout ce qui
entre dans la relation (1) sera donc entiérement connu, sauf
les segments b Q et ¢Q, relatifs au point Q oti-la transversale
arbitraire ¢b, rencontre la section conique. Cette relation

(*) Ce titre de subdivision s'adresse aux ingénieurs divers qui ont be-
soin de tracer & I'échelle, des courbes ot des figures quelconques de
grandes dimensions soit sur le terrain, soif sur des épures ou patrons pré-
parés a cet effet et pour lesquels les ressources graphiques manquent abso-
lument. Officier du génie, je ne pouvais pas dédaigner V'utilité de I'appli-
cation du caleul aux arts, beaucoup trop négligée de nos jours dans les
Eeoles (’enseignement préparatoire. Ecrivant 4 la hate ces noles manus-
crites en vue du Zraitd des Propriétés projectives, j'ai dii n’en pas oublier
lo but essentiel, inspiré par les remarquables travaux des Lambert, des
Mascheroni, des Servois, des Brianchon, des Prony, etc. Peut-btre, cette
tendance de mes idées géomélriques a-L-elle pu me nuire, plus {ard, dans
Pesprit des savants de profession trop exclusifs?
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pourra done servir a déterminer le point Q, puisque d’ailleurs
¢Q=Dbe—0Q.

On déduira facilement de I'équation (1) le rapport de cQabQ

Fig. 55.

par les tables de logarithmes, puis gppelant & le nombre cor-
respondant, on posera

eQ=k.bQ=bc—bQ, dou

Ainsi, rien w'est plus facile que de déterminer par points
Posculatrice A Paide du calcul. Maintenant occupons-nous de
la recherche d’une construction graphique qui n'exige que
I'emploi de la régle ou d’alignements sur le terrain, ?Lc’.
~ On y parviendra sans peine en se rappelant le procédé em-
ployé ci-dessus pour trouver la tangente en un point donné
de la courbe.

Trace purement linéaire. — Quon déerive en effet les trois
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sécantes r"q'K, K’ ¢, prQ’, et quion les prolonge Jusquy
leur nouvelle rencontre avee les cotés respectifs du trian.
gle abe, elles donneront respectivement, en les considéran)
comme des transversales par rapport i ce Lriangle :
1° (r"q'K) cq'oar” DK =by'.cr”.aK,
220 L(pr Q) b//.lunc.'()’:t(p.ur.[)Q’,
: 30 (K'r'q) . eq.ar’ K = bg.cr'.aK'.
On a dailleurs la relation (1) ci-dessus, ¢’est-i-dire :
ap.bg.bg'.(cr).aR.aR.cQ = bp.cq.cq' (ar).cR.cR.bQ)
Multipliant ces quatre équations membre i membre, et effagant

les termes qui se détruisent, il viendra

bK.DK' < cQ.cQ < aR.aR’ = aK.al/>< 6Q.bQ" < cR.cR,

relation qui prouy > les six points K, K itué
{ui prouve que les six points K, K/, Q, Q’, R, R/, situés '

5leux a deux sur les ¢otés du triangle abe, doivent appartenir
a une seule et méme conique. Or, cing de ces points sont
connus et donnés par la construction précédente, el il 'y
que le point Q qui ne le soit pas; mais comme il ﬂoit se trr;u—
ver sur une droite donnée bg’c passant par I'un Q7 des cing

points artern i secli i i i
pomts appartenant a la seclion conique dont il s’agil, on le *

(lédf.lir:: sans peine, au moyen de hexagone de Pascal et avec
la 1"ng|0 seule, des cing autres points (II’_".i‘E\l obtenus.

Si {{l courbe donnée, au lieu d’étre d.u 3° degré, élait d'un
degré plus élevé, on raménerait par le méme pl:'oc,édé el en
:tyrfnl e.'sg:u‘d ace quia été dit précédemment, la recher’che du
|,|011}L incannu Q & celle du point d’intersection d’une section
conique (’lonnée par cing points quelcongques, avec une droite
(Ionee également quelconque, passant par I'un de ces cing
points. ‘Je pense, dailleurs, que, aprés tout ce (‘1uiwﬂ 66
dit (p.86) du procédé pour mener une tangente en un point
q’uelcm?que d’une courbe géométrique, il devient inutile
d ex’ammer en détail les deux cas distinets ot la courbe pro-
posee est de degré pair ou impair.

Remarque I. — Dans ) X 4
= )q{lqun 1 Dans le probléme qui précede, au lieu de
racer la conique oscalatrice par points 4 aide du procéde
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d’abord iudi.qué, on pourra se borner a rechercher un seul de
ses points; on tracera ensuite cette conique par les méthodes
connues (t. I, p. 138 et 150), puisque deux autres points R,
I de cetle courbe, la tangente bp etson point de contact sont
donnés.

On pourra d’ailleurs, en décrivant un seul cercle tangent
en b, trouver par nos procédés (*), le centre, les axes, etc., de
Losculatrice avec la régle seule, et ainsi le probléme sera com-
plétement résolu. z

Remarque II. — Lorsque les points Ret R’ de I'osculatrice
passent 4 l'infini, la courbe devient une hyperbole ou une
parabole selon les cas; enfin les mémes points R et R” pour—
ront étre pris sur la courbe proposée sans que les construc-
tions en éprouvent de modifications essentielles.

Remarque I11. — 8i la conique osculatrice, au lieu de passer
par deux points donnés sur le plan de la courbe, devait étre
simplement une circonférence de cercle, les deux points de-
viendraient superflus, car le cercle osculateur est entiere-
ment déterminé par'son point de contact; mais la construction
qui vient de nous occuper cesserait d’éire applicable, et il con-
viendrait d’avoir recours pour ce cas particulier a un procédé
direct, par exemple a celui indiqué ci-apres. y

On peut cependant sujvre une marche tout a fait simple en
observant que, lorsque deux courbes sont osculatrices entre
elles, elles ont nécessairement au point de tangence, méme
cercle osculateur, car il résulte de 1A qu’on pourrait déter-
miner comme ci-dessus, une conique quelconque osculatrice
de la proposée, et tracer ensuite le cercle osculateur de cette
conique ; ce qui s’exéeutera facilement et avec la régle seule
(Rem. 1), en se servant d’un cercle auxiliaire quelconque
tangent en b & bp ( fig. 55).

(*) #oir Tart. 11, p. 262 et suiv. du précédent volume ou se trouvent
exposées les-propriélés générales du systeme de deux coniques par rap-
portan point de concours des tangenles communes, véritable centre de
projection mutuelle des deux courbes, nommé centre d’homologie dans le
Traité des Propriétés projectives : les nombreuses conséquences de ces
propriétés faisaient partie d’un Cahier manuscrit, que jai dii supprimer
dang cetle publication.
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Remarque IF. — Sans sortir des considérations qui - pré-
cédent, on peut démontrer aisément et & posteriori, que |y
conique osculatrice et la courbe proposée ont méme cercle
osculateur en leur point de-contact. :

En effet, représentons parp la corde interceptée par la g~
cante arbitraire gbg’ dans le cercle osculateur en b4 la courhe
géoméirique proposée, ey par ¢ celle quintercepte sur Ja
méme droite, le cercle osculateur de la conique oscul
(ui passe par les points R et R'.

On aura, pour déterminer p (p. 68), la relation

alvice

up.bq.bq'.(cl').;EB:- bp.ch.cq.cq'. (ar).p

Mais on a aussi, pour déterminer le point Q de Posculatrice,
Péquation (1) ci-dessus,

bp.eq.eq'. (ur)(cR).bQ:dp.//q. bq' . (er)(aR).cq.

Multipliant ces équations membre & membre et par ordre, il
viendra finalement, : ;

@.(cR).6Q = be.(aR).cQ. 0.

Maintenant on aurait. évidemment aussi, pour déterminer le I
correspondant au cercle osculateur de Ia conique, celle se-
conde relation semblable & [a précédente ;

trb/.[cl{)./)Q :'lm.((lli).cQ.p',
done p=p'; et, comme il en serait de méme de toute autre
sécante, il est visible que les points des deux cereles oscula-
leurs se confondent deux A deux. Ainsi, comme il s'agissait
de le démontrer, le cercle osculateur est le méme pour la
courbe et pour la conique osculatrice.

Cas des simples coniques.

Examinons en particulier le
cas ou la courhe 3 laquelle il s’agit de mener une osculatrice
du second ordre, est clle-méme une conique quelcongque:
on a alors, pour déterminer |o point ),

(1) € (ar)(eR).bQ = bg.(er)(aR).cQ. .
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Pour déduire de ceite équation une solution grap.hlqu(f,
wacez g’ (fig. 56), qui coupera latangente ba en K, puis KR/,

@

i ui i X;en con-
qui coupera bg en m, enfin mr qui coupera ab en X,[Pﬂ‘ 08
sidérant chacune de ces droites comme transversale du trian-
gle abe, on aura
bg.cr'.aK =cq.ar’ .bK,

me.aR . DK =mb.cR .ak,

pour gr'K
pour KR'm

X ‘ or.aXi= mc.ar.bX,
pour mrX mb.cr.aX = me

Multipliant ces équations par ordre et par I'équation (1) ci-
dessus, il vient immédiatement

¢R.0Q.aX =aR.cQ.bX,

i ¢ les trois poi XetQ
nouvelle équation qui apprend que les trois pomt? R; \it 2
doivent étre en ligne droite; mais le point R.est’r(?nne 1’ .
point X est déterminé par la construction qui précéde; done
le point Q est aussi connu.

Remarque 1. — Si 'un des points donnés, R, par e\cmp;P_
se trouvait sur la courbe a laquelle on veut mener I'oscu dﬂ
trice, la construction deviendrait encore p[}ls 51!1111)1.0, car II?:T
le point Q serait le point m lui-méme, et il suffirait d:\l,l:\{()
bg, qr" et KR’. Ainsi, dans le mou‘vemem (lo.ln ﬁgvurl(‘;q“l ru;s;i
et pour le cas général qui précéde, le.point m decrit auss
une osculatrice en b, passant par R’ et r.

’ . 7iusguisa ren—
temarque I1. — Supposez qu’on trace bR’ jusqua
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contre en p avec la conique donnée et qu’on meéne P je dis
que celte droite ira rencontrer mR’ en un point de br. En efe

fet, la figure brr'gpb forme un pentagone inscrit 4 la conique

donnée et ab est la tangente en P'un b de sos sommets; en

regardant donc cette tangente comme un sixiéme cOté nul, e

se rappelant que les cotés opposés doivent se couper en trois

points situés en ligne droite,on en conclura sans peinela pro-

position énoncée. :

De cette remarque on peut aisément conclure aussi que, si
I'on trace la corde QR’ correspondant & qp- ces deux droites se
rencontreront en un point « qui demeurera sans cesse sar une
troisiéme passant par b, corde commune a la conique cher:
chée et a la conique donnée, conformément aux considéra-
tions générales ci-dessus rapportées. Mais nous n’insisterons
pas davantage sur ce cas particulier, et nous allons passer i
Pexamen des contacts du 3¢ ordre.

Prosuine IL. — En un point donné b (fig. 57) d’une courbe
géomélrique quelconque, mener une conique osculatrice du
3¢ ordre, passant en outre par un aulre pofnt donné R,

Supposons. que, dans le probléme qui' nous a précédem-
ment oceupé ( fig. 55) et ol il s’agissait de trouver Posculatrice

K

en b, passant par' R et IV, le point donné R’ soit précisé-
ment un des points de la courbe géométrique proposée, el
qu’il se confonde par conséquentavee Pun des points r, 7', 1",
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avee #” par exemple: I'équation (1) qui sert & déterminer le
point Q deviendra alors, puisque ar” =aR’, ¢r” = cR’,

ap-bg.by'.er er'.ak cQ="bp.cq.cq'.ar.ar’.cR.bQ.

Pour déterminer graphiquement le point Q au moyen de
celte ¢équation, soit menée par les points R et Q la corde RQ
qui rencontre en K le troisiéme c6té ab du triangle abe; en
Ja considérant comme transversale par rapport a ce triangle, on

aura
CR.aK.0Q=aR.0K.cQ;

multipliant ces deux équations par ordre, il viendra
ap-aK.bg.bg'. cr.er' =bpbK.cq.cq .ar.ar’,

relation qui apprend que les six points ¢, ¢/, r, ¢, p et K sont
situés sur une seule et méme séction conique. Or, parmi ces
six points, un seul K est inconnu; de plus, ce point est situé
sur une droite donnée ba passant par 'un p des cing autres;
done on ohtiendra ce point par la regle seule, au moyen de
Phexagramme mystique de Pascal. Tracant ensuite KR, cette
droite coupera bg'c au point Q qui appartient a la conique
osculatrice cherchée.

Nous avons supposé ici que la courbe donnée fat du 3¢ de-
gré, mais, en se rappelant ce qui a été exposé (p. 86) dans la
recherche de la tangente en un point donné d’une courbe
géométrique, on voit sans peine comment il faudrait agir si le
degré de cette courbe étail plus élevé; car, en tracant toujours
RQ, on obtiendrait en général 3 (m—1) points situés m — 1
& m—1 sur chacun des cotés du triangle abe, el appartenant i
une courbe d’un degré moindre d’une unité que celui de la
proposée supposée du degré m: parmi ces 3 (m—1) points,
il'y en aurait 3 (m—1)—1 de connus et un seul K d’inconnu.
On parviendrait donec sans peine, par nos procédés (p. 78
et suiv.), a assigner six points, dont K ferait partie, situés deux
a deux sur les cotés du triangle abe et devant tous étre placés
sur une méme section conique; ce qui ramenerait le probleme
a celui qui précéde. :

Cas o la courbe donnée est une conique. — Avant de
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passer aux conséquences géiérales, examinons le cas particu-
lier ot la courbe donnée est elle-méme du second degré.
Alors ( fig. 58), la derniére des relations ci-dessus devient

ak.bg.cr=>0K . cq.ar;

ce qui indique que les trois points ‘K, ¢, r, doivent étre e
ligne droite. Or nous sommes déja parvenus a ce résultat par

Fig. 58.

"

la méthode des pages 76 & 77, et nous savons d’ailleurs quele
théoreme de cet endroit conduit immédiatement aux pro-
priéiés connues du sysiéme de deux coniques qui ont un con-
tact du of ordre, D'autre part, en supposant que R’ se con-
fonde avec le point b, il donne immédiatement la conique
osculatrice du 3¢ ordre en ce point, qui contient R.

Passons maintenant au contact du 3¢ ordre relatif aux cour-

bes de degré quelconque et qui est une conséquence bien
simple de ce qui précéde.

Cas général. — Nous avons vu ( fig. 57, p. 04 ) que les six
points ¢, ¢', r, ', p et K devaient, dans le cas d’'une courbe
du 3¢ degré, étre silués sur une seule et méme ligne du
2¢ degré afin que la conique QRb fit osculatrice du second
ordre a la courbe donnée, et et le point 77 ou R’ en commun
avee elle.
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Supposons actuellement que la sécante ac (méme figure)
se rapproche sans cesse du point b en tournant autour du point
donné R, les six points ci-dessus devront toujours apparte-
nira une méme conique, pour qu'a son tour le point Q appar-
tienne & la conique osculatrice en 6. Si done on suppose que
la sécante dont il s’agit passe enfin par le point &, le point R
ou r” §’'étant réuni au point b, la courbe sera devenue oscula-
trice du 3¢ ordre avec la premieére; or les cing points ¢, ¢/,
r, r' et p conservant leur existence géométrique, en recher-
chant le sixieme point K d’apres la condition qu’il soit avec
eux, sur une méme conique, on en déduira (fig. 59) le
point Q qui appartient & la section conique osculatrice du
3¢ ordre au point b avec la premiére.
Cette conséquence résulte immédiatement de la loi de con-
tinuité; car, puisque la construction de Q subsiste, elle doit

Tig. 5o,

toujours donner des points qui appartiennent a une conique
passant par R et par R’, désormais confondu avec b, tout en
conservant un contact du 22 ordre au méme point b avec la pro-
posée, ¢’est-a-dire qu'elle doit ayoir quatre points réunis en
un seul en b.

Solution définitive.— Les six points ¢, ¢, r, 1, p et K, étant,
dans'le cas actuel ( fig. 59), situés deux 4 deux sur trois droi-
les qui passent par le méme point, il est aisé de construire I'un

. ] 7
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quelconque K d’entre eux -au moyen des cing autres, sans
méme recourir a I'hexagramme de Pascal.

En effet, soient ( fig. 60) ¢, r, p, ¢', ', I, six points quel-
conques d’une section conique, placés deux & deux sur trois
droites ¢q’, rr', pk passant par un méme point b. Achevons
le quadrilatére inscrit ¢/rqr’ dont rr’ et ¢q" sont les diago-

Fig. 6o.

nales; les cotés opposés concourront respectivement en deux
points L et P situés sur la polaire PL du point b; or il en
serait de méme du quadrilatére pglg’si 'on connaissait le
point /; done si I'on détermine le point N ol le ebté connu
Pq de ce quadrilatére rencontre la polaire PL, et qu’on joigne
le point N ainsi trouvé au point ¢’ par la droite Ng', celle-ci
coupera la direction de la diagonale pb au sixiéme point &
demandé : ainsi la recherche de ce point n’exigera seulement
que le tracé de sept lignes droites.

Remarque. — D'aprés la remarque déja faite plus haut, la
solution précédente s'étend & toutes les courbes géométriques
possibles, décrites sur un plan : pour éviter les erreurs, il con-
vient de s'occuper d’abord des constructions A effectuer dans
le cas (fig. 54, p. 8y, el 55, p- 89) ol le point R’ n’est pas
censé confondu avec b, et on Ja conique doit étre seulement

osculatrice du 2¢ ordre avec Ia proposée; puis de les appli-

quer au cas ot le point R’ est confondu avee b, et ou par con-
séquent la séeante ac correspondante, passant par ce méme
point, le triangle abe s'évanouit; car toutes ces constructions
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resteront applicables sans aucune modification au tracé de
I'osculatrice du 3¢ ordre.

La solution qui précéde peut nous conduire encore i celle
de cette autre question d’un ordre plus élevé, mais dépendant
toujours de la géométrie de la régle :

Propuive 1L — En un point donné b ( fig. 61) d’une courbe
géométrique quelconque, mener la conique osculatrice du
4¢ ordre en ce point. :

Supposons, dans le probleme ci-dessus, que le point R,
donné a priori, soit précisément sur la courbe proposée et
se confonde par conséquent avec le point correspondant »’ de
cette courbe; la construction par laquelle on obtenait a vo-

Fig. 61.

lonté un point Q de Posculatrice du 3¢ ordre en b passant par R
subsistera toujours sans aucune modification; mais, si Pon
veut, en outre, que ce point donné R se confonde avec b, et
que par conséquent la conique cherchée y devienne oscula-
trice du 4° ordre, cette méme construction deviendra complé-
tement illusoire. C’est pourquoi il est nécessaire de recourir
d une autre méthode pour parvenir i la solution du probléme
dont il s’agit, et qui semble difficile pour les courhes géomé~
triques d’un degré supérieur au 3°. :

Supposons que, dans les hypothéses du cas général ( fig. 59)
ol R n’est pas confondu avec b, on veuille déterminer les
positions du point Q pour lesquelles il se confond avec son

7
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correspondant ¢, ce qui revient a rechercher les autres
points ot 'osculatrice coupe la courbe proposée, et exige que
les trois points K, R et ¢’ soient en ligne droite. Or nous savong
(p-78 et suiv.) que les six points ¢, 7, p, ¢', R et K doivent,
en général, appartenir a une méme section conique; done
les trois points ¢, r, p doivent aussi étre en ligne droite.

8i la courbe était par exemple du 4° degré, il y aurait trois
nouveaux points, en sus des six qui précédent, situés avec les
premiers sur les droites bg, br, bp ; et, par les mémes raisons,
les trois points K, R, ¢’ devant toujours étre en ligne droite,
les six derniers seraient sur une conique: des circonstances
analogues auraient lieu pour les courbes de degré supérieur
au 4°. Mais, sauflle cas des courbes du 3¢ degré, la question
de trouver une transversale qbg’ (fig. 61) qui remplisse les
conditions exigées est tres-difficile 4 résoudre, et on’ s'en
rend compte en observant que le nombre des positions .cher-
chées du point Q ou ¢’ est nécessairement, et en général,
2m — 5 pour une courbe du degré m. En conséquence nous
ne nous oceuperons d’abord que des courbes du 3¢ degré.

Cas des courbes du 3¢ ordre. — Les trois points p, ¢, r
(fig. 61) doivent alors, comme on Ia vu, éire en ligne droite,
mais les points r et p sont donnds par les ('nndmons du pro-
hléme; tracant donc la droite pr, qui coupe de nouveau la
courbe au point g, puis la droite ¢b, celle-ci donnera le point g’
demandé, pour lequel K, R, ¢’ sont en ligne droite, et, par

suite, Q est confondu avee ¢'. Quand le point donné R est lui-

méme confondu avec b, la construction subsiste, Seulemcm la
direction de pr dmnent tangente a la courbe.

On peut donc encore, pour les lignes du 3¢ ordre, détermi-
ner un point de P'osculatrice avee la régle seule. On en obtien-
dra_ensuite autant d’autres que I'on voudra, en faisant attention
que la conique osculatrice cherchée doit nécessairement avoir
un contact du 3¢ ordre avec toute aulre section conique, elle-
méme osculatrice de cet ordre en b avec la courbe proposée;
car en tragant cetle: conique par points avec la regle, on en
déduira simultanément ceux de la section conique osculamce
du 4 ordre, dont un point est donné.

Sans passer par ces intermédiaires, on peut d’ailleurs con-
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struire Posculatrice immédiatement, en agissant comme dans
la question précédente et prenant le point dlabord obtenu pour
le point ci-dessus R ou 7/,

Cas d’une courbe géonzélr[que quelcongque. — Si la courbe
proposée est du degré m, on pourra encore construire Ioscu-
latrice du 4¢ ordre comme on va le montrer.

Soient toujours #' br, bpp' (fig. 62) les deux droites don-
nées a priori, et g¢' celle dont on renherche la position; d’a-
prés ce qui précéde, les trois points ¢’/ devant étre en ligne
droite, ceux p, r, ¢,. .., p's 1’5 ¢, -« en nombre 3(m -—2),"

devront étre & une courbe de degré m — 2. Cetle condition
suffit pour déterminer la position de bq’: supposez, en effel,
qu’on trace une droite arbitraire bgq”, elle ira couper la courbe
en m—1, points distincts de b, dont on choisira m —3 a

_volonté; on regardera ces m— 3 points comme faisant partie

de la courbe du degré m-—=2 ci-dessus, avec les 2 (m —2)
autres points donnéds sur les droites fixes bp et br; on aura
ainsi 3 (m-—2) —1=3m — 7 points de la méme courbe, et
on en déduira par la régle seule (p. 78 et suiv.), le 3 (m—a)iéme,
Supposant done qu’on exécute pour chaque sécante arbitraire
by la méme construction, la suite des points ainsi obtenus for-
mera une ligne continue, et les points ot elle ira rencontrer la
proposée seront tels, qu’en joignant le point & a I'un d’eux par
une droite, elle remplira les conditions du prohléme; ¢est-i-
dive que chacun des points ol elle coupera la courbe donnée
appartiendra a Uosculatrice demandée.
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Nous n’en dirons pas davantage sur cette solution i cause de
son extréme complication; je crois néanmoins, malgré les ap-
parences contraires, qu'il doit exister, pour ce cas général de
I'osculatrice conique du 4° ordre, une construction non moins
simple que celle indiquée ci-dessus pour les osculations

d’ordres inférieurs, et qui n’exige également que V'emploi de.

constructions purement linéaires (*).

11.

APPLICATION DIRECTE DES MEMES PROCEDES D'ELIMINATION ET DE
REDUCTION A DES CAS SPECIAUX.

Propriétés des lignes planes du troisieme degré.

THEOREME PRINCIPAL. — Soient P P g, ¢, r r' six points
situés 4 la fois sur une conique et une courbe du 3¢ ordre;

soient Lracées les droites pp’, ¢q’, rr', dont les rencontres
mutuelles forment le triangle transversal abe, qui coupe la

courbe aux nouveaux points P, Q, R; je dis que ces trois

points doivent appartenir & une ligne droite.

(*) Ceci explique comment, aprés I'examen du cas particulier des lignes
du 3¢ ordre et de la détermination du rayon de courbure en un point
donné des courbes géométriques en général, j’en suis venu & changer de
route et 4 me rapprocher de la méthode de Maclaurin que j'avais ignorée
jusque-la (1816),/mais en cherchanta généraliser ou simplifier ses solutions,
ce & quoi je suis parvenu en transformant une équation & deux termes, re-
lative aux produits de segments et qui se rapporte & I'involution généra-
lisée, en fonction de réciproques d’abscisses ou d’autres segments comptés
('une origine fixe, comme on le verra plus loin. :
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En effet, on a pour la conique

~

(ap) (br)(cq) = (aq) (bp) (er),
et pour la courbe du 3° degré
(ap)aP (br) bR (cq)eQ = (aq)aQ (bp)bP (cr)cR,
relations d’ott I'on tire immédiatement .
aP.bR.¢cQ=aQ.0P.cR;

ces trois points P, Q, R, doivent donc étre en ligne droite.
Par conséquent, si les cing points p, p', ¢, ¢/; r, communs a
la conique et & la courbe du 3¢ degré, étaient donnés, le
sixieme se trouverait facilement (p. 71) par des constructions
linéaires.

Supposez que r se déplace sur la courbe du 3¢ degré, Q et
P étant immobiles ; R restera fixe aussi, mais r/ variera avec la
droite rr/, qui tournera par conséquent autour de R comme
pole et décrira la section conique.

TukoREME RECIPROQUE. — Soit abe ( fig. 64) un triangle trans-
versal d'une ligne du 3¢ ordre ; si trois quelconques des inter-

Fig. 64.

sections p”, ¢”, 1, appartenant a des cotés différents du trian-
gle, sont sur une méme droite, les six intersections restantes
P4, r,ptq’, r', sont sur une conique.
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Done si I'on fait tourner a volonté les trois transversales af
. . . {
ac, be autour des points P’ g evr”, les siz intersections ne
cesseront pas d’appartenir & une conique.

De cette seule remarque découlent une foule de consé-
quences curieuses et utiles; nous nous bornerons & quelques
exemples. ; i

Imaginons (fig. 65) que les trois points p, ¢, r se réunissent
en un seul p, la conique passant par p'¢’r’ sera osculatrice

Fig. 65.

du second ordre en pgr; si donc on donnait le point de con-
tact et deux autres points quelconques ¢’ et #/ sur la courbe,
on obtiendrait aisément le point p’ avec la régle, en tracant
une transversale arbitraire p”q” ",

Remarquons d’ailleurs que si cette derniére droite passait
par le point ot la tangente commune rencontre de nouveau
la courbe du 3° degré, r’ se confondant dés lors avec le point
de contact commun p, la conique deviendrait osculatrice du
3% ordre en ce point avec cetle méme courbe censée déerite
ou corivenablement déterminée.

5i 'on veut que la conique, toujours osculatrice du 2 ordre
en p (fig. 65), touche la courbe en un nouveau point p', il
faudra tracer pp’, qui donnera P’ puis en p” mener la tan-
genie p”¢”, qui donnera ¢”; tracer enfin pq”, qui donnera un
nouveau point ¢' de 'osculatrice demandée ; on construira en-
suite facilement la conique avec la regle seule.

Si la conique osculatrice en p devait I'étre en méme temps
en p/, il faudrait que ¢’ se réunit avec P’ et ¢” avec p”; done p”
devrait étre un point d'inflexion.

Dans les courbes du 3¢ degré, tout point d'inflexion est donc
.tel, que si par ce point on méne une sécante arbitraire, elle

-ira couper la courhe en deux autres points par lesquels pas-
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sera une conique doublement osculairice en ces points a la
ligne du 3¢ degré.

Supposons, dans le cas général, que les quatre points p, ¢,
P> ¢ de la conique soient donnds, p” et ¢” seront donnés aussi
et par suite ”; si la conique doit toucher la courbe, il faudra
que les points r et »" se confondent en un seul ; on obtiendra
donc le point de contact en menant de r” une tangente ala
courbe autre que celle qui correspond au point " méme.

Supposons enfin (fig. 66) que d’un point d’inflexion d’une
courbe du 3¢ degré, on méne trois sécantes arbitraires, elles

Fig. G6.

donneront sur’la courbe six nouveaux points apparienant
une méme conique, selon ce qui précéde. Ayantdonc cing des
points de cette conique, on trouvera le sixiéme r’ avec la
regle seule, ete., ete.

En particulier, du point d’inflexion s d’une courbe du 3¢ de-
gré, menez les sécantes arbitraires sp, sq, sr, les sixautres inter-
sections p, ¢ et 7, p’, ¢' et étant & une simple conique, les
droites opposées, qui, dans un ordre quelconque, joignent
deux & deux ces six points, telles que, par exemple, gret ¢' ',
qr’ et ¢'r, ele., iront concourir sur une méme ligne droite,
ctil en sera ainsi encore des couples de tangentes aux extré-
mités de chaque sécante : on peut appeler cette droite unique

" la polaire du point d'inflexion s; or, cette polaire viendra

couper la courbe aux trois points de contact des tangentes
issues du pole s.

D’'un point d’inflexion, on ne peut donc mener que quatre
tangentes & la courbe, y compris celle qui correspond a ce

point et qui d’ailleurs compte pour trois réunies en une seule.
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Qu'en un point quelconque T d’'une courbe du 3¢

s’agisse de mener degré i

pes ; le cercle osculateur a cette courbe, on
ira, a volonté, trois autres points P's q's rien ligne droitey
- = 5/

puis on tracera Tp’, | Tr i
tracera Tp', Tq', Tr/, qui donneront trpis derniers

Fig. 67.

Pomls Ps ¢, 1, appartenant a une conique osculatrice en T, la-
qu.clle sera ainsi déterminde, puisque, outre quatre d ’
l'mx.uls, Pon aura la tangente en 1'un d’e’ux. On‘ gacelr‘a exf‘ i
i:mq'e.m.mu le cercle osculateur en T au moyen d'un seul c;:"]cllt:
x(it;‘;lrl‘;)fnslrg@(fni((,-)lstrdef).Ti (I, en n'(tmplgyam que la régle seule,
i nou]; n,_‘e]‘f.z? dcja mentionnés a la page g1, mais sur
g ir sfbt-CT‘ODS pas davantage ici.
ok O;L, ]‘t [1()‘uI'sLllVl‘(’¢ ces qu.cstions relatives au tracé du
5 sculateur dans le cas particulier des lignes du 3° degré
;;,m|;:ELS(I?‘C}‘:P;?Mr-ﬁ ce!les qui concernent les prohlémes’
m)urb‘.,es /e," g(;n;;:[m:eig?lques et aux cercles osculateurs des
théses pm-ticuliércs‘desﬁ;rfl; “eL:\M[?l‘OPOS'“O“S il
\"jt[;[s)pi(;stz:;séci)i](‘)ujp?rti(’nﬂiféremem‘, encore, que trois nou-
el ;lue - 5;/[) "”ql’: r (‘ﬁg. ()4‘)‘soiem en ligne droite,
Al > P q", r , es trois d’ermeres Ps ¢, rseront aussi
g roite, ce qu'on peut énoncer ainsi en observant

(fig-68) que la figu B e R tan
ala courbe: gUre ¢ g r”p”p q forme un hexagone inscrit

Thi o e , -

» hex;mm”” g b;l l'on inscrit & une ligne du 3¢ ordre, un
Xa 3 g J bl

gone 123456 1, dont deux systemes de colés res-

» peclivemer () S65 ¢ e ncon-
peclivement o poses I’I" 14 /7/), » qq° el /7” r’, se re
y 4 > E]
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", wrent en des points p' et ¢” situés sur la courbe, les deux

Fig. 68.

» derniers cotés ' r”, pg, ou 3.4 et 1.6, iront aussi concourir
» en un 3¢ point r de cette courbe (*). »
S8i I'on suppose maintenant que p se confonde avee ¢, la

(*) On reconnait ici, pour les lignes du 3¢ ordre, le théoréme analogue
A celui de Uhexagrammum mysticum (a) découvert par Pascal pour les
simples coniques. C'est seulement par le Mémoire de 1830 sur ' Analyse
des Transversales, 0j cité dans une précédente Note, que les géométres
ont pu avoir une tardive connaissance des résuliats ci-dessus et des sui-
vants auxquels j'étais parvenu dés 1816 pour les lignes de cet ordre :
quelques-uns des plus simples offrent une grande analogie avec ceux que
Maclaurin a consignés daus son célebre Zraité d’ Algébre, sans pourtant
g’y confondre ni dériver d'une méme source; car ce n’est qu'apreés avoir
communiqué, dans la nime année, mes propres résultats tirés du théo-
reme de Carnot, & feu Francais, de IEcole d’application de Metz, posses-
seur de la riche bibliotheque d’Arbogast, que j'ai pu moi-méme prendre
connaissance de Uouvrage, fort rare, publié en 1768 par la veuve de Ma-
claurin, et dans lequel se trouvent consignées les belles recherches de ce
grand géométre sur les lignes géométriques en général, et plus particulie-
vement sur les lignes du 3° ordre. La partie la plus intéressanle de ces
recherches est, sans contredit, celle ot l'on voit les propositions rela-
tives aux quadrilatéres inscrits, aux poles el polaires des courbes du se-
cond degré, se reproduire dans celles du troisieme : i ce point de vue, on
peut dire qu'en 1816, on ne connaissait rien de plus original en France,
olt ces travaux du savant anglais étaient pour ainsi dire complétement
jgnorés ou oubliés. 3

Toutefois, je ne pense pas que l'illustre auteur ail jamais songé a rat-
Lacher cette singuliere analogie ou correspondance aux énoncés généraux
élablis dans le texte ci-dessus, d’aprés lesquels une hranche ou portion
de branche infinie d’'une courbe du 3° degré peut élre assimilée a une

(@) Cette expression latinisde a 616 consacrée par Paseal et Leibnilz.
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direction de pg sera tangente au point correspondant, et I'hexq-
gone se changera en un pentagone, le dernier coté Pq Gtant
devenu infiniment petit. i

On arrive a des conséquences analogues relatives aux qua-
drilateres et aux triangles inscrits ou circonscrits a la courbe,
et I'on voit en particulier, comment on pourra tracer le pen-
tagone ou la tangente dont il vient d'&tre parlé : prenez arhi-
trairement trois points P"sq”s r” en ligne droite sur Ia courhe,
joignez ensuite le sommet double (pg)avec q” et p”, par.dau-
tres droites qui vous donneront ¢’ et p'; tracez Pindéfinie p'y/,
quivous donnera »’; tracez enfin la droite »/»” qui viendra cou-
per la courbe au point rappartenanta la tangente en (pq) (*)

droite sans limite, par rapport au restant de la courbe, lui-méme assimil
d une section conique ou au systéme de deux lignes droites indéfinies. En
outre, dans mon Mémoire de 1830, inséré au t. VI de Vexcellent Journal
Mathématique de Crelle, j'ai montré, comme dans mon ébauche de 1816,
que, relativement aux quadrilatéres, & Uhezagramme et i leurs principaix
corollaires, la théorie était susceptible de s'étendre, par cette directe el
facile application de I'analyse des transversales, 4 une infinité d'antres
figures inscrites dans les lignes du 3¢ ordre; proposition remarquable et
dont, & mon sens, on n'a pas jusqu'ici tiré un sulfisant parti, malgré les
beaux travaux de MM. Sieiner et Plucker, dont les brillants imitateurs ou
amplificateurs se sont, de plus en plas, attachés & un genre de spécula-
tions mal & propos nommé quelquefois Géomerri® de position ou de situa-
tion, mais qu'il serait plus exact d’intituler : Monographie géométrique et
combinatoire. En effet, on 'y livre & des énumérations de lemmes, de
théoremes, de problémes et de corollaires ou I'on épuise, pour ainsi dire,
le nombre des combinaisons possibles relatives aux points, aux lignes, sur-
faces ou aceidents géomélriques inhérents A certaines figures, jusque-la
compréhensibles dans leur élégante simplicité, et dont 'extréme et récente
complication ne tend rien moins, qud détourner les jeunes adeptes du
but véritablement utile, sérieux et philosophique de la science, par des
exercices en quelque sorte gymuastiques, dont, je le répeéte ici a dessein;
les algébristes de ce sidcle et du précédent ont offert de trop ficheux et
nombrenx exemples.

(*) Ces conséquences deviennent bien évidentes si I'on se reporte aux
P- 127 4 14o (Cah. TT) du 1 volume de ces Applications d’ Analyse et de
Géométrie, et on comprend parfaitement que, dans cette rédaction ra-
pide et ¢courtée relative aux lignes du 3¢ ordre, j'aie négligé d’entrer
dans le développement de corollaives aussi simples et donl on (rouyera
les plus saillants dans Vdnalyse des Transoersales déja cilée,

5 points a, biile;
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Provuing. — Une section conique abed ( fig. 69) ayant
d. e communs avec une courbe du 3° ordre, .

s
jxieme -egle seule.
trouver le sizieme avec la rég ; s '
Tracez ab et ed se coupant en M; sila troisicme droite ex
&ait connue, elle viendrait couper. de nouvezfu la cm.u-be »en
un cerlain point N, et celui-ci devrait étre en ligne droile avec
les points M et L connus, ol les deux droites de et ba ren-

Fig 6g.

contrent respectivement, une troisieme fois, la courbe. D?llc,
pour obtenir le point @, tracez ML qui vous’donnera N, Lra(‘.e.z
enfin Ne qui vous donnera le point cherché par son intersec-
lion en x avec la courbe. .

La démonstration directe de ce résultat est facile: car le
triangle ABC formé par les rencontres Vmumelles des cox"(liejs
prolongées ab, cd et eA, étant regardé comme transversal,
d’abord de la section conique, ensuite de la courbe, on aura

(AN.Az.Ae) (Cd.Cc.CM)(Bb.Ba.BL)
—{(Aa.Ab.AL)(BM.Bc.Bd)(Ce Cx.CN),
(.\n,AI))(Bc.B(l)(Ce.C:r)=(/‘s.x.}\e)(Bb.Ba)(Cd.Cc), :
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et en multipliant membre & membre, i

AN.BL.CM — AL.BM.CN;

c'est-a-dire que les 3 points M, N, L sont en ligne droite.

Théoremes divers, — Soit abe un triangle dont les coés
ab, be, ac rencontrent une courbe du 3° ordre aux points
respectifs p, p', p”; ¢, ¢, ¢”; v, r' etr”,..., on aura, en con-

Fig. 70.

sidérant la-courbe comme transversale par rapport a ce trian-
gle abe,

(ap) (br)(cq) = (aq)(bp)(cr).

_Si I'on suppose maintenant que les cotés du triangle de-
viennent tangents a la courbe, c’est-a-dire que les points d'in-
tersection p’ et p”, ¢’ et ¢”, r' et 1" se réunissent, respective-
ment et en un seul, cette équation deviendra

ap.br.cq. a_p’ ot Tq’ =aq.bp.cr. ag

Sll[)]POSﬂnl, én outre, que les trois points de contact soient
en ligne droite, on aura cetie nouvelle relation’

ap' .br'.cq' = aq'.bp'. er'
qui réduira la précédente 4 celle-ci

ap.br.cg =aq. bp.cr;
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¢’est-a-dire que les trois points d’intersection des tangentes avee
la courbe seront aussien ligne droite (*), et 'on concoit que la
réciproque doitavoir également lieu dans certaines conditions.

Gette proposition peut étre généralisée ainsi : Les cOtés d’un
triangle rencontrant une courbe géométrique de Vordre™ m,
chacun en m points, tels qu’en les prenant 3 par 3 et sur des
cotés différents, ces points soient rangés sur autant de lignes

Fig. 71.

droites, a 'exception d’'un dernier groupe des lrois points;
ceux-ci seront par [a méme aussi en ligne droite; ainsi r”¢” p”,
wg"p”, g’ p’ ( fig. 71) élant respectivement en ligne droite,
les intersections r, ¢, p avec la courbe seront aussi sur une
méme droite.

Dans le cas des lignes du 3¢ ordre, s’il n’y avait que trois
des intersections qui fussent en ligne droite, les six inter-
seclions restantes seraient a une section conique, et récipro-
quement, la section conique pouvant d’ailleurs éire remplacée

par le systeme de deux droites.

Du cercle osculateur en un point donné d'une ligne géomé-
trique plane de degré quelconque.

Prosuine. — Une courbe géométrique étant donnée sur un
plan, déterminer pour un de ses points le rayon de courbure
et le cercle osculateur.

(*) Cette élégante proposition est due & Maclaurin, qui I'a démontrée
par d’autres procédés dont on prendra une idée un peu plus loin.
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Considérons le triangle abe ( fig. 72) comme transversal par
rapport & la courbe donnée, que nous supposerons néanmoing
du 3¢ degré pour plus de facilité dans les tracés et démong-
trations; on aura

(ap) (bg) (cr) = (ar) (cq) (bp)-

Silon fait passer par les 3 points p/, p” et ¢’ une circonférence
de cercle, on aura aussi 3

bg' . bQ=bp' .bp".

Multipliant ces équations en croix il viendra, toutes réductions
faites,
(ap).bq.bq" (cr)=bp.(ar).(cq).bQ.

Supposons, en premier lieu, que la transversale abp, ou si I'on
veut le c0té ab du triangle abe, vienne i se déranger de sa po-
sition, alors le cercle Rp'p” variera aussi de grandeur en. pas-
sant toujours par le point fixe ¢, et la relation ci-dessus aura

Fig. 72,

encore lieu; si enfin I’'on suppose que ce ¢dté vienne a loucher
la courbe en p’ ou p”, alors les deux points P’ et p”se con-
fondront et le cercle sera devenu tangent au méme point 4 la
courbe, comme on le voit fig. 73; appelant P le point de réu-
nion de p’ et p”, il faudra dans 'équation ci-dessus faire

ap’=ap” = aP.
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En second lieu, sil'on suppose que la transversale be ( fig. 72)
se meuve en s¢ rapprochant de pp’ ou P, le cercle qui touche
la courbe en ces points et qui passe par le point ¢, changera
de grandeur en restant toujours tangent a cette courbe et il

Fig. 73.

arrivera un instant ol ¢' se confondant avec le point P ( fig. 73),
b s’y confondra a son tour. Dans ce méme cas, le cercle tan.
gent coincidera évidemment aussi avec le cercle osculateur
en ce point; et, comme P'équation ci-dessus ne cesse pas
d’exister, il s’ensuit qu'elle donnera la valeur de la corde PQ
que ce dernier cercle intercepte sur la transversale gPc.

Les points b, p’ et ¢’ de la fig. 72, s’étant ainsi confon-
dus en un seul P de la fig. 73, on a, pour exprimer cetle
circonstance, outre les conditions ci-dessus, les relations
suivantes

bp="Pp, bg="Pq, 69" =Pq’, cg=cP, bQ = PQ.
Substituant, il viendra »
ap.aP.Pq.Pq”.(cr)=Pp.PQ.cP.cq.cq”.(ar).

Cette relation qui n’est pas projective, ne saurait fournir un
tracé exécutable avec la régle seule.

Si,au lieu de choisir la transversale PQ arbitrairement on la
Ts 8
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prenait perpendiculaire a la tangente Pp, Véquation ci-dessus
du 1" degré, donnerait évidemment le double du rayon de
courbure cherché,

La méme méthode s'applique d’ailleurs a Ia recherche dy
rayon de courbure d'une courbe géométrique quelconque:
mais on y peut remplacer les transversales auxiliaires par d’au-‘
tres moins arbitraires et dépendantes de la courbe elle-méme.

Soient tracées (fig. 73) les transversales pric et »”¢"0 qui
coupent respectivement les cOtés du triangle aPe¢ en Pyl
ket r”, q", O, on aura pour ce triangle,

ar.Pp.ch =ap.cr.Pk,
ar’.cq".PO="Pg".cr”.a0.

Muliipliant éntre elles, par ordre, ces deux équations et la
dernicre de celles ci-dessus, il viendra

ab. Py.cr’.Pk.PO=PQ.cP.cq.ar’.ck.a0.

Supposons actuellement que p et rse confondent ainsi que

e
q" et r”, les transyersales pr et ¢ " deviendront (fig. 74 ) les
tangentes pi, ¢'0, 4 la courbe, et 'on aura ;

aP="Pp, cP=qP, ar'=pr!; e —gtrts

par conséquent

— 2

Pp -Pq.q'r" Pk.Po =PQ.q'P.qq’.pr'.q' k. pO.
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Exzemples relatifs auz lignes di 2° ordre. — Appliquons ce
qui précede a la détermination du rayon de courbure d’une

simple section conique.
En appelant toujours Q ( fig. 75) le point ou la transversale

¢P rencontre le cerele osculateur au point P de la conique,
on aura g
=
aP cr.cr'.Pg—ar.ar.eq.cP . PQ.

Soit mené par le point @ une paralléle & PQe, rencontrant la
courbe en R et R, on aura, comme on sait,

oricr! ar.ar'
—_ 7
cqg.cP ™ aR.all’

et 'équation précédente deviendra, en la multipliant par cetie
derniére relation,
—_—2
aP .Pq

— — P .
aR.aR’ rQ

Si I'on fait attention que
aPz? brs

ak.ak' = o

en désignant par b et o les demi-diameétres respectivement
paralléles & aP et & aR ou Pg, cette équation deviendra enfin

a



116 1I° CAHIER. — METHODE DES TRANSVERSALES
Celle expression firés-simple, représentera le diamétre dy
cercle de courbure quand la droite PQ sera tracée perpendieu-
lairement & la tangente en P.

Supposons ( fig. 76) que P ¢’ soit un diamétre de la courbe,
on aura pour caleuler le point correspondant du cercle oscu-
lateur, =

Cette quantité est I'expression. du parameétre du diamétre en
question. Qu'on divise PQ également en (', et qu’on éléve Q'R

perpendiculairement au demi-diamétre PC, il rencontrera la
n{)rmale au centre de courbure R; abaissez la perpendicu~
lﬂ.ll“() CK du centre C de la conique sur la normale Py, les
triangles CKP et PQ’'R seront semblables et 'on aura

PR :PQ':: PC--ou  a':PK,

ot Pon tire, conformément 4 un théoréme di & M. Dupin,

expression tres-simple dans laquelle PK = CI est la distance
de la tangente en P au centre C. On peut la traduire ainsi :

« T)nn’s toute conique, le-rayon de courbure en un point
» (10[1119, est une troisieme proportjionnelle au demi-diametre
» paralléle & Ja tangente en ce point, et & la distance de cette
» tangente au centre de la courbe. »

Remarques. — Au sommet du grand axe, le rayon de cour-
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hure étant égal au rapport de *& a, demi-paramétre de cet axe,
on voit qu’a partir de ce sommet le diameétre b’ augmente et
la distance PK diminue, en sorte que la fraction ci-dessus, qui
représente le rayon de courbure PR, augmente sans cesse,
jusquau sommet du petit axe; elle décroit ensuite suivant la
méme loi : les rayons de courbure aux deux sommels sont
done les plus grands et les plus petits possibles (*).

Le cercle osculateur rencontre en général la conique en
un second point distinet du point de contact et pour lequel
(fig. 75) PQ="Pgq; or on a, en général,

1’Q=%,~;Pq,

b el o étant les demi-diamétres paralléles a Py et a la tan-
gente en P; done on doit avoir «' = b/, ce qui n’a lieu que pour
deux droites également inclinées sur les axes principaux de
la conique.

1I1.

_DES COURBES GEOMETRIQUES DEFINIES, A LA MANIERE DE MACLAURIN,

PAR DES KQUATIONS ENTRE DEUX SOMMES DE RECIPROQUES DE
SEGMENTS INTERCEPTES SUR UNE TRANSVERSALE ARBITRAIRE.

Transformation algébrique de I’équation fondamentale, a
deux termes, entre produits de segments.

En considérant (fig. 77) une courbe géométrique de degré
quelconque m, comme transyersale d’un triangle «abe, nous
sayons, d’apres le théoréme fondamental de Carnot, que

(ap) (br) (eq) = (bp) (cr) (ag).

(*) M. Mannheim, dont les recherches originales, relatives aux rayons
de courbure en des points divers des lignes géométriques, sont aujourd’hui
bien appréciées, et quia eu Pobligeance de relire les manuserits de ce
volume avant leur impression, m’a remis sur ce méme sujet, une Note
qu'on trouvera 4 la fin du présent Cahier, et dont Pélégante simplicité
m'a paru mériter assez l'attention des lecleurs de cet ouyrage, pour y
trouver place au risque de lui faire perdre beaucoup par la comparaison,
si T'on venait & oublier la différence des dates et le développement ré-
cent des idées géométriques.
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Soient tracées les droites rq, r'q, r"q", jusqud Teurs ren-
contres respectives en k, &, k”, avec le ¢Oté ab opposs au
somn'ne’t ¢, point de concours des droites ¢q/q” et ri/s”; ey
considérant successivement chacune des premiéres dro’itcs
comme transversale a I'égard du triangle abe, on aura

transversale  rq,

SO

» rq,

Cbkay.er =alk .eq.br,
bk’ .aq' . or'=al’.cq’ . by,

]

» rligl; bh".aa".cr’"=alk” .cq” .br".
]

-B\'fulup[iant ces éqgalions par ordre et le produit par la pre-
micre, on obtiendrala relation plus simple,

(blc) (ap) = (ak) (bp),

€€ qui constitue une proposition analogue & eelle que nous

Fig. 77.

,// =

avons trouvee pour le cas du quadrilatére inscrit 4 une conique
€L coupe par une transversale quelconque (*)-

— T e

* : :
"ai( n) Ccc;sg rattéchg a ce que, dans mes publications postérieures 4 1822,
]' Alﬂmm , par e:\tcnsmn, involution de i points, et dont, comme on voit
Jetals en possession deés 1816, : y

)
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Mais on a ici, en posant ab = d,
ak = bk 4+ ab = bk +~d,
ak! = bk 4 ab = bk' 4 d,

ap' = bp'—++ ab = bp'+ d.
Substituant dans I'équation-ci-dessus, il viendra
(bp) (bh -+ @) (B ) (R4 ) = (b (bp~+ ) (bp'+ ) (bp'+ o).
Cette équation a lieu et conserve la méme forme analytique, quel que
soit le degré de la courbe ; en 'ordonnant par rapport a o, observant

que le terme qui en est indépendant disparait de lui-méme, ainsi que
celui qui renferme *, divisant ensuite par , il viendra ;

Q[ (bp) — (bh) 1A [(bp ) (bk + bR+ bA") — (bE) (bp -+ bp' +bp") ]
- (bp) (Bl " 4= b B - DR BR"Y — (b ) (bp - bp' = 6p . bp" +bp . bp") = o.

Celle équation doit avoir lieu quelle que soit la grandeur de d ou
deab. De plus, on doit remarquer que si 'un quelconque des points 4,
K, ele., & par exemple, se trouvait situé d’un c6té différent du point &,
origine des sezments par rapport aux autres intersections de la transver-
sale, le sigcne de bk devrait nécessairement changer, en sorte qu'on au-
rait

ak=d—bk...
Théoreme de Maclaurin. — Que d = ab soit nul, ou, si 'on
veut, supposons que la droite berr'... tourne autour du point e,

Fig. 78.

"otts

P

A

jusquwa ce quelle se confonde avec ac, comme le montre la
fig. 78, les droites rq, r' ¢',. . ., deviendront des tangentes a la
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courbe, et les distances ak ou bk conservant des grandeurs
finies et déterminées, I'équation ci-dessus deviendra

(Op) (bl OF - bl . bIe" bl . bk
= (bk) (bp .bp"+bp . bp” + bp' . bp”).

Dans cette équation (bp) estle produit de tous les segments bp,
bp',... formés par la courbe, (bk) celui de tous les segments
bk, bI',..., formés par les tangentes, et bk. bk’ bl . bk ...,
bp.bp'+ ... estla somme des produits deux a deux de ces
mémes segments. En divisant cette équation par (bp) et par
(b)), elle deviendra

1 T 1 1 1 s
[T])—+I—)F+W+:FP+W+W““"

on obtient ainsi le théoréme de Maclaurin ("), soumis a la loi or-
dinaire des signes de position pour les divers segments. On voit
done que; quand la sécante br vient a varier autour du point b,
la somme des réciproques des segments bk, bk'. .. formés par
les tangentes sur la transversale fixe bpp'. .., reste conslante
quel que soit le degré de la courbe géométrique considérée.
La maniére dont nous avons démontré ce théoréme a cela
de remarquable quelle n’oblige pas & recourir aux notions du
calcul différentiel, comme I'a fait Maclaurin, et c¢’est 13 un des
avantages que procure l'emploi de l'analyse des transyersales.

Corollaires et généralisations. — Si d devient infini dans
ol e s S s e

(*) 4 Treatise of Algebra, by Colin Maclawrin', Appendixz : De linea-
rum geometricarum proprictatibus generalibus Tractatus ; 1748. Tai déja
dit dans une précédente note, que je devais & I'amitié de mon ancien pro-
fesseur M. Francais, de Metz, la connaissance de ce précieux ouvrage,
quiil voulut bien me préter an printemps de 1816, jajoute que je m’em-
pressai d’en faire, pour mon usage particulier, une translation exacte du
latin en francais, sans commentaires, interprétations ni mulilations quel-
conques, comme il conyient quand il s'agit d’une production en elle-méme
aussi correcte el remarquable d’un grand géométre : cette Lraduction
littérale est demeurde, jusqua ce jour, entre mes maing, dans un état
qui en permettrait la publication immédiate, si le golt des sérieuses
6ludes géométriques venait A ge propager davantage.
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Iéquation transformée (a), ce qui suppose alc (fig. 77) pa.ral-
1éle & ab, comme le montre la fig. 79, berr'... restant fixe,
on obtient la nouvelle relation

(b)) = (bp);
c'est-a—dire que le produit des segments bk, bl',..., est sim-
lex Ggal a celui gments bp, bp',.. ..

slement égal a celui des segmen 5 : o el
] Or, chose bien digne de remarque, la méme relation sub-

? e = ok . .
siste sans modification essentielle, méme quand‘on vient a
supposer que, & son tour, la droite acq. .. de la fig. 79 passe

Fig. 99.

entiérement A Uinfini; ce qui conduit a divers autres corol-
laires relatifs aux branches infinies et aux asymptotes des
courbes géométriques.

Si, par les points « et b de la fig. 77, comme on le voit ( fg. 8(2).01‘1
« el b sont censés réunis en un seul, d’apres lhy»pothése (de la fig. '/8 ol
o = o, on menait deux nouvelles sécantes arhitmu_‘es baiglss s OrT ey
qu'on tracat ensuite les cordes 7,7, 7, ¢\,- .., qui leur uorrespon@ent et
déterminent sur la direction fixe quelconque de la Lransversztle indéfi-
nie ab k4'... de nouvelles intersections &, #,; &,..., analogues 4 celles 4,
&, #'...., on aura, Q’aprés I'équation (a),

0 L0p) = ()] (09) G+ O, 00%) — (08 =t/ ==
- (bp) (O, DK~ bk, bR 4~ bK,  bE") —bk, (bp . bp'~+bp . bp"+-bp' . bp") = 0.

5 s Y LS s de
Cette équation, soustraite de («), aprés les avoir préparées loules deux
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d’'une maniére convenable, donne

LS P bk OK' - O bk, bk, - bf?
*(on—wm) (5 g

1 I it 1 T 1
Tmtwt g s
relation indépendante des sezments bp, bp', ele., et qui subsiste ainsi
méme quand le triangle transversal s'évanouit.
En particulier, si o devenait nul, c’est-d-dire si @ se confondait avee 6
(/7g. 80), on aurait

I 1 ]
])—A“ =t [JT" == m SRy
quelle que fitt d’ailleurs la direction de la transversale abk. . 5
Si les deux séeantes ar et ag venaient en outre i se confondre, ainsi
que ar, et aq;, les droites rq, r'q, ete., 7,q,, r, 7\, ete., deviendraient

1 1 1
ZZ‘+TA’+W="':

Fig. So.

des tangentes a la courbe, et 'équation ci-dessus subsisterait toujours,
conformément & la remarque déja faite plus haut.

Enfin, si, dans les hypotheses générales de la figure primitive 77, 4
laquelle seraient jointes les nouvelles transversales aq, et ar, de la fig. 8o,
on suppose que le sommet b du triangle transversal afe se confonde
avec ¢ sans que le cOté be coincide avec ac comme ci-dessus, les droites
7, 7'q's.. ( fig. 81), sans devenir pour cela des tangentes de la courbe,
Jouiront toujours de la propriété exprimée par la relation

TUREERT: TN 1
IT/‘_*W—!—.‘.:ZI—)-PW%—W”-\

de quelque maniére d’ailleurs que I'on joigne deux & deux les points d'in- .
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tersection 7, 77, .. ¢, 'y .., des transyersales ar”, ag", ap”, avec la courbe
; Fig. 8r.

proposée, a la condition de ne pas faire de double emploi ou de fausse
L A
combinaison des diagonales; telles sont, par exemple, r¢', »'q", ele.

Application des nouvelles relations aux problémes déja résolus
par la précédente méthode, pour losculation des courbes
par les coniques.

« Prosrine. — Une courbe d'ordre quelconque étant décrite
sur un plan, déterminer pour un de ses points donné la
position de la parabole ou, plus généralement, de la conique
osculatrice du 3¢ ordre en ce point. »

Lemme général.— Soit pp’( fig. 82) une conique quelconque
touchant la courbe donnée aux points p’ et p”; tragons la
corde de contact p'p”, elle coupera de nouveau la courbe aux
points p,.... Soit er une autre transversale quelconque, rencon-
trant la méme courbe aux points r, r’, r”, et la conique en &
et b; qu'on trace de plusles tangentes aux points p, p’,..., etc.,
elles viendront couper la transyersale crr’ aux points k, &,
k", etc. Les tangentes p'k’ et p”k” sont évidemment com-
munes aux deux courbes; or, dlapres le théoréme ci-dessus
de Maclaurin, on a 4 la fois

b 1 1 1 I
-4 L o — o
er e o ek’ k"

T I i

ca ' cb 3t ek’
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de lIa on tire I'équation de condition suivante

o=ty L1
Tl I A

1
. ok Aoy

p?m‘ exprimer que les deux courbes se touchent aux points
plelp” ala fois.

Cette derniére équation étant indépendante des segments

SEs PR .
¢k’ et ¢k”, elle aura lieu quelles qu’en soient les valeurs parti-

Fig. 83.

culiéres. Par ex i T'on ¢ i
exemple, si 'on congoit que la transversale ap

1 E i i i i :
ourne ?utour du point ¢, jusqu’a devenir tangente 4 la courbe
proposée, auquel cas les deux points de contact plet p’se
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confondront en un seul P (fig. 83), cette équation exprimera
aussi que la section conique a, avec la courbe géomérique,
([uatre points confondus en un seul en P, et qu'elle lui est par
conséquent osculatrice du 3¢ ordre en ce méme point; elle
pourra donc servir 4 déterminer par le calcul la position de
celte section conique.

Solutions par le calcul.—Le point P étant donné ainsi que
la transversale err’, il ne restera d’inconnues dans I'équation
ci-dessus que les quantités ca et cb. L'une d’elles sera évidem-
ment arbitraire; mais quand une fois on I'aura choisie, Tautre
sera donnée par 'équation méme; donc on peut mener une infi-
nité de sections coniques osculatrices du 3¢ ordre en un point
donné d’une courbe géométrique. Du reste, il n’est pas diffi-
cile de voir qu'en se donnant un seul point a arbitraire-
ment, la courbe entiére est parfaitement déterminée et peut
se construire par points.

En effet, qu’on trace i volonté (fig. 84) une autre transyer-

Tig. 84.

sale 7,0, ", qui coupe cb en d et Pp en ¢!, on aura, en consi-
dérant le triangle cde’ comme transversal de la section co-
nique,

P cd .. da.db—=c'P .dd.db' ca.ch.
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Mais on a, comme ci-dessus,

1

Ces deux équations, avec Panalogue de celle-ci déja obtenue,
suffiront pour calculer les valeurs de do’ et db, puisque, par
hypothése, ca est donnée, et que da'=c'd'+-c'd, db'=cb/4-¢'d.

Quoique ces calculs soient Lr(‘)s—simples a exécuter, puisque
I'un et Pautre des segments ¢’ @’ et ¢’ seraient fournis par
les racines d'une équation unique (*) du ¢ degré, cependant
il vaut mieux déterminer I'osculatrice par des conditions par-
ticuliéres tirées des équations générales ci-dessus; ce qui
offrira en méme temps lavantage de faire connaitre d’une
maniére plus intime, la dépendance mutuelle des deuy
courbes.

Occupons-nous d’abord des osculations du second ordre.

Proprive. — Trouver, pour un point donné d’une courbe
géométrique,ladirection du diametre de la conique osculatrice
du 2° ordre en ce point.

Lemme général. — Supposez que, dans les conditions des
Jig. 82 et 83, on fasse tourner la transversale cb autour du
point ¢ devenu C (fig. 85), comme pole fixe, et qu’on prenne
sans cesse sur cetle droite une longueur Co moyenne harmo-
nique entre Ca et Cb, ¢’est-a-dire telle que

2
Co

T 1 ! T
Ry e

la suite de tous les points o, o',... relatifs 4 la section coni-
que, sera, comme on sait, sur une méme droite polaire de G
passant par le point de contact P. Or, cette polaire sera déter-
minée et pourra étre tracée sans que I'on connaisse 'oscula-

(*) Je supprime ici cette Gquation assez complexe, peu susceptible
de caleul numérique ou d'une interprétation géométrique, et que, pour co
molif, je rangerai volontiers au nombre de ces avortements, de ces ré-
sultats stériles qui viennenl inutilement surcharger le bagage déja si
encombré des mathématiques.

s .
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trice; car U'équation ci-dessus donne la valeur de Co en fonc;—
tion de Cr, Cr',..., Ck, CK’, ete., qui sont connues.‘On pou'rrml,
done aussi en conclure, sans plus faire attention a la conique
osculatrice, que si, « autour d'un point fixe C quelconque de

3
» la tangente Pp, on fait tourner la transversale Cr rencon-
» trant la courbe géométrique en r, 1/, r”,. . ., et ses tangentes
» correspondantes a p... aux points &, &’,..., et qu’on prenne
» sans cesse sur la ligne pivotante Cr'A, »

2 T 1 i i ot 1
) o™ Cr-Cr ' Cr Cr
la suite de tous les points o, o/,. . .,ainsi oblenus, se trouvera
ne former qu'une scule et méme droite, passant par le point P

de contact de la tangente CP.

Remarques diverses.— Celte proposition se rattache & une
autre de Cotes et Maclaurin, en observant que I'on peut rem—
placer les tangentes ph, ..., qui répondent aux signes ‘rxégfxtifs,
par des droites paralléles et placées symétriquement & 1'égard
du pole €, saufl a prendre dans la nouvelle équation les seg-
ments qui les concernent avec les signes qu’ils doivent natu-
rellement avoir par rapport & leurs positions correspondantes
de part et d’autre du pole C.
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Si le point C de la tangente P p était situé i Pinfini, ¢’esi-ie
dire si les tranversales Cr’ A’ devenaient paralléles & cette tan-
gente, la droite 00/,. .., polaire de G, se confondrait, comme
on sait, avec le diamétre de la section conique osculatrice au
point P; mais, dans ce méme cas, I'équation précédente, sous
sa forme actuelle, ne ferait plus connaitre la position des

points o, o,..., parce qu’alors Co deviendrait infini pour toutes’

les sécantes cr, ¢r/,. ... Cependant il n’en résulte nullement
I
que la‘suite de tous les points o, o/,.. ., cesse d’étre située
dans la région finie de la courbe, puisqu’elle constitue le dia-
8§ puisq
metre méme de la conique osculatrice. C'est ce dont, au sur-
plus, on peut s’assurer par une analyse directe.

Pour déterminer alors la position des points o, o,. . ., il est nécessaire
de mettre I'équation (1) ci-dessus sous une autre forme, en remplagant
Vorigine C, qui s'éloigne & I'infini, par une autre qui soit absolument indé-
pendante de cette circonstance particuligre (*).

Transformation de la derniére équation.— A une distance connue de P,
soil pris sur la direction de la sécante mobile C7, le point A comme ori-
gine des segments, alors on aura

Co=AC—Ao, Ca=AC—Aa, Cb=AC—AD,
Cr=AC—Ar, Cr=AC—Ar, Ck=AC—AZ%...
Substituant dans I'équation (1) ci-dessus, il viendra

2 1 I

AC—RAo~ AC—=ArT AC— AP AC A7’ v AC=AF A0 BE

ou, en réduisant au méme dénominateur,
2(AC— A7) (AC—Ar').. (AC—AL) (AC— A& ...
(AC—A7")(AC —Ar")...(AC— AA) (AC—AK)...
— (AC—o) +(AC—A7) (AC—A7r"). . (AC—AX(AC—AR)...

—(AC— AX){AC —Ar)...(AC=AKY..or.ie

La partie renfermée entre les grandes parenthéses est composée de
2m — 2 termes dont m sont positifs et m— o négatifs, ceux-ci étant

(*) Ces considérations et les suivantes contiennent le premier germe des
théories géométriques et des recherches analytiques qu’on trouvera développées
dans Parvt. IV ci-aprés.
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relatifs aux tangentes pk,...; un lerme quelconque est composé de
om — 3 facteurs tels que AC — Ar, . ..; le premier terme du produit déve-

—m—) % .
loppé est donc A€ pour chacun des termes, et, commeil y en a 7 po-

—2n2- 3
sitifs et m — 2 négatifs, il ne restera plus que le terme 2AC ~ , qui *sera
par conséquent le premier de ceux du second membre de I'équation déve-*
loppée; les autres termes ordonnés renfermeront successivement les puis-
G —2m-4 ‘Jln—i »
sances AC , AC ... .
Donc ou aura, en appelant M, N, ..., les coeflicients de ces termes res-
pectifs,
2(AC—Ar) (AC—Ar")...(AC—A&)(AC—AK). .

—2m-3 —2m—4 . vw'.'m/l\
—(AC=A0) (o AT HM.AC.  NAC o -ee)
Développant le premier membre d’aprés la théorie des ficteurs, et appe-
lant P la somme des quantités Ar, Ar',..., Ak, A; Q la somme de leurs
produits deux a deux, il viendra, puisque le nombre des facteurs est 2 m—2,

ST s )
— (A0 Ao)(ahT AT )
ou bien, en ordonnant,
(2. Ao4+M—2P) Ehw—k. Lo
1

8i, dans cette équation, on fait ic

= 0, ce qui répond au cas o le point

G passe a l'infini, elle devient
2.A0+M—2P=o,

équation du 1* degré qui donnera la valeur de Ao.
o

Dans cette équation, M est le coefficient du terme A de I'équation
ci-dessus. Pour le déterminer, observons qu'il est le second terme du
développement de tous les produits du second membre. Or nous avons vu
que ce second membre se compose de deux parties: I'une positive, com-
posée des m produils

(AC—A7") (AC—A7")...(AC — A&)...-(AC—A7) (AC—A7)...(AC—AA)...,
l'autre négative, composée des 7, — 2 produits
(AC—AX") (ACG—AZ")...(AC—A7),..., (AC—AA) (AC—J/«")...(AC—A;‘)....

Le second terme de la premiére partie aura évidemment pour coeffi-
cient 7, — 1 fois la somme des quantités Ar, Az’, Ar”,..., prises né-
. -9
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gativement, et m fois la somme des quantités Ak, AZ,.

«+y C'esl-d-dire
;ZM<‘

—[(m— 1) (Ar4-Ar'.. Om(AEA.. .)]AC

Pareillement celui de la partie négative sera
HLlm—a) (ArAr'. )4 (m—3) (Sh+AK. . ) RE™",

Done le second terme du développement total que nous avons. TE-
—

présenté par — M (AC) s prendra la forme

—am—

—M{AQ)

—2m—4

= —[Ar-Ar'+ ... 3 (AF-AH. . - J1AC
et par conséquent on a
M=Ar+Ar't. 4+ 3(AA AN
Or P=Art-Ar'a AR AR,
done aussi I'équation ci-dessus, 2.A0 -- M — 2P — o , deviendra

200+ AR+ A4 . —Ar— Ap'—, S=loy

d'ot Aa:—; (Arb Ar/ AP AR AR,

valeur égale 4 la demi-somme de tous los segments Ar,..., Ak (fie.85)
i i3 . Sk " . sla 3 A
iO'I‘mLa sur la sécante Ar devenue paralléle a la tangente Pp, mais en
ayant soin de prendre les segments Ak, A#,... d’un signe contraire &
celui qu'ils devraient naturellement recevoir.

e, iSrn A (M . . &

Ilelizfe/c conséquence. — L'origine A élant arbitraire, 8i, par hasard,
on Pavait prise au point o lui-méme, resté fixe, la distance Ao devrait
élre telle quon et

or+or'or'"t-. . —ok—o}. .. —o-

3

cl? point deYlondraiL alors le centre de moyenne distance des points r, r',
Tciis i i Stri B a l'origi
G 1-’ eti]d autres points symétriques 4 #, #'y..., par rapport & I'origine
dCCI(LﬂL'GAO 0. On peut remarquer aussi que, dans le déplacement de
celﬂL{a origine, les points r, ', r",. .. restent naturellement fixes, mais
quil n'en fast pas ainsi des points symétriques A 4, 4'. . .; de sorte que le
?omt o nesl pas le véritable centre des moyennes distances pour un
cla}g rllnuelconque du systeme ou relativement 3 toute autre origine.
nfin on 8 il anicre di i
peut sassurer, C’une manidre directe, que le point o, déter-

TMNG par ce qui précéde, est indépendant de la position particuliére de
Uorigine A.

s ——
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En cffet, pour une aulre origine A’, située au dela de CA, on aurait -
No= 2 (AP Ar' A — K.,

or ANo=AodAA, ANr=Ar-AA,..., NE=AF+AN..,,

d’ott I'on tire, en substituant pour avoir Ao,

Ao+AN =~ (m. AN+ Ar—l—Ar‘—}—...——(m—z).AA'— Ad— AR,

-

Ao =£(AT+A?'I+- = AA—AK),

comme par la premiére formule, chose presque évidente & priori.

Diamétre de Posculatrice conjugué ¢ la tangente. — Sans nous atta-
cher & la recherche des diverses propriélés du point o, lerminons en prou-
vant que la droite qu’il parcourt dans les différentes positions des trans-
versales ab, @'l,..., quand le pole G passe & l'infini, renferme le point P
de contact de la tangente Pp a laquelle ces sécantes 77" sont paralléles.

En effet, on @ pour la position particuliére Pp de la sécante ( fg. 85),

Ar=AP, -Arl=AF, Ar"=Ap, Ak=Ap;..;

ol Ao:i(Ar+A7"+Ar”+...-—z\ﬂ'—Ak’...)
= (AP AP Ap+Ap'—Ap—Ap'...) = AP

De tout ce qui précede il résulte :
_« Que pour déterminer & priori Je diamétre d’'une section conique oscu-
» latrice en un point P ( fig. 86) d’une courbe géométrique donnée sur

Fig. 86.
— /‘/\’&/
A

AEgr e

» un plan, il suffira de tracer 4 volonté une transversale 7" paraliéle a

9.
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» la tangente au point P; puis, ayant déterminé sur. cette sécante un
» point O, comme il a été dit ci-dessus, de joindre ce point au point P
» par une ligne droite PO qui sera le diamétre demandé. »

Réflexions @ ce sujet. — 11 est bien évident que la droite PO étant un
diamétre de la conique osculatrice en P, elle divise en deux parties égales
les séeantes infiniment voisines mendes dans la courbe, parallélement 4
la tangente Pp au point P; ¢’est la recherche de I'angle formé par cette
droite et cette langente, que s'est proposée Carnot & la page 477 de sa
Géométrie de position; il en détermine la valeur par analyse différen-
tielle, comme cela se fait pour le rayon méme de courbure. Il propose

, en cet endroit, de prendre le rayon de courbure et I'angle dont il
s'agit pour les coordonnées variables des lignes courbes indépendantes
de toute constante aux#iaire. D'un autre coté, M. Ampére, dans un Mé-
moire présenté & I'Institut en décembre 1803 (14° cahier du Journal de
PEeole Polytechnique), propose de choisir pour coordonnées en chaque
point, le parametre et 'angle du diamétre avee la tangenle de la parabole
osculatrice du 3° ordre en ce point. On peut y voir avec quelle peine
I"analyse algébrique arrive & des résultats si faciles pour la Géoméirie:
ainsi, notamment, ce n'est que par des comparaisons délicates entre plu-
sieurs expressions eompliquées, qu’Ampere parvient & prouver que cette
parabole pour un point quelconque d’une conique, a méme diamétre et
méme parametre (*). On verra ci-aprés, comment ces propriétés sont des
conséquences nécessaires de ce qui a été exposé précédemment.

Revenons au sujet dont je me suis un instant écarté.

(*) Ampére et Carnot, sans le savoir, avaient été précédés dans celte intéres-
sante étude relative aux éléments de la courbure du 3¢ ordre des lignes courbes,
par le géometre anglais Maclaurin, dont I'ouvrage déja cité, antérienr de prés
d'un demi-siécle & ceux de ces illustres savants, contient la détermination de
ce que Pauteur appelle la variation de la courbure par la parabole osculatrice;
détermination dont Newton s’était également occupé sous un autre nom, dans
son Enumération des lignes du 3¢ ordre. La détermination dont il s’agit repose
sur des considérations géométriques tirées de la définition de la moyenne har-
monique, sur laquelle je reviendrai un peu plus loin; or ces considérations
offrent une grande analogie avec celles exposées ci-dessus, qui prennent unique-
ment pour point de départ le théoréme de Carnot relatif au triangle transversal,
et, comme on sait, ce dernier a pour fondement celui de Newton sur les pro-
duits des segments ou appliquées paralléles des courbes géométriques, théoréme
qui, & son tour, sert de point de départ aux recherches de Maclaurin.

Au surplus, le désir d'abréger et de ne pas grossir inutilement ce yolume, me
fait supprimer une longue discussion relative a la préférence qui doit étre ac-
cordée aux équations & deux termes de Vanalyse des (ransversales, sur les
modes de représentation des courbes proposés par Ampére et Carnot, ou tout
antre mode ot Pon prétendrait banniv de leur équation les variables ou coor-
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Solution finale. — La direction du diar{)étre de la conique

osculatrice du 3¢ ordre en un point dor}nfz d’un'e cou’rhe géo-

métrique étant connue par ce qui prec?de, rien n’est plus
facile que d’achever la solution du probl,eme ] :

Par le point donné a de la courbe (fig. 8?)', on menera Ia

sécante arbitraire @G, et, d’aprés ce quia été dit plus haut,

Fig. 87.
I

on trouvera la position correspondante du point b, et la co-

données étrangéres i leur nature propre. Lorsque j'embrassais ainsi en }§x63 avec
une sorte d’enthousiasme et de prédilection exclusive, 'idée de la supeuum.l,c de
analyse des transversales sur ces divers systémes de représentation de.s hgm:s
courh‘cs par les équations ou relations métrigues quelcunf[ues, M. .Lan}u n’a‘vu:t-.
point encore développé cette belle méthode des multipl.lcnle.urs lmlelerTm(,s
meptionnée a la fin du précédent volume, p. 48y, et j'étais loin h:lyll‘l_Ol,lt d ima—
giner le parti que, dix années plus tard, d’autres amateurs x.lc la .(;tmn,leme ‘uru—
raient d’une application de Vanalyse de Descartes, assez sm\.ple et}d ap].uucr‘ncc
assez évidente pour qu'on se dispensit, je le redis ici avec intention et regret,
den indiguer la véritable et féconde origine. ho

Quant aux études de prédilection dont le commencement de ce L:thr. con-
tient une ébauche sans doute fort imparfaite, quant a celle notnmm.er?t qui con-
cerne les lignes du 3¢ ordre, clles m’avaient particuliérement séduit a‘(‘:.anse L%e
leur élégante simplicité et de leur nouveauté; car, en ce m}}:nxcnt, J lgnor‘:ust
encore les belles propriétés que Maclaurin avait lui-méme découvertes .s.n.v CEt:
courbes, par la méthode des réeiproques de segments; mét]md.u ll‘?EAdlbllan':L
d’ailleurs et d’une application moins facile que celle dont javais d’abord fait
usage, mais qui peut lui servir d’utile et fécond couronnement.
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nique sera entierement déterminée. Si I'on tracait a( parallg-
lement au diamétre PD, comme ac’; alors les points a et b
élant connus, si par le milieu ¢ de la distance qui les sépare
'on méne une droite paralléle 4 la tangente PC, ce sera la di
rection du diameétre conjugué au premier PD, le centre A sera
donc connu ainsi que le demi-diamétre PA ; quant 4 Tautre AB,
il s’obtiendra par cette proportion

T r——
THeia. T b Pl

8i la courbe oseculatrice, au licu d’étre en général une sec-
tion conique passant par un point donné a quelconque, devait
étre en particulier une parabole, alors ce point @ ne serait plus
arbitraire; car son conjugué &/, devant étre situé i I'infini, se-
rait réellement donné, et on aurait ainsi, pour déterminer q,
cette nouvelle équation déduite de I'équation générale (p-126),
en y faisant ¢/d’ infini,

- L !
@& @t T e A )

Or, ¢’a étant connue, I'ofdonnée correspondante, dans la pa-
rabole osculatrice, le serait aussi, et, par suite, le paramétre
de cette parabole ; « donc on ne peut mener qu'une seule pa-
» rabole osculatrice en un point donné d’une courbe géomé-
» trique quelconque. »

11 est visible aussi que, en général, la conique osculatrice et
la courbe géoméirique correspondante ont le méme rayon de
courbure, puisque le cercle osculateur a trois points ou deux
éléments consécutifs communs avee chacune d’elles, et pa-
reillement que le cercle osculateur intercepte sur te diamétre
PAD un segment égal au paramétre de la section conique 0s-
culatrice cherchée. Cette derniére propriété est évidemment
une conséquence de autre. N A

Comme il existe une infinité de coniques osculatrices du
3° ordre en un point donné d'une courbe géométrique, on
peut demander également que ce soit en particulier, une
ellipse ou une hyperbole, :

Nous savons (p. r2g) que si, autour du point €, on fait tour-
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ner Ca, et qu'on prenne toujours

> 1 I .._i___ 1
Co Cr i Tr Ch- Gk

Ia suite des points o n’est autre chose que la-corde de c]onlact
PT ( fig. 88) des deux tangentes is’sues du pom% G dar.la a s(;a::—
tion conique, ¢’est-a-dire la polaire de ce 1)01‘m. ‘Ol,ron dé-
montre aisément que si 'on menait une parallele & PT, divi-

Tig. 88.

sant la distance Co en deux parties égales, cette parallé]e. ou
sous-polaire couperait la section conique. en deux points
quand c’est une hyperhole, qu’elle lai serait slmplemem ta['l.-
genle si ¢'est une parabole, enfin qu’elle ne la reucomrel.‘an
pas quand c’est une ellipse. 8i donc on veul que la section
conique soit une hyperbole, il faudra se. donnelr comme tal}l—.
gente une droite paralléle a la sous—polax.re evsituée au dela;
pour la parabole, on prendra la sous-polaire elle-méme, enfin
pour l'ellipse, une paralléle quelconque au-dessous dfeﬂla sous-
polaire. On cherchera ensuite le poil}t de contac.t 'sur c?tte
tangente représentée ici par C'a, C”etam la position ctl)lmés~
pondante de C sur la tangente donnée en P, pour laquelle Ca
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et Cb sont devenus égaux, de sorte qu’on a

2 il 1 1 1 I <
Uas o O O

le centre A se trouvera au moyen de @', en divisant la distance
Pa’ également en o et tracant la diamétrale /o’ A conjuguée
a Pa, ete.

Exemples relatifs aux simples coniques.

Appliquons maintenant ce qui précéde 4 une section conic
que arbitrairement donnée, et a laquelle il s’agit de mener
une osculatrice du 3¢ ordre.

Dans ce cas ( fig. 89), 'on a pour un point quelconque C de
la langente au point P,

1 I __I 1
e " Ch Grim G

“Done les polaires de ce dernier point, pour les deux coniques,
se confondent en une seule droite passant par le point de tan-
gence P. Quand le point C est pris a Pinfini sur la tangente
en P, la polaire en question devient un diamétre commun aux

Fig. 89.

deux courbes; ce qui est encore évident puisque la somme
des ordonnées est nulle pour I'une et 'autre coniques.

II est aisé de voir aussi que si I'on tracait les droites aP
et bP qui rencontrent la conique donnée en A et B, les droites

]‘}
|
i
|
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correspondantes AB et ab devraient c‘oncourir au n;’é;r]xje
point ¢; car sa polaire, par rapport au systeme d.e PaAet 3
doit nécessairement se confondre avec celle C.l—dEﬁSSu‘S, coyn—
mune aux deux coniques, ce qui ne peut ayoir lieu a moins
que AB ne passe par C. Ceci offrfa, comnilc 01.1 le Trmt,. :m
moyen simple de décrire losculatrice du 3 ?rdle par points,
quand le point @, par exemple, sera donné. En e{f’ct, apres‘
avoir mené arbitrairement la transversale Cab et tracé Pa, qui
coupe la conique donnée en A, il .su[ﬁm de mener (.]A Ic}];u
coupe cette méme courbe en B, puis de tracer 1a. droite PB,
qui coupera Cab au point b de la conique stculz.\trlce. :

« On peut done, avec la régle seul,e, determ.mer la"seccuon
» conique, passant par un point donn'e, f)SClll'dtl"lCe du 3¢ ordre
» enun point d’'une autre conique décrite. »

Remarque.— Si 'on regardait PAB comme la base d‘ur.x cone
dont le sommet se projetit en P, la conique osculatrice ne
serait autre chose que la projection de Uintersection de cgte
méme surface par un plan passant par la tangente en Pala
premiére (Développements de géométrie, par M. Dupin).

Osculatrice parabolique.— Dans ce cas (ﬁg: 9023 le Pmpt a
de losculatrice du 3¢ ordre peut étre supposé a Uinfini, et la

T~

o
ransversale Ca doit &ire prise alors parallelement au dia-
; B
metre PQ; la construction subsiste toujours, mais ne s'exceute
plus avec la régle seule, puisqu’il faut tracer des pa.ralléleis -1
des droites données. Le point A (fig. 89) se confond alors
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avec I'extrémité Q du diamétre PQ, et Ia construction,
jours applicable, se réduit  ceci : c
« Tracez arbitrairement Ca paralléle a PQ; joignez CQ, qui
- » coupe la conique donnée en B; tracez PB, elle coupera Ca
» au point b de la parabole osculatrice. »

tou-

Iz”galité des paramétres. — Prouvons a priori que nos deux
coniques osculatrices ont méme paramétre p, relativement au

Fig, gr.»

50 k =
s

diamétre commun. En effet, qu'on méne ( fig. g1) Cr paralléle
au diamétre PQ et touchant la conique donnée en r, on aura

1 I 2 2 2

m_‘—m:(]r:m:a;

or, pour 'autre conique osculatrice en P, =

PO’ ou a,__h\Ca—l-Q_*___Ez!
= ) ~2Ca—a’
El—f b2 b Ca . b?
el O *ot (B s B
CaCh CaiGh  aga? 9Sou [”_u(z(;a—a)‘
b2 a2
donc enfin S
i P = — G. Q. FeoD;

On voit que cela a licu indépendamment du point @ que l'on
se donne a volonté.
Quand la courbe donnée est une parabole (fig. 92), la dé-

monstration devient encore plus facile; car alors Cb étant in-
fini,

L 'z D S a 2
o= d’ol il résulte que (,a:;:a.
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= I —2
or (11]2 :]).Pq:P.Ca:;pd:Or —b%
ot 'on tire finalement ‘
i p:zﬁ- C. Q. F. D.
a

Paramétre relatif & une courbe géolnétrlqz.ze quelconque.—
Pour un point donné P il se calculera facilement; car en
Fig. g2.

[

= /‘\ )
=X

menant une paralléle Cr & PQ, qui rencontre la courbe
enr,r’,..., et la parabole osculatrice, en @, on aura (p. 134)

1 1 1

I
Ta  Lr G o i
ETp e s
o P‘W_CP <Ct‘+C)"+C:"’_}_' Gk y
Puopive I, — Une courbe géométriqué d’un degré quel-

conque étant décrite sur un plan, déterminer pour un p_ointl
donné de cetie courbe, lu position de la conique qui lui
est osculatrice du 4° ordre. .

Nous avons vu ci-dessus (p. 126) que la conique ab P ( fig. 85
et 93) et la courbe donnée R v/, .. qui ont quatre points con-
fondus en un seul P, devaient satisfaire généralement a la
relation métrique

L Li ey 1 = 1 5 ,__L~
Col Gon e =

Gr"
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Cette équation ne suffit pas pour déterminer les deuy
points @ et b de la conique osculatrice Pab, et il reste encore
une quantité entierement arbitraive, qu’on ne peut obtenir
qu’en assujettissant cette courbe a remplir une nouvelle con-
dition; mais parmi U'infinité de coniques osculatrices quon
puisse considérer, il en est une qui a un contact du 4¢ ordre
avec la courbe proposée.

Supposons, en vue de la construire, que b se confonde
avec r”, ou que r” soit I'une des intersections des deuy

Tig. o3.

courbes, alors le point correspondant & sera entiérement dé-
terminé, car il suffira de faire Cb=Cr” dans Péquation ci-
dessus, qui deviendra

1 1 - A

Si donc Pon faisait tourner la droite Cr autour du point
donné r”, on obtiendrait successivement tous les points a de
la_conique osculatrice en P et passart par ce point r”.

Supposons que, au lieu de prendre le point b en un point
quelconque de la courbe donnée, on le prenne précisé-
ment au point P; alors la section conique sera osculatrice du
4° ordre avec la courbe en ce point; Cr” deviendra nul, mais
I'équation ci-dessus ne changera pas de forme et donnera Lou-
jours la valeur de Ca ou Pa, ¢’esi-a-dire le point de oscula-
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trice qui se trouve sur la sécante arbitraire Pa; puisqu’elle

donne
1

L 2 el

En faisant varier Pr on aura successivement tous les points «
de la conique osculatrice; on pourra donc la décrire par points.
On aura @ailleurs son diamétre qui passe par le point de con-

_tact P, comme cela a é1é dit ci-dessus; menant done par le

Tig. of.

point P ce diamétre, et le prenant pour la sécante Pa dans
une de ses positions, on calculera la longueur du diamétre de
la conique cherchée dont ensuite on trouvera facilement le
reste.

Exemple des courbes du 3¢ degré.— On a alors simplement

(fig- o)
) I

4
P T Pr PR

I —
pa=
qu'on prolonge la tangente pk jusqu’a sa rencontre avec la
courbe en /', et soit menée la sécante particuliere PA’; P/ de-
viendra égale & Pr dans cetle supposition, et 'équation ci-
dessus se réduira 4 la simple égalité

=-— ou Pa=Pr',

I
Pa Py
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Donc le point A, ot la sécante P /&’ vient de nouveau rencon-
trer la courbe, est précisément le 6° point d’intersection de Iy
conique et de cetle courbe, quise détermine, comme on le voit,
par larégle seulement.

1v.

CONSEQUENCES GENERALES RELATIVES AUX SYSTEMES DE POINTS,
DE DROITES, DE PLANS, DE LIGNES ET DE SURFACES GEOME-
TRIQUES D’ORDRE QUELCONQUE.

Notions fondamentales relatives auzx cenires el aux axes de
: v 5 5 . i
moyenne distance, de moyenne et d’origine harmonique (*).

Définition de la moyenne harmonique d'aprés Maclaurin,
— Soit (fig. g5) la relation, toute géométrique,

n 1 1

1
Dk 0a 00 08 o

dans laquelle O/ est appelée par Maclaurin (ouvrage cité,
Appendice, p. 20 et suiv.) moyenne harmonique entre les m

Fig. g5.

\\}/h L

segments Oa, 00, Oc,. .. complés sur une droite OA, a partir
d'une origine fixe O, donnée a priori et par rapport a laquelle
la loi ordinaire des signes de position est observée comime

(*) Cette partie du manuscrit, éerite dans'hiver de 1816, se composant
d’un texte fort laconique, de notes épar: t non encore mises en 01'dre‘,
jai di en compléter la rédaction, en m’astreignant, comme foujours, a
n’en modifier en aucune maniére, le sens ni les intentions.
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dans toutes les relations, entre réciproques de segments, dont
on s'est précédemment occupé (*).

De cette équation on déduit immédiatement la valeur de O J
en Oa, 00, Oc,. .., et, comme Maclaurin le montre dang son
Traité, le point & peut étre construit de proche en proche,
lindairement ou avec la régle seule, par un procédé géomé-
trique fondé sur les propriétés du faisceaw de quatre droites
convergentes, nommées harmonicales par Ph. de La Hire, suc-
cesseur de Desargues et de Pascal, auquel Maclaurin attribue
gratuitement la découverte de ces beaux théorémes dus aux
Anciens : Euclide, Apollonius, Pappus. Mais cette marche in-
directe, adoptée par Maclaurin, n’éclaire pas suffisamment la
question non plus que la nature géoméwrique ou algébrique du
point &, et il parait bien évident, par exemple, que sil’on rap-
portait les segments Oa, 00, Oe,. .. de la relation ci-dessus, a
une autre origine A de I'axe OA, elle ne conserverait plus la
méme forme algébrique, ou bien elle définirait un point trés-
distinet de /r, et qui serait conjugué harmoniquement a Ia
nouvelle origine A. De plus, il est remarquable que cette
méme relation devient identique, illusoire, quand on suppose

(*) Geei est une pure conyention, permise néanmoins comme définition
dprioride la moyenne harmonique. Quant 4 la loi méme des signes de po-
sition, telle qu'on l'admettait des I'époque de Maclaurin, elle consiste,
comme on a di s'en apercevoir par ce qui précéde, en ce que les réci-
proques des segments dirigés en sens contraire, par rapport & 1'ori
commune, doivent prendre des signes différents. Mais il nest pas.néces-
saire, comme le fait Maclaurin dans Udppendice i son Algébre posthume,
de s'inquiéter, 2 avance et pour chaque cas, de la nature des signes de
réciproques qui entrent dans la somme & considérer; il suffit, ainsi que
nous l'avons constamment fait dans ce Cahier, de raisonner d'apres
Uhiypothése générale ot les termes sont positifs dans les deux membres de
l'équation primitive de définition, ce qui a lieu quand on suppose une po-
sition extréme ou extérieure au point dorigine des segments. Ainsi il s'agit
ici de sommes envisagées au point de vue ordinaire purement algébrique
ou implicite des signes, dont toute la difficulté, dans chaque cas dappli-
cation et en général, consiste & montrer Iaccord qui existe entre la loi de
mutations de ces signes et les changemens mémes de position des points
correspondants de la figure, conformément au principe de continuité. Or

telestle but que, dés 1816, jo métais proposé d’atteindre. (#oir le I Cahier
cl-aprés.) %
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le point O & Pinfini ou simplement confondu avee I'un quél_
conque des points donnés @, b, ¢,. ...

Changement de Uorigine des segments. — Afin d’éviter de
tels inconvénients, il est indispensable de transformer I'équa-
tion qui définit le point & de maniére qu'elle puisse Sappli-
quer 4 une autre origine A, sans altérer la position inconnue
de ce point par rapport aux points donnés a, b, c,. . ..

Or on a, par exemple, en supposant A tout & fait au dehors ef 4
droite de ces points,

04=A0—A% Oa=A0—Aa, 0b=A0—Ab,...,
puis, en substituant dans la relation proposée,
n 5 )l I

L e A e s e
50 —A% A0 —Aa WEAO— Kb T RO —Ae Tt

d’ou Ton tirera A% quand AO sera donné & priori, et réciproguement.
En réduisant tous les termes de cetle dernicre équation ati méme dé-
nominateur, on peut lui donner la nouvelle forme
(A0 — Aa) (AO—=AD) (A0 —Ac). ..
=(A0O—A)[(AO —Ab) (A0 — Ac)...4 (A0 — Aa) (AO — Ac)...o...].
Qéveloppant d’aprés la théorie des équations, appelant P la somme des
simples segments ou racines Aa, Ad, Ac,,., Q la somme de leurs pro-

duits deux a deux,..., R celle de leurs produits m — 1 a4 m — 1; enfin 8
leur produit total ou complet, il vient

m(K0 —P.A0" ' +Q.A0 —...£R.A0%S)
= (A0 = AQ[MEO" ' — (m—1)P.20" " 4 (m—2) Q.20 " —...R]:

5 (=S
réduisant, le terme mAQ disparaitra naturellement, et il restera, en or-
donnant par rapport a AO,

—n—-1 —TR 3
(P—mARAD +[(m—1)P. Ak —2Q]R0 " ... (R.Ak—mS)=0.
Cas on le centre de moyenne harmonique se change en un
centre de moyenne distance.—Si I'on fait AO infini dans cette

. . 1 . $ = Tig T
equation, apres Pavoir divisée d’abord par AO"™, elle cessera

APPLIQUEE AUX COURBES GROMETRIQUES. - 145
de devenir identique, et donnera pour calculer la valeur cor-
respondante de Ak, :

P—mAk=o0, ou Ak= Mo+ Ab-Fhed ... s

m
¢'est-d-dire que le point O étant a P'infini, son conjugué har-
monique & se trouve étre le centre de moyenne distance des
points @, b, ¢,- . ., selon la définition adoptée par Carnot, d’a-
prés Lhuilier de Geneye, et qui suffit pour caractériser la na-
ture et les propriéiés géométriques du point /&, que par analo-
gie, je nomme le centre de moyenne harmonique des points a,
b, ¢,...,relativement a 'origine particuliere O, des segments.
Mais il y a plus encore, les nombreuses propriétés du centre
de moyenne distance, qui, au fond, sont les mémes que celles
du centre de gravité, conduisent pour l¢ cenire de moyenne
harmonique & beaucoup d’autres intéressants théorémes aux-
quels on n’avait pas songé jusqu’ici (1816) (*).

Propriéiés, relations fondamentales pr‘ojectives, des centres
de moyenne distance et de moyenne harmonique.— Qu’il me
suffise ici de rappeler que 'une des propriétés les plus remar-
quables du centre de moyenne distance consiste en ce que, si
Pon y place l'origine des abscisses ou segments, la somme de
ceux qui sont situés & droite de ce point devient précisément
égale a celle des segments situés a gauche. Or, c’est réellement
ainsi que Newlon, dans son Enumération des lignes du 3¢ ordre,
définit le point miliew des appliquées paralléles des courbes
géométriques dont le lieu constitue la droite nommée diameéire
par ce grand homme, d'apres I'analogie offerte par les coniques
ou lignes du second degré, analogie poussée beaucoup trop
lain, comme on le verra ci-aprés, quand on veut I'étendre avec
Newton, jusqu'a la définition méme des sommets et du centre
des courbes géométriques en général.

Dautre part, la correspondance intime entre le centre de
moyenne distance et celui de moyenne harmonique laisse

(*) 7oir \e Mémoire sur les centres de moyennes harmonigues, t. 111,
p- 213, du Journal de Crelle, ou la définition de ces points est étenduce
au cas ot les réciproques des segments sont multipliés par des coefficients
numériques quelconques.

1. Lo
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entrevoir que 'un est la perspective ou projection centrale de
l'autre, et que, par conséquent, il en doit étre de méme des
relations métriques ou descriptives qui leur appartiennent,
Or, c’est 1a encore une présomption facile & vérifier par une
nouvelle et tres-simple transformation de I’équation primi-
tive; mais je me contente ici de faire observer qu'il résulte
de ces rapprochements une maniére nouvelle, trés-concise et
trés-élégante d’énoncer les théorémes de Newton, de Cotes el
de Maclaurin (*) :

« SiT'on fait tourner la transversale Ok (fig. 95, p. 142) au-
» tour de O comme pdle, et qu’elle rencontre une courbe
» géométrique en autant de points a, b, c,... que le marque

(*) Newton, dans son Enumération des lignes du 3° ordre, Sest servi,
le premier, de la projection des courbes par les ombres, en remarquant
quelle n'altérait nullement le degré et les affections essentielles de ces
courbes relatives & leurs interseetions et tangences avec d’autres; mais
ni lui ni ses successeurs immédiats, Maclaurin et Waring, n’ont songé 4
établir un rapprochement quelconque entre les propriétés des diamétres
des courbes géométriques e celles des droites lieu des points de moyenne
harmonique de Cotes, dumoins au point devue de leurs projections réci-
progues; le molif en est fort simple: ils ignoraient la correspondance
intime qui existe entre ce que je nommais, dés I'époque de 1816, le centre
de moyenne harmonique et le centre de moyenne distance relatif au cas
ot le péle des transversales rayonnantes passe & V'infini. Et voild aussi
pourquoi je ne pense pas qu'antérieurement & mars 1824 ot je présentai
a I'nstitut de France les Mémoires qui ont suivi de prés le Zraité des Pro-
Ppriétés projectives, personne ait eu Ja nette intuition de cette remarqua-
ble correspondance, comme quelques auteurs modernes semblent admettre
par prévention ot ignorance de ce qui caractérise une véritable décou-
verte et une méthode nouvelle de démonstration, soit en Géométrie pure,
soit en Analyse algébrique. ¢
. Au surplus, ce que je viens de dire des centres de moyenne distance et
de moyenne harmonique dont Newton et Maclaurin ne pouvaient connaitre
le nom, je puis le répéter & égard du beau théoréme du premier de ces
gr‘fmds géomeétres, relatif & la coincidence du diamétre d’une courbe algé-
brique avec celui du systéme de ses asymptotes, quand on prétend le
comparer & son analogue relalif aux azes de moyenne harmonique com-
m'uns aune courbe et a un certain systéme de ses tangentes. Ce théoréme,
découvert et démontré algébriquement par ]\;[uclauriﬁ, se trouve établi ci-
(Ie.ssusﬁ notre maniére (p. 120 a 123, fig. 81); car, 4 époque ou il éeri-
vait, ainsi qu'a celle de Newton, on ne se doutait guére, si j'en crois un
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, son degré m, le centre /& des moyennes harmoniques de ces
divers points pris relativement au pole O, se meut sur une
droite quon peut appeler l'axe ou polaire harmonique de
la courhe par rapport a ce pole; cet axe se changeant en
celui du centre de moyenne distance des intersections
a, b, ¢,..., nommé diamétre par Newton, quand le pole pas-
sant & U'infini, les sécantes transversales deviennent paral-

:

léles & une droite fixe. »

R I

Démonstration du théoréeme de Cotes par Maclaurin, —
Maclaurin démontre le théoréme de Cotes d’'une double ma-
niére : 1° géométriquement, en partant du cas singulier ou la
courbe est remplacée par un systeme de lignes droites dont
I'axe ou polaire harmonique s’obtient en procédant de proche
en proche, comme je I'ai rappelé ci-dessus; car c¢’est 1a une

célébre apophthegme de philosophie transcendante, tour a tour attribué a
Platon, & Descartes, & Leibnitz, & Pascal, ete., que tous les points & Iinfini
d’un plan ou de I'espace dussent se trouver, non pas sur un cercle ow une
sphére dont le centre est partout et la circonférence nulle part, mais bien,
comme je U'ai géométriquement établi par les principes de continuité
et de projection centrale, sur une ligne droite ou un plan indéterminé de
situation, & la limite idéale et fictive altribuée a Uinfini de Vespace; ce
qui souléve le voile dont étaient jusque-la enveloppées un grand nombre de
vérités géomélriques ou analytiques.

Enfin, j'en dirai tout autant encore de ce théoréme non moins admi-
rable de Newton, relatif aux appliquées paralléles des courbes algdbri-
ques, que Carnol, d’aprés une considération élémentaire tirée de la théorie
des lignes proportionnelles, a étendu & un triangle quelconque transyersal
des mémes courbes; théoréme auquel on pourrait en ajouter une infinité
d'autres que, avant I'époque de 1820 ou 1822, on nesavait point encore
généraliser par les principes dont il g'agit, exposés dans le Traité des
Propriétés projectives des figures, ou fen ai offert assez d’applications
pour mettre sur la voie les lecteurs intelligents, mais que j'ai pris le soin
de développer dans les Mémoires déja mentionnés, sur. les centres de
moyennes harmoniques ot les polaires réciproques, présentés au commen-
cement de 1824 a I’Académie des Seiences. Pour mieux dire, la limite
idéale des philosophes est Venveloppe des plans ou, ce qui reyient au
méme, des droites indéterminées de situation & Cinfini, enveloppe qui
peut elre une courbe quelconque plane, ouverte ou fermée, réelle ou ima-
ginaire, ele. (Poir, pour les exemples, le Supplément du Traité des Pro-
prietes projectives des figures.)

10.
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conséquence nécessaire des théorémes des p. 119 et 142, dus i
Maclaurin, lorsque venant & supposer (fig. 81) la transyer-
sale app’p”... mobile autour du point a comme pole, on
admet, au contraire, que les autres transversales aqq'q”’...,
arr’ 1. .., restent fixes ou immobiles ; 2° algébriquement, par
des considérations mixtes fondées sur la définition méme des
courbes géométriques dans le systeme des coordonnées li-
néaires de Descartes, et d’ott Maclaurin déduit, par des com-
paraisons analytico-géométrigues relatives aux coefficients des
deux derniers termes de I'équation qui représente la courbe
proposée, les sommes de réciproques des abscisses ou seg-
ments formés sur la transversale mobile autour du pole fixe
et qui répondent aux intersections imaginaires avec la courbe.

Mais cet ingénieux procédé, né d’'un scrupule géométrique
alors plausible, peut étre remplacé par d’autres, indépendants
de toute représentation des courbes par les équations algébri-
ques, el qui exigent seulement que les intersections imagi=
naires soient définies par un systéme convenable de lignes
géoméiriques distinctes, données sur le méme plan; chose
toujours possible géométriquement, comme on €n a vu des
exemples élémentaires dans le précédent volume de ces dppli-
cations (I et Ve Cahiers relatifs aux sécantes et cordes idéales
commiunes auwx cercles ou aux coniqztes ).

Démonstration par nos principes. — Quant a démontrer in-
tuitivement et par le principe de continuité I'existence de
Paxe conjugué ou harmonique d’'un pole fixe donné sur le
plan d’une courbe géométrique, il suffit de considérer que le
centre de moyenne harmonique est unique sur chaque trans-
versale ou rayon vecteur; gue jamais le lieu de ces centres
ne peut passer par le pole fixe censé hors de la courbe, et
qu’en conséquence ce lieu est une ligne droite, ete. (85)

Cette démonstration 'étend au cas ou les réciproques de
segments dont les sommes définissent le point générateur,

" sont élevées a des puissances égales, supérieures au 1* degré
et multipliées par des coefficients numériques arbitraires,

(*) Ce genre de considérations, déji mis en usage & la fin duI” (ahier,
a 6l¢ plus amplement justifié, en 18022, dans le Traité des Propriétes
projectives (p. 332, ele.).
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pourvu gu'en extrayant la racine de la puissance relative a la
réciproque inconnue, on n'oublie ni les signes, ni la multi-
plicité de sa racine, et que Pon ait, de plus, égard a la multi-
plicité du pole des rayons vecteurs, s'il appartient & la courbe
dont on recherche le degré a priori (*).

Des courbes polaires lieu des origines ou centres contre-har-
moniques par rapport & un pole et aune courbe géomélrique
arbitrairement donnés sur un plan.

Théoreme fondamental. — Soit ( fig. 96) une courbe géo-
métrique de degré queleconque m; d’un point fixe p, considéré

Fig. 96,

comme pdle de rayons vecteurs, soit menée une sécante ar-
bitraire pa, rencontrant la courbe aux m points a, &', @, . .;
(u'on prenne sur cette sécante un point « tel que

((l.) —L:.I_ _1_+ ! +_‘__|_ =
A D Rl e e Bty

(*) De telles queslions sont aujourd’hui d’un bien faible intérét au point,
d.a vue géométrique, quoiqu’elles aient beaucoup préoceupé Waring, con-
tinnateur peu fécond des idées de Newton, de Cotes et de Macldurin,
dans un ouyrage de 1762, intitulé : Miscellanea analytica, publié par
souscription & Cambridge, et dans lequel se trouve une incompléte ¢ru-
me’m:{mz des lignes du §° ordre ou.3° genre. Je cite cet ouvrage, que je
connaissais dés 1816, parce que l'auteur s’y est aussi occupé du probléme
demener les tangentes dtune courbe géométrique par un point quelconque
donnévsur un plan, probléme dont on verra la solution dans le paragra-
phe ci-aprés, 4 aide de procédés algébriques tres-différents, et qui assi-
anent au nombre de ces tangentes la limite m (m— 1), inféricure de m
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je dis quen faisant mouvoir cette sécante autour du pole i
la suite de tous les points « d’origine des segments comptés
ici du centre de moyenne harmonique relatif & ce pole et
qu'on peut nommer centres de réciproques ou contre-harmo-
niques, seront situés sur une seule et méme ligne géométri-
que de Pordre m — 1.

L’équation ci-dessus peut étre écrite ainsi :

1 1 1 ] 1
’m_p* m (a/}—[}rl+lp —]Jn’+a,u——11u"+' i )

Développant, réduisant, ordonnant par rapport & ap, et faisant de plus,
pour abréger,
P= pPa-t+pa +pa'+.. .,

c'esl-d-dire égal & Ia somme algébrique de tous les segments formés, dans
la courbe, a partir du pole fixe p,

Q= pa.pad'+pa.pa"+. . .+ pa .pa’+...,

fa_somme des produits deux i deus des mémes segments ; appelant de
méme R, la somme de leurs produits trois par trois; T, celle de leurs
produits 72 —1 & m—1; enfin V, le produit total ou eomplet des mémes
segments, on aura pour calculer pe, Iéquation
—i—| —_—r—2 —ite-3 S

(a) P.pa —2Q.pa +3Ripa —...m(m—1)T.pat mV=o.
Cette équation, n’'étant que du degré m — 1, ne donnera sur chaque sé-
cante pa que m — 3 poinls tels que «; d'autre part V, ne pouvant s'an-
nuler ni, par suite, « se confondre avec le pdle p pour aucune des posi-
tions du rayon vecteur, & moins que ce pdle n’appartienne & la courbe
proposée, il en résulte la démonstration du théoréme énoncé.

unités 4 celle indiquée (p. 100 de 'ouvrage cité¢) par Waring; m repré-
sentant d'ailleurs le degré de la courbe proposée, dont cet auteur n'a
nullement recherché la ligne des points de contact qui, & ses yeux sans
doute, comme & ceux méme de Maclaurin, ne paraissait pas jouir du degré
d'importance qu'on Jui accorde généralement depuis la publication de la
Notice sur la théorie des polaires réciprogues, que j'ai adressée en 1817
an rédacteur des premieres nnales de Mathématiques. (Voir, a la fin
de ce volume, Pextrait de cet article ‘qui a paru dans le tome VLI de ces
Annales. ) Je crois d'ailleurs superflu de faire remgarquer que les démons-
trations de cette Notice sont trés-différentes de celles du texte ci-dessus,
qui s'appliquent aux surfaces comme aux courbes géométriques, mais qu’il
w'entrait nullement dans mes intentions de publier dés I'époque de 1817.
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Pour déeouvrir la forme explicite des coefficients P, Q,..., V, soit
yr 4 (a-bx) y" - (e - det-ex®) y L
- far - ga A b b= o5

I'équation de la courbe donnée (fig. 96), rapportée actuellement a la
droite fixe quelconque po et & sa perpendiculaire comme axe des @ et
s y; Péquation relative a la sécante paa” prise pour nouvel axe des =,
| donnée par les formiles de transformation bien connues,

z=a'cosy — ) sing, y =) cosy-x'siny,

olt 9 est 'angle apo des 2 et 2!, et quil faudrait substituer dans la pro-
posée pour faire ensuite y'=o dans le résultat; ce qui donnerait une
équation dont les segments ou abscisses pa, pa', pa's... serau?m. les ra-
cines. Mais, au lieu d’opérer ainsi, on peut faire & Pavance y'=o dans
les formules de coordonnées ci-dessus, ce qui donne simplement
x=a'cosy, y=ua'sing,
ot, en substituant et ordonnant par rapport & . )
& (in™ g+ b c0s g SN~ ¢ - e cos’p 8in" 29 4. ..+ [cos™y)

—+ 2™ (asin" o -t-d cosp 8N g 4. . .4 gCos" ') 4. o

d'oul'on lire respectivement, en nommant D le coefficient de x™,

asin”~'g-doosgsin™ ' ¢4-. . .A-geos" 'y
o D

P=

n_csin"‘—zry—;—...+/:cns’"‘?qa‘““ : Ve R
= D ! D

Substituant dans Uéquation (a), il viendra finalement, en observant que
pr.cosy=u, pz.sing=_f

2 ol 8 élant les coordonnées de L'origine ou centre contre-larmonique o,

(0) afm='ddafr?. . gt o (e A B L = ik,

équation effectivement du degré m — 1, comme cela était annoncé.

Mais, avant de nous occuper de sa diseussion, il est bon
d’examiner encore ce qui arrive dans le cas particulier ot I'on
suppose le pole p & Vinfini, et par conséquent les sécantes aa”
toutes paralléles entre clles; le point générateur o de chaque
transversale prenant alors, comme dans la recherche de la
D. 128, un caractére tout particulier trés-distinet d’ailleurs de
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celui qui appartient au centre de moyenne harmonique, puis-

qu'il n’est point unique, et que sa détermination dépend d'une
équation du degré m — 1.

Faisant en effet «p infini dans 1'équation de définition ci-dessus, du
centre contre-harmonicue, elle devient

wdad'., . Faa.cd .. ... .. daa.cd, ...

Soit oo’ ( fig. 97) une droite ou axe fixe quelconque, o' étant une nou-
velle origine de segments , on aura

{oa—oa)(0z—oa') (ox—o0a")......=0.

Fig. g7.

z

Posant pour abréger ox =, et faisant attention que o remplace ici le p
de la fig. 96 comme origine des segments, cetie équation devient, d’aprés
les notations déji admises,

ma" = — (m— l)P.z’”*”—i—(m —3).02r=— T =0;

e = 1
c’est, comme on voit, la différentielle de I'équation

@ — P 4 Qumt— . = ToV=o,

dont le rapprochement avec celle () du cas général, porte & soupgonner
que le lieu des points = dont on recherche I'équation, n’est autre que la
courbe méme des points de contact, des tangentes, ici paralléles, menées
du pole fixe p a la courbe proposée (7).

I1 nest pas difficile de voir, en effet, que I'équation (a)
ou (b) est précisément celle que Pon obtiendrait en cherchant
a déterminer en général ces diverses tangentes.

Courbe polaire des contacts ou tangences. — Appelant «
et 3 les points de contact qu'il s'agit de découvrir, on aura,
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Jour exprimer’ qu’une tangente 4 la courbe (r) passe par le

})613 p, origine des axes coordonnés des x et y° (fig-97)
g— ZE x=o0.

L'équation de la courbe devant étre satisfaite par les coordonnées «
el , il en résulte la relation de condition  *

| @ (aba)pr! +(c4-da +L;7.:) gt ST
{e) | +/‘1'"+g9-”"‘+/1v7."‘"...+i7_+/c=o,
de laquelle on tire, par la différentiation,

dh bE* - (d42e0) .o+ mf o= (m—1)g “"'»_:,4—:3' s i;
ji S mi G (i —1) (2~ bz) "4 (n —a)(e+dz4co’) b -—I— v

subslituant dans I'équation ci-dessus, il vient

mt 4 mb o'+ me 2B
(2 —1) @B (m —2) e - (m—1) dB" = . iz =0;

multipliant enfin I'équation primitive (¢) par m, et Tetranch‘am de cetle.
équation celle qui précede, on retombera sur I'équation (h), ou

afm o A da Bt g T (i — 1)ie—+mhk =0,

H iti ir licu des
d'abord oblenue par la définition directe de la courbe cc_)rnme e i
points, tels que , qu'on pourrait nommer les contre-harmoniques dq P \c 7

= o > 1 r -méme
des rayons vecteurs ou transversales de la proposée; le point « lui-méme
pouvant se nommer point d’origine des segments.

Prosuivg. — D'un point p donné sur le plan tl’un.e courbe
géométrique de degré quelconque m, mener g;:ap/uq,ue?z?nt
les tangentes & cette courbe. On prendra les pémts d or:gme
ou centres contre-harmoniques e des intersections &, 2
(fig. 96), relative aux diverses sécantes pa, issues du point p
considéré comme pole ; la courbe de degré m—1, que ces
points  formeront, viendra rencontrer la proposée (m) pré-
cisément aux points de contact des tangentes cherche.es.
Malheureusement, sauf pour le 1" et le 2¢ degré, cetu? solution
est & peu prés inexéeutable par des procédés graphiques.

Dans le cas d’une courhe du 3¢ degré, la polaire de contact
dont il g’agit étant simplement une conique, on pourra se
contenter d’en trouver cing points quelconques au moyen de
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trois transversales arbitraires, et 'on construira le reste de Ja

courbe par des procédés linéaires bien connus (t. I, p. 138)
Dun_s ce méme cas, I'équation ci-dessus, propre & détermi:

ner directement la position des deux points z, sur chaque

transversale issue d’un point donné p, se réduit A cellesci :

P.pd —2Q.pa-+3V =
dans laquelle E . et i
P =pa—+ pa' + pa’, Q= pa.pa’ + pa.pa’ +pd'.pa’,
V = pa.pa’ .pa’,

et d’oli 'on tire immédiatement

s Qi\/uz 3PV

[}

!

P a )u', a”’étant donnés par la courbe supposée décrite, toute
iiég_xgiccﬁliteni(lz;erx;:mi(:ulz‘ouver a géloxllétrifltten?.ent;_chose ici

quand le point p est a 'infini ou sur la
cc])urhe du 3¢ degré dont il sagit, car la détermination de pane
dépend plus alors que d’équations d’une forme et dune con-
struction trés-simples.

Intersections de la courbe proposée avee la polaire de con-
m’ct’. e Voici comment on peut démontrer directement, el
geométriquement qu’en effet, quand la polaire, lieu des cen-
h-c's contre-harmoniques, coupe la proposée en un certain
13(311’1[', ce dernier est nécessairement un point de contact ou
Iéquivalent. Il suffit pour cela de prouver quen chacun de
tes points I'équation de définition (a, ou a) est naturellement
satisfaite. Prenant pour exeriple la courbe géométrique du
37 degré, on metira cetie équation sous la forme ;

p[(p2— pa) (pz— pa) +(px— pa) (pz~ pa’) + (p2— pd')(pz.—pd)]
—3(pz— pa) (pz— pa') (p2 —pa')=o,
et remarquant que, si « et «/, par exemple, se confondent, ce

1a S At , . -,
qur suppose pa'=pa, I'équation ci-dessus acquiert le facteur
Po— pa commun a Lous ses termes, et que, par conséquﬁm,
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si on égale ce facteur & zéro, on aura, par cela méme, 'une
des racines pz de 'équation, c’est-a-dire

pe = pa = pd,

qui indique précisément que le point o s’est confondu avec a
et @ sur une méme branche ou sur deux branches distinctes
de la courbe proposée.

Réciproquement, px ne saurait étre égal a pa ou pa, ete.,
sans que la sécante devienne tangente; car alors, en intro-
duisant cette hypothese dans I’équation ci-dessus, elle de-
viendra

pa(pa— pa')(pa—pa’) = o,
qui ne peut étre satisfaite qu’en faisant

ou pa=pa ou pa=pa’;
cest-i-dire quialors la séeante pa touche nécessairement la
courhe proposée aux points @ et @’ ou @ et @, respectivement
confondus entre eux. ;

Propriété essentielle des deux courbes el de leurs dérivées
polaires contre-harmoniques. — Laissant de c01é I'examen in-
téressant de ce qui arrive quand le pole ou point de conver-
gence p des tangentes & la courbe donnée est a Iinfini ou sur
cette courbe méme, je me contente de faire remarquer :

1 Que la polaire de contact dont on vient de s’occuper est
le lieu des points « tels, qu’en les prenant respectivement
pour origine des segments relatifs aux transversales qui y
passent, ou, si 'on veut, pour poles fixes de ces transversales,
les axes de moyenne harmonique correspondants (théoreme
de Cotes) pivoteront autour du point de convergence p des
tangentes comme pole réciproque des points « ou tenires
contre-harmoniques de p; de sorte que toutes les droites qui
passent par ce méme point p, peuvent étre considérées comme
autant d’axes de moyenne harmonique ayant pour poles res—
pectifs, & I'égard de la courbe proposée base des contacts, les
points o mémes de la courbe des contacts. -

2° Que, dans Déquation générale (a), d’abord obtenue ¢t
qui donne les valeurs pe répondant aux centres contre-har-
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moniques o, on a, en appelant «, o', «” les points qui répond'em
aux m—1 racines de cette équation, i

(m—1)T ;
—p — —Ppapa et pal pal i p o=

somme des produits m — 2 & m — 2 des m — 1 racines,

myY ” e
T =pa-p.pa’. <Pl

le produit des mémes racines; d’ou I'on tire généralenient

(= I 1 1
my _pa—’_p7+]_)?+"'+1)a("‘“3’,

relation digne de remarque et dans laquelle
T =pa.pa’.pd”...pat"= . .,
est la somme des produits m — 1 & m — 1, tandis que
V=pa.pd .pa”... pa=="

est le produit total ou complet des m segments relatifs aux in-
tersections de la transversale pao (fig. g6) avec la courbe pro-
posée. Or, de la on conclut, par un rapprochement facile,

1 <,l_+ el I
P 1)z’+—7’+"'+——_)

m—r1 po ])q(m ;
—L(L+ 1 1 1
m\pa ' pd +IW+‘ ”+pa("'—0) A

c,’elst—h—dire que la moyenne harmonique des segments pe,
P& -5 pet™=9, en nombre m—r, qui se rapportent i la
courbe des contacts, est égale a la moyenne harmonique de
ceux pa, pd..., pa™=" qui, sur la transversale commune
issue du point p, correspondent a la courbe donnée de degré m-
En d’autres termes, on peut dire que :

3° Relativement au point fixe p pris pour pivot des sécantes
communes mobiles, la courbe proposéé (m) et la ligne des
contacts n— v ont méme axe de moyenne harmonique. B,
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comme il en est ainsi encore de la courbe de degré m— 2
dérivée de la précédente, et ainsi de suite, on voit que cet axe
harmonique, commun a toutes les dérivées, n’estautre que la
droite, ¢’est-i-dire 'axe harmonique méme auquel se réduit en
définitive la derniére des dérivées de degré m —(m—1) = 1.

4o A chacun des points p du plan de la courbe proposée (m),
pris ‘pour pole, correspond nécessairement un axe, mais
un’ seul axe de moyenne harmonique selon la définition ci-
dessus; done réciproquement, a une droite quelconque don-
née, considérée comme axe harmonique, correspond au moins
un pole conjugué p, par rapport a la courbe (m), pole déter-
minable géométriquement et qui doit décrire une certaine
courbe continue quand on assujettit 'axe harmonique con-
jugué i se mouvoir suivant une loi géométrique donnée, elle-
méme continue.

50 En particulier, il résulte des relations métriques ou de
réciprocité qui lient la courbe des contacts ou des points o &
la proposée et au pdle de concours p des tangentes, que les
points générateurs e de cette courbe ont pour axes de moyennes
harmoniques dans la proposée, des droites qui passent toutes
par le pole fixe p; propriété analogue & celle qui a lieu pour
les coniques ot la ligne des contacts est du r*f degré, et se
nomme, comme on I'a vu, la polaire de p.

Plus généralement, enveloppe desaxes harmoniques de (m),
conjugués aux divers points d'une autre ligne quelconque de
degré n, tracée sur son plan, est une derniere Iigl_lc du degré

n(m—1)[n(m—1)—1]=mn'(m—1p—n(m—1i),

qui s'abaisse au degré (m — 1) (m — 2) quand n = 1; de sorte
que si la droite correspondante 4 n — 1 passe a Iinfini, les axes
de moyenne harmonique étant devenus autant de diametres
de (m), suivant la définition de Newton, Uenveloppe dont il -
sagit se réduit au degré (m— 1)(m— 2), courbe a laquelle
on ne peut mener (que m — 1 tangentes seulement, d’'un point
arbitraire du plan, ete., etc.

On pourrait faire d’autres rapprochements curieux et non
moins remarquables au moyen de I'équation («); mais je m’ar-
réte aux précédents, et lermine par quelques remarques et
réflexions essentielles.
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Considérations diverses. — Supposons, entre autres, i l'in-
fini le point ou pole p, et construisons la courbe des points
de contact relative & la proposée de degré m; faisons la méme
chose pour une autre direction qu«,lconque de sécantes pa-
ralleles : si parmi les points en nombre (m — 1}, ot les deuy
courbes ainsi construites s Omrer‘oupt,nt, il en est qm appar=
tiennent a la proposée, ce seront des points singuliers trés-
remarquables, soit multiples, soit de rebroussement, conju-
gués, etc.

En effet, la courbe des contacts passe mxdemmem par ces
points singuliers, et la limite m (m — 1) du nombre des tan-
gentes possibles s’abaisse d'autant de fois 2 unités que les
droites allant du point donné p aux différents points singu-
liers renferment de cordes nulles de la courbe (). Quantaux
points d'intersection en apparence étrangers a (m), ils nen
sont pas moins trés-importants 4 étudier, et doivent, comme
les points singuliers propres a cette courbe, étre totalement
indépendants de la direction attribuée aux sécantes paralléles,
je veux dire & la position méme des points p, sur la droite 2
I'infini du plan de la courbe (m).

Ces considérations, qui se ratlachent A la théorie ordinaire
des poles et polaires des coniques, ont, d’autre part, une re-
lation trés-intime avec le peu que nous apprend jusqu’ici Ta-
nalyse infinitésimale relativement aux points singuliers des
courbes, notamment aux points de multiple inflexion, de mul-
tiple rebroussement, etc., aux points d’extréme grandeur, ser-
vant de limites, de sommets & ces courbes dans des posilions

_ pour lesquelles les coellicients différentiels des ordonnées,
des abscisses, ou de toute autre fonction déterminée de ces
variables, deviennent plusieurs fois nulles, infinies, et pren-
nent la forme algébrique de I'indétermination (*).

(*) #oir & la fin de ce volume (Cah. VI) extrait d'un article sur la
théorie des polaires réciproques, imprimé en 1817 dans le Journal Mathé-
matique de Gergonne, et ot I'on trouvera I'empreinte de quelques-unes de
ces idées, de celles surtout qui concernent la polaire des contacts, lieu
des centres c()/zti('—lmrlnrmullle‘, mais envisagée SBusn aspect purement
analytique & la maniére de 1'époque; ‘attendu que, 4 propos de la solution

accidentelle des problemes proposés dans les Annales de Montpellier, je
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Voici les énoncés de quelques autres propositions relatives
aux propriéiés des axes et des centres de moyenne. harmo-
nique et qui dérivent immédiatement de celles qui précedent.

Fragments résumes relatifs awr centres, aux azes et plans de moyenne
distance ow de moyenne harmonique des courbes et des surfaces.

I. Définitidns. — Si Ton prend pour base d’un faisceau de lignes droites
convergeant en un méme point s (/fig. 95, p- 142}, considéré comme
sommel ou centre de projection d’un systeme de poinls a, b, ¢,... en
nombre s, Tangés sur une méme droite, et pour lesquels le point 4 est
un centre de moyenne harmonique ou de réciproques de segments relati-
vement & un point O de la méme droite, pris pour origine de ces seg-
menls, on formera un fuisceauw harmonique ow harmonical (mot adopté
par de La Hire pour les coniques), dans lequel les projetantes sk et sO sont
respectivement ce que je nomme les awes de moyenne ct dorigines far-
moniques du faisceau, axes qui jouissent de la propriété d’étre coupés par
une transversale rectiligne arbitraire, en un nouveau systéme de points
harmoniques, analogue au systeme primitif des points de hase.

Nota. — Lorsque 'axe des origines harmoniques est donné & priori,
celui des centres ou moyennes harmoniques s'en déduit par des construc-
tions lin¢aires, dépendantes uniquement de la Géométrie dela régle. Dans
hypothése inverse, la détermination de I'axe des origines dépend de la
résolution d'une équation de degré m — 1 ou du tracé d’une courbe de ce
degré, ayant un point multiple de lordre  — 2, elle-méme constructible
lindairement par points isolés et successifs (*).

1. Théoréme.— Si, pour une courbe de degré quelconque i ( fig. 98),
on détermine Vawe de moyenne harmonique pg du faisceau des tangentes
d cetle courbe, issues d’un point quelconque p d’une droite arbitraire oo’

ne voulais point entamer I'exposé de théories que je me proposais d’ap-
profondir et de publier lorsque des circonstances m’en offriraient Ja pos-
sibilité matérielle et Uoccasion propice; le peu que jai dit dans ce méme
article, des polaires réciproques et de la courbe des contacts, a d'ailleurs
suffi pour mettre sur la voie, neuf années aprés, d’autres savants moins
empéehés, ou plus favorisés que moi (t. XVI, XVII et XVII des mémes
Annales).

(*) Voir 1a démonstration de ecs propositions dans le tome VIII du Journal de
Crelle (p. 51, 117, 203, 370), qui contient In premiére partie du Mémoire déja
cité sur VAnalyse des transversales, présenté en, septembre 1830 a Ilnstitut, et
auquel les recherches de ce 118 Cahier ont servi de pointde départ et d’appui.



160 11° CAHIER. — METHODE DES TRANSVERSALES
située dans son plan et prise pour axe fixe des origines harmoniques-dy
faiseeau, le premier de ces deux axes, mobile avec le point p de con-

Fig. ¢8.

vergence des langentes, ira concourir, dans toutes ses posilions, en un
point ¢, fixe comme la courbe (mz2) et le second des axes dont il s'agit.

1I. Théoréme. — Si, d'un aulre point quelconque p' de I'axe des ori-
gines oo, on méne des rayons ou projetantes vers les points de contact
a, b, e,...des langentes ci-dessus, elles formeront un nouveau faisceau
dont T'axe des moyennes harmoniques, conjugué a P'axe fixe oo', coincidera
avee axe pareil des tangentes issues de ', et pivotera, par conséquent,
aussi sur le pole immobile ¢, lequel, pour ce motif et d’autres encove,
peut étre nommé le centre harmonique général de la courbe géométri-
que (), relativement a la droite invariable oo'.

IV. Théoréme. — Si 'on fait pivoter, & son tour, axe des origines
harmoniques oo’ autour d’un point fixe quelconque p de sa direction, le
centre ¢ des moyennes harmoniques changera, mais les poinls de contact
a, b, ¢,..., des tangentes issues de p restant immobiles, ce centre g dé-
crira la courbe méme des contacts conjuguée 4 p», et dont, comme on I'a
vu, le degré est généralement m —1.

Remarque. — Les théorémes ci-dessus s'étendent, sans aucune diffi-
culté, aux courbes a double courbure et aux surfaces géomélriques
situées dans I'espace, en observant que nos définitions (I) s'étendent elles-
mémes au faisceau de m plans qui ont une droite commune de conyer-
gence en s (/ig. 95), el seraient coupés par un plan fixe 04 A des origines
contre-harmonicues. Ainsi notamment :

V. Théoréme. — La fig. 98, représentant une courbe & double cour-
bure ou une surface géomélrique de degré quelconque 7z, figure dans la-
quelle oo’ représente également un plan arbitraire pris pour plan des

origines harmoniques, et le point p» une droite quelconque située dansce -

plan, de laquelle partent les m—1 plang pa, pb, pe,... tangents i la
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courbe ou surface (/u);‘c'ntin p¢ représentant le plan des moyennes har-
moniques de ce faisceau de plans tangents, par rapport au plan des ori-
gines o', tous ces plans pg et leurs analogues passeront par un point
unique ¢ de l'espace, que T'on peut encore nommer le centre général et
upique. de moyennes harmaniques de la courbe ou de la surface proposée
relativement an plan oo,

Nota. — Des théorémes analogues ont liew quand on subslitue” aux
faisceaux de plans tangents, les cones enveloppes d’une courbe ou d’une
surface, issus de chacun des points d’un plan d’origine oo’, et I'on en-
trevoit, & priori, que leur systeme posséde, relativement & un axe ou-
4 un plan donné d’origines harmoniques, une infinité de diamétres ou
d'axes harmoniques qui viennent lous converger en un centre commun et
unique de moyennes harmoniques, jouissant de propriétés enticrement
analogues & celles des poles, polaires et plans polaires des courbes et des
surfaces du second degré. Ces propriélés se convertissent en d’autres ie-
latives aux centres, axes, diametres et plans diamétraux ordinaires ou de
moyennes distances, quand les points, les droites, ou les plans d’ori-
gines harmoniques sont censés & U'infini; et comme, dans ce cas, les pro-
positions diverses qui viennent d’¢tre indiquées sont d’une démonstration
facile, elles peuvent, au moyen de nos principes de projeclion centrale
et de continuité, servir de poinls de départ a I'étude des propriétés
les plug générales, qu'il convient d’ailleurs de faire précéder des théo-
rémes analogues relatifs au cas, plus élémentaire encore, oi les courbes
el les surfaces géométriques dont il s’agit se réduisent simplement & des
systémes de points, de droites ou de plans donnés quelconques, ete. (*).

Apprrrox av 11® Caurer, parn M. MANNHEDL (MARS 1863 ).

Déterminer Peapression du rapport des rayons de courbure en dews:
points quelcongues dune courbe du 3° ordre.

Coupons la courbe du 3° ordre par un triangle ABC ( fig. 99).
En vertu du théoréme de Carnot, on a la relation
(1) | Aa.Aa'.Aa".Bb.BY .Bb".Ce.Cc.Ce”
{ =Ac.Ac".Ac".CH.CH'.CH".Ba.Ba'.Ba’,

(™) Clest ce que j'ai fait dans le Mémoive sur les centres de moyennes harmoni—
fues, présenté en mars 1824 a Vnstitut de France, et postéricurement imprimé
dans 1o tome 111, p. 213, du Journal Mathématique de Crelle.

b rr
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que L'on peut écrire

(2) Aa.Aa'.Ad" . BO.BE' CU"(;C Ce'=Ac A Al Co.C0. Ba M”'
Go B!

Décrivons une circonférence passant par les points @', o, b/, ot dési-
gnons par Q le point ou elle coupe le coté BC; désignons.de méme par

Fig. 99.

Q" le point d’int
tenant les troig p

seetion du méme coté BC avee une circonférence con-
oints ¢', ¢, 6". On a alors

Ba'.Ba" s Lol

RO — =" IO =
R BY" Q Co”

Introduisant. BQ el CQ’ dans la relation (2); il vient
(3) Aa.Ad".Aa'".Bb.BO".CQ .Cc"= Ae Ac’ Ao .Cb.CL". Ba.BO).

Nous allons transformer cette relation de maniére  faire disparaitre
quelques-uns des segments qui ne sont pas complés sur le colé BC,
P, a0 al " 3 L "
Pour cela considérons le triangle ABC coupé par la transversale ¢'aD;
on a

Aa.BD.Cc"=Ac".CD.Ba,
d'ot
Aa.Cc” . CD,
A" Ba— BD’

substituant dans la relation (3), il vient

(4) CDh. A Ac", Bb.B6".CQ'= Ae.Ac’.BD.CH.CH' . BO.

Supposons actuellement qu'on déforme le triangle ABC de maniére que
v s r i

a', a' et b' se confondent en un seul point B de la courbe, et que ¢!, ¢
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el 0" se confondent de méme en un point € de la courbe; le edté AB de-
vient alors la tangente dont le point de contact est B, AC la tangente
on (et les deux circonférences a'a"d'Q) et ¢'c"(Q deyiennent les
cercles osculateurs en B et C (*). =

La relation (4), en supprimant les facteurs G4’ et BA" qui deviennent

dgaux, donne alors
(5) CD.AB.Bb.CQ = AC.BD.Cb.BQ.

Désignons par z le rayon de courbure de la courbe en B et p' le rayon
de courbure en C:

BQ = 2p.5inABC, CQ'=2p'".sinBCA,
d’on
BQ o _ sinABC AC
O sinBCA ' AB

Portant cette valeur dans la relation (4), on en tire

/ o AB.CD.Bb
(6] et
: £ AC.BD.Cb

Telle est Pexpression cherchée : elle ne contient. que les tangentes a la
courbe issues des points B et C et limitées a leur point de rencontre A,
ot des segments comptés sur la ligne qui joint les deux points B et C.

La marche que nous venons de suivre s'applique & une courbe de degré
queleonque. Dans le cas d’une conique on retrouve une relation connue
que I'on peut du reste déduire de (6). En effet, si notre courbe du 3° ordre
se décompose en une droite et une conique, les points D et & se confon-
dent en un seul, et il vienl simplement

Sl
g =
b ERG

De 14 le théoréme connu : Les rayons de courbure en deww points quel-
conques d’une contque sont entre eux comine les cubes des tangentes
tssues de ces points et limitées é lewr point de rencontre.,

Les courbes du 3° ordre donnent lieu au méme rapport lorsque les
points B et € sont sur une droite passant par un point d'inflexion.

(*) Nous ne ferons pas une nouvelle fignre. 1L est facile de supposer que lo
triangle ABC a ses edtés tangents en B et € i la courbe donnée. Q et Q' repré-
sentent alors les peints d’intersection avee le c6té BC des cercles osculateurs i
la courbe en Bet €. X

Il.
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Lorsque les points B et € viennent se confondre au point double O do
la courbe, la relation (6) parait illusoire.

On peut pourtant en tirer I'expression du rapport des rayons de cour-
bure des deux branches passant au point double; mais il est plus simple
d’opérer directement cette recherche. (Vest ce que nous allons faire.

Reprenons la relation (1) et écrivons-la de la maniére suivante:

An .An A(‘Ar

(7) A = Bb.BL'.BY".Ce.Ce'.Ce'=———Cb.CH'.Cb.Ba.Bu' . Ba'

’

Décrivons une circonférence passant par les points ¢, ¢/, @ et désignons
par P’ le point ou elle coupe le coté AB; désignons de méme par P lo
point d’intersection du coté AC avec une circonférence contenant les
points ¢”, @', a". On a

Ad' Ad" Ac.Ac! ;
s abuege = Ak

Introduisant AP et AP’ dans la relation (7), il vient -

(8) AP.B6.BY.BO".Ce.Ce'.Ce" = AP".CL.CH'.CY".Ba.Ba'.Ba",

Supposons que le triangle ABC soit déformé de maniére que ¢, o', o'
soient confondus en un seul point O et que @, ¢, C soient aussi le méme
point O ; les cotés AB et AC sont alors les tangentes en O aux deux bran-
ches de la courbe, et les circonférences ¢”a'a" et ac'c sont osculalrices de
la_courbe en O (*).

La relation (8) devient

(9) OP.B5.BY.BY".CO — OP'.CH.CH.CH'.BO .

Désignons par p le rayon de courbure de la branche ¢"a'a” et par i
le rayon de courbure au méme point de I'autre branche; on a

OP = 25$inCOB, OP'=2¢'sinCOB,

Sy op 0
d’oir o= ;
Portant cette valeur dans la relation (g), on en tire

(10) o _OB.CL.CY.CL"
¢ 0OC.Bb.BH.BY

(*) Nous ne ferons pas une nouvelle figure, P et P’ représentent maintenant
les intersections des cotés OG et OB avec les cereles osculateurs de la conrl)(’
en O.
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Ou peut écrire celte expression sous une autre forme : joignons O aux
points &, &', b"; appelons f, (', (" les angles de ces droites avec OB, et
9 g lcs ungles que font les mémes droites avec OC. II est facile de
voir qu'on a alors
p _ siny.sing’.sing"
(e &= SinB.snf.snp
Lorsque la droite BC est fout enticre a I'infini, cette formule subsiste
el 'on a le rapport des rayons de courbure au point double en fonction
des sinus des angles que font les tangentes en ce point avec les direc-
tions asymptotiques. On peut du reste donner & ce rapport des formes
tres-diverses.

Lorsq’une courbe du 3¢ ordre est & la fois inscrite et circonscrite & un
triangle ABC, le produit des rayons de courbure correspondant aux

somimets A, B, G est égal aw cube du rayon du cercle circonscrit aw -
triangle ABC,

Considérons (fig. 100) un triangle ABC et une courbe du 3° ordre.

Fig. 100,

Le théoréme de Carnot nous donne une relation que nous écerivons
tout de suite ainsi:

() A{l.Au'YBII.Bb’ Ce.Ce'  AY' Ac.CV.Cb.Ba'.Ba

P G T o Ad".BO".Cc"

Par les points «, ¢, o' faisons passer une circonférence qui coupe AC
en Q; de méme la circonférence qm contient &', &', b coupe AB en Q' et
la circonférence qui eontient 2", ¢, ¢, coupe CB enQ". On a

Aa. L
N ’li‘,,”-, B - Bf]’}"l‘f’, 00" = C‘ C
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Introduisant AQ, BQ', CQ" dans la relation (1), il vient

B j i Ac.Ae.CV.Cb.BalBu -

. : e St

(2) D e 0 K" BE".Cc"

Supposons maintenant que le triangle ABC soit a la fois inscrit o cir-
conscrit, nos circonférences sont alors osculatrices. En désignaui toujours
par Q, Q', Q" les points de renconlre de ces circonférences avec les cotés
du triangle et supprimant les facteurs communs, la relation (2) devient
(3) AQ > BQ' < CQ"= AB < BC > CA.

\

)

Appglons g, ¢'s 2" les rayons de courbure correspondant aux sommels
A, B, C, et R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC :

AQ=2psind, BQ'=ops'sinB, CQ'=2p"sinC.
On a done

's"sinA.sinB.sinC

8op

AB.BC.CA,

dod LB A AR g,
! : 8sinA.sinB.sinC <

e —

1

TROISIEME CAHIER.
SUR LA LOI DES SIGNES DE POSITION EN GEOMETRIE,
LA LOL ET LE PRINCIPE DE CONTINUITE (*).

Enemployant transitoirement dans ee quisuit,avec M. Carnot
(Géométrie de position), les mots de corrélation, corrélatif,
ainsi que ceux de direet et inverse proposés, en 1799, par
de Velay, de Geneve (Introduction ¢ U Algebre), pour indiquer

“un certain état de correspondance entre des figures analo-

(%) Jai supprimé de ce Cahier, sauf quelques indications et explications
indispensables, les quarante premiéres pages manuscrites, qui concernaient
l'examen critique des objections soulevées par Carnot, dans sa Géomctric
de position, contre Uinterprétation ot emploi de la regle des signes
justue-la admis dans les applications de PAlgébre a la Géométrie; car cel
examen prématurd, ces réfulations & priori, datées de I'hiver de 1815
0 1816, sout en maojears partie, reproduiles et m Lleur véritable place
(lans e cours de ce 11 Cabier et du suivant, ol se trouve exposée, justi-
liée, ’une maniere plus approfondie et plus philosophique, admission du
Principe de continuité, tel que je I'ai entendu et indiqué dés le premicr

volume de ces dpplications.

Dans ses nombreux tableaux de corrélation des figures, généralement
complexes et assujetties & un méme mode de deseription ou de génération
continue, Carnot épuise, en quelque sorte, tous les cas, toutes les sitna-
fions, 4 la maniére des Anciens; il suppoese implicitement la permanence
des relations métriques, la loi des signes de position, mais il ne les dé-
montre pas, et, en cela méme, il s'écarte de la marche loujours logique
('Euclide, d’Arehimede et d’Apollonius, se rapprochant ainsi de Pidée,
{oute moderne et alzébrigue, qu'on attache au mot de Sorotion; mot qui
implique en lui-méme, cette permanence ou pr'\n‘cipn. de continuité, bien
(quon en ait, contradictoirement ct sang motifs plausibles, reproché 'em -
cite, dans cerlains raisonnements, cerlaines démonstrations
je de Monge, comme j'en ai déja faiy'Ta. remarque en plu-

ploi au moins
de la Géon
sicurs endroils du précédent volume.

Calte antinomie dans dées, ot les épineuses objections adressées par
d'Alembert of Garnot &.Fancienne loi des signes de posibion, expliquent
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gu.ez.s,. dérivées ou non de la méme source, du méme type pui.
mitif, nous aurons soin d'en indiquer nettement l‘a'c‘: g
dans chaque cas. T

N(?us admettrons, & priori, Phypotheése de la continuité sans
le discuter ni Papprofondir & 'avance, aussi bien que les
re’gles anciennes et indiscutables du caleul algébrique, fon;
dges sur le rapprochement, 'analogie logique des idées ou des
résuliats antérieurement acquis, et non pas simplement sur
des conventions 4 priori et arbitraires, telles qu'on en adopte
Lop souvent en fayeur des éléves paresseux de Vesprit. Au
contraire, nous repousserons comme vaines et dangereuses
l.(n}te.irlétj, préconcue, ‘toute interprétation i priori des quaﬁ-‘
tlte_s isolées, positives, négatives et imaginaires, quelque sé-
duisante qu’elle puisse paraitre.

- ,-.\insi nous n'adopterons nullement, avee certaing métaphy-
siciens algébristes, les soi-disant étres de raison détachés de
}G}JPS altributs concrets et des signes de représentation géomd-
trique, algorithmique ou figuratifs en langage convenu et exac-
tement défini. Pour nous, qui admettons la génération conti-
nue des grandeurs simpl_es, fussent-clles isolées, nous aurons

pourquoi ses théories ont ¢té froidement accueillios par les géométres, ct
comment, malgré ma profonde admiration pour ce grand hgmme pr:)ﬁ-
(l]ﬂnt des‘!o.isilrs que m’'avaient imposés les événements 4 dater d;? la fin
(J:nltsrl;é.f]sI]f‘g,}i?:dmt’ par une psnle irrésistible de mon esprit et pen-
; ¢ ureux exil de lillustre auteur, i combattre dans le
sﬂgnce du cabinet, les doutes et, 4 certains égards, les doetrines philoso-
[)‘fllf[llcs de la Géomeérrie de position ; toute['(.:is, avec la volonté expresse
EJzT_;cxllrner loute rédaction définitive, toute publication officielle de mes
idées :]ns‘qu’e'x une époque moins défavorable 4 beaucoup d’égards; n'ayant
en principe d’antre but que d’affermir par de sévires et c?)nsciencieuSPS
études, ma roule vers des recherches plus positives, moins discutables
dans }(fs résultats et, en quelque sorte, plus matériclle’menl utiles.
Aujourd’hui, aprés quarante-huil ans écoulés, je me borne, comme
pour les précédents Cahiers, & transcrire le Luxt’u‘ manuserit s’ans rien
(-,hung(‘:r dessentiel dans l'ordre ni la nature des idées, en ur’l mol sans
en allérer la pensée fondamentale, mais en supprimant cependant de cel

ancien texte, les exemples trop multiplics, les développements surperflus .

pour l}(auupoup 11_0 }ecteurs, et en m’abstenant méme d’y introduir
des réflexions critiques que

¢ aueune
i S pourraient sugeérer quelques écrits posté-
curs, touchant la théorie géométrique des signes de position.
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plus spéciélcmem 4 considérer le double mode de cette gé-
nération dans le sens progressif ou rétrograde, positif ou né-
gatif (additif ou soustractif), a compter d'une origine com-
mune, exactement indiquée et définie. Mais, afin de procéder
du simple au composé, nous débuterons par examiner, dans
Jeur état en quelque sorte rudimentaire, les objets de la Géo-
métrie pure pour en déduire des regles certaines, relatives aux
conditions sous lesquelles a lieu I'entiere concordance entre
la loi des signes algébriques et la situation relative des gran-
deurs figurées, telles qu'on en rencontre dans la Théorie des
transversales, la Trigonométrie, I’ Analyse des coordonnées, etc.

Relations génétiques entre les distances, les angles et les aires
relatives aux figures élémentaires de la Géomélrie.

1. De toutes les relations que la Géométrie envisage, les plus
simples sont, sans tontredit, celles qui appartiennent aux dis-
tances respectives d'un systéme de points rangés sur une méme
ligne droite; viennent ensuite celles qui concernent la gran-
deur des angles formés autour d’'un méme point ou sommet
et les ares qui les mesurent dans un cercle ayant pour centre ce
point. Les relations de position et de grandeur, ¢’est-d-dire des-
criptives et métrigues qui lient entre eux ces différents objets,
ont, comme on sait, la dépendance la-plus intime, et peuvent
étre comparées, éludiées séparément ou simultanément, ainsi
qu'on le verra ci-apres.

2. Soit, en premier lieu, AB (fig. 101) la droite indéfinie
qui renferme les points & examiner.

Supposons que, de chacun des points @, b, c,... de celle

droite, on mene a4 oun point extérieur quelconque s, d'autres
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lignes droites telles que sa, sh, sc¢,”. ., et que les angles que
ces derniéres forment entre elles soient, ainsi que les distances
mutuelles des points &, b, ¢. .., & examiner simultanément,
Déerivons enfin, de s comme centre, une circonférence (e
cercle quelconque dans le plan qui contient a la fois AB ot ¢
point, sorte de péle ou de centre de projection de la droite AR
etdes points, des distances qu’elle renferme. Les droites rayon-
nantes ou projetantes sa, sb, sc,.. . nommées aussi rayons
vecleurs dans cerlaines circonstances, viendront déterminer
sur ce cercle, de nouveaux points «', o', ¢, . .. COrrespon-
dant aux premiers @, b, ¢,..., et fournissant, par leurs dis-
tances circulaires el mutuelles, ¢’esl-a-dire par les arcs qui
les séparent, la mesure respective des angles au centre sous-
tendus, formés par les droites rayonnantes.,

Cela posé, admettons qu’il existe une relation quelconque
de position et de grandeur, entre les distances mutuelles des
points &, b, ¢,... ; il en existera nécessairement d’analogues
entre les ares et les angles correspondants, sinon quant i la
mesure effective et absolue, du moins quant a la disposition,
ala situation relative des parties, Ainsi les systémes de points,
de droites, de distances, d’arcs et d’angles considérés auront
entre eux la correspondance ou corrélation la plus intime,
bien qu’envisagés isolément, ils puissent comporter toute I'in-
dépendance et la généralité possibles.

3. Ce rapprochement entre les ares de cercle, les angles el
les distances rectilignes, est d’autant plus naturel que, & pro-
prement parler, on ne saurait fixer graphiquement la position
d'un point sur une ligne droite ou courbe, qu’enassignant une

-autee ligne continue qui renferme ce point, el que, & son

tour, on ne saurait fixer la direction indéfinie de cette ligne
auxiliaire, si elle est droite, qu’autant qu’on connaisse un point
fixe s par ol elle passe, et I'angle qu’elle fait ayee une autre
droite également fixe déja connue et passant aussi par ce point.
Tel serait, par exemple, I'axe arbitraive, sa'a.

4. Lesystéme le plus simple est celui ot 'on ne considére

‘que deux poinis « et b, ou une seule distance ab sur la droite

indéfinie AB; distance absolue, constante, si on suppose
@ et b fixes, mais variable si ces points changent de position

DE POSITION EN GEOMETRIE. 171
sur AB, I'un par rapport a l'autre, soit en s’écartan?, soit en
se rapprochant entre eux d'un mouvement essentle]len’.lent
continu. Or, de cette supposition découlent ,wules les nouon.s‘
géométriques concernant la mobilité ou déplacement relaul.
des points 6t la génération des distances mutuelles ou des
chemins parcourus. i z

Tant qu'on ne considére qu'une seule distance ab\, un s(j,ul
angle ash, ou un seul arc @b/, ces gl‘andeurs. sont, a pm_pxe—‘
ment parler, des quantités absolues et abstralL‘cs,'su‘sc.epuble’s
de croitre et de déeroitre depuis zéro jusqu'a l'infini, repre-

; I Fate -
sentés par les indices o et 5 u®. Mais, quand on veut

considérer i la fois la grandeur et la position relative, il se
forme dans Uesprit une conception nouvelle, consistant en ce
que la distance, l'arc et I'angle dont il s'f\gi;t,’peuverl‘t i}'\’(?il‘
une position contraire par rapport a l’exlrcml‘te fixe d ol 1|;<
se mesurent, soit en decd, soit au deld, soit a gauche, soit a
droite de celte méme extrémité. Si Pon n’en connaissait que
la mesure absolue, il y aurait indétermination; il faudrait de
toute nécessité, dans l'indécision ot Pon serait a I'égard .du
leur position effective, les supposer imlislinctem?m.é droite
ou a gauche, ete. De la aussi utilité manifeste d'indiquer le
sens par un signe mnémonique attribué a l:haqu‘e grandeur,
outre son mode propre de génération continue; d’autant plus
que, par exemple, deux distances ou chemins Ill(.'(fl‘:fes-(()p[‘]()-
sés de sens) ne comportent pas nécessairement, ainsi quon
en aura plus tard la preuve, des signes algébriques c:olm.’rmr.es,
s'ils ne dérivent point d'un seul et méme mode de génération
continue. '

5. Dautre part, pour construire une longueur donnée avee
une ouverture de compas fixe ou par un tracé continu, il ya
lieu de s'enquérir de celle des extrémités @ ou b qui doit ser-
vir de point d’appui, de départ ou d'origine, ainsi que llu'sens
atlribué 4 la génération. Enfin si, au lieu d'éwre donnée de
grandeur et de direction, la distance ab est supposée \'ul'iillJ]'(‘
surla ligne droite indéfinie AB, suivant une loi quelcongue, il
¥ alien de slenquérir, non-seulement de sa diveciion !;z:r rap-
port an point fixe ou d’orvigine «, maijs anssi du sens direet ou
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inverse qu’il convient d’attribuer au mouvement de Pextre-
mité b; sens impossible A fixer & priori, ¢’est-d-dire abstrac-
tion faite dela connaissance des lois de la figure géométrique
ou du systéme variable auquel ce point appartient.

6. Algébriquement parlant, une grandeur continue quel-
conque ne peul changer de signe qu’en passant par zéro ou
son réciproque 'infini absolu; mais elle n’en change pas néces-
sairement, et cela arrive aussi bien en Géométrie quand zéro et
Iinfini sont des limites infranchissables au dela desquelles la
grandeur devient impossible, imaginaire.

En particulier, ces remarques sont applicables 4 la distanee
variable @b ( fig. ro1) dont « serait Porigine fixe, ainsi quaux
séeantes, aux projelantes sa, sb et aux aires triangulaires sab,
sa'l! quis’y appuient; mais elles cessent de I'étre pour les ares
a'b”etles angles correspondants asb’, qui ne deviennent point
infinis avec ab, ni par conséquent négatifs ou inverses de
sens, comme cela arrive entre autres pour la sécante sb, i
Pégard de Torigine fixe s, quand cette sécante prend la posi-
tion s, paralléele & AB.

Lot des signes de position, relative aux points rangés sur une
ligne droite, une circonférence de cercle, elc.

Ces définitions et notions premiéres étant admises, passons
a lexamen du systéme de trois points en ligne droite; en
vertu du rapprochement que la fig. 101 établit entre les dis-
lances linéaires, les arcs et les angles, ce que nous dirons
des uns pourra s’appliquer immédiatement aux autres; c'est
pourquoi, dans ce qui suit, je me hornerai A considérer les
distances linéaires seules, mais on devra se rappeler que les
mémes choses s'appliquent aux arcs et aux angles.

7. Soient done a, b, ¢ ( fig. 102) trois points donnés sur la
droite indéfinie AB; I'on aura évidemment, pour le cas ioilll

est entre @ et ¢, en cheminant de la gauche vers la droite,
s

¢’est-a~dire dans Pordre
(abe),  ae=ab + be.

Or cette relation intuitive aura lieu tant que b sera entre @
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el ¢, quelles que soient dailleurs les distances qui séparent
ces points; ¢’est-a-dire lant que «, b, ¢ n’auront pas changé de
position entre eux, ou, sil’on veut encore, tant quaucune de
leurs distances mutuelles ne sera devenue inverse, rétrograde
par rapport au sens et a ordre primitifs.  ©

Il en sera de méme évidemment de toutes les autres rela-
tions dérivées de la premiére, soit géométriquement, soit al-
géhriquement, par exemple de celles-ci, >

ab = ac — be, a0 — 513+E “+2ab. be,

ab

—_— =3
=ac +be —2ac . be, ete., etc;

car elles en sont des transformations exactes et rigourcuses :
toutes ces relations demeurent immédiatement applicables,
sans aucun changement de signe, a I'état supposé du systéme.

8. Mais la méme chose n'a plus licu dés I'instant ou Ia dis-
position réciproque des points vient 4 changer, par suite du dé-
placement d’'un ou de plusieurs d’entre eux; cest-a-dire dés
linstant ot 'une quelconque des distances ab, ac, be devient
inverse ou rétrograde par rapport 4 lorigine d’olt elle se me-
sure, en allant toujours de la gauche vers la droite selon notre
hypothése invariable.

En effet, si le point b, par exemple ( fig- 102), S'est trans-

Fig. 102, T @ 4 7S R,
Fig. 103 x @ i [ B
i [ i

Fig. 104 ST a b i

porté (fig. 103), d’'un mouvement continu queleonque, de Ia
gauche & la droite de e, la distance be ayant changé de sens, on
aura ( fig. 102), dans 'ordre

(ach), ac=ab—bc;

relation caractéristique qui ne différe de ac=ab—+be, qu'en ce
que be a pris un signe contraire a celui qu'il avait primitive-
ment, ¢’est-a~dire est devenu négatif en méme temps qu'in-
Verse en passant par zéro. Or, il en sera éyidemment ainsi de



174 II* CAHIER. — SUR LA LOI DES SIGNES

toutes les autres relations métriques qu'on pourra déduire do
celle-la algéhriquement, et qui correspondront, chacune i chy.
cune, aux premiéres de la combinaison (abe) appartenant a
Jig- 1o2; elles ne différerent toutes, de leurs corrélative
par le changement de signe de be. ;

Si done on voulait rendre applicables & Ia seconde situation
(acb) des points a, b et ¢, les relations trouvées pour la pre-
miére (abe), il suffirait de changer be en — be dans la relation
primitive et dans toutes ses dérivées.

Désormais nous cesserons, pour la simplicité, de distingum;
les relations dérivées de la relation primitive, paree qu'elles
sont des conséquences rigoureuses de celle-ci, algébrique-
ment ou géométriquement pariant.

s, (ue

9. Considérons maintenant la troisiéme et derniere disposi-
tion distincte que peuvent prendre les points a, b, e, par
exemple celle oit le point ¢, de la droite AB, passe en rétrogra-
dant a gauche du point «. On a alors (fig. 104 ), dans Vordre

(cab), ac=be—ab,

ou, algébhriquement,
—iggl—ab—=bos

relation qui fait yoir que, par suite du déplacement du point ¢
de la fig. to2 a la fig. 104, ac et be ont changé a la fois de
signe, de méme que les distances qu’elles représentent, deve-
nues. inyerses, ont changé de sens relativement A Pordre pri-
mitif des points ou des lettres.

Si done Pon veut rendre applicable 4 la dernicre de ces
figures les relations diverses trouvées pour la premiére, il
suffira A’y changer les signes des deux distances be ot ac, de-
venues ( fig. 102) ¢b el ea dans Vordre rétrograde.

Diaillears, ces diverses relations et leurs dérivées algébri-
ques auront lieu pour toutes les grandeurs des lignes qui y
entrent et qui, rapportées a la méme unité de mesure, pour-
raient étre représentdes par des letires quelconques, a la ma-
nicre de Victe, et cela quand bien méme elles changeraient
de signe ou de sens en passant par Uinfini.

10. Sans qu’il soit besoin d'aller plus loin, il est yisible que
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los observations ci-dessus, rolntive:'a au systeme des poimsla,‘
l,"‘ ¢ (fig. 162,158 reproduisent (ﬁgal‘e'nwm dans toutes e%
a;nrcs permutations de ces po'm}s, alégard deiche}ngen}‘ews
de signe que doivent subir les .chstanc;es du la‘ zdaunlrf lt):).l?t);
live, pour qu'elle dcvienms apphr:al)l.c 1nd|s«vl.mdc{1.¢mezljm ) b
Jes situations possibles. En par‘ucuher, quan ei 1 I(](;ssoyus‘
¢ prennent la position i11diq}1@(§. par _ln Jig. 105 Cl'-l’ 5 dpi
les distances sont devenues a la fois }11\'el'ses ou‘ retrogrades
par rapport a celles de la Sig. 1023 mais alors ona

ac=ab =4 be, soil —ac=— ab— by,

res distances sont done aussi devenues simullancm?m nvg;.-
lives; ce qui confirme la régle algébrique. On voit par la,
dailleurs, que les signes me sauraient, sans convention ex

Figi aobs

i ETE ) Gy e A
presse, fixer la position absolue des points «, b, ¢ sur la
droite AB; on pourra toujours les renverser synmlrlqumnm}n
sans que les relations en soient troublées, en changeant le
sens de la génération des lignes de la droite vers la gauche.

11. Donc, pour rendre une relation appartenant au Sys:tem«-
de trois points quelconques en ligne droile‘, et relative aune
situation donnée de ces points, applicable a toutes les situa-
tions possibles des mémes points, il suffit de.(‘hangcr dans (]‘,cl‘lu
relation, le signe des distances devenues inverses 0}1 r("trg—
grades par rapport au sens dans lequel on los supposait p»rnm—
livement engendrées. En d’autres termes,  suffit de reg(u*u’rf{'
comme posilives les quantités qui conservent le méme MZ” a
légard de Uexirémité d’ot elles se mesurent, et comme n-z,‘gn—
tives celles qui changent de sens par rapport & ce méme ]IOfILI,

Ainsi, il yaura variation de signe el permanence en méme
lemps que variation ou permanence de position relative. Il egl‘
visible, en outre, que la permanence aura lien toutes les fo!s
que la distance ne sera devenue ni nulle ni infinie, vet que, rL
ciproquement, la variation n’arrivera que dans 1 h_\'potheﬁo
contraire,
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12. Supposons maintenant qu’on introduise un (quatricme
point parmi les trois autres, je dis que la régle examihée cj-
dessus aura encore lieu a Pégard des relations qui eoncerne-
ront leurs distances mutuelles, alors au nombre de six, et en
admettant toujours la notion de continuité et la conyention
que le sens progressif va de A vers B, de gauche 4 droite, ef
le sens rétrograde de B vers A, de droite & gauche,

Pour le démontrer directement et sans recourir 4 un nouvel
examen circonstancié, j'observe que, quelles que soient les
relations géométriques entre les distances mutuelles d'un pa-
reil systéme, clles doivent nécessairement provenir de trans-
formations géométriques ou algébriques, appliquées a trois
quelconques des équations primitives, linéaires et indépen-
dantes, du genre de celles ci-dessus qui concernent trois
points rangés en ligne droite.

On aura, par exemple ( fig. 106), entre les distances quilient
entre eux quatre points.a, b, ¢, d sur la droite AB,

be=ac—ab, bd=ad—ab, cd=—ad— ac;

s'il pouvait exister entre les six distances ab, ac, ad, be,
bd, ca, toute autre relation qui ne (it pas une conséquence
algébrique ou géoméirique de celles, en quelque sorte iden-
liques, qui définissent la position des points a, b, ¢, d, il arri-

Fig. 106.

S e T e e

verait qu’en y remplacant, par exemple, be, bd, cd par leurs
valeurs ci-dessus, on obtiendrait une nouvelle relation entre
ab, ac et ad, qui ne serait pas d’elle-méme une identité de
celle espece; ce qui est visiblement absurde, puisque I'on
pourrait calculer 'une de ces distances au moyen des deux
autres, et que, par hypothése, les points b, ¢, d, comme les
distances ab, ac, ad qui en déterminent les positions relatives,
sont supposés indépendants de toute condition ou relation
mathématique donnée i priori et étrangeére a celles que rend
évidentes le raisonnement géomérique, aidé de simples et 1é-
gitimes transformations ou combinaisons algéhriques (7 et 17).

Or, nous avons démontré que chacune des relations d'iden-
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jité géométrique qui appartiennent au groupe de trois points
arbitraives, pouvait s'appliquer a tous les élats possih]es‘ du
systéme complet des points «, b, ¢, d, en ayant égard .21 la régle
c‘i-dessus des signes algébriques de position; donce il en sera
ainsi des nouvelles relations métriques, je veux dire des équa-.
tions qui peuvent en dériver par des opérations licites, exé-
cutées sur les plus simples d’entre elles et qu’on pourrait nom-
mer relations, équations linéaires de situation.

13. Le méme raisonnement étant applicable a-un nombre
queleongue de points distribués sur une ligne droite, il en
résulte, en définitive, que les relations géométriques d'un
pareil systéme peuvent toules étre censées provenir d'un
nombre limité de relations du genre de celles que nous ve-
nons de définir et d’examiner.

Coneluons enfin que, quel que soit un systeme de points si-
tués surune ligne droite, les relations métriques qui lui appar-
liennent sans conditions étrangéres & la situation naturelle
des parties, demeurent applicables & toutes les positions pos-
sibles des points dont ce systéme se compose, toujours en ayant
égard @ la régle des signes de position.

Un simple coup d’ceil suffira, comme on voit, pour établir
la correspondance des signes entre les divers systémes dérivés
ou corrélatifs. Cependant il existe quelques difficultés qu’il
est intéressant de faire connaitre a l'avance, parce qu’elles
sont la source de contradictions et d’erreurs apparentes dans
Fapplication de I'Algébre & la Géométrie.

14. Dans ce qui préeéde, nous avons supposé fixe I'axe, Ia
droite indéfinie qui renferme les points examinés ; mais cette
droite pourrait faire partie d’une figure générale variable, et,
dans le passage de cette figure & celle qui lui est corrélative
par voie de continuité, il pourrait arriver non-seulement que
les points dont il s'agit changeassent de position entre eux,
mais encore que la droite elle-méme changedt de position
relativement aux données de la figure, par exemple, en pivo~
tant autour d’un point fixe. Dans ce cas, il est lrés-essentiel
pour ne pas se tromper, de suivre exactement le mouvement
de la droite et de ne pas perdre de vue quel est le sens posi l
ou négatif, progressif- ou rétrograde, primitivement attribué

12
. .
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aux lignes ; car, sil'axe recliligne considéré avait, par exemple,
accompli une demi-révolution dans Pespace par rapport 4 sy
position premiére, il est visible que le sens de droite sera
devenu celui de gauche et inyersement, sans méme que Iy po-
_sition relative des points ait changé. Alors done, comme dans
‘loutes les circonstances ol il pourrait y avoir incertitude sur
le véritable sens des signes et des distances, on fera hien de
recourir a.des repéres extérieurs tels que ceux A et B{( fig. 101,
a 106), situés a une distance assez grande des points du sys-
leme, pour ‘indiquer nettement, I'un le coté droit, autre le
cOté gauche sur I'axe mobile, et (qui permissent en méme
temps de suivre, au moins par la pensée, le sens de son prapre
mouvement de rotation et de translation ( *). $

15. La difficulté relative au signe de la sécante des arcs Su-
périeurs & 200 degrés, si obscurément discutée et résolue par
MM. Carnot et Gaudin, provient essentiellement d’une confu-
sion de cette espéce, qui ne saurait se produire dans Te systéme
des axes coordonnés de notre illustre Descartes 1, en effet,
Porigine et le point fictif vers I'infini a droite, servent de re-
péres naturels aux autres points 6laux distances variables comp-
tées, de 'origine commune, sur ces axes respectifs censés im-
mobiles. Néanmoins, comme ces distances et ces pointsne sont
que la représentation, la projection géométrique de ceux de

- la figure variable 4 considérer dans I'espace, les mémes diffi-
cultés se reproduisent dans Pinterprétation du résultat final
des calculs algéhriques sur la figure transformée ou corréla-

(*) En généralisant cotte considération et I'étendant a des lignes et a
des surfaces quelconques mobiles dans I'espace absolu, cn congoit’ quiil
se passe ici des choses analogues i celles qui ont lieu pour les mouve-
ments relatifs des systomes invariables, sinon quant au lemps, aux vi-
tesses, aux accélérations totales ou résultant

es, du moins quant aux dé-
placements mutuels des parties et de

s points dont les distances peuvent
dailleurs varier suivant des lois quelconques. Ces considérations se ratta-
chent, comme on voit, 4 ce qu'on nomme, en général, la transformation
‘des coordonnédes dans espace absolu ou relalif, probleme dont nos grands
géometres alzébrisies nous ont déja offert de belles solutions, sans néan-
moins soulever entiérement le voile of résoudre les difficultés qui tiennent
a la loi de continuité et des signes de position.

.
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tive, ainsi que nous en verrons plus lﬂl"(.i (leiex'emp]fzsl remar-
quables. C’est pourquoi il me semble utile d'insister ici encore
sur divers éclaircissements.

16. Pour suivre avec une entiere facilité la loi de‘ la muta-
tion des signes dansles figures corrélatives d'un 'sys_‘teme quel-
conque de points en ligne droite., .on pourra écrire pour la
figure type ou primitive, a la suite le:s unes .des auEres, lpjs
lettres qui désignent le systeme des points variables 4 consi-
dérer dans Pordre méme on ils se présentent en chemmal?t de
la gauche vers la droite, ¢'est-a-dire dans le sens SUPpOsE po-
sitif et progressif & priori : soit ( fig. 106, p. 176) dans I'ordre

@, b, 0 s

Alors si, pour une nouvelle position du systéme, 'ordre est
devenu
P Py A Bt S

ce sera une preuve évidente que les distances bd, be, cd, ce, de,
par exemple, ont changé a la fois de sens et de signe en pas-
sant'par zéro ou par l'infini, c'est-d-dire, en d’autres termes,
sont devenues inverses ou rétrogrades, tandis que les distances
ab, ac, ad, ae, be sont restées directes dans I'ordre progressif,
non-seulement pour toutes les relations de positions ]inéﬂirt?s
primitives, mais aussi pour toutes celles qui en seraient dé-
duites algébriquement. : .
Pareille chose aura lieu encore pour des relations parllcu—
licres quelconques mais non identiques, lorsque, d’apres les
données de la figure et les conditions du probléme, elles se-
ront soumises a la loi de continuité et des signes de position :
telles sont, par exemple, les relations qui définissent, sur une
droite fixe, la proportion’ou moyenne harmonique selqn Pla-
ton et Pappus (%), ainsi que la plupart des relations qui nous

[*) Serait-il vrai qu'Euclide et Apollonius, et & leur suite Legendm
dans sa Géomérie élémentaire, so fussent (rompés dans leurs éerits sur
celte relation si élégante el si simple, en la privant de tout signle s_ymbo-
lique et conventionnel? Je le pense d’autant moins que la Géométrie ana-
Ivtique, celle des coordonnées de Descartes, ne saurait justifier en aucune

12.
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ont oceupés dans le II° Cahier de ce volume, of qui, d'aprés
ce qu"on avu, prennent leur source et leur point d'appui n¢-
cessaire dans les propriétés mémes des racines ou des coelfi-
cients des équations algébriques.

17. Mais si, au contraire, les relalions métriques données
A priori et étrangeres A celles qui définissent la position res-
pective des points ci-dessus d'une maniére indépendante de
toute convention particuliére, si ces relations métriques et
algébriques ne sont point, par elles-mémes ou par les hypo-
théses du probléme, assujetties 4 la loi de continuité et des
signes de position, leur combinaison avec les premieres ne
pourra évidemment conduire a des résultats soumis i cette
méme loi, et par conséquent d’une interprétation géométrique
,facile; notamment si, parmi ces équations, il en existe une
seule de ces formes toutes géoméiriques,

Acd—ab, cd—

ou, algébriquement, de celles-ci

A étant une conslante linéaire, 2 — cd, y=ab des indéter-
minées ou variables arbitraires; dans des cas pareils, disons-
nous, linterprétation des résultats de I'élimination ou des
transformations algébriques pourra offrir des difficultés véri-
lables, des paradoxes mémeé dont on verra, dans la suite de cet
écrit, divers exemples choisis parmi ceux (qui ont déja exercé
la sagacité des géométres, et qui se reproduisent aussi bien en

manfere.et par aucun artifice de calcul ou de raisonnement, cette intro-
duct}on a priori du signe négatif dans une égalité & deux termes; intro-
duction inopportune, et qui ne tend & rien moins qu’a obseurcir, oblitérer
méme, le sens géométrique des adeples, en s'adressant exclusivement &
leurs yeux et a leur mémoire; méthode permise seulement dans les basses
classes de nos institutions scientifiques, dans les écoles commerciales et
industrielles, ot il s'agit moins d'exercor le jugement que d’enseigner des
- faits et des vérités pratiques. i L
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Géométrie, en Mécanique, en Physique, en Astronomie, ete.,
qu'en Algébre ou en Analyse pure.

18. La plus simple de toutes les relations métriques qui
peuvent appartenir a une série de points a, b, ¢, d, e, situés
en ligne droite, et dont les déplacements mutuels restent sou-
mis a la conlinuité, se rapporte, sans contredit, aux relations
d’abord examinées qui expriment la somme algébrique li-
néaire des distances consécutives entre ces points. Or, d’a-
prés ce qui précede, on ne sera jamais embarrassé de lire et
d’énoncer géométriquement une telle somme pour toutes les
figures corrélatives et dans toutes les situations possibles des
points, en cheminant, je suppose, dans le sens positif de
gauche a droite. Mais, pour éviter la- fatigue de I'esprit, abré-
ger, généraliser tout A la fois le discours et Pécriture, on peut
considérer géométriquement cette somme comme représentant

Ja projection orthogonale ou oblique du contour d’un certain

polygone ouvert ou fermé, plan ou gauche, sur axe dont il
s'agit, et le long duguel un mobile cheminerait contintment
dans'le sens posilif ou progressif primitivement adopté, en al-
lant de Pune a 'autre des extrémités de ce polygone.

19. On a un célebre exemple d’'une telle considération géo-
métrique, dans la composition des forces ou des vilesses appli-
(quées & un méme point, ici représentées par des droites, des
chemins vespectivement paralléles aux edtés du polygone et
dirigés dans le méme sens. De pareilles considérations, trés-
simples, sont en effet généralement familiéres aux intelligences
lant soit peu exercées en Géométrie: les premiers linéaments,
sijene me trompe, en sont dus a Varignon ( Nouvelle Méca-
nique, 1685), esprit philosophique et généralisateur trop ou-
blié de nos jours, et dont les apercus géométriques, nés d’un
théoréme célebre de Leibnitz relatif & la résultante etau centre
de gravité des extrémités de forces appliquées & un méme
point, sont, en quelque sorte, complétés par les études de
MM. Lhuilier (de Genéve) et Carnot, relatives a la projection
orthogonale des polygones et des polyédres sur un axe recti-.
ligne ou'un plan fixe arbitraires; projections dans la dernicre
desquelles les aires des faces polyédrales correspondent aux
moments mémes des forces concourantes d’abord mentionnées.



182 II* CAHIER. — SUR LA LOI DES SIGNES

20. Lesadditions et soustractions indiquées par les signes—
et — dans les sommes géomélriques A considérer en projec-
tion sur un axe fixe rectiligne, peuvent d’ailleurs s'opérer suj-
vant les régles algébriques” ordinaires, ¢’est-d-dire dans un
ordre tout a fait arbitraire, comme la construction méme des
cotés successils du polygone des forces, des chemins ou droites
convergentes de la figure (*).

11y a plus, ees projections, s’'opérant par des ordonnées pa-
ralléles & un second axe fixe quelconque, sur lequel, a son
tour, le polygone peut éire projeté par d’autres paralléles au
premier axe, il en résulte un systéme de coordonnées tout i
fait analogue & celui de Descartes, et auquel on peut appli-
quer des remarques pareilles 4 celles des n® 14 et suiv., re-
Ia}ive{s aux lignes et distances du plan ou de Iespace rappor-
tées a trois axes coordonnés fixes arbitraires issus d’'un méme
point d'origine. Quant aux ordonnées, aux appliquées paral-
léles des divers sommets du polygone et des extrémités des
chemins convergents, bien qu’elles soient, & d’autres égards,
indépendantes entre elles et distinctes dans leurs positions
respectives, il n'en est pas moins vrai qu’elles sont soumises

(*) Dans des lecons du soir faites, en 1827, aux ouvriers messins,
pendant une convalescence longue et pénible, javais pris pour base de la
Mécanique la notion, pour ainsi dire intuitive, de la composition des che-
mins issus d’un méme point et des projections du polygone qui sert &
construire le dernier edté ou chemin résultant. Ainsi, par exemple, afin
de démontrer que, pour tout déplacement wirdued, fini ou infiniment pe-
tit, du point commun d'origine de ces chemins représentant autant de
forces concourantes, la somme des moments ou des travaux virtuels de
ces forces est égale au moment ow au travail virtuel de leur résultante, il
suffisait de multiplier le déplacement arbitraire du point général d’appli-
cation dont il s'agit par la projection de la résultante géométrique, c'est-
a-dire par la somme algébrique des projections des forces sur la direction
indéfinie du méme déplacement. Or, celte proposilion capitale conduit,
par une voie toujours simple et intuitive, & la composition des travaux
et des moments des forces en général. (1 Cahier lithographié du Cours
e Mécanique industrielle ; édition de 1827, rédigée par le capitaine du
g}.’\nie Gosselin, d’aprés des lecons orales qui n'étaient qu’une rapide ct
simple émanation de celles que, 4 partiv de janvier 1825, javais é1¢ chargé
de professer aux éléves de I'iicole dapplication de Metz. )
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aux meémes lois de signes que lears projections sur chaque axe
respectif.

Ainsi les considérations précédemment exposées (17) pour les somimies
algébriques des segments de points rangés sur une méme droite leur
sont direclement applicables, et les principes de continuité ¢t de corréla-
lion relatifs aux' signes dans les ¢quations algébriques transformées, n'ont
liew quautant qu’il n'existe aucune relation métrique esprimant des con-
ditions étrangeres 4 la loi des’signes de position et & la génération con-
tinue des grandeurs que Pon considere.

A V'égard des lignes polygonales en particulier el des chemins conver-
gents qu'elles représentent, il est a remarquer que ces chemins ne compor-
lent par eux-mémes aucun signe algébrique ou géométrique de position,
gils ne dérivent d’'un mode uniqué de génbration qui, pour ainsi dire, se
transporte hypothétiquement et d’une maniére indépendante, d’une direc-
tion rectiligne & celle qui lui est contigué par voie de continuité; tout
comme il arrive, par exemple, pour les attractions planétaires, la chute
des graves, etc., ou, simplement, pour les sécantes du cercle, dont les
signes de posilion ne peuvent étre que redatifs a la direction tournante du
rayon (15), signes non convenus & 'avance ni imposables & priori.

Seulement, comme, dans le cas de chewins convergeant ou rayonnant
aulour d’'un méme point et projetés sur un axe fixe, le rapport numérique
de chaque ordonnée au chemin correspondant n'est aulre que ce qu'on
nomme en Trigonométrie, selon les cas, le sinus et le cosinus de Vangle
formé par la direction propre du chemin avec l'axe fixe dont il s'agit, il
en résulte que ces lignes (rigonométriques, ces ordonnées ou projetantes
suivent encore la loi des signes de position, & I'exclusion des distances
clles-mémes ou des chemins projetés (*).

21. En terminant 'examen intéressant qui concerne les
sommes algébriques des segments relatifs aux points rangés en

(*) Fai joint ces derniers développements aux considérations geomeétriques
de I'ancien texte, ici beaucoup trop lnconimle eu épard & lenr généralité et &
feur importance dans les applicalions en Géometrie et en Mécanique, ct cela
avee d’autant plus de motifs qu'ils sont entiérement d’accord, si je ne me
trompe, avec les opinions généralement admises & notre époque sur la loi des
signes des distances, selon qu’elles sont obliques les unes par rapportaux autres,
ou qu’étant paralléles, Uintervention de lignes trigonométriques ausiliaives cesse
d'étre indispensable; car en pent alors recourir i la projection ordinaire des dis—
lances sur un axe fixe, lui-méme paralléle i ces ordonnées, en se laissant d’ail—
lours guider par les considérations du teste, relatives a la génération continue
des ligues de la tigure dans un sens déterming, aux lois du caleul algébrique et
a la projeetion polygonale qui tend & supprimer tout vague et arbitraire dans
les applic,

ations i chaque cas pavtienlior,
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ligne droite; je ne veux point passer sous silence un fait trés-
important, c’est que les relations d’identité géométriques et
lindaires auxquelles elles se rapportent subsistent, 3 cause
de leur grande généralité, dans les perspectives de cetie droite
sur un plan ou un axe arbitraire, et qu’elles jouissent ainsi,
(quoique sous une autre forme, du caractére qui appartient a
toutes les relations entre segments formés sur des transver-
sales rectilignes quelconques, qui nous ont oceupés dans le
1I¢ Cahier de ce volume. Or, je crois devoir prévenir, dés &
présent, que les relations métriques de ce genre, méme celles
qui concernent la simple juxtaposition des distances rangées
sur une droite, peuvent étre facilement transformées en rela-
lions directement projectives par des opérations géométri-
ques trés-simples, pour ainsi dire évidentes (*).

(™) #oir Pobservation placée au bas de la page Gg, ainsi que les Notes
sur quelques principes générava de transformation des relations métriques
des figures, insérées par moi, dans la Correspondance mathématique et
physique de Bruxelles, t. VII, p. 118, 141, 143, 146, 149, 151, 153, 157,
art. Ta VI (octobre 1831); mais plus particuliérement ce dernier article,
p- 157, dans lequel les identités géométriques relatives aux sommes de
distances mutuelles de points en ligne droite et a celle de produits simi-
laires et homogénes sont repdues projectives coniquement, en y intro-
duisant en facteurs les segments relatifs au point & Iinfini de Paxe des
distances. L'intervention de ce point, considéré comme origine d’abscisses
ou segments, et qui prend en projection sur le nouvel axe une position
quelconque p, conduit & des transformées d’autant plus remarquables,
que leurs différents termes ou produits’ peuvent étre mis sous la forme

(oo
(//b pa /;//._ /)_4 <ﬁ_ﬁ> ST

ou il Wentre que des réciprogues de segments comptés de Forigine eom-
mune p, et analogues, par conséquent, aux réciproques dont on s'est
(lwcupé. dans le précédent Cahier; or cela constitue un autre mode de trans-
formation souvent mis & profit depuis la publication de mon Mémoire
de 1831, et qui, dans les endroils cités de la Correspondance de Bruxelles,
se trouve appliqué & des identilés géométriques dignes dintérét.
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Examen de la loi des signes de position et du principe de
continuité dans les relations métrzques‘(]es Jigures de la
Géométrie élémentaire.

92. Daprés les remarques faites, en général (n° 1 et sui-
vants), sur la correspondance intime qui existe entre les arcs,
les angles et les distances, il est évident que ce qui a été dit
des sommes algébriques de segments restera applicable aux
sommes d’ares sur un méme cercle ou d’angles contigus au-
tour d'un méme point, si ce n'est qu’ils ne peuvent devenir
inverses en passant par 'infini, mais seulement en passant par
zéro ou un multiple quelcongue de 4o degrés; néanmoins il
'y a pas lieu alors de construire directement les sommes dont
il 'agit par la projection ou le tracé du polygone des chemins
rectilignes. Enfin il ne faut, en aucun cas, perdre de vue
(n®* 1k et suiv.) le renversement possible de sens di au dé-
placement relatif et au transport des lignes dans I'espace tou-
jours censé fixe et absolu.

23. Aprésles relations fondamentales qui appartiennenta un
systéme de points rangés sur une droite ou un cercle, et a des
droites rayonnantes autour d'un méme point, viennent succes-
sivement les diverses propriétés élémentaires de la Géométrie
plane, qui servent de base essentielle & toutes les autres :

1° La propriété des angles d’un triangle ou, plus géndrale-
ment, des angles formés deux a deux par trois droites qui se
coupent a des distances finies ou infinies;

2¢ La propriété des triangles semblables et des lignes pro-
portionnelles ;

3* La mesure des angles par les arcs dans les figures inscrites
ala circonférence du cercle ;

4° La mesure des aires triangulaires.

Les aatres propriéiés métriques des figures, mém®celles
des aires, ne sont que des corollaires de celles-la et de celles
déja examindes pour les simples distances. C'est ce quon véri-
liera sur quelques exemples exposés ci-apres.

Nous allons préalablement et successivement examiner ¢ha-
cune des relations élémentaires, afin de constater qu'elles
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sub::islem et s’élendent & toutes les positions possibles des
parties qu’elles concernent, quand on tient compte des valeurs
et dessignes de position, par voie de continuité,
.
24, Sloit: {n’nr (/g 107) un triangle rectiligne queleonque servant de
type primitif, et dans lequel les angles sont tous mesurés intérieurement,

Fig. 1o07.

A

On a, comme on sait, d"aprés les notations proposées par M. Carnol,

N A
abe + ach 4- bac = 200° oU b 4= ¢ 4 a4 — 200,

Cela posé, je dis que, quel que soit le déplacement relatif de la direction
indéfinie des cdlés de ce triangle, I'équation ci-dessus lui demeurera
l(:m)ours applicable en ayant égard aux signes de position ou de corréla-
tign, selon ladénomination adoptée par le méme auteur.

?“PP@M]B, par exemple (fZg. 107), que le coté ac prenne la direction
ac; le triangle abo devenant abe', Vangle bac passera seul par zéro en ré-
Frogradant vers la gauche, el sera seul inverse ou négalif, tandis que, des
d(,u\’ autres angles, 'un ach se sera changé en l'angle ac'B extérieur
dac'h, of Lautre abe dans son propre supplément 6B ou abe’ & 200 de-
grés; de sorte quayant pour le triangle ainsi transformé

2N

= 5 o o
= —obac’, ¢ =900"—ac'h, b=900°—abc,

il vient pour ce triangle, toutes réductions faites,

A A N iD o
bac' 4 ae'b -+ abe" = 200°,

en rerpp]m;ant les anciens ancles par leurs valeurs corrélatives ci-dessus;
ce qui confirme & la fois la régle des signes et la généralité du théoréme
fopdamcntal; car tous les autres changements que pourrait éprouver le
l'l"langl'ype ou la. position de ses sommets conduiraient & des vérifica-
tions analogues du principe de continuité (*).

() Considéres, pur exemple, le cas ot le sommet a passe graduellement au-~
ll_cssmls de Ta base (‘l“i‘oséc be, les angles intericurs en b et ¢ deviendraient
simplement inverses oy négatils, tandis que Fangle paveil en a, se changerait 'eu
unangle extérieur pour le nouveaa triangle. Done, en substituant algébrique=
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Onperl ailleurs démontrer la chose d’'un seul coup, en partant d’un théo-
rome de Géométrie, plus fondamental encore, tiré de la théorie des paralléles.
Soit abe (fig. 108) un triangle quelconque; par I'un de ses sommets @
concevez une parallele ¢! du coté opposé be; les angles externes bac’,

Fig. 108.

S
cab’ étant respeclivement égaux A leurs alternes-internes abe et ach inté-
vieurs au (riangle abe, on aura identiquement, n’importe la grandeur et
le signe des angles du triangle corrélatif,

AN BTN

bae' 4- bac 4 eal’ = 200°,
relation qui, étant entre les angles formés autour d'un méme point, esl
en effel applicable (22) a toutes les positions de leurs cotds, en tenant
comple de la valeur algébrique ou de position des angles de la figure
dérivée, que P'on ne doit jamais perdre de vue, dans le passage gradué
de ces angles par zéro, etc.

25. Les diverses autres relations d’angles pouvant se déduire de la pré-
cédente, puisque les théoremes élémentaires relatifs & la scomme des angles
adjacents, alternes-internes ou correspondants, ont lieu pour tous les cas
possibles (*); ces relations restent soumises d la loi de conlinuité ‘des
signes ¢t des régles algébriques, n’importe la situation du triangle.

ment ces trois derniers angles aux anciens, dans 'équation type a—-b-c = 200%,
puis, remplacant Vangle extérieur par sa valeur, supplément a foo degrés de
Pangle intérieur correspondant du nouyeau triangle, on retomberait encore sur
le théoreme ordinaire de la Géomeétrie. (Note de 1816.)

(*) En effet, quelle que soit (fig. 108) la position de be par rapport i ab; on
aura toujours ang.abe = bac'. Que be, par exemple, devienne by en traversant la
position de ba, sa paralléle ac’, menée par a, étanl ay/, Pangle abe, changé
en aby, sera devenu inverse et négatil; muis il en sera évidemment ainsi de
pondant alterne bay, qui aura da aussi coincider avee ab; donc on
aura, algébriquement et identiquement,

501 cory

,”\ 74 N .r'/\\ .\,\
—aby =— bay’, ou aby=bay,
sanssigues de correlation; inutiles ici puisqu'ils disparaissent comme dans Loutes
les relations i deux termes de la Géométrie.
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Pareillement tout polygzone rectiligne élant partageable en triangles do
méme sommet, d’ailleurs arbitraire, -par lequel on ferait Passer um axe
invariable comme ci-dessus, les relations d’angles qui lui appartiennent
s'en déduiront, et seront applicables également anx diverses grandeurs
ou situations des figures qui en dérivent par voie de continuité, Maig
il sera plus général et plus simple de mener directement, par ce point ou
sommet commun arbitraire, des droites égales, paralléles aux colés suc-
cessifs du polygone et dirigées dans le sens progressif (19).

26. Revenons un instant au cas élémentaire du triangle abe ( fig. 107),
dont la base be et Pangle au sommet bae deviennent inverses et néga-
tifs (24) pour le triangle transformé ab'c’, et remarquons qu'il en est
aingi encore de son aire comparée a celle du triangle primitif abe, me-

| 1 - .
surée par ;bz.nn/); le facteur 4p étant la hauteur commune aux deuy

triangles, Rappelons, en outre, que, d’apres les définitions et conventions
généralement admises, on a, dans le triangle rectangle acp,

ap LN e N pa
el sin.acp, E_ COS.acp, = tang. aep, ete.,
ac E i pe -

relations purement numériques dont on raméne le caleul aux tables hien
connues, et qui donnent aussi pour l'aire du triangle ale,

1 Tt ;
Sbe.ap = =sin.acp.ae be (*).
3 2

27. Pour généraliser et élucider. encore micux Ja question relative aux
signes de corrdlation, supposons (fig. 109) que le triangle abe ait pris,

(*) Ges formules et équations & deux termes, ici purement géomélriques, ne
comportent auenn signe, ou plutot les auxiliaires trigonométriques n’y out pour
signes que ceux des rapports mémes qui les définissent dans les figures corréla-
tives, dérivées d’un mode de génération continue et convenue, Voili ce qu'il est
néeessaire de répéter aujourd’hui, ot Von s'est familiarisé avec T'emploi, & priori,

des notations et conventions de Ta Trigonométrie analytique, Ainsi, par excmple,

si I'on suppose 1'angle en ¢ obtus dans le triangle type abe, la perpendicu-
laire ap tombant en dehors de la base be, Vangle acp, au lieu de rester égal i
Tangle intéricur ach de co triangle, se confond avee son supplément extérieur
dont le sinus reste positif.

11 n'en serait plus de méme si, raisonnant algébriquement, on voulait con-
server Pangle intérieur ach ou & d
drait d’avoir égard aux régles des signes tni
tives, qui rendant simultanément sine ¢

aus les équations ci-dessus ; alors il convien-
jonométriques et de positions rela-

tep inverses ou négal
est obtus, tendent par Ii encore (note de 1a p. 187), & faire disp,
dans les équations a deux termos dont il sagit.

quand 'angle ¢
aitre ces signes

ar
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dans le systeme dérivé, la posi ! ; '(-‘,.{ll(lt", correspondante a

I'angle oppost au sommet bae du triangle p'ruml,ll. Gt

Cela posé, j'observe que, dans la &ranslat‘mq con‘tmue e. c e . m; |;

cdtés ab'y ac', be' sont deyenus tous les brois inverses e;l p;lssa: t}ms{

q‘ommet commun «a, o, s’évanoxAuss;mL s.lmulhallenle?t, 1ds c.mn:,eni e
?Ie signe dans les relations métriques qui leur correspondent, ce (‘1u se

Fig 109,

: z ‘ 1% ]
blerait, & premiere vue, devoir avoir lieu également pour lgxlgle b (fr,
opposé par le sommet @ bac, de méme que pour 'aire du Pl‘];lngle ab'e
qui, dépendant du rectangle de deux de ses dimensions lindaires devenues
inverses el négalive :
exemple, on a, pour I'expression de celte aire,

5 L
Lsing (— ab') (=ac) == sina.ab’ ac
2 2

résultat auquel on arrive aussi par la considéml‘ior{ de la mesure pu’m’—-
ment géométrique de la surface des triangles, puisque la haul.etlr e'ply
entre autres, est devenue aussi inverse el négalive par rapport a sa pa-
ralléle ep. :

Quant aux angles mémes du triangle transformé, leurs gra‘udeurs‘ et
leurs signes algébriques de corrélation dépendent, comme on I'a vu (24),
de.la maniére méme dont on suppose que sest opéré le deplﬂ@mem de
be en 0'c'; ee que Von reconnaitra toujours par les lm)y.ens-précudemmcnt
indiqués, qui deviennent d’ailleurs superflus ¢'il s’agit simplement des
angles intérieurs, dont la somme n’est point susceptible de changements
de signes de position.

; Sodbs Far
28. Les résultats concernant les triangles abe, ab'c ou abe dﬂbﬁ#-l‘f‘g
x B P & a
et 108 seraient évidemment tout autres, si 'on supposait, comme d

simultanément, reste cependant positive; car, par .
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la fig. 110 ci=dessous, que la direction indéfinie de

S aus| I base be du triangle pii-
mitif fit passée en b'¢’, & wauche du somme

L, dans le supplément, 'a
de Tungle bae; lo sommet &' restant du coté de b sur ab, et ab' par con-

séquent direct ou posilif, tandis que ac' est devenu inverse en passant

Tig. 110.

par zéro en «, ou par Finfini au moment ot sa direction est rendue paral-
lele & celle de ac; enfin 6'¢’ devenant lui-méme inverse en passant, par
zéro en a, ou par l'infini si &'¢’, dans sa rotation, traverse la position de
parallélisme par rapport & ce'. Dans ces circonstances, d'ailleurs, les an-
gles en @ et ¢ du triangle primitif se sont changés, I'un dans le supplé-
ment bac' de bac, Vautre dans le supplément extérieur de Pangle en ¢ du
triangle ab'c’. Quant a Vangle en 4, changé en Pangle intérieur ab'c de
ce dernier triangle, il est devenu inverse en passant par zéro. Enfin il
en est ainsi encore de laire du triangle #d'c’ corrélatif de abe; circon-
stances dont on se rendrait plus aisément compte en imaginant, comme
au n® 24, une paralléle passant ici par le sommet b, D'aprés cela, rien
west plus facile que de prévoir & lavance les mutations de signes et de
grandeurs qui pourront s'effectuer par le passage graduel de Ia figure abe
ala fignre ad'c’, dans les relations métriques et les formules supposées
obtenues pour la premicre.
Par exemple, on aurait pour le systéme transformé

152 1 )
Surf,ab'¢' = 5 sin a.a'bt (—ac') = = ap' (- be'),

sina étant essentiellement positif, ainsi que ab par hypothese, et la hau-
teur agp' commé la hauteur ap du triangle primitif, qui ont des directions
dislinetes non paralleles, restant sans signes de corrélation (20), ete. (*).

(*) Cesont la, d’ailleurs, des formules de substitution, de transformaltion Allr7
coordonnées purement algébriques en quelque sorte ot dans lesquelles Surf. ab'e
est une inconnue i déterminer par Pexpression du second membre, en \.'alcnr
et en signe; i en effet, tout antagonisme doit forcément disparaitre au point LI'U
vue géométrique, puisque le triangle lui-méme s’évanouit avee ses deux eotés

DE POSITION EN GROMETRIE. 191
29. Passons mainfenant aux lignes proportionnelles et 4 la similitude
des triangles.
Soit @b (fig- 111} une parallle & la base ab d'un triangle sab: on
démontre en Géométrie, paur la position actuelle, I'exactitude rigoureuse
des proportions ou égalités de rapports,

_ad _ ab
oot T db’

sans signes de position. Mais si, dans le mouvement des lignes de Ia
figure, la parallele « 6" passe de la droite & la gauche du sommet s en afl,
Jes colés ou segments so. s, «f changent 4 la fois de sens el de signe
par rapport i lears homologues, parce que zf aura passé par le sommet s

Fig 111,

ou par I'infini du plan, mais @z, & conserveront leur sens primitif de aa',
W', ou, selon I'expression admise par M. Carnot, ils resteront directs.
Done, en remplagant, dans les équations ci-dessus, les anciens segments ou
c0ids par les nouveaux avec leurs signes, ces sicnes allant par couple dans
chague rapport se détruiront algébriquement; ce qui est conforme aux
données de la Géométrie élémentaire, qui ne fait ici aucune acception des
changements de position et de grandeur des cotés ou des angles ni, par
conséquent, des signes; car ils n’entrent pour rien dans les démonstra-
lions, de méme qu'ils se neutralisent algébriquement.

Les mémes circonstances arrivent généralement pour les triangles sem-
blables, considérés dans des situalions arbitraires, mais assujeflis a des
conditions analogues; car des longueurs quelconques ne peavent, changer

variables ac’, be'. Carnot (Géométrie de position, Dissertations préliminaires, p.xvj)
'hésite pas & considérer comme [ausses les éruations i deux termes

€08 (7~ a) = — sina, sin(a7w—+a)= —sina,

qui, ajoute-t-il, « ne peuvent étre cmployées que comme de simples formes
“]Hf*lll'iqlgcs. propres, par la méme qu’elles sont fausses, i redresser une pre-
midre erreur commise; ellas In redressent en effet dans certains cas...... Ces
expressions, telles que — sina, sont ce que je nomme des valeurs de corréla-
tion, ele, »
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de signes et de sens ou devenir proprement inverses que si elleg appar-
tiennent & la méme ligne droite on & des directions paralléles (20). Dautre
part, toutes les relations métriques déduites algébriquement de celles
quon obtient par des considérations géométriques sont nécossaircmen;
exactes et rigoureuses mathématiquement.

30. Soit, comme exemple particulier, abe (fig. 112) un triangle ree-
tangle en b; du sommet 4 soit abaissée sur I'hypoténuse ae, la perpendi-

Fig. 112.
i

culaire bel; les trois triangles abe, abd, bde seront respectivement sem-
blables, et I'on aura, en les comparant deux & deusx,

ab _ad _ bd e
ac —ab . be’ ac

cd /ir—l ab _ad _bd

be —ab' be  bd ol

ou, ce qui revient au méme,

|

ab =ac.ad, ab.be = ac.bd, ad.bec— ab. bd,

be = ac.cd, ab.be = ac.bd, ed.ab = be.bd,

bd = ad.cd.

En vertu de ce qui précede, ces relations appartiennent tout aussi bien
aux triangles rectangles abe’, b’ " construits sous des conditions entiore-
ment analogues, et de plus, comme on a Iidentité géométrique

ac = ad 4 ed
qui ne peut changer de signe, puisque le pied de la perpendiculaire b

sur ac, tombe nécessairement enfre « et ¢, les combinaisons algébriques
de ces diverses équalions, par exemple celles-ci ;

Ly 15
ab ac.ad + ac.cd = ac (ad +ed) = a ;

.
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sont applicables sans signes de position, dans toutes les hypothéses pos-
sibles relatives & la direction et a la grandeur de ab et ab’ (*).

31. 11 est assez.remarquable, d’ailleurs, que, dans toutes les
relations élémentaires a deux termes jusqu’ici examinées, les
changements de position n'influent en aucune maniére sur
les signes explicites; cela tient, comme on I'a vu, & ce qu’'un
facteur quelconque dans ces relations purement géométriques
ne peut, par suite d’inversion, prendre un signe négatif dans
I'un des deux membres, sans qu'il en existe dans 'autre un
pareil qui déiruise algébriquement le premier. Or ¢’est Ia un
fait général applicable a toutes les équations géométriques a

. deux termes, quelle que soit la maniére dont elles aient été

déduites de relations et de théorémes élémentaires par voie
exacte el rigoureuse.

Les relations a deux termes composés de segments linéaires,
lels qu'en présente, en général, la Théorie des Transversales
(II¢ Cabier), sont évidemment dans le cas dont il s’agit, et ¢’est
ce dont on peul se convainere directement pour le cas élémen-
taire des figures rectilignes, en recourant au heau Mémoire de
Carnot sur cette matiére (1806), dans lequel les équations
dont il s'agit se trouvent démontrées par la simple considéra-

(*) On se jetterait dans des contradictions et des diffienltés inextricables, si -
T'on prétendait repousser ces conséquences. Ainsi, par exemple, si, & priori, lon
voulait considérer le triangle abe’ (fig. 112), comme dérivé ou corrélatif du ™
triangle abe, par la rotation continue de I'hypoténnse ac autour du sommet a,
resté lixe ainsi que le sommet & et la direction de a¢’, on trouverait que les
lignes he', d'¢', bd' seraient devenues inverses et négafives en passant par zéro
en b, limite infranchissable ot a¢ atteint sa valeur minimum, ce qui offre un
désaceord complet avee les notions de similitude, puisque ces distances ne sont
nullement les homologues de be, de et bd, et ne peuvent ainsi leur étre compa-
rées duns les équations et les proportions ci-dessus. 11 en serait de méme
¢videmment du triangle ab’c¢” opposé par le sommet an précédent, et si 'accord
subsiste pour les triangles abe, ab’c”, cela provient, en réalité, de ce que le
premier peut se déduire du second par la simple translation paralléle du coté be
et Vinversion, Je changement simultané des signes de toutes les distances homo-
logues. Enfin, si 'on est conduit i des interprétations faciles et non contradic-
loires, pour le cas ot P'on supposerait le sommet b du triangle type abe placé
symétriquement au-dessous de I'hypoténuse ac, cela vient de ce que toutes les
Jongueurs y conservent des signes invariables, sauf bd quni entre deux fois et
similairement ou au earré dans les équations 4 deux termes ci-dessus, dont ainsi
le signe négatil disparait d’aprés les régles algébriques.

1. { 13
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tion des théorémes relatifs a la similitude des triangles et auy
lignes proportionnelles. Quant aux relations métriques el
géométriques a plusieurs termes, elles peuvent varier dan
les signes de position de ces termes, comme’le théoréme rel-
lif au carré de I'un des cOtés d'un triangle oblique, connu des
Anciens, en montre un exemple trés-simple,

32. D'aprés la remarque faite d'une maniére générale dans
le n° 22, le principe de continuité et des signes de position
doit sappliquer a une somme d'arcs de cercle et d’angles au
centre, conséeutifs ou juxtaposés dans un ordre quelconque,
en entendantle mot somme dans le sens algébrique ou géomé-

trique déja adopté pour le cas de la ligne droite; et, comme

les angles inscrifs a la circonférence ont pour mesure la moitie
des arcs positifs ou négatifs (directs ou rétrogrades) qui les
sous-tendent, c'est-d-dire des angles au centre correspondants,
il en résulte que les projetantes ou droites rayonnantes qui par-
tent d’un point fixe quelconque de cetie circonférence et vont
aux extrémités de divers arcs, forment entre elles des angles
dont la somme algébrique est assujettie aux mémes lois. Or
cela permet d’étendre le sens de diverses propositions de
Géométrie élémentaire, relatives aux angles simples ou aux
angles des polygones inscrits A la circonférence de cercle, toul
“en abrégeant beaucoup les énoncés.

Par exemple, on peut dire que la somme des angles @ la cir-
1'0/(fé}’erzce d’'un quadrilatére inscrit quelconque, et qui sont
opposés Lun a lautre et par conséquent s'appuient aux
mémes exirémités d’arcs, équivaut & deua droits ou 200 de-
8rés, quelle que soil la forme du quadrilatére ; toute la ques-
lion, en général, étant de reconnaitre la grandeur et le signe
de position des arcs ou des angles, ce qui oblige de recourir
au procédé indigué n° 16 ou a celui des tableaux:de corré-
lation de Carnot, chose toujours délicate et pénible. Cela
explique comment les Anciens évitaient soigneusement de
pareilles généralisations, 4 cause des difficultés et des dis-
cussions épineuses qu’elles aménent, mais dont I'absence,
plus apparente que réelle dans I'Analyse moderne, empéche
néanmoins de lire clairement dans les formules géométriques
qui en dérivent.

DE POSITION EN GEOMETRIE. 195
33. Au lieu de nous étendre sur cet objet, considérons en
particulier ( fig. 113, & gauche), langle ASB formé par la ren-

Fig. 113,

contre intérieure de deux cordes quelconques AD, BC dun
cercle : on a, sans discussion, en substituant, d’aprés les prin-
cipes de la Géométrie élémentaire, les arcs aux angles formés
au centre du cercle par les rayons paralléles i ces cordes,

ang. ASB ou  (SD = ; (arc AB —+ arc CD);

mais quand le sommet S venant & franchir la circonférence
d'une maniére continue quelconque, se place comme dans la
Jig. 113 de droite, on a, au contraire,

.

ang.ASB ou C8D = - (arc AB —arc CD),

1
2
parce que I'arc CD est devenu inverse en passani par zéro,
tandis que I'arc AB a conservé son signe primitif.

Dans cette seconde figure, I'inversion subie par CD entraine
celle des segments SC, SD sur les cordes et sécantes, par rap-
port aux segments SB et SA; mais ces segments devenus né-
gatifs, w'apportent aucune modification dans cette autre rola-
tion fondamentale de la Géométrie,

SA.SD =SC.SB  ou b— =

>
w
=

parce que, dans la substitution de — 8G, — 8D, a 8C et SD, les
signes disparaissent algébriquement. Or de [Ta résulte cette
conséquence capitale :

Les équations & deux termes entre produits de segmenis re-
138
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latifs aw cercle et qui s'étendent (11° Cahier, p. 69) projecti-
vement auz sections coniques en général, sont rigoureusement
applicables & toutes les positions des lignes de la figure : il en
est de méme des diverses propriétés métriques et descriptives
qui s'en dédutsent.

34, Dautre part, le théoréme général de Newton sur les
produits des appliquées paralléles des courbes géoméiriques
ne comportant aucun signe négatif, et le théoréme de Carnot
relatif au triangle transversal d’une telle courbe se déduisant
du précédent par la considération de la similitude des triangles
ou des lignes proportionnelles, il en résulte que le fait ci-
dessus s’étend rigourcusement aussi aux théories CXposées
dans toute la derniére partie du I1° Cahier.

35. En particulier, c¢’est une grave erreur analytique et
geométrique que d’attribuer le signe négatil au second mem-
bre de I'équation ( fig. 114)

MN — AN.NB,

(ui exprime que l'ordonnée MN d’un cercle, perpendicalaire
en un point quelconque N du diamétre AB, est moyenne pro-

Fig. 114.

portionnelle entre les segments adjacents et opposés NA et
NB de ce diamétre; de sorte qu’on aurait algébriquement

MN'=—AN.NB, AB—NB_ AN,

en attribuant, selon la convention admise en Géométrie analy-
tique, le signe — au segment situé i gauche de l'origine com-
mune N et le signe + & celui de droite; ce qui viole et le
principe de continuité et la loi des signes de position, tels que
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wous les avons définis ou entendus, et conduit, par une fausse
interprétation, une fausse extension de la régle des signes al-
gébriques, justement combattue par Carnot, a des conséquences
absurdes, qui deviennent manifestes quand on suppose le
pied N de I'ordonnée au centre méme du cercle.

36. En attachant trop d’importance a l'ancienne dispute
relative a lexistence isolée des quantités négatives, imagi-
naires, etc., M. Carnot, dans sa Géométrie de position, a peut~
étre plutdt encouragé que détourné les esprits aventureux,
Qailleurs bien moins géomeétres qu’algébristes, a s’occuper de
semblables questions qui, par elles-mémes, sont peu aptes a
fortifier et agrandir le domaine de I’Analyse, supposit-on
quon admit, avec MM. Francais et Argand, que le signe V—1
représente en Géométrie la perpendicularité, comme le signe
— y exprime I'opposition des distances (*).

Au surplus, on éviterait sans aucun doute ces difficultés,
ves fausses interprétations masquées par des notations sym-
boliques et algorithmiques séduisantes, mais qui jettent comme
un voile obscur sur les vérités premiéres de la Géométrie et
de I'Algebre, rendues par la des sciences spéeieuses et mys-
liques; on éyiterait, dis-je, ces difficultés si I'on voulait bien
se ressouvenir que, dans le cercle notamment, on a, en réalilé,
en prolongéant (fig. 114) Pordonnée MN jusqu’a I'extrémité I*
de la corde a laquelle elle appartient, non pas simplement
MN =

A.NB, mais bien

(—NP)=(—NA).NB, ou NM.NP—=NA.NP
sans aucun signe algébrique de position, conformément aux
principes exposés ci-dessus.

37. Cette conclusion est méme tout i fait d’accord avec les

Wi AR = y \ = fe—zzial
vrais principes de 'Algeébre ol les signes el y— 1 n'appa-

(*) Foir ala fin de ce II° Cahier la réfutation que, en 1816, javais
entreprise des doctrines de MM. Francais, Argand, ete., & propos de la-
(uelle on lira avec intérdt une Notice historique, par M. Vallés, dans I'ou-
vrage intitulé : Krudes philosophiques surla science du caleul; Paris, 1841,
P 186, . =
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raissent d’'une maniére détachée que dans la résolution finale
des problémes, ¢’est-a-dire dans la résolution méme des équg
tions définitives, ainsi que nous en offrirons divers exemples
ci-aprés. Mais cela ne doit nullement nous empéeher d'exa-
miner & ce point de vue rationnel, ce que devient la loi de
continuité et des signes ainsi que les diverses régles ou prin-
cipes posés précédemment, quand certains points d’une figure
cessant de rester réels et constructibles géométriquement dans
la transformée par le déplacement graduel el progressif de
quelques parties essentielles de cette figure type, les distances
quise comptent de ces points respectifs étant devenues elles-
mémes impossibles, imaginaires, ete., il'n'y a plus moyen de
reconnaitre a priori la loi des signes de position qui les con-
cerne ou de les dislingucr en directes el inverses, progressives
et rétrogrades. La'méme chose aura licu encore pour tout I'in-

tervalle ol ces distances resteront inconstructibles, idéales, .

imaginaires, et celui ol elles s’évanouissent ou deviennent
inlinies momehlunémem, transitoirement; ce qui fait rentrer
de elles circonstances dans des cas déja suffisamment érudiés
ou qui le seront & 'occasion, et ne présentent aucune diffi-
culté essentielle sous le rapport des signes de position.

"38. Dans cet état particulier du systéme, Tes relations mé-
triques ou descriptives qui concernent les points, les gran-
deurs géoméiriques impossibles, sont purement idéales, et si
I'on persiste & les considérer dans cette hypothése, cest pour
maintenir la continuité méme dans les intervalles ot elle cesse
d’exister d’'une maniére absolue, non dans la forme des équa-
lions ou relations métriques, mais dans I'état en quelque sorte
physique des grandeurs qui Y entrent.

Je le répéte, il doit étre permis dans de tels intervalles, de
considérer les grandeurs imaginaires comme des inconnues
qu'il sagiraitde construire graphiquement au moyen des équa-
tions qui s’y rapportent et les déterminent. Cette supposition
est dautant plus permise qu'alors nécessairement, ces rela-
tions sont g("ométriqucmem incompatibles pour la série entiére
des positions de 1a figure ot les grandeurs, les points en ques-
tion restent imaginaires; sans quoi il existerait des valeurs
réelles correspondantes des distances ou ‘racines inconnucs,
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propres a construire les points dont il s’agit; ce qui est con=
tradicloire et en soi absurde. :

1l est done bien vrai que, pour les états variés d’une ﬁgurc
dont les données constitutives changent par degrés co.nm‘)u's
et qui, par cela méme, est soumise au principe de conll.nuxte,
les distances, les aires, lignes et dimensions (:|uel(:unq“|e:’s (!c~
yenues impossibles graphiquement, doivent étre considérées
comme indéterminées a la fois de sens, de grandeur et de
position; ou plutdt, il convient de ne rien statuer dans le\s rela~
tions métriques ou elles entrent pour toutl'intervalie uu'elles
restent impossibles (*), tandis qu’il est rationnel de continuer

Aappliquer la regle ordinaire des signes de position aux quan-

lités demeurces réelles et qui seraient devenues inverses en
passant par zéro ou I'infini.
39. Liclaircissons tout ceci par un exemple trés-simple ( fig. 115).
Soient sb et s deux sécantes ex(érieures au cercle dont le centre

Fig 113,

este; de ce centre soit abaissée la perpendiculaire co sur la sécante 56,
on aura, pour la situdtion actuelle,
su. 80 = sa.sb :
S l 1 gystéme (s ).
s+ sp=as0 |\

(*) Remarquons quil ne gagit nullement ici d’impossibilité absolue,
mais seulement d’imaginarité relative , transitoire et en quelque sorte
lemporaive; car nous n'admettons pas Uexistence géométrique' de quan-
lilés nézatives, imaginaires, infinios, considérées isolément (p 1(?8],
comme Fentendent quelquefois les géométres algébristes, c’cslté»dxro d’une
fmaniere purement analogique, eonventionnelle et partant arbitraire.
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Supposons que saf se meuve parallelement & elle-méme jusquwen o'é/.
lgs seules _dlslances s'a’ et s’ seront devenues inverses, et, d’aprés‘];;
regle des signes, on aura ‘

B'=—yla.s'b s,
58 syvate )
S 5 2° systéme (s7).
Si de au o' ar la mé i
: (]/‘L r,l_ouvetlu «fs' se meut par la méme loi jusquen /8", au dely du
point & d’intersection de sab et de co, 5"0" sera devenu nul puis inverse
et aura changé de signe; les autres segments éant reslés directs ii
viendra ’

— Pl S = g E n 4
systeme (s").
L e gy Sy ()

U STe o4 I
#'(" prenant ensuite la position «"@"”, pour laquelle s est de nouycan

i
o)

oL (" et s"0 seront seuls devenus négatifs, en sorte que
les équations prennent la forme algébrique 2

hors du cercle,

(= M) (= S B = (— sa) (— b
) ) W ) E 4° systeme (5™},

" g "
BN = — a "y

(qui se confondent avec les équations (s) de départ.
167 GG M R e R i
Al).unf: ¢ p', «'B", «" (" finissant par sortir tout & fait du cercle apres i
avoir élé langentes, et prenant la position s**o'™, les points correspon-
. e " o it fia i S .
danls @ " et 5" cesseront d’exister ainsi que les distances s"«", s"6";
mais s"a, s"b, s"o" seront restées réelles sans devenir inverses et sans
changer de signe positif, Si donc on veut persister & conserver les rela-
lions primitives, il faudra ne plus rien prononcer sur les signes des dis-
tances imaginaires, et les regarder comme de vraies inconnues. Repré:
sents 1 a . 3 . v v 1
sentant ces inconnues analogiquement par s**«**, s*¥6**, il viendra

{_(’.ny_:\)(_

..\vlf.‘n)f

ysteme (s*V), imaginaire,

— stV gy

Si ces Eéquations n'exprimaient par elles-mémes aucune incompalibilité,
on-pourrait en déduire des valeurs réelles pour s™a'™ et s¥p!; attri-
hu’fmt implicitement les valeurs ainsi trouvées aux distances qui les re-
présentent dans les relations ci-dessus, ces relations seraient satisfailes.
Or, i]lona on pourrait aussi trouver sur s'¥o'" deux points réels pour les-
quels les distances correspondanies auraient entre elles et avec s™0',
s, sV0, les relalions examindes.

Soient 2, B ges deux points : on aurait donc rigoureusement

SR BY — vg v Pl
| 5° (biy).

S0 e g TG g 1 g1y
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. Or si, par une marche inverse a celle qui a fait découvrir les relations

du 1 systéme (s); on remontait de proche en proche, des relations (s™)
aux relations primitives qui leur correspondent, on trouverait évidemment
que les points réels 2, 3" sont i des distances du centre ¢, 6gales 4 celles
Jo ce méme centre aux points @ et b; d’on I'on conclurait que les points
¢t p*Y appartiennent au cercle dont le centre est ¢ et qui passe par @
ol b car sur le plan de la figure, il n'y a aucun point hors de la circon-
férence qui jouisse de cette propriété. 1l faudrait done, dans I'hypothése
ot les relalions examinées (s**) expriment des dépendances réelles; que
la droite sV rencontrat le cercle (¢), ce qui est contraire & Pautre hypo=
{hése faite en méme temps que la premidre, & savoir: que la droite s** oY
soit entiérement au dehors de la circonférence dont il s'agit. Done les
relations (s) ou (s7%) doivent, dans I'état o elles se trouvent, ¢tre incom-
patibles entre clles, en ce sens quelles ne fournissenl augune valeur

réelle pour les distances sz, sf, ou s a'¥, &G 29

40, Si, au lieu d’examiner, comme dans ce qui précede, ladvar
successive des signes pour les diverses positions que peut pri ndre le
systeme primitif, en le faisant varier d’une maniére conlinue, \> ‘
hornait & comparer enlre eux directement les états extrémes (s) et (s*7),
les seuls qu'on ait en vue, il faudrait toujours agir de méme et regarder
les distances imaginaires comme des inconnues positives, en ayant égard
seulement & la variation des signes des distances restées réelles. Ainsi
les relations trouvées pour le systeme (so) étant

s spi= sa.sh,

S A‘f: =
celles du systéme imaginaire (s'Yo'") seront

xng_w”‘.wl@n: (= s*a) (__ s‘"-b) = V.50,

sVt .\_.vi(,‘w: — as o,

puisque se, sb el so sont devenus tous trois inverses.

Ces derniéres relations different par le signe des distances s™*a'",
st de celles (s7Y) précédemment trouvées pour le méme systéme, et
cela doit étre naturellement, puisque Uon n’a pas eu égard & ces signes;
mais ces équations n’expriment ni plus ni moins que les premieres, et
doivent étre également incompatiblés entre elles. En effet, elles doivent
donner les mémes valeurs pour s'Vz'Y, s'VE!, mais .seulement avec
('autres signes; si donc les unes exprimaient des dépendances réelles, les
autres en exprimeraient aussi, ce quion i démontré élre absurde. Dono
elles expriment 3 la fois des impossibilités geométriques et la non-exis-.
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tence des points et des distances qu'elies concernent : fa méme chose arri
veraibencore si, au lieu de partie du systéme so, on partait d'un sysigme
(uelconque (s'0'); car on aurait, pour ce systéme (s'o'),

ol S =
el e e gy
A Wi 2
§'B — gz’ = 2%

oL, pour le systéme dérivé (s¥0™),

— ST SINBEY (L ¥ ) (e 1Y),

e —

SIEIY
puisque s'b et so sont seulos devenues inverses; or ces dernibres roli-
tions me different ek ne peuvent évidemment différer que par le signe de
$TBY de cplles du systeme (517). j

1. Dans I'exemple qui précéde, nous avons SUpposé, pour
plus de simplicité, que la droite so se mt parallélement i elle-
“méme, majs il est visible que les conséquences ne varieraient
pas quand bhien méme la direction de cetie corde se mouvrail
d"'une maniére entiérement arbitraire aussi bien que sab (*).
En_général, on peut supposer le cercle (¢) non tracé, cas
auquel, ignorant si la droite so le rencontre, on se trouve na-
Lut'gllcmenl, obligé de considérer les intersections de celie
droite avec le cercle comme inconnues de position, et les
distances so, $B elles-mémes, comme inconnues i la fois de
flrr'an'denr et de signe, toul en conseryant les formules, les
cquations relatives a la sitnation primitive arbitraire, de «8.
Concluons de cet examen particulier et des réllexions géné-
rales qui le précédent, que la rogle des signes aura encore lieu
pour les états de la fig. 116, oti, en vertu du déplacement de
quelques-unes de ses parties, certains points et les distances

(*} Toqt cela est parfaitement conforme, pour le fond, aux résultats
que fournit le caleul algébrique dans les équations du second degté & ra-
cines !‘ée}les ou imaginaires, de la forme 2 P¥—4-q=o. Pour :'en con-
vainere directement, on peut supposer que la sécante sab devienie mobile
autour du point fixe s, aussi bien que s=B, 7 éuant d’ailleurs le point mi-
liew'de @b, auquel cas on a évidemment

1= sa b = 9.1, § =stavb, el

DE POSITION EN GEOMETRIE. 203
qui les séparent sont devenus imaginaires, pourvu gu’alors on
se rappelle qu'il est inutile de s'occuper du signe méme des
expressions qui représentent ces distances imaginaires.

Réflexions générales sur le principe de continuité et la di
férence caractéristique qui existe entre la Géométrie pure
et le calcul algébrique.

k2. Avant de terminer le sujet qui nous occupe, je crois
devoir ajouter & ce qui précéde quelques nouvelles rétlexions
propres & montrer que la permanence ou continuité des rela-
tions métriques et la régle des signes de position jusgu’ici
constatée dans certaines figures élémentaires de la Géométrie,
s'étendent, par 1d méme, & toutes les figures possibles et a
toutes les équations qui s’y rapportent.

La question revient évidemment a faire voir comment les
relations métriques en général, peuvent se déduire de celles
que nous avons précédemment examinées.

D’abord cela parait évident & priori, quand on réfléchit que”
I'Analyse des coordonnées de Descartes n”’emprunte elle-méme
i la Géométrie qu'un trés-petit nombre de principes, et qu’en
les combinant d’'une maniére convenable par les procédés
algébriques, ils permettent d’arriver & la connaissance de
loutes les relations el propositions possibles relatives aux
figures composées.

D’un autre coté, et sans recourir a ce moyen, il est visible
quune telle figure, toujours décomposable en d'autres plus
simples ou plus élémentaires, ne jouira d’aucune relation et
propriété métrique ou descriptive, si elle n'a é1é démontrée
pour une situation actuelle et donnée, au moyen du raisonne-
ment géométrique aidé ou non des caleuls de I'Algebre: Or,
ce genre de raisonnement repose essentiellement sur la dé-
composition dont il vient.d’étre parlé ou la considération de fi-
gures plus simples, plus élémentaires encore, telles que nous
en avons précédemment étudié, et soumises, par hypotheése,
au principe de continuité non-seulement en elles-mémes,
mais aussi dans leurs conséquences, sans introduction ni meé-
lange (17) daucune relation, davcune condition géométrique
ou algébrique étrangdres o la loi des signes de position.
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C’est ainsi, par exemple, que les formules de la Trigono-
métrie, plane ou sphérique, se déduisent des plus simples pro-
priétés du cercle et des triangles semblables. Or, il résulie de
ces considérations évidentes que toutes les relations ou théo-
rémes obtenus par la combinaison licite des premiéres rely
tions ou propositions, seront également soumis au prinecipe de
continuité et a la loi des signes précédemment exposés (*).

Que si I'on contestait les déductions de ce genre de raison-
uement, je répondrais par cet autre argument: je suppose
que, & une époque quelconque de I'enseignement de I'Algebre
et de la Géomélrie, Uon y ait introduit, avec les ménagements
et la gradation convenables, mais non brusquement, les no-
tions intuitives inévitables de la continuité, de linfini, de
P'opposition de sens et de signes des grandeurs, ete.

43. Ces réflexions me paraissent devoir provoquer une re-
fonte, sinon des éléments de la Géométrie pure, du moins de
ceux qui ont pour objet spéeial Papplication de I'Analyse algé-

- brique, dont les hardiesses, les abstractions contrastent singu-
liecrement avec le caractére timide, réservé de la Géométrie

(*) Par exemple, les formules ou relations fondamentales de la Trigo-
nométric ;
Rsiny R Reoss

A R
3 ISEeS =" 35 cots=
coss Coss

ST 2
sins tang s

tangs =

dans lesquelles s est I'are, R le rayon positif tournant toujours dans le
méme sens, ces formules n'ayant que deux termes qui ont été obtenus
par la considération des (riangles semblables, ne comportent par elles-
mémes aucun signe explicite, et les signes implicites, variables avee la
position et le sens, doivent constamment s'y détruire; de sorte que si
l'on considére comme inconnue la ligne trigonométrique de I'un quelcon-
que des premiers membres, sa valeur de signe et de position sera donnée
par ie second. Ainsi notamment, la sécante a toujours le signe du co-
sinus, et, par conséquent, si I'on regarde le rayon mobile du cercle
comme unité de longueur, la sécante sera négative pour tous les arcs

: 1 ! e ;
compris enlre —= (22 +1) el = (#-4-1); ce qui saccorde avee la régle
2 Y 2

des signes géométriques, puisque la sécante aura alors une position oppo-
séea celledu rayon toujours censé positif el tournant progressivement dans
lo sens méme des aves posilifs, ete.
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des Anciens; car Vesprit, d’abord accoutun’né_aux restricmion]s
de toute espeee, interpréte et s'explique pemhle:ncm les gé-
néralités de la Géométrie analytique; souvent meme elles lui
paraissent contrarier les notions les plusl l'igourgllses et le
plus généralement admises : on se forme‘dlfﬁcﬂernent de uou-
velles idées, parce qu’'on ne songe pas a'rem‘om_er .aux prin-
cipes et 4 les approfondir. On veut inlerpr{zlelj a priori la nature
des solutions positives, négatives et inmglnalr_e?, on veut (?x~
pliquer, démontrer la regle des signes de position, sans faire
attention que ces solutions (liversps' Ullﬂ, pour Iond‘(emem et
explication nécessaire des faits placesva.]:emre’e_meme de la
science et indépendants de toute veérite anterieure, ApaLce
quils sont de véritables axiomes auxquels on ne saurait rien
substituer de plus clair.

(e sont ces faits primitifs qu’il faut d’abord neuemqn expo-
ser, afin de pouvoir en déduire avec certitude .les conséquences
les plus générales. Il n’est pas permis, en (31f0}, de pretel‘ulr(?
démontrer rigoureusement el priori un 1héor<3mc cc.ymph'que
en esquivant ceux dont il est la conséquencf% nécessaire, (,Csl
i-dire indépendamment de toute donnée ax}terieure. Les vérités
géoméwiques les plus cloignées sont lices, par une c]m_ine
continue, aux vérités les plus élémentaires, et il est impossible
i notre entendement d'apercevoir un rapport cumpli)qué entre
des grandeurs quelconques, si Pon n’en montre la filiation, !n
dépendance intime et rigoureuse avec d'autres mp[.mrls !wc—
cédemment admis ou démontrés, et ainsi de suile jusgqu’aux
axiomes ui tombant immédiatement sous le sens, n’ont abso-
lument rien avant eux ().

(*) Je prie le lecteur de se rappeler (note (I_e la p. 107) que ces ré-
flexions ont 61 éeriles en 1816 pour moi seul, et sans nulle intention de
les publier sous la forme qui leur a été conservée ici. C‘él,ﬂ.it. comme on
voit, pea apres Vépocque o Vauteur de la Technie de /’/lz’gnm/z').l‘uc,-f?n‘rlée
sur Ja doctrine philosophique de la soi-disant raison pure, ({\1];1 cilé a la
p. 495 du précédent volume, essayait, non sans suc.cc‘es, d’altaquer les
éerits mathématiques de nos plus grands géométres, défendus par M. Scr«
vois et d’autres; ce qui a conduit de plus jeunes savants algébnste_?, a se
laisser entrainer & Pattrait de discuter, de refondre méme et de xlt_emon—
frer @ priori les plus anciennes vérités nmlhématiqucs, celles qui sonl
dues aux lenls et pénibles progres des siécles antérieurs,
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8. Que penser done de ceux qui, voulant expliquer |
des signes de position, commencent par poser ce principe
vague : Lout ce qui existe dans le calcul doit exister aussi en
Géométrie, par la seule raison que le caleulest applicable & tous
les objets que cetle science considére (*). Ce n'est certes pas la
un axiome; aussi est-il impossible d’en rien déduire qui soit
bien clair ou mathématiquement établi : n’est-ce pas oublier
ainsi que le calcul algébrique n'est point, & proprement parler,
une science, mais bien un art, un mécanisme assujetti a des
régles, a des procédés invariahles qui s'appliquent & nos pre-
miéres conceplions géométriques, lorsquelles se boenent &
formuler des rapports préexistants entre certaines grandeurs
des figures, etc.? Ce mécanisme servant a découvrir d'autres
rapports qui découlent des premiers, soulage la mémoire,
abrége le travail de I'esprit, mais Jamais il ne le dirige; car,
dans son mystérieux symbolisme, il cache trop souvent, non
pas simplement des erreurs matérielles, mais des contre=
vérités ou d’'insignifiantes vacuités.

Comment appliquerail-on I'Algébre 4 la Géométrie, nolam-
ment, si 'on ne commengail par raisonner sur les figures pour
en déduire les propriétés métriques et élémentaires? Il est
néanmoins d'illustres savants qui ont concu I'espoir chimé-
rique de.rendre l'analyse des coordonnées tout i fait indé-
pendante de la Géométrie, et cela faute davoir fait la remarque
qui précéde. Il ne serait guére plus absurde, ce me semble,
de prétendre démontrer algébriquement les bases de la Mé-
canique et les lois du systéme planétaire, sans partir de la
notion expérimentale et physique des forces qui se manifestent
ala surface de la terre ou des lois naturelles les plus simples
que Képler et Galilée ont découvertes, en se fondant sur Fob-
servation directe des phénomeénes.

a rogle

Mais il est lemps de revenir 4 notre sujet principal, que les
discussions précédentes nous ant fait un instant abandonner.

&5. Nous venons de démontrer rigoureusement qu'en ad-
metiant la régle des signes en Géométrie, toutes les relations
et propriéiés métriques relatives 4 une figure appartiennent,

(*) Gaudin, Esyai sur la théorie des signes, ete.; Nantes, 1816, p. 5.
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non-seulement a une disposition donnée des parties rle' celte
figure pour laquelle elles seraient géométriquement démon-
{rées, mais encore a toutes les dispositions possibles de ces
parties, pourvu que la transformation puisse étre concue
comme ayant lieu en vertu d'un déplacement continu.

11 résulte de la que, de méme que pour une situation par-
ticuliére et donnée d'une figure, chaque relation est apte
a déterminer une certaine distance ou un certain point sur
une certaine droite, quand les autres distances qui y entrent
sont connues, de méme cette relation devient propre, quand :
on suppose le systéme variable, a construire la suite des pohims
analogues au premier; ce sera done la définition génétique
dune certaine ligne, ¢’est-a-dire son équaiion, et comme telle,
elle devra en renfermer implicitement les: propriétés essen—
tielles; car elle construit et détermine parfaitement toutes les
parties de la courbe. < .

Donnons quelques exemples :

Soient ab, b’ ( fig. 116) des paralleles quelconques comprises dans
I'angle AsB formé par deux droites fixes indéfinies sA el sB : on a, comme
on l'a yu (n® 29) sans signe algéhrique,

a'b’  ab

W whi
quelle que soit la position des lignes ou des distances. Or, si I'on suppose
que l'angle en s et la droile @b restant invariables, a'd' se meuve paralle-

Fig, 116,

lement & @b, la relation ci-dessus sera apte & déterminer & chaque instant
l'ordonnée a'6/, et par conséquent Uextrémité mobile ', si I'on se donne
Pabscisse variable sb'; car on aura, m étant une constante,

b = (i/i.xb' — SOl
sh
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Cette relation sera done propre a construire successivement Llous Jes
points de la droite indéfinie sA et rien que ses points; eo sera done
'équation méme de cetle droite, en ayant égard a la loi des signes do
position. Ce serait aussi I'équation de l'autre droite sB, si I'on regardait
les distances sa' comme successivement données, et celles de o'f'

comme
inconnues.

46. Ces considérations géométriques sappliquent 4 une relation métrique
ou algébrique quelconque, entre les abscisses et les ordonnées d’une courhe
plane, pourvu que celte relation, assujettie & la loi des signes, subsiste
dans toutes les positions possibles des coordonnées variables.

Par exemple, dans le cercle (¢), fig. 117, dont ¢ est le centre,

AB une diamétrale, cb — 7 un rayon quelconque, ba perpendiculaire i AT
l'ordonnée, ca Vabscisse de I'extrémité 6 du rayon, on a algébriquement

(;'—(—7112: b = 7%

quel que soit ; c'est donc T'équation de ce cercle. Je ninsisterai pas ici
sur les théories de I'Analyse des coordonnées, qui, au fond, nest quun
cas particulier de application de PAlgebre & la Géométrie; ce que nous
venons de dire, en effet, des équations entre les coordonnées ordinaires
d'une ligne courbe, s'applique aux relations géométriques entre des dis-
tances variables quelconques. 3

Sait aclel ou (v), fig. 118, un cercle quelconque, ab et ed deux séeantes
se coupant en s; on a, toujours sans signes algébriqu

se.sd = sa.sh.

Fig. 118,

Imaginons que les points «, ¢, o restent fixes, tandis que la droite ab
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tourne ﬁutour du point @: équation ci-dessus, en ayant égard aux inver-
sions de sens et de signes, donnera, pour chaque position de ab, un
point & du cercle (o) qui passe par a, ¢, d, et elle'ne do’nne.ra aucun point
on dehors de ce cercle; ce sera donc son équalion génétique, de méme
que I'équation sm = r constante, serait celle d’'un autre cercle ayant pour
centre le point fixe s. = i

Soit encore ahe un Lriangle inscrit au cercle (o), fig. 119, dont le

Fig. 119.

N
sommet ¢ vienne & se mouvoir, tandis que @ et & restent fixes : on aura,
intérieurément au triangle, 3

angle acb ou ¢ = C const,,
quelle que soit la situation de ¢ sur le cercle, ou, si I'on veut encore,
a4 b+ C = 200°.

(ette relation est aussi I'équation du cercle (o); car, en se donnant a, elle
fournit &, et par suite le point correspondant ¢ du cercle, dont, par con-
séquent, elle construit successivement tous les points en considérant «
et b comme variables.

1l en est évidemment de méme de toutes les propriétés posgibl.es de?
figures & I'égard des lignes qu’elles sont supposées construire; mais il est a
remarquer qu’une méme équation relative A une figure donnée pe}\t' sou-
vent étre la définition de plusieurs lieux, selon la nature des quantités qui
v entrent. Cela arriverait notamment pour les figures qui nous ont occul_)és
ci-dessus, si I'on changeait les hypotheéses concernant le mode de descrip-
tion. Il faut done, dans chacue cas, distinguer a_l.Lenlivemeng]es _grandem's
et les points censés fixes, des grandeurs et des points qui doivent étre
mobiles ou variables en vertu de la liaison admise; autrement, on ne
saurait, prononcer sur la nature des lignes que représentent les rela}tmns
examinées. Or cela peut arriver dans (oules les questions géomémqu('es
Ol la nature et 1a loi du déplacement des parties constituent la donnée
cssentielle,

7. Tl nous reste a faire sur les relations métriques appar-
tenant anx figures, une remarque générale qui nous sera tres-
utile par la suite.

. %
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Toutes les propriétés géométrigques pouvant étre censées
déduites avec exactitude du raisonnement ordinaire, elles ne
doivent évidemment renfermer rien d'étranger aux figures
mémes qu'elles concernent; elles sont néeessairement, dans
leur expression algébrique, les plus simples possible.

Pour fire concevoir ce que nous entendons par [y, repre-
‘nons les données et les hypothéses de la fig. 117, n° &6, on
aura, pour tous les points du cercle (¢},

—2 —2
abi—=ri—a¢

Voila une relation primitive, car elle ne peut provenir par au-
cune transformation d’une autre plus simple qu’elle. En I'éle-
vant au carré, on a nécessairement aussi

—1

. ab = (1‘7—31:)’;

mais quoique celte relation soit une conséquence rigoureuse
de la premiére, elle dit pourtant plus qu’elle, par la raison

que r*—ca au licu d’étre essentiellement positil peut y deve-
nir négatif, sans que cette derniére équation change de forme
algébrique; en sorte qu “elle exprime a la fois Loul ce que ron-

ferme Ja relation @b = r*—ca et celleci —ab =r—a,
qui est bien dlffereme, puisqu’elle appartient, non plus au
cercle lui-méme, mais & hyperbole équilatére, et construit
cette hyperbole par points.

La relation ab = r*—ca_ est celle que nous appelons pri-
mitive, lautre ab'= (rz—al)2 n'est que dérivée. Or, jedis
que les relations de la Géoméirie sont toutes d’une nature
simple comme la premiére.

Dabord, cela peut résulter du fait géométrique méme, el
I’on peut toujours supposer qu'on n’admette que de semblables
relations; mais on peut aussi montrer que cela résulte lmme-
diatement des principes fondamentaux de la Géométrie pure, &
I'aide d’un raisonnement déja employé et que nous allons re-
produire.

A8, 11 est incontestable qu’il en est ainsi dans les figures
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smenlaires auxquelles peuvent se ramener toules les autres.
Or, nous avons vu que les propositions les plus générales de
la Géométrie peuvent se déduire de la combinaison des éga-
lités qui appartiennent aux figures élémentaires. D'ailleurs, il
est bien visible que ces combinaisons se réduisent, en dernier
terme, a I'élimination de certaines quantités entre les égalités
primitives; si donc on a le soin de ne jamais employer pour
cette élimination que des méthodes qui ne compliquent pas
inutilement les résultats, il arrivera que les équations finales
ne diront ni plus ni moins que les relations primitives; par
conséquent si celles-ci n’appartiennent qu’a la figure proposée,
les autres n'appartiendront également qu’a cette seule figure,
et en seront, par cela méme, des définitions exactes, des équa-
tions caractéristiques. Mais c’est précisément ce qu’il faut
admettre dans la recherche de propositions nouvelles, et ¢’est
nécessairement ce qui arrive quand on procéde par le raison-
nement ordinaire. Done, les propriéiés géométriques sont des
relations simples, inséparables, irréductibles a de moindres
termes; elles n’appartiennent en toute rigueur, qu'a la figure -
dont elles émanent. Quant aux équations qui s’en déduisent par
voie de multiplication, d’élévation aux puissances, etc., nous
en faisons abstraction, et regardons de telles opérations comme
non permises au point de vue de la Géométrie ancienne.

Ce que nous venons de dire relativement aux relations de
celle nature est précisément aussi ce quel'on observe dans les
recherches purement algébriques; car on n'admet jamais pour
résultats véritables tous ceux qui proviennent d’éliminations
ou de’ transformations non immédiatement ou implicitement
comprises dans les équations primitives; il faut que ces résul-
tatsles rendent identiques par substitution directe etne donnent
ni plus ni moins que ces équations. C'est dans Uhypothese ou
l'on wadmet que des opérations et des résultats licites, que
nous raisonnerons dans ce qui va suivre, afin d’éviter toute
équivoque, tout paradoxe, et de détruire par la les nombreux
reproches adressés jusqu'ici aux applications de I’Analyse al-

_ gébrique 4 la Géométrie.

49. Considérons toujours une figure composée d'éléments
ﬂwlnutrlquos quelconques, séparément soumis a la loi de

4.
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continuité et des signes de position, tant dans son éla actuel
ou primitif que dans ses élats corrélatifs ou dérivés; il est jn-
dispensable de distinguer attentivement les données des in-
connues ou grandeurs restées enticrement arbitraires; les con-
stantes des variables ou indéterminées ; les objets fixes des ob-
jets mobiles ou susceptibles de changer de position par rapport
aux premiers; enfin les constantes fixes des constantes mobiles,
c’est~a-dire variables de position. Par exemple, dans un trian-
gle, la base peut étre donnée de grandeur et de position, tandis
que 'un des cotés adjacents, aussi donné de grandeur, ne le
sera pas de position relativement au sommet fixe par lequel il
est assujelti 4 passer.

Cela posé, imaginons qu'on résolve les équations qui ex-
priment les propriéiés de I'état primitif du systéme, équations
en nombre suffisant par rapport aux inconnues pour les déter-
miner de grandeur et de position; les valeurs ainsi obtenues
satisferont, par hypothese, aux relations primitives en les
prenant collectivement avee leurs signes. Si ces signes sont
positifs, la position d’abord atiribuée aux divers éléments de
la figure sera, sans nul doute, la véritable position du sys-
téme, conformément aux principes généralement recus. Done

alors les quantités inconnues se trouveront i la fois déter- .

minées de grandeur et de situation.

Mais si, au contraire, le signe algébrique de la valeur finale
d'une inconnue quelconque est négatif, c’est, admet-on en-
core, la preuve que celte inconnue doit avoir un sens opposé
4 celui quon lui attribuait d’abord, et, si cette valeur élail
imaginaire, ce serait aussi une preuve que les équations doit
U'on part sont incompatibles entre elles pour Phypothése faite
sur la position relative des points, les signes des données, ele.;
le résultat définitif, la figure a découvrir étant elle-méme
inconstructible géoméiriquement.

50. La chose est en soi incontestable, en général, d’apres
les regles de I'Algébre et les principes précédemment établis

pour la loi des signes de position ; mais il peut se présenter

bien des difficultés dans application, et ces difficultés pro-
viennent moins de I'Analyse algébrique que de la maniére res-
treinte dont on envisage souvent les queslions.
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Nous allons essayer, dans- les paragraphes ci-apres, de par-
courir successivement les principales solutions de celte es-
péce qui sont jusqu’ici (1817) parvenues a notre counaissanf:e.

1© Si les objets connus sont tous fixes, tandis que les in-
connus restent seuls indéterminés de situation et de gran-
deur, il est visible que les conséquences ci-dessus seront
directement et rigoureusement applicables, pourvu toutelois
que les équations de départ expriment des propriétés efk?.c-
tives du systéme. En effet, les signes et les valeurs des in-
connus étant alors seuls indéterminés, le systeme obtenu et
la figure qui s’y rapporte ne peuvent étre en désaccord.avec
les hypothéses de la mise en équation; que par les signes
mémes et la grandeur absolue ou la situation des quantités
cherchées.

Dans les mémes circonstances, il peutarriver deux cas: ou
les distances inconnues se mesurent sur des lignes droites de
position fixe et déterminée, ou elles se mesurent sur des
lignes droites de situation inconnue; le premier de ces cas ne
saurait offrir aucune diffieulté, que les valeurs obtenues a_lgef
hriqumnc;n soient positives, négatives ou méme im:\gin.mres,
pourvu toujours que les équations d’oti 'on part exprmfcnl
les véritables conditions ou propriétés du systéme cherché,

Examen raisonné et critique de la solution connue de quel-
ques problemes déterminés relatifs awx points rangés sw
une droite fize.

51. Une erreur que I'on commet facilement et trés-souvent
dans la mise en équation, c'est de confondre le systéme cher-
ché avee d’autres systémes plus ou moins analogues, mais qui
en sont réellement distinets géométriquement, sinon algébri-
quement. Cette erreur est d’autant plus facile a commettre
que, sous un certain point de vue, sous celui de I'énoncé
verbal de la question notamment, ces systémes ne sembient
dilférer que par la situation et non par leur nature propre.

Pour en donmer un exemple élémentaire, soit abe (fig. 120) une cir-
conférence de cercle, dont le centre est o, sb et se deux sécantes, dm}n».
l'me 56 détermine des segmenls sa, sb qu'on suppose c'onnus,l.hll‘l(lllf
qu'on regarde- comme inconnus Jes segments sa et g formés sur Fautre;
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du centre o soit abaissée une perpendiculaire oi sur la droite S sl

suppoge szy donnée de direction , s sera aussi connue, et l‘ﬁxx aA S-l e
ce qu il faut pour déterminer el » ou sz et g En ef‘fet i étanl:mémut
sairement le milieu de xy, on a, pour la posili‘;n hypoLhé;iquemen:l i
po_sée aux points & et y, remplissant d’ailleurs la condition que ces i
solent sur un cercle qui passe par @ et 6, on a, dis-je, i

p=
nis
sa.sb = sz.sy, osi= sz Sy

| gcs égualjops élant des traductions algébriques rigoureuses de I'énoneé
doivent 11_1fallhbl.ement faire connaitre les poinls et y cherchés.
Mais si. au lien de.supposer les points x et » d'un méme cdté du

Fig. rz20.

point s, on les eiit supposés de cotés différents en 2’ el 3, on aupait
obtenu les équations :

sa.sh = sxl.sy!, asi= sy — sa,

%L:sqx‘lel!f.:s_dxﬂcrent entiérement des premiéres et fournissent aussi des va-
eurs distinctes. En effet, tandis que les premiéres donnent

$ = 5i = Nsi — sa.sb,

les autres, an contraire, donnent ®

$t - sa.sh.

sel="" i

Le probléme s i it
(“mn},“ﬁl k’fm semblerait done susceptible de quatre solutions réelles cf
Il(: \iumbz»-m-‘ "ilfll W'dn\10"'ri'])|(‘111elll, absurde. D'un autre colé, absurdité
pas de ce que I'Analyse a mélé des racines élrangéres a celles
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(ui appartienuent au probléme, car les racines obtenues satisfont algé-
briquement aux équations primitives correspondantes; elle ne peut done
provenir que de la mise en équation elle-méme, ou plutdt encore, de
I'hypothese particuliere qui a été faite sur la position des points Eetinal
en effet, Thypothése faite en second lieu sur la position de ces deux
points, ne saurait convenic A la nature du cercle; car on sait que, dans
cotte courbe, le point d’intersection de deux sécantes quelcongues est a
a fois au deld ou en decd des quatre points d'intersection qui leur cor-
respondent.

Ainsi le systéme des dernieres équations n’appartient pas a la question
proposée, puisqu'il est expressément spécifié, dans son énoncé, que les
points inconnus doivent appartenir au cercle contenant @ et b. Mais si,
négligeant cette condition particuliére, on se horne A exiger que le rec-
tangle s.5y soit donnd & priori, ainsi que le point ¢ milieu de xy, alors
le probléme aura quatre solutions effectives, qui ont déji été données ci-
dessus; car il 0y aura plus de raison pour rejeter TI'hypothése ot les points
et y seraient situés de part et d’autre du point s. :

On aurait done bien tort ici de croire que les incertitudes tiennent au
mode d’opérer, & ce que I'on se sert de I'Analyse algébrique; car si, en
traitant Ja méme question géométriquement, il arrivait qu'on ne conntib
ni la position du centre, ni celle de la circonférence (o), on tomberait évi-
demment dans une indécision pareille 4 'égard de la véritable position
des points inconnus x et y.

Diailleurs, de quelque maniére que Uon procéde, on n'échappe point a
toute difficulté; puisque si on met le probleme en équation dans ces con-
ditions générales, on ne pourra partir que de I'une de ces hypothéses
distinctes : ou les points et y sont 4 la fois d'un méme coté ou ils sont
de cotés opposés du point s; or, dans I'un et l'autre cas, on n’obtiendrait
que deux solutions du probléme, tandis que réellement il en a quatre,
aprés 1'énoncé verbal, dés que, dans cet énoncé, rien ne spécifie quelle
est la position relative des points cherchés « et »° 4 I'égard du point s,

toujours censé donné A priori ainsi que le point milieu .

52. Dans cette derniére hypothése comme dans la premicre,
on ne saurait accuser 'Analyse algébrique; car les mémes rai-
sons qui prouvent qu’elle n’avait pas nécessairement et de
son fait, mélé des racines fausses ou étrangeres @ celles qui
appartiennent au probléme, servent aussi a démontrer quelle
ne saurait en avoir diminué le nombre. Il est bien évident,
en elfet, qu'ici les équations de départ ne peuvent avoir d’au-
tres racines algébriques que celles qui s'en déduisent par
les procédés ordinaires du ealeul.

(Test done encore A la facon dont le probleme a EL¢ mis en
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équation qu’il faut attribuer la limitation des résultats phte-
nus; c¢'est parce que celle mise en équation n’exprime pag
tout le sens de la question, qu’en un mot elle est trop res-
treinte. Il ne faut pas croire, au surplus, que la Géoméirie pure
se conduise d’'une maniére différente dans les mémes cireon-
slances; car on peul s'assurer ici du contraire en cherchant i
résoudre le probleme d’aprés les procédés d’intuition qui lui
sont propres. Ce qui fait que I'Algébre, comme la Géométrie,
ne donne, dans certains cas, que des solutions partielles, cest
que ces solutions sont séparables et ont quelque chose de
distinet; c’est que 'équation générale qui les donnerait toutes
simultanément, est décomposable en facteurs rationnels plus
simples. Dans toute autre circonstance, la méme chose n’aurail
plus lieu. Ainsi, par la méme raison qu'ily a en Algébre des
acines élroitement conjuguées, des équations indécompo-
sables, il y a aussi en Géométrie des solutions qu’on ne peut
séparer autrement que par la pensée et en violant la conti-
nuité : tels sont, par exemple, les deux points d’intersection
Q’un cercle et d’'une droite arbitraire, etc.

53. On peut demander comment, dans les ecirconstances
dont il a été parlé, il faudra se conduire pour obtenir les vé-
ritables solutions ou équations du probléme, celles qui répon-
dent pleinement a 'énoncé verbal de la question. Or voici, si
jeneme trompe, un moyen d’y parvenir sans trop d’hésitation.

On tracera quelque part une figure qui soit dans les con-
ditions générales de cel énoncé, et dans laquelle tout sera
supposé connu et possible. Cette figure servira de type géné-
ral pour les diverses questions du méme genre. On recher-
chera ensuite les relations descriptives ou mélriques qui
appartiennent a cetle figure, en choisissant de préférence
celles qui lient d’une maniére immédiate les inconnues aux
données de Vénoncé verbal. Enfin on imaginera que, par un
mouvement gradug, les objets qui, dans la figure type, corres-
pondent & ceux de cet énoncé, viennent prendre la situation
qu’on prétend leur attribuer en particulier sans violation du
principe de continuité, et tout en appliquant la regle des
signes de position aux diverses relations considérées, en se
rappelant toutefois (38) que, dans le passage d'une position a
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lautre, Jes dislances supposées inconnues ne doivent pas
t ,
changer de signe. ; Bl , :

Appliquons ceci au probleme déja pris pour exemple.

54. Dans ce probléme, il s’agil de « déterminer les points d'intersection
, d'une droite indéfinic sB# /. 121) tracée sur un plan, avec un cercle

Tig. o1,

s
A

/
tI) e s

» dont le centre o est connu, et qui, de plus, doit rencontrer une auire
» droite sA donnée de position aux points @ et b de sa dircu:ti_on. v

Quoique cet énoncé ne fasse nullement mention de la position {‘elatlvc
des données, toutefois je continuerai a supposer qu'on veuille le résoudre
pour la situation attribuée & la fig. 120 ou 121. : ;

Dapres ce qui précede, on Lracera (fig. r22) une urqnnferenc_:e t?e
s de la fig. 121 dont on g'occupe, puis on lui me-
ement arbilraires, lelles que od et ab, se cou-

cante donnée & priori, lautre cd représentera la sécante inconnue : du
centre o du cercle, ayant abaissé la perpendiculaire of sur cette dernicre.
elle la partagera en deux parties égales au point i; ce pmm s?r? ,dtlrft‘
aussi connu, puisque o est censé donné ainsi que la direction indéfinie
de ed. Ov, pour 1a position actuelle et toute hypothétique de Ta fizure, on a

se sd = sa.sh,  sd — se = 280,
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elles sont les équations qui servent de f 8

fa.8 I se lype général 4 |, i
probléme; en les résolvant par rapport d se et ;/ (quon su? SOllll‘l_On v
Tues, on aura séparément e

se= — sizk Ngi 4 sa.sb,
 ——

sd = g+ \/,\z - set. sb .

:msé formules appartiendront & toutes
a figure, lorsquion y aura éeard A la loi eéométri i
Suppogom [mr ¥ aura egalfi ala Io~| geométrique des signes,
parﬁpuhé;ewfl'i oxen;p!e, quon veuille les appliquer aux hypotheses
o "es faites sur les donndes de la fio 0 l
Mo e s de la fig. 121, On remarquera que
im; : bassage de cette figure A la suivante, la distance sa devient séul(l
7 S| - < @ 1 A .
e }:;lgr’m(; ces données, relativement a la position qu'elle occupait du
Y 9 i ¢ . cp is !
e glﬂ'«;ltue u po;nt st cette distance devant done seule changer ds
sig| sque se, sd sont des inconnues (53 ), les [ i i
es B8 ( es formules ci-dessus devien-
dront, pour le nouveau cas, : B

— sa.sb,

sd =" 5i = Vi — sa.sbh.

ap[];fegge;n‘ﬁred;];sc;‘,s f(frmules donne pour se f]eu,\'_valeurs négatives, el
b ,,'t a .3/1g.'121, ¢ a aussi une sitvation contraire & celle
g vait supposce dans la figure type, cest-a-dire qu'au lieu d'étre
<‘1 gauche de s, il doit etre & droite comme le montre la_ffg. 122. Quant
a la formule qui donne sd, elle fournit les distances al)so].u:s, toutes deux

positives, déja trouvées au n® 31 ( fig. 120) (*)

Bl T 3
w;;"n.f?f;:y;?' rc‘sulle u?ml‘('idiut‘emenl. de ce que la figure prise pour
L r,oc);n)(, Ilwar la a](uzll}mx des parties intégrantes, et non par
P |v‘é;|01:mé r\e‘,r; .elcellc que 'on se propose d’obtenir algébriquement
e erba ’fi“‘ell(f que soit ld‘mllenrs la situation relative des
L "5 0u connus a priori; aussi les formules trouvées sont-elles
ﬂpphcables d tous les cas possibles, dés qu'on a égard 4 la mutation des
signes de position qui s’y rapporlent. i i :
Je ne crois pas qu'on puisse éprouver de difficullés relativement & la

— e e

*
Le te f 5 = 3
Iu‘gm)tion (]::C"";‘"llsr.rn‘,!,, contient rien de particulier relativement d Iinter-
i o o lﬂ ‘C\l:‘h ]Jubllll\'l's, négatives et imaginaires des diverses inconnues,
jue ce genre de questions se trouve ipprofondi d’une manicre toute spé-

ciale et contraivement ini
ontraivementauy opinions de o, dans les articles sui '
1€ Qalior: »dans les articles suivants de ce

les situations possibles des lignes e
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maniére dont se comportent les signes des inconnues, selon la position :

cela dérive naturellement des régles et des lois précédemment établies
(June maniére générale. Mais on peut faire unie autre question plus diffi-
cile en demandant la raison pour laquelle on obtient simultanément les
valeurs de se et s quoiqu'on ne cherche que se seule. Nous répon-
drons : la raison en est que les points ¢ el 4 sont unis entre eux de telle
sorte que ce quon peut dire de l'un gapplique naturellement a Pautre,
qwen construisant I'un on construit en méme temps 'autre, et que par
conséquent sc el sd doivent dépendre d’une méme équation algébrique.
En effet, le cercle (o), fig. 122, les détermine d’une maniére simultanée
et inséparable, 4 moins qu'on ne restreigne le tracé de ce cercle. A la
vérité, on pourrait dire que les distances s et sd entrant symétriquement
dans les équations de départ, il n’y a pas de raison pour que le résultat
final donne I'une des racines plutot que Pautre; mais alors aussi on peut
demander pourquoi se et sd entrent symétriquement ainsi dans les équa-
tions primilives; ce qui revient toujours au méme.

56 On concoit bien maintenant qu’en agissanl comme on
vient de Pexpliquer sur des exemples, on évitera, dans la mise
en équation, de confondre la question réelle de I'énoncé ver-
bal avee d’autres questions plus ou moins analogues, ‘mais
pourtant distinctes de nature : en effet; par la on aura néces-
sairement oblenu un systéme en corrélation réelle et directe
avee le systéme cherché. Cependant il n’est pas toujours né-
cessaire de tracer une figure A part de celle des données du
probléme, pourvu que la position hypothétiquement adoptée
pour les objets inconnus fasse réellement partie du systéeme
indiqué par I'énoncé verbal.

Aprés avoir montré d’ailleurs comment on peut renfermer la
mise en équation de la question dans les bornes véritables de
Iénoncé verhal, il paraitrait convenable d’indiguer aussi les
moyens propres i faire découvrir & priori tous les systémes de
solutions qui peuvent appartenir i un énoncé général, lorsque,
de_leur nature, ces systémes sont séparables et ont quelque
chose de distinet. 1l est difficile de donner une regle géné-
rale; cependant on peut remarquer que les équations qui ap-
parliennent 4 ces divers systémes de nature séparable, doivent,
daprés Phypothése, ne différer que par les signes de position
(ui y entrent; car, autrement, elles ne répondraient pas aun
méme énoncé, mais 4 des énoncés différents.

D'un autee edté, il est visible aussi que ce ne sont pas les
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données d'un probléme qui doivent porter des signes diffg
rfems; car ces données sont les mémes pour tous les svz.
temes corrélatifs, & moins qu'elles n'appartiennent i des [;h-
Jets indéterminés de situation. Ces systémes ne doivent don;
dlffér.er (ue par les signes de position atiribués aux inconnues;
or, s'il existe plusieurs équations distinctes propres a traduire’
Ie:q conditions du probléme, il pourra se faire que les unes
définissent la situation des parties du systéme, tandis que Ie;
:‘mlres seront des relations métriques entiérement étrangéres
a celte situation, ou au moins pouvant étre regﬁrdées co;nme
telles : cela arriverait, par exemple, si le rectangle d’une dis-
lz}llce par une autre, devait étre égal & un rectangle ou a une
aire d.onnéc, ete. Dans ces cas et tous les semblables, les
€quations qui expriment des conditions étrangéres A la situa-
lion demeurant invariables, quelle que soit la position quion
Suppose aux distances et objets inconnus, on ohtiendra évi-
demment autant de systémes différents d’équations qu'il exis-
|‘e.ra de positions distinctes de ces inconnues, susceptibles de
faire-varier les signes des termes dans les relations métriques
qui définissent la situation.

07 Qu'on demande, par exemple, combien de systémes différents
("équations apparticnnent 4 la question suivante, dont la correspondance
avee celle ei-dessus est facile 4 apercevoir.

« Trouver sur une droite indéfinie si (fig. 123) deus points « et y, tels
»-que leur distance : !

soit divisée également au point ,-et que le rec-

» langle des distances de ces points & un autre point s de la droite soil
» donné, » 1
A ol I 1 ati > . . . ’
Pour la_situation actuellement attribuée aux points 2 et y, les équa-

l[“’"s “]“ probléme sont évidemment, en nommant «? Vaire du rectangle
daonne,

STy = @, lr = i,
8 = 53 v, st = 5y — 50
De ces trois équations, les deux premicres sont étrangeres & la silua-

tion f!"‘s points & et v, et par conséquent invariables dang leur forme; les
derniéres seules peavent varier dans les signes parce qu'elles expriment
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des propriétés générales de situation. Si done on venait & faire varier Ja
situation supposée aux points a et y, elles pourraient changer de forme;
of, comme celles-Ja_demeureraient invariables, la question serait autre.
Ainsi le point w, au'lien d’étre & droite, étant supposé en «' & gauche
de 5, les dernieres équations deviendraient

§i = — ga' - ix!;  si =gy —1iyr. -

ol conduiraient évidemment a des valeurs distinctes pour sz et g, par
leur combinaison avec les deux premiéres.

Maintenant, il est aisé de s’assurer que les autres hypotheses que
I'on pourrait faive sur la situation des points @ et y, ne sauraient fournir
d'équations distinctes de celles déji trouvées ci-dessus. En effet, aprés les
deux suppositions précédentes, il ne reste plus que celles ot sy passe &
droite de s, ce qui donne
ot si="" Sx 4oz, si=0y'— sy,
ou §i= — s’ i, st = ' — sy
équations qui rentrent dans les premiéres, parce qu'elles n'en différent
(uen ce que sz y est changé en sy et réciproquement.

58. M. Carnot (Géométrie de position, p. 53, n° 58) résout
un probléme qui offre une grande analogie avec le précédent
sous le rapport des-difficultés : Uillustre géometre présente a
ce sujet diverses réflexions qui sont loin de s’accorder avec

-les notres, Comme ces réflexions tendent a prouver que I’Ana-

lyse algébrique ne donne pas toujours des solutions véritables,
et qu'elle peut, de son fait propre, en introduire d’absolument
insignifiantes ou méme de fausses, je crois devoir discuter ces
réflexions avec-une certaine étendue, alin de jeter un plus
grand jour encore sur ce genre de questions.

Voici le probleme dont il s’agit :

« Trouver sur la direction d'une droite ab ( fig. 124), un point 2 tel

v que le rectangle de e xb soit égal & une surface donnde, égale a fa
» Moitié du carré fait sur ab. »
Bn adwettant, avee Pauteur, que le point 2 soit entre @ et &, on a

ax - ah = 111/7
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Qo Pon tire

1 SR
-—;ﬂ(l(l:‘: V—1).
.

Ces deux valeurs étant imaginaires, l'auteur en conclut que le probléme
A pu étre mal mis en équation, parce que Uon aurait Jait les raisonne-
ments sur une figure qui w'était pas celle que Uon devait considérer, ||
établit done ses nouveaux raisonnements en supposant le point au dela
de ba en x'; alors les ¢quations deviennent

0 1
xa == ab =~ ab/—
2 2

ab . 2'b — 2'a=ab;
d’ou I'on tire

Ay

=Llap L V3ab = Leab == \/i)-
g5 2 B3

Ces deux valeurs étant réelles, Pauteur en conclut (p. 55) quelles ré-
solvent la question proposée; mais ensuite il ajoute: « On voit que le
signe imaginaire des racines d’une équation n’annonce pas plus que I
signe négatif Iimpossibilité de résoudre le probléme proposé...... On
ne doit considérer la question telle qu'elle a été résolue que comme
» une question partielle, dont les racines négatives et imaginaires indi-
quent d’autres questions plus ou moins analogues & la premiere, les-
quelles pourraient étre réunies & celles-ci dans un énoncé général
auquel Péquation qu'on trouverail alors serait toujours applicable immé-
diatement et sans aucune modification dans les signes. »

M. Carnot justifie son opinion sur I'exemple méme qu'il vient de traiter
en prenant pour inconnue non plus 2z, mais la distance du point 2 & un
point & du prolongement de da. Ayant tiré de cette nouvelle mise en
équation, deux valeurs réelles et positives pour I'Inconnue Az, il pense
avoir obtenu les deux racines cherchées parce qu'il a donné une extension
suffisante aux hypothéses ou conditions du probleme. Ces conséquences
ne nous paraissent pas exactes.

€'z s 28 5 =

59. Premiérement, il n’est pas vrai de dire que dans la premiére hypo-
these, celle qui plagait = entre @ et b, le probleme ait é16 mal mis en
équation, et qu'on ait établi le raisonnement sur une figure étrangére &
celle quil s'agissait de considérer. En effet, I'énoncé général de la
question laisse la position du point & enticrement arbitraire, et il n'y a
aucune incompatibilité entre les hypotheéses et I'énoncé; 1'Analyse, en don-
nant deux racines imaginaires, apprend que les données de la question,
incompatibles avee ces hypothéses pour le cas actuel, peuvent ne plus
I'étre pour d’autres valeurs des données.

En effet, si le rectangle de za.2b devait étre éoal, non pas & la sur-

L=t T v ¥ 2 .
face ;u[; ; mais a une surface queleonque 4% les équations deviendraient,
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on admettant toujours Phypothése que « soit entre @ et b,

za,abi=

ab ab
ra=—= \/—
{ 7 R

expressions qui pourront étre tour @ tour réelles, toutes deux positives

xa -+ xb = ab,
d'out l'on tiverait .

1 . . =
ou imaginaires, selon que 4 sera <C ou > que - ab, Les racines imagi-

naires trouvées d’abord indiquent donc que le probléeme, non résoluble
pour les données et les hypothéses actuelles, pourrait le devenir en chan-
geant simplement les valeurs absolues de ces données, sans modifier en
rien les conditions et les hypotheses ;

60, Ces idées s'aceordent, comme on voit, avec celles que nous avons .don—
nées en général des imaginaires (38 et suiv.), en disgnt qll’gll_e.g 'n’mdi~
quent point des impossibilités absolues, mais bien des 1m|)ossxb}11_tgs rela-
lives aux positions et aux grandeurs qu'elles concernent. A la vérité, dans
le cas actuel, on pourrait étre conduit avec M. Carnota envisager les chosgs
sous un tout autre point de vue, en regardant les hypothéses ou condi-
tions elles-mémes comme mal établies, puisque, en changeant ces hypo-
théses et supposant le point = au dela de ab, on obtient deux solu‘tiqns
réelles du probléme; mais il est facile de démontrer que cette opinion
sur les racines imaginaires en général est inadmissible. :

En effet, si les hypotheses étaient mal établies pour le cas actuel, il n'y
aurait aucun motif de croire qu'elles fussent mieux élablies pour toute
autre valeur attribuée au rectangle @a.ab. Or on a vu ci-dessus que ces
hypothéses pouvant trés-hien convenir & une infinité de grapdeurs sup-
posées & ce rectangle et donnant deux valeurs réelles pour {‘nmonuue.m,
il ne serait pas plus exact de dire que les racines imaginaires obten'ues,
indiquaient d’autres hypothéses propres & rendre le probléme possible,
desl-i-dire donnant des solutions géométriques réelles: car on pourrait
tout aussi bien admettre que les valeurs réelles trouvées pour le cas
de wa.xb = £, indiquent également dautres solutions du probleme et
un changement nécessaive dans les hypotheses. En admettant alors
que z se trouve en 2, au deld de ab, on obtiendrait

: ab ab e
z'a = —z% — A%
2% 4

or ces valeurs sont toujours réelles. 3
Ce qui fait quen changeant les hypothéses on a oblenu des solutions
réelles, c'est, comme on vient de le remarquer, que le probleme est sus-
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ceptible en général de quatre solulions de cette espece, séparables en

deux groupes distincts, et que l'un de ces groupes peut étre imaginajrp |

tandis que l'autre est nécessairement réel. Quant aux racines négatiyes
obtenues dans les différentes hypothéses, elles redressent véritablement
ces hypotheses, mais sous le seul rapport de la position, en apprenant
que la distance cherchée est inverse de ce qulon la supposail d'abord: ce
sont toujours des solutions réelles et géométriques du probléme tel quil
a 6té mis en équation.

61. Secondement, il n'est pas exact non plus de dire que, parce que
dans la seconde hypothése on a trouvé deus racines réelles, on ait, par
1a méme, obtenu toutes les solutions du probleme ; pour Iaffirmer, il fau-
drait avoir parcouru toutes les hypothéses admissibles. Il ne I'est pas
dayantage de prétendre qu'on puisse réunir les divers cas dans un seul
énoncé général, auquel les équalions alors obtenues seraient toujours
applicables sans modification dans les signes.

Car, par exemple, en prenant une nouvelle origine & (/iz. 124) en dech
de ab, le nombre des hypothéses possibles sur la position du point 2,
n'est pas changé, et chacune de ces hypotheéses donne des équations dif-
férentes'tout aussi bien que si Porigine était prise en a. Augsi arrive-(-il
que, quand le probléme est susceptible de quatre solutions réelles, la
nouvelle mise en équation ne donne encore que les solutions partielles du
probleme.

Concluons de la que les racines négatives indiquent (38 et
suiv.) des solutions réelles, en méme temps qu'un change-
ment dans les hypothéses sur la situation des inconnues, et
que, & I'inverse, les imaginaires indiquent que, pour les gran-
deurs actuelles des données du probléme, les solutions exa-
minées sont véritablement impossibles, quoigqu’elles puissent
devenir possibles et constructibles géomélriquement en chan-
geant ces grandeurs sans changer les hypothéses. Dans aucun
cas, on ne peut affirmer avoir obtenu intégralement les solu-
lions du probléme quand ces solutions sont séparables et
offrent quelque chose de véritablement distinct.

Ce qui fait encore qu'ici, comme dans les (questions exami-
nées plus haut, les changements d’hypothéses relatives i la po-
sition de Vinconnue ont pu fournir des solutions nouvelles,
c’est que, parmi les équations primitives, il en est qui, étran-
geres a la situation el aux hypothéses qui la concernent,
sont purement relatives & la grandeur constante ou ahsolue
des données, tandis que, dautre part, il s’en trouve aussi qui
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ne concernanl gue la situation mutuelle des parties, sont
par conséquent variables dans les signes. Ces derniéres re-
lations, sans conditions de grandeurs absolues, expriment vé-
ritablement les propriélés générales du systeme qu’il s’agit
d’étudier; les autres sont des conditions de mesure (17 ) étran-
géres auxquelles on veut Passujettir. Pour qu'une relation
métrique exprime une propri¢ié géométrique de la figure ou
du systeme considéré, il faut que les grandeurs y puissent
chan;:er de signe en méme temps Gue de position; alors le
changement d’hypothése’ w'influerait plus sur le nombre des
solutions effectives, le systéme examiné devenant distinct de
tout autre, et les hypothéses admises ne pouvant influer que
sur les signes et les valeurs relatives des inconnues.

62. M. Carnot reproche encore (p.58)a la doctrine ordinaire
d'affirmer que le calcul doit redresser de lui-méme l'erreur
qu’on pourrait avoir commise en exprimant algébriquement les
conditions du probléme. En cela je pense qu’il a parfaitement
raison; car, s'il arrive, comme dans les précédents exemples,
que le prohleme ait plusieurs solutions séparables et distinctes,
ilestbien évident que le calcul ne donnera que ce qui concerne
'un quelconque de ces systemes de solutions sans rien redres-
ser. Cependant, comme.dans le méme cas on n’aura réellement
commis d’erreur qu’en prenant un systéme pour un autre, on
aura yraiment obtenu par le calcul toutes les racines ou solu-
tions qui lui appartiennent, puisque ces solutions seront insé-
parables; de plus, ce calcul fera connaitre sila position suppo-
sée a P'objet inconnu est conforme ou non & celle qui peut
avoir lieu, et en cela encore il redressera I'erreur commise.
Dans le cas le plus général ol les solutions appartenant au
probleme seront toutes inséparables, le caleul fera connaltre
évidemment celles qui ont le sens admis par I'hypothése,
ou celles qui ont un sens contraire, ou enfin celles qui sont
susceptibles de devenir impossibles, imaginaires pour cer-
taines conditions ou données relatives a la position, a la gran-
deur et aux signes. :

D'apres ces considérations, je n'admettrai pas, avec M. Car-
not, que des figures, dérivées I'une de Tautre par voie de
conlinuité, puissent étre géométriquement en corrélation con-

il. 10
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plexe, ¢'est-a~dire imaginaire selon ses définitions, qui s'ap-
pliquentau cas ot certaines données constantes o fixes ll':'.lfl_
raient par elles-mémes aucune existence réelle et g:é(]mé;
trique, mais purement algébrique et hypothétique, comme if
arrive, par exemple, quand on vient & changer arbitraivemeny
une constante elle que @’ en —a*, ou a en « \/:, ete., et, ep
,‘.';éné’ral, quand on modifie la nature méme des condilion; el
des équations algébriques fondamentales d’un probléme ﬂeo»
!n.élriquc: toutes ceHes que je prétends étudier ou cxamniner
iel se rapportent essentiellement & ce que M. Carnot,nomme
corrélation directe ou inverse, la seule que I'on ait & consi-
dérer dans la recherche des Propriétés projectives des figures
et dans I"Analyse des transversales. A

63. Ce qui précéde fait voir clairement, ce me semble, que,
quand on a obtenu algébriquement deux racines ou valeurs
de Pinconnue d’'un probléme, on peut, en toute streté, af-
firmer que ces racines sont des solutions véritables du pro-
bleme tel qu’il a é1é mis en équation, aussi bien que des so-
lutions véritables de 'énoncé verbal de la question, pourvu que
la_mise en équation en soit la traduction fidéle, et cela méme
(uand ces racines sont négatives, imaginaires, etc. Néanmoins
on ne pourra pas dire avoir résolu complétement la question
(I.zms le sens général de I'énoncé, si, de sa nature et par de
simples mutations de signe ou de position, elle est séparable
en plusicurs autres et susceptible de divers systémes de solu-
lions entiérement distinets.
; Ne craignons pas de le répéter : parce que, dans certains cas,
I:/\nalyse algébrique ne saurait donner toutes les solutions
d'un probléme, il ne faut pas croire que cela tienne & son es-
sence propre, mais bien i la nature méme des choses; car on-
p.eul prouver par une infinité (l’exemples, que, dans les mémes +
circonstances, la Géométrie ne saurait, de son cOté, renfermer
toutes les solutions en une seule.

64. En particulier, reprenons le probléme ci-dessus dans lequel il sagit

de trouver sur oi ) i

e s r une droite ab (/g 124) un point a tel, que le rectangle
¢ @a.zh soit égal & une surface donnée A%, 11 est évident, dapres les
E\x:o;;n(xeh/s connues du cercle, quon résoudra aussi la queslion en déeri-
ant ( fig. 195) sur ab comme diamétre, une demi-circonférence, puis en
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menant & b, 4 une distance XY égale & y/aa.xb = &, la paralléle A'B';
car cette parallele viendra rencontrer le cerele en un point -, par
exemple, tel qu'en abaissant de ce point I'ordonnée yz, son pied = sera
'une des solutions demandées, puisque 'on aura

On obtient ainsi deux solutions x et «' du probléme; mais cette construc-
lion ne saurait en donmer plus de denx remplissant les conditions propo-

sées @ ce sont les mémes d'ailleurs que 'on obliendrait en tragant au lien
de la séeante A'B’ sa paralldle symétrique par rapportd ab, et qui répond
4 la valeur négalive du radical ci-dessus yza.xh .

Pour en obtenir (60) deux autres X et X/, il faut substituer au cercle une
hyperbole équilatere déerite sur le méme diamétre principal ab; clest-a-
dire quil faut aveir recours a un expédient lout & fait distinet du pre-
mier; cet expédient mangquerait évidemment si l'on ignorait que I'hyper-
bole ¢équilatére, en corrélation complexe avec le cercle selon la délinition
de M. Carnot, jouit d’une propriété qui lui est commune avec celte courbe;
ainsi on serait porlé & croire, d’aprés un premier apercu, que le probléme
wa d’aulres solutions effectives que les deux qui ont d’abord été trouvées.
Dans le cas actuel ce serait certainement une erreur, puisque 'énoncé du
probléme laisse la position du point = enticrement indéterminée ou arbi-
Iraire par rapport & @ el b.

On voit aussi par 1a, ce que nous avons avance d'ane maniére générale,
que les solutions imaginaires n'indiquent pas plus que les solutions réelles
&l existe d’autres solutions du probleme. Car, de ce que la paralléle A’B’
ne rencontrerait pas le cercle, on pourrait étre tenté de conclure qu'il
w'existe effectivement aucune solution du probléme; tout comme on pour-
rait croire qu'il n’en existe que deux seulement, quand cette méme droite
le rencontre en deux points réels.

65. Au surplus, on pourrait multiplier beaucoup les exemples par les-

quels on serait conduit aux mémes difficultés d'interprétation; dans tous,

elles tiennent 4 la séparabilité des solutions algébriques ou géométriques,

provenant de’ ce qu'il existe (17) dans Pénoneé du probleme des condi-
T0%
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tions indépendantes de la position des points ou des lignes. Nous w'en
offrirons plus qu'un seul, rvemarquable parce qu'il a été approfondi par
un savant qui s'est oceupd, aprés M. Carnot, de la regle des signes en
Géométrie (Gaudin, 2° partie, p. 28).

« D'un point M ( fig. 26), dont la position est donnée par rapport aux
» droites fixes AC et AS formant un angle connu CAS ou mener, dans

5 Fig. 196.

cet angle, une droite CMS, de maniere que le triangle intercepté ACS
» soit égal & une surface donnée /*, »

Soit abaissée du point M I'ordonnée MR = m paralléle & AS, sur AC
dont elle retranche l'abscisse AR =7, on aura, par la similitude des
triangles ACS, RCM,

AS:MR=m::AC:RC=AC — AR =AC— #;
ce qui donne I'équation de situation
AS(AC — ) =m.AC.
Or, d’aprés 'énoncé,
AS.AC.sina= 27%;

done on a, dans I'hypotheése acluelle de la figure,

—2
AC .msina : =2 24 onl*
——— =2 ou AC ———ACH+ ——=0
AC—n msina = msinae !
ce qui donne pour premiére solution les valeurs 5

AC— B /l—alfmasing 1" 1/—§

msina msina

en posant laire constante et donnée 2 mnsina = s*.

Mais si, au lieu de supposer le triangle inconnu dans langle SAC,
on l'eiit imaginé en S'AC’ dans le supplément @' = 200" — @ de cel angle,
on etit obtenu, en raisonnant d’une maniere analogue,

AC— Pyl o " mnsina it Ply/Ps
msina msina

valeurs toujours réelles et trés-distinctes des précédentes; I'une positive
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répondant a Uangle méme SAC', I'autre négative appartenant a son opposé
au sommet en A, c¢est-d-dire située du coté de AC, contraire & AC.

Le probléme est donc susceptible de quatre solutions différentes et
distinctes, toutes réelles quand on a /2 > amnrsina ou s*, mais dont les
unes sont positives et les autres négatives; circonstance d’autant plus
digne de remarque que les auteurs qui se sont occupés de la question, tels
que Bezout (Cours de Mathématiques, t. 11, p. 247), Biot (Géométrie ana-
Iytique, 6° édit., p. 66), n'ont pas soupgonné qu’elle pit avoir plus de deux
solutions effectives. M. Gaudin (p. 3o du Mémoire précédemment cité)
affirme *méme avoir obtenu les deux uniques solutions de ce probléme; -
ot, comme sés raisonnements pour découyrir la signification de la racine
négative que lui_donne l'analyse dans le premier cas, semblent justifier
une telle assertion, on pourrait reprocher a ces raisonnements de n'étre
pas, au fond, parfaitement rigoureux, ni parfaitement clairs. Nous croyons,
en conséquence, devoir faire ici Papplication de la regle des signes de
position d’'aprés nos prineipes.

(6. Nous ferons d'abord observer que les solutions du probléme se
partageant en deux systemes bien distinets, il devient nécessaire de s’oc-
cuper de chacun d’eux séparément. Mais, comme le premier systéme nous
a fourni deux racines essentiellement positives pour s* < /% il parait inu-
tile de s'en préoceuper; il est visible, en effet, que ces deux racines ap-
partiennent 4 I'angle méme CAS donné. Considérons done séparément
lautre systéme, celui qui a pour point de départ les équations

AS' (AC'+nr) = m.AC, =
AS"AC. sine=28;

la premiere d’entre elles exprime seule une propriété de situation de ce
systeme, car elle a été déduite géométriquement des hypothéses failes sur
la figure. Cetle équation peut done exprimer, par la variation des signes
des distances qui y entrent, toutes les positions imaginables de la droite
MS'C autour du point M. 2
Ainsi, par exemple, quand AS! et AC’ ( fig, 126) y changeront & la fois
de signes en devenant inverses, les points € et 8' passeront évidemment
dans V'angle opposé au sommet A celui (/AS’ que Ion considére par hypo-
these, mais si AC’ change seul de signe dans les deux membres, on re-
tombe algébriquement sur Péquation AS(AC— z) = m.AC aux accenls
pres. D'autre part, & cause de I'équation de condition AS. AC.sina = /2
((ui doit coexister avec la précédente, il n’y aura d’admissible, parmi toutes
les situations de la droite MC', que celles qui 'accordent pour les signes
el pour la grandeur avee cette méme équation ; mais on voit que l'accord
Waura liew que pour les valears 4 la fois positives ou i la fois négatives
des distances AS!. AC’; car autrement on tomberait dans une contradic-
tion: manifes(e régultant de ce (quon suppose ici laire /* essenliellement
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inyariable de grandeur et de signe. Done les valeurs qu'on trouvera algé-
briquement pour ces distances, ne pourront également qudtre toutes los
deux positives ou toutes les deux négatives. Or, quand elles sont & la fois
positives, I'équation de sifuation fait connaitre que la droite S'C/ est réel-
lement dans l'angle &' examing, et, quand elles sont toutes deux négatives,
elle apprend que cetle droite est alors dans Pangle opposé au sommet par
rapport a «', puisque AC' et AS' y deviennent & la fois inverses et chan-
gent de sens & I'égard de I'origine commune A, Donc aussi la racine néga-
tive trouvée pour AC’ doit étre portée du eoté de AC, c'est-a-dire en sens
contraire de ce qu'on le supposait dans la seconde mise en équalion.

67. Il est donc vrai de dire que, quand la solution algé-
brique d’un probleme géométrique convenablement circon-
scrit et énoncé, donne a la fois plusieurs racines, les unes
positives, les autres négatives, celles qui sont positives résol-
vent la question dans ’bypothése méme faite sur la position
de P'inconnue, puisqu’elles indiquent que cette racine doit
étre portée dans le sens arbitrairement choisi pour la repré-
senter. Les racines négatives, par la méme, indiquent que la
grandeur & laquelle elles correspondent doit avoir une situa-
tion opposée a celle de I’'hypothése.

Le genre de raisonnement établi sur les exemples qui pré-
cedent peut évidemment s'appliquer a tous les cas d’une nature
analogue; car alors il y aura des équations qui exprimeront
les propriétés géométriques du systéme auxquelles Ia régle
des signes de position demeure applicable, et dautres rela-
tions qui, étrangéres a la situation & cause des constantes ab-
solues qu’elles renferment, restreindront le nombre des va-
riations de signes possibles, et excluront ainsi des solutions
algébriques et géométriques, toutes cellés qui n’appartiennent
pas 4 la figure, au systéme examiné en particulier. Or, jele
répete, quelles que soient les racines ainsi obtenues, s'il y en
a une de négative, elle satisfera, conjointement avec ses con-
juguées réelles ou imaginaires, aux équations de situation de
ce méme systeme, et appartiendra en conséguence a une po-
sition de la figure pour laquelle la distance correspondan{e
sera devenue inverse par rapport a celle qu’on lui supposdil
en premier liey,

8. On-voitavee quelle facilité les principes ¢lablis au conl-
mencement de ces recherches conduisent au dénouement de

i
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toutes les difticultés de signes dans Papplication de 'Algébre

a la Géométrie, et combien sont peu exactes el rigourcuses

les démonstrations qu'on a voulu donner a priori de la regle
ordinairement admise. Si, en effet, nous n'avions pas justifié
i lavance que cette régle existe pour les positions corrélatives
d'un systeme soumis a la continuité, sur quelle base aurions-
nous pu appuyer nos raisonnements ? Il aurait toujours fallu
admetire, tacitement ou non, le principe général qui s’y rap-
porte; autrement on eut été réduit a démontrer la concor-
dance des résultats pour chacun des exemples considérés en
particulier, en reprenant la série entiére des raisonnements
déja établis, et en cherchant a obtenir des racines positives
i la place des racines négatives, par une extension ‘ou par un
changement convenable dans les hypothéses de I'énoncé du
probléme : par exemple, en prenant pour nouvelle inconnue,
non plus la distance trouvée négative, mais une autre distance
lice d'une certaine facon a la premiére, ou encore en chan-
geant P'origine méme des distances, ete. :

On admet alors, il est vrai, que la racine positive résout
immédiatement le probléme dans hypothése d’abord établie
sur-la position des distances inconnues; or, ¢’est encore la
une hypothése qui ne pouvait se justifier que par le fait méme
de la Géométrie, c'est-a-dire en prouvant que les propriétés
métriques d’une figure sont immédiatement applicables, sans
changement de signe, 4 toutes ses dérivées qui n’en différent
par aucun renversement de position des parties.

G9. Pour montrer qu'en effet ce principe d’apparence si ¢vidente, ne
peut résulter de conpaissances étrangéres & la Géométrie, il suffit d’offriv
un seul exemple.

Soit ASB ( ffe. 127) un angle inscrit & la circonférence (G}, il s'agil

Fig. 137.

e

)

de démontrey que tous les angles inserits qui, appuyant sur la corde A
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ont situds d'un mé ¢ corde
e me coté de celte corde, ont pour mesure la moilis

Voiei la démonstration ordinaire :

Supposons i
pp ; comme dans la figure ci-dessus, que le centre C du cercle

S0it compris entre les cotés de I’
s c0tés de l'angle S i
I i , menons le diametre OCS et les

A N
ACO =2480, BCO = 28BS,

el par conséquent

A o 75 / N ~
ACO+ BCO =5 (ASC+18c) ou 4GB =2 488;
mais, on a également
EAS A
ACB=arcAOB, donc 2ASB = arc AOB.

ma\is 1:[1 l]f]o:é"'?;::';ﬂ]tl‘ozll établie pour la situation actuelle de V'angle Ang;
s ,;5 izl.(Lp acer cet angle par un mouvement graduel jusqu’a
e uoﬁ’sé e ne' r'enterme plus‘!e con'lre C, la proposition n’est plus

quence immédiate des premiers raisonnements, quoique les deux

Zjefsterzwi soie_'nl u{n.corrélal.iun directe; ces raisonnemenls en effel ces-
s;m;]; at:./lqr:tlréxl;l:uci’x.atzlnem a_p_plicab\es, puisque les lignes auxiliaires €5,
1’01,1 comi‘;ére 11’ n::v‘l) e position entre .elles et a I'égard de celles que
o : . nnfo ASD est dc.venu inverse de ce quil était; cene

one plus alors la somme, mais la différence des angles BSO et ASO

quil sagira de considérer, et il en ser il g 2
1 { 5 le de
i : a de méme a I'ézard des ares cor

cégg; Sl'l: n[:l‘l)l;uutn :Sxerfr[l‘ple aussi simple que celui qui pré-
e misonI;, a irmer, sans recourir de nouveau a la
ma "b inement geomcetrique, que la propriété de-
s i le 4 toutes les situations du systéme quand les
]p(;l: u]es ‘d‘e ‘ce systeme conservent la méme situation relative
er; “lel:]e: al I'égard 1des autres, comment pourraiL;on Padmettre
general et pour une figure quelconque? Le seul moyen d'y
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pacyenir est éyvidemment celui dont nous avons fait usage en
stablissant d’abord la régle des signes pour les figures ¢élémen-
wires de la Géométrie, puis I'étendant & toutes les figures
possibles.

Ainsi, quand M. Carnot admet qu'une quantité géométrique
qui, dans un premier systéme, était la différence de deux
quantités dont la plus petite a été retranchée de la plus grande,
devient, dans le systéme corrélatif, la différence de deux au-
wes dont la plus grande a é16, au contraire, retranchée dela plus
petite, quand il admet ainsi que cette quantité change de signe
dans toutes les équations qui expriment des propriétés du sys-
téme, il avance précisément ce qu'il fallait prouver, savoir :
que les quantités qui changent de sens, changent simultané-
ment de signe dans les relations métriques ou elles entrent.

En effet, admetire que cetle méme quantité, apres avoir é1eé
la différence direcie de certaines distances, en devient la diffeé-
rence inyerse, ¢'est supposer, en réalité, que la distance dont
il s'agit a changé de sens & 1'égard de Porigine d’our ellg se
mesure, et rien de plus. Admettre ensuite que celte meéme
longueur change de signe dans les relations examinées,
¢esl supposer, 4 priori ou tacitement, que ces relations
demeureraient immédiatement applicables au systeme cor-
rélatif, sans changement de signe, si 'on venait a rempla-
, dans le systéme primitif, chagque quantité variable par la
érence algébrique des lignes dont elle est la différence
géométrique. Or cela impliqué évidemment que les nouvelles
formules demeurent invariables de signes pour tous les cas ou
les lignes qui composent la différence demeurent directes;
proposition qui n’est, comme nous I'avons vu ci-dessus, pas
plus admissible en toute rigueur, que la proposition méme
qu'il s’agit de démontrer. ¢ ;

Mais je reprends Iobjet principal des précédentes discus-
sions, dont je me suis un instant écarté et qu'il s'agit d’appro-
fondir-et de généraliser davantage.

.71- Quand une fois on a trouvé toutes les solutions algé-
briques d'un probléme de Géométrie pour la position actuelle
(I‘cs données, on élend sans peine ces solutions & toutes les
situations possibles des mémes données, en ayant égard 4 la
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continuilé et a Ia régle des signes; car les nouveaux systenes
de solutions pepvent ére censés provenir de coux de la ﬁéu[»g
lype oru primitive, par le déplacement graduel des données
et les équations de conditions étrangéres i la situation demeu:
rent par hypothése d’une forme explicite invariablé tandis
que les relations métriques qui expriment les propriét}és géol-
mf:triquos de la figure varient seules dans les signes des doy-
nees qu’on supposait d’abord fixes et qui ont ensuite changg
de situation enwre elles dans le systéme dérivé, ce qui doii
cutrainer des changements analogues dans les équations fina-
les du probléme. :

Ainfsi, ayant posé, dans le cas ou M et SC ( fig. 126, n® 65) sont s{tllés
dans angle CAS, les équations
: AS(AC—n)=m.AC, AS.ACsina=2/?
ce qui donne

Jee T
Koa = WP —amnsna 1 (

msina

T msine

pour trouver celles qui correspondent au cas ( ffg. 129) ol M passe en
M’ par exemple, dans I'angle supplémentaire SAC!, on imaginera que ce

Fig. 129.

point M sy transporte d’un mouvement continu quelconque; le point K
passant en R, AR on 2 deviendra inverse, mais tout le reste demeurera le
méme, puisque, par hypothése, on conserve 3 SC devenu se, une position
_analogue dans Tangle SAC, afin de ne pas modifier les conditions primi- «
lives du systeme. Changeant donc le signe de # = AR dans les formules
ci-dessus, il viendra 7
AS(ACH #) = m . AC, AS.ACsina = 202,
Pl o nsina
= Mmsina

(Z—':\/Z'-’—{—A’).

mesina

Ces derniéres racines concernent encore I'angle SAC; or, on doit re-
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nmmlm'qu‘ellcs sont absolument de la méme forme que celles qui ont
é¢ trouvées (63 et 66) pour le second systéme de solution, celui qui

" appartient au point M, mais a une droite M§’C' (fig. 126) tracée dans le
supplément « de angle donné a; ce qui doit étre, puisque. tout est sem-
blable de part et dautre, et que dailleurs le signe du sinus de l'angle @
el dual & celui de son supplément «'.
Si Ton plagait M' dans langle oppos¢ au sommet a angle donné CAS,
el n changeraient & la fois de signe dans les formules, et l'on aurait
alors pour la solution du probléme :

Cmsina

Ly znm:uiEg: =l (1=

—msina

les deux racines seraient ainsi toutes les deux négatives, ce qui apprend
que la droite CS ou se, au lieu d’étre dans Uangle méme CAS, selon 'hy-
pothose, serait dans son opposé au sommet, etc.

72. On voit, par les précédentes discussions, que les angles
de deux droites, opposés au sommet, se comportent absolu-
ment comme s'ils formaient un seul el méme systéme, une
seule et méme ligne courbe, tandis que leurs suppléments se
comportent comme s'ils constituaient un autre systéme es-
sentiellement distinet du premier. Cette distinction est en
elfet conforme a la nature des choses; car, dans le eas des
angles opposés, une droite peut, en se mouvant paralle-
lement & elle-méme, engendrer d’'une maniére continye les
cdtés et les autres parties de ces angles, par exempleMeurs
aires triangulaires, elc., ce qui ne saurait avoir lieu & P'égard
de deux angles adjacents ou supplémentaires, qui constituent
ainsi véritablement (28) des systémes en corrélation indirecte
sinon complexe.

8i, au lieu de procéder a la solution directement, comme
nous venons de le faire, on employait 'Analyse des coordon-
nées de Deseartes, on arriverait absolument aux mémes con-
séquences; on n’en obtiendrait pas plus, a la fois, les quatre
solutions du probléme, et 'on ne trouverait, pour chaque hy-
potheése établie sur la position de la droite cherchée, que deux
solutions seulement qui seraient inséparables ‘entre elles. Les
mémes choses arviveraient A plus forte raison, en proeédant
@'une maniére purement géométrique.

3. T eflet, on sait que, dans Phyperbole rappoitce a ses asymplotes
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(fig. 1‘\3(:)’ le triangle ACS, formé entre ces asymptotes et ung
gente €S, est toujours égal en surface au parallélogramme construﬂ ;::1

les demi-axes ou A la puissance e 1 hyperbole e
(Y7 le I'hyperk 1 & i ;
/' YP 0le., il résulte qu'un

point M étant donné quelque part sur le plan de Pangle formé par ces

Fig. 130,

elsy,np_to!cs. pour résoudre par la Géométrie la question traitée ci-dessus
algébriquement, il faudrait, du point donné M, mener des tangentes ,\ la
courbe; car chacun dos triangles interceptés ASC, équiva]zmt:z‘l la puis-
sance de Thyperbole, serait égal & l'aire donnée. On trouverait done
ainsi deux solutions seulement du probleme, comme cela a ét¢ avancé.
Pour obtenir les deux autres, il faudrait considérer 4 la place de I'hyper-
bole construite dans les anzles 0pposés aus summels CAS, ('AS', celle qui
:Ipp_a%ent a leurs suppléments SAC/, S'AC. 11 est visible, en effet, quon
obtientrait deux nouy elles solutions trés-différentes des premiéres, quoi-
quc_répondm}t aw méme point M.

Si 'on recherchait par 'Analyse des coordonnées la courbe enveloppde
par !es droites SC qui interceplent des triangles équivalents, on ne trou-
verait non plus qu’une seule hyperbole, et imur trouver lautre, il fau-
(?F'dlt. changer hypothése méme faite sur la_posilion de SC par rapport i
.I imgl_e ou aux droites inddfinies qui en limitent les extrémités. D'ailleurs
ces circonstances se présenteraient également si la droite SC devait inter-
ccpm.r des segments AS, AC, dont le rectangle filt constant et donné i
priort sans égard au signe de position (p. 26‘et suiv. ).

71*-‘1’|u5 généralement, lorsque, parmi les conditions d'un
probleme géomeéurique, il entre des relations indépendantes
‘{0 la situation ou de Ia loi des signes, on peut, comme nous
Favons avaneé (68}, ture s que la question est susceptible de

plusicurs sysiémes 5 o ik o
plusieurs sysiemes de solutions séparables et distinets, et que:

I"Anal

5€, pas mieux que fa Géométrie, ne les donnera d'une
L
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maniére simultanée; de méme aussi la Géométrie, pas plus
que I'Analyse algébrique, ne parviendrait a les séparer si réel-
lement ils élaient soumis @ une méme loi continue, comme
cela aurait lieu, par exemple, dans chaque systéme distinet de
solutions. -

Quand done il arrive que I'énoncé verbal d'une question
spécifie un sysiéme en particulier et le sépare par quelque
caractere tranché de ses analogues, une traduction algébrique
rigoureuse ¢t qui ne pourra appartenir qu’a ce systéme seul,
fera connaitre, tout comme la Géométrie pure, les solutions
qui lui sont propres, et rien que ces solutions; car les racines
obtenues conviendront, par hypothése, aux équations de dé-
finition et les rendront identiques, si elles appartiennent
exclusivement au systéme examiné. Donc aussi il est inexact
de dire, avec M. Carnot, que I’Analyse algébrique amalgame
des solutions fausses ou étrangeres a celles des questions
proposées. Et, quand bien méme on arriverait a des résultats
imaginaires, ce ne saurait étre non plus (58 et 64) un signe
quelles appartiennent a un systéme différent.

5. Ainsi, que, d’un point s { fig. 131), il sagisse de mener deux tan-
gentes au cercle (C) : dans le cas ou ce point sera intérieur au cercle,
on trouvera pour déterminer algébriquement les points de contact ¢ et
¢ deux racines imaginaires; cela signifiera tout simplement que les deux

langenies sont impossibles dans I'bypotheése actuelle. A la vérité, si, sur
le diamétre AB passant par s, on déerit une hyperbole équilatére, au
point s correspondront deus tangentes réelles et des racines en apparence
dnalogues aux premiéres; mais cette hyperbole formant une courbe entié-
rement distincte du cercle, et ne pouvant étre censée provenir d’une trans-
|Uf'muti0n réelle et continue de ce cercle, il n'est ni naturel, ni géomé-
Uriquement permis de considérer le systeme des derniéres tangentes comme
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le corrélatif du premier ou constituant un méme systéme dans dos Dosi-
tions différentes. En effet, si le point s, an licu d’étre pris sur la direction
du diametre commun AB, était pris quelque autre part, en s’ par exemple
on obtiendrait & la fois deux tangentes pour le cercle et deux pour l'bypgr.y
bole; ce qui annonce bien que les racines trouvées sont quadruples ef g
parables par couples, ainsi que les courbes elles-mémes. Quant aux racines
négatives, ellesn'indiquent pas des solutions d'un systéme autre que celii do
données elles-mémes, pourva qu'on regarde les licnes comme prolongdes
indéfiniment, ce qui est bien naturel et bien conforme & Iidée qu'il con-
vient d’en prendre d’aprés la noliomde continuilé : lorsque la Géomérie
ordinaire n'envisage qu'une portion plus ou moins étendue de ces lignes,
c'est pour faciliter le raisonnement et réduire i priori le nombre des s
possibles, et non par une néeessité ahsolue.

En un mot, si, avec M. Carnot, on regarde les racines imaginaires comme
indiquant des solutions réelles d un systéme analogue mais pourtant distinet
du proposé, il faut nécessairement aussi admettre que les solulions réelles,
quand elles renferment des radicaux, indiquent d’autres solutions encore
que celles qu’elles donnent effectivement; notion qui contrarie évidem-
ment toutes les idées recues.

Nous nous sommes beaucoup étendus sur les exemples qui
précédent, parce que les difficultés qu'ils offrent se reprodui-
sent presque a chaque pas et souvent avec des caractéres tout
opposés. Nous allons, ci-aprés, passer & d’autres considérations
en continuant de raisonner dans le méme esprit d’examen cri-
lique, sans trop oublier d’ailleurs qu'il s’agit de la théorie des
signes de position appliquée au principe de continuité.

Problemes dans lesquels les inconnues appartiennent
essentiellement & des droites mobiles.

76. Jusqu'ici nous avons, i proprement parler, envisagé les
questions géométriques sous le point de vue particulier of
les données d’un probléme, aux constantes prés, élant fixes,
les inconnues elles-mémes se mesurent sur des droites don-
nées. Nous allons maintenant nous occuper des questions dans
lesquelles les données élant toujours fixes, les distances in-
connues se mesurent sur des droites elles-mémes indétermi-
nées de situation.

Dans ce cas plus général, le; probléme est doublement in-
déterminé, et chaque solution ou racine obtenue pour une
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position arbitraive donnée du 5_\;su‘:|1)(: mobile, [.u.aul s res
produire sur une infinité d'autres d’apres les conditions parti-
culieres de I'énoncé. Or, pour cette situation déterminée du
systéme mobile, tout ce qui a é1é dit précédemment, entra
autres dans le cas particulier des droites ou axes fixes, quant
au nombre des racines ou solutions et aux signes algébriques
que ces racines comportent eu égard a la position des points
ot des distances relatives réelles, imaginaires, ete., toul cela
doit s'appliquer nécessairement au cas plus général qui nous
occupe. Mais chacune des inconnues répondant a un point
du systeme mobile qui remplit les conditions du probléme,
quand on fera varier la position de ¢e systeme ou de la ligne
droite qui renferme les points inconnus, ces points eux-
mémes changeront de place et décriront, chacun en particu-
lier, une certaine ligne nommée le liew de ce point; Fen-
semhle de ces lignes représentera évidemment tous les points
possibles qui satisfont aux conditions du probléme dans son
état d'indétermination générale.

Offrons quelques exemples.

11, « Sur une droite SD ( fig. 132), assujettic a passer par le point S de
o la droite fixe AB, trouver up point &, tel quien le joignant a deux points

Fig 132,

» donnés A, B de AB, les triangles SAz, SBx qui en résultent soient
» semblables entre eux

Quelle que soit la situation du point . sur la droite SD, il est visible
(Jue ees triangles ne sauraient étre semblables dans les hypotheses de la
ligre, & moins que Iangle S A ne soit égal & I'angle SBa; mais alors on
aurait. en comparant les cotés homologues,

SA:8a::Sx:8B. don Sz — SA .SB,
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el par conséquent, en nommant K* Paire du rectangle SA.SB,

Sz === y/SASB= =K,

ce qui apprend : 1° que la distance du point .z au point fixe S est con-
stante, quelle que soit la direction de la droite SD, et 2* que, pour une
méme direction de 5D, il existe deux points z, situés I'un & droite, lantre
a gauche de l'origine S. En effet, les relations d’ou Ion a tiré la valeur
de S expriment des propriétés géométriques du systéme et sont par
conséquent assujetties 4 la régle des signes de position, de sorte que la
distance affectée du signe —, est réellement inverse de celle que précede

le signe -, supposé correspondre au point supérieur D de la droite mo-

bile SD.

Il résulte de 1a que tous ces points x et leurs opposés 2! sont situds
sur une circonférence de cercle unique dont S est le centre, et la con-
stante ==K, un double rayor. Réciproquement, puisque le cercle en ques-
tion représente le lieu de tous les points » et o, il donnera par sa ren-
contre avec une rayonnante quelconque D les deux points = et o', qui
appartiennent i cette droite. On pourra done regarder 'équation

Se= = {SA.SB =+ K
comme propre a représenter l'intersection d'une circonférence de cercle

dont le centre est S et le rayon K avec I'un quelconque de ses diamétres,
et il en sera de méme de toute expression de la forme

Sa=tq) == [

Si T'on avait cherché le point @ d'une maniére purement géométrique,
on elt trouvé, lout aussi bien que par la regle des signes algébriques, les
deux solutions dont le probléme est susceptible; car le point @ est évi-
demment le point de contact d'un cercle passant par A et B, avec la
droite SD donnée de direction, et I'on sait que, par deux points, on
peut en effet tracer deux cercles tangents 4 une droite donnée.

78. Supposons, pour second exemple, que la droite SD (fig. 132); au
lieu de tourner autour d'un point fixe situé sur la direction indéfinie de

la droite AB, reste (/i 133) constamment paralléle & elle-méme, et que.

l'on doive toujours avoir entre S ef les sogments SA, 8B formés sur la
direction fise de AB, par son point de renconire variable S avee appli-
quée €D, la relation purement géométrique

2

Sz =SA.8B ou Saz= /5]

Celle expression changeant avec la position de S, indique, selon ce qui
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précede, qu'il existe sur la direction de €D, deux poins tels que @ et a,,
situés & la rencontre de cette droite et du cercle dont le centre est S, et

Fig. 133,

qui a pour rayon Ia valeur absolue de /SA.SB. Faisant donc mouvoir la
droite CD parallélement & elle-méme, les points 2 et z, varieront aussi
et décriront, comme on sait, une hyperbole & deux branches, pour toutes
les positions situées en decd ou au deld de AB. ; :

Au surplus, quelle que soit la maniére dont la droite CD ou SD changp
de position dans le plan de AB, en continuant de posséder avee cette
droite Lorigine commune S, qui, dans cerlains cas, peut étre fixe, la
formule

B

SB ou Sz ==k /i

nen sera pas moins I'équation d’une certaine ligne ou d'un systéme de
lignes continues renfermant tous les points qui remplissent les conditions
du probléme dans son état d’indétermination hypothétique.

. 9. Dans ce qui précede, les relations primitives, celles d’otl 'on déduit
les valeurs de S, sont ce s exprimer des propriétés géométriques du
sysieme, assujetties & la loi des signes pour chacune des positions de la -
droite mobile CD; s'il en était autrement, il pourrait arriver que les so-
Intions et racines ainsi obtenues ne comprissent pas toutes celles du pro-
bléme envisazé dans son énoncé le plus général, parce que ces solutions
seraient séparables en plusienrs groupes ou systémes ; mais alors, comme
on l'a vu (64 et suiv.), le lieu cherché serait lui-méme susceptible d’étre
partagé en lieux distincts, dont le tracé s'obtiendrait pour chaque groupe,
ainsi quon vient, de 'expliquer, et cela bien que leur ensemble appartint &
une équation primitive unique et géométriquement assujettie 4 la loi de
continuité et des signes de position. Or, toute la difficulté, dans chaque
¢as, est de bien distinguer entre eux les différents aroupes de solutions ou
de racines, qui semblent parfois s'exclure ou se confondre mutuelle-
ment, & moins que ’énoncé verbal de la question n'en limite Jui-méme
1. 16
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T'étendue, soit explicitiment, soit par malentendu ou mangque de généralilg
et d’extension, comme les énoneés purement géoméiriques en montrent do
fréquents exemples.

Supposons notamment que Pénoncé du probléme ci-dessus (78), soit
congu en ces termes :

« Trouver ( fig. 134) la suite des points @ tels que, en®menant de cha-
» ¢un d’eux une parallele CSD & une droite fixe donnée, puis deux aulres

Fig. 134.

. m 'n*
iy /D D

» droites @A, @B & deux points fixes A et B, les triangles Sz A, SuB,

» formés par ces droites et par AB, soient semblables entre eux. »
D'aprés cet énoneé ‘et la position particuliere attribuée aux lignes de la

figure, on a (77) entre ces lignes la proportion :

2

SA: Sr:SB ou S

= SA.SB;

ce qui donne, sur chacune des paralléles indéfinies CD, deux points x et
par une construction graphique qu'il est inutile de rappeler d cause de
sa simplicité. Mais, comme cette relation exprime 4 la fois une propriété
-de situation et une propriété métrique de la figure, elle est, par Iy méme,
assujettie & la régle établie dans les n® 29 et suivants, d'aprés laquelle
les signes de position doivent se détruire réeiproquement dans les égalités
de cette espéce.

Supposons done que SD se meuve parallélement jusqua ce qulelle
vienne en §'D’ entre A el B, I'abscisse 8'A sera devenue inverse ou négative
dans I'hypothése de la figure, el la relation ci-dessus prendra la forme

—2 et e
Sz =~—8A.8B, Sx==/=5A.SB,
qui indique qu’il n'existe alors, sur la paralléle correspondante S'D’, aucun

point qui remplisse la condition exigée; el en effet, les deux cercles qui
(77), passant par A et B, seraient tangents & Pappliquée paralléle S'D,
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deviennent alors inconstructibles. Que si, au contraire, la parallele SD
ou €D se transporte en 8'D" ou C'DY, 4 droite et au dela de AB, les seg-
ments SA, 8B, changeant & la fois de sens et de signes, conduicont a des
valeurs réelles ou possibles de S, Le lieu des points « est done, dans
les hypolheses de la fzg. 133, une seule et méme hyperbole : il edt été
une ellipse (f7g. 132) déerite sur AB comme diamétre conjugué 4. la di-
rection de la droite CD, si, dans celte figure type ou primitive, on edt
supposé CD en C'D’ entre A el B; I'énoncé de la question exigeant d’ail-
leurs, chose bien naturelle, que les relations qui s'en déduisent géomé-
triquement expriment des propriétés de situation véritables de la figure
ou des points cherchés, il ne pourra plus y avoir lieu & équivoquer, el
la courbe définie par 'équation

=BA.SB
sera unique; dans le cas contraire, cette méme relation pourra appartenir
a plugieurs courbes distinctes (*). 3
80. Conséquences. — On voit, par cette discussion, que si,
en Géométrie, on prétendait ne pas avoir égard aux signes de
’ 1 1 8 8
position dans les figures corrélatives, on pourrait étre entrainé

(*) Comme me le fait remarquer avee raison M. Moutard, il existe dans ce
wqui préeéde une sorte de confusion provenant de ce que Vénonceé géométrique
du probléme se fonde sur la similitude de deux triangles qui ne penvent étre
Squiangles, & la maniére ordinaire, quand le point S ( fig. 13/) passe a linté-
rieur de Uintervalle AR, Dans cecas, en eflet, l'angle BSD cesse d’étre commun
aux deux triangles ASw, BSa, et deyient le supplément de ASD ou ASx; par
suite, I'angle AxS et le coté AS changent de signes et de sens; majs, d'aprés nos
principes (24 et suiv.), les angles intéricurs des triangles, au lieu d’étre égaux,
sont suppléments respectifs 'un de Tautre et ont méme sinus, ce qui entraine
également la proportionnalité des cotés homologues, véritable caractére de la
similitude des triangles en général, Dés lors aussi la construction des points @
et a'; pour le cas ot appliquée CSD vient en C'S'D/, dépend non plus du con-
tact de deux cercles passant par A et B tangents & cette appliquée, mais bien ‘de
la vencontre de celle-ei avec une circonférence unique déerite sur AB comme
vorde, et ayant pour centre le point commun aux perpendiculaires élevées en
son milieu et au point § de la dreite G'D’; car en tragant ce dernier cercle, on

ey
sassure qu'en effet, Véquation de condition Sz = SA.SB est satisfaite sans
contradiction dans les signes de position. Les deux systémes de construction ci-
dessus établissent d’aillenrs un caractére distinetif entre les propriétés de 1'el-
lipse et de Vhyperbole, et il est digne de remarque qu’en appliquant aux
diamétres conjugues de Uellipse et de Vhyperbole en général, le genre de consi-
dérations critiquées pour le cas particulier du cercle, dans les 198 35 ¢t 36, on

serait induit a coneluve que le coefficicnt algorithmigue V=1 nest point excln-

16.
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a de graves erréurs, puisqu'il arviverait de confondre entre
elles des courbes trés-distinctes, bien que jouissant de cer-

laines propriétés communes quand on fait abstraction de Iy
situation relative des points et des lignes.

Donnons-en un nouvel exemple :

« On demande quelle est la suite des points 2 (fig. 135 et 135) tels
» qu'en menant de chacun d’eux, comme le montrent ces figures, dﬁu‘\i
» lignes droites wA et @B & deux points fixes A el B, I somme des ansles
» e et (i formés par ces lignes avec des droites fixes AK et BK soit é~*aTeé
» un angle constant 4 donné, en sorte qu'on ait %

a+f=

1 out la_ situation de la fig. 135, le point = apparlient évidemment 4
une circonférence de cercle; car on déduit facilement de Uénoncé que

Fig. 135. Fig. 135",
At N/
\
\ .z
N /8
e
\ B
\ J
\ / \.7"
® «

I'angle en 2 du triangle AB# est lui-méme constant; mais si I'on voulait
admettre la méme relation pour touies les situations possibles des lignes
rl.o la figure, sans avoir égard aux changements qui s'opérent dans les
signes de position, le point @ pourrait cesser 'appartenir 4 celte courbe,
el cela arrive notamment dans les hypothéses de la fig. 135",

sivement le signe de la perpendicularité ; mais qu’il peut tout aussi bien repré- i

f«n‘nlcr. Tobliguité des droites dirigées sous un angle d’inclinaison quelconque-
Daprés cela, il me parait difficile de
M. Gauchy, notre céléhre ot trés-habile tr

pliquer rationnellement comment
ol e : : e uns[bmm\lemf ‘de fm-mu]cs,.d’éqi.m-

es, ait appuyé de Pautorité de sa plume élégante et facile, Iin-
terprétation exclusive du signe \/

- ! exe) — 1, en se fondant sur un genre de considé-
r.gluns geométriques pour le moins discutables an point de vue des principes
(Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 1850, t. XXII, p. 131 et 192)

. i - ok
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Fn effet, de la situation représentée pav la fig. 134 on déduit, en appe- -
Jant 31 et N les angles constants MAB, NBA,

P o
angx = 200°— 2£AB — 2BA = 200" —M—4-2—N+4§
ou
2=200°—M —N 24 = 200" —M—N+44

tandis que pour la seconde position (/. 135) du point =, on aura
AN e I
angx — 200° — 2 AB — 2BA = 200° — MAt-o—N—F

ou
2=200" —M — N2 —f=200"—M—N+#i =20,

relation différente de celle qui a d’abord ét¢ obtenue, & tel point que I'une
apprend que l'angle 2 est constant, et Pautre qu’il est variable. On peut,
en outre, s'assurer que la premitre correspond au cercle et la seconde &
Ihyperbole équilatére : la véritable solution embrasse donc I'ensemble
des deux courbes, dés que I'énoncé verbal ne spécifie pas la position a la-
quelle correspond la relation examinée =+ = &; mais, si 'on entendait
assujeltir celte méme relation & Ja loi des signes de position ou de conti-
nuité, il 0’y aurait plus quun senl lien géométrique relatif & chacune
des figures distinctes choisie en particulier (*).

Remarque. — On pourrait multiplier a Uinfini les exemples,
ce qui servirait & faire découvrir les propriéiés communes
aux courbes de diverses espéces. Dans d’autres circonstances,
il pourrait aussi arriver qu’on n’obtint qu'une portion limitée
ou une simple branche d’une courbe, comme on en a des
exemples dans Ia cissoide etla conchoide des Anciens, etc.

81. Examen de la loi des signes de position dans le sys-

téme des coordonnées de Descartes. — Les diverses relations

(*) 11 est arrivé plus d’une fois & ma connaissance, et sans doute i celle de
beaucoup d’autres, gue, dans les examens d'admission aux diverses Ecoles et
dans des compositions de concours pour des prix de mathématigues spéciales,
le méme probléme de Géométrie analytique, mis en équation par les éléves sous
des aspects ou conditious distinetes quant a la position hypothétique des lignes
inconnues de la figure, ait conduit a des solutions différentes, contradictoires
méme dans les résultats, Bien souvent auassi, il .est arrivé que, faute d’une
altention suffisante de la part de Pexaminateur on des membres du jury, on ait
adopté comme seule bonne et rigoureuse la composition qui ofirait des résul-
tats conformes & ceux que l'on connaissait déja, et qui avaient ¢té preéparés i
Vavance par des professeurs éfrangers o1 non il Concours,




246 1I* CAHIER. — SUR LA LOI DES SIGNES

métriques examinées ci-dessus sont ce que, d’aprés I'usage

général, j'ai déji appelé les équations des lignes correspon-
dantes; mais on voit combien on peut &tre induit en erreur.
sur la nature véritable de la ligne représentée; car, selon
qu'on suppose & la figure telle ou telle situation, selon qu’on
prétendra rendre I'équation applicable simultanément i toutes
ces situations sans avoir égard a la mutation des signes ou
en y ayant égard, elle pourra correspondre (Tk et suiv. ) tantot
@ une ligne ou portion de ligne courbe, tantdt & une autre-
ligne, et tantdt aussi elle peut appartenir a la fois a deux ou
plusieurs  lignes distinctes géométriquement , c’est-a-dire
quelle est apte alors & en conslruire successivement et Sépa-
rément tous fes points.

On doit voir par Ia encore, si je ne me trompe, combien est
grande Perreur de ceux qui prétendent expliquer la régle des
signes de position dans le sysiéme des coordonnées de Des-
carles, a priori et par convention, ¢’est-a-dire sans recourir
aux notions premicres de la Géoméirie. Ils sont nécessaire-
ment obligés de supposer tacitement cette régle toute démon-
irée, ou de I'admettre par analogie avec ce qui se passe dans
les courhes déja connues telles que la circonférence de cercle,
la ligne droite, ete. Aussi les démonstrations quils veulent
élablir ainsi péchent-elles toutes en ce qu’elles supposent,
d’une manicére plus ou moins déguisée, ce qu'il s’agissait pré-
cisément de prouver, & peu prés comme il arrive dans les
prétendues théories des paralléles ot Pon cherche a éviler
loute notion de continuité ou de I'infini.

82. Probléme. — Soit, par exemple,

fp=2 et ap=y)=o

une équation algébrique exprimant la relation qui lie (fig. 136) les
ordonnées @p aux abscisses correspondantes sp, d'une courbe, en pre-
nant les droites fixes Yis¥’, XsX' pour axes de coordonnées rectangu-
laires ou obliques, ayant leur intersection commune s pour origine.
Supposons encore que Uon parte de la situation actuelle des coordonnées
variables sp el pr, soumises 4 Iéquation algébrique ci-dessus. On {io-
mande quel sera le lieu des points @, el comment on pourra le construire
au moyen de cette équation. » :

Je donne & sp successivement foutes les valeurs possibles depuis zéro
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jusqu'é Uinfini. Léquation ci-dessus fournira pour sp des valeurs ou racin(?s
fo]*rvspondunl(,-5, parmi lesquelles je n’en considére qu’une segle. que je
suppose essentiellement réelle et positive, afin d'cv:l_cr de prime abord
l‘uulc difficulté relative & interprétation des signes; il est naturel et ra-

Fig. 136.
it il i
T,x / /
i / ’/
SO /5 P X
/ /

/ / /
| / /
v A0

lionnellement permis de porter ces valeurs, de p en 2, sur les pflra!]evlcs;u
l'axe sY, et cela au-dessus de l'axe sX, c'est-d-dire dans la réglo_n YsX;
aumoins cela peut-il résulter d’une convention explicitement ad{mse dans
J'énoncé de la question; car on pourrait tout aussi bien convenir de por-
ter Tes valours. posilives obtenues algébriquement pour pz, au-dessous de
l'axe X'sX. : : e

On obtiendrait donc ainsi une série de points x situés tous f]ans l'angle
XsY ef correspondants a la série de positions distinctes, Tals consé’cu-
lives, que I'on peut attribuer a p le long de laxe sX, en s'écartant d'un
mouvement continu de Lorigine fixe s. Or, il y alieu de se demander
lout d’abord : 1° si la succession des points @ fournis par une méme valeur
algébrique de 2p, conjuguée & I'abscisse sp, constitue une (f'ourbe ou bran-
che de courbe elle-méme continue ; 2° le point p ayant ainsi parcouru une
portion plus ou moins grande de l'axe XX’ vers la droite de origine s
des abscisses, & quels points & ou & quelle ligne ou hranchfe de courbe
pourraient eorvespondre les diverses positions de p situées @ gauche de
Torigine s des abs sp.

leiil y a vraiment lien d’étre fort embarrassé si l'on ne veut pas qlmg%-
lre i pr.iuri la régle des signes de position et I'hypothése de !:1_('01\1,111(1119.
Voici comment on 8’y prend d’ordinaire pour résoudre ces dlﬂlcu!le?s, non
loutefvis sans admetlre tacitement cetle hypothése de Ja continuilé. me-
que I'équation f'(sp, ap)= o exprime, pour la position actuelle desaxes sX,
sY, la relation entre les abs s el les ordonnées de la courbe, on ne
changera rien 4 la généralité ni & la nature de cette courbe, si on la.ra]')-
porte & une nouvelle origine s, et & un nouvel axe d’ordonnées II', situés
i gauche des précédents, et pour lesquels on a, relativement & chacune
des positions de ay,

Sp =8 p— 85
substituant done pour sp cette valeur dans Péquation primitive, rien ne

.
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sera changé et il viendra

¢ flsp—ss,ap)=o.

RIS R AG o v -
Ce raisonnement est jusqu'ici trées-exact, clest-i-dire fant quon suppose

aux ordonnées p la situation quelles ont actuellement d'apres Ihypo-
these, c’est-a-dire encore tant quon suppose p a droite de l’origh;e 0
mais il cesse de I'dtre dés que, au contraire, on le prend en P a gauch(;
du point s. 3

En effet, on n'aura plus alors

Sp=8p—ss, maisbien sp =ss,—sp;

de sorte que pour toutes ces positions 2, & gauche de s, on devrait avoir

flss, — SiBi P@)=0.

tres-différente de celle qui précéde.

: ‘Pour udn':eltre que !‘é(‘luul,ign S (8,0 — s, pa) = o pitsappliquer  la
fois aux points p situés & droite de l'origine comme aux points p, situés
a gauche, il faudrait supposer que, dans I'équation primitive f(sp, p)=o,
$p putrecevoir a priori un signe négatif, ce qui revient a admettre la régle
des signes de position, soit comme pure convention, soit par analogje avec
ce qui se passe dans des courbes déjd connues par leurs propriéiés géomé-
triques. En prenant done pour équalion unique du lieu des points & rap-
portés & la nouvelle origne s : .

flsp—ss, pr)=o,

on élend véritablement le sens attribug & I'équation primitive; on admet,
4 priori; quelle s'applique & toutes les positions du point p, moyennant
les changements de signes convenus; en un mot, on invoque 1é principe
de continuité et 'analogie.

Neesl-ce pas effectivement parce que, dans la relation simple

SP =8 p—s5,

on 4 déja observé le changement de signe que doit subir sy quand p passe
en p, 4 gauche de s, afin que cette relation demeure applicable géomé-
triquement 4 la nouvelle position, que I'on est induit 4 supposer qu'il doit
en étre ainsi, en général, des abscisses ot ordonnées qui entrent dans
Véquation f(sp, px)= o de la courbe a construire ou A étudier? Or, cette
manicre de raisonner n'est nullement acceptable en principe.
Admettons toutefois que Ja nouvelle équation s, p—ss,, pv)=o0ne
dise ni plus ni moins que la premitre, ot quelle sapplique indistincte-

ment aux poinls p et g3 pour avoir reculé Vorigine, on n'aura pas reculé
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la difficulté; car la nouvelle équation n’a une signification claire et pré-
cise que pour les seuls points situés A droite de Uorigine s, et non pour
ceux qui le sont & gauche ou en deci. A fortiori, en sera-t-il ainsi de
Péquation dont on est parti. A la vérité, on peut reculer origine s, a
une distance arbitraire de s, mais, quelle que soit cette distance, on pourra
toujours concevoir des points et des ordonnées de courbe au dela, vers la
zauche, et pour lesguels, par conséquent, la difficulté restera la méme;
car rien n'empéche que la courbe & construire ne s’étende indéfiniment
dece coté de Porigine s, auquel cas, pour admettre les conséquences ci-
dessus sans restriction aucune, il faudrait imaginer origine s, et l'axe I1"
transportés & une distance infinie de Vorigine primitive, ce qui détruit

“toutes les notions géomélriques claires et précises qu’on s'est formées

anlérieurement.

83. Conséquences du précédent examen. — Concluons de
ces raisonnements :

19-Que la régle des signes de position n’est, én toute rigueur,
ni démontrable ni démontrée pour les équations algébriques
entre les abscisses et ordonnées ordinaires des lignes courbes,
c’est-a-dire pour les relations purement algébriques non dé-
duites de considérations géoméiriques établies sur les données
mémes d'une figure;

2° Que, en admettant pour ces équations la loi des varia-
tions-de signes qui s’observe dans les relations métriques élé-
mentaires de la Géoméirie, on agit par pure analogie sans y
étre suffisamment autorisé par les régles d’une saine et rigou-
reuse logique; :

3° Qu'enfin, et 4 la vérité, on peut bien adopter & priori,
pour les équations algébriques, la regle ci-dessus des signes -
comme une convention particuliere dont il résulte, par le fait,
des lignes continues ou non dans toutes leurs parties; mais
quialors aussi il faut bien se garder de les confondre, sans
discussion ni vérification préalables, avee les lignes courbes
de méme équation, déduites de considérations purement géo-
métriques, a moins de prouver ue celles-ci sont toutes assu-
jetties aux régles conventionnellement adoptées.

Admettre, 4 priori, I'identité parfaite des deux genres de
courbes, c'est, je le répete, supposer sans discussion et sans
preuve que les relations métriques des figures, en géné-
ral, sont assujetties 4 la loi de continuité ct des signes de po-
Sition ; ¢’est admettre, notamment, que les portions distinctes
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d’une courbe ou d’une surface représentée par une équation
entre les coordonnées @, ¥, z; limitées aux axes ou plans res-
pectifs de ces coordonnées, se raccordent parfaitement les
unes avec les autres, sans coudes ni jarrets; qu'elles y ong
les mémes coellicients différentiels de tous les ordres, elc.;
ce qui certainement n’est pas un axiome évident en soi, comme
on a da s'en apercevoir d'aprés tout ce qui précéde.

Ainsi dong, il y a une distinction trés-grande 2 faire entre
les équations purement algébriques ouqu’on se donne i priori
comme représentant des lignes ou des surfaces dans le systéme
de Descartes, et celles qui se déduisent, & posteriori, de con-
sidérations purement géométriques: pour que les premires
signifient une chose unique ct distincte, il faut les assujettiv
a des conventions tirées de I'analogie et vérifiables seulement
par les applieations ultérieures; tandis que les autres sont as-
sujetties a des régles invariables et sires déduites de faits
conformes a I'essence méme des &tres géométriques. De I
d'ailleurs naissent toutes les difficultés qui résultent de la
comparaison et du rapprochement entre ces maniéres de rai-
sonner de deux sciences en apparence si distinetes.

8. A I'égard de la démonstration a priori ci-dessus-de la
regle des signes de position dans la théorie des coordonnées
de Descartes, clle est conforme notamment & celle qui a été
exposée par M. Biot (Essal de Géométrie analytique, o= di-
lion, 1805, p. 16 & 20), d'apres les doctrines de M. Carnot,
sans discussion ni vérification préalable, si ce n’est pour le
cas de la ligne droite et du cercle. Quant A la convention toute
gratuite, relative aux signes de position généralement admise
et que ce dernier suvant combat lui-méme, mais 2 un autre
point de vue, dans sa Géoméirie de position (p. xx1, 25,
72, ele.), cetle convention et sa prétendue démonstration
impliquent, je le répéte, la notion métaphysique de la con-
tinuité et de Vinfini, repoussée des Anciens et non jusqu’ici
adoptée avee une enlicre franchise par les modernes. Je défie
nolamment qu'on démontre, sans inyoquer celle notion,
Pexact raccordement de dLLl\ arcs de ligne courbe apparte-
nant a des angles différents des axes coordonnés et 4 des signes
différents des abscisses ou des ordonnées sous les conditions

.
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ciedessus indiquées. Cela suffit pour expliquer la répugnance
que de séveres et prulunds géomelres tels que Huygens,
Newton, etc., cprou\awm 4 se servir de I'Analyse des coor-

‘dounces, qui venait & peine d’élre découverte par Descartes,

et dont I’ usage fut si longtemps & se généraliser, & se répandre
en Burope.

83. Parullele entre la géométrie des Anciens et celle de Des-
cartes. — Les conventions relatives aux signes de position
dans le systéme de coordonnées ordinaires, dont il vient d'éire
parlé, ne peuvent done étre admises que comme les con-
séquences et les résultats & posteriori de nombreuses véri-
fications et d’une expérience antéricurement acquise,- si
I'on ne veut pas suivre la marche ascendante el progressive
des Anciens, la seule véritablement rationnelle, dont je me
suis constamment efforcé de me rapprocher dans ce qui pré-
céde, et en Pabsence de laquelle les ingénieux tableaux de
corrélation imaginés et partiellement réalisés par M. Carnot,
aussi Pien que la théorie des quantités directes et inverses,
sont sans fondement véritablement logique.

A coup sr, la régle des signes de position, admise conyen-
tionnellement dans I’Analyse des coordonnées, suffit pour dé-
terminer la position d’un point sans ambiguité ni'incertitude,
mais elle ne suffit pas pour prouver que ce point '\ppartwm a
la ligne ou & la surface qu'une équation donnée doit repré-
senter;(* ).

Dans Pimmortelle Géométrie de Descartes, ou se trouvenl
pour la premiére fois, tentées la description et la classification
des courbes aujourd’hui improprement nommeées algébriques,

(*) Les conventions et nolations algébriques abréyiatives qui servent &
soulager la mémoire sans fortifier le jugement ou entendement, n'ont de
valeur effective qu'autant qu'elles dérivent de la nature intime des choses
el s'y accommodent exactement, comme c¢'ést le cds présent; mais elles
peuvent devenir un abus regrettable et une source d’obscurité, d’erreur
méme et de confusion inextricable dans toute autre circonstance, comme

(uelques éerits de notre époque en montrent de ficheux exemples; obs= =

curité, confusion dont le systéme des coordonnées de Descartes eb celui
des coordonndes polaires ne sont nullement v\cmpL~ malgré leuxs ingé-
nieuses nolations algorithmiques.
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apeine entrevue par les Anciens dans le célébre probléme de
Pappus : Ad quatuor lineas ; dans cetle Géoméirie, Descartes

indique trés-bien la correspondance qui existe entre la posi-,

tion des indéterminées x et y et les signes positifs ou négatifs
qu’elles portent dans les équations des courbes; signes dont le
dernier appartient aux ordonnées et abscisses au-dessous de
zéro ou de rien, comme le dit 'auteur d'apres Pusage d’alors,
ce qui signifie simplement au-dessous des axes a partir des-
quels elles se mesurent. Mais, cela ne empéche nullement,
dans sa théorie subséquente des équations numériques, dap-
peler fausses les racines négatives de ces équations dont pour-
tant il avait en main Pinterprétation géométrique (*).

86. Descartes n’avait certainement pas entrevu la fécondité
etla portée de sa méthode, qui, dans les derniers Lemps, entre
les mains d’'Euler, de Clairaut, mais surtout de Lagrange et de
Monge, est devenue un instrument général de démonstration
et de- découvertes, une langue géométrique pour ainsi dire
universelle; avantage qu'elle doit non-seulement & la simpli-
cité de son algorithme et de ses notations, mais surtout 4 son
systéme métrique de représentation des éléments droits ou
courbes des figures, par la projection, véritable transforma-
tion linéaire ou rectiligne de ces derniers éléments, qui nal-
terg pas le degré, les alfections et les propriéiés essentielles
des lignes, et ne sort point, en apparence, des voies .de PAl-
gebre pure, justement ici nommée Analyse indéterminée.

De la, d’ailleurs, il résulte, chose vraiment digne d’atiention,
que I'on se surprend, apres un certain temps d’exercice, hlcon-
fondre les étres géométriques véritables avec leur représen-
tation ou traduction algorithmique par des équations entre
les ordonnées et les abscisses, qui ne sont pourlant que 'de
purs auxiliaires du raisonnement logique. De Ia aussi, se croit-

(*) Ces remarques et celles qui suivent sont un rapprocl}ement na-
turel, un résumé de divers passages, de Notes toutes fort anciennes, qué
Jai du supprimer 4 cause de leur étendue ou des répétitions, dt‘s‘dlﬁpﬂ‘
rates quelles offraient dans Tordre et la filiation des idées, mais dont
Pentiére suppression et entrainé de véritables lacunes dans I'exposition
de cetle partie ¢pineuse de mes recherches.
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on fort souvent en droit, dans la solution des problémes
de Géométrie analytique, de faire abstraction de la figure & la=
quelle eette représentation fictive s'applique, et de Pinfluence
que peut avoir sur les résultats, la position attribuée primiti-
vement, lors de la mise en équation, aux parties dont celte
figure se compose. Or, ne 'oublions pas, ce n’est point I une
conséquence rigoureuse. de vérités géométriques antérieu-
rement établies, mais bien un simple rapprochement, une
vérification & posteriori, de laquelle on ne pourrait déduire
aucune conséquence nouvelle, indiscutable et applicable a
tous les cas possibles; & moins d'admetire qu’il soit permis
de conclure du particulier au général par voie d’analogie, ou
dadopter ouvertement le principe de continuité, qui suppose
lexistence de la loi des signes de position dans les équations
ou relations métriques des figures.

81, Considérations générales,— En rapprochant ce que nous
venons de dire’ des problémes indélerminés, de ce qui a été
précédemment établi sur les problémes déterminés relatifs au
cas olt les données el les inconnues apparticnnent i une droite
fixe, il est aisé de reconnaitre que les mémes réflexions,
les mémes difficultés concernant les équations de condition
érangéres ou indépendantes de la loi des signes de position,
les constantes fixes ou mobiles, la séparation de divers sys-
temes distinets de solution, se reproduisent dans tous les cas
possibles, méme dans celui oti I'on se sert du systéme des coor-
données linéaires de Descartes, le plus remarquable de tous
par son universalité.

Ainsi les considérations relatives i la mise en équation des
problémes déterminés qui nous ont occupés dans les nes 34
elsuivants, subsistent dans lapplication de ce dernier systeme,
etiln'y a d’exceplions que pour les seuls cas oit les relations
métriques et descriptives qui se rapportent aux hypothéses
hites sur la figure type ou primitive, satisferaient naturellement
W principe de continuité et & la loi des signes de position; ce
qui arriverait notamment s'il s’agissait de figures, de relations
méiques et de propriétés aples a4 construire géométrique-
mnent ou organiquement d’une manicre continue, des lignes,

des surfaces tout entiéres el partant soumises elles-mémes a la
: I
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loi des signes de position dans leurs proprictés diverses. ||
est évident en effet, d’aprés nos pnn(np(':, que les résultals
déduits algébriquement de ces premieres relations, par I'Ang-
lyse des coordonnées de Descartes, jouiront du méme ga-
ractére de généralité et de continuité. Or il est a remarguer
que cela arriverait encore pour chaque sysiéme de solution
distinct, dans Phypothése de la séparabilité des résultats due
A des conditions de grandeurs constantes et indépendantes de
Ia situationy ce dont le probléme des n°* 63 et suivants offre
_un exemple remarquable, en ce que l'aire du triangle AS(
( fig. 126), bien que donnée a priori, étant inconnue de po-
sition, améne avec elle une ambiguité de signe d’olt résultent
une indétermination correspondante et des différences carac-
téristiques dans les divers modes de solutions.

88. Sysieme d'appliquées polaires ow rayonnantes. — Au
surplus, e systéme ancien des ordonnées paralléles, appliquées
A un axe fixe des abscisses et concourant en un point situé a
infini, n’est qu’un cas particulier de celui des lignes conyer-
gentes ou polaires ( fig. 101, n° 2), dont la considération aseryi
de point de départ aux études de ce I1I® Gahier; car les droites
AB ou aB, et Sa perpendiculaire ou oblique a AB, y repré-
sentent des axes fixes; ab, ac, ax,.. ., des abscisses; Sb, Se,
Sz des lignes rayonnant autour du pole 5, et qui portent les
rayons vecteurs égau;x ou circulanis Sb', S¢', Sz,..., et les
distances variables appliquées a I'axe AB des abscisses.

Cet ensemble, ou les abscisses sont des (onctions purement
linéaires des tangentes trigonomélriques des angles polaires
ou des arcs circulaires correspondants, peut étre considéré
comme la projection centrale du systeme de coordonnées or-
“dinaires, et il offre Pavantage de permettre Uintroduction im-
médiate des segments ou distances rayonnantes infinies, dis-
parues de ce dernier systéme, ete. (*).

89. Pour le but particulier et élémentaire que nous cher-

(*) La note ci-aprés justifiera V'addition au texte, de ces rapproche-
ments si naturels fondés sur d’anciens souvenirs; pour étre complete ils
devraient s'élendre au systéeme polaire des appliquées paralleles rela
a Vaxe des ordonnées dans le systome ordinaire, impliquant un second

€5
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chons ici a atteindre, il suffit de remarquer que, (lLs qu'il

est convenu gu'une relation métrique telle que azx _r’z~
ar =1k ou ses analogues tirées d’équations algébriques re-
latives & un axe fixe AB (fig. 101, p. 169), impliquent Iexis—
tence de longueurs partant d'un méme point, mais.opposées
de sens et de génération continue, il est hien entendu que la
méme convention peut étre admise, en général, pour un axe
mobile suivant une loi quelconque (1%), et, en particulier,
pour une droite 82 pivotant autour d’un point fixe S, et qui
emporierait, dans sa rotation continue et uniforme, l'axe AB
des abscisses, passant alors par ce pole S, distinct ou non de
lorigine @ des abscisses. :

Or, le pivotement du rayon vecteur Sz’ pouvant lui-méme
sopérer dans un sens rétrograde, il en résulte une double
indétermination de signe, qu'on ne peut éviter qu’en fixant,
une fois pour toutes, le sens positif de la rotation de Sz’; de -
sorte que lorigine a, si on la supposait relativement fixe a
I'égard du pole 8, parcourrait une circonférence de cercle, tan-
dis que I'extrémité z de Pabscisse variable az, décrirait elle-
méme une ligne continue distincte de cette circonférence, et
qui, dans Uhypothése particuliere de la relation ci-dessus
ax = I, soil @ ===, ou plus généralement dans le cas ot
le point @, situé lui-méme a une distance variable du pole,
serait assujetlti & demeurer sur une courbe ou surface direc-
trice donnée, parcourrait une autre ligne ou surface jouissant
de propriéiés étroitement lides a celles de la directrice, et
dont les plus simples avaient déja occupé les Anciens (*).

pole et la droite qui, I'unissant au premier, représento tous les points &
linfini de ce dernier systéme. Pour le cas de trois coordonnées, on au-
rait trois poles el un plan polaire a considérer, ete.

(*) Cette classe fort étendue comprend non-seulement la corclwide
de Nicomede, la eissoide de Diocles, la spirale de Conon et d’Archimede,
mais un grand nombre d'sutres lignes & circonvolutions simples ou mul-
tiples, dont je me suis occupé avec une sorte de persévérance exclusive,
pendant mon séjour en 1808 et 180g @ I'eole Polylechnique, & propos
des recherches sur la projection des courbes de séparation d’ombre et de
lumiére de la vis, mentionnées aux pages 447 a 460 .du tome I¥ de ces
Applications ; conrbes dans Jesquelles le pole fixe des rayons vecteurs et
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Mais laissant la ces généralités, revenons 4 Pobjet de nos
précédentes études relatives 4 la détermination, & priori, des
points appartenant a une droite mobile autour d'un pole fixe.

90. Les discussions et les exemples qui se rapportent i
cette détermination, nous ont naturellement amenés i exami-
ner les problemes indéierminés de la Géomeétrie sous le point
de vue le plus général possible. Cependant nous étions partis
de I'hypothése, toute particuliére, ot les objets donnés de la

des appliquées pivotantes est, selon les circonstances, un point singulier
multiple, de rebroussement, isolé ou conjugué, ete., dans lequel diverses
branches bouclées et leurs appliquées pivotantes, réelles ou imaginaires,
se trouvent confondues avec le pole. Ces faits, que I'Analyse algébrique
des coordonnées laisse difficilement et confusément apercevoir, la Géomé-
trie de I'espace, ou, plus spécialement, la projection des courbes & double
courbure et des intersections de surfaces, dont on s'occupait beaucoup
dans I'ficole de Monge, en donnait une intuition trés-claire, qui ne pou-
vait d'ailleurs comprendre les points d'inflexion & changement de sens ou
de signe de la courbure des lignes, lequel constitue une sorte de rebrous-
sement dans la direction angulaire et inclinaison variable des tangentes
aux lignes continues. o

La discussion des courbes planes a point polaire multiple, par 'examen
attentif du mouvement graduel d'un point générateur mobile sur une
droite tournant elle-méme contintiment soit dans un sens, soit dans le
sens contraire non moins utile a considérer dans la génération de certaines
courbes transcendantes, celte discussion, dis-je, m’avait beaucoup préoc-
cupé dés I'époque de 1808, et sans aucun doute, je dois & ce genre épi-
neux d’exercices les premiéres notions un peu nettes, que j'aie acquises
sur la loi et le principe de continuité dont je me suis depuis occupé d'une
maniére toute spéciale dans le Cahijer ci-apres.

Quant a une longue note que j'avais anciennement écrite sur les coor-
données polaires en usage, je me borne a faire remarquer qu'elle avait
principalement pour but de montrer quen réduisant, comme I’a fait au-
trefois M. Cauchy et, avant lui, M. Biot (Géométrie analytique),la disous-
sion des ¢quations polaires de ellipse et de Phyperbole, & Pexamen des
angles de rayons vecteurs compris entre o et 200 tegrés, on rompait
toute continuité dans la description de ces courbes par le pomnt généra-
teur; ce qui arriverait & fortiori pour les lignes & évolutions mulliples
dont j'ai précédemment parlé, et a I'égard desquelles on doit non-seulement
considérer une rotation de joo degrés du rayon vecteur, mais encore une
infinité de rotations pareilles dans le sens positif et négalif.
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figure seraient constants de grandeur et de position; mais il
est évident, quand bien méme les constantes en question se-
raien} supposées mobiles, que rien ne serait changé dans les
conscquences relatives aux signes de position. En effet, pour
un méme systéme, les quantités constantes, quelles que soient
les positions qu’elles prennent, ne pouvant devenir ni nulles
ni infinies, conservent nécessairement le méme signe impli-
cite, ou ne sauraient devenir inverses par elles-mémes, de
sorte que rien n'est changé dans les conséquences dont il
s'agit, les variables auxiliaires qui déterminent chacune des
positions du systéme et les variables réellement inconnues
qui s’en déduisent pouvant seules devenir inverses et changer
de sighe et de sens avec le changement de position. Cependant
il peut se faire encore que certaines constantes soient incon-
nues de situation; dans ce cas on pourrait éprouver des diffi-
cultés dans I'interprétation des signes des résultats algébriques;
c'est ce qui arriverait en particulier si 'une des constantes était
la distance comprise entre deux points inconnus et mobiles.
Eclaircissons ceci par un dernier exemple.

9:1. Proprizue, — On demande ( fg. 137) « le lieu des points z el y
» situés deux & deux sur des droites sD, passant par un pdle ou point

Tig: 137,

» fixe s de la droite immobile et indéfinie AB, ce couple de points x et
» remplissant d’ailleurs les conditions snivantes

xy=sy—sx =K, sz.sy=sA.5B.»
De ces équations on tire séparément,
e T B R 1 R
sz = —;Kia‘/l( 45858, o =K~ K+ {5408,

11, 17
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s ignes radi se correspondent respec-
formules dans lesquelles les signes des radicaux se ¢ i P
tivement. : JE e
Comme sz comporte deux valeurs, I'une positive, l’al;tre ucgamei)ll
. i i ayon sD
existe nécessairement deux points @ ré}?ondant aé u?’ n:;.;ni ];ll])li):]lm o
A dvol i on lavait supposé, l'au gaue
I'un & droite du point s comme et ¢
méme point en w,; les deux distances sz, sz,, étant inégales, cha%unli(.ies
‘me | )
oints correspondants décrira une circonférence de .cercle particu w;;e
g tour du pole ou centre s. Les mémes choses ont hex} .p0u,r le couple
du oints y et y,; mais ce quiil y a de remarquable ici, c'est que les
es S ) Jir ] \ a4 u : =
re;clpes qui leur éorrespundent se confondent xea;)ectlxgmenF avec ceLb
dlf's ;oian 2 et @, en sorle que la série de tous les points inconnus ¢
) : s : 2 foun ] .
mobilles se frouve (llistribuée sur deux circonférences de cercle uniques

e -8 Ppri enver-
92, Remarques et discussions. — On sera peqt dlre sm'prt{s d\; Lr i
sement qui se produit dans la position respective des pdom :,nu: ! {éjgard
: 5 Qe 2 \
i i 2 croive que les deux autres x, et y, dussent, &
il serait naturel de croire que E Ao
de I’ocrifrinc s, se trouver dans la méme condition que les premiers, qui
: X Reis i ‘ol a 6l s6e.
r(‘pond;nt directement 4 la question telle qu el}le ‘1:[0 p(;);[% i
all it mis le probléme en équation dans S
En effet, si U'on avait mis ( : e
i s deux ¢ v, on aurait évidem
b se trouv tous les deux & gauche de s,
ol 2 et ) se trouveraient ! 107
ment ol)z::nu les mémes racines que ci-dessus. Mais il ‘fauL obse.rvez (Illue
le probléme mis en équation dans la nouvelle hypotheése, aurait rée e-t
ment différé de celui qui a été résolu tout dabord;.lfi raison en ](j]s
qualors on supposait la constante K essentiellement positive et 1r}vaf|a e
de sens ou de signe; or il est aisé d’apercevoir que cette nouvelle hypo
2 ; 2 &
these exige, au contraire,.que K ou &y en change. 40 i
5, @ mier lieu, que = prenne la position &, ( fig. 1
Supposons, en premie i

Fig. 138.

passant par s, sz deviendra seule inverse dans la relation primitive
sy —se =K, de sorte quion aura

sy—+ sz, =K.

Supposons, en second lieu, que » passe par Lorigine s, s’y dcvxen:rgé
son tour inverse, mais x,) restera directe, tant que y n'aura pa
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passé 2, position correspondante A celle qu'a donnée ci-dessus le caleul
algébrique. Si, enfin, le point J passe au dela du point &, en y,, non-
seulement sy sera devenu inverse, mais encore 2,y lui-méme, de sorte
-qu’on aura

T YiTsE = —my ==K

La seconde hypothése revient encore, en effet, & changer le signe de
la constante K ou & supposer 2y inverse. C'est donc réellement changer
la nature du probléme d'abord mis en dquation, puisque nous sommes
partis de la supposition que les constantes élaient invariables de signe.
Mais, & proprement parler, on voit ici que la relation

sy—sr=K,

par la raison que K v est considéré comme constant, est véritablement une
équation étrangére & la position, dans le genre de celle que nous avons
plusieurs fois déja eu & examiner.,

Pour qu'elle devint une relation & la fois de grandeur et de position, il
faudrait admettre que K put, tout & la fols aussi, y changer de signe et

" conserver un signe propre; or clest ce qui est vraiment impossible 4

priori, puisque, par hypothése, la position de la distance correspon-
dante et encore inconnue. Pour savoir 4 quoi répond Ihypothése de K
invariable de grandeur et de signe, on peut imaginer que la longueur
constante 2y =K glisse vers Lorigine sans changer de grandeur et de
scns, sans devenir inverse, mais aussi sa situation n’aura pas changé a
Fégard du repere extérieur D, car Pordre primitif était Dy, et le nou-
veau Dy, c'est-d-dire le méme. Supposer donc 4 priori K invariable,
¢'est admettre qu'il glisse sans renversement.

93. Conséquences.—L’Analysc algébrique, en apprenant
que Pordre des points Z, y est renversé, ne donne rien qui
ne soit parfaitement exact et conforme aux hypothéses élablies
sur les équations primitives; elle fournit les solutions qui
correspondent véritablement 4 ces équations et par consé-
quent au probléme tel quil a été posé. La difficulté que ce
probleme présente vient absolument de ce qu'en combinant
les données du calcul avee les notiofts de la Géométrie, on
veut regarder comme appartenant & une seule et méme ques-
tion, des solutions ou des points qui appartiennent a plusieurs
systémes distincts e séparables par des conditions en elles—
mémes différentes. :

D’un autre cOté, en s'en tenant aux apercus purement
géométriques, il arrive aussi que U'on restreint le nombre des

7.
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solutions possibles du probleme, tandis_que l‘z.\nalyse al??-
brique apprend qu’il en existe davantage. I’l est mr‘,m‘lvtesm) e
d’ailleurs que les solutions _fourni’es par lz}lgeb_re résolvent
toujours le probléme tel qu’il a é1é mis en equation.

4. Solutions multiples du méme probléme. — Plour Iigux. fﬂl‘l‘et voir
encore, sur I'exemple qui précede, comment un meme engncz [)buu ere::.
fermer plusieurs questions distinctes, nous sup‘poscrcfn.S ( gb. 1 ,?‘)t q\ 70ul:‘
lieu de prendre les points @ et y tous deux a la droite du point s pi

Fig. 139.
/D

mettre le pl‘ob]émé en équation, on les ait choisis arbitriummem;] 1 l{nﬁ
& i int; ali ition devien-
gauche et I'autre & droite de ce point; les équations de condition dey

nent alors : )
; se+syr=K, sz.sy=sA.sB,
et donnent séparément

VK*—4sA.sB.

.s‘.r:-I—Kil‘/l(“—~4sA.sB, sy
2 2

Dans ces expressions, le signe supérieur et le signe inférieur se corres-

dent respectivement. : T
pOgnmme 05 le voit, elles diffrent tolalement de celles qui ont été oble-
nues dans la premiére hypdthese, en sorte que les points ' et e x"e_t ilt
qu'elles fournissent ont des positions Lrés—distmct'cs de (:el]e.s clu‘!ls a;alc
alors, les circonférences qui leur correspondent ctupt aussi différen e?."e

Du reste, les remarques déja faites ci-dessus, s’apphquf-rgta cette nouv{em]
hypothése. Le probleme, dans son énoncé général, uverllablemu_nt quasm
systémes distinets de solutions, soit au .pon'lt (.Ie yue géométrlql}e{émes
au point de vue algébrique. On pourrait réduire ces quatrrO sys! o
4 deux seulement, si I'on tegardait le signe de la constante K comme
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déterminé; or rien n’est plus naturel, puisque, en effet, la position ou
direction correspondante de l'axe mobile xy est elle-méme inconnue.
Ainsi les deux premiers systémes de solution seraient représentés par

a'.t;t%KtiVK’#—- 45A.5B, sy== Kii\/l\"—l—/;sl.af,

1
2
el les deux derniers par

sw= -_Fi K2 yR— {5858, g= :l:%K:pé\/K’—MA.sB;

les signes supérieurs se correspondant respectivement dans chaque groupe
de formules : la méme remarque est applicable 4 tous les cas possibles ou
les constantes seraient censées mobiles et entiérement indéterminées de
situation, ce qui, pour embrasser algébriquement tous les systémes de
solutions en un seul, exigerait qu'on appliquat le double signe == a ces
constantes, soit ici & K et au rectangle également donné SA.SB.

Problemes déterminés ot les points inconnus dépendent
de la rencontre de licuz géométriques.

93. Regles a suivre en général dans la solution des pro-
blemes. — Pour terminer ce que nous avions i dire de parti-
culier sur les difficultés inhérentes & I'interprétation, i I'ap-
plication de la régle des signes aux solutions algébriques des
diverses questions de la Géométrie, il ne nous reste plus qu’a
nous occuper de celles de ces questions ol les distances
cherchées sont tout a la fois inconnues de grandeur et de
direction. Aprés tout ce que nous venons de dire des pro-
blémes indéterminés, nous n’éprouverons aucune peine a ré-
soudre les difficultés qui pourraient se présenter.

En effet, le but qu’il s'agit d’atteindre dans toute question
géométrique est en définitive, la détermination d’un certain
point de Ia figure dont la posifion est actuellement inconnue,
mais dont la dépendance avec les autres objets de cette figure
est définie par des relations métriques ou descriptives expli-
citement énoncées. Or, cette détermination exige que le point
cherché se trouve, soit & I'intersection de deux lignes connues
Ou pouvant étre considérées comme telles, quand tous .les
objets de la figure sont situés dans un méme plan; soit a
Vintersection de trois surfaces données ou i la rencontre
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d’une ligne et d’une surface données quand les objets de la
figure sont situés d’une maniere quelconque dans I'espace.
C’est done a la recherche de ces systemes de lignes ou de
surfaces que se réduit finalement toute espéce de problemes
déterminés. Fort souvent, 'une de ces lignes ou surfates est
donnée par les conditions mémes du probléme, comme il ar=
rive, par exemple, quand on demande sur une circonférence
de cercle un point qui remplisse une certaine condition ; alors,
en effet, on n’a plus qu'a s’occuper de la recherche d’une autre
ligne qui contienne simultanément ce point. Or cette ligne
doit étre telle, que chacun de ses points jouisse, en particu-
lier, de la propriét¢ méme qui appartient a celui-ci, d’aprés
I'énoncé du probléme.

96. Si la proprié¢ié dont il s’agit est purement métrique ou
“algébrique, il pourra se présenter les mémes difficultés que
celles déjareconnues et étudiées dans ce qui précéde, relative-
mentaunombre des sysiémes de lignes ou de surfaces qui rem-
plissent réellement les conditions énoncées. Dans ces circon-
stances, on résoudra toujours les difficultés en ayant soin de
distinguer les divers systémes de solutions et de ne choisir
que celui ou ceux qui remplissent strictement les conditions
de I'énoncé.

Si, au lieu de connaitre & priori I'une des lignes ou des sur-
faces qui renferment le point cherché, on connaissait simple-
ment la relation ou la propriété qui appartient individuelle-
ment a chacun de ses points générateurs, il faudrait prendre
les mémes précautions que dans les exemples trés-simples qui
précedent. Quand deux lignes sont ainsi définies par les pro-
priétés métriques qui les caractérisent, leurs intersections
communes sont nécessairement déterminées aussi de situa-
tion; mais,pour I'étre implicitement, elles ne le sont pas tou-
jours d’une maniére explicite et propre, par exemple, a faire
trouver au besoin Lout ce qui leur appartient

Les procédés au moyen desquels on peutainsi faire ressortir
de deux ou plusieurs relations métriques données tout ce qui
doit appartenir a leur systéme, constituent un art trés-dilficile
et qui demande une sagacité toute particuliére de la part des
géometres. Les transformations algébriques y sont d’une né=
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cessité souvent presque indispensable, mais on ne doit pas s’y
abandonner sans réserve, et croire qu’elles puissent toujours
se suffire a elles-mémes; il convient de ne s’en servir que
comme d’utiles auxiliaires, non pour diriger, mais pour abréger
le raisonnement.

97. Ausurplus, dés U'instant olt les équations algébriques que
on a posces définissent véritablement le systéme examing,
les résultats qui s’en déduisent par des transformations licites
conviennent parfaitement aussi & ce systéme, elles ne disent ni
plus ni moins que les équations primitives, et si ces derniéres
sont circonscrites dans les seules conditions de I’énoncé ver-
bal du probléme, les transformées et les résultats le sont
aussi et ne donnent rien qui lui soit étranger. Les difficultés
qu'on éprouve souvent & reporter ces résultats sur la figure
proposée et i les interpréter géométriquement ne proviennent
nullement du fait méme de P'Analyse algébrique, mais hien
de la maniére restreinte dont on peut envisager la question
au point de vue géométrique, et souvent aussi de la facilité

~avec laquelle il arrive de confondre le systéme réellement

supposé dans la mise en équation, avec les systémes plus ou
moins analogues, quoique non dérivés d’'un méme mode de
génération continue, ce qui fait qu’on applique a I'un d’eux ce
qui n'appartient qu’a l'autre, et inversement. ;

Cette confusion n’a plus lieu quand on a attention de circon-
serire la mise en équation dans les véritables limites de 'é-
noncé, et réciproquement quand il s’agira d'interpréter, de
découyrir la signification du résuliat final, on devra remonter
aux équations primitives dont il émane algébriquement, pour
reconnattre 4 posteriori la figure a laquelle il correspond effec-
livement, et la distinguer de toutes ses analogues, qui en sont
séparables et distinctes au point de vue du principe de conti-
nuité et de la loi des signes de position.

98. Sur la mise en équation.— Ce qu’il y a de plus diffi-
cile dans Ja solution analytique d’un probléme, c’est done la
mise en équation; si cetle mise en équation a 616 bien faite,

si le sysitme d’équations obtenu appartient réellement a
Pénoncé verhal, et ne dit ni plus ni moins que cet énoncé,
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les résultals seront immédiatement applicables, sans restric«
tion, a la question proposée.

1l faut avoir bien soin, dans tous les cas, de ne pas com-
biner arbitrairement et inutilement les données ordinaires de
la Géométrie avec celles de I’Analyse algébrique, afin de pou-
voir prononcer sur I’état véritable de la figure d’apres la con-
naissance des racines ohtenues; surtout il faut étre str que le
systéme de ces racines est complet a 'égard des parties con-
stitutives de cette figure. En effct, s’il reste encore quelque

chose d’indéterminé dans le systéme des constructions, il n’est

plus permis de se prononcer sur I'état véritable de ce systéme,
soit géométriquement, soit algébriquement, sans risquer de
tomber dans des conséquences en contradiction plus ou moins
manifeste avee les idées admises et ce qui se passe effective-
ment dans la figure dont on s’occupe.

Offrons-en divers exemples trés-simples de Géométrie.

99, I Exemple. — « abe (fig. 140) est un triangle dont les trois

Fig: 14o.

» cotés sont donnés: on demande quel est le pied « de la perpendicu-
» laire ez, abaissée de son sommet ¢ sur la base ab. »

Un théoréme bien connu de la Géoméirie élémentaire donne, entre
autres,

— =—d —3
ac —ab —be
bz = —— : :

2ab

cette expression élant toujours réelle, on pourrait en conclure, au pre-
‘mier aspect, que 'état de la figure est aussi toujours réel; notion con-
trairo aux faits connus de cette Géométrie, qui nous apprennent que, si
ab>>ac—+-cb, le triangle ‘est inconstructible. Par contre, s7il s'agissait
de prononcer sur l'existence géométrique du point «, on serait conduit &
affirmer que ce point cesse d’exister quand le triangle ou le sommet ¢
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devient impossible, Mais ces contradictions disparaissent quand on joint
4 la premiere relation, celle-ci :

—2
bell=cn'

car alors on en déduit la valeur de cx nécessaire pour déterminer entie-
rement la position du sommet ¢, et par conséquent la forme du triangle.
Aussi apprend-on que, pour le cas de @b > ac - cb, la longueur sinon la
position ou direction indéfinie de cette perpendiculaire est imaginaire.

Néanmoins il se présente ici une difficulté, car I'Analyse algébrique
donne deux valeurs égales et de signes contraires pour cz, tandis que
géométriquement il semble quil n’en existe qu'une seule; or cette dif-
ficulté disparait & son tour, si I'on observe que, dés l'instant ol I'en re-
cherche la valeur algébrique de la perpendiculaire ez inconnue de grandeur
et de position, ’Algébre, par sa nature intime, donne nécessairement, a
Ta fois; et la distance et le signe de position ou de corrélation.

Si, an contraire, on suppose la situation donnée, c'est n’admettre de
racines que celles qui sont positives et absolues. Donc si, dans la question
précédente, on suppose la hauteur du triangle abe inconnue & la fois de
grandeur et de situation, c’est admettre implicitement que ce triangle
soit seulement donné par la grandeur de ses cotés et la position de ab,
et il paralt bien visible qu’a une méme base ab correspondent effective-
ment deux triangles abe, abe, dont les sommets ¢ et ¢, sont placés d'une
maniére symétrique par rapport a cette base.

100. Remarques.—Pareilles choses arrivent dans les diverses
questions ou les données ne suffisent pas pour construire
géomélriquement la position du systéme, ainsi que dans toutes
celles ol les relations métriques, les équations ne sont pas en
nombre suffisant pour déterminer les différentes parties qu’on
regarde comme inconnues. Quand ces inconnues et les don-
nées se mesurent toutes sur une droite fixe a partir de points
également fixes ou donnés, les mémes difficultés d’interpréta-
tion des résultats algébriques ne sauraient avoir lieu, comme
on I'a vu, du moins quant aux signes de position des distances
inconnues. : y

Dans toute autre circonstance, il sera impossible de rien
prononcer sur la position des points correspondants, et, je le
répéle, ce que I'on pourra seulement affirmer, c’est que les
points inconnus se trouvent nécessairement sur certaines
lignes algébriquement ou géométriquement définies par les
conditions et les solutions du probléme. :
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.'JOI’. .7_:'.'" Lxemple. — « Que 'on se donne; en grandeur et en dirvection
» Indéfinie, les deux petits cdtés s et ab dun triangle sab rectangle en 4
» (fig. 141) et quion demande la grandeur et la position de Phypoté-
»nuse sb.»

On trouve pour résultat algébrique

sb==+Vsa 4-ba .

expression toujours réelle et qui indique, si dailleurs on ne veut pas

combiner directement les donnges de la Géométrie avec celles de I’Ana-
lyse des coordonnées ordinaires, que le sommel b, considéré comme in-
connu de position sur la direction indéfinie de la droite sb, elle-méme
indélerminée de position autour du point fixe s, se trouve quelque paﬁ

Fig. 141.

sur une cireonférence de cercle décrite de ce point s comme centre, avec
T )

2
un rayon Vise 4 b . L’Analyse algéhrique indique en méme temps que,
pour E)htenir deux points &' et &, de cette circonférence appartenant a une
direction queleonque 54’ de la droite indéfinie qui les renferme, il faut por-
ter la va[e.m' du radical & gauche et & droite de Porigine fixe s,

.'109.. Si les edtés sz ol b 6taiont donnds 3 priori en grandeur ef en
direction, le friangle abs serait par ld méme connu de positfon dans toutes
ses pa’rl,ics, et il ne resterait qud caleuler la grandeur absolue de son
hypoténuse, sans égard au double signe du radical; mais il en est toul
autr:em(.!nt au double point de vup géométrique et algorithmique de la
gén.eratwn continue de cette grandeur, qui peut avoirk]ieu de s vers b,
ot anversement de b yers s (£ st 5. A fortiori en est=il ainsl dana las
cpndxlnons de I'énoncé ci-dessus, on Vorigine s de Ihypoténuse, Ta posi-
tion (;lu €016 sa et la direction indéfinie dy cOlé @b sont seules données &
priori, mais non le sens ou le signe algorithmique. De plus, comme [hy-
poténuse sb est elle-méme indéterminée do sens et de direction an-
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tour du point s, la formule algébrique ci-dessus indique uniquement les
rayons opposés de 'une quelconque des diamétrales d'un cercle.

Donc aussi les intersections & et & de la eirconférence dont il s'agit
avec la direction indéfinie du coté ab, font-connaitre les positions uniques
du sommet & du triangle cherché.

103. Remarques diverses. — Le nombre des solutions ainsi obtenues
est précisément égal & celui des racines algébriques, mais il en serait
tout aulrement si, par exemple, le sommet 4 devait se trouver sur une
section conique donnée, auquel cas les intersections de la circonférence
des points & avec celle section conique pourraient étre quadruples; mais

alors méme I'équation b= m:+ ba exprimerait une condition élrangére
au systéme de cette conique.

Daulre part, on peut se demander pour le cas actuel ou cette méme
relation exprime une véritable propriété de situation du triangle rectangle
sub si les deux uniques solutions sb ¢t s( ( fig. 141) correspondent res-
pectivement aux signes -+ et — du radical algébrique. Or cela ne saurait
faire l'objet d'aucun doute d’aprés les considérations géométriques expo-
sées au n® 6, 14, 15 (*).

Pour expliquer dans des cas semblables le double signe d'une distance
telle que sh, M. Gaudin (ouvrage déja cité p. 57) admet, que la valeur po-
sitive appartlenant réellement 4 la ligne donnée b, la valeur négative doit
correspondre & une droite indéfinie, symétrique 4 ab, par rapport au
‘point fixe s. Sans insister sur ceite maniére incomplété d’envisager la
question, je ferai sculement remarquer qu'ici, a la wvérité, la relation

% = s +ba étant invariable dans ses signes, quelle que soit la position
relative des cdtés du triangle inconnu, on peut bien admetire que les
triangles qui lui sont symétriquement opposés par le sommet s ef par la
base ab, puissent remplir la condition, mais alors aussi ce serait admettre
que les racines obtenues appartiennent 4 un' triangle reclangle et & des
données ayant une situation différente de celles quion leur a primitive-
ment supposées; ce qui me parait étre une fausse interprétation du ré-
sultat de I'Analyse algébrique dans les hypothéses actuelles, ef méme
dans celles du probleme que s'est proposé M. Gaudin (art. 36), qui, an
licw de la droite indéfinie baf de la fig. 141, considére une circonférence
de cercle* quelconque passant par le point donné s, el ne s'occupe nulle-
men§ d'ailleurs de Popposition de signes des longueurs sb et sf.

(*) Je supprime ici la longue discassion par laquelle je démontrais la vérité
de cette ussertion, et me borne & renyoyer aux articles de ce Cahicr qui démon-
trent claivement que, dans Phypothése o 1a rotation du rayon positif sb s’apére
de droite & gauche & partiv de la divection sa, 52 doit étre considéré comme né-
galif ou iuyerse,
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Du reste, il est incontestable en soi que I'équation algébrique
—_— —2 —3 i
sb = as +ba ,

invariable dans les signes de position des distances qui y enfrent, doit,
par cela méme, correspondre a une infinité de situations et de questiong
relatives aux triangles rectangles.

104. 771¢ Exemple. — Si Ton demande de calculer le rayon R du
cercle circonserit d un triangle abe quelconque ( fig. 142), dont a, b, ¢

Fig. 142,

sont les cotés, on trouve, en régolvant algébriquement, une équation hien
connue :
abe

= ;
Voad b +aa* ' +abic"— (11‘—{-[)‘—!—(,")’

formule invariable ot les colés peuvent aussi changer de signe en pre-
nant des directions opposées au sens primitivement adopté. Cependant,
que signifie le signe négatif fourni par le calcul algébrique?

Nous répondrons qu'adopter le double signe du radical, ¢’est admetire
par 1a méme implicitement que le rayon est inconnu tout & la fois de
grandeur et de situalion, car autrement le signe négatif n'aurait plus de
sens, géométriquement parlant. Supposons donc que le rayon cherché soit
celui ax (fig. 142) dont extrémité est au sommet connu a, et qu'on
demande la position du centre x; la direction de @x étant enliérement
indéterminée par hypotheése, la double valeur trouvée pour R indique lo
couple de rayons opposés relatifs & 'une quelconque de ces direclions,
et détermine par conséquent un cercle qui passant par 2 a le sommet
fixe @ pour centre.

Mais cela ne suffit nullement pour déterminer le point inconnu @ de
position, et il est nécessaire de recourir & un autre sommet ¢ du triangle
abe, supposé fixe comme le premier @, ce qui laisse seulement le troi-
sieme sommet & arbitraire de position, et place le centre inconnu & & l'in-
tersection commune des cercles décrits de « et ¢ comme centres ayec un
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rayon 6gal 4 la valeur absolue trouvée pour R. De cette fagon, on ob-
tient deux points @, &, symétriques par rapport au edté ae et remplissant
les conditions prescrites; ce qui doit 6tre, puisque I'on n’a point encore
fait concourir 4 la détermination du point @ le sommet & du triangle, dont
la siluation reste entierement arbitraire en conservant foutes les autres
données, et qui peut ainsi occuper la position &, elle-méme syméirique
par rapport au coté ac.

105. Remarques et interprétations diverses. —En général,
des Vinstant ot 'on cherche analytiquement dans une figure
une distance quelconque inconnue, on en recherche par la
méme & la fois la grandeur et la position. Alors il est naturel
d’obtenir deux ou plusieurs valeurs de signes algébriques dis-
tinets, réelles ou imaginaires, quand cette distance correspond
4 un point d’une certaine ligne assignée ou non de position,
puisque dans cetle circonstance, la direction en est entiére-
ment indéterminée et arbitraire, la droite prise originairement
pourreprésenter inconnue pouvant prendre des routes dis-
tincles et opposées méme, pour arriver a sa véritable position.
Mais, dans tous les cas, il est exact de regarder I'expression
algébrique qui la donne comme indiquant une courbe (ici le
cercle), qui renferme le point dont, jusque-12, la position est
indéterminée.

Au surplus, toutes les difficultés relatives a I'interprétation
des signes algébriques, disparaissent dés I'instant ou I'on se
reporte aux hypotheses sur lesquelles se fondent les données
et les équations primitives, ce dont les exercices suivants
montrent divers exemples plus ou moins analogues au précé-
dent relatif au cercle eirconscrit a un triangle donné : ici, en
cffet, chaque coté offre une double solution dont la premiere
seule est A conserver, 'autre appartenant a un triangle distinct
du proposé par le signe et la position des deux derniers cotés;
signe et position dont la valeur algébrique de R ne saurait
tenir compte, puisqu’elle correspond a tous les triangles pos-
sibles construits avec les mémes cotés. Voici d'ailleurs une
autre maniere d’interpréter cette double solution, qui ne se
présente pas dans la détermination linéaire et directe du cen-
tre du cercle circonserit, due aux Anciens.

106. Soit abe ( fig. 143) le triangle dont il s’agit, = le centre inconnu
du cercle circonserit; du sommet & soif abaissée la perpendiculaire bp sur
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la base «c, et du centre » soit mené le rayon ax et la perpendiculaire zo
au coté ab; ce coté sera divisé en deux parties égales en o, et, de plus,

Fig. 143.

les triangles rectangles o et hpe seront semblables, puisque angle an
cenfre @ a méme mesure que langle en ¢; on aura done

ab . be
obp

d’ailleurs on a aussi, comme on sait,

2

—3 —a —2 =2 —_
—2  oab .ac +aab .be +-2ac .

—_ —& =

¢ —ab —ac —be

bp = = ;
fae

Telles sont les équations directes de Ja question proposée : 'une el lautre
de ces équations exprime des propriétés de situation du systéme, et I'on
voit que le nombre des inconnues est alors en réalité de deux, & sayoir :
la perpendiculaire &p et le rayon que I'on cherche.

Tci il n’est nullement difficile d’expliquer 'origine de la valeur négative
du rayon inconnu ¢z ou R, elle provient évidemment de ce que la perpen-
diculaire bp est susceptible du double signe == dans la seconde des Gqua-

tions ci-dessus, quand on y regarde cette perpendiculaire elle-méme -

comme une quantité inconnue. Or, admettre ce double signe, c¢est par It
aussi admettre que I'on considére d la fois et le triangle abe et le triangle
ab, e qui lui est égal et symétrique (*).

(*) Les diverses remarques et réflexions qui accompagnaient les exemples 11
et I11® des nos 102 et 104, étant d'une rédaction obscure et par trop laconique,
jlai da en développer, sinon modifier, Ia pensée, comme je I'ai fait dans d’autres
occasions déji. citées, mais sans rien toucher aux différents modes de solution
et d’interprélation qui constituent chaque exercice; ces modes témoignent d’ail-
lenrs que, & Pépoque de 1816 ou 1817, mes idées n’étaient point entiérement
fixées au sujet de Pinterprétation des signes algébriques dans la solution des pro-
blémes déterminés de la Géométrie.
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Bxamen critique de la solution connue de quelques
problemes déterminés de Géoméirie élémentaire.

107. Pour terminer le sujet qui nous occupe, nous allons
examiner successivement diverses questions présentées par
M. Carnot, dans sa Géométrie de position, comme aulant
d’exemples propres a combattre les idées ordinairement ad-
‘mises dans Papplication de 'Algéhre & la Géométrie, questions
dont quelques-unes avaient déja occupé d’Alembert et ont é1é
reproduites dans le Mémoire cité de M. Gaudin.,

408. I** ProsLEME. — « D'un point s ( /g, 144) pris en dehors d’un cercle
» donné (¢}, on propose de mener une droite sz telle, que la portion xy
» interceplée dans le cercle soit d’une longueur donnée xy = 4. »

Tragons dans le cercle (c), fig. 144, une sécante arbitraire sab; les
points « el & pourront élre censés donnés, ainsi que les segments sa, 5b,

Fig. 144-

T
/

et pour déterminer la séeante sz, I'on aura par les conditions géométri-
ques du probleme, :

I

xy

Y — S

eSSy —=Naiiby

en combinant entre elles algébriquement ces équations ou la constante
mobile £ pourrait étre affectée 4 avance du double signe ==, afin d’ob-
lenir le systeme entier des solutions, on en déduit le systeme particulier
des valeurs suivantes :

Semhr 1SN 1 2 N ot
30 = = = k=[P Fsash, .~;>-:+;§A-r§ VI {56,

dang Ieg.quclles les signes supérieurs se correspondent respectivement.

'Lu direction de la droite qui renferme les points et » étant indétermi-
nee, ]?5 racines oblenues expriment, comme on I'a vu (n°® 91 et suiv.), que
les poinis inconnus a of - appartiennent a un couple de circonférences
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. concentriques a s, dont les rencontres avec (¢) donneront tout & la fois la
position et la erandeur des segments cherchés, ici réellement au nombre
de quatre (94), et non de deux, comme le suppose M. Carnot, qui, aprés
avoir obtenu les deux valeurs de s opposées de signes par le radical,
admet a priori que la yaleur négative ne peut répondre qua la seconde
distance s)*; mais c’est 14 une erreur évidente, puisque rien n’empéche
que cetle racine ne soit représentée par gy,, longueur qui, en effet, doit
étre censée négative (n° 403) & I'égard de la premiére.

Ceci parait d’autant plus rationnel que I’Analyse algébrique nous avertit

que les deux points 2 et y, situés sur J]a méme sécanle du cerele, ne sont
nullement donnés par la méme équation.

En effet, si 'on admet que la racine positive se=— i k—+ E VR fsa.sb

représente véritablement sz pour la position actuellement indiquée sur la
Sg. 144, on trouvera que la valeur correspondante de sy est

—l-l'—}—-l—‘//\“—}— 4sa.sb,
2 2

c'est-a-dire essentiellement positive comme celle de s ce qui, dailleurs,
résulle immédiatement de I'équation de condition

sy = se k.

Je conclus de la que Yobjection lirée de cot exemple, contre la régle
ordinaire des signes pour les distances mesurées sur une méme droile,
n’est nullement, fondée en principe, et qu’il est impossible, par conséquent,
d’admettre avec M. Carnot que cette régle soit ici en défaut (*).

(*) On n’a pas rappelé, & propos du probléme 108, le mode imparfait de so-
lution proposé par M. Gaudin, aux p. 57 & 61 deson ouvrage, sans doute parce
qu'il a été suffisamment combattu dans le n® 103 ; mais je ne saurais passer sous
silence une remarque qui ne manque pas d’importance i cause de sa généralité,
maisn’aurait point élé i sa véritable place, peut-ttre, dans les articles précédents:
c’est que le probléme dont il s’agit ici, appartient & une classe étendue de ques-
tions intéressantes, relatives a I'inscription d’une longueur donnée ou constante
dans une courbe tracée un plan ou définie par ses propriétés géoméiriques,
lorsque d'ailleurs la direction indéfinie de cette longueur, véritable corde, doit
satisfaire & une autre condition, comme de passer par un point connu ou d’en-
velopper une seconde courbe donnée. Cette question, dont la solution algébrique
offre des difficultés toutes particuliéres, peut se résoudre d’une manicre pure-
ment graphique par le tracé d'une troisiéme courbe, dont le degré générale-
ment trés-élevé (voir VI Cah., art. 11), peut se déterminer 4 priori, 4 'aide du
principe de géométrie déja mis en usage aux p. Go et 148 de cetl ouvrage, et qui,
dans le cas trés-élémentaire o la seconde courbe, enveloppe lixe des séeantes,
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109. Remarques diverses.— C'est, au surplus, lé lieu de re-
marquer de nouveau combien on a tort, en général, de regar-
der les solutions algébriques des problémes de ce genre comme
la représentation effective des distances a déterminer, et de
rappeler que ces racines concernent seulement le cas ou lés
longueurs inconnues sont rangées sur une droite de position
donnée et non variable & volonté autour d’un point tel que s;
car les conditions analytiquement exprimées ci-dessus ne suf-
fisent pas, a elles seules, pour indiquer que les points = et »
appartiennent a la circonférence du cercle ().

Dautre part, d'aprés la forme trouvée pour les racines algé-
briques du probléme qui vient de nous occuper, les distances
sz et sy demeureraient réelles quelle que fat la grandeur
de k, et-I'on serait ainsi facilement tenté d’en conclure que
les points correspondants sont toujours possibles; ce qui est

se réduirait & un point, appartient & la classe de celles que nous avons men-
tionnées dans la note du n° 88.

Mais, ce que nous devons ici particulicrement faire ohserver, c'est que ces
derniéres lignes courbes, & plusieurs branches continues et rentrantes sur elles—
mémes, sont susceptibles de se décomposer, de se séparer dans certains cas, en
plusieurs lignes distinctes de degrés inférieurs, comme Je probléme ci-dessus en
offre un exemple d’autant plus remarquable, que si, au cercle dans lequel il
s'agit d’inserire une corde de longueur donnée, on substitue Pangle de deux
droites indéfinies, ou une section conique quelconque, le méme partage, la méme
réduction de degré ne s’opérent plus.

Enfin, n’est-il pas remarquable, & un autre point de vue, que Phyperbole con-
sidérée par Carnot (p. 122 de la Géométrie de position) comme étant en cor~
rélation eomplexe ou imaginaire par rapport & Vellipse déerite sur les mémes
axes principaux, soit néanmoins susceptible d'un méme mode continu et géomé-
trique de génération? D’une part, ces courbes peuvent se changer I'une dans
Pautre par le déplacement continu d’un plan sécant dans le cone du second
degré; de 1'autre, clles peavent résulter des procédés graphiques uniformes in-
diqués aux p. 48 & 52 du I¢* yolume de ces Applications, procédés qui ne suppo-
sent rien d’imaginaire ou de complexe dans le sens algébrique attaché i ces mots
par Carnot (voir p. 226, n° 62, de ce Cahier); ce qui arrive aussi dans cette defi-
nition analogue, commune a I'ellipse et a 'hyperbole, d’étre le lieu des rencon-
tres du rayon prolongé d’un cercle donné, avec la perpendiculaire indéfinie éle -
vée sur le milieu de Ja droite qui joint I'extrémité circulante du rayon 4 un
point fixe queleonque situé dans le plan du cercle; la courbe étant une ellipse,
ou une hyperbole, selon que la distance de ce point fixe, premier forer, au centre
du cercle danné, second foyer, est inférieure ou supérieure au rayon de ce
cercle, mais se réduisant a4 un autre cercle quand cette distance deyient nulle
ou égale au rayon du premier, ete. :

1L 18°
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ici visiblement absurde quand la constante i ou a2y surpasse
le diamétre du cercle donné. En un mot, lorsque les incon-
nues d’'un probléme de Géométrie se mesurent sur des axes
de position indéterminée, il faut bien se garder de pro-
noncer & priori sur Iexistence des points qui leur corces-
pondent.

On pourrait se demander d'ailleurs pourquoi I Analyse alge-
brique présente les distances sz etsysous une forme toujours
réelle, fussent-elles imaginaires. Nous répondrons qu’on n'a
pas exprimé toutes les conditions du probléme, qui exige im-
périeusement que les points @ et y appartiennent 4 la eircon-
férence du cercle donné et non a toute autre or, évidemment,
les équations de condition ne seront pas changées si I'on
remplace le cercle (¢) par un cercle quelconque passant par
les points a et b; de sorte aussi que ces équations doivent ap-
partenir, non-seulement a la circonférence (¢), mais encore i
toutes celles qui contiennent ces deux points; et comme,
quelle que soit la grandeur de F, il y aura toujours une infinité
de circonférences pour lesquelles le probléme sera possible,
on voit que, de toute néeessité, les valeurs algébriques de s
et sy doivent étre indépendantes de toute condition d’imagina-
rité absolue ou relative.

Ainsi, des objections qui, au premier apercu, auraient pu
faire accuser I'Analyse d’absurdité, de contradiction, ou tout
au moins d’insignifiance et d’obscurité, servent, bien au con-
traire, a en prouver la certitude et la écondité, quand on sait
I'employer et I'interpréter d'une maniére convenable, en lais-
sant de coté les notions, souvent trop restreintes, acquises
dans la Géométrie élémentaire. Cet exemple prouve en méme
temps que, si 'on continuait & demeurer dans les voies sécu-
laires des géometres de 'Ecole d’Alexandrie, on ne pourrait
parvenir & interpréter d’'une maniére facile et enticrement
satisfaisante les résultats généraux de PAnalyse algébrique,
Ainsi le besoin, I'utilité signalés par Lagrange de rapprocher
et d*éclairer 'une par Pautre, ces deux bases fondamentales
de nos connaissances, deviennent tous les jours plus pressants,
plus indispensables.

Passons & un nouvel exemple qui a également occupé
M. Carnot (p. 37 de la Géométrie de posilion).
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110. II* ProsLiME. — « Deux poinis A, B (fig. 145) étant donnés sur la
» circonférence d’un cercle, trouver sur cette circonférence un troisiéme

Fig. 145.

» point K dont les distances respectives AK et BK, aux deux points pro-
» posés, soient en raison donnée. »

Premicre solution de M. Carnot. — Appelons « le rapport donné et
constant, de sorte que
AK =a.BK; e
4 Tangle également donné AKB; on a aussi
8B’ = AK +BK — »AK.BK cosk.

De li on tire séparément

formules dont la premidre, seule, a été considérée par M. Carnot, el per-
met de comparer directement ses idées aux notres.

Ne pouvant expliquer d’'une maniére conforme 4 la regle ordinaire des
signes la valeur négative de BK, et pensant d’ailleurs étre parti d’une mise
en équalion exacte du probleme Proposé, ce géométre en conclut que la
valeur négative dont il s'agil est purement insignifiante ; mais je ne yeux
nullement. insister ici sur les objections tirées du double signe du radieal
qui, selon notre maniére de voir (91 & 94), tient & Vinfinité de rayons BK
diamétralement opposés dans le cercle dont Ia circonférence doit contenir
le point K en méme temps que la proposée. Je me borne 4 faire remar-
{ner que cette derniere est incomplétement définie par I'angle mobile et
constant &, puisque cet angle introduit dans la solution une donnée étran-
gere & celles de 'énoncé primitif du probléme, (andis que Pautre constante
@, blant censée entiérement indépendante de tout signe de position, améne
une confusion inévitable dang Vinterprétation géométrique des résultats.

18,
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Deuxiéme solution de M. Carnot. — Aprés avoir rejeté la valeur néga-
tive de BK comme insignifiante, et remarqué que le probleéme proposé a
réellement deux solutions distinctes et positives, correspondant & Iangle
en K du triangle ABK et A son supplément en K' sur P'arc opposé de la
circonférence, ce qui introduit le terme == a.acosk sous le radical de BK,
M. Carnot, dis-je, veut ensuite prouver sur le méme exemple « qu'encore
» bien quun probléme soil susceptible de deux solutions algébriques ef-
» fectives, il ne s'ensuit nullement. que équation finale doive avoir deux
» racines, mais qu'on peut trouver séparément chacune d'elles par une
» équation du premier degré au moyen d’un choix convenable de I'in-
» connug; » opinion qui saccorde d'dilleurs avec une remarque de
' Arithmétique universeile de Newton.

En conséquence, auteur prend pour nouvelle inconnue le rapport de
la perpendiculaire KD, abaissée du point K sur la base donnée AB, au
segment AD formé par le pied de cette perpendiculaire sur la méme base.

Nommant z ce rapport inconnu, les conditions du probléme donnent,
en continuant A substituer la considération de Pangle en K a celle du
cercle AKB,

%’ a:g_l!;::_——m-Aik’ A/B}'\:M)O"—./\'—B/A}(,

2=

Ces équations, qui appartiennent & la partie supérieure de la circonfé-
rence AKB, donnent a leur tour,

asin.BAK = sin. ABK = sin (BAK - #) = sin.BAK. cos &+ cos.BAK .sin,
ou, en divisant par sinBAK, et observant que cotBAK = z,

_ a—cosk
T sink

a= cosk -+ zsink,

Pour obtenir la solution relative & la partie inférieure du cercle toujours
censé donné 4 priori, M. Carnot observe que, dans cette parlie situéc
au-dessous de AB, I'angle AK'B devenant le supplément de Pangle en K,
on doit mettre 200° — & & la place de £, dans la formule ci-dessus, puis-
que dailleurs les raisonnements resteraient les mémes; il obtient ainsi
pour la seconde solution

,_ a-tcosk,
e sing 2
d’ou il résulte que les véritables solutions du probléme sont donnges par
“cette formule unique
az=cosk
sink

i
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111. Remarque et rappel des principes.— Tout ceci prouve,
non-seulement que les transformations algébriques n’ont pas
introduit de racines étrangéres a celles ‘du probléme, mais
aussi que ces transformations n’ont point éliminé de véritables
racines du résultat final des équations.

Si les relations qui définissent la question algébriquement
étaient la traduction fidéle des conditions du probléme, tel
quil a é1é verbalement énoncé et entendu, elles donneraient
strictement les solutions qui conviennent a I'énoncé; mais
comme, fort souvent, pour faciliter la mise en équation on
change les conditions et la nature des données, il arrive que
les équations de départ, ou n’expriment pas toutes les con-
ditions du probléme, ou en expriment de superflues; par 1a
nécessairement on doit parvenir a des résultats algébriques
qui tantot donnent des solutions étrangéres & I'énoncé de ce
probleme, et tantdt en donnent seulement une partie. Or, il
en arrive presque toujours ainsi lorsque certaines données,
sans étre variables de grandeur, le sont néanmoins de signe et
de position. Les solutions se séparent alors, non par le fait
des transformations algébriques, mais par les hypothéses de la
mise en équation, dans laquelle on suppose les constantes
complétement invariables de signe. Les mémes circonstances
ne se reproduisent pas :

12 Si I'on a soin de ne rien changer soit aux conditions, soit
aux données de I’énoncé verbal, ¢’est-a-dire si Ion évite de
substituer au systéme de cet énoncé un autre systéme qui,
bien qu’identique au premier aspect, en différe néanmoins
par quelque cdté inapercu ou sous quelque rapport distinet
en réalité et qui ne permette pas aux équations fondamentales
de demeurer identiques pour toutes les situations possibles
des parties de la figure ;

2° 8i, aprés avoir exprimé strictement les conditions de
I'énoncé pour la position actuellement supposée aux lignes in-
connues de la figure, on a soin d’attribuer aux constantes mo-
hiles, celles qui représentent les grandeurs variables de posi-
tion, le double signe == quand ces grandeurs peuvent deyenir
inyerses pour des situations connues ou inconnues du systéme,
et changer par conséquent de signe implicitement en changeant

-par cela méme I'hypothése premiere de la mise en équation;
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3° 8i, dans linterprétation des résultats, on a soin de’ ne
pas confondre a son tour la figure, le systéme cherché et oh-
tenu, avec d’autres systémes d’apparence identique bien que
* distincts au fond : ce qui exige que cette figure, ce systéme
soit en corrélation directe avec celui qu’on a hypothétique-
ment pris pour terme dé comparaison au point de départ ou
lors de la mise en équation ; ¢’est-a-dire si I'on se rappelle que
I'un de ces deux sysiémes doit résulter de l'autre par un
mouvement progressif et continu de ses parties variables, mou-
vement qui n’est point arbitraire, mais déterminé par la liaison
existant entre les divers éléments de la figure.

112, Réfutation des objections tirées des résultats précéedents. — Pour
appliquer ces principes & la question posée en dernier lieu par M, Carnot,

jobserve qu'en tous les points de la circonférence de cercle ABK ( fig. 145),,

censéo donnée & priori, on a effectivement
ang AKB = / constant,

pourvu qu'on ne confonde pas cet angle avec son supplément quand le
point K vient & passer au-dessous de AB en K/, et c’est & quoi I'on arrive
quand on suit exactement le mouvement de I'angle dont il s'agit. Car il
est bien évident que le point K passant en K'; I'angle AKB ou ARG de-
vient AK'G’ et non AK'B qui en est le supplément.

D'un autre c0té, le triangle ABK' conservera, d’aprés nos principes (24),
la relation fondamentale

SN T z L e in Nk
ABR - BART+ AK'B = 300° 6u ABR - BAK_ £— o!

Reste donc & s'occuper de la condition derniére et fondamentale de I'é-
noncé, exprimée par 'équation

-sinABK ~ AK

SinBAK — BK %

qui est étrangere & la position 4 cause de la constanle «, dont le sizne et
la grandeur sont supposés invariables, landis quen réalité ce signe ne
saurait ici étre indépendant de la position.

En effet, lorsque K passe en K’ ( fig. 145) en traversant B, BK et Iangle
opposé BAK deviennent tous deux négatifs en passant par zéro, tandis que
AK et son angle opposé ABK sont restés directs, ce qui fait que le rapport

) AK : ; j M i
ci-dessus K devrait pouvoir changer de signe pour satisfaire au prin-

cipe de continuité.
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Si donc on persiste & regarder ¢ comme un nombre absolu et inva-
riable de signe, on devra se restreindre au systeme de solution qui cor-
respond & la partie supérieure AKB du cercle, seule en concordance géo-
métrique avec I'hypothese. Si, au contraire, on suppose @ négatif, on
devra limiter la question & la portion de circonférence inférieure i AB. En
conséquence, pour obtenir simultanément tous les systemes ou triangles
qui satisfont aux conditions multiples de I'énoncd, il faudra donner & la
constante @ le double signe == dang la relation ci-dessus, qui deviendra
amnsi

sin ABK = == asin BAK.
En la combinant avec les préeédentes, on en tire directement

AD - =+ — cosh
D= colBAK ou z= ST
formule qui fournit les deux solutions vraies de la question proposée dans
les hypotheses présentes ot il sagit d’un cercle tout tracé, et non simple-
ment donné par la corde AB et angle £, comme le veut M. Carnot qui,
confondant ces deux genres distincts de questions, oublie le cercle décrit
sous le méme angle, symétriquement par rapport a la base AB du trian-
gle ABK ( fig. 145). &
La double valeur de z ci-dessus, ainsi que celle donnée par la formule

=+ a—cosk
sink

qui doit lui étre associce, différent essentiellement, comme on le voit, de
la formule

obtenue par M. Carnot : celle-ci non-seulement est incompléte au point de
vue analytique, c’est-d-dire géométrico-algébrique, mais encore ne peut
¢re d'une exactitude rigoureuse puisque, dans I'un ou l'autre des deux
cercles symétriques mentionnés, le rapport de BK & AK, quoique variable
entre zéro et U'infini, ne saurait par lui-méme changer de signe, tandis
que le rapport 5 de AD a KD en change nécessairement avec KD, quand
le sommet K du triangle inconnu passe au-dessous du coté AB.

Supposant, en effet, que 'angle & = 100°, ce qui, par 13 méme, suppose
sink=1, cosk = o, la formule de M. Carnot donne simplement z = a, et
assigne une position unique au triangle cherché, ce qui véritablement est
inadmigsible.

113. Réflexions générales. — Cet exemple, comme tant
dautres, prouve que les racines sont séparables, non par le
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fait méme des opérations algébriques, comme le répéte si
souvent M. Carnot, mais par la nature géométrique du pro-
bléme. A la vérité, un choix convenable d'inconnues peut faire
abaisser le degré de 'équation finale du probléme, en rendant
celte équation décomposable en facteurs rationnels répondant
i des systémes de solutions ou de figures qui ont quelque
chose de distinct sous le rapport de la corrélation géométrique
el des signes de position; mais il nous faut le remarquer en-
core, ce ne sont pas des transformations purement algébriques
qui ont ainsi abaissé le degré de la solution obtenue, mais
bien la maniere plus restreinte dont on a mis le probléme
en équation, et grice surlout 4 ce que les racines relatives
aux nouvelles inconnues sont, de leur nature, séparables tani
géométriquement, qu’algébriquement. Fort souvent aussi le
nombre de ces nouvelles inconnues, quand chacune d’elles
en comporte implicitement d’autres qui lui sont intimement
conjuguées, est naturellement inférieur a celui des anciennes
inconnues; or une telle circonstance qui ne saurait faire dimi-
nuer ou augmenter en principe le nombre des solutions effee-
tives dont est susceptible le probléme verbalement proposé,
n’en abaisse pas moins le degré de I’équation finale.

Ainsi, dans I'exemple qui précede, si au lieu de prendre I'angle BAK
pour inconnue, on choisissait ( fg. 146) le point T on la tangente en K
vient rencontrer la direction de la base ou de la corde donnée AB, on
trouverait que le probléme ainsi mis en équation est essentiellement du

Fig. 146.

premier degré; mais cela n’empéche pas que les triangles inconnus ABK,
ABK’ ne soient au nombre de deux ; car, pour avoir trouvé le point T, Pon
n'a pas entierement résolu la question, et il reste & rechercher les points
de contact K et K’ qui lui correspondent sur ‘le cercle donné. Afin
d’obtenir la solution du probléme ainsi présenté, nous obseryerons que les
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triangles AKT et BKT ‘sont semblables comme ayant ’angle en T commun,

et les angles BKT et BAK de méme mesure dans le cercle, ce qui donne,

en conséquence,
AK

AK:BK:: AT:KT, ;&T—ﬁ-hT~a KT

el comme on a, par les propriétés du cercle,
KT = AT BT,

il en résulte la nouvelle relation

ﬂ_ AT.BT ou AT =a". BT,

qui donne évidemment la valeur de AT par une équation du premier degré;
car on en fire successivement,
a*

AT=a*(AT —AB) of AT=-%_

&=

AB.

Drailleurs, ce qui fait que le probléme s’est ainsi abaissé,
c’est que le point T dépend simultanément des points de con-
tact inconnus K et K/, c’est-a-dire qu’il appartient a la fois &
ces points. Or, il en arrivera évidemment de méme toutes les
fois qu’on pourra substituer & certains groupes de points in-
connus un seul point ou une seule ligne propre a construire
ces groupes; mais fort souvent aussi, pour y parvenir, il fau-
dra connaitre a 'avance certaines des propriétés géométriques
de la figure dont on recherche la position, ainsi que Newton
I'a fait dans son A rithmétique universelle.

A1k, Dernier exemple. — Nous allons terminer ces diverses
applications (*) par examen d’une célébre question, d’abord
résolue par Newton dans UArithmétique universelle, et en-
suite par MM. Bossut et Carnot, comme exemple des diffi-
cultés qui peuvent s'offrir dans Papplication de I'Algébre &
la Géométrie. On verra, par la discussion de cet exemple, que
les difficultés tiennent toujours 4 la maniére restreinte dont

(*) Je supprime ici, pour abréger, l‘e\amen de quelques autres pro-
blemes dont la solution et Pinterprétation douteuses sont exposées dans
la Géométrie de position de Carnot, ou ailleurs.
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on envisage géométriquement la question, soit dans I'énoneé,
s0it dans la mise en équation, soit dans Pinterprétation dy*
résultat final, rhais jamais 4 ce que I'Analyse algébrique aurait,
par elle-méme, introduit des racines fausses ou élrangeres
parmi les véritables.

Posons la question.

PropLiMe. — « Soit (fig. i47) un triangle rectangle en A dans lequel
» on connait Phypoténuse BC et la somme AB~+ AC+-AD des deux pe-

Fig. 147.

» lits colés et de la perpendiculaire AD : on demande la valeur de celle
» perpendiculaire. »

Posant BC =, la somme donnée = by le coté AC = z; la perpendicu-
laire cherchée AD =z, enfin le coté AB = : les trois équations de con-
dition du probléme seront

T+ y+z=b, ri42=at

ou yz=ax;

Wy

d’ou P'on tire par de simples éliminations

r=a+bEty/od +aab —a-tb+ Vaala41b),

expression algébrique todjours réelle et qui fournit deux racines néces-
sairement positives. La premiére d’entre olles donne pour la perpendicu-
laire AD une longueur qui surpasse « b, ce qui parait absurde; mais il
ne faut pas en induire que cette racine soit fausse, comme I'avance, sans
examen préalable, M. Carnot, P. 62 de la Géométrie de position.

Bn effet, le triangle ABC 6tant 4 la fois inconnu de grandeur et de po-
sition, les valeurs ci-dessus de  ou AD, bien que satisfaisant pleinement
aux équations primitives, ne suffisent aucnnement pour le construire, et si
I'une de ces valeurs implique une absurdité, ¢'est seulement par la Géomé-
trie que U'on en estaverti, car ' Analyse algébrique n’a point encore prononcé
sur la valeur des autres inddtermindes propres & construire le triangle ABC.
Tout ce qu'il est permis de conclure avec cerlitude des valeurs oblenues,
¢'est que le sommet A du triangle ABC ou des triangles qui remplissent les
conditions géométriques du probleme, sont sur I'une ou autre des paral-

léles & Ja base BC, détermindes par les hauteurs algébriquement trouydes.
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En conséquence, je recherche la valeur des autres inconnues du pro-
bléme, celle de y par exemple, et je tire des primitives équations

o= S —
y::t\/;{t':t;u\/a'—4x2.

Pour que ces quatre valeurs de y soient réelles, il faut d’abord que «*
soit > 4a*, ou qu'on ail

a>2x>2a420+2/20

or, cela ne saurait avoir lieu, évidemment, pour le signe supérieur du ra-
dical. L'Analyse apprend done qu’en effet les triangles relatifs & la premiére
des valeurs de x sont impossibles.

Pour que les deux autres soient réels et constructibles géométrique-
ment, on doit avoir

a>oa+20—ay2a(atb) ou oyaala+b)>a-+2b,

el, par conséquent, ) .
7@+ Gab> 46°.

On arrive & des conséquences analogues par rapport a I'indéterminée
z="AC. %

En général, I'ensemble des racines algébriques se partageant ici en
plusieurs groupes ou systémes distincts qui se correspondent, il est indis-
pensable, pour que I'un des groupes représente une figure constructibl_e,
que les valeurs dout il se compose soient toutes réelles, ce qui fournit
autant de constructions effectives et géométriques du probléme qu'il existe
de ces groupes réels. i

1B, Remarque spéciale. — Dans Tesemple qui précéde, nous avons
bien trouvé deux valeurs réelles pour z; mais, comme I'une d’slles corres-
pond & une valeur imaginaire de y, elle n’appartient pas a un triangle
constructible. Cest ce qu'on apergoit aussi immédiatement par les prin-
cipes de la Géométrie élémentaire. )

En effet, le triangle ABC devant étre rectangle en A, le sommet A doit
nécessairement aussi se trouver sur la circonférence de cercle décrite sur
AB comme diametre; donc la perpendioulaire AD ou  abaissée de A sur

e 2 S i e 1 3

ce diamétre doit élre inférieure 4 la moitié de AB ou < 5% mais la pre-

miére yaleur oblenue pour a est au contraire plus grande, donc les triangles -

qui lui correspondent sont impossibles & construire. ¥
Quant & la seconde valeur de @, elle correspondra & un triangle véri-

lable si I'on a

ér/>tz+[)— Vaa(a—+10),
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condition qui est précisément celle déjd trouvée par Vanalyse ci-des-
sus (*).

.

Principales conséquences des discussions précédentes.

116. On voit, par ces divers exemples et exercices, que,
quand on posséde toutes les équations algébriques d’un pro-
bléme, on n’a plus besoin de recourir a la Géoméirie pour
découvrir si les solutions correspondantes a 'une des racines
inconnues appartiennent ou non a une figure constructible; il
n’est pas méme besoin de recourir aux conditions primitives
de I'énoncé, ni aux hypothéses sur lesquelles le raisonnement
a ¢été établi; il suffit de considérer le systéme complet des
racines relatives aux autres inconnues du probléme proposé,
et lanalyse apprendra, tout aussi bien que la Géométrie,
quelles sont les conditions qui rendent la figure construc-
tible. Ceci suppose pourtant que le probleme mis en équa-
tion soit identique a celui de ’"énoncé verbal, car les racines
obtenues ne pouvant satisfaire rigourcusement qu'aux équa-
tions primitives ou de départ, il est indispensable que ces
équations soient une traduction fidéle des conditions géomé-
triques de 'énoncé verbal,

Dans tous les cas, on aura obtenu les solutions qui appar-
tiennentau probléme tel qu’il a été mis en équation, et cela
suffit pour justifier les résultats fournis par I'Algebre; car la
mise en équation est une opération indépendante de ses régles
ou principes propres; elle appartient aux raisonnements et
aux coneeptions purement géométriques.

En particulier, si, en se fondant sur ces conceptions, on

(*) M. Carnot pense que les valeurs de @ qui correspondent & un triangle impos-
sible proviennentde ce que les transformations algébriques les ont amalgamées
avee les racines effectives du probléme; mais, tant gu’on n’aura pas démontré,
géomélriquement ou non, qu'en effet ces racines sont immédiatement séparables
des autres, on aura tort de Iattribuer purement i Analyse algébrique. La com-
plication est dans la nature méme des choses, et il n'y a pas apparence que la
Géoméltrie puisse I’éviter : on peut s'assurer en effet que le probléme tel qu'on
I'a posé, est généralement du 4¢ degré, cest-a-dire qu’il ne peut s’obtenir que
par Pintersection du cercle ABC avee une courbe d’un degré supérieur au premier.

( Note de1817.)
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choisit, pour définir la figure actuellement inconnue de si-
tuation, des propriétés méiriques ou descriptives appartenant
a la fois a cette figure et a d’autres qui, bien qu’en apparence
analogues, en soient réellement distinctes, on ne devra pas
étre surpris que la résolution algébrique des équations donne
des racines qui paraissent étrangeres a I'énoncé verbal lui-
méme; la faute en reviendra évidemment aux conceptions
géométriques a priori.

(est encore a de telles conceptions qu’il faut attribuer la
disparition de certaines solutions vraies de la question, quand
I'énoncé verbal indiguant plusieurs systémes distinets de fi-
gures, on se borne, dans la mise en équation, a ne considérer
que 'un de ces sysiémes en particulier; car la résolution algé-
brique ne peut alors évidemment donner que les seules solu-
tions qui se rapportent a ce systéme.

La premiere de ces deux circonstances a lieu quand, par
méprise ou faute d'un examen préalable suffisamment attentif

des termes de I’énoncé, on substitue au systeme qu’ils indi-

quent un systéme non parfaitlement identique pour toutes les
situations possibles de la figure, c’est-a-dire non assujetti a la
méme loi géométrique et algébrique des signes de position.
L’autre circonstance peut se présenter lorsque 1'énoneé verhal
ne spécifie pas a I'avance la position que doit avoir le systéme
cherché, et que, dans la mise en équation, on se horne i rai-
sonner sur 'une quelconque de ses positions possibles, mais
choisie arbitrairement et sans avoir égard au changement qui
peut s’opérer dans les signes des données ou conslantes
mobiles (65, 77, 90, 109), quand on passe de cette posi-
tion hypothétique & celle que fait découvrir le résultat des

transformations algéhriques appliquées aux équations primi-

tives. 3 :

Dans la derniére de ces circonstances ot la situation des con-
stantes mobiles est vraiment inconnue, on doit leur attribuer,
dans la mise en équation- du probléme, le double signe ==,
par suite de Iignorance ot 'on est de celui de ces signes de
coreélation qui convient  la position cherchée. :

Il peut arriver ainsi que P'on soit conduit & considérer, &
priori, comme négatives des constantes ou données représen—
tant des aires, des volumes ou toutes autres grandeurs expri-
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mées par des fonctions algébriques de certains éléments de I
figure, qui, envisagés dans leur élat de simplicité linéaire, doj-
vent, en vertu du signe négatif dont il vient d’dire parlé, éire
par la méme supposés de véritables imaginaires.

Par suite aussi, comme il n’est nullement d’usage, dans |a
résolution des problémes de Géométrie, méme par I'Analyse

des coordonnées de Descartes, d’avoir égard & ces circon- |

stances el a ces distinctions fondées sur le principe de conti-
nuité et la loi des signes de position qui s’y appuie, il arrive
souvent qu’on substilue un systéme de solutions & un autre;
gqu'on en introduit d'éirangers en laissant échapper les véri-
tables; qu’enfin cette séparabilité des divers systémes de so-
lutions appartenant 4 un méme énoncé et & une méme figure
géoméltrique, conduit i des résultats algébricques sinon en eux-
mémes fautifs, du moins incomplets, puisqu'ils ne compren-
nent pas tous ceux qui peuvent provenir dua changement de
signes des données mobiles ou constantes indéterminées de
position. C'est pour éviter ceci que, dans les équations de con~

dition primitives, on doit auribuer partout le double signe ==

a de telles constantes afin .d’obienir le systéme entier des ra-
cines inconnues, algébriques ou géométriques.

117. Quand I'énoncé verbal d’un probléme ne renferme que

des conditions descriptives ou concernant la direction, le con--

cours réciproque et le tracé géométrique des points, des lignes
et des surfaces d’'une figure donnée, définie de nature et d’es-
péce, variable ou non de position, mais absolument indépen-
dante de toute considération de mesure comparée, de toute
rélation métrique, les observations ci-dessus, relatives aux
signes de position, cessent d’avoir lieu; et, comme il est im-
possible alors de confondre les objets donnés, fixes ou mobi-
les, avec d'autres de position et d’espece distinctes, il est
également impossible que I'énoncé conduise 4 des solutions
multiples décomposables, & moins qu'il ne soit lui-méme par-
tageable en plusieurs énoncés distincts, par le changement
possible de la disposition des points et des lignes qui définis-
sent la nature géoméurique du systéme.

Ainsi, par exemple, si Pon demande d'inscrire 4 un cercle
donné et déerit un palygone queleconque dont les cotés passent
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par des points aussi donnés, il faut que I’énoncé spécilie, par
une figure déerite ou autrement, lordre dans lequel on veut
que les cotés se succédent & Pégard de ces points respectifs.
Autrement, cet énoncé comprendrait plusicurs questions et
solutions distinctes dont la combinaison mutuelle: pourrait
exiger un examen séparé et spéeial.

Conclusions ‘générales et récapitulatives.

118. Je pense avoir donné dans cet éerit la théorie des varia-
tions de signes dans les figures géométriques et avoir levé
toutes les difficultés, tous les nuages dont cette théorie parais-
sait encore enveloppée dans les applications, malgré les éerits
de lillustre Carnot et ceux des estimables savants qui s’en
sont occupés apres lui. On a dis'apercevoir que la notion que
nous y donnons des expressions négatives en Géométrie ne
différe pas, quant au fond, de celle présentée par M. Carnot.
Nous admettons avec lui qu’il n’existe pas de quantités néga-
tives absolues et isolées proprement dites; celles qu’on ap-
pelle ainsi n’élant que des formes purement algébriques qui
rappellent & la fois la grandeur métrique d’une quantité et la
fonction qu’elle doit remplir dans les calculs; qu'a cet égard .
il en estainsi encore des quantités algébriques positives; que
cependant ces derniéres remplissant dans les caleuls ot elles
entrent, le méme role que les quantités numériques et ahso-
lues, rien n’empéche, i la rigueur, de leur conserver le nom
de quantités; qu'enfin les expressions négatives isolées peu—
vent étre considérées comme provenant de la différence de
deux quantités absolues dont la plus grande a été retranchée de
la plus petite, ete. Mais nous n’en conclurons pas, avec ce géo-
meure philosophe, que las expressions négatives isolées sont
insignifiantes ou absurdes : elles ne sont telles, en effet, que
quand on prétend les regarder comme des quantités simples et
leur appliquer I'idée abstraite de grandeur; car elles repré-
sentent 4 la fois la grandeur et Iétat, la fonction opposée et
contraire & celle qu'indiquent les expressions algébriques iso-
lées, positives ou additives.

En Géoméirie comme en Analyse algébrique ott 'on consi-
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dére des quantités indéterminées ou variables suivant cer-
taines lois continues, les signes -+~ et —, qui précédent tne
grandeur, peuvent aussi représenter le sens direct ou inverse,
progressif ou rétrograde, par rapport a Porigine d’ou cette
grandeur se mesure. A la suite et comme résultat d'un caleul
algébrique, elles indiquent une concordance ou une opposition
de sens d’une grandeur supposée inconnue algébriquement,
par rapport au sens qu’on lui avait d’abord attribué dans les
formules, équations ou relations quelconques, considérées
comme fondamentales au point de départ.

Dans les figures dont tous les éléments sont soumis a Ia loi
de continuité, il existe un constantaccord entre la loi des signes
de position et celle qu’indiquent les régles algébriques; leur
désaccord dans les résultats, s'il n’est pas purement apparent,
provient toujours d’erreurs de calcul ou de raisonnement,
de fausses hypotheses ou d’une cause de discontinuité quel-
conque inhérente aux données ou aux relations métriques
primitives et conditionnelles.

Dans toutes les relations géométriques de cette espeéce qui
ne comptent que deux termes, il ne saurait subsister aucun
signe algébrique, conformément aux résultats de la logique
sévere des Anciens; ces signes se détruisent mutuellement,
inévitablement, pourtoutes les situations possibles de la figure,
comme cela a lieu en particulier dans la théorie des transyer-
sales que les géometres grees possédaient comme nous, dans
ses principaux éléments.

L’antagonisme des signes, dans les relations métriques a
deux termes, ne peut subsister qu'au point de vue algébrique
des formules de substitution, de corrélation et de transfor-
mation, ou I'un au moins des termes est suppos¢ inconnu
quant aux signes algébriques de position. Cette considération
ne saurait, en aucune maniére (n° 35 et suiv.), autoriser la re-
présentation soi-disant géométrique et symbolique des imagi-
naires absolues ou isolées.

Quant aux objections de M. Carnot relatives & la résolution
algébrique des problémes de Géométrie, nous les ayons suffi-
samment réfutées dans les derniéres parties de ce I11¢ Gahier,
pour nous dispenser d’insister sur tout ce qui concerne l'in-
terprélation des racines ou solutions algébriques négatives et

: DE POSITION EN GEOMETRIE. 289
positives dont les derniéres sont seules admises par ce savant
comme entiérement rigoureuses, quoique au fond, ainsi qu’on
I'a vu, elles puissent éire tout aussi sujettes & dilficulté et a
contestation dans certains cas.

A la rigueur, nous aurions pu nous dispenser d’entrer dans
un examen, une réfutation aussi détaillée des idées de M. Car-
not 4 cet égard, puisqu’elles tiennent moins a des erreurs de
principes qu’a des différences dans la maniére d’envisager les
questions. Mais notre grand concitoyen a pu induire en erreur
heaucoup de personnes en cherchant a démontrer que I'’Ana-
lyse algébrique donne tantdt plus, tanidt moins que ce qu'on
lui demande, qu'elle peut méme amalgamer des racines tout

‘4 fait insignifiantes ou fausses aux racines véritables des

questions, qu'enfin on ne pouvait étre sur, en aucun cas,
d’avoir obtenu une racine effective d’'un probléeme qu’apres
des vérifications 4 posteriori épineuses, ‘qui tendent & ébran-
ler la confiance dans la certitude du résultat des connais-
sances algébriques ou géoméiriques; ¢’'est pourquoi j'ai cru
pouvoir, malgré mon peu d’autorité et mon profond respect
pour un illustre maitre, entreprendre cette longue et pénible
réfutation. :
Comme on ne reproche que trop souvent a 'Analyse algé-
brique sa trop grande généralité sous prétexte qu'elle donne
plus qu'on ne lui demande, et qu’elle ajoute aux racines que
I'on cherche d’autres racines qui, n'appartenant pas & la ques-
lion, sont inutiles, sinon tout & fait absurdes ou insignifiantes,

je crois devoir joindre ici quelques réflexions générales a celles

en grand nombre, déja répandues dans le cours de ce Cahier,
relativement & la séparabilité des solutions algébriques des
problemes de Géométrie, séparabilité dont Ia cause principale,
comme on I'a vu encore, tient a 'ambiguité, a I'incertitude des
signes de position des constantes mobiles ou indéterminées
de situation.

D'abord je dis que, tant que I'on n’aura pas prouvé par des
exemples que la (zéométrie ordinaire peut, dans les mémes
cas ou I’Analyse algébrique donne des systémes de racines in-
séparables, séparer ct isoler les unes des autres les diverses
solutions qui correspondent & ces racines, on aura tort de lui
imputer un défaut, si toutefois c¢’en est un, gu’elle a en com-

It l()
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mun avee le raisonnement géométrique ordinaire. Or, il est
trés-certain que la Géométrie ne parvient pas mieux que le
caleul algébrique a opérer cet isolement, cette séparation;
témoin la résolution de tous les problémes du second degré
par la regle et le compas, ot les intersections marchent tou-
jours par couples, saul les cas mémes ou ce caleul parvient &
les séparer; témoin encore les problemes de la duplication
du cube, de la trisection de 'angle, que les Grecs, pas mieux
que les modernes, n’ont pu résoudre qu’a l'aide des courbes
dites mécaniques, ou par I'intersection de deux sections co-
niques, dont I'une au moins différe de la circonférence du
cercle.

Le premier de ces exemples est d’autant plus remarquable,”

qu’il n’est susceptible que d’une seule et unigue solution réelle,
les deux autres solutions ou racines étant nécessairement ima-
ginaires, impossibles géométriquement. Cette complication, je
le répéte, se trouve dans la nature des choses et non dans l'es-
sence de I'’Analyse algébrique, qui ne saurait agir différemment
sans conduire a des contradictions et & des absurdités mani-
festes. On aurait tort de penser que I’on puisse un jour parvenir
a séparerles diverses racines ou inconnues d'un probléme géo~
métrique autrement que par la résolution elfective de 1'équa-
tion algébrique dont elles dépendent nécessairement : cetie ré-
solution, & cause de I'indétermination absolue du signe impli-
cite ou explicite des expressions radicales, donnera toujours,
quoi qu'on fasse, et cela simultanément, toutes les racines de
Péquation proposée.

L’idée autribuée primitivement a I'illustre Leibnitz, et depnis
reproduite par d’Alembert (Encyclopédie, article Situition),
d’une Analyse qui donnerait le moyen de faire entrer la situa-
tion dans le calcul des probleémes, de sorte que I'on put sépa-
rer par un caractére bien distinctif et par conséquent isoler faci-
lement e sysiéme particulier que 'on a dessein de considérer
dans I'énoncé de chaque question, cette idée, dis-je, me pa-
rait étre, pour les raisons qui précédent, une conception en-
tiecrement chimérique et dénuée de fondement, si toutelois
on veut entendre par la que I'on parviendrait & séparer, sans
changer les inconnues du probléme, le systéme des solutions
quiappartiennent 4 ces inconnues, dans les ¢as mémes ou ces
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solutions seraient considérées en Géométrie comme de leur
nature, tout & fait inséparables. Ce serait, en cffet, abaisser
toutes les équations algébriques 4 des équations rationnelles
du premier degré; chose, comme j’en ai souvent fait la remar—
que, impossible dés le second degré.

Dans les cas ot les solutions d’un probléme sont séparables,
I'Analyse peut les isoler tout aussi bien que la Géométrie, et,
s'il arrive parfois que, dans ce cas méme, elle les donne d’une
maniére simultanée, ¢’est moins sa propre faute que celle du
calculateur, qui a posé la question dans un sens irop géuéral,
point assez circonstancié, ou, si Uon veut, de ce que la mise
en équation enveloppe a la fois plusieurs questions analogues
acellesde I'énoncé; car les équations primitives doivent en étre
la traduction rigoureuse et fidéle. Aussi, en examinant atten-
tivement les diverses solutions obtenues, reconnaitra-t-on que
I'Analyse n’a rien donné de trop, et qu'en effel les diverses 50-
lutions répondent au probléme tel qu’ila été mis en équation.
Malgré cela, les racines afférentes a la question étant de leur
nature rationnelles et séparables, on pourra toujours parvenir
i la seule et unique solution cherchée, non en changeant de
données et d’inconnues, ce qui, au fond, revient A changer la
nature du probléme, mais en posant les équations de départ
d’une maniére précise et absolue.

Les solutions soi-disant surabondantes ou étrangéres qu’on
renconire en traitant les problémes géométriques par le cal-
cul, ne viennent donc pas de ce qu'elles ont 616 amalgamées
avec les autres par les transformations algébriques, puis-
quelles appartiennent, en toute rigueur, aux divers systémes
que rlcpre'semem les équations primitives, mais bien de Ia
m@iere inexacte, vague ou trop générale dont on a mis le pro-
bléme en équation.

Nous ne disons rien des facteurs introduits par des procédés
particuliers d’élimination; car, non-seulement ces [acteurs
sont inutiles et insignifiants, mais encore ils ne satisfont nulle-
x’m?n't aux équations de définition, et peuvent toujours étre
tvites en employant un mode convenable d’élimination. On
doit done avoir soin de distinguer ces sortes de facteurs de
ceux (Jolnl il a é1é question dans ce qui précede, lesquels font
necessaivement partie de 'équation Ginale du probléme : il n’y

19.
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a que le changement méme de la mise en équation qui puisse
les faire disparaitre de ce résultat(*).

“Qu’on ne dise pas qUil est impossible a Pavance de recon-
naitre si le probléme présenté de telle ou telle maniere dans
la mise en équation, introduira une ou plusieurs solutions
étrangeres a la question telle quelle a é1é énoncée verbale-
ment : une discussion exacte el suffisamment approfondie y
fera toujours parvenir d'une maniére certaine ; mais elle sup-
pose, de la part du géométre, une grande habitude du calcul
et du raisonnement géométrique; ce n'ést qu'en résolvant
beaucoup de questions difficiles et en les traitant d'une ma-
niére compléte que Uon peal parvenir a acquérir celte pré-
cieuse habitude.

C’est peu, en eilet, d’étre parvenu a metire un probléme
en équation, a trouver méme la marche a suivre dans les opé-
rations subséquentes, pour prouver par Ia que 'on sait résoudre

" ce probléme; souvent c’est la plus petite partie de la difficults
qui se trouve vaincue, et, pour avoir ramené la question &
quelques-unes des opérations bien connues de I’'Algebre, on
n’a nullement résolu la question proposée. Ce n’est d’ailleurs
qu’en abordant les discussions de détail avec une entiere fran-
chise qu’'on parviendra a faire faire des progrés a la science.
Une solution plus ou moins élégante ou heureuse n’est en soi
que peu de chose, mais il n’en est pas de méme de la marche
qui y a fait parvenir; car enfin, si la question était tant soit peu
difficile ou complexe, si le résultat final n’était pas une con-
séquence simple des données, si surtout la question semblait
se soustraire aux regles générales du calcul ou de I'élimina-
tion algébrique, il est certain que rien ne serait plus utile
pour Vavancement de la science elle-méme que de I'étudier
aux diverses phases pour lappliquer ensuite a tous les cas
analogues, et, a force d’essais et de tentatives fructueuses, par-
venir peut-étre & une théorie générale qui, en agrandissant
celte science, en éclairerait de plus en plus la partie méla-

physique. Ce n'est, en effet, que par des efforts répétés, sou: -

(*) Ces réflexions se trouvent en partie reproduites dans un arlicle
de 1817, déja cilé, des anciennes Annales de Mathématiques. (Foir 16s
Extraits du VI° Cahier, n° II.)
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tenus pendant des siceles, c’est en s'élevant des cas particu-
Jiers aux théories générales, que 1'édifice des sciences s’est
simplifié, perfectionné, et qu’il peut grandir sans cesse.

Enfin, il est toujours intéressant en soi de rechercher la so-
lution la plus simple, la plus directe et la plus facile; mais
cette derniére expression du caleul ou du raisonnement n'edt-
elle que Pavantage de fournir une construction a la fois ¢lé-
gante, rapide et facile & retenir, elle serait infiniment précieuse
pour les arts graphiques, dont le plus ou le_moins de perfec-
tion est étroitement lié a la prospérité publique et particuliere
des hommes.

Les réflexions que nous venons d’offrir sur la multiplicité
des solutions données par I'Analyse algébrique font voir, en
méme temps, que, si la mise en équation peut introduire des
racines étrangeéres & la question proposée, énoncée en langage
ordinaire, parce que cette mise en équation renferme un sens
plus élendu que celui de I'énoncé, réciproquement il est pos-
sible aussi, sans qu'on puisse reprocher a I’Analyse un défaut
de généralité, que 'on parvienne a un résultat final qui ne ren-
ferme pas toutes les solutions propres a cetie méme question
telle qu'elle est énoncée ; car les équations primitives peuvent
a leur tour ne pas renfermer tout le sens qui est propre a cet
énoncé. Mais, ainsi que nous en avons déja fait la remarque,
celte circonslance ne pourra avoir lieu que dans les cas ou les.
solutions géométriques elles-mémes seront séparables de leur
nature, et auront quelque chose dedistinet par rapport aux
signes et a la position des diverses données. Dés lors aussi il
sera possible encore de parvenir simultanément 4 toutes les
solutions du probléme & résoudre en généralisant, d’une ma-
nicre convenahle, Pénoncé et les équations diverses qui dé-
finissent les conditions du probléme.

La grande difficulté, comme on l'a vu, estia mise en équa-
tion. C'est ce qui fait que telle question a été réputée, pen-
dant tout un siécle, du quatriéme, du huitieme degré, qui
0’était au fond que du second, parce que les solutions qui lui
appartenaient élaient séparables de leur nature ; témoin, entre
autres, la recherche analytique d'une sphere tangente a quatre
sphéres données, pour laquelle la Géométrie a devancé de
longtemps I'Analyse algébrique, mais qui n’a plus offert de dif
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ficulté dés I'instant ol on a su la mettre en équation d’une
maniére exacte et suffisamment circonstanciée.

Cet exemple et tant d'autres doivent faire sentir vivement
nécessité qu’il y a de cultiver la Géoméirie rationnelle de pair
avec ’Analyse algébrique, en les faisant marcher, autant que

possible et si je puis m’exprimer ainsi, & la méme hauteur;

car chacune de ces deux sciences s'accroitra de tous les pro-
grés qu'on aura pu faire faive i autre.

En résumant ce qui précéde, on peut conclure que toutes
les fois que les équations de départ ou de définition d’an pro-
bléme auront 616 bien posées et rigoureusement établies,
¢'est-a-dire toutes les fois que ces équations ne diront ni
plus ni moins que I'énoncé verbal lui-méme, on ne devra par-
venir el 'on ne parviendra jamais qu'aux solutions uniques et
véritables du probléme; que si, malgré cela, I'équation finale
semble donner des solutions en apparence surabondantes ou
inutiles & I'objet particulier qu'on se propose, c’est que ces
solutions ne peuvent, de quelque maniére qu'on s’y prenne,
étre séparées de celles qu'on cherche, et qualors la Géo-
métrie n’est pas plus capable que 1'Analyse d'y parvenir; que
les équations finales, & plusieurs racines inséparables, dé-
hotent en conséquence I'impossibilité absolue d’isoler, soit
géométriquement, soit analyliquement, la question énoncée
de celles qui lui sont éiroitement conjuguées, tout comme,
par exemple, il est impossible de séparer autrement que par
fa pensée et en renoncant  toute idée de continuité dans le
tracé des lignes, les deux points d’intersection d’une droite
et d’une circonférence de cercle situées dans un méme plan;
“qu’enfin, 8’il se présente des racines imaginaires a la suite d'un
caleul, elles warrivent Ta que pour indiquer des solutions qui,
sous leur forme algébrique, sont susceptibles de devenir
réelles et possibles en changeant, non le sensni la nature de
Pénoncé de la question, mais bien la grandeur absolue des
données qui y entrent.

L’Analyse algébrique exige done, lorsqu’on Papplique 3 des
questions de Géométrie, de la pénétration d’esprit et du juge-
ment, et Pon a tort de croire qu’on puisse Pemployer comme
un véritable instrument qui doive méme redresser, dans tous
les cas possibles, les erreurs et les fausses hypothéses que
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I'on pourrait commettre. C’est une arme commode dont tout le
monde indislinetement peut se servir; elle donne- toujours
des résultats bons.en eux-mémes, mais qui, fort souvent, ne :
seront applicables a ce qu'on cherche et n'auront de significa- -
tion véritable, qu’entre les mains de ceux qui savent les lire
et les interpréter. d'une maniére convenable. En un mot, ’Ana-
Iyse ne doit étre appelée que comme auxiliaire du raisonne-
ment ordinaire; elle sert a soulager la mémoire, & symboliser
le résultat des premicres conceptions géométrigues, et a.en
tirer des conséquences faciles au moyen du mécanisme qui lui
est propre; mais elle ne saurait jamais diriger ni suppléer le
jugement et la conceplion: c’est le vrai bitan des aveugles.

Note pendant Uimpression,

Comnte on peut le voir par Uindication au bas de la page 197, javais
Pintention d’ajouter ici diverses Notes manuscrites d'une date contem-
poraine & 1817; mais I'étendue qu'a prise & l'impression la matigre de ce
III* Cahier, malgré de nombreuses abréviations et suppressions, m’oblige
4y renoncer, sinon définitivement, du moins jusqu'a la fin du volume, ou,
peut-étre alors, le temps et espace me permettront d’en publier au moins
un extrait abrégé. Je regrette d’autant plus cet ajournement, que ces Notes
venaient ici dans leur ordre de date, et que la publicdtion de la Correspon-
dance que jai entretenue, de 1818 & 1820, avec MM, Terquem, Servois
et Brianchon, pouvait servir & combler la Jacune qui existe entre ce
1I° Cahier et les suivants, sous le rapport des idées et des intentions.



QUATRIEME CAHIER.

CONSIDERATIONS PHILOSOPHIQUES ET TECHNIQUES SUR
LE PRINCIPE DE CONTINUITE DANS LES LOIS GEOME-
TRIQUES (*).

Desine quapropter novitate, exterritus ipsf,
Exspuere ex animo rationem : sed magis aeri
Judicio perpende, et, si tibi vera videtur,
Dede manus; aut, si falsa est, accingere contra.
(Luerevivs, De naturd rerwmne, 1b. 11)

§ Ien
EXAMEN DU PRINCIPE DANS LA GEOMETRIE RATIONNELLE.
1. La Géométrie analylique ayantacquis surla Géométrie or-
dinaire, une supériorité et une généralité qu’il est impossible de

lui contester, dans I’état actuel de ces deux sciences (1818), &
moins d’ignorer tout & fait les brillantes découvertes des algé-

(*) Ce Cahier, dont la rédaction définitive date de Thiver de 1818

a 1819, est le développement méthodique des idées et des considérations

générales sur le principe de continuité, qui servaient, pour ainsi dire, de

préambule et de justification aux théories du IM1* Cahier, essentiellement

basées sur l'admission ouverte de ce principe, mais dont il importait

de démontrer Vexistence de fait et 'admission, du moins implicite, dans
toutes les recherches et les découvertes fondées sur I'Analyse moderne.

Comme je I'ai dit dans la note de la page 167, ces préliminaires ont €é1é
entiérement supprimés, parce qu'ils amenaient des discussions épineuses
et prématurées, relatives a la fausse interprétation quelquefois donnée d
certains signes algébriques. La Correspondance, déjy mentionnée dans
la Note finale du méme Cahier, montre qu'apres avoir donné en 1818, &
MM. Terquem, Servois et Brianchon, un apercu sommaire de mes pre-
migres idées sur le principe de continuité, la loi des signes de posi-
tion, ete., j’ai-adressé 4 ces savants, au commencement de 1819, outre
la rédaction qui constitue le texte méme de ce 1V® Cahier, celle d’'un
autre Mémoire relatif aux principes généraux de la projection centrale
des figures situées dans I'espace ou dans un plan, Mémoire que je me
proposais de publier immédiatement et de faire suivre, sans lacune, de
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bristes modernes, ou d’¢éire entierement épris .des méthodes
anciennes, c’est une question aussi utile qu'intéressante que
de rechercher directement quelles sont les causes de la fai-
blesse naturelle a I'une, et de la puissance extensive qui con-
stitue en quelque sorte le caractere propre de 'autre. Car, si
ces causes étaient une fois bien connues, il deviendrait peut-
stre possible de faire passer dans la Géoméurie ordinaire la
généralité des conceptions del’ \m]yse algébrique, généralité
qui doit nécessairement appartenir a I'essence méme de la
grandeur figurée, mdependqmmem de toute maniére de rai-
sonner. Par 1a on parviendrait & donner a cetie Géométrie,
sinon tous les avantages de I’Analyse, au moins un cerlain
degré de perfection dont, on le voit bien, elle manque encore
de nos jours. Or, ce n’est évidemment qu'en examinant avec

la démonstration des propriétés projectives les plus intéressantes et les
plus nouvelles sur les sections coniques. Mais les bienveillantes observa-
tions et les ohjections qui me furent adressées & ce sujet, par ces meémes
géometres, et les devoirs de mon service d'ingénieur militaire pendant
I'été de 1819, mempicherent de réaliser ce projet, et je dus me borner
a présenter, en avril 1820, & I'Académie des Sciences de PInstitut, un
Mémoire qui forme le V¢ Cahier de ce volume, et que, dans ce but tout
spécial, je rédigeai pendant les mois précédents, en me limitant a des
points de doctrine et @ des résultats que je considérais comme devani
dtre 4 Vabri de toute contestation. Néanmoins, malgré cetle réserve, in-
spirée par les serupules el les objections de MM. Terquem, Servois et
Brianchon, I'usage trés-sobre, mais nullement déguisé, que je faisais du
principe de continuilé n’ayant pu obtenir grice aux yeux du savant rap-
porteur de I'Académie, j'ai pris, en 1821, le parti de présenter la copie
in extenso des considérations philosophiques de ce IV® Cahier, & la So-
citté des Lettres, Sciences ol Arts de Metz («); mais la encore, mes
idées sur la continuité furent accueillies de telle sorte par le rapporteur
Président de cetle Académie, que je dus renoncer a l'espoir de faire
gotiter et comprendre convenablement mon but et la tendance de mes
idées avant la publication de I'ensemble de mes recherches géométriques.

(@) Compte rendu des travaux de la Société pendant Pannée de 1821 & 1829
Mets, chez Lamort, imprimeur. C'est dans la méme année 1821 (v0ir p. 28 et 29)
que je lus, en présence de M. Arago, un exposé rapide des principaux résultats
anxquels jétais parvenu dans Papplication de ’Analyse des {ransversales 4 la re-
cherche des propriétés des courbes géomélriques de tous 1es ordres, qui consti-
tue le fond du Ji€ Cahier de ce volume,
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attention quelle est la différence qui existe entre la manigre
de procéder de ces deux sciences; c’est en recherchant quelle
est la marche et quelles sont les ressources de 'une et de
l’al:llre dans la solution générale des diverses questions qui se
presentent, qu'on pourra parvenir a atteindre ce but aussi im-
portant que désirable.

De grands géométres, dont jeme complairai souvent a citer
Pautorité dans Ie cours de cet éerit, ont déja tentd, de la ma-
niére la plus savante el la plus approfondie, la comparaison
que nous voulons établir; mais, comme leur objet était moins
déterminé que le notre, il n'est pas inutile, il est méme indis-
pensable que nous reprenions, de nouveau, la question pour

Pexaminer avec plus de détails et sous le point de vue qui

beut nous conduire, de la maniére la plus facile, aux consé-
quences générales que nous nous proposons d’en déduire.

Mais, avant d’entrer en matiére, il est essentiel de faire
quelques remarques préliminaires sur le sens qu'on devra
attacher, par la suite, & plusicurs expressions dont nous ferons
un fréquent usage.

2. L’objet de la Géométrie, considérée d'une manidre géné-
rale, est d'étudier les propriéiés des corps sous le rapport de
leur étendue ou de leur configuration. Mais, parmi ces pro-
priétés, il en est qui concernent moins la grandeur absolue
oudéterminée de telles ou de telles parties, que les affections,
les relations générales et indéterminées qui leur sont com-
munes ou qui appartiennent a leur combinaison mutuelle,
Ces derniéres propriétés doivent seules faire I'objet des con-
sidérations qui suivent; car, & cause de leur généralité et de
Pindétermination méme des grandeurs qu’elles concernent,
ces propriétés renferment implicitement toutes les autres, et
il suffira, pour y parvenir, de descendre du cas général au cas
particulier, en attribuant aux grandeurs indéterminées la valeur
ou la relation qui les particularisent. Ainsi, & moins qu'on ne
prévienne du contraire, les figures, les relations, les propriétés
dont il sera fait mention dans ce qui va suivre auront toute la
généralité possible.

3. De plus, parmi toutes les propriétés de 'étendue, il en
est qui ne concernent que les rapports ou relations existantes
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entreles grandeurs mesurées des parties des figures, tandis que
les autres, sans dépendre explicitement de ces relations, n’ont
trait qu'aux affections relatives a leur configuration, a leur ma-
niére d’étre réciproque. Pour les distinguer entre elles, on
pourrait appeler celles-ci graphiques ou descriptives, tandis que
les premiéres recevraient le nom de propriéiés métriques, ¢ est-
a-dire concernant les rapports, la mesure; et c’est ainsi que
nous en userons dans ce qui va suivre, afin d’abréger le dis-
cours et de lui donner plus de clarté, puisque les expressions.
qui précedent ont un sens bien déterminé.

k. Malgré la distinetion que nous venons d’établir entre
ces deux espéces de propriéiés, on sent toutefois qu’elles ont
entre elles la dépendance la plus intime, et que souvent celles
d'une espece pourront conduire immédiatement a celles de
Fautre. On a constamment réuni dans les recherches purement
géométriques ces deux genres de propriétés, parce que, en
effet, il n’est aucun moyen de lesisoler d’une maniére absolue
et parfaite. :

Cependant, Ia Géoméirie descriptive pourrait étre considérée
comme ayant principalement pour objet les propriétés gra-
phiques des figures, et la Géométrie analytique comme ayant
pour objet, de son coté, les relations ou les propriétés mé-
triques; car cette derniére science ne commence ses opéra-
tions que quand la Géométrie lui a liveé les premiers rapports,
ct elle les termine précisément quand il s’agit d’en interpréter
les résultats sur la figure.

Envisagée sous ce point de vue, la Géométrie analytique ne
serait que Iart d’appliquer aux rapports métriques des figures
le mécanisme du caleul algébrique, pour transformer ces rap-
ports en d’autres qui en découlent en vertu des lois abstraites
de la grandeur; et c’est en effet ainsi qu'elle a ét¢ mise en
usage dans I'origine, par Victe, sous le nom &’ Analyse déter-
ninée.

Mais la Géométrie analytique a recu, deés le temps de Des-
carles, une extension beaucoup plus grande sous le nom
Cdnalyse indélerminée ; par elle on est parvenu, non-seule-

- mentisoumettre les rapports métriques au caleul, mais encore

apeindre les formes et la disposition méme des objets de la
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Géométrie : c'est cetie analyse, qu'on nomme aussi méthode
des coordonnées, qu’ont cultivée avec tant de succes les Buler,
les Monge, les Lagrange, etc.; ses avantages sur la premicre
sont aujourd’hui bien connus, et ne forment le sujet d’aucun
doute.

5. Nous avons cru nécessaire d’établir, avant d’aller plus
loin, cette distinction entre les deux espéces d'Analyses qui
précédent, parce qu'on n’est que trop souvent entraingé a re-
procher a I’Analyse en général les défauts et les difficultés, qui
wont lieu, en particulier, que pour Papplication de I'Algebre
a la Géométrie dans des questions déterminées, laquelle n’est
quune espece de Géométrie dont les régles sont imparfaites,

. et dont la marche varie & chaque instant et dépend tout a fait
de la sagacité de celui qui I'emploie.

Dans ce qui suit, ¢’est toujours de I'’Analyse des coordonnées
que nous entendrons parler; car elle seule posséde, dans ses
résultats, la généralité dont nous voulons étudier et rechercher
le principe.

6. Notre sujet ayant quelque analogie avec celui de la Géo-
métrie de position de M. Carnot, nous aurons souvent besoin
de comparer unie méme figure avec loutes celles qui peuvent
étre censées en résulter par le mouvement progressif et con-
tinu de certaines des parties qui y entrent, sans violer la liaison
et la dépendance primitivement établies entre elles. Nous ap-
pellerons avec cet illustre géomeéwe (*), figure primitive, celle
a laquelle on compare toutes les autres qui en dérivent;
celles-ci, & leur tour, seront appelées en général les corrélatives
de la premiére : cette correspondance particuliére entre deux
systémes sera désignée, en outre, parle mot corrélation.

Nous distinguerons trois degrés de corrélation, suivant la
plus ou moins grande analogie que peuvent conserver entre
cux le systéme primitif et le systéme dérivé. Pour tous, 1nous
admettrons que le mouvement par lequel on suppose que la
figure primitive ait pu se changer en sa dérivée soit réel et
géométriquement possible.

(*Y Géométric de position, art. 23 et 78.
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(ela posé, nous dirons que la corrélation est directe toutes
les fois que les figures corrélatives seront composées d'un
méme nombre de parties semblables quant & leur nature, se
correspondant chacune A chacune, et disposées absolument
dans le méme ordre & I'égard les unes des autres : dans cette
situation, elles ne différeraient évidemment que par la gran-
deur absolue de ces parties, et nullement par leur nature et
leur position relative. ;

Nous dirons que la corrélation est au contraire indirecte ou
inverse toutes les fois que le déplacement nécessaire a opérer
dans Pune des figures, pour la rendre identique avec sa corré-
lative, changerait 'ordre, la disposition de quelques-unes des
parties dont elle se compose, sans todtefois en changer la
nature.

Enfin la corrélation pourrait étre telle que, en vertu du dé~
placement toujours réel de certaines parties de la figure pri-
mitive, une ou plusicurs autres parties de cette figure de-
vinssent, dans la corrélative, imaginaires de réelles qu’elles
étaient, ou réciproquement; ¢’est-a-dire telle que certaines
distances, certains points cessassent d'exister d’une maniere
géométrique : nous nommerons cet état de deux figures
corrélation idéale.

Si la figure primitive renfermait une droite et un cercle, par
exemple, et que cette droite rencontrat d’abord la circonfé-
rence de ce cercle endeux points, on pourrait concevoir qu’elle
se délachit ensuite du cercle par un mouvement continu; alors
les deux points dont il s’agit cesseraient d’éire réels aussi
bien que la direction des rayons qui leur correspondent, et la
nouvelle figure serait, d’aprés ce qui préceéde, en corrélation
idéale avee la premicre.

Ces définitions ne cadrent que jusqu’a un certain point avee
celles de la Géoméirie de position ; clles ne concernent pro-
prement que la corrélation de situation des figures, tandis que
les autres concernent la corrélation des signes qui affectent
les grandeurs qui entrent dans les formules appartenant a ces
figures. 1l ne faut pas confondre entre elles ces deux sortes de
corrélations; pour qu’il fig permis de le faire, il faudrait qu’on
et démontré i 'avance, d’une maniére absolue et rigoureuse,
que chaque espéce de corrélation de situation entraine néces—
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sairement I'espéce correspondante de corrélation de signes;
ce qui n’a pas lieu jusqu’a présent.

7. Quel que soit, dans la Géoméuie pure, Uobjet que Pop
se propose et le mode de raisonnement qu’on veut employer
pour y parvenir, il s'agit toujours, en définitive, d'établir, de
rechercher la dépendance ou la relation ewplicite qui existe
entre telles ou telles parties d’une figure donnée, que cette
relation soit métrique ou descriptive.

Si celte relation est assez simple en elle-méme, ou si elle
est liée d’'une maniére prochaine avec des vérités, des rela-
tions connues entre quelques parties de cette figure, il sera
souvent facile de passer de la connaissance des unes a celle
des autres, sans avoir besoin de recourir i aucun intermédiaire
étranger & la figure. Mais, si cette relation et les parties qu'elle
concerne n'ont qu'une liaison lointaine et difficile a établir
avec ces autres parties de la figure ou avec d’autres relations
déja connues, ou si, méme, on ne connalt aucune relation
entre les parties actuelles de cette figure, alors on se voit con-
duit & décomposer la difficulté en d’autres plus abordables;
ce a quoi I'on parvient presque toujours en tracant sur la fi-
gure, de nouvelles lignes liées d’une maniére intime aux pre-
mieres.

Si ces nouvelles lignes, qui ne sont que des auxiliaires pour
P'objet principal, sont bien choisies, il arrivera que leur ma-
niére d’étre a 'égard des autres fera apercevoir quelques rela-
tions ou dépendances déja connues, et alors, en rapprochant
successivement ces relations entee elles, on pourra parvenir,
comme dans le premier cas, A la relation dont on s’occupe,
en faisant voir, d'une maniére ou d'une autre, quelle est sa
dépendance et sa liaison avec elles. Le but qu'on se propose
se trouvera done entiérement rempli, sous quelque point de
vue qu'on le considére.

On voit par la que la chose vraiment difficile, celle qui tient
surtout au génie et au talent du géométre, c’est le choix des
lignes et des relations auxiliaires qui doivent servir a lier les
différents membres de la proposition; c¢’est en cela que con-
siste I'élégance d’une solution ou d’une démonstration. Car,
si ces auxilisires n'ont qu’une dépendance lointaine avee la
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figure donnée ou avec l'objet qu’on se propose, elles exige-

- ront beaucoup de propositions intermédiaires, et ces Proposi-

tions seront compliquées dans leur rapprochement mutuel 5
aussi arrivera-1-il souvent que si cetle marche a conduit au ré-
sultat, aprés bien des détours, on n’aura encore obtenu qu’une
relation ou quunc construction aussi difficile 4 saisir que
tous les intermédiaires par lesquels on aura é16 obligé de
passer.

8. Si cette difficulté et cetle indétermination du choix des
auxiliaires, dans les questions géométriques traitées d’une
maniére purement rationnelle, offrent des désavantages relati-
vement a la marche générale et uniforme de la Géoméirie ana-
Iytique, puisqu’elles peuvent arréter le géométre dés le pre-
mier ahord, il faut avouer toutefois que cette indétermination
est, en particulier, aussi la cause de I'élégance et de la simpli=
cité de certaines solutions et de certaines démonstrations,
dans des questions que la méthode des coordonnées ne peut
alleindre que d’'une maniére pénible.

On congoit, en effet, que la Géométrie analylique, dans sa
marche générale et uniforme, rapportant constamment tous les
objets d'une figure aux mémes auxiliaires, doit parvenir  des
résultats d'autant plus compliqués et plus difficiles & saisir,
que ces auxiliaires offrent moins d’analogie avee les formes
ou les objets mémes de la figure, et quainsi leur dépendance
mutuelle est moins simple et moins intime. Elle ne peut
dailleurs, comme la Géométrie rationnelle, faire usage immé-
diatement des propositions déja connues, et qui sortent tant
soit peu de ses principes élémentaires; elle est forcée de re-
prendre les choses presque a leur définition, et de parcourir
tout l'intervalle qui sépare ces définitions des relations finales
auxquelles on se propose de parvenir. La méthode des coor-
données, considérée en elle-méme et d’une maniére générale,
est done limitée autant dans le choix des principes ou des
propositions auxiliaires, que dans celui des lignes dont elle
doit nécessairement faire usage pour définir chacun des objets
de la figure.

11 est vrai que, 4 la rigucur, on pourrait admettre des pro-
positions déja connues et diminuer par la, de beaucoup, la



304 1V CAHIER. — CONSIDERATIONS PHILOSOPHIQUES
complication des calculs et le nombre des opérations né-
cessaires pour arriver au résultat final; mais cela exigerait,
dans chaque cas particulier, la recherche de I'expression ana-
lytique de cette propriété, car cette expression varie avec la
position des axes coordonnés : or, ¢’est ce (ui serait loin d’éure
facile dans tous les cas, comme cela a lieu dans la Géométrie
ordinaire.

D'un autre ¢61é, I"Analyse, dans chaque cas particulier, n'est
pas entiérement bornée au choix de tels ou tels axes coor-
donnés; elle peut, ainsi que la Géométrie, mais d'une maniére
moins immédiate, faire usage de lignes et de grandeurs auxi-
liaires liées intimement a la figure, pourvu que la dépendance
qu’elles ont avec les autres objets donnés ou inconnus de cette
figure, soit déterminée a l'avance et, par conséquent, telle
qu’on puisse passer directement de la connaissance des unes
a celle des autres par des relations algébriques. Mais alors on
éprouve, dans le choix de ces auxiliaires, les mémes difficultés
que dans la Géométrie pure elle-méme, et il faut étre déja pro-
fond géométre pour reconnaitre, a Pavance, la simplification
que le choix de tel auxiliaire ou de telle inconnue pourra
amener dans I'équation ou le résultat final. §'il suffisait de
faire en sorte que les équations primordiales fussent simples
et les plus simples possible, on congoit qu'il seraitassez facile
de choisir les auxiliaires; mais il n’en est pas toujours ainsi,
et, souvent, les équations les plus simples en apparence con-
duisent aux résultats les plus compliqués.

9. Ce n'est done pas lindétermination et la difficulté du
choix des auxiliaires qui rendent la Géométrie inférieure a
I’Analyse, car cette indétermination et cette difficulté subsistent
également dans la derniere pour chaque question que l'on
peut se proposer en particulier; et, si la Géométrie analylique
a lavantage d’offrir, dans sa marche méthodique, des moyens
de solutions pour toutes les questions possibles, il faut avouer
encore que, sauf certains cas ou les auxiliaires, abscisse et or-
(lonnée, ont une liaison intime avee les données de la question,
elle ne conduit, la plupart du temps, par ses procédés géné-
raux et-directs, qu'a des résultats d’une grande complication
et dont Pinterprétation et la construction géométrigue sont
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trés-difficiles : au moins, cette interprétation exige-t-elle une
grande pénétration d’esprit de la part de Palgébriste et une con-
naissance tres-approfondie des conceptions propres a la Géo-
métrie ordinaire.

Ce n'est pas encore, comme le dit trés-bien Lauteur de [a
Géomélrie de position, Pavantage qu’a I'Analyse des coordon-
nées de se servir du caleul, en tant qu'il sert & soulager la mé-
moire, qui fait sa grande supériorité sur la Géométrie ordi
naire; car, 1° celle-ci peut, jusqu’a un certain point, en faire
usage sans cesser d’éire purement Géométrie, pourvu qu’elle
en suive tous les développements sur la figure; 2° elle part
toujours des relations et des auxiliaires les plus simples, et
par conséquent les plus faciles & saisir et & comparer, méme
de téte; 3° le nombre des propositions et des objets auxi-
linires croissant sans cesse, et pouvant devenir immense par la
succession des temps et des travaux des géomeétres, il arrive
que, toutau contraire de I'Analyse pure, profitant immédiate-
ment, et sans intermédiaire, de ces ressources, de ces vérités
antérieurement acquises, pour les appliquer a 'objet proposé,
elle pourra parvenir; sans calcul et par forme de simple corol-
laire, & la détermination méme de cet objet. '

10. Jusqu’ici done, on le voit, les ressources et les moyens
quoffrent ces deux maniéres différentes de traiter la science
de I'étendue possedent des avantages et des désavantages réci-
proques qui se balancent mutuellement, et 'on ne voit pas,
(Jill'IS la faculté qu'a la Géométrie analytique de soulager la
memoire par des signes, une raison suffisante et nécessaire de
sa supériorité sur la Géométrie rationnelle; il est méme re-
marquable que, sous le point de vue de Papplication de I'une
et de Pautre a des questions particuliéres, la Géométrie ana-
Iytique ne saurait aucunement se passer ‘du secours des con—
sidérations de la Géométrie pure, soit pour simplifier I'état de
Ia .qucstion en la ramenant & des circonstances plus faciles,
SOIt pour simplifier la marche de ses opérations, soit enfin
pour interpréter et traduire géoméiriquement ses résultats
définitifs ; sous ce rapport tout particulier, on peut méme dire,
Sans lrop s'avancer, que la Géométrie analytique livrée i ses
Propres ressources, ¢’est-i-dire aux régles qui en forment la
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partie élémentaire, serait de beaucoup inféricure & la Géo-
métrie pure, tant pour I'élégance que pour la simplicité des
résultats.

Mais si, en considérant ainsi la Géométrie pure sous le point
de vue de son application & une question particuliére et a une
figure donnée d'espéce ou déterminée quant a la situation
des parties, elle semble offriv des avantages sur I'Analyse, ou
au moins les balancer, elle les perd bientdt sous le rapport de
I'extension possible de ses résultats & toutes les figures qui,
bien que de la méme nature que la premiére, en différent ce-
pendant par le déplacement de quelques parties: c'est Ia et
uniquement 1 qu'elle se refuse d'une maniere absolue a suivre
I’Analyse dans toutes ses conséquences. Pour en sentir la véri-
table raison, jetons un léger coup d’eeil en arriere sur sa ma-
niére de procéder et sur la nature des moyens qu'elle emploie
pour répondre aux questions qu’on lui propose.

11. La Géoméirie, envisagée comme nous venons de le
faire, ¢’est-i-dire la Géométrie traitée dans toule sa pureté et
telle qu’elle a é1é cultivée par les Anciens, ne perdant jamais
de vue son objet, raisonnant toujours sur des formes réelles
el existantes, et ne pouvant méme jamais tirer de ses raison-
nements des conséquences qu’elle ne puisse peindre a I'ima-
gination par des images sensibles, doit nécessairementsarréler
aussitdt que les objets quelle considére cessent d'avoir une
existence positive et absolue; maisil y a plus : siles objets de
son premier raisonnement ne conservent pas entre eux une
position toujours semblable et telle, qu’il n’y ait absolument
rien a changer dans les formes de ce raisonnement, elle s’ar-
réte encore et se refuse, quoi qu'on fasse, a étendre la consé-
quence de ce méme raisonnement, établi sur la figure primitive,
a la nouvelle disposition de cette figure; elle exige qu’on re-
prenne la série des raisonnements, pour lui donner, dans
chaque cas, une forme dilférente et presque toujours nou-
velle; et cependant les objets et les propositions auxiliaires
ont conservé une existence positive et réelle; leur dépen-
dance mutuelle et celle qu'ils ont avec la figure donnée est
restée la méme quant au fond; seulement la position et
Pordre de grandeur des partiesa changé : ce qui était & droite
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est actuellement a gauche, ce qui était dedans est actuellement
dehors, ete.

12. Qu'il s'agisse, par exemple, de démontrer ce théorome
fort simple, emprunté a la Géoméirie élémentaire :

« 8i d’un point 8, intérieur & une circonférence de cercle
» ABCD (fig. 148), on méne A volonté, dans son plan, deux

Fig. 148.

Tig. 14y.

A

—

B
i

» séeantes ASB, DSC, rencontrant cette circonférence aux
» points A et B, C et D respectivement, le rectangle SA.SB
» des deux segments formés sur I'une, sera égal au rectangle
» 8G.8D des segments formés sur Pautre. » .

Aprés avoir tracé les cordes opposées AC, BD et avoir formé
par conséquent les triangles auxiliaires ACS, BDS 0pposés par
le somuet 8, on observe que, en vertu d’une propriété anté-
rieurement démontrée, les angles ACS ou ACD, SBD ou ABD
de ces triangles sont égaux comme ayant chacun pour mesure
lamoitié de I'are sous-tendant AD, et quil en est de méme des
angles CAS, BDS; de la on conclut que les triangles en ques-
tion sont semblables, et que, par conséquent, on a, par la
comparaison des c61és homologues, la proportion

SA:SC::SD:SB,
ou, ce qui revient au méme,
SA.SB =S5C.8D,

tomme il s'agissait de le démontrer.
Tant que le point S sera situé a Uintérieur du cercle ACBD,
a disposition mutuelle des parties restant la méme, il 0’y aura

20.
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évidemment p'\‘s liew & refaire cetle démonstration’; mais si le
point8.vient & passer du dedans au dehors du cercle (fig. 14g),
cette premiére disposition se trouvera totalement changée;
les segments SA, SB et 5, SD (fig. 148), dirigés dans des sens
respectivement contraires, le seront (fig. 149) dans le méme
sens par rapport au point 83 quant aux angles ACS et DBS de
Pune ou lautre figure, puisqu'ils cessent d’étre sous-ten-
dus, mesurés directement par les arcs AD et BG de chaque
circonférence, c’est-d-dire de la maniere que le supposent les
premiers raisonnements, ces raisonnements ont besoin, tout
au moins, d’étre modifiés et appuyés sur d’auires lemmes,
sur d’autres principes (*).

Ainsi, en suivant la marche rigourense de la Géométrie, on
se voit obligé de recommencer sur de nouveaux frais, la dé-

monstration de la proposition ci-dessus, pour le cas ou le .

point S est situé au dehors de la circonférence de cercle
ABCD; c’est en effet ainsi que les Anciens, toujours serupu-
leux, et ceux d’entre les modernes qui ont suivi leurs traces,
en agissaient dans tous les cas semblables.

13. La corrélation des figures qui précéde est simplement
indivecte (6), et il est assez remarquable que la conséquence
finale des raisonnements reste laméme_de part et d’autre sans
modification explicite ou apparente; nous avons a dessein
choisi cet exemple pour montrer jusqu’a quel point la Géomé-
trie peut étre sévere et restreinte dans sa marche et dans les
conséquences de ses raisonnements. Mais, dans des exemples
plus compliqués que celui qui précede, et olt néanmoins la
corrélation resterait simplement indirecte, la conséquence
finale pourrait éprouver des changements, non dans la forme,
mais dans les signes et les dénominations mémes des gran-
deurs. C'est ce qui arriverait, par exemple, si I'on se propo-
sait de démontrer la relation connue entre les cotés et les
segments d'un triangle oblique, du sommet duquel on au-
rait abaissé une perpendiculaire sur la base; cette relation
changeant dans les signes —+ et —, selon que le pied de la
perpendiculaire, tombe sur la base elle-méme ou sur son pro-

(*) Foirle n° 33 du précédent Cahier, p. 195,
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longement. Je ne m’arréterai pas i cet exemple et je renver—
ai, pour plus de détails, aux Sect. I et 1I de la Géométrie
de position, qui, outre celui qui précéde, en renferment un
grand nombre d’autres semblables, I'auteur ayant précisément
pour objet de rechercher la mutation qui peut arriver dans les
signes d'une formule applicable A une certaine figure; quand
les parties de cette figure viennent & éprouver une transposi-
tion réelle et continue.

Ge que nous disons de la variation des signes qui peut avoir
lieu dans les relations appartenant & deux figures en corréla-
tion indirecte, ne concerne évidemment que eelles de ces rela-
tions qui sont métriques (3); car, on le sent assez, les pro-
pri¢tés purement descriptives ne sauraient éprouver d’antres
variations que celles qui tiennent au changement de grandeur
absolue, d’ordre et de situation des parties; clles rentrent,
par conséquent, sous ce rapport, dans la premiére des circon-
slances examinées.

L. Nous n’avons-encore envisagé que le cas ot la corréla~
tion des figures pouvait devenir tout au plus indirecte; ilnous
reste a voir ce qui a lieu quand la corrélation est idéale,
c'esi-a-dire telle (6), que certaines parties de la figure primi-
live deviennent impossibles dans sa dérivée. Cest dans cette
circonstance surtout que la Géométrie rationnelle se refuse,
d'une maniére absolue, & suivre les conséquences de I'Ana-
lyse; ear, dans celle qui précéde, elle pouvait au moins par-
venir a ces conséquences, sinon en général et d’'une maniére
immédiate, au moins & posteriori en reprenant, dans chaque
cas, la série des raisonnements établis sur la premicre figure,
et les modifiant d’une maniére convenable.

Pour donner un exemple bien connu qui puisse faire res-
sortir, d’une maniére évidente, les idées qui précédent, sup-
posons qu’il s’agisse d’examiner, en particulier, quelle est la
propriété dont jouit le systeme d’une surface sphérique et
d'une droite situées d’une maniére arbitraire dans Iespace;
nous dirons, en empruntant & peu prés les termes de 'auteur
de la Géomeétrie descriptive (Monge, p. 49, art, 38) :

Que si, en premier lieu, cette droite est située tou[ a fait au
dehors (h, lasurface donnée, on pourra mener par celte droite
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i la surface, deux plans tangents dont chacun déterminera sur -
elle un point de contact; que si 'on congoil ensuite une
surface conique enveloppant la sphére et ayant son sommet
en un point quelconque de la droite donnée, la courbe plane

du contact mutuel passera nécessairement par les deux points .

ci-dessus des plans langents, et, par conséquent, le plan de
cette courbe contiendra la corde indéfinie qui joint ces deux
mémes points; d’olt il résulte que, pareille circonstance ayant
lieu pour toute autre surface conique enveloppante dont le

“sommet serait sur la droite donnée, on pourra énoncer ce théo-
réme : « Si Pon imagine quele sommet d'une surface conique,
» circonserite & une sphére, vienne a se déplacer en parcou-
» rant tous les points d'une ligne droite donnée, extérieure &
» cette sphére, le plan de la courbe de contact ne cessera pas,
» dans toutes ses positions, de tourner autour d'une autre
» droite fixe comme la premiére ».

Le raisonnement que nous venons de rapporter en sub-
stance reste vrai et rigoureusement applicable a la figure dans
tous les cas ot la droite donnée, venant & se déplacer a I'égard
de la surface sphérique, lui restera entiérement extérieure,
parce que I'on pourra en effet, dans cetie position particuliére,
toujours mener par celte droite deux plans tangents a la sphere.
Mais, si on vient & supposer, au contraire, que la droite et
la sphére se pénétrent, alors les plans tangents, qui servent
d’auxiliaires, devenant impossibles aussi bien que les points
de contact qui leur correspondent, le raisonnement primitil
cessera d’exister d’une maniére absolue, quelles que soient
Qailleurs les modifications particuliéres qu’on veuille lui faire
éprouver; afin donc d’étendre 4 ce dernier cas les consé-
quences du premier, sans sortir de lamarche rigoureuse dela
Géomeétrie pure, on se verra obligé de refaire une nouvelle
démonstralion, non en reprenant la série des premiers raison-
nements, comme dans Part. 12, pour lui faire subir des modi-
fications plus ou moins légéres, mais en changeant la forme
méme de ces raisonnements, et en remplacant les objets etles
propositions auxiliaires d’abord employés, par d’autres qui
aient une existence absolue et réelle dans la circonstance
particuliére dont on s’occupe.

On doit méme remarquer que, en suivant a la letire I'esprit
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de la-Géométrie des Anciens, on serait au premier abord fort
tenté de croire que la propriété examinée cesse réellement
d'avoir lieu pour le cas ot la droite donnée rencontre la sur-
face sphérique ; car les deux plans tangents, et par conséquent
les points ot ils touchent la surface, ayant cessé d’exister
d’une maniére géoméirique, on pourrait supposer que la
droite indéfinie qui les joint est elle-méme entiérement im-
possible. On arriverait donc ainsi, en suivant les principes les
plus avérés et les plus rigourcux de la Géométrie ancienne, et
précisément parce qu’on aurait suivia la lettre ces principes, a
une conséquence véritablement absurde ou au moins en appa-
rence contradictoire & ce qui se passe en effet.

15. Les mémes circonstances et les mémes difficultés se
reproduisent presque a chaque pas dans la Géométrie descrip-
tive et, en général, dans toutes les théories ol 'on cherche &
donner une certaine extension aux conceptions de la Géomé-
wrie. Je sais bien que, de nos jours, on ne sasireint plus ainsi,
a lamaniére des Anciens, i réprendre la série des raisonne-
ments dans chaque circonstance distincte ot ces raisonne-
ments cessenl d’avoir lieu, et qu’on étend fort souvent, sans se
faire aucun scrupule, les conséquences d’un premicr raison-
nement établi sur une figare donnée, & toutes les figures qui
wen différent que par le déplacement relatif de certaines
parties, c’est-i~dire a toutes les figures corrélatives (6); que
cestméme en cela qu® la Géoméurie des modernes est si fort
au-dessus de celle des Anciens ; mais en réalité c’est que I'on
b:e fonde tacitement sur un principe général, qui se mani-
fesic d'une maniére explicite dans les résultats de I’Analyse
algébrique,, et qui appartient en effet bien moins & cette
science, comme nous le verrons plus tard, qu’au penchant
n'nturel que nous avons a généraliser objet de nos concep-
tions, et & élablir des lois réguliéres, des relations perma-
nentes entre elles.

Pour donner une idée de ce principe, considéré simplement
en tant qu'il appartient & I'Analyse algébrique, d’ott les mo- \
dernes Pempruntent par la grande habitude qu'ils ont acquise

*de cultiver cette science, nous anticiperons sur ce que nous

aurons @ en dire de général par la suite, ‘en Pappliquant &
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Pexemple particulier dont nous venons de nous occuper dans
ce qui précede.

Nous avons vu, 4 'aide de la seule Géométrie, que, quand
la droite donnée ne rencontrait pas la surface sphérique, le
plan de contact de la surface conique circonscrite a cetie
sphére, et dont le sommel est assujetti & parcourir la droite
donnée, passait dans toutes ses positions par une autre ligne
droite fixe comme la premiére, ct que, dans le cas contraire
ot la droite donnée rencontre la surface sphérique, on ne
pouvait plus savoir a priori, par la seule Géométrie, si en ef-
fet la propriété en question subsistait toujours; nous avons
méme fait voir que, i ne consulter que les premieres apparen-
ces, il semblerait que la propriété cessat d’étre vraie pour ce
cas, parce que la corde de contact parait elle-méme ne plus
avoir aucune existence géométrique. Cependant, il n’en est
réellement rien, car la Géométrie analytique, dont les résul-
tats sont indépendants de la position relative de la surface et
de la droite, fournit la méme conséquence dans un cas et
dans l'autre,

Qu’on se donne, en effel, les équations de cette droite et
de ceite surface, il est clair que, quelle que soit leur position
relative, les coefficients constants qui déterminent I'une et
Pautre de ces équations, quoique ayant implicitement des va-
leurs numériques distinctes, selon la position particuliére des
parties, y entrent, malgré cela, de la méme maniére et sous
la méme forme, en sorte que la question pour le cas ol la
droite rencontre lasurface, et celle qui est relative au cas ol
elle ne la rencontre pas, ne sauraient, envisagées d’une ma-
niere générale, étre distinguées I'une de I'autre. Ainsi, comme
il est déja prouvé par la voie géométrique que la proposition
dont on s’oceupe a lieu d’'une maniére générale et indétermi-
née dans le cas ol la droite ne rencontre pas la surface, elle
est, par la méme et en vertu du raisonnement précédent, dé-
montrée pour lous les cas possibles, et, en particulier, pour
celui ou cette droite vient a pénétrer la surface.

16. C’est done en sappuyant tacitement sur cette consé-

quence générale de 'Analyse des coordonnées : que les rela-"

tions apparienant & une certaine figure demeurent, dans lewr
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forme explicite, applicables & toutes les situations possibles
de cetle figure, que lauteur de la Géométrie desc:iiptiae est
parvenu & donner & la proposition examinée toute I'extension
dont elle est susceptible; car il est wisible que, pour le cas
actuel, la Géométrie pure ne posséde en elle-méme aucun
principe qui permette d’étendre ainsi, a pri‘or)i, les consé-
quences de ses conceptions naturellement limitées. Or, on en
peut dire tout autant de presque toutes les autres bell{es pro-
priéiés de I'élendue que nous devons a ce célebre géometre
et 4 ceux de ses disciples qui se sont efforcés de suivre ses
traces. Si cetle marche a fait faire quelques progres A Uesprit
humain, si elle a contribué, comme on n’en saurait douter, &
élever Pédifice des sciences exactes, ¢’est & institution de
I'Ecole Polytechnique, cest surtout a ses illusires professeurs
quon en doit la reconnaissance enticre!

17. Au surplus, on retrouve I'emploi tacite et non suffisam-
ment justifi¢ du méme principe dans presque Lous les écrits
de nos jours (1818), ol I'on s'attache & une certaine généra-
lité dans les idées et les conceptions; c’est ainsi notamment
quun de nos grands géoméires a tenté de démontrer a priori
et dans un trés-petit nombre de pages, tous les théorémes
fondamentaux de la Géométrie élémentaire, sans faire usage
daucine de ces constructions accessoires et de ces vérités
auxiliaires qui retardent, il est vrai, et embarrassent si fort la
marche des Anciens. Cest encore sur le méme prineipe, plus
oumoins déguisé, que s'appuient toutes les recherches basées
sur la considération métaphysique des infiniment.petits et des
infiniment grands. En elfet, dans ces recherches, on com-
mence toujours par rapporter le systéme & un autre qu'on
suppose lui dtre corrélatif, et dans lequel toutes les quantités
sont d'une grandeur absolue et finie; on examine alors les
propriétés soit métriques, soit descriptives de ce dernier sys—
téme, et Ton en étend immédiatement la signification & la
limite (¥), c’est-A-dire au systéme particulier qu'il sagissait

(*) Nous aurong, par la suite, occasion de revenir sur cette idée et de
la développer davantage. (Note de 1818.)
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d’examiner; or cette extension ne peut avoir lieu évidemmeny
qu’en vertu du principe méme qui nous occupe.

18. Nous pourrions appuyer ces assertions geénérales d’upe
foule d’exemples particuliers, extraits de nos meilleurs auteurs
¢t parmi lesquels les plus intéressants seraient, sans doute,
ceux que nous offre ln Géométrie de position, en ce qui con-
cerne la théorie générale de la corrélation des Jigures; mais
la discussion approfondie quexigerait un tel ouvrage nous
entrainerait bien au deld des bornes que nous nous somnies
prescriles ici (*); nous voulons et nous devons nous renfermer
dans les idées générales qui précédent. Cependant, pour ne
pas laisser trop & désirer, nous exirairons de I'éerit de Carnot
deux passages ol auteur semble avoir voulu lui-méme mettre
en évidence le principe sur lequel repose essentiellement
toute sa doctrine.

A la page xxvu de sa Dissertation préliminaire, aprés avoir
parlé d’'un tableau général qui comprendrait toutes les pro-
priétés actuelles d’une figure donnée, Pauteur s’exprime
ainsj : ]

« Ce tableau des propriétés de la figure primitive une fois
» ¢tabli, il s’agit de savoir quelles modifications on doit yap:
» porter pour .qu'il puisse représenter suceessivement, de
» la méme maniére, les propriétés des figures qui lui sont
» corrélatives. La construction de chacune de celles=ci étant
» essentiellement la méme que celle de la figure primitive,
» on sernt que les formules qui en expriment les propriétés
» doivent avoir d'autant plus d’analogie avec celles de cette
» tigure primitive, qu'il y a moins de disparité entre elles:
» les quantités correspondantes doivent s’y trouver combi-
» nées de la méme maniére, quant i leurs valeurs propres ou
» absolues; il ne s’agit done que d’exprimer la diversité des

» qui alfectent ces quantités ou les différents termes des for-
» mules du tableau. »

L’auteur s’exprime & peu prés dans les mémes termes au

(*) Foir le préeédent Cabicr.

» positions, et ¢’est ce qui s'opére par la nuctation des signes
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commencement. de la Sect. Il » ]ors‘qu’_apr'es avoir défini ce
quil entend par figures corrélatives, il ajoute
« En considérant toutes ces figures corrélatives comme .les
différents états du systéme primitif qui varie pm'rdegrus in-
sensibles, on pourra regar(ler les formule’s lf*ouvee.s c,omm_c
appartenant & toutes les autres, et il ne s agira pour la[’)plf—
cation que d'attribuer dans chaque cas pamcuher.nux di-
verses variables les valeurs absolues qui leur conviennent,
et de faire les changements de signes qu’exigent les modifi-
cations éprouvées par le systéme. » hd
L’identité parfaite de ces noticms‘avec .ccll.cs qui deco_ulem
du principe qui nous oceupe est 1res—f?.('.11e-a apet:cev:oxr, ‘ct
F'on peut se convaincre par la, sans qu'il soit b?s9|n d’entrer
dans un examen plus circonstancié et plus sévére, que la
théorie de lauteur est entierement basée sur Padmission de
ce principe, considéré comme un axiome en quelque sorie
éyident par lui-méme.

19. Ce nouvel exemple vient ajouter a tous ceux qui pré-
cédent, pour prouver que la Géoméirie ordinaire ne pos-
séde en soi aucun moyen de généraliser ses conclepu‘ons, et
qu'elle en doit nécessairement emprunter le pl’ixlml.pe a toute
autre doctrine; que si, sous ce rapport, la Géométrie des.mo—
dernes semble Pemporter de heaucoup sur celle d?s J\l](}lens,
elle ne le doit précisément qua Padmission, lantot lacite et
tantdt ouverte, du principe méme qui vient de nous occuper,
s0it que ce principe ait é1é considéré comme une dc'ces vé-
rités premiéres et fondamentales qu'on ne sm'lran révoquer
en doute et au dela desquelles il n’est pas possible de remon-
ter, soit que ce principe ait été Wgurdé_ comme une consé-
(uence rigourcuse et nécessaire des principes mémes de la
Géométrie analytique. B ]

Dans tous les cas, il est facile de voir qu'il n’a pas ¢éte admfs,’
dans les considérations géométrigques, avee toute la génér@w
qui lui est propre, et quil n’a éié employé que dafus cert?n:!es
circonstances favorables, ot il ne pouvait contrarier les idées
ordinairement recues : on se serait en effet, sans cette res-
triction, jeté (lﬂ;ls toutes ces considéraiions métaphysiques
des imaginaires, qui ont 61¢, jusqu’a cette heure, constam-
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ment repoussées du sanctuaire étroit de la Géométrie ration-
nelle (*). &)

T,

EXAMEN DU PRINGIPE DI CONTINUITE DANS LA GEOMETRIE ANALYTIQUY
OU DES COORDONNEES.

20. Aprés avoir ainsi mis en évidence le principe auquel Ia

Géométrie de notre époque doit, en majeure partie, son ¢lé-

“gance et sa généralité, il nous reste, pour compléter I’ objet
des discussions précédentes, & examiner, d’'une maniére plus
particuliére encore, ce principe dans I'Analyse méme des coor-
données; car, si c’est la qu’il a en effet pris naissance, c'est
la aussi qu’il faut en rechercher, en examiner les causes de
certitude et la nature véritable.

Soit done une figure géométrique composée de points, de
lignes et surfaces courhes quelconques situées dans Pespace
et asSujetties dans leurs dépendances mutuelles & des rela-
lions nu,mquoc. ou descriptives données; supposons qu'ayant
mis, a I'aide de Ia méthode des courdonnees chacune de ces
lignes ou surfaces en équation, on exprime par d’autres équa-
tions les dépendances mutuelles qui existent entre toutes les
parties de la figure; d’apres les principes généralement recus,
ces diverses équations, qui définissent le systéme pour la po-
sition adoptée, demeureront invariables, dans leur forme ex-
plicite et indétermince, quels que soient le déplacement et la
transposition réelle que I'on congoive s’opérer entre les partics
actuellement fixes du systéme, sans changer la nature de ces
parties, et sans violer la liaison et la loi primitivement établie
entre elles; en d’autres termes, ces équations demeureront
explicitement de la méme forme pour toutes les figures cor-
rélatives de la premicre.

(*) Je ne connais qu'un seul exemple ol I'on se soil servi avec cetlo
extension, mais sans juslification ni commentaire, du principe de conti-
nuité comme moyen de démonstration en Géoméirie; c'est celui quia
¢té offert par M. Dupin, dans son remarquable Mémoire sur la Description
des lignes et des surfuces du second ordre, ingéré au XIV® Cahier du
Journal de U Ecole Polytechnique. (Note de 1818.)
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i effet, cette figure primitive élant supposée dans une
sitnation générale et indéterminée a 'égard de toutes celles
quelle peut recevoir, pour rendre les équations qui lui cor-
respondent applicables & une autre situation quelconque, il
suffira d’attribuer implicitement aux diverses lettres ou coor-
données quiy entrent, les valeurs et les signes relalifs au nou-
veau systéme, sans changer effectivement la forme explicite des
équations, qui demeure invariable dans tout le cours des cal-
culs; car, d’apres les principes recus, on peut, pour chaque
cas particulier, se horner a effectuer la substitution dans le
résultat final auquel auront conduit ces caleuls.

Supposons, maintenant, qu’ayant posé les équations qui
définissent le systéme primitif, on en déduise, par une suite
de transformations algébriques, une ou plusieurs nouvelles
équations, elles exprimeront des propriétés du sysiéme, soit
quelles indiquent des relations indéterminées relatives, par
exemple, & la trace d’un point mobile, etc., ou en général des
dépendances descriptives, soit qu’elles indiquent des proprié-
16s, des relations métriques entre les grandeurs de certaines
parties de la figure.

Ces équations, comme celles dont elles proviennent, ne
renfermant que des lettres, par hypothese indéterminées
quant a ces grandeurs tout implicites, appartiendront non-seu-
lement 4 la figure donnée prise pour point de départ, mais aussi
a loutes les figures corrélatives qui n’en différeraient que par
la transposition,le déplacement possible d'une ou de plusieurs
des parties regardées d'abord comme fixes ou constantes.

21. Dans leur forme actuelle, ces équations n’expriment
en quelque sorte, que des relations entre les auxiliaires ab-
scisses et ordonnées des diverses parties du systéme; il reste
done, aprés les avoir oblenues, & les interpréter et & les tra-
duire sur la figure elle-méme; or il y aura ici nécessairement
une distinction essentielle a établir entre les propriéiés des-
criptives et les propriéiés métriques.

Siles propriétés sont purement descriptives, elles ne con-
cerneront, dans leur énoncé explicite sur la figure, ¢’est-a-dire
dans leur waduction géomélrique, aucune espece de grandeur
mesurée, et ne dépendront par conséquent que de la forme
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générale et explicite des équations qui les expriment. Mais, on
vertu des raisonnements qui précedent, ces équations sopg
invariables dans cette forme, comme les équations primitives
d’ott elles proviennent; donc aussi :

Les propriétés graphiques trouvées pour la figure primitive

subsistent, sans autres modifications que celles du déplacement.

des parties, pour toutes les figures corrélatives qui peuvent éire
censées provenir de la premiére.

22. Les propriélés purement métriques, au contraire, ne
concernant que les relations de grandeur entre certaines par-
ties de la figure, demeureront, il est vrai, permanentes dans
leur forme générale, mais elles pourront éprouver, dans chaque
cas, une variation dans les signes algébriques des letires oy
grandeurs implicites quiy entrent; car, d’aprés ce qui précéde,
les équations dont elles sont la traduction exacte sur la figure,
sont elles-mémes susceptibles d’une variation dans les signes
des abscisses et ordonnées.

La régle de ces variations de signes étant censée bien établie
pour les ¢quations entre coordonnées, on pourra toujours dé-
terminer a posteriori les signes des relations correspondantes

entre les parties mémes de la figure, en traduisant les unes de’

ces relations dans les autres; mais, comme cette traduction
est souvent trés-difficile, et que dailleurs un pareil moyen de
déterminer les signes n'est que fort indirect, il paraitra beau-
coup plus simple et plus géométrique d’avoir recours aux ta-
bleaux de corrélation établis par M. Carnot, dans la Seet. II de
sa Géométrie de position.

En adoptant ces régles provisoirement et les conséquences
qui découlent, daprés ce qui précéde, de I'Analyse tout algé-
brique des coordonnées de Descartes, on pourra done aussi
conclure que : : :

Les propriéiés métriques découvertes pour la figure primitive
demeurent applicables, sans autres modifications que celles
du changement des signes, & toules les Sigures corréluatives qui
pewvent élre censées provenir de la premiére,

23. Telles sont les conséquences générales auxquelles on
est forcément conduit, quand on adopte, avec les géométres de
notre époque, les principes de I'Analyse des coordonnées; ces
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conséquences, qui se confondent évidemmentavee le principe
de corrélation dont jusqu’ici j'ai entrepris de démontrer la
certitude géométrique, doivent nécessairement se reproduire

«dans toutes les recherches particulicres fondées sur les pro-

cédés de cette Analyse, et leur imprimer ce caractére d’exten—
sion et de généralité dont les résultats de la Géométrie pure
sont naturellement dépourvus., On voit qu’elles s'appliquent,
non-seulement aux états d’une figure dont la corrélation avee
la primitive est simplement indirecte et par conséquent réelle,
mais encore a tous ceux ol certaines parties de la figure sont
devenues nulles, {maginaires, infinies, en perdant ainsi leur
existence géométrique individuelle, ¢’est-d-dire & tous les élats
qui n'auraient plus conservé quune corrélation idéale avec
I'état primitif du systéme.

Considérées sous un certain point de vue, ces conséquences
générales constituent ce qu'on peut appeler proprement le
principe de la continuité ou permanence des relations pa-
thématiques de la grandeur figurée (*); elles établissent, en
effet, une continuité en général absolue, mais quelquelois
aussi purement idéale, ¢’est-a-dire fictive et abstraite, entre les
dépendances méiriques ou deseriptives qui appartiennent aux
divers états ’'une méme figure. Nous avons yu qu'on suppose,
de nos jours, cette continuité dans toutes les recherches géo-
métriques ol I'on veut donner une certaine généralilé au rai-
sonnement ¢t aux conceptions; nous pourrions ajouter qu’on
lasuppose également dans'exposé des principes fondamentaux

des théories des diverses sciences exactes ; mais nous voulons

nous horner a ce qui concerne proprement la Géométrie.

(*) Nous aurons occasion de voir, par la suile, comment cette défini-
tion se rattache & Uidée quon a ordinairement du mot de continuité. En
altendant, nous ferons observer que le principe d'exlension qui nous oc-
cupe, établissant, de fait, qu'une refation démontrée pour un certain point
d'une Tigne ou d'une surface courbe donnée s’étend immédiatement A tous
g6s aulres points, introduit par 14 méme, dans la conception de cette re-
lation, Tidée d'une continuité qui n'existe proprement que dans la surface
ou dans la ligne qu'on la suppose rveprésenter. Au reste, nous n'em-
ployons ici cette expression que dans le but d'abréger le discours”et
(éyiter les peéviphrases. . (DNote de 1818.)



320 IV¢ CAHIER. — CONSIDERATIONS PHILOSOPHIQUES

2. Quoique le principe de continuité se présente comme
une conséquence rigoureuse et nécessaire de la maniére ac-
» tuelle d’envisager el de traiter ’Analyse des coordonnées, ilne

faut pas croire toutefois qu’il ait, dans cette science, une raison”

d’étre distinete de celle que nous lui avons reconnue dans Iy
Géométrie elle-méme; c’est, en effet, parce qu'on I'a admis
d’une maniere tacite comme un axiome dans ses déductions
élémentaires, (ue ce principe estapparu dans toutes les consé-
quences qui en dérivent. A la vérité, il parait presque impos-
sible de ne pas I'y admettre, et il semble inséparable de Ia
nature méme de I’Analyse algébrique; mais, en ayant soin de
revenir aux notions naturelles et rigoureuses du raisonnement
ordinaire, en examinant altentivement les conventions sue-
cessives auxquelles cette science doig sa naissance et ses pro-
grés, en ayant soin suitout de séparer ce qui lui appartient
en propre de ce qui est essentiellement inhérent & I'objet
particulier auquel on I'appligue, on reconnait sans beaucoup
de peine, que I'extension attribuée a tous ses résultats n'en
esl pas moins purement gratuite, inductionnelle pour ainsi
dire, et qu’elle n’a de certitude mathématique que celle que
lui impriment deux si¢cles d’expérience et de succes.

25. Si nous reprenons, en effet, le raisonnement de l'ar-
ticle 20, nous verrons qu’il se compose de deux parties entié-
rement distinctes. Dans la premiére, on admet en principe
que les équations primitives, celles qui définissent le sys-
téme, demeurent invariables dans leurs formes explicites, saul
la grandeur absolue et le signe des lettres qui y entrent, pour
toutes les situations possibles du systéme auquel elles appar-
tiennent; car 8’il en était aulrement, comment pourrait-on en
conclure que les équations finales, celles qui en dérivent algé-
brigquement, demeurent elles-mémes invariables dans leurs
formes explicites? Dans la seconde partie, on admet que ces
équations finales ou les résultats obtenus algébriquement au
moyen des équations primitives du systéme, demeurent inva-
riables dans leurs formes explicites en méme temps que ces
derniéres, et que, par conséquent, ces résultats s'appliquent
immédiatement, en vertu des principes mémes de I'Algébre
pure, & tous les états du sysiéme que U'on considere.
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Ainsi on admet forcément, d’une part, que la continuité
subsiste dans les relations primitives, dans les lois géomé-
triques qui définissent le sysieme ; d’une autre, dans les
résultats des combinaisons et des opérations abstraites de
I'Algébre pure. :
Ce sont ces deux hypothéses, sur lesquelles s’appuie néces—
sairement la Géométrie analytique, qu'il s’agit maintenant de
mettre en lumiére et de discuter.

26. La premiére n’est recevable qu’autant que les relations
primitives auraient leur démonstration dans des propositions
déja élablies par les principes de I'Analyse algébrique; mais
alors, en remontant de proche en proche jusqua celles qui
sont nécessairement placées en téte de toutes les autres, on
arrive aux relations ou équations élémentaires mémes qui défi-
nissent et construisent les lignes, les objets les plus simples
de la Géoméirie; or, chacune de ces équations n’est au fond
que P'expression algébrique d'une propriété géométrique ap-
partenant simultanément a tous les points individuels de la
ligne qu’elle représente ; donc, puisque cette propriété est tirée
des notions de la Géométrie pure, que I'extension qu’on lui
accorde doit avoir sa raison d’étre dans la nature méme des
choses, dans T'observation d'un fait, elle ne peut résulier
daucune notion antérieure, d'aucun principe étranger A
la simple Géométrie; la vegle des signes, qu'on est alors
obligé d’admettre & priori pour rendre I'équation de définition
applicable indistinctement 4 tous les points et 4 toutes les ré-
gions de la courbe, résulte elle-méme de I'ohservation de ce
fait purement géométrique. La nécessité de son admission dé-
tive ainsi de la volonté d’élablir Ia continuité entre les diverses
régions de la courbe; elle n’est point une convention pariicu-
ligre; sa possibilité ¢t son universalité se trouvent dans lac-
cord qui régne, de fait, entre les diverses ligures élémen-
taires. J'en dirai tout autant de l'admission des imaginaires :
c'est parce que, dans ces figures, la chose représentée perd son
existence précisément dans les mémes limites ou Pexpression
algébrique correspondante devient imaginaire, qu'il est pos—
sible et permis d’adopter, dans tous les cas, cette expression
pour la définition rigourcuse et la représentation exacte de

1. 21
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cette chose; et ainsi s’établit une continuité indéfinie, tantot
absolue et tantot fictive, entre tous les états d’'un méme sys-
teme géométrique.

Par exemple, I'équation

=0+ c*,

qui exprime la relation connue entre les trois ¢6tés d’'un
triangle rectangle, peut étre regardée comme la définition,
I’équation véritable de ce triangle, méme quand il devient
impossible géométriquement; car, alors, celui des cotés qui
perd toute réalité géométrique ne conserve plus dans I'équa-
tion qu'une existence de signe, et I'équation elle-méme ex-
prime et implique I'incompatibilité et la non-existence absolue.

97. SiI'on admeltait, au contraire, que la relation algébrique
qui définit une certaine ligne n’etit pas é1é tirée de la Géomé-
trie elle-méme, et quelle eit été donnée a priori pour con-
struire et discuter cetle ligne, I'extension, la continuité indé-
finie qu'on lui attribue ne.serait plus une conséquence
nécessaire d’un fail géométrique; elle serait une convention
arbitraive, propre & caractériser la courbe qu’on veut repré-
senter et définir. La loi qu’on adopterait alors entre la position
et les signes serait une pure induction de la loi déja ohservée
dans les autres relations tirées de la Géométrie; elle ne serail
elle-méme qu'une convention arbitraire, conforme a ce quia
lieu dans ces derniéres par la nature propre des choses.

Pour qu'il en fat autrement, il faudrait que la courbe et I'é-
quation qui la représente pussent, comme dans le cas précé-
dent, étre censées provenir d’autres lignes, d’autres relations
ou la loi fat déja justifiée, et ainsi de suite jusqu’aux relations
élémentaires déduites immédiatement de la Géométrie; encore
faudrait-il admettre la seconde des hypotheéses (25) que nous
ayons & examiner, concernant les transformations purement
algébriques. On retomberait done ainsi dans les conséquences
présentées dans Larticle précédent, c¢'est-i-dire qu’alors la loi
de continuité et celle des signes existeraient de fait et n'au-
raient besoin d’aucune sorte de démonstration. Si la relation
quon se donne & volonté devait, au contraire, représenter
P'une des courbes élémentaires, le cercle par exemple, il fau-
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drait alors prouver 'identité de la courbe représentée avec la
circonférence du cercle, telle qu'on la considére dans la simple
Géomélrie; ce serait encore une vérification de fait établie &
posteriori, tout comme dans la supposition précédente. -

Concluons done que, quand équation qu’on se donne pour
représenter une ligne courbe est purement algébrique et ne
tire son origine d’aucune relation antérieure, comme il arrive,
par exemple, pour les courbes d’un ordre général m, soi-di-
sant algébriques, il ne faut pas chercher d’autre raison de la
loi de continuité et des signes qu'on y apercoit, que celle d’une
hypothése fondée sur I'induction et observation de ce qui a
licu dans les courbes mémes de la Géométrie rationnelle.

28. Que penser, d’aprés tout ceci, de ces théories ou I'on
entreprend de démontrer, & priori et d’une maniére générale,
la regle ordinaire des signes, sans s’appuyer sur I'ohservation
et sans remonter aux faits primitifs de la Géométrie? Doit-on
s'élonner que ces théories soient encore demecurées, jus-
quaujourd’hui, aussi obscures et aussi contradictoires?

Il n’est pas dans mon plan actuel de développer davantage
ces idées; je pourrai y revenir plus tard, si Pon juge qu’elles
puissent offrir dans leur exposition quelques éclaircissements
utiles & Papplication générale de I’Algébre a la Géométrie.
Pour le moment, je prétends seulement en déduire cette pre-
micre conséquence, relative a 'hypothése dont I'examen nous
occupe, que le principe de continuité admis sans discussion .
t,lar}s les relations de la- Géométrie analytique, doit, & la vé-
rité, son origine a I'habitude que nous a fait contracter cette
science d’étendre la signification et Papplication d’une méme
formule ou équation 4 tous les états du systéme auquel elle se
rapporte, mais que la raison et la certitude premiére de ce
principe résident uniquement dans 'accord constant de cette
hypotheése avee les faits et les principes mémes de la Géomé-
trie; que la loi des signes, en particulier, n'a pas d'autre ori-
gine ni d'autre raison; qu'elle est le complément nécessaire
de la loi de continuité, puisque cette derniére ne porte que
sur la forme générale et explicite des relations, et que Fautre,
:m‘comraire, a exclusivement trait aux modifications toutes
spéciales, qu’elles doivent éprouver dans les signes des quan-

2I.
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tités qui y entrent, pour les faire concorder d’une manigre
exacte avec les faits géométriques. ;

29, Pour en venir maintenant a la seconde des deux hypo-
théses sur lesquelles se fondent nécessairement la puissance
et Pextension de la Géoméirie analytique (25), considérons
une ou plusieurs équations algébriques données entre des
quantités appartenant, si Uon veul, & une figure géométrique,
el supposons qu’en conséquence de I'hypothése que nous ye-
nons d’examiner, ces équations dussent demeurer, par le fait,
invariables de forme, mais seulement variables dans les gran-
‘deurs absolues et dans les signes des quantités qui y entrent,
pour tous les €tats que peut prendre le systéme auquel elles
appartiennent; considérons cependant cé systéme dans un état
primitif, c’est-a-dire d’abord connu et déterminé. Les équa-
tions qui s’y rapportent étant purement algébriques et littérales,
rien ne pourra rappeler, dans la suite des transformations abs-
traites qu’on leur fera subir,"la grandeur implicitement attri-
buée aux différentes letires qui y entrent; ces letires n'en
laisseront plus aucune trace, et il faudra recourir & 1’énoncé
luirméme ou au systéme donné pour reconnaitre I'ordre de
grandeur actuellement supposé; en un mot, on se verra en-
trainé, comme malgré soi, a supposer toute I'indétermination
possible aux lettres qui représentent ces grandeurs; on con-
fondra ainsi, sans en avoir I'intention expresse et sausy prendre
garde, les opérations sur des grandeurs indéterminées ou im-
plicites avec celles qui sont absolues : les expressions a—>,
Va—b, etc., par exemple, seront traitées dans tous les cas
comme de véritables quantités, que « soit implicitement plus
petit ou plus grand que b; on abandonnera done le raisonne-
ment explicite ordinaire (*), le seul dont les conséquences
soient regardées comme rigourcuses et nécessaires.

Admettons toutefois qu’en traitant successivement les équa-

(*) Par raisonnements, formules, elc., explicites, j’entendrai toujours
des raisonnements, formules, elc., qui concernent des quantités dont la
grandeur est actuellement déterminée et connue d’une manidre explicite,
s0it numériquement, soit géoméiriquement; jatlache une signification
précisément contraire aux expressions raisonnement, formule implicites :
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tions primitives pour leur faire subir diverses transformations,
ilsoit possible de se rappeler 'ordre de grandeur des quantités,
et qu'en conséquence on ait le soin de passer toujours d’une
transformation a la suivante, et ainsi de suite jusqu’a la der-
niére, par des opérations et des raisonnements permis et tout
4 fait explicites, ¢’est-d-dire sans abandonner la marche rigou-
reuse qu'on suit d’ordinaire hors de I’Algébre; on arrivera
ainsi a une ou plusieurs équations purement littérales, comme
les primitives, dans leurs formes apparentes, et indiquant sous
ces formes de nouvelles dépendances entre les diverses quan-
litds du systéme. Ces équations, dans I'hypothese actuelle,
doivent nécessaicement indiquer des opérations et des relations
absolues et explicites, comme la série méme des raisonnements
quiy ont fait parvenir; ainsi elles appartiennent en toute ri-
gueur au systéme proposé et a 'hypothése particuliére établie
sur I'ordre de grandeur des quantités qui le composent; mais
il faut bien prendre garde qu’elles n’appartiennent rigoureu-
sement qu’a cet état particulier du systéme, et que rien ne
prouve & priori que, pour un autre état déterminé, elles con-
serveraient sans altération leurs formes primilives, en sorte
qu'il faur de toule nécessité reprendre, pour chaque état dé-
lerminé et distinet, la série entiére des raisonnements éta-
blis des I'abord. 11 est visible, en effet, ‘que le changement
d'ordre et de grandeur des quantités du systéme peut amener
aussi un changement, non dans Pordre, mais dans la nature
des raisonnements, et les rendre par 1 méme cntiérement
inapplicables au nouvel ordre admis.

30. Cette limitation, cette restriction des résultats de IAl-
gebre, quand on la considére d’une maniére tout i fait rigou-
reuse et tel qu'on le fait en Géoméirie ordinaire, acquiert en
quelque sorte un degré de plus d’évidence, quand on vient a
supposer que les équaiions primitives doivent éprouver des

le raisonnement explicite est nécessairement absolu; l'autre peut n’étre
que figuré. Au reste, nous n'employons ces expressions qu'en vue d’abré-
ger et de préciser le discours, et nous devons faire observer qu’elles ont
6té mises e usage, dans un sens 4 peu prés semblable, par auteur de la
Géométrie de position, (Note de 1818.)
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modifications dans les siznes et la nature méme des quantités
du systéme; car, alors, la difficulté peut subsister dés les pre-
miéres transformations qu’on veut faire subir a ces équations ;
il est visible, en effet, que si elles renferment des expressions
qui puissent devenir négatives ou imaginaires, telles que
a—b, ya—0b, on se verra forcé, quoi qu'on fasse, de traiter
ces expressions comme si elles représentaient des grandeurs
numériquesabsolues, et d’abandonner ainsi, pour passer oulre,
le raisonnement explicite ordinaire, le seul, comme nous
Pavons déja dit, dont les conséquences soient véritablement
incontestables et rigoureuses. Dans cette circonstance, on sera
donc encore bien moins fondé & regarder le résultat final des
transformations algébriques comme applicable a tous les états
possibles du sysiéme. i

31. Entre la proposition qui nous oceupe pour I'Algehre
pure, et celle des articles 11, 12 et suivants, qui concernait
proprement la Géométrie, et dont on était certes loin de con-
tester la vérité, la parité me semble rigourcuse et parfaite, et
silon veut admettre les conséquences de 'une, il faut néces-
sairement admettre en méme temps celles de Pautre, et inver-
sement. La seule, Punique différence qu’on puisse trouver
entre ces deux cas de la Géométrie et de 'Algebre, consiste
en ce que, dans I'un, le changement d’ordre et la non-exis-
tence de certaines grandeurs sont manifestes et sautent pour
ainsi dire aux yeux, en sorte qu'on se voit arrété dés les pre-
miers pas qu’on veut faire ; tandis que, dans Vautre, au con-
traire, rien ne pouvant avertir du changement survenu et tout
restant explicitement le méme, on continue le raisonnement
d’une maniére involontaire, sans qu’il soit possible de s'en
douter, Or cette différence ne touche nullement le fond des
choses et ne tient qu’a la maniére de les présenter au point
de vue particulier sous lequel on les considére; ainsi, tout
reste semblable de part et d’autre, et la distinction qu'on vou-
drait établir serait illusoire et nullement fondée.

32. Il a été, sans doute, bien naturel aux algébristes qui
firent usage les premiers de caractéres abstraits dans le calcul
pour représenter les grandeurs numériques, de supposer
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que les formules obtenues par les transformations propres
A ce caleul, pussent appartenir, non-seulement a la question
proposée en particulier, a l'ordre de grandeur actuellement
admis entre les quantités du systéme, mais a toutes les ques-
tions possibles qui ne différent de la premiére que par un
changement dans la valeur absolue, dans les signes et dans la
nature méme de ces quantilés; car, ayant négligé, dans la
suite des raisonnements sur lesquels s’appuient les transfor-
mations algébriques, d’avoir égard aux grandeurs implicite~
ment attribuées aux letires, ils ont di nécessairement en
conclure que ces transformations restaient les mémes dans
tous les cas possibles, ainsi que le résultat final qui est la con-
séquence de ces transformations. Mais on peutapercevoir, par
ce qui préceéde, quagir ainsi ¢’est réellement abandonner le
raisonnement synthétique ordinaire, que c’est supposer enfin,
au moins d’une maniére tacite, que 'on puisse opérer et rai-
sonner indilféremment sur les quantités implicitement néga-
tives, imaginaires, ete., comme sur les quantités absolues et
réelles; or, qu'est-ce qui peut justifier a priori cetle hypo-
thése ? n’est-ce pas, comme l'a dit Uillustre Carnot, I'accord
constant et la conformité qui régnent entre les conséquences

“de cette maniére de raisonner et celles du raisonnement ordi-

naire employé en Arithmétique et en Géométrie ?

On peut se convaincre en outre, en se reportant a l'origine
de 'Analyse algébrique, que ce n’est pas 'admission ouverte
des étres de raison qui a conduit au principe d’extension des
formules de cette Analyse, mais bien au contraire I'admission
involontaire et tacite de ce méme principe qui a conduit aux
éures de raison et, en général, & toutes ces notions métaphy-
siques qui en sont la conséquence nécessaire, notions re-.
poussées ou méconnues des Anciens, et qui, de nos jours,
sont devenues si familiéres, que nous leur accordons la méme
confiance qu'aux vérités regardées généralement comme les
plus rigoureuses et les mieux démontrées.

33. Quoi quil en soit, les premiers algébristes admettant,
d’une part, la généralité des résultats de 'analyse, et rejetant,
de l'autre, les valeurs négatives et imaginaires toutes les fois
qu'elles se présentaient & eux sous une forme explicite et appa-
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rente, agissaient contradictoirement a leurs principes, méme
quand ces résultals n’exprimaient que des opérations explicites
et réellement possibles (*), ear rien n’empéche que le raisonne-
mentetlasuite des transformations qui y ont fail parvenir n’aient
porté, ainsi que nous l'avons déja fait voir, sur des expres-
sions implicitement négalives ou imaginaires, a— b, Va — b,
qui, ayani ensuite changé de forme par suite des opérations
diverses du calcul, soient redevenues réelles et n'aient plus
laissé aucune trace d’incompatibilité dans les conséquences
finales de ce calcul.

Ce n’est que depuis que les géomeétres addpterent ouverie-
ment ces formes extraordinaires et convinrent de les traiter,
sans aucune distinction, comme les quantités absolues et
réelles, que I'admission du prineipe de continuité en Algéhre
devint, sinon motivée d'une maniére rigoureuse, au moins lo-
gique et rationnelle dans les conséquences qui en dérivent.
Cest, redisons-le, aux immortels travaux d’Euler, de Lagrange
et des profonds géomelres qui les suivirent, que la science
doit d’avoir franchi ce pas vraiment sublime et digne de Iat-
tention la plus sérieuse de nos philosophes. Les doates qu’é-
leverent, dans le méme temps, quelques autres géoméires
ne purent ébranler la confiance établie; 1’Analyse algébrique
avait fail, dés lors, des progrés si considérables, sa certitude
avail é1é constatée dans tant de circonslances différentes par
la conformité de ses résultats avec ceux du raisonnement or-
dinaire, qu’il devint également impossible de rétrograder ou
de s’arréter dans la route déja ouverte; on continua done de
généraliser et d’abstraire sans cesse les objels des conceptions
algébriques. Quels heureux résultats ne sont-ils pas dus i cette
marche hardie, mais rapide et sire, qu'a embrassée pour tou-
jours Pesprit bumain! Que ne doit-on pas en espérer encore
pour l'avenir!

(*) Aujourd’hui encore (1863}, on repousse de certains calculs et raison-
. - I I

nements les expressions symboliques e ou 57 o Ou 0, sans prendre
@0

garde qu'en les admettant & priori comme limites idéales des grandeurs,
elles peuvent donner de la généralité et de l'extension 4 la langue algé-
brique, sinon toujours de la clarté et de la rigueur.
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3h. Ce que nous.venons de dire du principe d’extension
admis, sans raison suffisante peut-étre, par les algébristes,
doit aussi s'entendre du principe de continuité tour i tour
admis el repoussé de nos jours dans les spéculations de la
Géométrie : tant qu’on n’y aura pas adopté ouvertement les
conséquences et le langage implicite et figuré auxquels il en-
traine inévitablement, tant qu’on n’y recevra ce genre de dé-
monstration qu’avec des restrictions plus ou moins grandes,
on lombera dans des difficultés et des contradictions inextri-
cables, et les résultats qui pourront §’en déduire ne seront ni
logiques, ni rigoureusement nécessaires. L’'admission ouverte
de tels principes conduira, il est vrai, 4 des difficultés singu-
liéres, & des vérités paradoxales; mais ces difficullés, ces para~
doxes subsistent également dans I’Analyse algébrique et nont
pourtant point arrété sa marche ni ses progrés. Est-il raison-
nable de repousser en Géomélrie ordinaire des notions géné-
ralement admises dans la théorie des coordonnées, et dont
personne ne conteste plus aujourd’hui la rigueur? Pourquoi
deux langages, deux manicres différentes de raisonner dans
une méme science, la seience de I'étendue ? Qui empécherait
enfin de recourir en Géoméirie 4 ce précepte de d’Alembert,
devenu fameux pour avoir é1é si souvent répété : Allez en
avant, et la foi vousviendra! Mais revenons a I'Algébre pure
dont ces réflexions nous ont un instant écartés. .

35. On a pu voir, par ce qui précéde, comment les géomé-
tres qui cultivérent PAnalyse algébrique dés le temps de
Viéte, époque a laquelle il faut rapporter véritablement I'ori-
gine et la naissance de la généralité de cette Analyse (*), on a

(*) Avant cetle époque, I’Algébre n’élait que la science des nombres :
Viete, T'un des hommes qui honorent le plus la France et I'humanité, a
eu lheureuse et philosophique idée de représenter indistinctement toutes
les grandeurs par des caractéres alphabétiques, et par 1a il changea tota-
lement la face des sciences mathématiques; il ouvrit & I'esprit humain
lll)e route entiérement nouvelle et sire, au moyen de laquelle il put
désormais s'élever aux plus sublimes abstractions! L'Algébre devint dés
lors'une langue véritable, la langue du raisonnement abstrait et mathé-
I{l&thuo, mais non pas simplement, comme le veut Newton, une Arithmé-
lique universelle : elle devint la langue de tout ce qui est susceptible de
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pu voir, dis-je, comment ces géometres parvinrent naturelle-
ment, et sans pour ainsi dire le vouloir, a ces formes ex-
traordinaires, &4 ces &res de raison qui paraissent contrarier
et confondre I'entendement, quand on veut les considérer en
eux-mémes et leur appliquer les notions ordinairement ad-
mises pour les étres réels et absolus. Cela vient évidemment
de ce qu’ils ont représenté les grandeurs limitées et finies par
des caractéres étrangers a ces grandeurs, et qui, n’en conser-
vant plus de traces, laissent, malgré celui qui les emploie, &
ces grandeurs, une indétermination absolue qu’elles n’ont
réellement pas, éteignent en lui, en quelque sorte, le souvenir
de la mesure, du rapport, et le forcent a raisonner d’une ma-
niére purement implicite, sur les combinaisons abstraites du
caleul, sans lui permettre d’apercevoir quelle est la nature
des expressions algébriques qui sont le résultat de ces combi-
naisons, et par conséquent aussi ne lui permettent pas de re-

rapport, de mesure; en dépouillant les quantités de ce qu'elles peuvent
avoir d’étranger & Lessence de la grandear abstraite, elle ramena tout &
des lois générales; elle plana également (expression de Lagrange) sur
U Arithmétique et la Géométrie, sans devenir, a proprement parler; une
véritable Géométrie; car elle ne raisonne pas sur les formes elles-médmes,
en tant que décrites et figurées dans I'espace; elle n’envisage que les
rapports d’étendue qui appartiennent & ces formes, et cest la Géoméirie
qui les lui livre d’abord, et qui en interpréte ensuite les transformations
sur la figure.

Quoi quil en soit, et gardons-nous de Poublier, c'est en essayant
de soumettre aux combinaisons du calcul les questions de la Géométrie
ordinaire, ol toutes les quantités sont nécessairement représentées par
des caractéres élrangers 4 la grandeur, que Vidte eut I'idée d’introduire
les lettres alphabétiques en Algébre; c'est donc & la Géométrie, ou phi-
toL aux conceplions géomélriques, que le calcul algébrique est redevable
de son plus beau perfectionnement, Osons le dire, les perfectionnements
ultérieurs qu'a recus ce calcul depuis Vitte, sous le rapport de la géné-
ralité et de extension de ses résultats, ne furent qu'accessoires et subor-
donnés & celui-la : telle est la notation des exposants de Descartes, qui,
en tant quelle servit d’abord & remplacer Uexpression d’un nombre dé-
terming de facteurs égaux, n'offrit quune abréviation précieuse en elle-
méme, sous le rapport de la facilité des opérations, mais qui étendit hien-
tot d’une maniére prodigieuse la puissance du raisonnement algébrique,
dés Uinstant o, saisissant Iidée de Vitte, on remplaga & son tour l'expo-
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connaitre s'il cesse implicitement de suivre la marche rigou-
reuse du raisonnement explicite ordinaire.

36. Qu'on ne croie pas néanmoins que ces élranges conse-
quencesde I’Analyse algébrique tliennentuniquementalafaculté
quelle a de représenter les opérations par des signes conven-
tionnels, ni méme a 'emploi qu’elle fait de notations particu-
liéres ; car, sans faire usage de ces signes et de ces notations,
on peutarriver, d’'une maniere tout a fait directe et également
simple, a toutes ces conséquences, en continuant 4 se servir
du discours ordinaire; il suffit, pour cela, de désigner les
quantités absolues qu'il sagit de considérer, par des dénomi-
nations vagues et abstraites, qui fassent perdre de vue I'ordre
de leurs grandeurs relatives dans le cours des raisonnements
qu’on leur applique (*); car, le résultat final de ces raisonne-
menls ne conservant plus auncune trace des transformations

sant numérique par un indice abstrait, en lui-méme vague et indéterming,
par une lettre; car celle lettre ne portant plus avec clle Ja trace de la
grandeur effective qu'elle représente, les géomeétres s’habituérent peu a peu
a la regarder comme nézative, irrationnelle et méme imaginaire, et cela,
quelquefois, sans en avoir Uintention expresse, sans méme s'en douter.
On en peut dire, & certains égards, autant de la notation des factorielles
de Kramp; cependant, que signifie cetle notation dans I'élat actuel de
nos connaissances, quand lindice est quelconque, par exemple irra-
0.

tionnel, imaginaire? Que signifie le coefficient différentiel Z—lt d’une
fonction variable de @, quand 2 est seulement fractionnaire? On n’a pas
jusqulici encore, ce me semble, eu Iidée de s'en oceuper d'une maniére
directe et approfondie, ou plutot le caleul n'a pas encore conduit & une
telle généralité de conception. Cependant, cette derniére question ne dif-
fere pas essentiellement des deux autres, et, toutes les fois qulon créera
une notation nouvelle, on sera conduit aux mémes recherches; si Pon
trouve ensuite une expression générale et d'une forme déja connue en
Algébre qui équivaille & cette notation pour un indice abstrait, elle aura
un sens réel et bien déterminé sous le rapport purement alzébrique, et
elle ue sera plus, dans sa généralité, un objet enticrement illusoire de
notre imagination. [ Note de 1818.)

(*) On pourrait, par exemple, désigner, dans le discours ordinaire, par
lgsvmms rouge, blanche, noire, elc., les diverses quantilés que l'on con-
sidére, et ¢lest ainsi, comme on sail, quen usérent dans leur Algébre
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qu'il aura fallu faire subir aux rapports primitivement donnés,
el n’étant méme plus que Uindication générale des relations
nouvelles qui existent entre les grandeurs indéterminées dy
systéme, il arrivera alors ce qui arrive dans I"Analyse algé-
brigue elle-méme, qu’on se verra, malgré soi, entrainé i re-
garder ces relations comme appartenant et demeurant appli-
cables a tous les états possibles du systéme; rien, en effet,
ne rappellera, dans le discours qui traduit ces relations,
P'échelle de grandeur des objets sur lesquels il porte.

Quand une fois on a admis cette extension indéfinie des
résultats du raisonnement, on se voit bientot jeté dans les
considérations métaphysiques des quantités négatives, infi-
nies, imaginaires, qui en sont la conséquence nécessaire, et

les géométres indous, longtemps avant quon songedt & employer les
lettres en Europe. (Foir la Notice curieuse publiée par M. Terquem
dans le III° volume de la Correspondance polytechnique.) Cest encore
ainsi que les algébristes du xvi® siécle paryinrent & la résolution des
équations du 3° et du 4° degré. A cette époque , les lettres n'étant point
encore introduites dans le calcul, on ne pouvait évidemment arriver 4 des
résultats généraux et applicables & tous les cas, qu'au moyen du langage
ordinaire, et de la sans doute dérive le nom de formule appliqué & toute
expression algébrique qui indique une série d’opérations & effectuer en
général sur certaines grandeurs pour en trouver d’autres. Llinconnue du
probleme se désignait alors par le mot cosa (chose), et il est digne de
remarque que cette seule dénomination abstraite a suffi pour donner au
raisonnement toute I'indétermination possible et pour le rendre purement
implicite. Aussi les algébristes furent-ils conduits, dés les premiers sié-
cles, aux formes négatives et imaginaires. Clest donc a cette seule idée
de remplacer les grandeurs par des indices abstraits, que I’Analyse algé-
brique doit sa puissance et sa prodigieuse généralité; c’est par 1a qu'elle
se distingue véritablement de la théorie des nombres ou de I'Arithmé-
tique proprement dite. « L’Algébre , dit notre illustre Lagrange (page vi
» de Vintroduction au Zraité de la résolution des équations) west pas
» précisément ' Arithmétique universelle; son objet n’est pas de trouver
» les valeurs mémes des quantités cherchées , mais le systéme d'opéra-
» tions & faire sur les quantités données pour en déduire les valeurs des
» quantités quon cherche dans les conditions du probléme. » Elle a pour
but, en d’autres termes, non I'évaluation, mais la détermination générale
et la construction des inconnues au moyen des quantités données.
(Note e 1818.)
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ainsi la connaissance des unes et des autres aurail pu précéder,
de longtemps, la découverte de I'Algebre proprement dite.

37. On doit voir par la, si je ne me trompe, que si I'emploi
de telles considérations ou qualifications a jusqu’ici constitué
le caractére propre de I'Analyse algébrique, celui quila dis-
tingue éminemment des autres sciences de la grandeur, ce
n'est pas un motif pour croire qu'on ne puisse en introduire
I'usage dans ces sciences, et en particulier dans la Géométrie
rationnelle, sans en altérer le degré de rigueur ou de certi-
tude et sans y introduire les procédés du calcul algébrique;
caril sulfit qu'on y admetle le raisonnement purement impli-
cite ou les conséquences de ce genre de raisonnement, tout
en repoussant d’ailleurs 1'emploi des' opérations en quelque
sorte hiéroglyphiques, mnémoniques et mécaniques qui ap-
partiennent en propre a ce genre de calcul.

38. Dans le fond, cette maniére de raisonner et de procé-
der & la recherche de vérités nouvelles ne différe pas autant
qu'on pourrait le croire de celle qui a été adoptée, dans cer-
taines circonslances, par les Anciens, marche a laquelle ils
donnaient, comme nous, le nom d’analyse (*). Par elle, en
effet, ils admettaient, a priori, comme vraie et existante telle
proposition, telle construction qu’il s’agissait de démontrer ou
de découvrir; partant ensuite de cette hypothese, ils parve-
naient, par une série de raisonnements bien liés, & ramener
Pobjet de la question a uune proposition ou a une construction
plus explicite ou plus élémentaire. Quand cette derniére ex—
pression du raisonnement se trouvait étre une vérité ou une
construction déja connue et démontrée, quand enfin le résul-
tat, la conclusion n’offrait en soi rien d’absurde, de contra-
dictoire ou d’impossible, la proposition de hypothése était
justifiée, 'objet de la construction était établi; c'est-a-dire

(*) Zoir le Discours préliminaire de la Géométrie de M. Lacroix,
page 3 de la 3¢ édition : ce savant professeur v rapporte la traduction
d'un passage du VI livre des Collections mathématiques de Pappus,
qui renferme une définition compléte de Uaralyse et de la synthése em-
ployées par les Grees dans les recherches mathématiques.

(NVote de 1818.)
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qu’on avait déterminé la dépendance explicite qui lie la pro-
position de Thypothése & des propositions déja connues, et
celle qui subsiste entre les quantités inconnues d’ou T'on part
avec les quantités données; le but de Tl'analyse se trouvait
ainsi rempli.

Pour établir cette série de raisonnements, les Anciens se-

voyaient naturellement forcés d’admettre dans le discours et
Ia conception, des grandeurs indéterminées ou implicites,
cest-a-dire des lignes et des combinaisons de lignes dont on
ne connait, en réalité, ni la position, ni la grandeur absolue,
ni méme, bien souvent, existence géométrique. Les raison-
nements élablis sur les unes et les autres n'avaient done au-
cun des caracteres qui constituent le” raisonnement explicite;
la proposition et la construction de I’bypothése pouvant éire
impossibles, les lignes inconnues et les auxiliaires pouvaient
Pétre elles-mémes; mais, dans le cas contraire, comment affir-
mer que telle ligne auxiliaire adoptée dans la figure, rencontre
effectivement telle ou telle ligne supposée connue, donnée
A priori, et qu'en conséquence telle ou telle relation métrique
ou deseriptive auxiliaire, admise dans le discours ou le raison-
nement, se rapporte effectivement a des objets, a des gran-
deurs réelles? Sans doute que les Anciens avaient recours-

Pinspection attentive de la figure; mais s'il arrive que le tracé”

de cette figure avertisse, dans quelques cas trés-simples, dela
non-existence de certaines lignes, cela ne saurait plus avoir
lieu quand la figure est tant soit peu compliquée, et encore
moins quand les lignes n’en sont pas construites et seulement

‘déterminées par cerlaines condilions, comme de passer par

des points donnés; d’ailleurs, les lignes auxiliaires ou incon-
nues ne sont quhypothétiques et n'ont pas la situation qui
leur convient. Si ces derniéres lignes faisaient partie intégrante
de la proposition ou de la figure & laquelle il sagit de parvenir,
les circonstances diverses qu’elles pourraient présenter 4
I'égard des autres, donneraient naturellement lieu a examen
de la part du géomeétre qui prétend étre rigoureux, parce
que ces circonstances influent directement et moditient le
résultat qui s’y rapporte;; les lignes auxiliaires, au contraire, ne
laissent plus aucune trace et disparaissent du résultat final.
Ainsi, les Anciens ont, comme nous, employé le raisonne-
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ment sur des quantités implicitementimaginaires, inﬁnieé, ele.,
qui n'avaient dans le discours et dans la pensée qu’une exis-
tence de signe, et c’est par la contemplation scrupuleuse et
souvent pénible de la figure, qu’ils ont pu éviter 'emploi ex-
plicite et manifeste de ces sortes de quanlités, a peu prés
comme le faisaient les algébristes des xvi® et xvne siécles, quand
les fprmes négatives el imaginaires se présentaient a eux & la
suite des,caleuls ou de quelque substitutien particuliére faite
dans une formule. Aussi les uns et les autres ne se flaient-ils
pas tellement a la forme du raisonnement analytique, qu’ils ne
se crussent obligés de le refaire en employantune marche in-
verse, la syniheése, dans laquelle on part d'une proposition ou
Q’une construction déja connue, pour s’élever de proche en
proche jusqu’a la vérité ou la proposition a laquelle on veut
parvenir.

39. Les philosophes ont beaucoup disserté sur la véritable
signification des mots analyse et synthese, sans qu'ils soient
parvenus & s'entendre d’une manicre parfaite; les uns n’ont
vu quanalyse la ou les autres ne voyaient que syntheése, et ré-
ciprogquement.

On n’est guere mieux d’accord en Géomélrie: tantdt on
nomme indifféremment synthése el analyse les deux marches
inverses, progressive et rétrograde, du raisonnement ordi=
naire; tantot on appelle analyse tout mode de raisonner qui
s'appuie sur le calcul algébrique, tandis que 'on nomme au
contraire syntheése celui ot I'on se refuse l'usage du méme
calcul. Il semble cependant que, si Pon voulait s’en tenir a la
définition donnée par les Grees dans le passage cité des Col-
lections de Pappus, il ne saurait plus y avoir aucun sujet de
discussion ni de doute; car celte définition est aussi claire
qu'elle estcompleéte. Quoi qu’il en soit, c’est pour éviter toutes
ces difficultés et pour rendre nos discours plus concis que
nous avons mis en usage les mots: raisonnement implicite,
raisonnement explicite, afin de distinguer entre elles, d'une
maniére positive, les deux formes générales sous lesquelles il
est possible de raisonner en mathématiques.

0. Coneluons enfin, de toutes les discussions qui préce-
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dent, que extension atiribuée auz résullats de U 4lgebre pure

n'est pas mieux démontrée dans cette sqielwe qu’en Gé.ométrie
elle-méme; qu'a lavérité elle s’y présente d’une maniére plus
naturelle et, pour ainsi dire, & Uinsu du calcu‘laleu.r, lz’Lais
qu'elle n’en est pas moins une h_yymt/lvése.gmtmte, Justifide
seulement par le fait d’une longue expérience et la.c?nfo;-_
mité de ses résultals avec ceux du raisonnement explicite or-
dinaire; qu'en un mot, ce principe hypothétique de générali-
sation et d’extension constitue, jusqu’ici, une de ces vérités
premiéres qu'il est impossible de ramener & des idées et & des
notions plus simples, parce qu’elles ont [eursour.ce et leur cer-
titude immédiates dans notre maniére de voir autant que
dans les faits euz-mémes, dans la nature des choses.

Conecluons aussi que, & moins de vouloir se trainer éternel-
lement sur les traces des géomeétres de Uécole d’Alexandrie,
& moins d’abandonner entiérement la route nouvelle que nous
ont ouverte les grands hommes qui font la gloire des Lemps
modernes, il faut, de toute nécessité, adopter ce principe
dans la Géométrie rationnelle, avec toute la généralité qu'il
comporte, et cela indépendamment de U Analyse algébrique
elle-méme, et sans s'inquiéter des notions et des conséquences
singulieres ou paradozales qui peuvent en découler ; car, si
Uon veut éire conséquent et Iagique comme le furent towjours
les Anciens, il faut, ou l'arimettre'omv‘erlcme.nt et dans toute
sa généralité, ou le bannir & jamais du domaine de la Géomé-
trie et de celut de toutes les'sciences exacles qui se fondent sur
U Analyse algébrique.

§ 1L

CONSEQUENCES QUI RESULTENT DE L'ADMISSION OUVERTE- DU PRINCIPE
DE CONTINUITE EN GROMETRIE RATIONNELLE.

41. Nous avons examiné, dans ce qui précéde, le principe
de continuité dans son origine primitive, dans les raisons et
les hypotheses qui le firent admettre tacitement ou invol(u?-
tairement dans la Géométrie rationnelle et dans1’Analyse alge-
brigue : il nous restea I'étudier en lui-méme et dans les con-
séquences générales qu’il entraine par son admission om"ertc
en Géométrie pure, afin d’en acquérir une notion assez précise
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et assez claire pour prévenir toutes les difficultés et les para-
doxes auxquels ce principe, mal entendu, peut facilement
conduire dans les applications particuliéres.

Le principe de continuité, considéré dans la Géométrie ra-
tionnelle, consistant en ce que (21, 22) les propriétés mé-
triques ou descriptives @"une figure donnée demeurent appli-
cables, sauf les variations de signes et de position des parties,
a toutes les figures corrélatives définies d’aprés art. 6, ce
principe suppose naturellement que, dans la figure type,
celle d’ott 'on part et a laquelle on rapporte, au moins tacite-
ment, les autres, les objels et les grandeurs considérés soient
tous réels et géométriques; car, par hypothése, les relations
primitives ont ¢té démontrées d'une maniére entiérement
rigoureuse au moyen du raisonnement explicite ordinaire;
L'esprit humain, en effet, ne peut arriver i des vérités certaines
et incontestables qu’en procédant du connu & Iinconnu, du
réel i ce qui ne I'est pas : ¢'est 1a sa marche invariable ef né—
cessaire. Si donc une relation, actuellement donnée entre les
objets d’une figure géoméirique, concerne déja un état idéal
de cette figure, ou indique des opérations qui ne soient pas
absolues, ce ne peut étre que parce qu'on en a étenda tacite-
ment la signification a cet état, en invoquant le principe de
continuité, ou parce qu’on a fait usage, pour y parvenir, du
raisonnement implicite, qui est tout & Ia fois le fondement et
laconséquence de ce principe; cette relalion a nécessairement
son origine dans un état antérieur ot tout était réel et absolu;
voili ce qu'il faut admettre, an moins quand il s'agit de pro-
céder d’une maniére certaine i 'examen d’une vérité, d’une
notion & établir ou justifier, ct c’est ce quil ne faudra jamais
perdre de vue dans ce qui va suivre.

b2, D'aprés la nature méme des choses, le principe de con-
linuité est immédiatement applicable a tous les états réels e
absolus ’'un méme systéme qui se transforme par degrés in-
sensibles, et nous avons vu que, dans ce cas en effet, il se
présente d’'une maniére si naturelle, qu’il peut éire regardé
comme un véritable axiome, et qu'il a é1é admis comme tel,
A moins d'une maniére tacite, dans presque toutes les re-
cherehes soumises i Vinfluence du caleul algébrique. Malgré

1, s
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ce haut degré d’évidence que porte avec lui, dans les circon-
stances semblahles, le principe de continuité, on ne doit pour-
tant pas oublier que, méme alors, son admission est purement
gratuite ; car si les figures dérivées restent en corrélation ab-
solue et réelle, quant aux parties dont elles se composent expli-
citement, avec la figure d’ou elles proviennent, elles ne le sont
souvent pas, quant aux auxiliaires qu’il faut y introduire pour
parvenir, par le simple raisonnement, aux relations définitives;
il arrive, en effet, que ces auxiliaires, parlesquelles on a di pas-
ser, ne laissent plus aucune trace dans ces relations définitives,

Quoi qu'il en soit, il n’y a évidemment aucune difficulté 4
admettre le principe pour tous les états réels et absolus d'une
figure; or, il résulte de 1a méme qu'il ne saurait y avoir de
contradiction 4 I'y admettre, au moins idéalement, pour tous
ceux des états de cette figure ol certains objels seraient deve-
nus impossibles, pourvu qu’on ait soin de ne rien prononcer,
avanl un examen exact et rigoureux, sur I'existence et la na-
ture de ces objets et de ceux qui en dérivent d’aprés les lois
du systéme. Car si, aprés un tel examen, on a reconnu qu'en
effet certains objets ou certaines grandeurs ont cessé d'étre
d’'une maniére géométrique, on sera par la méme averli que
I'existence qu’on leur supposait est purement hypothétique, et
que la relation qui les concerne est elle-méme idéale a 1'égard
de ces objets.

Ainsi le principe de continuité n’exprime dans sa généralité
rien que de relatif : en prononcant sur la permanence des re-
lations, il ne prononce nullement sur la nature et I'existence
absolue des objets ou des grandeurs que ces relations con-
cernent. Cependant, ces relations cessant d’exprimer quelque
chose de réel quand certains objets ont perdu leur exis-
tence géométrique, on ne voit pas quel sens on devra leur
attribuer ni comment il faudra les interpréter d’une maniére
rationnelle dans les applications. Or, je dis qu'alors méme
elles ne sont devenues ni absurdes ni insignifiantes, et qu'elles
servent encore a caractériser et a déterminer la véritable na-
ture du systéme auquel elles sappliquent, par I'incompatibilité
des dépendances qu’elles expriment entre les ohjets demeurés
réels et ceux qui, au contraire, ont perdu toute existence géo-
métrique individuelle.

SUR LE PRINCIPE DE CONTINUITE. 339

13. Considérons, en effet, une figure quelconque jouissant
d'un certain nombre de propriétés métriques ou descriptives,
que nous supposerons n’exprimer actuellement rien que de
bhien réel et de bien intelligible (1) : on pourra évidemment
regarder ces propriétés comme propres a définir et i caracté-
riser la dépendance graphique qui lie entre elles les parties du
systéme que ces propriétés concernent, et, en particulier, on
pourra les regarder comme propres a construire numérique-
ment ou graphiquement celles de ces parties qui doivent pré-
cisément perdre leur existence géométrique en vertu du pas-
sage de la figure actuelle a celles qui lui sont corrélatives, et
par conséquent regarder ces parties elles-mémes comme les
inconnues d’un probléme.

Pour la figure primitive, ces relations ou propriétés élant
parhypothése concordantes, les objets qu’on suppose inconnus
seront définis et construits d'une manicre absolue par elles ;
dans les figures corrélatives, au contraire, ces relations pour-
ront devenir incompatibles entre elles en ce sens que les
constructions correspondantes, cessant de concorder dans
leur détermination graphique supposée, manifesteront I'im-
possibilité actuelle des objets inconnus, ou, si I'on veut, leur
non-existence géométrique. Les relations qu’on examine sont
done encore vraies, en ce sens qu'elles expriment I'état véri-
table du systéme, et qu'elles servent & caractériser la non-
existence méme des objets.

k. Considérons, par exemple, une circonférence de cercle
etle systéme de deux tangentes a celte circonférence; on sait
que leur ensemble jouit de cette propriété que le centre du
cercle, le point de concours des deux tangentes et leurs points
de contact sont distribués sur une autre circonférence de cer-
cle, ayant la distance des deux premiers points pour diamétre;
or, celte propriété cesse d’éwre absolue quand le point de con—
cours des deux tangentes passe du dehors au dedans du cercle;
les deux tangentes correspondantes deviennent en effet im-
possibles. Cependant, cette propriété n’est pas, pour cela, de-
venue absurde ou insignifiante ; car, en considérant la dépen-
dance graphique qu’elle exprime comme propre i construire les
points de contact et leurs tangentes, lorsque le cercle et le point

22,
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de concours de ces tangentes sont donnés, on voit que celte
dépendance est encore vraie quand le point de concours est
renfermé dans la circonférence du cercle, en ce sens qu’elle
cesse naturellement de construire, d'une maniere réelle, les
points de contact correspondants. En effet, al()r,s les deux eir-
conférences qui doivent les coutenir simultanément se trm}-
vent renfermées 'une dans I'autre, et ne sauraient par consé-
quent s’entrecouper ’une maniere effective. '

La méme chose se dirait de la relation connue entre I'or-
donnée et Iabscisse du cercle, et, en général, de toutes les
relations descriptives ou métriques qui z‘xppartiennent flux
figures; la raison en est encore que, d’aprés la nature méme
de ces relations, elles ne cessent d’exprimer quel?ue chose
de possible, qu'en méme temps que le§ gl.‘andeurs qu ?“es, sont
propres & construire deviennent imuglnmr’e% en sorte qu'elles
demeurent toujours d’accord avee I'élat véritable de la figure;
ainsi, il n’y a ni erreur ni comradiction.i\ aL'lme:ure, fJans tous
les cas, ces relations comme propres a définir et a caraclé-
riser la nature vraie de cette figure.

%. Remarquons cependant que, quand plusieurs relatio.ns
sont nécessaires pour déterminer et construire certain objet
qu'on regarde actuellement comme inconnu dans la_ figure,
il peut fort bien se faire qu’individuellel.'ne‘r.n ces xl‘eluuo,ns ou
propriétés n’expriment rien d'absurde ni d {n.)poss'lble: c’estce
qui arriverait, par exemple, dans la propom}xou cx«dessu.s oL
minée si, faisant ahstraction du cercle donné, on ne cunsxderfnt
que celui qui, passant par le centre de ce cercle et par le point
de concours des tangentes, doit contenir les points de contact
de ces mémes tangentes, car ce cercle ne cesserait jamais de

subsister : dans ces circonstances, les relations ne deviennent

incompatibles que dans leur simultanéité, et, sous ce point de
vue, elles n’en sont pas moins propres a caractériser la nature
véritable du systéme.

On arriverait & des paradoxes fort étranges si, au lieu de
considérer le systéme complet des relations qui déﬁniSSBl?l el
construisent d’une maniére directe la figure qu'on examine,
on n’avait égard seulement qua quelques-unes d’entre elles;
car ces relations sernbleraient établir des dépendances tou-
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jours réelles entre les objets de cette figure, et seraient ainsi
‘en contradiction manifeste avee ce qui se passe en effet.

46. Considérons, par exemple (fig. 148 et 149, p- 307), le
systeme d’un cercle O et de deux sécantes SA el SC ren-
contrant ce cercle en A et B, € et D respectivement : on a,
comme on sait, SA.SB—_8C.8D; or, cette relation demeure
toujours réelle dans sa forme et dans son énonecé, méme quand
I'une 8C, des deux séfantes, vient & ne plus rencontrer le cer-
cle, ce qui parait au premier abord contradictoire et absurde;
mais,cela ne 'est pourtant pas, si 'on considére que la relation 3
examinée ne suffit pas & elle seule, pour définir et construire
les deux points C et D, car il y a deux inconnues SC et SD.

Qu’on abaisse en effet, du centre O, la perpendiculaire OK sur
la séeante SC, on aura la nouvelle relation

28K = SC -+ 8D,

(ui exprime, il est vrai, comme la premiére, une dépendance
toujours réelle, mais qui, étant incompatible avec elle pour
toutes les circonslances ol la sécante SK sort du cercle, sert
par [a méme & caractériser et a définir I'élat du sysiéme, et lui
demeure ainsi applicable dans tous les cas possibles.

k7. De ce que certaines relations appartenant a une figure
donnée sont individuellement réelles, on ne peut donc pas
affirmer que les ohjets auxquels elles correspondent et qu’elles
servent i construire, soient eux-meémes toujours possibles;
pour le faire avec certitude, il faut que ces relations soient en
nombre suffisant pour les définir et les déterminer d’une ma-
nicre compléte; ainsi, de ce que I'on atrouvg, art. 4%, que les
points de contact des tangentes examinées doivent se trouver
sur une circonférence de cercle toujours constructible et
toujours réelle, il ne suit nullement que ces points et les
tangentes qui leur appartiennent soient eux-mémes toujours
réels; et, en effet, ces points devant se trouver simultanément
sur cette circonférence et sur la proposée, cesseront d’avoir
une existence géométrique toutes les fois que Pune d’entre
elles se trouvera entiérement enveloppée dans lautre. Or, de
celle simple remarque il résulte réciproquement que, de ce
qu'un objet est actuellement impossible, ce n’est pas une rai-



342 IV¢ CAHIER, — CONSIDERATIONS PHILOSOPHIQUES

son pour croire que les relations ou les signes qui en dépen-
dent et qui le construisent doivent parla méme cesser davoir
une existence effective : ainsi, dans P'exemple déja cité, quoi-
que les deux tangentes issues d'un point intérieur au cercle
donné soient inconstructibles, le cercle dont la circonférence
renferme avec la proposée leurs points de contact n'en est pas
moins toujours réel et possible, et il peut en étre évidemment
de méme pour d’autres circonférences,de cercle ou d’autres
lignes propres a construire ou & dt,ﬁmr ces deux points de
contact et leurs tangentes.

Les considérations préliminaires de T'art. 1% nous ont déja
offert I'exemple d’'une figure oli, certaines pamLs devenant
impossibles, d’autres qui en dépendent d’'une maniére directe,
sont pourtant demeurées réelles; nous pourrions, dés a pré-
sent, présenter un grand nombre de circonstances toutes sem-
blables; mais il suffit & notre objet actuel d’en avoir fait la
remarque d’une maniére générale, et d’avoir ainsi signalé el
détruit un préjugé géométrique, a la vérité fort naturel, mais
qui n’a aucun fondement exact : I'admettre en principe, ce
serait borner le champ des découvertes, et s'exposer volon-
tairement & des difficultés, 4 des contradictions continuelles.

48. Nous pouvons conclure de ces diverses réflexions que,
quand les relations ou propriétés qu'on examine sont en
nombre suffisant pour construire et déterminer les objets
auxquels elles se rapportent, et qui peuvent devenir impos-
sibles dans les figures corrélatives, il ne saurait jamais exisler
de difficultés véritables a les interpréter et a les admettre; car
alors elles indiqueront, soit séparément, soit simultanément,
la non-existence des objets de la ﬁgure el serviront ainsi, par
leur incompatibilité, 4 définir et & caractériser, dans tous les
cas possibles, le véritable état de cette figure. Les difficultés
ne naissent qu'alors que, cessant davoir égard & I'ensemble
des relations qui définissent directement la figure, on les en-
visage en elles-mémes et d’une maniére tout & fait individuelle;
en ce cas seulement clles peuvent paraitre inintelligibles, et ne
plus conserver qu’une signification purement hypothétique el
idéale, comme les objets mémes qu'elles concemem el qui
ont perdu leur existence géométrique.
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49. La répugnance qu’on éprouve, dans des circonstances
semblables, 2 admettre le principe de continuité, vient uni-
quement de ce qu’on fait usage du sens de la vue pour aider
lamémoire et guider le fil des idées et du raisonnement géo-
métrique; il en résulte en effet, fort souvent, que la non-
existence de certaines parties de la figure devient manifeste,
indiscutable, et qu’alors, n’ayant plus aucun moyen de se les
représenter a I'imagination, ni aucun terme qui puisse les
rappeler a la mémoire, le discours et les idées s’arrétent indé-
pendamment de la volonté. Cetle répugnance cesse d’avoir
licu toutes les fois que la figure se complique ou que les
rapports qui en lient les parties se multiplient, parce qu’il
w'est plus possible alors de discerner, au simple coup d’eeil,
si ces rapports entrainent ou n’entrainent pas la non-existence
de certaines de ces parties. C’est cette circonstance qui ar-
rive en particulier quand ces parties sont I'objet d’une re-
cherche faite sur la figure, c’est-a-dire quand elles sont pré-
cisément les inconnues d'un probléeme qu’on se propose sur

(cette figure (38). Cest encore ce qui a lieu quand la figure

nest pas décrite, et c’est la sans doute une des causes de la
généralité des conceptions de celte Géométrie qui considére ~

" les objets dans I'espace, et dont notre illustre Monge peut, i

de si justes titres, étre appelé le vrai créateur.

50. En Algébre, comme nous Favons déja fait voir (29), la
difficulté d’admettre dans chaque cas le principe de continuité
estenticrement nulle, parce que la non-existence des grandeurs
conserve naturellement un signe dans le calcul, et cela indé-
pendamment méme de la volonté de celui qui I'emploie; cette
non-existence s’exprime et se présente presque toujours sous
les mémes si«rnes up[iciles que la grandeur absolue et réelle;

car a—b, e 7 \/a — b peuvent indiquer indistinctement

des grandeurs absolues, idéales ou imaginaires; de Ia vient la
possibilité, la nécessité méme, d’employer les éires de raison
comme les étres réels, et de les soumetire aux combinaisons
du caleul et aux formes logiques du raisonnement ordinaire.

51. Ce que nous venons de dire ici de I’Analyse algébrique
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s’étend éyidemment ou peut s’éiendre a la Géométrie ration-
nelle, lorsqu’on ne considére que des relations purement
métriques; car, dans ces circonstances aussi bien qu’en Al-
gébre, les diverses grandeurs sont représentées par des lettres,
signes ou caractéres abstraits, incapables en eux-mémes de
rappeler la grandeur absolue des objets qu’ils concernent. A la
vérité, ces grandeurs se rapportent a une figure mise actuel-
lement sous les yeux ; mais on peut toujours faire abstraction,
par la pensée, de cette figure, et considérer les relations exa-
minées en elles-mémes, et indépendamment des objets figurés
auxquels elles s’appliquent. Dans cette supposition particuliére
des propriétés métriques, on peut donc continuer mentalement
et d’'une maniére naturelle Vexistence de ceux de ces objets
quicessent d’étre constructibles et géométriques, par cela pré-
cisément qu’ils sont représentés a l'aide de signes abstraits, et
il n’y a interruption, ni dans la coneeption des relations exa-
minées, ni dans U'expression de ces relations.

52, Pareille chose n’a plus lieu a I'égard des propriétés pu-_
rement descriptives : 1a les termes sont 'expression des objets
figurés eux-meémes; ils les rappellent continuellement a V'es-
prit et a I'imagination, et il n’est pas facile de les abstraire
par la pensée, de les détacher de ces objets, et, encore
moins, de les combiner entre eux, quand ces objels cessent
d’exister d’'une maniere abhsolue et géoméltrique.

L’usage et I'habitude de I'’Analyse algébrique pendant deux
siecles ont heureusement tranché la difficulté, en introduisant
et en consacrant, dans le langage ordinaire de la Géométrie,
certaines expressions qui rappellent et caractérisent les étres
de non-existence, et font méme considérer ces-étres fictifs
comme des objets réels dans le raisonnement et la concep-
tion. (Vest ainsi que I'on a déja recu en Géométrie les infini-
ment grands et les infiniment petits, dont I'’existence est pu-
rement hypothétique; car, lorsqu’on admet, par exemple, que
deux droites paralléles se rencontrent a Uinfini, on donne
idéalement une existence indéfinie a leur point commun d’in-
tersection, et par la aussi on établit'idée de la continuité dans
le mouvement possible de ce point. D'un autre c6té, le mot
infini rappelle la non-existence géoméirique de l'objet dési-
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gné, et indique que I'existence supposée est purement idéale.
1l est vrai que ces notions ont encore quelque chose de natu-
rel, et répugnent moins que celles des imaginaires ; mais cela
provient purement de 'habitude, et la preuve‘en est que cer-
lains géomeétres, peu accoutumes aux nouvelles méthodes, re-
fusent encore de les admettre, quelque simples et rigoureuses
qu'elles puissent d’ailleurs paraitre.

83, Il importe extrémement, pour I'admission du principe
de continuité. en Géométrie, d'y recevoir les expressions
figurées qui peuvent servir a caractériser les étres de non-
existence ; car application de ce principe se bornerait, comme
nous 'avons déja fait abseryer, aux états réels du systéme que
on considére; il existerait des lacunes, des situations parti-
culieres, ou P'on ne pourrait Padmettre méme idéalement,
puisque I'on manquerait a la fois d’images dans la conception
et de termes dans le discours pour s’exprimer.

Drailleurs, le but de cette admission est uniquement d’in-
troduire I'idée de la continuité ou permanence indéfinie des
lois de la grandeur figurée, continuité qui, pour éire souvent
fictive, n’en est pas moins propre & caractériser et a faire dé-
couyrir les lois véritables et absolues de cette grandeur.

5%. (Cest évidemment dans les phénomeénes de la conjone -
tion réciproque des lignes et des surfaces courbes qu'il faut
aller chercher les divers caractéres de la non-existence des
grandeurs géométriques, et chacun de ces caractéres se trouve
nécessaivement dans le mode par lequel s’est opérée la non-
existence, l'accident qui a précédé et accompagné cetle non-
existence. Les expressions figurées naissent, a leur tour, de la
néeessité de distinguer ces différents caractéres afin de ne
pas les confondre ; car, de méme qu'on a des noms pour ex-
primer les divers modes d’existence qu’on veut comparer, il
faut aussi en avoir pour exprimer ceux de la non-existence,
afin de donner a la fois de la justesse et de la précision & la
langue du raisonnement géométrique. Enfin, les notions méta-
physiques elles-mémes ont leur source véritable dans la per-
sévérance quon a d’appliquer Lidée de la continuité & un état
burement idéal d’'un systeme, et d’y étendre les-conceptions
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et les lois qui n’appartenaient qu'a I'état primitif et réel de co
systéme.

D’aprés ces idées, on voit comment 11 faudrait s’y prendre
pour parvenir i tracer le tableau fidéle et complet de toutes
les notions métaphysiques qui appartiennent a la grandeur
figurée; mon intention n’est pas de 'entreprendre, il faudrait
plus de hardiesse et de talent que je n’en posséde pour oser
livrer un tel travail au jugement de la critique sévére des
géometres: il me suffira d’avoir indiqué a de plus habiles que
moi la route certaine a suivre, et d’y avoir fait les premiers
pas. Je me bornerai en conséquence, dans impuissance de
mieux faire, & présenter, a la place de ce tableau, quelques-
unes des généralités dont il se compose, afin d’offrir au moins
des exemples qui puissent éclairer les idées qui précédent,
et leur servir d’appui et de complément nécessaire. (est
par ces exemples que je terminerai cet éerit, dant le but
spécial était I'examen du principe de continuité considéré
dans son origine, dans sa nature et dans les conséquences
diverses auxquelles il entraine par son admission ouverte
en Géométrie.

55. Considérons, en premier lieu, le systéme de deux lignes
droites situées dans un méme plan, et admettons (41) que,
dans leur position actuelle, elles se rencontrent en un point
réel; si 'on vient a écarter une de ces lignes droites de sa po-
sition primitive, en lui imprimant un mouvement progressif
et continu, toujours dans le méme sens et dans le plan primi-
tif, il -arrivera bientot que le point de leur intersection com-
mune; aprés s’étre écarté de son origine a une distance plus
grande que toute distance donnée, finira par cesser tout a fait
d’étre, circonstance qui aura lieu quand ces deux droites se-
ront devenues paralléles; pour conserver, malgré cela, 4 ce
point un signe dans le discours, qui caractérise en méme
temps le mode de sa non-existence géométrique, on dit qu'il
est a 'infini sur le plan des deux droites; or, de la dérive aussi
cette notion si généralement admise :

« Le systeme de deux droites paralléles a son point de con-
» cours placé a linfini ; elles convergent a Pinfini. »

Cette notion s’étend également & un faisceau quelconque de
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droites paralleles situées ou non dans un méme plan; ainsi,
« le faisceau de plusieurs droites paralléles, situées ou non
» dans un méme plan, a son point de concours placé a
» Pinfini. »

Par la méme raison on dit, on concoit que la distance du
point de concours a un point quelconque donné dans I'espace
est infinie, et cette distance se mesure évidemment sur une
autre paralléle.

Ainsi, en vertu du principe de continuité, on applique 6u
l'on étend aux sysiemes de droites paralleles, dont I'intersec-
tion n’est qu’idéale, les mémes notions que celles qu'on a re-
connues appartenir aux droites qui concourent en un point
réel. Mais ce n’est pas tout : puisque, dans le cas examiné de
deux droites situées dans un méme plan, le point de leur inter-
section réelle est toujours unique, il faut aussi admettre, pour
la continuité, qu'il est encore unique quand ces deux droites
deviennent paralléles, et de la dérive celte conséquence para—
doxale, mais pourtant nécessaire :

« Les deux extrémités d’une droite indéfinie se rejoignent
» et se confondent a I'infini. »

56. Substituons aux deux lignes droites précédentes, le sys-
teme de deux plans quelconques qui se pénétrent d’abord se-
lon une droite réelle; en imaginant, de méme, que 'un de ces
plans se meuve suivant une loi quelconque, mais continue,
de facon qu’il s’écarte sans cesse de sa position primitive, il
arrivera un instant ou la droite de son-intersection avec le
plan fixe, aura perdu son existence géométrique, aprés s’étre
transportée tout entiére 4 une distance plus grande que toute
distance donnée; les deux plans étant alors devenus paral-
leles et leurs points d’intersection ayant passé a infini, il en
résulte que « le systéme de deux plans paralléles a tous ses
» points de concours distribués sur une ligne droite a I'in-
» fini. »

La méme notion s’étend évidemment au swleme d’un nom-
bre quelconque de plans paralléles.

Deux plans quelconques ne pouvant jamais se pénétrer qu’en
une seule droite réelle, il faut bien aussi admettre, pour la
continuité, qu'elle demeure encore unique quand les deux



348 Ve CAHIER. — CONSIDERATIONS PHILOSOPHIQUES

plans deviennent paralléles; mais, comme chacun de ces plans
renferme tous les points qui sont a Uinfini sur I'autre, il en
faut néeessairement conclure que, de méme que les extrémités
d’une droite se rejoignent et se confondent a l'infini, pareille-
ment aussi les extrémités d'un plan indéfini se trouvent dis-
tribuées sur une seule et unique ligne droite a I'infini ; mais il
¥y a cette différence ici que cette droite, quoique regardée
comme unique, a une situation entiérement arbitraire et indé-
términée sur le plan que I'on considére; car, quelle que soit la
direction d’une droite donnée sur ce plan, on peut toujours
concevoir qu'elle se transporte d’'un mouvement continu et
parallelement a elle-méme jusqu’a une distance infinie et sans
quitter le plan; or il faudra bien admettre alors qu’elle se con-
fond avecla précédente ; ainsi

« Tous les points situés a l'infini sur un plan doivent éire
considérés, d’une manicére idéale, comme distribués sur
une seule et méme ligne droite, dont la direction est dail-
leurs entierement indéterminée. »

5 & v

57. Maintenant, si 'on considére qu'une surface plane a
pour principal caractére d'étre toujours coupée par un plan
arbitraire suivant une seule et unique ligne droite, située a
une distance donnée ou infinie, il faudra également conclure
des notions qui précedent, et toujours par suile de I'admission
du principe de continuité en Géométrie, que
« Tous les points & I'infini de Pespace doivent étre considé-
rés, d’une maniere idéale, comme distribués sur une seule et
unique surface plane située a U'infini, dont la direction est
d’ailleurs entierement indéterminée. »

Quelque étranges et paradoxales que paraissent ces der-
niéres notions, comme elles découlent, d’une maniére néees-

saire, de 'admission du principe de continuité en Géométrie,

elles doivent inévitablement se reproduire dans toutes les re-
cherches particuliéres ot I'on invoque ce principe, et influen-
cer par conséquent les résultats et les conséquences qu’on en
peut déduire. Nous aurons, par la suite, occasion de justifier
ces notions au moyen de considérations tirées de la perspec-
tive et par des exemples nombreux déduits d'une maniére di-
recte de la simple Géométrie.
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58. Pour passer a des considérations et & des notions nou-
velles, examinons, toujours sous le point de vue qui précede,
lesysteme d'une ligne droite et d’une courbe quelconque con-
tinue (*), situées Pune et Pautre sur un méme plan; suppo-
sons encore (A1) que, dans leur position actuelle, elles se
coupent suivant le plus grand nombre possible de points tous
réels et distinets @ si 'on vient a écarter la ligne droite de sa
position primitive par un mouvement progressif et continu,
mais d'ailleurs quelconque, il pourra arriver que, sila courbe
a des branches illimitées, un certain point d’intersection,
apres s'étre écarté sans cesse des autres, finisse par s’en trou-
ver & une distance plus grande que toute distance donnée;
alors ce poinl aura passé a linfini et la droite sera devenue pa-
rallele a la branche correspondante de la courbe. Cette cir—
constance rentrant, pour le fond, dans celle déja examinéde
pour le cas de deux lignes droites, il devient inutile de s’en
occuper de nouveau ; faisons-en done, pour un instant, abs-
traction, et reprenons 'examen qui nous occupe.

59. Par suile du mouvement imprimé a la ligne droite, il
pourra arriver aussi que deux quelconques d’entre les points
dintersection réels se rapprochent continuellement et finis-
sent par se confondre, en cessant par conséquent d’étre dis—
tincts; leur distance mutuelle se sera alors évanouie et aura
perdu toute existence géométrique. Pourlui conserver, malgré
cela, une existence au moins idéale, et, par suite, pour rendre
les deux points d’intersection correspondants distinets dans
la conception, comme ils 'étaient auparavant, on dit et Ton
concoit qu'ils sont & une distance plus petite que toute dis-
lance donnée, i une distance infiniment petite; la droite qui
les renferme a alors un élément infiniment petit en commun
avec la courbe proposée, elle lui est tangente, ou, ce qui re-

{*) Par ligne continue on entend, en général, une courbe dont lous
les points sont soumis & un méme mode de génération, ¢'est-d-dire & une
méme loi, et dont Lous les ¢léments se succddent sans intervalle fini et
Sont par conséquent conligus. Du reste, cette courbe peut se composer
de la réunion de deux ou de plusieurs branches distinctes, également
continues. La méme définition s'étend aux surfaces courbes.

3 (Note de 1818.)
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vient au méme, elle la fouche, l'oscule, ou a un contact dy
premier ordre au point considéré.

Pour chaque point individuel et chaque branche distinete
dela courbe proposée, il existe évidemment, en général, une
tangente unique, dont la position est assignée encore par la
loi de continuité.

60. Notre ligne droite étant devenue, dans sa position ac-
tuelle, tangente & la ligne courbe correspondante, si I'on
vient & supposer qu’elle continue & se mouvoir en s'écartant
toujours de sa position primitive, il pourra arriver que les
deux points d’intersection que I'on considére en particulier,
aprés s’étre rapprochés a une distance infiniment petite, per-
dent tout & coup et simultanément leur existence géométri-
que, parce que la droite se sera détachée de la portion de
courbe correspondante; alors, pour leur conserver une exis-
tence de signe, au moins idéale, dans le discours et dans la
conception, on dit que « ces deux points sont devenus a la

= » fois imaginaires, aussi bien que les distances qui les sépa-
» rent de tout point réel donné; » et ainsi s’établit I'idée
d’une continuité indéfinie dans la commune intersection des
deux lignes.

Le systéme des deux points examinés pourra rester dans
cet état imaginaire pendant un intervalle plus ou moins consi-
dérable, et par conséquent pour une série de positions suc-
cessives de la droite mobile qui les porte, jusqu’a ce qu’enfin
elle redevienne tangente a la courbe, puis de nouveau sé-
cante, et ainsi de suite d’'une maniére périodique. Cependant,
il peut arriver que cetie droite passe tout entiere a linfini:
dans ce cas tous les points de son intersection avec la courbe
sont évidemment eux-mémes a Pinfini; du reste, elle pourra
alors étre tangente a la courbe, avoir des points imaginaires
en commun avec elle, tout comme les sécantes qui sont 2
des distances données, et cela résulte immédiatement encore
de I'admission de la continuité (*).

(*) Quoique les points & Uinfini cessent véritablement d’exister d'une
maniére géométrique, il est pourtant essentiel de ne pas confondre ceux
qui d’abord étaient réels avec ceux qui, au contraire, taient imaginaires.
Les premiers se distinguent des aulres en ce qu'ils retiennent encore

SUR LE PRINCIPE DE CONTINUITE, 351

Si la sécante, au lieu de passer tout entiére & infini, prend
une situation telle, que deux des points réels de son intersec—
tion avec la courbe, aprés s’étre rapprochés sans cesse, finis—
sent par se confondre en passant & la fois & infini, elle sera
devenue tangente a cette courbe & Uinfini, elle sera ce qu’on
appelle une asymptote a cette courbe.

61. Il ne peut arriver évidemment d’autres accidents que
ceux reconnus dins ce qui précéde, en raison de ce que, par
Ihypothése de la continuité, les points d'une méme branche
de courbe sont nécessairement contigus; on peut done con-
clure qu'un point d’intersection d’'une ligne courbe et d'une
droite ne peut perdre son existence individuelle et géomé-
trique que par trois modes entiérement séparés et distincts,
mais d'ailleurs susceptibles de se combiner entre eux : ou
parce qu'il se rapproche d’un autre point d’intersection d’un
mouvement continu, en finissant par se confondre avec lui,
ou parce qu'il s’en écarte, au contraire, en demeurant réel 4
une dislance infinie, ou enfin parce que, aprés s’étre confondu
avec le précédent en un seul, il perd, ainsi que lui et pen-
dant un certain intervalle, toute existence géométrique ab-
solue, ¢’est-a-dire physique et mathématique.

On voit par cette discussion, que, pour établir I'idée de la
continuité dans la conjonction de la droite et de la courbe
pendant toute la durée du mouvement de cette droite, on
est obligé de conserver aux points de leur intersection com-
mune une existence individuelle et purement hypothétique,
toutes les fois qu’ils viennent & cesser d’étre ‘d’'une maniére
absolue.

Il suit de 14 que le nombre de ces points d’intersection réels
ou fictifs est toujours regardé comme le méme dans quelquc-
position qu’occupe Ia droite qui les porte, ce qui s’étend,
comme nous I'avons vu, au cas méme ot la droite passe tout

.

enticre a l'infini. Ce nombre invariable, qui marque aussi le

quelque chose des propriétés qui appartiennent aux points ééomélriqnes
et ahsglus. Pour ne pas créer un nouveau terme, nous disons que ce sont
(los points réels & Pinfini et que les autres, au contraire, sont des points
imaginaires a infini. (Note de 1818.)
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plus grand nombre possible de points d’intersection réels, est
ce quon nomme le degré de la courbe (*).

62. Nous pouvons, dés a présent, faire sentir I'utilité et la
justesse des notions qui précédent, en présentant quelques-
unes des conséquences générales qui en découlent, et en fai-
sant voir leur liaison avec des vérités déja connues et recues
des géometres algébristes; par la nous jetterons quelque jour
sur ces notions abstraites, et nous ferons voir comment, con~
sidérées méme dans 1'Analyse, elles doivent leur origine a 'ad-
mission du principe de continuité.

Soit une ligne courbe continue quelconque tracée sur une
surface plane, d’apres Part. 87, tous les points a Dinfini sur
cette courbe doivent étre regardés idéalement comme distri-
bués sur une ligne droite unique, et, d’apreés Iarticle qui pré-
céde, le nombre de ces points est égal a celui qui marque le
degré de la courbe, pourvu que I'on conserve une existence
distinete, au moins hypothétique, a ceux de ces points qui
sont confondus ou imaginaires. Or, il résulte immédiatement
de la que si, d'un point donné sur le plan de la courbe, on
concoit des droites qui passent respectivement par ceux de ces
points qui sont & Vinfini, ces droites, qui seront paralléles &
ses diverses branches et dont la position est assignée par la
loi de continuité, se trouveront étre en nombre égal a celui
qui marque le degré de celle courbe, proposition qui dérive
immédiatement aussi des principes recus dans I’Analyse des
coordonnées.

Pareillement, si 'on concoit une tangente ou asymptote en
chacun de ces points & 'infini, le nombre de ces asymplotes
_sera encore ¢gal & celui qui marque le degré de la courbe;
mais, de ces asymptotes, les unes seront imaginaires, les autres

réelles et géométriques, d’autres enfin placées entiérement &

Iinfini; les premiéres correspondront & des branches entire-
ment fermées ou tout & fait imaginaires, les secondes a des
branches hyperboliques, et les troisiemes a des branches para-
boliques.

dite transcendante; elle
(Note de 1818.)

(*) Quand ce nombre est infini, la courbe
est simplement géométrique dans le cas contrd
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Le nombre de ces derniéres sera évidemment égal & celui
des asymptotes qui sont tout entiéres a I'infini; or, on doit
alors considérer idéalement ces asymptotes comme réunies en
une seule (87), avec la droite qui renferme tous les points 4
linfini du plan; donc le nombre des branches paraboliques
sera précisément égal a celui des points de contact distincts
de la courbe avec cette droite; chacun de ces points devant
compter pour deux, leur nombre total sera, au plus, moitié de
celui qui marque le degré de la courbe.

D'aprés ces notions, les courbes du second degré ne peu-
vent avoir, au plus, que deux asymptotes; ainsi elles ne sau-
raient offrir que ces trois caractéres distincts : deux asymp-
totes réelles ou deux points distincts et réels 4 infini, deux
asymptotes imaginaires ou deux points imaginaires a I'infini,
enfin deux asymptotes réunies en une seule a Uinfini ou deux
points consécutifs a infini.

Ce que nous disons ici d'une courbe unique peut s’appli-
quer aussi au systeme de plusieurs courbes situées sur un
plan : ainsi, par exemple, deux paraboles ordinaires, situées
sur un méme plan, peuvent étre regardées idéalement comme
ayant une tangente commune a l'infini.

Ces notions cadrent parfaitement avec celles que 'on peut
déduire de I'Analyse des coordonnées; leur avantage est de
rapprocher entre elles les diverses alfections qui appartien-
nent aux courbes d’'une méme famille, et de déterminer, A
lavance, les caracteres spécifiques qui les distinguent entre
elles.

En terminant, nous [erons remarquer que nous avons fait
abstraction, dans 'examen qui préeéde, de tous les accidents’
particuliers qui peuvent avoir lieu dans le cours de la courbe,
comme il arrive aux points d’inflexion et de rebroussement,
aux points multiples et conjugués; mais ces points ayant des
positions singuliéres et distinctes, rien n'est changé aux con-
séquences générales qui précédent, et une nouvelle discussion
serail, sinon inutile, au moins peu nécessaire (*).

) Cetle discussion serait d’ailleurs facile, car le caractére de chacun

des points singuliers peut se déterminer d’une maniére tout A fait directe

AP A S s X 3

A Taide du principe de continuité. Ainsi, un point conjugué n'est autre
11, 23
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63. Si au lieu de considérer, comme dans 'examen qui pre-
cede, le systeme d'une droite et d’une ligne courbe, on consi-
dérait le systéme de deux lignes courbes quelconques conti-
nues, situées a la fois sur une méme surface plane ou courbe
et se pénéirant d’abord dans le plus grand nombre de points
possibles, les circonstances déja examinées se reproduiraient
évidemment de la méme maniére et dans le méme ordre,
lorsque 'on viendrait a faire varier 'une-des deux courbes de
position ou de forme a 'égard de Pautre, par un mouvement
progressif et continu, et sans en changer la nature, ni par
conséquent le degré et les propriéiés. Ainsi, certains points
(intersection, d’abord réels, pourraient passer a P'infini, se
confondre en un seul, ou devenir simultanément et deux i
deux imaginaires. Mais il peut arriver, en outre, dans le cas
actuel, que la courbe variable, apres*éire devenue tangente &
la courbe fixe, lui demeure encore tangente pendant un cer-
tain intervalle, au lieu de s’en détacher brusquement, comme
dans le cas qui précéde, et qu'alors un troisiéme, un quatriéme
point... d’intersection vienne, par un mouvement progressif el
continu, & se rapprocher de ceux confondus au point de eon-
tact jusqu'a une distance infiniment petite ; les deux courbes
acquierent alors, en ce dernier point, deux, trois,... éléments
consécutifs en commun, elles ont un contact ou une osculu-
tion du second, du troisieme ordre, ct ainsi de suite, pour un
nombre quelconque de points réunis en un seul.

chose qu'une branche de courbe fermée, qui a acquis des dimensions
infiniment petites; un point de rebroussenent, une portion de branche
de courbe terminée d’abord par un point multiple ou par la rencontre
des deux cotés de la branche, en forme de neeud ou de boucle, et qui a
acquis ensuite des dimensions infiniment petites, ete. ().

(Note de 1818.)

(a) Plus tard, lorsque je me proposai d'approfondir davantage Vétude des
propriélés projectives des courbes et surfaces géométriques, je rédigeai un asses
long article sur ce sujet, qui devait faire partie de Uintroduction & un Traité
d’ensemble, pour ainsi dire exclusivement fondé sur Uintuition géometrique el
le principe de continuité;.mais faute du loisirs indispensables a I'accomplisse-
ment d’une pareille wuvre, je fus contraint d’y renoncer, ct me bornai a 'oc=
casion, comme on peut le voir dans mon Mémoire souvent cité de 1830, a offrir
quelques apercus ou tentalives éparses de cette espéce. ( Note de 1863.)
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6%. Deux courbes qui ont en commun un nombre pair d’élé-
ments consécutifs se croisent évidemment en méme temps
qu'elles s'osculent, et elles s’enveloppent, au contraire, aux
environs du contact, quand le nombre de ces éléments est im-
pair: cela résulte immédiatement de la continuité; or, il est
visible que, dans cette derniére circonstance, les deux courbes
pourront se détacher entiérement 'une de I'autre aux envi-
rons du contact, en sorte qu’il y aura un nombre pair de
points qui deviendront imaginaires, tandis que, an contraire,
dans I'autre circonstance, elles ne pourront se détacher d’une
maniére absolue; P'un des points confondus au point de con-
tactdevra évidemment demeurer réel. 1l y a done toujours un
nombre pair de points qui deviennent imaginaires, soit que
ces points perdent leur existence par groupes de deux, qua-
tre, etc., points, soit que ces groupes deviennent imaginaires
a la fois ou isolément, dans les diverses régions des deux
courbes. o

Il n’en est pas ainsi des points réels qui perdent leur exis—
tence géométrique en passant 4 Vinfini: ces points peuvent
indifféremment étre en nombre pair ou impair. Si I'on sup-
pose, par exemple, que le point d'osculation qui précéde
vienne a s'écarter sans cesse de sa position primitive sur la
courbe fixe, par un mouverment progressif et continu, jusqu’a
s'en éloigner & une distance infinie, il n’y aura évidemment
aucune distinction a faire entre le cas ol le nombre des points
qu'il représente est pair ou impair.

Quand deux courbes ont ainsi plusieurs points communs a
linfini, réunis en un seul, elles sont ce qu’on nomme asymp-
totiques du premier, du second... ordre, selon que ces points
sont au nombre de deux, de trois, ete., ete.

Du reste, il est visible que, puisque tous les points a I'in-
fini de 'espace doivent étre regardés idéalement comme sur
un plan (58), il est impossible que le nombre de ceux de ces
points qui appartiennent en commun aux deux courbes, soit
plus grand que celui qui marque le degré méme de ces
lignes courbes.

63. La position d’une courbe qui devient osculatrice ou
asymplotique d’une autre n’est pas entiérement arbitraire ot

23
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indéterminée ; car il faut qu’elle remplissc autant de condi-
tions distinctes qu’il y a de points qui se sont réunis en un
seul, et ces conditions sont assignées a Pavance par la loi de
continuité; les points d’osculation étant donnés, ces conditions
sont, en effet, que la courbe variable passe par un certain nom-
bre de points infiniment prés du premier, tous placés sur Ia
courbe, et dont la position est par conséquent déterminée:
¢’est ainsi que par trois points consécutifs d’une courbe on
ne peut faire passer qu'une seule circonférence de cercle, qui
par conséquent est osculatrice du second ordre a la courbe
proposée, de méme que par deux points consécutifs de cette
courbe on ne peut également mener qu'une seule ligne droite
qui lui soit tangente ou osculatrice du premier ordre. Quant
a la détermination effective, & la construction de la courbe os-
culatrice, elle ne peut s’obtenir qu'au moyen d’une propriété
appartenant simultanément au systeme général des points d’in:
tersection des deux courbes, lorsque ces points sont séparés
et distincts, puis élendant ces propriétés a I'état particulier
que P'on considére au moyen du principe de continuité.

66. En général, si trois ou un plus grand nombre de cour-
bes se coupent en plusieurs points communs, tous actuelle-
ment réels, leur systéme jouira dans cet état de certaines pro-
priéiés métriques ou descriptives, et ces propriétés seront
propres, a-leur tour, & exprimer I'état particulier du systéme,
celles seront la définition de ce systéeme; or, il résulte du prin-
cipe de continuité que ces propriétés demeureront applica-
bles A toutes les figures corrélatives de la premiére (6, que
cette corrélation demeure d’ailleurs réelle ou idéale; il n'ya
donc pas de distinction a faire entre le cas ou les points d'in-
tersection commune sont réels et ceux ou ils sont confondus
en un seul, imaginaires ou placés a linfini, soit en tout, soit
seulement en partie; la conception de I'un et de l'autre de
ces systemes demeure la méme, sous le point de vue idéal, el
pareille chose a lieu évidemment pour les surfaces courhes.
Ainsi, par la raison que trois courbes, osculatrices d’un certain
ordre, peuvent étre regardées comme ayant un certain nombre
de points communs réunis en seul, ou séparés les uns des
autres par des distances infiniment petites, on est en droil

SUR LE PRINCIPE DE CONTINUITE. 357
daffirmer que, deés linstant ot deux quelconques de ces

. courbes sont osculatrices d’un ordre quelconque 4 la troisieme,
* elles sont nécessairement osculatrices du méme ordre entre

elles, et jouissent par conséquent, deux a deux, sous ce rap-
port, des mémes propriétés.

Pareillement, de ce que trois surfaces sphériques, qui s’en-
rrecoupent d’une maniere réelle, sont telles, que les trois plans
de leur section mutuelle concourent en une méme droite, on
est en droit d’affirmer la méme chose de trois sphéres qui ces-
seraient de s’entrecouper en tout ou en partie, et cetie con-
séquence du principe de continuité, quoique au premier aspect
étrange et paradoxale, suffit pour prouver que les plans de
section idéale n’ont pas cessé de subsister et d’étre construc-
tibles; car, si Pon considére deux sphéres entierement iso-
lées, et qu'on les coupe a la fois par une méme troisieme, les
deux plans de section réelle donneront, par leur pénétration,
une ligne droite qui, d’apres ce qui précéde, devra appartenir
au plan de la section idéale des deux spheres données; et,
comme il en serait de méme & I'égard d’une nouvelle sphére
prise a volonté, le plan de cette section idéale se trouvera en-
ticrement déterminé.

67. Quand une fois on a reconnu et délerminé les divers
caractéres et les notions abstraites ou figurées que peut pré-
senter la conjonction des lignes, on s'éléve, sans beaucoup de
peine, a ce qui peut concerner celle des surfaces courbes si-
luées a volonté dans Pespace.

Considérons, en effet, deux surfaces quelconques, mais as-
sujetties dans leur cours & la loi de continuité : elles se péné-
treront, en général, en plusieurs branches de lignes courbes,
appartenant a leurs diverses nappes, et que je supposerai ac-
tuellement étre réelles et distinctes; or, si 'une des deux sur-
faces vient & varier de forme et de situation dans I'espace a
Iégard de l'autre, par un mouvement continu qui n’en change
ni la pature, ni les propriétés primitives, il pourra se faire
que V'une des branches d’intersection s’élendant sans cesse,
finisse bientot pas passer tout entiere a I'infini; alors les nappes
correspondantes seront devenues paralléles dans leur cours
illimité, elles pourront étre regardées idéalement comme
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ayant en commun une section plane a 'infini (58), mais dont

la situation, bien qu’unique, est arbitraire et indéterminge,
Si I'on suppose, au contraire, que la branche examinée se -

rétrécisse sans cesse et finisse par'se réduire a des dimensions
infiniment petites, les deux surfaces auront au point corres-
pondant un élément plan tout entier en commun, et seront
tangentes ou osculatrices du premier ordre en ce point.

La surface variable, continuant a se mouvoir dans le méme
sens, finira bient6t par s’isoler, aux environs du contact, de la
surface restée fixe, et alors la branche devenue d’abord infini-
mént petite cessera tout & coup de subsister d'une maniére
géométrique ; elle deviendra entiérement imaginaire, el con-
tinuera de rester telle pendant un certain intervalle et pour
une série de positions successives de la surface variable.

68. On retombe ainsi sur les divers caractéres de non-exis-
tence que nous avons déja reconnus appactenir a la mutuelle
intersection des lignes, et I'on ne peut évidemment en obtenir
d’'autres en poursuivant I'examen qui nous occupe; la raison
en paraitra toute simple, si 'on considére que P'une et I'autre
des deux surfaces données peuvent, 4 chaque instant, étre re-
gardées comme engendrées séparément par les traces de deux
lignes courbes variables situées dans un méme plan, mobile
de situation dans I'espace. C’est d’apres de semblables consi-
dérations que I'on dit que deuz surfaces quelconques sont os-
culatrices d'un certain ordre en un point donné, lorsque les
sections planes, faites par ce point dans ces surfaces, sont
elles-mémes respectivement osculatrices: de cet ordre. Pour le
cas du contact du premier ordre, cette notion coincide évi-
demment avec celle qui résulte de I’examen qui précéde; on
peut faire voir la méme chose pour les contacts des ordres
supérieurs au premier.

Supposons, en effet, que I'une des branches d’intersection
communes aux deux surfaces étant devenue infiniment petite
et s’étant évanouie au point de leur contact mutuel, une autre
branche d'intersection se rapproche de ce point en restant
d’une grandeur finie, jusqu’a n’en étre ¢loignée, vers une cer-
taine portion de son cours, qu'a une distance infiniment pe-
tite + il est visible que les deux surfaces seront devenues mu-
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tuellement osculatrices du =2¢ ordre dans le sens méme de la
définition qui précéde; car, toute section plane faite dans les
deux surfaces par le point de contact commun donnera néces-
sairement deux lignes courbes, ayant d’abord deux points”
communs réunis en un seul au contact, puis un troisiéme
point & une distance infiniment petite des deux autres, résul-
tant de la pénétration du plan qui renferme les deux courbes
el de la seconde branche dont, par hypothése, le ecours passe
4 une distance infiniment petite du point de contact que I'on
considere.

Si la seconde branche, au lieu de passer simplement par le
point de contact ou a une distance infiniment petite de ce
point, se rétrécissait sans cesse et finissait par avoir des dimen-
sions infiniment petites et par se confondre tout a fait avec la
premiére au point de contaet, les sections planes faites par ce
point deviendraient évidemment osculatrices du 3¢ ordre, et
il en serait de méme des deux surfaces qui les renferment. En
[aisant intervenir successivement d’autres branches de I'inter-
section commune des deux surfaces, on s'éleverail sans peine
aux contacts des ordres supérieurs. :

69. Nous pourrions ici reproduire, pour les surfaces, les
diverses notions que nous avons vues se rapporter aux simples
lignes continues, mais cette discussion deviendraitl fastidieuse
par sa longueur, et il sera trés-facile d’y suppléer; nous ter-
minerons en conséquence par faire observer que, si deux
branches, au lieu de s’évanouir, demeuraient finies en se rap-
prochant dans toute I'étendue de leur cours jusqu'a se con-
fondre, ou, si 'on veut, jusqu’a se trouver a une dislance

- infiniment petite, les deux surfaces acquerraient par la un

contact du 1" ordre suivant toute une ligne courbe; elles
deviendraient osculatrices du 2¢, du 3¢... ordre, suivant la
méme ligne, si une, deux... branches venaient, par un mou-
vement continu, se réunir aux deux premiéres. Si, dans ces
diverses circonstances, les lignes de contact passaient tout
enticres 4 'infini, les surfaces correspondantes deviendraient
nqy‘mplotiqm:s du 1°7, du 2¢, du 3¢ ordre..., elles s'osculeraient
suivant toute une section plane qui leur serait commune a
Vinfini (58).
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70. Dans I'examen rapide que nous venons de faire des ob-
jets de non-existence, nous n’avons point rencontré les quan-
lités inverses ou négatives; la raison en est toute simple, c’est
“que ces étres, qui appartiennent proprement au calcul algé-
brique, n’expriment que des modifications réelles arrivées
dans 1'état du systéme, tenant & un simple changement
d’ordre des grandeurs absolues, ou de disposition des objets
qui composent ce systéme, et non pas a l'impossibilité de
construire et de représenter géomélriquement ces objets.
Car, de ce que, en vertu des changements arrivés dans une fi-
gure, un point aura passé de la droite & la gauche d’une ligne
ou d’'un autre point du systéme, il n’y a pas la de modification
assez essentielle pour qu'on ne puisse étendre la conception
des relations purement métriques du premier systeme a celui
qui lui est corrélatif, et les regarder I'un et Uautre comme un
seul et méme systéme réel, considéré dans des positions
différentes.

Toutefois, si ces modifications n’influent que trés-légere-
ment sur la conception géométrique du systéme, et qu'il soit
irutile d’y avoir égard quant aux relations descriptives, elles
n’en sont pas moins trés-importantes quant aux relations pu-
rement métriques, puisqu’en vertu de ces modifications de
telles relations peuvent cesser d'étre immédiaternent appli-
cables au nouvel état de la figure; certaines grandeurs quiy
entrent devant elles-mémes changer de signe, et passer d'un
état positif & un état négatif.

71. Les notions dont I'examen vient de nous occuper, com-
binées entre elles, conduisent a un grand nombre de consé-

quences également abstraites qu’il serait peut-étre intéressant .

de parcourir et d’énumérer; notre but, comme nous l'avons
déja dit, n’a été que d’en donner une esquisse fort légere,
afin de faire voir, d’une maniére générale, comment elles dé-
coulent sans peine et naturellement de la seule admission du
principe de continuité en Géométrie.

Au reste, la plupart de ces notions ne sont, a proprement
parler, que des définitions de mots imprimés aux divers carac-
téres que peut présenter la conjonction des formes géomé=
triques; elles ne peuvent actuellement seryir qu’a rapprocher
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entre eux ces dilférents caractéres, et i les présenter a la con-
ception sous un méme point de vue, sous une unité d’origine;
elles demeureraient éterncllement stériles si on ne les appli-
quait, au moyen du principe de continuité, 4 des propriétés
déja connues, a des lignes ou & des surfaces dont la loi mé-
wique ou descriptive, et par conséquent la définition géné-
tique, fussent a I'avance bien connues.

Néanmoins, ces notions peuvent conduire & des vérités gé-
nérales et nouvelles appartenant & toutes les formes possibles
de 'étendue; et qui deviennent par [a trés-propres i comparer
ces formes entre elles, et 4 ramener ainsi 'étude de celles qui
sont compliquées & la contemplation de celles qui sont élé-
mentaires el déja bien connues. Les écrits géométriques de
nos jours sont pleins de ces vastes et utiles vérités; j'en cite-
rai un seul exemple, pour montrer comment elles se rattachent
toutes aux notions qui viennent de nous occuper =

« Lorsque deux surfaces ont dans toute I'étendue d’une
» ligne courbe un contact de Pordre m, un plan tangent a
» cette courbe, et qui coupe les deux surfaces, y produit deux
» sections qui ont un rapprochement de 'ordre 2m -1 au
» point de conlact, »

En effet, par le point dont il s’agit et que j'appelle T, con-
cevons un plan quelconque qui coupe de nouveau la courbe
de contact aux points T, T”,..., il coupera aussi les deux sur-
faces suivant deux lignes passant par les mémes points T,
T/, 1”,..., et ayant, en chacun d’eux, un contact de 'ordre m,
o0u m -1 points communs réunis en un seul (70). Cela posé,
concevoris que le plan, d’une direction d’abord arbitraire
tourne autour de T, de maniére que le point suivant T’ s'en
rapproche sans cesse par un mouvement continu, jusqua se
confondre avee lui en un seul, auquel cas le plan dont il s’agit
sera évidemment devenu tangent a la courbe de contact; les
deux intersections failes dans les surfaces par ce plan, qui,
dapres ce qui précede, ont m + 1 poinls communs confondus
en un seul, soit en T ou en T, en auront acquis 2 (m—-1) en
commun au point de contact du plan, et seront par conséquent
osculatrices de I'ordre 2 (m-1)—1 en ce point.

Si le point T” venait 4 se réunir aux deux premiers, c'est-
d-dire si le plan sécant devenait osculateur de la courbe de
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co.mac'tz ses deux intersections avec les surfaces données gy
raient ¢videmment 3 (m —-1) points communs réunis en yp
seul, elles seraient osculatrices de Pordre 3 (m—-1) —1.

Enfin, les mémes raisonnements prouvem./ que, si au plan
on substitue une surface coupante quelconque ayant au point T
1 rapprochement de I'ordre 7 avec la courbe de contact, elle
dete'rmincm, dans les surfaces données, deux lignes d’inter-
sectxo}l qui seront osculatrices de I'ordre (m -+ 1) (7 4 1) —q
au meéme point T (*).

72. lDans ce qui précede, nous nous sommes efforeé de
nous élever & toute la hauteur des notious abstraites qui-dé-
coulent de I'admission du principe de continuité en Géomeés
lrit,%;-nous avons cherché par Ia a donner une idée générale et
précise de Pinfluence qu’il exerce dans toutes les recherches
ou on emploie, et de I'importance qu’il peut un jour acquéri
s'i.l est admis dans la Géométrie rationnelle, sans aucune res-
triction et dans toute I'étendue des conséquences qui lui sont
propres. Dans un trayail que nous nous proposons de faire pa-
m.itre a la suite de cet éerit, et qui était d’abord desting i en
ffurc ]?arlie, nous chercherons a présenter des vérités plus par-
ticuliérement utiles; en faisant usage des conséquences du
principe qui vient de nous occuper, nous tdcherons, autant que
possible, de ne pas abandonuer la marche du raisonnement
(Jr.(hnaire; nous éviterons surtout de nous jeter, dés les pre-
miers pas, dans

{ s considérations métaphysiques des imagi-
naires, auxquelles I'esprit ne saurait s'accoutumer que peua
pcu_et par une gradation insensible dans les idées. Par 1a nous
ne risquerons pas de devenir inintelligible; nous imiterons la
])ruydence et lacirconspection des algébristes, qui n’adoptérent
qu'a la longue, ct aprés bien des tentatives et des sueees, les
conséquences abstraites du principe de continuité.

() Der¥N, Développements de Géométric, pages 296 & 23a. (Foir &
!(! page suivante, une heureuse application de ce genre de considérations
i-la théorie de la courbure des surfaces.) :
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ADDITION AU IVe CAHIER PAR M. MOUTARD (1863).

Nous anrions pu joindre a la démonstration du ne Tl, vpngc 361, celle de
plusiears autres théorémes tirés de l'ouvrage de M. Dupin, ou d’anciennes
Notes manuscrites; mais cela edt é¢té d’une faible importance scientifique et
aurait inutilement surchargé ce volume; il m'a paru bien plus profitable pour
los lecteurs amis de la nouveanté, d’insérer i la suite de ce Cahier, extrait
dune lettre beaucoup trop modeste, que M. Moutard a bien voulu m’autoriser
& publier, et qui aurait encore gagné en intéiét si T'état avancé de 'impression
et de Ta mise en pages, lui avait permis d’en développer davantage les remar-
quables conséquences géometriques.

« Frappé, dit notre savant professeur, de la simplicité avee laquelle
vous démontrez, 4 Iaide de notions uniquement hasées sur la continuité,
le théoréme de M. Charles Dupin, relatif & deux surfaces qui ont dans
toute I'étendue d’une ligne courbe un contact d'ordre m, jai essayeé
dappliquer les mémes notions a Pétude du contact d'un ordre “quel-
conque de deux surfaces en un point unique, et, en suivant pour ainsi
dire pas & pas votre mode de démonstration (p. 361), je suis parvenu
aisément & retrouver un théoréme qui me parait digne d’intérét et
que j'avais précédemment rencontré & occasion d'autres recherches.

» Considérons deux surfaces qui aient en un point A un conlact d’or-
dre m, et concevons qu'un plan sécant mobile se rappreche indéfini-
ment du point A. Parmi les points communs & ce plan et a la ligne
d'intersection des deux surfaces, il y en.a m 1 qui viennent & la li-
mite se confondre en A, puisque les sections des deux surfaces par les
plans qui contiennent A ont, en général, un contact d’ordre m.

» Ceci Gtant yrai pour loutes les directions du plan sécant, on en con-
clut que Ta ligne d'intersection des deux surfaces a, en général, m -1
branches réelles ou imaginaires qui se croisent en A.

» Imaginons maintenant qu'un plan passant par A tourne autour de ce
point jusqu'a ce que Pune de ses intersections avec I'une des m -1
branches vienne 4 se confondre avee lui; il est clair que 'ordre du
contact des seclions que ce plan détermine dans les deuxssurlaces se
trouyera Glevé d'une unité, et sera par conséquent m - 1. Dans sa
situation finale, ce plan contient la tangente en A & 'une des branches
de Ja courbe d’intersection, et n'est d’ailleurs soumis & aucune autre
condition.

» Lnfin, faisant tourner de nouveau ce plan autour de cette tangente
» jusqu'd ce qu'il devienne osculateur de la branche correspondante, un
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» nouveau point d'intersection des deux courbes, suivant lesquelles oo
» plan coupe les surfaces, viendra se confondre avec A, et Pordre dy
» contact encore élevé d’une unité sera devenu e - o,

» En résumé, nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

» Lorsque dewr surfaces ont, en un point A, un contact de Uordre m,
» elles se coupent en géndéral suivant une ligne gauche dont m +-1 brap-
» ches réelles ow imaginaires se croisent en A, Un plan quelconque, con-
» tenant Pune des tangentes menées en A @ ces m 1 branches, coupe
» les dewx surfaces suivant des courbes dont le contact en A est d’un
» ordre immédiatement supérieur m—-1; enfin, parmi tous les plans
» séeants qu'on peut mener par Uune de ces tangentes, il en existe un,
» & savoir le plan osculateur de la branche correspondante, pourlequel
» les sections ont un contact d’un ordre encore Plus élevé m -,

» Parmi les nombreux corollaires que 'on peut déduire de ce théoréme
» général en y joignant quelques autres considérations, je me bornerai i
» citer les snivants :

» i autour d’une tangente quelconque menée @ une surface en un
» point A, on fait tourner un plan, et que dans chacune de ses positions
» on construise la conique qui a en A avee la surface un econtact du
» 4% ordre, il existera en général dewx positions, réelles on imaginaires,
» du plan sécant, pour lesquelles le contact montera au 5° ordre. Llen-
» semble de toutes ces coniques forme dailleurs une surface du 5° ordre,
» en général, simplement osculatrice é& la proposée.

» Par chaque point d’une surface continue, il est en géneral possible
v de mener 27 coriques, ayant avee la surface, en ce point, un coptact
n du 6° ordre.

» Dans le cas particulier ot la surface donnée est du 3° degré, les po-
» sitions singuliéres du plan sécant mené par une tangente quelconque,
» pour lesquelles le conlact avec une conique peut monter au 5* ordre,
» sont celles qui contiennent les asymptotes de indicatrice relative au

» point olt la tangente considérée perce de nouveau la surface. On peut.

» ajouter que le plan tangent en ce dernier point contient la courbe d'in-
» tersection de la surface osculatrice formée par toules ces coniques avec
» la polaire du 2° degré du point A par rapport 4 la surface du 3° ordre
» donnée. :

» Ces derniers énoncés ont besoin de quelques modifications pour
» s'étendre aux surfaces algébriques de degré quelconque, mais ce n’est
» pas le lidu d'insister sur ce point. »

CINQUIEME CAHIER.

ESSAI SUR LES PROPRIETES PROJECTIVES
DES SECTIONS CONIQUES (*).

(Présenté i Académie des Sciences de VInstitut le Tundi 1° mai 1820.)

[l n’en est pas de la méthode purement géométrique comme
de celle de I'Analyse des coordonnées ; dans celle-ci, tout se
raméne immédiatement & des principes connus, a des proeé-
dés uniformes de calcul, et il ne reste a celui qui "emploie
qud en développer les conséquences d’une manicre plus ou
moins élégante et rapide ; dans I'autre, au contraire, les prin-
cipes peuvent entierement manguer, au moins ceux d’ou dé-
coule d’'une maniére directe et immédiate I'objet particulier
que 'on a en vue, et, pour remplir les lacunes, on se voit
souvent obligé, aprés plusieurs essais, de reprendre les choses
d’un peu haut pour se frayer une route plus facile.

(*) Le Mémoire dont ce V* Cahier est la copie textuelle, est un extrait
abrégé d’une premiere ébauche ou rédaction du Traité des Propriceés
projectives des figures; rédaction qui contenait non-seulement I'expesé
des nouveaux principes de projection par des voies essentiellement géo-
métriques, mais encore les applications qui paraissaient le plus propres a
initier le lecteur aux nouvelles doctrines concernant les sécantes ou cordes
idéales, les intersections imaginaires des courbes et des surfaces, situées
a des distances données ou infinies, confondues ou non entre elles. Ainsi,
par exemple, on y résolvait un grand nombre de questions dans lesquelles
les sections coniques Gltaient assujetties & passer par des points, a tou-
cher des droites imaginaires en nombre pair ou ayant des contacts dou-
bles ou simples, mais de divers ordres, en des points donnés ou inconnus
d’autres seetions coniques. D'ailleurs, la solution de ces questions pou-
vait, méme dans le cas du second degré, s'opérer a aide de la régle seule
ou de méthodes purement linéaires, pourvn que les systemes des lignes
ou des points donnés fussent convenablement définis, et qu'on assignat
gur leur plan commun, un seul cercle tracé et de centre connu.

De telles solutions, et les conséquences qui en dérivent dans chaque cas,
dlaient Lros-propres & montrer les avantages géométriques de Padoption
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Tel est précisément le cas des recherches que nous voulons
entreprendre : comme elles se rattachent nécessairement i des
notions jusquiei étrangeéres a la simple Géométrie, nous nous
voyons entrainé naturellement a exposer d’abord ces notions,
pour parvenir ensuite, d'une maniére a la fois rapide et sire,
a l'objet particulier et véritable de ces mémes recherches;
ainsi, au lieu de procéder de suite a I'examen des principes de
projection qui doivent former la base de ce travail, nous nous
occuperons d’abord d’exposer les nolions générales sur les-
quelles ces principes reposent de toute nécessité.

Si cette marche n’a pas I'avantage d’étre aussi directe qu’on
pourrait le désirer, elle nous fournira, en revanche, I'oceasion
de présenter, sur les dépendances qui lient entre elles les sec-
tions coniques et les lignes droites, un grand nombre de con-
sidérations nouvelles qui nous mettront i méme de généraliser
le langage et les conceptions de la Géométrie; ce qui nest pas
le but le moins important que nous ayons cherché a atteindre
en entreprenant ce travail.

Au reste, loin de nous abandonner a tous les développe-
ments dont ces considérations sont susceptibles, nous ferons
toujours en sorte de ne jamais perdre de vue I'objet véritable

des nouveaux principes de projection et de celui de continuité, jusqu'ici
rarement combattu et encore moins mis en défaut, que je sache. Mais e
genre de questions étant devenu [amilier aux amateurs de la Géométrie,
depuis Vapparition du 77aité des Propriétés projectives des JSigures, et
comportant des développements et des détails qui nécessiteraient un ou-
vrage tout spécial, nous nous voyons & regret contraint d’y renoncer
et de renvoyer le lecteur aux résumés rapides, incomplets, que renferme
le Mémoire ci-apres et le texte méme du Traité dont il s'agit, auquel
dailleurs ils peuvent servir d’utiles commentaires.

Quant au Rapport fait & I'Académic des Sciences sur le Mémoire que
contient ce V¢ Cahier, le lecteur est prié de recourir & la fin du volume
ol il se trouve accompagné d'observations criliques indispensables. Qu'il
suffise ici de remarquer que cette considération m’a fait un devoir rigou-
reux de n'apporter aucun changement essentiel 4 la rédaction, ot il m’a
¢été, par conséquent, impossible de mettre A profit aujourd’hui (1863 ),
comme lors de a présentation & I'Institut en 1820, aucun des résullals
ou conséquences encore inconnues 4 cette dernidre époque et que renfer-
ment les précédents Cahiers des t. I et 11 de ces Applications (1863).
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de nos recherches, et de ne recueillir sur notre route que des
vérités qui s'y rattachend de la maniére Ia plus intime, et qui
puissent, par la suite, nous étre particulierement utiles. Ainsi,
ayant pour ohjet spécial Vexamen des propriéiés projectives
des sections coniques, nous nous bornerons & exposer les
considérations et les notions qui peuvent appartenir en propre
4 ces courbes particuliéres, sans chercher a les étendre aux
surfaces du second ordre. On aura lieu de s'apercevoir, d’ail-

leurs, qu'au moyen des principes posés dans le cours de ce

Mémoire, cetle extension devientassez facile etassez évidente
pour que nous puissions laisser a d’autres le soin de la déve-
lopper, et nous renfermer dans les justes limites du sujet que
nous voulons traiter.

Pour exposer la théorie des cordes réelles et idéales, nous
admettrons quelques propriéiés connues des seclions coni-
(ues;; mais Nous supposerons expressément que ces pro-
priétés aient é1é déduites, d’'une manicre purement géomé-
trique, de la considération du cone oblique a base circulaire,
comme I'ont fait les Anciens, et plus particulicremeut Apollo-
nius, D’ailleurs, ces propositions recevront naturellement leur
démonstration de principes qui seront exposés un peu plus
tard, dans la seconde Section, sans rien emprunter de ceux qui
forment la hasedela premiére. Il nous et ¢té facile d’éviter cette
inversion apparente en changeant I'ordre des matiéres, et an-
licipant sur les applications de la doctrine des projections ; mais
cette marche eat fait perdre a 'exposition du sujet principal le
degré de simplicité et d’uniformité dontil peut étre'susceptihlc.

Enfin, nous croyons devoir prévenir expressément encore,
avant d’entrer en matiére, que les droites, les courbes, les
plans, etc., dont il sera lait mention dans ce 1°° Mémoire, seront
supposés indéfiniment prolongés dans I'espace ou dans le plan
qui les contient; le discours fera connaitre les cas ou 'on n’en
considérerait qu’une portion terminée et finie.

§ I't. — NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES CORDES OU SECANTES

IDEALES DES SECTIONS CONIQUES.

1. Une ligne droite située dans le plan d'une section coni-
que quelconque, et qui rencontre la courbe en deux points



368 Ve CAHIER. — ESSAI SUR LES PROPRIETES PROJECTIVES
constructibles d’'une maniére géométrique, se nomme corde ou
sécante réelle de cette section conique. Les deux points d'in-

‘tersection sont appelés également points d'intersection réels,

Dans le cas ol la ligne droite sort tout a fait au dehors de Iy

courbe et cesse de la rencontrer, on dit que ses deux points

d’intersection avec elle sont imaginaires.
Dans ces mémes circonstances, en supposant qu’on persiste
A regarder la droile en question comme une sécante de la

‘ courbe, nous dirons, pour conserver 'analogie entre les idées

et le langage, qu'elle est corde ou sécante idéale de'la courbe,
et nous la distinguerons ainsi de toute ligne droite entiere-
ment inconstructible dans son cours et dans sa direction indé-
finie, laquelle conservera la dénomination déja recue de droite
imaginaire.

2. Les mémes définitions peuvent s'étendre au systeme de
deux sections coniques situées sur un méme plan, et, en gé-
néral, au systeme de deux lignes courbes ou de deux surfaces
quelconques; mais nous voulons nous borner ici i ce qui con-
cerne le systéme particulier d'une ligne droile et d’une sec-
tion conique.

3. Pour concevoir I'objet de ces définitions, il suffit de sup-
poser que la section conique que P'on considere ne soit pas
déerite, mais seulement donnée par certaines conditions, et
qualors on se propose de rechercher les points ol elle est
rencontrée par la droite réelle, tracée sur son plan; car on
ignore alors si ces points sont ou non constructibles, et il est
naturel de persister, dans tous les cas, i regarder cette ligne
droite comme une véritable sécante de la courbe, et par con-
séquent de la traiter comme telle dans le raisonnement géo-
métrique qui sert a faire découvrir les deux points qu’on
cherche. Ces définitions, comme on aura lieu de le voir plus
tard, servent A agrandir les idées, et tendent a abréger le dis-

_cours, en catactérisant la non-existence de certaines gran-

deurs; elles ne sont ni indifférentes, ni inutiles en elles-
mémes, parce qu’elles permetient d’établir un point de contact
entre des figures qui paraissent, au premier aspect, n'ayoir
aucun rapport, et de découvrir sans peine les relations et les

“propriéiés qui leur sont communes.
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4. Pour poursuivre l'objet de ces premiéres déﬁnitionsA
soient mn et (C), fig. 150, la droite et la section conique que

Fig. 150.

l‘.on considére ; appelons M et N les points de leur intersec-
tion commune, supposée d’abord réelle ; si l'on concoit une
§uile de cordes terminées & la courbe, paralléles entreqelles ef
i la droite mn, tous les milieux de ces cordes seront, con;;me
on le sait, situés sur un diamétre unique AB, dont le conjugué
sera lui-méme paralléle & la droite mn ; de plus, quelle (t;ue‘
soil la pyosilion de cette droite a I'égard de la section conique

le diametre AB sera toujours constructible et viendra Loujour;
la rencontrer en un point O réel; nous appellerons, dans tous
!f}s cas possibles, ce point unique centre ou milien de la corde
lr}deﬁnie mMNn, que cette corde, cette sécante soit d'ailleurs
réelle comme en mn, ou idéale comme en m'n', :

5. Aux points M et N, supposés d’abord réels, menons a la .
cotu'be. les tangentes PM, PN : clles iront coneourir en un
1:0{111 P du diaméwre AB, et l'on aura, pour déterminer ce
point, la proportion harnonique L

OA : OB :: PA : PB (*);

:r. cette relation définit le point P d’une maniére réelle,
”;1‘1\1151\‘10115 Ifés cas possibles, méme quand la corde indéfinie
MN# devient idéale et les tangentes PM et PN imaginaires.

—_—

(*) Cest la XXXVIIIE pr =il it ? -
i )(|9 Pnr:_,\lci_ XXXVHI® proposition du I livre des Conigues d’Apollo-

; 2
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Tn effet, il en résulte que le point P et le point 01 centre t(.]u.
jours réel de cette corde (). jouissent de la mL:gle‘ l‘({lﬂli.lon
réciproque & 1'égard des points .A et. B' de la co[un[ eﬂ, SI.ronc
la corde ou sécante mMNn devient idéale en m'n’, son Len'fre
restant réel el sortant de la courbe en .P, on pourra construire
le poini 0, qui lui correspond sur le (}mmelre AB,}}en me?ml]ll
inversement, de P, deux tangentes a celle (‘-Ol’ll )(.3" }])uxs a
corde qui joint les deux points de co.muct; car, d a])fcis ‘a p‘r.o-
position qui précede, cette corde \'lend,m renconuej e dia-
métre AB en un nouveau point O, tel qu’on aura la proportion

réciproque PA: DB :: OA : OB,

i ique avec la premiére.
Id?\nilr:gil,‘ciels‘f:)inli O et P, qui jouis:\'ent des m’émf:s pl‘(‘)']’)r.iétzés
a I'égard de la courbe, sont tels, qué chacun d c-u;.\ cstmc.,lplol-
quement, mais tour a tour, le c011c?111‘s des tangentes (ui cor-
respondent a la corde palssm').l pz.u“l a}ttre. el .
Le point P, toujours réel, jouit al égard de la :scic;lxpn coml-
que et de la droite mn, d'un gmn‘d n_cnmbre de pl’OpllLlBS;l‘einﬂf-
quables; sa considération est tres—m:porl’a’n}e dmrl‘s leswlec )el‘t
ches, el c’est A cause d’une de ces propricies qu il a recu d.(,s,
géométres le nom de pole de la droite mn; nous pourrons faire
tlesage de cette dénomination, a cause de ‘sa“su‘nphczte, sans
d’ailleurs nous attacher, quant & présem,.a I'idée qu clle 0{{-
traine d’aprés son acception ordinaire : mais nous (lll‘Oil].S»ﬂuSsl,
toujours dans la vue de généraliser le langage Cl.]CS.(‘,l:HIC{‘;IF
Lions, et afin de rappeler, d'une maniére plus [lal'll(!'llllGlC{l’U-l
vigine du point P : quil estle point de concours réel ou id eaq
des tangentes aux exirémités de la cor(.le M_N, ‘selonLqude C(:
tangentes sont elles-mémes réelles ou vrlfﬂg'lizftt{‘es.' a droi (:
mn, toujours réelle, quant a sa direc.uon indéfinie par mppodr
a P, prendra, selon ces diverses cxrco.nswnces’, le‘ m’)mﬂ [
corde, de sécante de contact, réelle ou idéale. D‘apres 1 \}:a%e
actuel, cette droite pourraitaussi s'appeler la polaire du pointP.

6. Nous venons de voir que les points O et P,-donlt 1'un(e§l
le centre de la corde MN et autre son pole, joms_smem re;l—'
proguement de la méme propri¢ié a l"egard des points A .ett (;
or, il résulte de celte réciprocité qu'a mesure que le point ¢
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s'approche du centre C de la courbe, son correspondant P s’en
éearle, au contraire, sans cesse, el qu'enfin, quand le point O
s'est confondu avec C, le point P s’est transporté & une dis-
tance infinie sur le diamétre AB; mais alors la corde MN est
devenue un diamétre de la courbe dont le conjugué est AB;
donc « le pole d'un diamétre quelconque d’une section coni-
» que est situé & I'infini sur le conjugué a ce diametre; les
» tangentes MP, NP, qui renferment ce pole, sont, de leur cOté,
» devenues paralléles et concourent a Uinfini. »

7. Réciproquement aussi, quand le point O ou la sécante mn
s'écarte & Pinfini sur le plan de la courbe (C), le pole P se
confond avec le centre de cette derniére; en sorte que « loute
» droite situéz a infini sur le plan d'une section conique, a
» pour pole le centre méme de la courbe. »

8. Dans ces circonstances, les points M et N sont passés a
linfini; ils sont réels pour Phyperbole, imaginaires pour I’el-
lipse. Les tangentes MP, NP deviennent elles-mémes impos-
sibles pour I'ellipse, mais demeurent réelles pour I'hyperhole
et recoivent le nom d’asymptotes. Ainsi :

« Les asymptotes d’une section conique ne sont autre chose
» (que des tangentes aux points & linfini de son cours, elles
» passent & Ia fois par son centre, et sont toutes deux imagi-
» naires pour Lellipse et réelles pour hyperhole. »

Dans le cas particulier de la parabole, le centre C est lui-
méme & I'infini; les asymptotes sont done alors tout entiéres
a linfini, clles se confondent nécessairement avec la sé-
tante mn, qui devient par la tangente 4 la courbe; ainsi -

« La parahole a deux asymptotes confondues en une seule
» & Uinfini, c'est-a-dire qu’elle a une tangente située entiére—
» ment & linfini, ou enfin deux points confondus en un scul
»a linfini. »

Ces notions sont déja bien connues; notre intention, en les
tappelant ici, est de les rapprocher sous un point de vue qui

puisse conduire sans peine aux considérations nouvelles qui
doivent former la base de ce travail.

9. Revenons maintenant au cas général ot la sécante
indéfinic mn a une situation quelconque sur le plan de la

2.
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courbe (C), et proposons-nous de déterminer les points M et N
ou elle rencontre ceite courbe, que nous supposerons non
déerite et seulement donnée par le systeme de ses diametres
conjugués AB et DE, dont I'un a une direction paralléle & la
droite MN. La question reviendra évidemment & chercher sur
cette droite un point M, tel que le carré de OM soit au rec-
tangle OA.OB dans un rapport donné, celui du carré des dia-
métres conjugués; appelant donc A le carré du diamétre
principal AB, et B? celui de son conjugué, on aura, pour déter-
miner le point M, 3

OM : OA.OB :: B:

La question ainsi présentée sera, comme on le voit, tou-
jours soluble d’'une maniére géométrique ; car B et A sont des
grandeurs invariables, indépendantes de la position de mn, el
le rectangle ®A. OB est, 2 chaque instant, donné ; mais cela
suppose que l'on nait point égard a la nature particuliere de
la section conique que I'on envisage. On sait, en effet, que,
quand le point O est placé entre A et B, la relation précédente
appartient a une ellipse, tandis que, au contraire, elle appar-
tient & une hyperbole décrite sur le méme diamétre AB, quand
le point O se trouve au dela des points A et B; il est donc facile
de confondre ce qui appartient a 'une de ces deux courbes
avec ce qui appartient a l'autre, puisqu'elles sont définies par
une seule et méme propriéié.

10. L'analogie que nous venons de reconnaitre entre I'hy-
perbole et Iellipse se soutient dans un grand nombre de cir-

constances différentes; notre objet n’est pas d’en faire la re-

cherche particuliére, mais de faire quelques rapprochements
«qui nous seront utiles pour I'objet de ce travail.

Nous appellerons désormais deux sections coniques ainsi
conjuguées sections ou coniques supplémentaires 'une de l'au-
tre, parce que, en effet, Pune quelconque d’entre elles répond
aux queslions faites sur 'autre, dans le sens que nous venons
d’indiquer. -

(*) Cest Ta XXI° proposition du I livre des Conigues & Apollonius.
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1l est & remarquer qu’une méme section conique a une infi-
pité de supplémentaires, correspondant a 'infinité de systémes
de diameétres conjugués qui lui appartiennent; mais, parmi
celle infinité de coniques supplémentaires, il n’y en a jamais
qu'une seule qui corresponde a une droite donnée mn, parce
que nous n'admettons que celle dont le premier diamétre AB,
ou le diametre de contact, n’est pas parallele & la droite mn.

11. Cette définition ne concerne évidemment que I'ellipse
el Phyperbole, mais elle peut s'étendre facilement a la para-
hole ; en effet, dans cette courbe( fig. 151), ordonnée MO est
moyenne proportionnelle entre le paramétre et le segment BO

Fig, 151,

Sm
/

formé sur le diametre AB, conjugué a la droite mn; mais, que
la droite mn rencontre ou ne rencontre pas la courbe, on peut
toujours (rouver sur elle deux points qui satisfassent a cette
condition : supposant done que la droite mn se meuve paralle-
lement A elle-méme, le diamétre AB, le sommet B et le para-
metre demeurant invariables, les points M et N, obtenus comme
onvientde I'indiquer, traceront d’abord la parabole MBN, puis
une seconde parabole M’BN’, d’une situation contraire et ren-
versée par rapport 4 AB, mais ayant le sommet B, le paramétre
et la direction du diamétre AB en commun avec la premicre,
et lui étant par conséquent parfaitement égale.

Jenomme, parla méme raison que ci-dessus, ces deux para-
boles supplementaires I'une de autre, par rapport 4 la droite
donnée mn.

Une section conique quelcongue a done toujours une coni-
que supplémentaire; dans ce qui va suivre, il sera question
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seulement de Pellipse et de I'byperbole; mais ce que nous
dirons de ce cas général pourra facilement s’appliquer  Ia
parabole, comme cas particulier, et nous nous dispenserons
pour cette raison d’y avoir égard.

12. Actuellement, soit une section conique donnée (C)
(fig. 150); d’apreés ce qui précéde, toute drojte mn, qui ren-
conlre cette section conique en deux points réels, aura, avec sa
supplémentaire, deux points imaginaires, et réciproquement;
cetie droite sera donc en méme temps corde idéale de 'une
et corde réelle de T'autre. Pareillement Ie centre O de cette
corde (&) sera réel par rapport & I'une et idéal par rapport a
Pautre. Enfin, son pole P, ou le concours des tangentes qui
lui correspondent, sera le méme parrapport aux deux courbes,
et appartiendra a la fois & deux langentes imaginaires de I'une
et a deux tangentes réelles de I'autre. En effet, d'aprés la défi-
nition (3), on a & la fois, dans les deux courbes supplémen-
taires, pour déterminer le pole quiappartient 4 la droite mmn,

OA : OB :: PA : PB.

Ces rapprochements peuvent servir a justifier les défini-
tions admises, et en donnent ainsi, dés a présent, une interpreé-
tation géomélirique & la fois exacte et naturelle,

13. Lorsqu’une ligne droite, située sur le plan de deux sec-
lions coniques, passe par deux points réels appartenant i la
fois aux deux courbes, on dit qu'elle est corde réelle commune
& ces deux courbes.

Nous dirons par analogie qu'une ligne droite située sur le
plan de deux sections coniques sera corde idéale commung
ces deux courbes, quand elle sera corde réelle commune aux
deux supplémentaires qui lui correspondent a la fois sur le
plan de ces mémes courbes. 3

Il résulte de cette définition que, pour qu'une droite indé-
finie mn ( fig. 152) soit corde idéale commune a deux sections
coniques ADB, ou (C), A'D'B’, ou (C"), tracées sur un méme
plan, il faut: G

1° Que les diamdtres AB, A'B, conjugués a celle droite dans
l'une et Pautre courbe, viennent se rencontrer précisément
en un point O de Ia droite mn;
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0 Quiappelant A et B les diamétres conjugués qui corres-

Pig. 152,

pondent a ADE; et A', B ceux qui correspondent a A’D'B’, on
ait & la fois (9) i
A*:B'::OA.OB:OM, A%:B::0A.0B';0M,
ou, en divisant par ordre ces deux proportions, etc.,
A2.B2:A B:: OA.OB:0A.OB';

relation qui conyient aussi aux cordes r(.iel‘les con.n;}untes ;de.;

32 Que la droite MN ne re(n‘jr“l(;rzl.re ni 'une ni lautre des

X rbes données (C) et 8 o
deE;sC:(:IﬁnieLions s’accordent avec celles qu’op déduit d? c;m-]—
sidérations purement analytiques : pour qu'une corld(,ur:nli.i
analytiquement parlant, commune i deux SCCl‘l(')HS comq‘ 25, 4
est néeessaire et il suffit, en effet, que son mllle%l,‘par rappor
a 'une, se confonde avec son mili(?u par ra]?ponrla 1 auL)re,l pnllz
que le carré de la partie interceptée a la fmrs &\Ell' cctu(,1 (i(?.ln_
par les deux courbes, soit le méme de part et d’autre, le z?m >
deur et de signe; et, comme on di‘t aloria qx'm ces cour‘)?s)m
en commun deux points imaginaires snt.ue.s sur la ;llonuA e;l:
question, nous pourrons {\dOple.l" pro.vxs?n'e.mem la mén
expression par pure analogie, sauf a la justifier ensuite.

1k, La question actuelle est de savoir si‘deu.x seclions gs;
nigues, tracées sur un méme plan, ont elfect\vfm?e:n, fem_'
des positions générales, des cordes/cqmmunes idéales
plissant toutes les conditions qui précedent. e

Pour parvenir & la résoudre, nous remarquerons da
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qu'ilya sur le plan des deux courbes (C), (C") une infinité de
points O et de droites correspondantes man qui satisfont a Ja
premiére de ces conditions. En effet, pour obtenir un systéme
semblable, il sufit évidemment de mener dans une direction
quelconque des tangentes, paralléles entre elles, aux deux
courbes; de tracer ensuite les diamétres AB et A/B qui pas-
sentrespectivement par feurs points de contact; car le point ()
de leur intersection commune sera le point demandé, et Iy
droite mn, menée de ce point dans une direction paralléle aux
tangentes, sera la droite qui lui correspond. Tous les points (),
ainsi obtenus, sont sur une certaine courbe, et cette courbe
passe évidemment par les centres C, €’ des proposées IR

Les derniéres conditions exigent, en outre, qu’ayant tracé
les coniques supplémentaires aux proposées qui correspon-
dent a la droite mn, déterminée ainsi que nous,venons de le
dire, Ies parties MN, M’N’, interceptées sur cette droite par
I'une et par 'autre courbe, soient égales entre elles, ou, ce
quirevient au méme, que OM soit égal & OM’. Cette condition
ne sera évidemment pas remplie pour une position quelconque
de Ia droite mn; mais si, pour chacune des situations qu'elle
peut prendre, on détermine le point M correspondant i I
courbe (C) et celui M qui correspond 4 la courbe (€"), chacun
de ces points engendrera évidemment une courbe particu-
licre, et ces nouvelles courhes, par leurs rencontres mutuelles,
indiqueront les positions des points générateurs M et M’ pour
lesquelles ils se confondent, et pour lesquelles, par conseé-
quent, les parties ou ordonnées OM et OM’ seront égales, et
les droites correspondantes mn des séeantes idéales communes
aux deux sections coniques proposées.

Nous pourrions arréter ici I'examen qui nous occupe; car il
est visible que les courbes (M) et (M’), n’ayant entre elles
qu'une dépendance générale, doivent aussi, en général, se
couper selon Ia position relative des sections conifues (€)
et (€7); mais, pour ne rien laisser a désirer, nous allons faire

{*) Pour démontrer cette assertion, il suffit d’observer que, quand le
diametre AB, par exemple, a atteint la position CC', celui A'B qui lui
correspond, et qui renferme avec lui le point O, le rencontre nécessaire-
ment aw centre € lui-méme, { Note de 1818.)
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voir, par 'examen d’un cas trés-étendu, quen effet les courbes
(M) et (M) sont susceptibles de s’entrecouper d’'une maniére
réelle, et, par conséquent, de donner des cordes idéales com-
munes a celles (C) et (C7).

15. Prenons ( fig. 152) pour exemple le systéme de deux el-
lipses (C) et (€'}, de grandeur et de situation arbitraires, mais
pourtant telles, qu’elles soient entiérement extérieures I'une
a l'autre. La courbe parcourue par le point O, passant néces-
sairement par les centres C et €/ des deux ellipses, aura une
partie de son cours entierement au dehors de ces ellipses, et
il existera une infinité de positions correspondantes de la
droite mn, pour lesquelles elle sera tout a fait extérieure a ces
mémes cdurbes. )

Cela'posé, considérons, comme ci-dessus, les deux coniques
supplémentaires qui. correspondent & une telle position de Ia
droite mn; il est évident qu’on aura démontré que le point M
se confond, pour une certaine position de mn, avec le point M,
et, par conséquent, le point N avec le point N/, si I'on parvient
a prouver que, parmi toutes les grandeurs que peut prendre
la corde MN, il y en a deux telles, que I'une soit plus grande et
Pautre plus petite que celle de M’ N’ qui lui correspond ; car,
a cause de la loi de continuité, il y aura nécessairement une
position intermédiaire ol ces cordes seront parfaitement égales.
Or, si I'on suppose que, dans la situation actuelle des hyper-
boles supplémentaires, MN soit plus grand que M’'N’, il ne
sera pas difficile de s’apercevoir qu'il existe une autre position
du systeme pour laquelle la corde MN devenant nulle, les
points M et N se réunissent au point O.

En effet, cette circonstance arrive nécessairement quand le
point O se trouve sur I'ellipse correspondante (C), en sorte
qu'il suffit de démontrer que la courbe des points O rencontre
effectivement cette ellipse; mais c’est ce qui a lieu préecisé-
ment dans la supposition actuelle, puisque la courbe (O) passe
parles centres C et €/ (14), et que les ellipses étant entiérement
extérieures I'une 4 l'autre, le point O doit nécessairement les
traverser toutes deux par un mouvement continu.

Done, en elffet, il existe une position du point O pour la-
quelle la carde MN est plus grande, et une autve pour laquelle
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celte corde est plus petite que sa correspondante M'N’; ce qui
ne peut avoir lieu qu'autant qu'il existe une position intermé-
diaire ol ces cordes sont parfaitement égales et se confondent
par conséquent en une seule, qui devient ainsi une corde
idéale commune aux deux ellipses proposées.

16. La courbe des points O rencontrant nécessairement cha-
cune de celles (C) et (€'), au moins en deux points réels,
puisgue, aprés ¢étre entrée dans leur intérieur et avoir passé

par leurs centres respectifs, elle doit néeessairement en res- .

sortir, on pourrait prouver, en suivant U'esprit des raisonne-
ments que nous venons de mettre en usage, que les deux sec-
tions coniques dont il s’agit ont une autre corde idéale com-
mune différente de celle qui précede. Enfin, il ne’serait pas
difficile de constater Vexistence de semblables cordes pour
d’autres circonstances également étendues; mais il sufftt, pour
notre objet actuel, d’avoir prouvé la chose d’'une maniére gé-
nérale et en quelque sorte indéterminée, et d’avoir fait con-
naitre méme les moyens propres a construire ces cordes gra-
phiquement dans tous les cas possibles. En effet, dans la
discussion qui précéde, nous n'avons attribué aucune gran-
deur absolue ou fixe aux parties qui déterminent la grandeur
et la position du systéme : la seule condition admise ne tient
qu’a une limitation de la possibilité de résoudre le probléme,
et cette limitation laisse d’ailleurs tout indéterminé. La nature
particuliére supposée aux deux sections coniques ne détruit pas
la généralilé des raisonnements, car ces raisonnements en sont
indépendants, et ils subsistent, pourvu qu’une partie de la
courbe des points O soit a la fois au dehors des deux sections
coniques, quelle que soit d’aitleurs leur espéce; or, cette condi-
tion laisse entierement indéterminée, entre certaines limites,
la grandeur des parties du systeme.

Il en est ici comme de I'analyse elle-méme, ol I'on regarde
une quantité, objet d’un probléme, comme généralement pos-
sible quand les conditions de sa réalité, dans les équations
finales qui le déterminent, sont indépendantes de toute gran-
deur ou relation absolue et donnée, et que ces conditions
laissent variables entre certaines limites les diverses quantités
qui fixent le systéme.
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Goneluons done que :

« Deux sections coniques, situées sur un méme plan, oni
» en général et pour des situations indéterminces, des cordes
» et des sécantes idéales communes, tout comme elles ont,
» pour de semblables situations, des points d’intersection
» réels el des cordes réelles également communes. »

17. Pour faire entrevoir a l'avance I'utilité que peut présen-
ter la considération des cordes idéales, et, en méme temps,
pour faire sentir le but qu’on se propose en les admettant dans
les recherches géométriques, nous présenterons, des a pré-
sent, un exemple hien connu, ot leur emploi peut paraitre de
quelque importance pour la solution d’une difficulté singu-
liere, qui se présente assez souyent dans les applications de
la Géométrie descriptive. <

Quand on se propose de rechercher la courbe d’intersection
dedeuxsurfaces de révolution dont les axes sont dans un méme
plan, on arrive, comme on sait, a4 la construction suivante,
pour déterminer un point quelconque de la projection de la
courbe sur le plan diamétral qui contient & la fois les deux
axes (*). :

Soient 8B, SB’ ( fig. 163) les deux axes en question; AMB,

Tig. 153

AMB ou (€) et (€') les deux courbes géndratrices, situées

(*) 7oirla Glométrie descriptive de Monge, arl. 83,
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I'une et autre dans le plan commun des axes, courhes que
nous supposerons ici toutes deux des ellipses; du point d’in-
tersection S de ces axes, comme centre, soit décrite a volonts
une circonférence de cercle rencontrant & la fois les deuy
courbes; soit-tracée pour chacune d’elles la corde MN oy
M‘N’ qui lui est commune avec ce cercle, le point I de I'in-
tersection mutuelle des deux cordes ainsi tracées appartien-
dra a la projection de la courbe de pénétration des deux sur-
faces sur le plan commun des axes.

Cette construction s’applique trés-bien & tous les points de
la courbe qui sontsitués entre les limites extrémes ou le cercle
cesse de rencontrer a la fois les ellipses génératrices, et, en
cela, elle sert & donner tous ceux qui peuvent répondre i la
commune intersection des deux surfaces que 1'on considére;
mais elle est tout a fait inapplicable & ceux qui sont situés au
dela de ces mémes limites : les points M et N, M’ et N/, ot la
circonférence coupe les deux génératrices, deviennent, en
effet, en tout ou en partie imaginaires.

A ne consulter que la maniére ordinaire de voir en Géomé-
trie, il semblerait naturel de penser que la génération de la
courbe ne s’étend pas au dela des limites que nous venons de
reconnaitre, et quainsi cetle génération ne serait pas sujeue &
la loi de continuité qui subsiste dans toutes les courbes géomé-
trigues ; mais ce serait une véritable erreur que de le supposer,
erreur qui serait contraire aux notions et aux résultats les plus
certains de 'Analyse algébrique. On trouve, en elfet, par les
procédés qui lui sont propres, que la courbe des points 1 s'é-
tend a infini par une loi continue, et qu'en particulier, ¢'est
une hyperbole quand les axes de révolution SB, $'B’ sont en
méme temps des axes principaux des ellipses correspon-
dantes. ;

18. Ce paradoxe géomdétrique disparait dés 'instant ol I'on
admet, ainsi qu’il est naturel de le faire, que les sécantes com-
munes MN, MN’, qui d'abord étaient réelles et absolues, se
sont changées en des sécantes communes purement idéales,
Jouissant dailleurs des mémes caractéres quant a objet qu’on
se propose. Il résulte, en effet, des principes qui précedent,
que ces sécantes powront subsisier et se construire, méme
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gquand le cercle auxiliaire en question ne rencontrera plus les
courbes géndratrices, ou, si l'on veut, les rencontrera en des
points imaginaires. ?

Supposons, pour exemple, le cas déja cité ot les droites
AB, A/B’ sont les axes principaux des deux eilipses : ayant
déerit & volonté une circonférence de cercle quine rencontre
ni Pune ni Pautre de ces courbes, pour trouver, malgré cela,
les sécantes communes correspondantes qui seront nécessai-
rement idéales, on tracera pour chaque ellipse, pour celle AMB
par exemple, Ja conique supplémentaire qui a mémes axes
quelle et AB pour diametre de contact. On tracera pareille-
ment I'hyperbole équilatére qui correspond au cercle auxi-
lisire et a le diameétre compris sur SB pour axe de contact;

“cherchant ensuite celle des sécantes communes a ees supplé-

mentaires qui est perpendiculaire a I'axe AB, ce sera évi-
demment la sécante idéale commune au cercle auxiliaire et &
I'ellipse AMB. Une opération semblable donnerait celle qui
correspond & la courbe A’M'B/, et le point ou sa direction irait
couper celle de la premiére serait nécessairement un de ceux
du prolongement de la courbe des points I. Il est visible, en
effet, que les points ainsi obtenus jouiront de la méme pro-
priété que les premiers, savoir : que, « si de 'un quelconque
» d’entre eux on abaisse des perpendiculaires sur les diametres
» AB et A’ B, les rectangles des segments qu’elles y formeront
» seront toujours entre eux dans un rapport constant (56). »

II"est & remarquer, au surplus, que la construction précé-
dente donnerait simultanément deux sécantes idéales cor-
respondant & chaque courbe génératrice, et qu'ainsi leur
intersection mutuelle donnerait a la fois quatre points appar-
tenant a la courbe cherchée.

19. On voit, par cet exemple particulier, combien il devient
nécessaire d’étendre le langage et les conceptions de la Géomé-
trie ordinaire et de les rapprocher de celles déja admises dans
la Géoméwrie analytique. Vouloir repousser des expressions
fondées sur des rapports exacts et rigoureux, quoique parfois
purement figurés, pour y substituer des noms insignifiants et
(uine rappellent que des caractéres particuliers ou insolites
de Vobjet défini; éviter de se servir dans le raisonnement géo-
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métrique des expressions et des notions qui qualifient la nop.
cx'isteuce et la rappellent, ce serait véritablement refuser 3 la
Geom‘étrie rationnelle les seuls moyens qu’elle ait de suiyre Jog
progres de I'Analyse algébrique, et d’interpréter d’une ma-
nicre satisfaisante les conséquences des résultats souyen bi-
zarres, auxquels elle parvient.

Mais il est temps que nous revenions i I'objet véritable des
discussions que nous avons un instant abandonnées, dans le
dessein de répandre quelque jour sur la nature du sujet.

20. Appelons M, N, P et Q ( fig. 154) quatre points appar-

tenant a I'intersection mutuelle de deux sections coniques, et

Fig. 154,

|
N
\
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joignons deux a deux ces points par des lignes droites indéfi-
niment prolongées : on obtiendra six cordes communes 3 la
fois aux deux courbes, qui seront telles, que chucurie d’entre
elles en rencontrera une autre, et seulement une autre, au
(1'«:1101-5 da périmétre de ces courbes; il y aura donc trois Sys=
temes semblables de cordes communes qui formeront un
quadrilatére ordinaire MNPQ avec ses deux diagonales; nous
appc[lerons. les deux cordes d’un méme systeme cordes com-
munes confuguées. "apres cela, dans la figure, les cordes MN
et PQ qui se rencontrent en K, au dela du périmeétre des deux
coul:bes, sont conjuguées entre elles; il en est de méme du
systeme des cordes MQ, NP et de celui MP, NQ.

: Nous verrons plus tard les raisons qui peuvent déterminer
aadopter cette dénomination, d’ailleurs trés-naturelle; pour
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le moment, nous ferons remarguer que si deux cordes conju-
guces, telles que PN et QM, par exemple, viennent a se rap-
procher jusqu'a se réunir enfin en une seule, les points M
et N, communs a la fois aux deux coniques, se réuniront aussi
en un seul, de méme que leurs opposés P et Q; les cordes
conjuguées MN et PO deviendront donc des tangentes com-
munes a la fois aux deux courbes, le point K de leur intersec-
tion mutuelle étant ainsi le pole commun des quatre autres
cordes confondues en une seule avec celle de contact.

Dans ces mémes circonslances, les deux sections coniques
correspondantes sont devenues tangentes en deux points réels,
et la droite qui joint le pole avee le centre de la corde com-
mune de contact est a la fois, dans I'une et Tautre courbe (),
le diamétre conjugué & celui qui est paralléle a cette corde de
contact.

91, Quand deux sections coniques tracées sur un méme
plan seront telles; qu'ayant un systeme de conigues supplé-
mentaires remplissant les conditions de T'article 13, ces sup-~
plémentaires se touchent, en outre, en deux points réels, la
corde de contact de ces points, qui, d’aprés la définition, est
une corde idéale commune aux deux courbes proposdes,
pourra étre considérée, selon ce qui précede, comme la réu-
nion de deux cordes réelles communes aux supplémentaires
el, par conséquent aussi, comme la réunion de deux cordes
idéales communes aux proposées. Il sera done naturel de dire
alors que les sections coniques données ont une corde idéale
de contact, qu'elles se touchent en deux points imaginaires
suivant cetlte méme corde, gqu'enfin ces courbes ont encore
deux autres cordes communes, toutes deux imaginaires et qui
sont les tangentes aux points de contact en question.

22. Si 'on se rappelle (9) que la section conique supplé-
mentaire d’'une conique par rapport & une corde idéale donnée
surun plan, a méme centre, méme diamétre conjugué a cette
corde; que, de plus, le pole de cetle derniere, son milieu ou
centre sont aussi les mémes (12) pour I'une et pour Pautre,
el se trouvent silués & la fois sur le diametre en question, on
pourra en conclure que deux sections conigues qui ont une
corde idéale de contact commune, et se touchent par consé-
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quent en des points imaginaires, d’apres la définition qui pré-
cede, sont absolument dans les mémes circonstances i I'égard
de cette corde que si_le contact des deux sections coniques
élait réel; car les cordes réelles et les cordes idéales com-
munes, considérées dans leur direction indéfinie, sont assu-
jetties aux mémes conditions, et il en est ainsi des poles quj
leur correspondent respectivement. Ces deux systémes, jouis-
sant d’une lil'olwriélé commune, sont donc véritablement deuy
systémes soumis a la méme loi, et qui ne différent absolument
I'un de Pautre que par la situation particuliere des deux courbes
dont ils se composent; il en est ici évidemment comme du
systeme de deux sections coniques quelconques, qui ont des
cordes communes réelles pour certaines positions et des
cordes communes idéales pour d’autres. .

De tout ce qui vient d’étre dit sur les contacts doubles
des sections coniques, il résulte qu’il sera toujours facile de
reconnaitre, a priori, si deux semblables courbes, situées sur
un méme plan, sont entre elles en contact idéal, ou ont une
corde idéale de contact commune; car il sulfira de tracer le
diamétre qui passe a la fois par leurs centres, puis de déerire
les coniques supplémentaires conjuguées i ce diamétre et aux
deux courbes données, et de s'assurer ensuite, d’une facon
ou d'une autre, qu’elles unt un double contact réel.

Les considérations que nous venons d’offrir sur les cordes
réelles ou idéales communes au systéme de deux sections
coniques conduisent directement a quelques notions nou-
velles touchant les sections coniques. Nous croyons, pour le
moment, devoir nous horner a I'examen de celles d’entre
elles qui peuvent présenter le plus d’intérét par leur généra-
lité, et c’est par ld que nous terminerons ce premier para-
graphe.

2h. Deux hyperboles situées sur un méme plan, qui sont
semblables et semblablement placées sur ce plan, ont évi-
demment leurs asymptotes respectivement paralléles, et con-
courent par conséquent en deux points réels a I'infini, appar-
tenant la fois aux deux systémes d’asymptotes dont il s’agit(7):
done elles ont une corde réelle commune située @ une distance
infinie sur leur plan.
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Pareillement, quand deux ellipses, situées sur un méme
plan, sont semblables et semblablement placées sur ce plan,
il existe une infinité de syst¢émes d’hyperboles supplémen-
taires, conjuguées a une méme direction de diamétres des
ellipses proposées (10), et, pour chacun de ces systemes en
particulier, les hyperboles supplémentaires sont évidemment
semblables et semblablement situées, et ont, d’apres ce qui
précéde, une corde commune a 'infini ; donc aussi les ellipses
proposées ont une corde idéale qui lewr est commune & Uin -
Jini, c’est-a-dire, en d’autres termes, qu’elles peuvent étre
regardées comme ayant dewx poinls imaginaires en commun
@ linfini.

Au reste, on peut remarquer que la direction de la corde

dont il s'agit est nécessairement indéterminée, puisqu’il y a
une infinité de systemes d’hyperholes supplémentaires autour
des ellipses proposées, répondant a I'infinité pareille de sys-
temes de diameétres conjugués dont la direction est commune
a ces ellipses. La méme indétermination subsiste évidemment
quant & la direction de la corde a I'infini commune & deux
hyperboles semblables et semblablement placées sur un plan,
car rien n'indique & priori si cette corde fait plutdt partie de
tel systéme de cordes paralléles que de tel autre. Ainsi :
« Deux hyperboles ou deux ellipses semblables et sembla-
blement placées sur un méme plan, ont une corde com-
mune & Vinfini, qui est réelle pour les hyperboles et idéale
pour les ellipses, mais, dans tous les cas, entiérement
indéterminée de situation & 'égard des courbes auxquelles
elle appartient. »

25. 8i, au lieu de deux hyperholes ou de deux ellipses, on
en considérait un nombre quelconque qui soient toutes sem-
blables et semblablement placées sur un méme plan, on prou-
verait également qu’elles ont a Uinfini une corde unique qui
est & la fois commune A tout leur systéme; mais cette corde
serait nécessairement idéale pour le systéme des ellipses,
Cest-i-dire que :

« Le systéme d'un nombre quelconque d’hyperboles ou
» d'ellipses, toutes situéés sur un méme plan, semblables et
» semblablement placées sur ce plan, a une corde i Pinfini

1. 25
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» commune & toutes les courbes du. systeme, mais qui est
» réelle pour le systéme des hyperboles et idéale pour celui
» des ellipses.

96, Quand deux hyperboles semblables et semblablement
placées sur un méme plan sont en ouire concentriques, elles
ont évidemment mémes asymptotes ou mémes tangentes aux
deux points qui leur sont communs a linfini; ainsi elles se
touchent en deux points réels, et par conséquent elles ont
une corde réelle de contact; mais celte corde est située en-
tiérement A Iinfini. Or il suit de Id et du raisonnement qui
précéde, que deux ellipses qui sont concentriques, semblables
et semblablement situées sur un méme plan, ont également
une corde de contact commune i I'infini, mais qui est idéale;
et, comme la méme chose subsiste nécessairement pour un
nombre quelconque dellipses ou d’hyperboles, on peut
énoncer ce nouveau principe : i
« Le systéme ‘d’'un nombre quelconque d’hyperholes ou
d’ellipses, toutes concentriques, semblables et semblable-
ment placées sur un méme plan, a une corde de contact a
Pinfini commune & toutes les courbes du systéeme, mais qui
est réelle pour Je systéme des hyperboles et idéale pour
celui des ellipses. »

Les propositions réciproques résultent évidemment des
principes mémes qui viennent d’étre posés; ainsi, par
exemple :

« Si deux ou plusieurs sections coniques, situées sur un
méme plan, ont une corde commune réelle ou idéale située
4 linfini, elles sont nécessairement semblables et sembla-
blement placées sur ce plan. »

5 2 ° 8 ©

v = v

27. Nous remarquerons, avant de terminer ce sujet, que
I'indétermination qui a lieu pour la corde commune a l'in-
fini, quand on considére des sections coniques semblables et
semblablement placées sur un plan, subsiste également quand
ces sections coniques deviennent concentriques. En général,
quand une ligne droite se transporte d’un mouvement con-
tinu, mais d’ailleurs quelconque, jusqu’a une distance infinie,

sans quitter le plan de la figure 4 laquelle elle appartient, elle :

devient nécessairement indéterminée de situation sur ce plan
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4 Pégard des autres objets de la figure. Cela résulte immédia-
tement de ce que, parsuite de I'admission de la continuité
dans les lois géométriques, « tous les points a l'infini d’un
» plan doivent étre considérés idéalement comme distribués
» sur une ligne droite unique, située a I'infini sur ce plan,
» mais d’ailleurs indéterminée de situation a 'égard des autres
» objets de la figure. »

Les considérations qui viennent de nous occuper peuvent
servir, dés A présent, & justifier cetle notion purement méta—
physique; nous la verrons se reproduire sous plusieurs formes,
dans diverses circonstances particuliéres, et nous aurons
méme occasion de la justifier d'une maniere générale et d’en
donner une explication satisfaisante au moyen des considéra-
tions propres & la perspective. Au reste, cette méme notion
pourrait se justifier directement au moyen des principes recus
en Analyse; mais nous croyons la chose pour le moins peu
utile, si ce nest superflue (*); car i, comme en Géométrie,
les notions abstraites et purement figurées ont pour principe
unique la volonté qu’on a d’étendre la conception d’une figure,
actuellement géométrique et possible, a tous les étals que
peut prendre cetle figure, méme & ceux ol certains objets
perdent leur existence absolue.

Aprés avoir posé, dansce premier paragraphe, les notions
générales qui concernent les cordes réelles ou idéales des
seclions coniques, nous croyons devoir, avant de passer aux
principes de projection qui forment la base principale de ces
recherches, nous arréter quelque temps a I'examen des di-
verses propriétés dont ces cordes jouissent dans le cas simple
dela circonférence du cercle. Par1a nous acquerrons des idées
nouvelles et précises sur la nature de ces lignes; nous éclai-
rerons U'objet des définitions qui précédent, et nous pourrons
ensuite poursuivre, sans beaucoup de peine, I'examen des
sections conicques en général.

(*) Poir dans le IV® Cahier, art. 3 de ce volume, une note vécente
annexée au Mémoire sur la théorie des polaires réciproques, exiraite des
Annales de Mathématiques de Montpellier (t. VIII, janvier 1818 ).
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§ 1. — DES CORDES ET SECANTES IDEALES CONSIDEREES DANS
LE CAS PARTICULIER DE LA CIRCONFERENCE DE CERGLE.

28. La conique supplémentaire d'une circonférence de
cercle est évidemment une hyperbole équilatére (9) ayant
méme centre et méme diametre qu'elle. Comme pour les
autres sections coniques, le nombre de ces hyperboles supplé-
mentaires est infini; mais il n’y en a qu'une seule qui corres-
ponde a une droite donnée sur le plan du cercle : ¢’est celle
dont le diameétre de contact est perpendiculaire a cette droite,

Soient mn et ABT, ou (C), fig. 155, la droite et Ia circon-
férence de cercle en question; supposons que cette droile

Fig. 155.

m

7

/

M

soit corde ou sécante idéale du cercle, et qu'ainsi elle ne le
pénetre pas; abaissons-lui du centre €, le diamétre perpendi-
culaire AB; décrivons sur ce diamétre une hyperbole équi-
latére : elle rencontrera la corde idéale aux points M et N, et
sera, d'aprés ce qui précéde, la supplémentaire correspon-
dante du cercle (C); le point 0, ol le diamétre AB rencontre
la corde mn, sera le centre idéal de cette corde; de plus, on
aura aussi, d’apres la propriété connue de I’hyperboleféqui-
latére,
OM.ON =0M = OA.OB.
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D'un point quelconque P de la corde mn, menons une tan
gente PT au cercle (C), tracons le rayon de contact CT et la
droite CP, on aura

PT = CP'-~GT =—P0 +0C —AG —=P0 -+ 0A :OB;
et, par conséquent,
PT =P0 + 0A.OB=7P0 -+ MO .

Telle est la propriété qui lie la corde idéale MN au cerle (C)

" et a son hyperbole supplémentaire ; elle est, comme on peut

s'en assurer, parfaitement analogue a celle qui aurait lieu pour
le cercle (C) lui-méme, considéré seul, si la corde mn était
réelle; car, en répélant le raisonnement qui précede, on
aurait alors

PT — PO — OA.OB—DPO — OM .

Au lieu de mener au cercle, dans le cas qui précéde, la tan-
gente TP, tracons la sécante arbitraire PF, on aura

PT = PE.PF;
done, pour tous les points de la sécante idéale mn, on a
PE.PF =P0 -+ 0A.0B="P0 + OM .

29. Pour que deux circonférences de cercle, tracées sur un
méme plan, aient une corde idéale' commune, il faut, d’apreés
la définition (13), qu’en premier licu le diamétre conjugué a
la direction de cette corde, par rapport & I'un des deux cercles,
et celui qui est conjugué & la méme corde, par rapport a I'au-
tre, se rencontrent au point milieu ou centre de la corde
idéale : or, dans le cercle, le diamétre conjugué a la direction
d'une droite est perpendiculaire & cette droite; donc la direc-
tion des diamétres dont il s'agit doit étre la méme pour I'un
etlautre cercle, et se confondre, par conséquent, avec celle de
la droite indéfinie qui joint leurs centres; ainsi la corde idéale
commune a deux cercles, si elle existe, doit étre perpen—
diculaire & la ligne des centres, comme cela a lieu pour les
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cordes réelles. En second lieu, les hyperboles supplémen-
taires & chaque cercle, décrites sur les diamétres respectifs
appartenant a la droite des centres, doivent avoir une corde
réelle commune perpendiculaire a cette droite. Ces conditions
sont nécessaires et suffisent pour déterminer complétement
toutes les cordes idéales communes aux cercles proposés.

Puisque les hyperboles qui donnent les cordes dont il s’agit
sont équilatéres, leurs asymptotes sont nécessairement paral-
l¢les ; donc les branches correspondantes concourent respee-
tivement a linfini, et ont deux points, ou une corde, en
commun A Vinfini (7); et, comme cette circonstance a lieu
indépendamment de la situation respective des deux cercles
donnés, on peut dire d’une maniére figurée que :

« Deux circonférences de cercle, situées d’'une maniére
» quelconque sur un méme plan, ont toujours une corde
» idéale commune placée a I'infini sur ce plan. »

30. Cette conséquence aurait pu se déduire immédiatement .

du principe de larticle 2%, dont elle n’est qu'un cas tres-
particulier; car deux circonférences de cercle quelconques,
situdes sur un méme plan, sont évidemment deux courbes
semblables et semblablement situées sur ce plan.

31. Les deux hyperboles supplémentaires décrites sur les
diametres respectifs de la ligne des centres ayant, d'aprés ce
qui précede, déja deuy, points en commun a infini, ne pour-
ront évidemment se couper de nouveau en plus de deux points
réels @ (C) et (C), fig. 155, élant les deux circonférences de
cercle, soient M et N les points dont il s’agit; tragons la corde
correspondante mn; on aura nécessairement (28)

OM = OA.0B=0A".OB".

Telle est done la condition nouvelle qui fixe la position de
la  corde’ commune & 'égard des deux cercles : or cette condi-
tion, qui donne la corde idéale commune a ces cercles quand
ils n’ont aucun point d'intersection réel, appartient aussi

leur corde réelle commune, quand ces cercles se coupent; *

done ces cordes s'échangent réciproquement, sans jamais
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exister ensemble, et, comme cependant la relation ci-dessus
est toujours réelle et possible, on peut affirmer que :

« Deux circonférences de cercle, situées d'une maniére
» quelconque sur un méme plan, ont toujours, outre leur
» corde idéale commune a I'infini, une autre corde commune
» réelle ou idéale située a une distance donnée; mais elles
» nen ont qu'une seule de cette sorte, qui est réelle quand
» les deux cercles se coupent ou se touchent, et idéale dans
» le cas confraire. »

32. Ainsi, deux circonflérences de cercle, situées d’une
maniére quelconque sur un plan, peuvent étre regardées
comme ayant quatre points en commun, dont deux sont né-
cessairement imaginaires et a Pinfini (13).

Quand Pun des cercles que l'on considére devient infini-
ment petit ou se réduit a son centre, 'hyperbole correspon-
dante se confond avec ses asymptotes, et ce qui précéde sub-
siste toujours ; mais alors, (C') étant ce cercle, OB/ devient
égal 4 OA', et Pon a, pour la condition qui détermine la corde
commune a distance finie,

OA.OB=0A"".

Si pareille chose arrive pour le second cercle (C), les cordes
communes subsisteront toujours, et Ion aura, pour déter-

miner celle a distance finie,

—_— e i

QR = 0A" “ou’ OA=0AT;

Ce sera donc la perpendiculaire élevée au milien de la dis-
tance CC’ des centres.

33. 8i les deux circonférences, au lieu de se réduire a des
points, devenaient concentriques en conservant des dimen-
sions finies, Ia corde qui leur est en général commune A I'in-
fini, deviendrait (26) une corde idéale de contact, et la méme
chose aurait lieu si 'on considérait un nombre quelconque
de circonférences de cercle. Ainsi :

« Deux ou un plus grand nombre de circonférences de
» cercle concentriques, et situées sur un méme plan, ont une
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» corde idéale de contact commune i Pinfini, ou se toucheny
» en deux points imaginaires & Iinfini. »

3%. Enfin, si I'on suppose que les circonférences de ccrclc,
loujours en nombre quelconque, au lieu d’étre concentriques,
aient une situation arbitraire sur le plan qui les renferme 4 la
fois, leur systéme aura également une corde idéale commune
a I'infini (25) ; mais ce ne sera qu'une corde simple et non
une corde de contact; c’est-a-dire que :

« Le systéme d’un nombre quelconque de circonférences
» de cercle, situées d’'une maniére arbitraire sur un plan, a
» toujours une corde idéale & I'infini commune & la fois 4 tous
» les cercles dont il s'agit. »

35. Des cercles p]dCLS arbitrairement sur un méme plan ne
sont done pas tout & fait mdepondautb entre eux ; ils ont idéa-
lement deux points imaginaires 4 Pinfini en commun, et, sous
ce rapport, ils doivent jouir de certaines propriétés apparte-
nant a la fois 4 tout leur systéme.

L’examen que nous atlons faire des propriétés des cordes
communes aux circonférences de cercle pourra servir a con-
firmer, pour ce cas particulier, la justesse des définitions et
des rapprochements que nous venons d’établir; en nous y
arrétant un instant, nous aurons principalement en vue les
propriétés qui nous seront utiles pour examen des sections
coniques en général, et nous ne dirons des autres, qui sont
aujourd’hui pour la plupart généralement connues, que ce qui
pourra paralire indispensable a Iintelligence des premiéres.

36. Soit mn (fig. 155) une corde idéale commune 4 deux
circonférences de cercle (C) et (C'); appelons M et N les deux
points ot la coupent a la fois les hyperholes supplémentaires
qui lui correspondent ; d’un point quelconque P de cette corde
menons arbitrairement une sécante PF dans le cercle (G5
et une autre PF” dans le cercle (C'): on aura (28), en tant que
la corde mn appartient au cercle (C) et 4 son hyperbole sup-
plémentaire,

PE.PF =P0 + OM ,
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et, en tant qu’elle appartient & Vautre cercle (),

PE.PF'=P0 +0M ; donc PE.PF— PE.PF,

quel que soit le point P qu’on ait choisi sur la corde mn.

Si P'on tragait les tangentes PT, PT’ aux mémes cercles, elles
seraient ¢videmment égales ; ainsi:

« La corde idéale commune a deux circonférences de cercle
» est le lieu des points du plan de ces cercles pour lesquels
» les tangentes correspondantes sont égales. »

Or cette propriéié et celle qui précéde, toutes deux propres
a construire la corde dont il s’agil, appartiennent aussi aux
cordes réelles communes & deux circonférences de cercle ;
donc les cordes idéales ne différent en rien des cordes réelles:
les unes et les autres répondent 4 la méme question et se
construisent de la méme maniére ; la seule distinetion néces-
saire, c’est que les unes appartiennent a deux poml,b imagi-
naires, et les autres 4 deux points réels communs i ces mémes
cercles.

37. Puisque le produit des segments PE, PF est égal a celui
des segments PE', PI”, les quatre points E, F, E/, F" appar-
tiennent a une méme circonférence de cercle : la réciproque
est également vraie; donc :

« Sil'on déerit une circonférence de cercle quelconque qui
» coupe celles (C) et (C')en guatre points E, T, £, F/; qu’on
» trace ensuite les cordes EF et E'F’, elles iront concourir
» sur la corde commune mn; cette corde sera done, dans
» lous les cas, trés-facile & obtenir, qu'elle soit réelle ou
» idéale. »

Quand les sécantes PF et PF' deviendront tangentes en T
et T" aux cercles donnés, ce qui peut avoir lieu de quatre ma-
nicres différentes, la circonférence EFF'E deviendra elle-
méme langente en T et T’ & ces cercles, et, réciproquement :

« St une circonférence de cercle touche dune maniére
» quelconque deux cercles (C) et (C'), les tangentes aux deux
» points de contact iront concourir, dans tous les cas pos-
» sibles, sur la corde mn qui leur est commune. »

Ces propositions demeurent toutes applicables au cas ou
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I'une des circonférences données devient infiniment petite
ou se réduit a un point, car la corde commune, quoique
idéale, subsiste toujours (31); il en est de méme du cas ol les
deux circonférences données se réduisent a la fois & un point.
Mais nous reviendrons plus tard sur ces circonstances parti-
culiéres ; retournons au cas général.

38. Quand deux circonférences de cercle, situées sur un
méme plan, se rencontrent en deux points réels, et ont par
conséquent une corde réelle commune, on peut en construtre
une infinité d’autres passant par ces points et ayant la méme
corde qu’elles. Pour déterminer une quelconque de ces cir-
conférences, il faudra Passujettir a une condition nouvelle,
par exemple a celle de passer par un point donné ou de tou-
cher une droite également donnée sur son plan ; or les pro-
priétés qui précedent serviront a tracer cette circonférence,
sans qu’il soit besoin de recourir aux points de I'intersection
commune des cercles donnés, et seulement en employant la
corde qui passe par ces points, de sorte que la construction
demeurera applicable méme au cas ou cette corde serait idéale.
Done, quand deux circonférences de cercle ont une corde
idéale commune, et se coupent par conséguent en deux points
imaginaires situés sur cetle corde, on peut aussi construire
une infinité de nouvelles circonférences toutes réelles, ayant
la méme corde en commun avec les premiéres, et qui passent
ainsi idéalement par ces deux points imaginaires.

La méme chose aurait lieu évidemment a I'égard des deux
points réels ou imaginaires, situés a la renconire d’une droite
quelconque et d’un cercle.

39. Les deuxséries de cercles qui nous occupent, étant dé-
terminées et construites de la méme maniére par rapport i la
corde réelle ou idéale qui leur est commune, doivent néces-
sairement jouir des mémes propriétés.

Ainsi, que d'un point de la corde commune a 'une ou l'autre
série, on mene des tangentes aux divers cercles de cette série,
toutes ces tangentes seront égales (36), et les points de con-
tact seront par conséquent rangés sur une seule circonférence
de cercle, ayant son centre sur la corde commune au point

méme d’ou sont issues les tangentes; de plus, ce cercle et tous
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ses semblables, coupant & angles droits tous ceux de Ja série
qu'on examine, auront eux-mémes évidemment une corde
idéale commune (36), qui est la ligne des centres de cette
série; mais cette corde sera nécessairement idéale quand
lautre sera réelle, et vice versd.

Le cds ou la corde commune a une série de cercles est
idéale offre une -circonstance particuliére qui mérite d'étre
remarquée en passant : ¢’est que, parmi linfinité de cercles
dont elle se compose, il en est toujours deux qui ont des di-
mensions infiniment petites, ou qui sont réduits a des points
placés symétriquement sur la ligne des centres a I'égard de la
corde commune. Ces points sont précisément ceux ou passent
4 la fois toutes les circonférences de cercle de la série réci-
proque rencontrant a angles droits celles de la premiére ; ainsi
ils sont faciles a construire. En les appelant cercles ou points
limites de la série & laquelle ils appartiennent, on pourra
énoncer ce théoreme : i :

Tutorkwe L. — 87, d’un point quelconque de la corde réelle
ou idéale commune & une série de circonférences de Ccercle
situées sur un méme plan, on meéne deux tangentes & chaque
cercle de-cetle série, la suile de tous les poinis de contact
déterminera une nouvelle circonférence de cercle passant par
les points limites du systéme quand ces poinis subsistent, et,
si on consideére de plus le systéme de toutes les circonférences
pareilles, coupant orthogonalement les premiéres, elles auront
réciproquement la ligne des centres primitifs pour corde réelle
ou idéale commune & tout leur systéme.

40. En général, on voit que les cordes idéales des cercles
se comportent absolument comme les cordes réelles, et ne
peuvent étre distinguées dans les recherches. On doit done
facilement coneevoir que tout ce qu’on a pu jusqu'ici décou-
wrir des unes s’applique immédiatement aux autres; ainsi, par
exemple, sachant que trois cercles -qui s’entrecoupent d’une
maniére réelle sont toujours tels, que les cordes qui leur sont
deux a deux communes vont concourir en un méme point, on
pourra énoncer cette proposition d’une maniére beaucoup plus
générale, ainsi qu’il suit :

Tutorine 1L — Quelle que soit la situation respective de
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trois cercles sur un méme plan, les trois cordes réelles oy .

idéales, qui leur sont deux & deux communes, vont toujours
concourir en un seul et méme point (*).

Ce point jouit de propriétés nombreuses et remarquables,
(’est a cause d’une de ces propriétés qu'il a été nommé centre
radical des trois cercles par M. Gaultier de Tours, qui a pa-
reillement désigné par I'expression d’axe radical de deux
cercles, ce que nous avons jusqu’ici appelé leur corde réelle
ou idéale commune. Au reste, toutes ces propriétés, aussi
bien que celles qui précédent, étant généralement connues
des géometres (**), nous n’insisterons pas davantage.

k1. La série des cercles que nous venons d’examiner, qui
ont, outre leur corde idéale a U'infini, une autre corde réelle
ou idéale commune a une distance donnée, jouit d’un grand
nombre de propriéiés remarquables quil serait intéressant
d’étudier d’'une maniére compléte pour objet subséquent de
ces recherches ; mais nous nous bornerons, pour le moment,
a exposer quelques-unes de celles qui se rattachent plus par-
ticulierement au sujet qui nous occupe, et qui deviennent
par la susceptibles d’étre démontrées d’une maniére assez
simple sans le secours de considérations étrangeres.

D’un point A ( fig. 156), pris a volonté surle plan d’une suite
de cercles (C), (C'),... ayant une corde mn, réelle ou idéale,
commune & distance finie, soient menées deux tangentes AT
et AT” a chaque cercle dont elle se compose ; soil joint le
point A au centre C de ce cercle par une droite AC; soit
enfin tracée la corde de contact ou polaire TT’ correspon-
dante & A : je dis, en premier lieu, que la suite de tous les
points B’ de l'intersection mutuelle de ces deux droites sera
sur la circonférence d'un cercle passant par le point A, et ren-

(*) Ce théoréme recoit sa démonstration directe de I'art. 36.

(**) XVI* Cahier du Journal de UFcole Polytechnique. On supprime
ici une note historique qui se trouve textuellement rapportée dans le
Traité des Propriétés projectives de 1822, el par laquelle je revendique
sinon mes droits de priorité, du moins ancienneté des recherches rela-
tives aux systémes de cercles, qui se trouvent consignées dans le I Cahier
du précédent volume des Applications d’Analyse et de Géométrie (1863).
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contrant orthogonalement tous ceux de la série proposée,

.circonférence dont le centre P est nécessairement (36) sur
Ia corde mn commune A tous les cercles de cette série.

En effet, soit tracé le rayon CT perpendiculaire a la ten-

Fig. 156.

gente AT, on aura, dans le triangle reclangle ACT, en tant
que le point B’ appartient a la corde TT/,

CT == CB'.CA;

soit tracé aussi le cercle (P), passant par le point A et coupant
le cercle (C) orthogonalement au point Q (39), les rayons CQ
et PQ qui lui correspondent seront réciproquement tangents
ace cercle; donc on aura aussi, en tant que le point B' est
supposé sur la droite CA et sur la circonférence (P),

C0'=CT =CA.CB,

relation qui, étant la méme que la précédente, apprend que
le point B', intersection de TT' et de AC, appartient, en effet,
i la circonférence fixe (P), orthogonale aux cercles de la
suite (C) (39), comme il s'agissait de le prouver.

Si Pon fait attention que le point B/ n’est autre chose que
](.3 point milieu de la corde de contact TT’, on pourra énoneer
dinsi ce thoréme :

Tutoniwe 1L — 8¢, d’'un point pris & volonté sur le plan
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d’une série de cercles ayant une corde réelle ou idéale com=
mune, on méne deux tangentes & chaque cercle de cette série,
tous les points milieux des cordes de contact correspondantes
seront distribués sur une nouvelle circonférence de cercle
coupant orthogonalement les premiéres.

42. En second lieu, puisque tous les points B’ appartiennent
A la circonférence de cercle invariable (P), les cordes de con-
tact ou polaires TT', qui correspondent au méme point A eta
chaque cercle (€) de la suite proposée, iront toutes coneourir
au point invariable A’ de la circonférence (P), situé a Pextré-
mité du diametre AP qui passe par A ; proposition qu’on peut
énoncer ainsi

 Tutoning 1V. — 87, d’un point pris & volonté sur. le plan
d’une suile de cercles ayant une corde réelle ou idéale com-
mune, on méne deux tangentes & chaque cercle dont elle se
compose, toules les cordes de contact ou polaires correspon-
dantes iront concourir en un point unique.

43. Les points A et A’ jouissent évidemment de propriétés
réeiproques & 'égard des cercles de la suite, puisque, si I'on

appliquait au point A’ le raisonnement fait sur le point A, on-

trouverait que le point de concours correspondant est encore
sur le cercle (P), a lextrémité du diameétre invariable A’PA;
ainsi ces deux points sont réciproquement les concours des
polaires qui leur correspondent.

Quand le point A est pris sur la corde commune mn, son
réciproque A' s’y trouve nécessairement aussi, car la direction
du diamétre AP se confond alors avec celle de cette corde;
ainsi encore :

Tutonise V. — Fous les points de la corde commune & une
suite de cercles tracés sur un méme plan, sont tels, que les po-
laires correspondantes vont concourir réciproquement en des
points appartenant & cetie méme corde. ;

k. Celte proposition peut, au reste, étre considérée comme
un corollaire trés-simple de ce qui a été dit a article 37; on
voit, en outre, quelle sapplique aussi i la corde idéale qui
est commune & U'infini & un systéme de cercles quelcongues
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situés sur un plan, car les polaires d’un point de cette COI‘d(;
deviennel}L évidemment alors paralléles entre elles el con-
courent réciproquement a infini, ce qui peut servir i justifier
le principe de Particle 3k. :

Le cercle (P), qui passe parle point A, et qui rencontre
orthogonalement tous les cercles de la série proposée, est
évidemment unique pour un méme point donné A ; mais il
est variable en méme temps que ce point. D’aprés Pobserya-
tion faite a l'article 39, la suite de tous les cercles semblables
doit avoir Ia droite CC/ pour corde réelle ou idéale commune,
selon que celle mr du systéme proposé est, au contraire,
idéale ou réelle, et ils doivent tous passer, dans le premier de
ces deux cas, par les points K et L, qui représentent les
cercles infiniment petits limites de tous ceux de ce systéme.
Or, de cette remarque, on peut déduive une proposition qui
nous sera particuliérement utile par Ia suite.

Soient K et L (fig. 157) les deux points par ol doivent
passer toutes les circonférences orthogonales ; mn la droite

Tig. t57.

" qui renferme leurs centres et qui sert de corde idéale com-

mune i la suite examinée ; soit enfin ED une droite, donnée
arbitrairement sur son plan, qu'on suppose devoir étre par-
courue par le point A ; je dis que tous les réciproques i ce
Pomt seront situés sur une section conique passant par les
points K et L.
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Concevons, en effet, une circonférence quelconque (P) pas-
sant par K et L; elle ira rencontrer la droite donnée aux deux
points A et B, et, si l'on trace les diameétres APA’ et BPR,
leurs nouvelles extrémités A’ et B’ appartiendront évidem-
ment (43) a la courbe des réciproques de ED. Orla corde AR,
qui passe par ces extrémités et coupe KL en S, est paralléle 4
la droite donnée ED dans toutes les positions qu’elle peut
prendre en rendant variable le cercle (P); de plus, on a pour
toutes ces positions

SA”.SB = SK.SL,

propriété qui ne peut convenir qu'a une section conique,
puisque d’ailleurs la suité des pointsI', milieux des cordes A'B/,
est nécessairement sur une droite diamétrale unique EF (*).

Lasection conique, qui renferme ala fois tousles points A/, B/,
passe évidemment par les points K et L, qui représentent les
cercles limites du systéme dont mn est la corde commune,
quand ces points existent, c¢’est-a-dire quand mn est corde
commune idéale aux cercles de ce systéeme (39); dans le
cas contraire, la droite des centres ne rencontrant plus les
cercles (P), les points K et L deviennent imaginaires; mais la
direction indéfinie de cette droite n’en demeure pas moins
une corde idéale commune a la section conique et aux certles
dont il s’agit, comme en pourrait facilement s’en assurer d'une
maniere directe et comme cela résulte d’ailleurs du principe
de continuité, puisque cette droite jouit des mémes propriétés
dans tous les cas possibles (40).

(*) Cette derniére assertion paraitra évidente si 'on considére que la
double apothéme IT" aux cordes AB et A'B' du cercle (P) demeure lou-
jours paralléle a elle-méme, et qu'elle est toujours divisée également au

point de son intersection avec la corde commune mz du systéme de cer-,

cles dont on examine les propriétés. Quant a 'autre, elle le devient pa-
reillement, en faisant attention que la courbe passe nécessairement par
les points K et L; en sorte que le rectangle des ordonnées SA', 8B’ est
dans un rapport constant avec celui des abscisses correspondantes SK, SL,
proposition qui n'est qu'une extension de celle qui a 6t¢ mise en usage &
Particle 13 du I paragraphe, et qui revient & la XVII* du Liyre TIT des
Coniques d’Apollonius, (Note de 1818).
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Ainsi, nous pouvons énoncer ce théoréme :

Tutorime VI — Tous les points qui sont réciproques de
ceux d'une droite donnée sur le plan d’un systeme de cercles,
ayant une corde réelle ou idéale commune, sont situés sur
une seule et méme section conique passant parles deuz points
réels ou imaginaires, limites des cercles du systéme.

5. 8i I'on se donnait une autre droite quelconque sur le
plan des cercles du systéme, la section conique correspon-
dante passerait encore par les points K et L; elle aurait done
la droite OD des centres pour corde réelle ou idéale commune
avec la premiére. Il est visible d'ailleurs que le point, réci-
proque de celui ol ces deux droites se coupent, est égale-
ment un point appartenant a la fois aux deux courbes.

Quand la directrice donnée se confond avec la ligne des
centres des cercles du systéme, les polaires des points qui s’y
trouvent deviennent évidemment toutes paralléles entre elles
el d la corde mn de ce systéme; elles concourent donc toutes
a linfini, et la conique des réciproques se réduit ainsi & un
point situé a I'infini sur cette corde.

Il résulte de cette remarque que la section conique qui
renferme les réciproques d’une droite quelconque donnée,
passe elle-méme par le point dont il s’agit; car cette droite a
nécessairement un de ses points placé sur la ligne des centres
du systéme. Ainsi, toutes les sections coniques pareilles
passent a la fois par les points limites du systéme et par celui
qui est situé a 'infini sur la corde commune & tous les cercles
dont il se compose.

Enfin, quand la directrice ED ( fig. 157) devient paralléle &
la corde commune mn, la section conique des réciproques
dégénére elle-méme en une ligne droite, qui est évidemment
paralléle et symétriquement placée a I'égard de la corde mn,
car alors A’ B se confond avec le diaméuwe fixe EI'F, quel
que soit le cercle (P) qu'on ait choisi pour obtenir (&k).

i6. Soit toujours DE ( fig. 156, p. 397) une droite donnée sur

le plan d’un systéme de cereles (C), (') ayant une corde com-

mune mn; du centre G d’un cercle quelconqué du systéme

soit abaissée la perpendiculaire CA sur DE; du pied A de
1. 26
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celte perpendiculaire soient menées les tangentes AT, AT au
cercle (C), puis la corde de contact TT', polaire du point A :
elle ira couper AC en un point B/, qui sera réciproquement le
pole de la direction donnée DE (5), car cetle droite est paral-
lele & la corde TT".

Cela posé, concevons Ia circonférence (P), qui, passant

par le point A, coupe & angles droits la série de cercles pro-

posée : elle renfermera nécessairement le pole B (1) ; mais®
Tangle B’AE est droit, par hypothése; donc l'extrémité B du
diamétre BPB' appartiendra a la droite donnée, et par consé-
quent le point B/, pole de cette droite et du cercle (C), appar-
tient, de son coté, i la courbe des réciproques de cette méme
droite (#3); théoréme que I'on peut énoncer ainsi :

Trtorime VIL — La section conique, liew de tous les points
réciproques d'une droite donnée & volonté sur le plan d’un
systéme de cereles qui ont une corde commune, esi aussi le
liew de tous les poles de cette méme droile par rapport aux
cercles dont se compose le systeme.

&7. Nous ne pousserons pas plus loin, pour le moment, ces
considérations sur les suites de cercles qui ont une corde
réelle ou idéale commune : peut-éire trouvera-t-on que nous
avons déja trop dit a ce sujet; ce qui suil concernera prin-
cipalement les propriétés appartenant aux cordes communes
au systeme simple de deux circonférences de cercle situées
sur un méme plan.

Rappelons d’abord quelques définitions et quelques propo-
sitions généralement connues. s

Soient (C) et (), fig. 158, deux circonférences de cercle
situées sur un méme plan; on sait qu'il existe toujours, sur la
ligne CC’ de leurs centres, deux points 8 et &' par lesquels
‘passent respeclivement les deux faisceaux de droites qui joi-

gnent les extrémités de deux rayons paralléles quelconques, -

selon que ces rayons sont dirigés dans le méme sens ou en
sens contraire par rapport aux centres € et (7. On sail aussi
que ces points sont en méme temps ceux ol concourent res-
pectivement les tangentes extérieures et intérieures com-
munes aux deux cercles, quand ces tangentes sont:-réelles et
possibles. Afin de distinguer ces points entre eux et de tout
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autre point du plan des deux cercles correspondants, les géo-
meétres ont donné, depuis quelque temps, le nom de centre

Fig. 158, >

de similitude directe au point S o concourent les langentes
extérieures communes, et celui de centre de similitude oppo-
sf:'e au point 8’ ot concourent, au contraire, les tangentes inté-
rieures communes.

Ces définitions sont aussi simples que naturelles, puisque
deux circonférences de cercle, situées sur un méme plan,
sont respectivement semblables et semblablement placées a
égard de chacun de ces points. On en peut dire autant de
Vexpression d'axe radical employée pour désigner la corde
cc3mmum adeux cercles; mais les unes et les autres offrent 1
désavantage de ne présenter qu'un caractére particulier de
l.’(.)bjet défini, applicable seulement au cas du cercle, et d[;
faire perdre de vue, par conséquent, la dépendance générale
et purement graphique qui lie cet objet aux autres parties de
Iavfjgure : or, le but principal de ces recherches étant de oé-
D(.}.I"’.ll'lSEl’ et d’étendre immédiatement la conceplion rféontl’e'--
1r1q.L.1e des figures, nous croyons devoir ne pas abau?ionncr
enue.:rement la définition primitive et Jjusque-la généralement
admise, de points de concours des tangentes conlmzmes s seu-
:'emem, pour éviter I'espéce de contradiction qui peut avoir
,‘1011, dan‘s certains: cas, entre les termes et les objets qu’ils
servent 4 d_ésiguer, nous continuerons a employer les adjec-
lfs réel et idéal, qui ne portent que sur la maniére d’étre de

26.
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I'objet défini a I'égard des autres qu’on rappelle, et non sur
son existence propre, censée toujours réelle. Nous réservons,
au reste, le mot imaginaire pour le cas ol 'objet en question
serait tout a fait impossible. D’aprés cetle remarque, nous
appellerons, selon les cas, les points 8 et 8 centres de simili-
tude direcle ou opposée, poinls de concours des tangentes
extérieures ou intérieures commaunes, etnous dirons que cha-
cun de ces points est réel ou idéal, selon que les Pangemes
correspondantes seront elles-mémes réelles ou imaginaires.

48. Nous pouvons, au surplus, justifier & priori ces derniéres
définitions, de la méme maniére que nous I'avons fait pour les
cordes réelles ou idéales communes au systéme de deux sec-
tions coniques. Sil'on consideére, en effet, deux circonférences
de cercle quelconques (C) et (C'), fig. 155, siluées sur un
méme plan, et les deux hyperboles supplémentaires de ces
cercles, conjuguées a la fois a la direction de la corde com-
mune mn, il paraitra évident que ces hyperboles, étant équi-
latéres et, par conséquent, semblables et semblablement si-
tuées surle plan des deux cereles, devront avoir mén}es centres
de similitude S et §. Ainsi, comme chacun de ces centres est
nécessairement au dedans de 'un des deux cercles quand il
est au dehors de 'hyperbole correspondante, el réciproque-
ment, il faut gqu'il appartienne a la fois a (l(ru:s; tangentes ima-
ginaires communes a ces mémes (-erc]es‘, et a deux)lan,g:em.es
réelles communes aux hyperboles, et vice versd, ¢’est-a-dire
que chacun de ces points est, a la fois, point de CONCOUTS
idéal pour les deux cercles et point de concours r(_“el pour
les hyperholes correspondantes; ce qui justifie la définition
admise.

49. Les points 8 et &', étant déterminés de la méme Irlli}lliél‘e
par rapport aux cercles (C) et (€'), fig. 158, doivent évidem-
ment jouir de propriéiés semblables a I'égard de ces cerc.les‘
On démontre, en effet, que, quel que soit celui de ces points
queT'on considére en particulier, si I'on méne par 'un d’~eux S,.
les transversales arbitraires SA, SB; qu’on trace ensuite les
cordes qui correspondent aux quatre points de son intersec-
tion avec chaque cercle respectifl : :

« 1° Les quatre systémes AB et A’B, DE et D'E, AD el
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» A’D’, BE et B'E’, dont les deux cordes respectives appar-
tiennent & des cercles différents et ont une situation sem-
blable & I'égard des centres G et (7 et du point 8, sont des
systemes de cordes paralléles.
» 2° Les quatre autres systémes AB et D'E', DE et A’B/,
BE et A’D’, AD et B’E/, dont les deux cordes respeclives
apparticnnent & des cercles différents et ont une situation
dissemblable a 'égard des centres €, € et du point S, sont
des sysitmes tels, que les quatre points qui leur appar-
tiennent respectivement sont sur une seule et méme cir-
conférence de Tercle différente des proposées. »
Cela étant, puisque les deux cordes des (uatre premiers
systémes sont paralléles entre elles, elles concourent A Uinfini
én un point qu'on peut regarder comme appartenant a la corde
idéale commune aux deux cercles a I'infini (29):

En second lieu, puisque les quatre extrémités A, B, D/, E/
qui appartiennent a deux cordes AB, I E/ de I'un quelconque
des quatre derniers systémes, sont sur une circonférence de
cercle, ces deux cordes prolongées iront concourir (37) en un
point P de l'autre corde commune aux cercles (C) et (/) située
a une distance donnée ou finie.

8i donc nous appelons homologues directes les cordes de
'un quelconque des premiers systémes, et homologues in-
verses celles qui font partie de I'un des quatre aulres, en re-
marquant, pour les distinguer entre elles, que celles qui sont
homologues directes sous-tendent, du coté de S, deux ares de
cercle qui opposent & Ia fois leur concavité ou leur convexité
vers ce point, et que celles qui, au contraire, sont homologues
inverses sous-tendent, du coté de S, desarcs dont la convexité
ou la concavité n’est pas dirigée & la fois vers ce point, on
pourra énoncer ce théoréme général :

Tuiorine VIIL— Deux circonférences de cercle quelconques
étant situées sur un méme plan, si, de lun des points de con-
cours des tangentes exiérieures ou intérieures qui leur sont
communes, on méne & volonté deuz transversales qui les cou~
pent, puis qu'on trace, pour chaque cercle, les cordes qui pas-
sent par les points d’intersection respectifs :

1° Les cordes homologues directes seront paralléles, et iront
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concourir deuxr & deux sur la corde idéale & Uinfini commune
auzx deuzx cercles ;

2° Les cordes homologues inverses iront concourir deuz &
deux sur lautre corde conunune & ces mémes cercles, située §
une distance déterminée et finie.

50. Quand les deux tranversales SA et SB viennent a se rap-
procher jusquase confondre, la proposition subsiste évidem-
ment toujours; mais alors les quatre cordes AB, DE, A’B/,
D'E’ deviennent des tangentes aux cercles respectifs. Done :

Tugorine IX. — 8i, de Uun quelconque des points de con-
cours des langenies exiérieures ow inlérieures communes &
deuz cercles, on méne & volonté une transversale qui les coupe,
puis les quatre langenles auz ‘poinis d'inlerseclion corres-
pondants :

1o Les tangentes homologues dirvectes seront paralleles, et
iront concourir surla corde idéale commune & Uinfini auz deuz
cercles ;

2° Les tangentes homologues inverses iront concourir,
Uinverse , sur la corde commune & ces cercles, située i une
distance donnée et finie.

51. Toutes ces propriétés subsistent encore, en vertu de la
continuité, quand on vient a supposer que 'un des deux cer-
cles glisse, en variant de grandeur, entre les deux tangentes
_qui lui sont communes avec 'autre, jusqu’a se confondre avec
lui en un seul et méme cercle: la corde commune devient
alors évidemment la corde de contact du cercle et des tan-
gentes fixes, c’est-a-dire la polaire du point de concours de ces
tangentes; les cordes et tangentes, que nous avons appelées
homologues directes, se confondant deux a deux; quant &
celles qui sont homologues inverses, elles concourent respec-
tivement sur la corde de contact ou polaire : on parvient done
ainsi, par forme dé simple corollaire, & toutes les propriétés
connues du pole et de la polaire pour le cas de la circonfé-
rence du cercle.

Notre intention n’est pas de nous arréter, pour le moment,
A ces sortes de propriétés, nous aurons occasion d’y revenir
par la suite et de traiter la chose sous un point de vue plus
général. Retournons donc & notre objet véritable.
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Les propriétés que nous venons de reconnaltre ci-dessus,

pour lesystéme de deux circonférences de cercle quelconques,
donnent évidemment lieu aux réciproques suivantes -

Tuionie X, — 87, d'un point quelconque de Uune o de
lautre des cordes communes & deuw circonférences de cercle,
on méne des langentes i ces cercles, qu'on joigne ensuite deuz
adeuz, par des lignes droites, les points de contact qui appar-
tiennent & des circonférences distinctes :

1° Celles qui joignent des points de contact dont les ares
tournent i la fois leur convexité ou leur concavité di ¢oié de
la corde commune, tendent loutes au point de concours de
tangenltes exlérieures communes;

2° Celles qui correspondent & des ares dont la concavilé
nest pas tournée & la fois vers la corde cbnnmme, tendent, an
contraire, aw point de concours des tangentes intéricures com-
munes.

52. Quand le point d’olt partent les tangentes est sur la
corde commune a infini, ces tangentes sont paralléles, et
alors les droites de la premiére espéce sont celles qui passent
par des points de contact situés du méme cO1é de chaque cercle;
P'inverse a licu pour les autres.

53. Il suit de la derniére partie de la réciproque qui nous
occupe que, si un point jouissaita I'égard du sysiéme de deux
circonférences de cercle de la propriété que les cordes homo-
logues directes correspondantes soient paralléles et concou-
rent, par conséquent, & I'infini, ce point serait nécessaire—
ment un de ceux ot se coupent les tangentes extérieures ou
intérieures communes; mais on peut remarquer plus généra—
lement encore, que, dés I'instant ol deux courbes quelconques
situées sur un méme plan jouissent, 4 'égard d’un certain point
de ce plan, des propriétés dont il s'agit, ces deux courbes sont
nécessairement semblables et semblablement situées a I'égard
de ce point, qui est ainsi un centre de similitude. Supposant
done que P'une des deux courbes devienne une circonférence
de cercle, autre sera nécessairement aussi une circonférence
de cercle ayant le point en question pour concours réél ou
idéal de tangentes communes.
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8. Les propositions précédentes donnent lieu & quelques
corollaires faciles que nous allons examiner. A

Soient (C) et (C7), fig. 159, deux circonférences de cercle
situées sur un méme plan; considérons en particulier leur

Fig. 159.

centre de similitude directe S; ce que nous pourrons dire de
ce point sera immédiatement applicable au centre de simi-
litude opposée (49). Du point S menons deux transversales
arbitraires SA, 8D -pour déterminer les cordes homologues in-
verses AD, A’D’ concourant en p sur la corde commune MN
du systéme; les quatre points A, A/, D, D’ appartenant a ces
cordes seront situés (4&9) sur une troisieme circonférence de
cercle; or, il résulte de ld réciproquement que, si par les
points A ‘et A’, qui se correspondent, on méne une circonfé-
rence de cercle quelconque AA'D’'D, les deux derniers points
D, D’ obtenus ainsi appartiendront & une ligne droite DD’ di-
rigée vers S comme la premiére AA’; en sorte que les cordes
AD et A’D’ seront homologues inverses. Si done on appelle,
en général, lomologues inverses deux points tels que A et A
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qui sont sur une droite dirigée vers S etappartiennent a des arcs
dont la convexité est tournée en sens contraire par rapport a
ce méme point, on pourra énoncer la proposition suivante :

« Si, par deux points A et A" homologues inverses par rap-
» port 4 S, on méne une circonférence de cercle quelcon-
» que (¢), elle ira rencontrer de nouveau les cercles donnés
» (C), (C’) en deux points D et D" homologues inverses comme
» les premiers » (7).

55. Cela posé, imaginons que du point S on méne la tan-
gente 8¢ au cercle (¢}, puis:qu’on trace le cercle (8), qui a $
pour centre ¢t S¢ pour rayon, il coupera a la fois orthogona-
lement le cercle (¢) et tous ses semblahles, car

il
St = SA.SA’ = const.,

quelle que soit la direction de SA; de plus, ce cercle aura MN
pour corde commune avec les cercles (C) et ((7), puisqu’il
passe nécessairement par les points de leur intersection mu-
tuelle quand ces cercles se coupent (**). Done (40), sil’on trace
la corde ££' qui lui est commune avec chaque cercle (¢), cetie
corde ira concourir au point p ot se coupent déja celles AD,
A’'D’ et MN.

Quand le point 8 est intérieur aux cercles (C)-et (C'), la
tangente S¢ et le cercle (8) deviennent imaginaires, mais la
propriété subsiste toujours. En effet, la corde £/ n’est autre

(*) Tout cercle qui coupe orthogonalement les cercles (C) et (C') ap-
partient évidemment a la suite des cercles (¢), car son centre est sur la
corde commune MN, et ses points d'intersection avec les proposés sont
les points de contact des tangentes égales issues de ce centre (39), par
o l'on voit (Théor. X) que le cercle orthogonal dont il s'agit appartient
A la fois aux cercles (¢) qui correspondent 4 S et & ceux qui correspon-
dent au centre de similitude opposée S'. (Note de 1818.)

(*) Ce raisonnement s'appuie sur Uadmission du principe de conti-
auité; mais au moyen de la nole qui précede, on peut démontrer la
méme chose d’une manicre tout & fait directe ; il en résulte, en effet, que
le cercle (S) est orthozonal & tous ceux de la suite réciproque a (C)
et (C'), ce qui ne peut avoir lieu sans qu'il fasse partie de la suite que
déterminent ces derniers (39). (Ztem.)
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chose que la polaire de 8, laquelle, subsistant toujours (8),
doit aussi toujours jouir des mémes propriétés.

Réciproquement, quand un cercle, d’ailleurs quelconque,
est orthogonal au eercle (8) qui vient de nous occuper, il fait
nécessairement partie des cercles (¢), c'est-a-dire que leg
points de son intersection avec les proposds sont deux 4 deuy
homologues inverses (54) et, par conséquent, placés dans le
méme ordre sur des droites dirigées vers S. Pareillement,
tout cercle quiaun contact semblable ou de méme especeavec
chacun des cercles (C) et (C') est évidemment tel (37, 51), que
« la droite qui joint ses points de contact passe par le cenire
» de similitude directe 8 »; done il appartient aussi a la
suite des cercles (¢) et jouit des mémes propriétés queux;
seulement les cordes AD et A’D’ sont devenues nulles ou
tangentes aux cercles correspandants.

56. Admettons maintenant une nouvelle circonférence (¢),
décrite comme la premiere : elle jouira des mémes proprié-
tés relatives; de plus, elle jouira conjointement avec elle
de propriéiés appartenant simultanément & leur systéme; par
exemple, les cordes AD et BE, qui leur appartiennent, ainsi
qua (C), iront concourir (37) en un point P de la corde mn
qui leur est commune, et il en sera de méme des cordes cor-
respondanies A’D’, B'E’. Pareillement, puisque les tangentes
aux cercles (c) et (¢’), issues du point S, sont toutes égales (55},
ce point appartient aussi a la corde commune mn (36); done

« Les trois points P, P’ et S sont sur une méme ligne droite
» corde commune au systeme des cercles (¢) et (¢’). »

Deux systémes de cordes respectivement homologues in-
verses, tels que AD et A’D’, BE et B'E/, déterminent toujours
deux circonférences de cercle (¢) et (¢); on peut donc énon-
cer généralement ainsi ce théoréme, qui se rattache d'une ma-
niére intime a ceux des articles 49 et 50 :

Tntorime XI. — ZLes points de concours P et P’ de deus
systémes de cordes respectivement homologues inverses AD et
BE, A'D’ et B'E' sont sur une droite passant par le centre de
similitude correspondant 8, ¢’est-i-dire qu’'ils sont eux-mémes
homologues inverses & l'égard de ce point (54).
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57. Le cas particulier ol les cercles (¢) et (¢') deviennent
tangents, de méme espéce, aux cercles donnés (G) et (C")est
surtout remarquable en ce qu'il y a réciprocité compléte entre
les deux systémes qu'ils forment. Il est visible, en effet, que
les cercles (C) et (C') sont réeiproquement tangents de méme
espéce, aux cercles (¢) et (¢'); en sorte qu'ils jouissent, a
Iégard de ces cercles, de leur centre de similitude directe et
du cercle orthogonal quia son centre en ce point, de toutes les
propriétés qui viennent de nous occuper.
Soient done (¢) et {¢), fig. 160, deux cercles queleconques
ayant aux points A et A’, B et B' un contact de méme espéce

Fig. 160.

R, M \p 1,/\,

4 I'égard de chacun des cercles donnés (C) et (V)3 il résultera
de cette simple remarque et de tout ce qui précede, que :

« 1° Les droites AA’ et BB/, qui sont les cordes de contact
2 dans (¢) et (¢/), iront concourir au centre de similitude di-
» recie S des cercles (G) et (C');

» 2° Les droites AB et A’B/, qui sont les cordes de con-
b tact dans (C) et (C'), iront au contraire concourir au centre
» de similitude s des cercles (c)et(c);

» & Les poles p et p’ des cordes de contact AA’ et BB
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seront situés, ainsi que s, sur la corde MN commune ay
systeme des cercles (C) et (C7) (Théor. X);

» 4° Les poles P et P' des cordes de contact AB et A'R
seront au contraire situés, ainsi que 8, surla corde mn
commune aux cercles (¢) et (¢');

» 5° Le cercle (8), quia S pour centre, el pour rayon une
tangente quelconque 5S¢ aux cercles (¢) el (¢), passe par les
points d’intersection des cercles (C) et (C') et a par consé-
quent MN pour corde commune avec eux; de plus, la
corde £/, qui lui est commune avec I'un quelconque des
‘cercles (c) et (¢'), et qui est aussi la polaire du point 8 dang
ce cercle, passe par le pole correspondant p (55);

» 6° Les mémes choses ont lieu a I'égard du cercle (s) et des
cordes qui lui sont communes avee (¢), (¢'), (C) et (€);
ainsi, par exemple, sa corde TT’, commune avec (C), ou
la polaire de s dans ce cercle, passe par le pole P de AB;
» 7° Enfin les poles = et ' de la corde mn, commune aux
cercles (¢) el (¢'), sont rangés respectivement sur les cordes
de contact AB et A’ B’ appartenant aux cercles (C) et ('),
et pareille chose a lieu pour la corde MN. »

Gette derniére conséquence se démontre en observant que,
puisque 2 est le pole de AB dans le cercle (C), par exemple,
la droite Sm, qui passe par ¢e point, doit avoir réciproquement
pour pole un point de AB (51).

58. Deux cordes homologues inverses quelconques, telles
que AB et A’B', déterminent évidemment toujours deux cir-
conférences de cercle (c) et (¢’) tangentes aux cercles (C) et ((');
mais nous venons de voir que les poles de ces mémes droites
sont rangés sur une nouvelle droite passant par le centre de
similitude S ; donc on peut énoncer ce théoréme :

Tatorie XII. — Les poles respectifs P et P’ de deuz cordes
homologues inverses quelconques AB et A'BY, sont rangés sur
une ligne droite passant par le centre de similitude corres-
pondant 8, cest-a-dire qu'ils sont eux-mémes homologues
inverses & I'égard de ce point.

59. Quand les deux transversales SA et SB viennent i se
confondre en une seule, les cordes homologues dont il sagit
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-peuvent également se confondre avee elles; les points P et P!

deviennent, dans cette hypothese, les poles de la nouvelle
sécante, et comme sa direction demeure pourtant arhitraire, il
en résulte ce nouveau corollaire:

Tutorime XL — Les poles de toute ligne droite, passant
par lun des points de concowrs des tungentes & la fois com-
munes & deux circonférences de cercle situées sur un méme
plan, sont rangés sur une nouvelle droite passant i
quement par ce point.

ipro-

(0. Cette proposition, qui est, comme la précédente, une
conséquence tres-simple de celle de I'article 56, est tellement
caract que, que, dés Iinstant ou elle subsiste & I'égard de
deux cercles et d'un point situés sur un méme plan, il faut
nécessairement que ce point soit un de ceux ou concourent
les tangentes communes 4 ces cercles. Il est visible, en effet,
que lorsque la transversale qui passe par ce point devient
tangente a 'un des deux cercles, elle devient nécessairement
aussi tangente a l'autre, car les deux poles correspondants se
trouvent alors a la fois sur cette transversale.

61. On pourra objecter contre cette démonstration qu’elle
w'est applicable qu'au cas ol le point que I'on considére est
extérieur aux cercles qui lui correspondent; mais, outre que
I'extension d’un cas a Pautre peut avoir lieu directement, en
invoquant le principe de continuité, puisque les systémes
correspondants sont assujettis & la méme loi et ne different
que par la transposition des parties, on peut encore choisir un
tour de démonstration ui soit indépendant de la condition
dont il s'agil ; mais alors les conséquences seront de nouveau
restreintes au cas ou la transversale, passant par le point
donné, serait susceptible de couper a la fois les deux cercles.

En effet alors, et en vertu de la propriété ci-dessus, ce point
estnécessairement placé quelque part sur la ligne des centres;
cela résulte immédiatement de la discussion. Soient donc (C),
(C") et 8 les deux cercles et le point donné ( fig. 161); SA une
transversale arbitraire passant par S, mais rencontrant a la fois
les deux cercles; tracons les tangentes aux points dinter-
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section, afin d’obtenir les poles P et P! de la droite SA; me-.
nons enfin les rayons CA, C'A’ et les droites CP, €' P/, qui

Fig. 161.
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sont nécessairement perpendiculaires a la droite SA, et par
suite paralléles entre elles; on aura évidemment

A =CD.CP, CA' =CD.C'P,

d’ou
CA TCA" 2 CD.CP: C'DY. C'V;

mais les triangles respectivement semblables CDS et (/DS
CPS et C'P'S donnent

CD:C'D'::C8: 'S, CP:C'P::(C8:CS;
done

CDLGP: G C P2:iCS 2 CiSis

el par conséquent
CA:CA 2 CS:C'S,

relation qui apprend que les rayons CA et C/A’ sont toujours
paralléles, ce qui ne peut convenir quaux deux points de con-
cours des couples de tangenles extérieures ou intérieures,
communes aux cercles (C) et (C'), soit que ces tangentes sub-
sistent ou ne subsistent pas.

62. Ces deux démonstrations comprennent évidemment tous
les cas possibles; car, d’aprés la propriété dont jonitle point §
que l'on considére, ce point doit nécessairement étre, ou tout
a fait intérieur aux deux cercles, ou tout a fait extérieur i ces
mémes cercles. Dans le premier cas, les transversales passant

DES SECTIONS CONIQUES. 415
par ce point rencontreront a la fois les deux cercles ; dans le
second, les tangentes issues de ce point seront possibles. On
peut done alfirmer généralement que :

« Si un point, situé surle plan commun 3 deux circonfé-
v rences de cerele, est tel, que les poles dune droite quel-
» conque passant par ce point soient rangés sur une nouvelle
v droite passant réciproquement par le méme point, ce point
» est nécessairement un de ceux ol se coupent deux tan-
» gentes communes aux cercles proposés. »

63. La difficulté que nous venons de rencontrer dans la
démonstration de ce théoréme provient de ce qu’il existe
dautres points que les centres de similitude directe et opposée
qui jouissent de la propriété examinée, car nous venons de
voir qu'il n’y a pas de nécessité que les droites issues de ce
point rencontrent a la fois les deux cercles, caractére qui ap-
partient proprement aux deux centres dont il §agit; toute-
fois, comme, dans le cas contraire, ce point doit nécessaire-
ment étre situé au dehors des deux cercles, il faut, d’apres ce

‘qui précede, qu’il appartienne toujours d la.mutuelle inter-

section de deux tangentes communes; ce.sera donc un des
quatre points qui sont la rencontre de deux tangentes com-
munes de dilférente espece. Or on peut démontrer directe-
ment, et nous aurons occasion de démontrer plus tard, qu’en
effet chacun de ces quatre points jouit & Pégard des denx
cercles de la propriéié ci-dessus énoncée (56), propriété qui
W encore ¢Lé établie jusqu'ici que pour les points de con-
cours des tangentes communes de méme espéce, c’est-a-dire
que pour les centres de similitude de ces cercles.

Ainsi, la propriété qui nous oceupe appartient a la fois aux
six points olt peuvent concourir deux i deux les langentes
communes aux deux circonférences de cercle; ces points
forment done séparément autant de systémes assujettis a la
méme loi, et il n'y a de différence entre eux que dans la situa-
tion respective des lignes et dans la réalité ou la non-réalité’
des points dintersection qui leur correspondent.

Nous avons beaucoup insisté sur cet exemple particulier,
alin de montrer combien I'admission ouverte du principe de
conlinuité en - Géométrie rationnelle, peut abréger et méme
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faciliter les démonstrations et les recherches. Il est visible, en
effet, quen adoptant les conséquences de ce principe, il n’yq
point de nécessité de refaire la démonstration de I'article 60,
- et que celte démonstration est aussi satisfaisante que com-
pléte. Dans des cas plus compliqués, l_’avamage de I'admission
du principe est bien autrement évident : nous en rencontre-
rons de nombreux exemples dans le cours de ces recherches;
il nous suffit d’en avoir donné des a présent une idée,

64. Les diverses propriétés qui nous ont occupés dans ce
qui précéde conduisent d’'une maniére si naturelle, si directe,
a celles du cercle tangent a trois autres situés sur un plan,
que nous ne croyons pas devoir nous abstenir de les rapporter
ici, quoiqu’elles appartiennent a un sujet tant de fois traité
par de savants et illustres géomeétres. Dailleurs, comme ces
propriétés se rattachent d’une maniére intime & la théorie des
cordes et des tangentes communes aux circonférences de
cercle, et que nous aurons méme occasion par la suite de les
étendre aux sections coniques en général, je pense qu’on me
pardonnera facilement I'espece de digression qu’elles aménem‘
pour le moment.

65. Considérons donc le systéme de trois circonférences de cercle (G),
(G, (€"), fig- 16u, siluées sur un méme plan; on sait qu'a ces trois

Fig. 162.

cercles répondent toujours six centres de similitude direcle ou opposée;
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distribués, trois i trois, sur quatre lignes droites ou azes de similitude i
examinons en particulier celui de ces axes qui renferme les trois centres S,
8, 8 de similitude directe, et qui correspond par conséquent aux cer-
cles (¢) et (¢'), ayant & la fois un contact de méme espeéce avee les
trois cercles proposés (55); ce que nous dirons de cet axe sera immédia-
lement applicable & chacun des trois autres et aux systemes de cercles
langents qui leur correspondent respectivement. Cela posé, on conclura
directement de l'article 37, et sans qu'il soit besoin de recourir 4 de
nouyeaux raisonnements, que :

« 1% Lo centre de similitude s des cercles tangents (¢) et (¢') esl, a la
fois, sur chacune des trois cordes communes aux cercles proposés, et se
trouve par conséquent & lear intersection mutuelle. :

» 2° La corde commune aux mémes cercles passe 4 la fois par S, S,
§', et se confond par conséquent avec 'axe de similitude SS'S" des cer-
cles proposés.

» 3° La ligne des centres de ces cercles, qui passe par s, est par suite
perpendiculaire & cet axe. :

» 4° Sil'on trace le cercle TT'T" ou (), qui a s pour centre et pour
rayon une quelconque des tangentes aux cercles (), (€, (C"), issues
de ce méme point, il coupera & la fois orthogonalement ces trois cercles,
et aura S8'8" pour corde commune avec les cercles tangents (c) et (¢').

» 5° Si Ton trace les trois cercles (8), (S'); (8%) qui appartiennent
aux cercles (G), (C/), (C") pris deux & deux (53), ils auront respective-
ment méme corde commune avec ceux qui leur correspondent, et coupe-
ront 4 la fois orthogonalement les cercles (c¢), (") et (s); de sorte que,
ayant leurs centres sur I'axe de similitude SS'S”, ils appartiendront a la
série orthogonale réciproque de ces cercles, et auront par conséquent la
droite des centres ¢ et ¢ pour corde commune (36, 39).

» 6° Les trois points de contact A, A, A" ou B, B!, B, qui appartien-
nent & chaque cercle tangent aux proposés sont, deux a deux, sur trois
droites eoncourant respectivement aux centres de similitude S, 8', 8 qui
leur correspondent, en sorte que les trois cordes de contact AB, A'B,
AB" sont, dans le méme ordre, homologues inverses.

» 7* Ces cordes de contact passent toutes trois par le centre de simi-
litude s des cercles (¢) et (¢), Cest-i-dire par le point de concours uni-
que des cordes deux & deux communes aux cercles proposés.

» 8° Les poles P, ', P” de ces cordes respectives sont tous trois rangés
sur la corde commune & (¢) et (¢), clest-a-dire sur Uaxe de similitade
S8'8" que T'on considére.

» 9° Les cordes T¢, T's', T"¢", deux & deux communes au cercle (s)
et aux cercles proposés, ¢'est-a-dire les polaires qui correspondent & ces
cercles et au point s, vont concourir respectivement aux poles P, P/, P’
dont il g'agit.

» 10” Les poles =, =, =" de Vaxe de similitude 88'8", dans chaque

1. 27
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cercle proposé, sont situés respectivement sur les trois cordes de contact
AB, A'B’ et A"B".

» 11° Enfin, ces mémes poles sont deux & deux homologues inverses,
cest-a-dire qu'ils sont, dans le méme ordre, sur des droites passant par
les centres de similitude 8, 8, 8" correspondants (59). » }

A ces diverses propositions on pourrait joindre la suivante, bien facile
a démontrer :

« 12° Les centres des cercles tangents (¢) et (¢') se trouvent & la fois
situés sur lrois sections coniques, ayant chacune pour foyers deux des
centres des cercles proposés, et pour grand axe la différence des Tayons
qui leur correspondent respectivement. »

66. Voila en peu de mots, tout ce qu'on connait dintéressant sur le
cercle tangent & trois autres décrits sur un plan. Les Propos. III, VIII
et IX donnent la solution du probléme correspondant, qui appartient 4
M. Gaultier de Tours (*}), mais un peu généralisée; les VII* et X* don-
nent une solution qui revient, quant au fond, & celle qu’a présentée du
méme probléme, M. Gergonne, rédacteur des Annales de Mathéma-
tiques. ;

Les mémes considérations vont nous conduire & une autre solution non
moins directe et non moins simple que les premiéres, et qui jouit avee
elles de I'avantage de pouvoir étre exéeutée avec la regle seule, quand on
a la connaissance préalable des centres de similitude qui appartiennent
deux & deux aux cercles proposés.

. .

67. Nous venons de voir que le cercle (s), orthogonal & la fois aux
cercles (1), (C), (C"), el qui a son centre au point s oli se coupent: les
cordes communes i ces cercles, a lui-méme l'axe de similitude S8'S" pour
corde commune avec les cercles langents (¢) et (¢'); mais, au moyen des
remarques de Varticle 54, on peut facilement déterminer un cercle quel-
conque de la suite a laquelle il appartient, ainsi gne (¢) et (¢'), sansla
connaissance préalable du point s.

Par le centre de similitude S ( ffg. 163, menons en effet une transver-
sale quelconque SA dans les cercles correspondants (C) et (C'), pour
obtenir deux points A et A’ homologues inverses (34); par l'un de ces
points, par le point A, par exemple, menons de nouveau la transver-
sale §'A dirigée aw centre de similitude $', et rencontrant le troisiéme
cercle (C') au point A” homologne inverse de A ; par les points A, A', A
ainsi obtenus, faisons passer une circonférence de cercle, elle rencontrera
de nouveau les proposées aux points B, B', B”, et appartiendra nécessai-
rement & la suite des cercles (¢) et (¢'); car, par construction, elle est

(*) Poir le Mémoire déja cité (40), ol se trouvent aussi exposces d'une
maniére synthétique les propositions qui viennent de nous occuper.
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orthogonale & Ia fois aux cercles (S) et (), n° 55, ca quine peut. avoir

lieu & moins quelle n'appartienne a la suite réciproque de ces cercles

Fig. 163.

Iy el e

(36, 39) et du cercle (S"), puisque ce dernier a méme corde commune
avec les deux autres, cest-i-dire & la suite (), (¢').

Il résulte de la immédiatement et de la construction du cercle dont il
s'agit, que si I'on trace les droites BB', BBY, B'A", B'A’, ainsi que les
cordes AB; A’B' et A"B", qui sont communes & ce cercle et & chacun des
Proposés :

« 1° Chacune des premiéres ira concourir (54, 55) au centre de simi-
litude directe 8, 8" ou S" des deux cercles auxquels cette droite corres-
pond, en sorte que les trois autres droites ou cordes AB, A’B’, A"B” so-
ront deux a deux homologues inverses. '

» 22 Ces trois cordes iront concourir respectivement aux points P,
P, P" déterminés ci-dessus, pdles invariables des cordes de contact des
deux cercles (¢), (¢') tangents aux proposés (56).

» 3° La figare AA'B"BB/A”A, dont les sommets g'appuient deux & deux
sur les cercles proposés et qui est en méme temps inscrite au cercle (")
de la suite que Von considere, forme naturellement un hexagone fermé
df)n}.les ¢0tés opposés vont respectivement concourir aux centres de
similitude S, 8/, 8", et les diagonales AB, A'B’, A"B", qui joignent les som-
mels opposés aux trois points P, P', P" désignés ci-dessus. »

68. D'aprés cela, Tréciproquement, si'on essaye & volonté de construire
un hexagone tel que celui qui précede, dont les sommets s'appuient sur
les. cercles proposés et soient deux a deux consécutivement homologues

27.



420 V® CAHIER. — ESSAT SUR LES PROPRIETES PROJECTIVES
inverses (54) A I'égard des cercles et du centre de similitude auxquels ils
appartiennent, il arrivera que : - : :

« 1° Cet hexagone viendra naturellement se refermer au point pris pour
sommet de départ. / ) :

» 2° Cet hexagone sera inscriptible & une méme circonférence de cercle,
appartenant & la suite que déterminent les cercles tangents 4 la fois aux
proposés. : <l

» 3° Les diagonales qui joignent les sommets opposés (Ie_ cel hexagone
viendront rencontrer V'axe de similitude $8'S” aux poles m\tnmablcs B,
P’, P" des cordes de contact des cercles tangents dont il s'agit. »

69. Si Uon se proposait seulement de déterminer le pél.e lj’" et Ia‘corde
de contact qui lui correspond dans le cercle (C"),_ la description QB 1 hc§'a~
gone deviendrait inutile; car il résulte de ce qui p.récéde, que sf’ au |'1’G|.I
de tracer I'hexagone tout entier, on s’arréte aux trois premiers cotés A Af,
AA’, A'B’, en prenant pour sommet de départ un point quelcon(!ue A
du cerele que l'on considére, on formera namrelﬂlem?nt une portion de
polygone A"AA'B", dont les sommets e_xtrémes A% B , ceux gus corres-
pondent au cercle (C") que l'on considére, appm‘mend,rom a l.unse des
diagonales de I'hexagone ci-dessus, et sw.jrom. par conséquent situés sur
une droite passant par le pole P" cherché. e

Cette nouvelle propriété peut s'exprimer ainsi : ,

« Si U'on construit a volonté une portion de polygon? A"AA'B" com-
» posée de trois eotds, dont les sommets soient cm}séculn"s‘:menb"eL deux
» 4 deux homologues inverses, ses sommels extrémes Al et B" seront
» nécessairement & un méme cerele (C") et, en général, (i}sllnc-£.5 entre
» eux; mais, si I'on trace la droite A"B" qui le‘s renferme @ la fois, elle
» concourra sans cesse au pole P" appartenant & ce cercle. »

70. En appliquant aux diverses 00115idérati0n§ q_ui vicnnen.t de }1.011.5
occuper, les conséquences du principe d.e continuité, on arrive ducc:
tement & quelques corollaires faciles, qu’il ne sera pas hors de propos
d’examiner ici. i i

Considérons toujours, comme dans ce qui précéde, le sysieme de trois
circonférences de cercle quelconques situées sur un méme plan, et sup-
posons qu’on leur ait mené les tangentes qui leur son.t deux a del.xx exté-
rieures communes, afin d’obtenir, par leurs intersections re§pect1vcs,‘les
trois centres de similitude directe S, &', 8" qui 10}11‘ appartiennent. (Jelaf
posé, imaginons que I'une des circonférences dont il s'agit glisse entre les
deux tangentes qui lui sont communes avec l’une. des deux' aque%, jus-
qu'a s'en rapprocher & une distance d’abord infiniment pelite, puis en-
suite nulle, ¢'est-a-dire jusqu'a se confondre avee le c.ercle Qxe; cox\‘_(:e:-
vons que, par suite du méme mouvemc‘nt,'la derniére circonférence glnm‘e
ézalement entre les deux tangentes qui lui sont communes avee le cercle
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fixe, mais de maniére cependant que le centre de similitude qui lui ap-
partient, ainsi qu’au premier cercle variable, reste toujours 4 la méme
place, chose évidemment possible, il arrivera nécessairement que cette
circonférence se rapprochant sans cesse de celle qui reste fixe, finira
par s’y confondre en méme temps que l'autre qui en dirige le mouve-
ment : or, dans ce nouvel état du systeme, les divers objets de la fi-
gure devront jouir entre eux des mémes propriétés que dans la figure
primitive, pourvu qu'on ait égard aux modifications qui auront pu sy
opérer; done, si I'on observe que les trois points S, S', 8 peuvent dtre
remplacés par trois points quelconques situés en ligne droite, on conclura
immédiatement des n® 68 et 69, ces deux nouveaux théorémes apparte-
nant & la Géométrie de la régle :

« 1° Trois points en ligne droite étant donnés & volonté sur le plan
» d'une circonférence de cercle, si l'on e aye d'inscrire a cette circonfé-
v rence un hexagone dont les cotés respectivement opposés concourent aux
trois points en question, cet hexagone se refermera de lui-méme sur
la courbe, quel que soit le sommet ou le coté qu'on ait choisi pour
point de départ.
» 2° Les mémes choses étant données, si I'on inserit, & volonté, dans
ce cercle, un quadrilatére dont les trois premiers cotés concourent res-
pectivement aux points donnés, le dernier cOté, resté libre, ira sans
Cesse concourir en un quatriéme point fixe, situé sur la droite qui ren-
ferme les trois autres. »

i

)

= =

1. Le premier de ces théorémes n'est, au fond, que la proposition
connue sous le nom de I'hewagramme mystique de Pascal; quant a I'autre,
il fait partie d’une proposition beaucoup plus générale que nous avons
énoncde, sans démonstration, ‘dans un article inséré au tome VII des
Annales de Mathématigues. Notre dessein, en les présentant ici, n'a pas
été de les examiner en eux-meémes, puisque nous mous proposons d’y re-
venir d'une maniére générale par la suite, mais de faire voir seulement,
parunexemple remarquable, comment I'admission de la continuité en
Géomélrie peut servir & étendre les conceptions et les idées, et comment
dussi elle sert & établir une liaison élroite et intime entre des vérités et
dez figures en apparence distinctes.

Au reste, on pourrait déduire des considérations qui précedent d’autres
conséquences également remarquables, mais qui ne seraient pas ici
leur place, et nous feraient tout 4 fait perdre de vue I'objet véritable de
ve paragraphe, dont nous nous sommes déji beaucoup trop écartés; seu-
lement, nous ferons remarquer, en lerminant, que ces considérations sur
les cercles tangents & trois autres s’appliquent immédiatement au systéme
d'un nombre quelconque de circonférences de cercle également tangentes
a deux antres sur un plan; en sorte que la théorie qui précéde, unique-
tuent basée sur les propriétés des cordes réelles ou idéales communes,
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donne tout ce que I'on peut désirer de plus général sur les cercles qui se
coupent ou se touchent sur un méme plan.

72. Toutes les propriétés que nous avons jusqu’ici établies
pour le cas général de deux circonférences de cercle quel-
conques situées sur un méme plan, subsistent évidemment, en
tout ou en partie et avec les modifications convenables, dans
les diverses circonstances particuliéres que le systeme de ces
cercles peut présenter; c'est une conséquence nécessaire et
ici tout & fait évidente du principe de continuité. L'examen de
quelques-unes de ces circonstances va nous servir a justifier,
A posteriori, les notions exposées au commencement de ce
paragraphe.

Etd’abord, on peut remarquer, en général, qu'il existe entre
les cordes communes a distances finie et infinie, toutes deux
ayant constamment lieu a la fois (31), une dépendance telle-
ment intime, que, quand I'une est donnée, l'autre s'ensuit
nécessairement et par une méme loi; carla méme consiruc-
tion, appliquée & chacune d’elles (1), donne simultanément
les deux centres de similitude des cercles correspondants;
or chacun de ces points est propre, a son tour (50), a donner
simultanément des systémes de droites concourant sur I'une
et 'autre corde commune.

Cette liaison intime entre les deux cordes qui nous oc-
cupent, peut servir a justifier & posteriori et pour le cas du
cercle, la définition admise a l'article 20 pour les cordes com-
munes qui se rencontrent au dehors du périmetre des deux
courbes; car elles forment naturellement ici un systéme de
cordes conjuguées entre elles. Au reste, la dépendance qui
lie entre eux les deux centres de similitude est non moins
remarquable, et porte également a leur appliquer le nom de
points de concours conjugués des tangentes communes. Nous
étendrons plus tard le sens de cette définition, quand nous en
viendrons a considérer les propriétés des cordes et des tan-
gentes communes aux sections coniques en général.

73. Pour passer maintenant a I'examen de quelques cas
particuliers, supposons que les deux circonférences proposées
deviennent concentriques ; d’aprés larticle 33, les deux cordes
communes qui leur appartiennent, se confondent alors en une
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seule située & Pinfini. Or cette circonstance se retrace parfai-
tement 4 I'aide des considérations générales ci-dessus.

En effet alors, les centres de similitude directe et opposée
se réunissent au centre commun des deux cercles, et si Von
frace par ce point, des transversales arbitraires pour obtenir
des cordes homologues suivant la définition, il arrivera éyi-
demment que celles qui sont inverses, et qui précédemment
allaient concourir sur la corde commune 2 distance donnée,
seront paralléles aux cordes homologues directes qui leur
correspondent, et par conséquent concourront avec elles en
des points a I'infini, ce qui exige que les cordes communes,
elles-mémes, se soient confondues & I'infini.

Onvoit qu'ici les propriéiés des cordes homologues, directes
ou inverses, acquiérent un grand degré d’évidence, 3 cause
dela syméirie des deux cercles autour de leur centre commun.
Oril en est de méme de toutes les autres propriéiés geéné-
rales dont on s’est occupé dans ce qui précéde, et chacune
delles, en particulier, peut servir & prouver réciproquement
que les cercles concentriques se comportent comme si leur
corde commune ordinaire était passée a Iinfini.

Th. Concevons actuellement que P'un des deux cercles, au
lieu de devenir concentrique 4 autre, comme dans la suppo-
sition précédente, acquiére des dimensions infiniment petites
ou se réduise a un point. D’aprés ce que nous avons vu (32),
le sysiéme correspondant devra conserver encore, outre sa
corde idéale commune A Pinfini, une autre corde idéale com-
mune a distance donnée, laquelle jouira des mémes propriétés
alégard de ce systéme.

Quon trace, par exemple, une circonférence de cercle
q}lelcouque passant par le point qui représente le cercle infi-
niment petit, la corde qui lui est commune avec ce dernier
cercle sera évidemment la tangente au point en question ;
quant & la corde commune & ce petit cercle et 4 celui du sys—
teme proposé, elle devra concourir avec la premiére, sur la
corde‘ idéale commune de ce sysiéme, comme cela résulte du
€as geénéral, et pourrait facilement se vérifier a priori.

Pareillement, si du point dont il s’agit, qui représente évi-
demment 4 la fois le centre du cercle infiniment petit et les
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deux centres de similitude du systéme, on méne une trans-
versale arbitraire rencontrant le cercle donné en deux points,
puis qu’on trace les deux tangentes qui correspondent i ces
points et les deux paralleles a ces tangentes passant par le
point donné, lesquelles, de leur coté, représenteront (49) Les
tangentes du cercle infiniment petit, homologues aux pre-
mieres, il arrivera que les tangentes homologues non directes
ou qui se rencontrent, iront concourir sur la corde idéale
commune au systéme du point et du cercle proposé (50).
Pour démontrer en particulier cette derniére assertion d’une
maniére tout i fait directe, soient (C) et (C'), fig. 164, le cercle

Fig. 164.

et le point proposés, C'D une transversale ‘arbitraire passant
par €' et rencontrant le cercle (C) en E et D; parile point ¢/
soient menées les paralléles ('K et /L aux tangentes TT et
DT, qui correspondent au cercle (C) et a la séeante /D : elles
rencontreront les tangentes dont il s’agit aux points K et L qui,
d’apres I'hypothése, appartiendront & la corde mn commune
au systéme du point €' et du cercle (C).

Considérons en particulier le point K, et abaissons de ce point
la perpendiculaire indéfinie KO sur la ligne des centres CC';
en regardant cette perpendiculaire comme une corde idéale
du cercle (C), on aura (28)

KD =KO + OA.OB;
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mais, par construction,

Erzﬁgzﬁjﬁil-@i
a cause que le triangle KDC’ est isocele, et le triangle KO/

rectangle ; done ;
0C" = 0A.0B,

ce-qui est conforme a la définition (32) de la corde idéale com-
mune au cercle (C) et au point €/ (*), et apprend que tous les
points K sont sur cetle droite indéfinie.

75. On pourrait pousser plus loin cet examen, mais les
rapprochements que nous venons de faire doivent suffire pour
justifier, quant a ce qui concerne la circonférence du cercle,
les définitions et les notions jusqu’ici admises. Dans ce qui
suit, nous nous occuperons spécialement des principes de pro-
jection & I'aide desquels on peut ramener la recherche ou la
démonstration des propriétés générales des sections coniques
a celle des propriétés de la circonférence du cercle. En nous
appuyant sur les diverses considérations présentées au pre-
mier paragraphe, nous établirons ces principes d’une maniere
enticrement géométrique et extrémement simple, si on com-
pare nos démonstrations a celles qu'on pourrait déduire de la
Géométrie analytique. Mais, pour y arriver d’'une maniére qui
soil en méme temps naturelle, nous aurons a exposer quelques
définitions et quelques notions déja connues de la doctrine des
projections, et c’est a cela que nous consacrerons le commen-
cement du paragraphe ci-apres.

§ III. — PRINCIPES DE LA DOCTRINE DES PROJECTIONS.

76. Dans ce qui suit, nous donnerons toujours au mot de
projection le méme sens que celui de perspective; ainsi la
projection sera centrale.

(*) Noublions pas que, en conservant 4 ces lignes droites le nom de
cordes, nous entendons par 1a que le cercle correspondant: ait recu des
dimensions infiniment petites, et non pas nulles; car autrement l'expres-
sion de corde ou sécante serait non-seulement pea naturelle, mais encore
absurde et opposée aux notions que nous avons jusqu'ici admises (1818).
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Dans -cette sorte de projection, la surface sur laquelle on
projette la figure donnée peut éire quelconque ; cette figure
elle-méme peut éire située arbitrairement dans I’espace ; mais
cette grande extension élant inutile a objet des recherches
qui suivent, nous supposerons toujours que la figure donnée
et la surface de projection soient 'une et l'autre planes.

Ainsi, que Ton concoive que, d'un point donné pris pour
centre de projection, parte un faisceau de lignes droites diri-
gées vers tous les points d’une figure tracée sur un meéme
plan; si Pon vient & couper ce faisceau de droites projetantes
par un autre plan disposé d’une maniere arbitraire dans I'es-
pace, il en résultera sur ce plan une nouvelle figure, qui sera
la projection de la premiére.

71. Cette projection ne change évidemment ni la dispo-
sition, ni le-degré des lignes de la figure primitive, ni, en gé-
néral, toute espéce de dépendance graphique entre les parties
de cette figure, qui ne concernerait que la direction indéfinie
des lignes, leur intersection mutuelle, leur contact, etc.; mais
elle pourra faire varier seulement 'espéce particuliere de ces
mémes lignes, et, en général, toutes les dépendances qui
concerneraient des grandeurs constantes et déterminées,
telles que: ouvertures d’angles, paramétres, ete. Ainsi, par
exemple, de ce qu'une ligne est normale & une autre dans la
figure primitive, on ne saurait en conclure gqu’elle le soit dans
la projection de cette figure sur un nouveau plan.

Toutes ces propriétés de la projection centrale résultent,
d’une maniére purement géométrique, de sa nature propre et
des notions les plus communément admises, et il n’est pas
besoin de recourir & 'Analyse algébrique pour les reconnaitre
et les démontrer; notamment, pour prouver qu'une ligne du
degré m reste de ce degré dans la projection, il suffit de re~
marquer que, la premiére ne pouvant étre coupée en plus de
m points par une droite arbitraire tracée dans son plan, il de-
vra nécessairement en étre de méme de lautre, puisque la
projection d’une droite est toujours une ligne droite passant
par tous les points qui correspondent a ceux de la premiere.

Une figure, dont les parties wauront entre elles que des dé-
pendances graphiques de la nature des précédentes, c'est-
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a-dire des dépendances indestructibles par Ueffet de la -pro-
jection, sera généralement appelée, dans ce qui va suivre,
figure projective.

Ces dépendances elles-mémes, et, en général, toutes les re-
lations ou propriétés qui subsistent a la fois dans la figure
donnée et dans ses projections, seront appelées également re-
lations ou propriétés projectives.

78. 1l résulte de la nature méme des propriétés projectives,
telles que nous venons de les définir, que, voulant établir une
semblable propriété sur une figure donnée, il suffira de dé-
montrer qu’elle a lieu pour 'une quelconque de ses projec-
tions. Or, parmi toutes les projections possibles de cette figure,
il peut en exister qui soient réduites a des circonstances plus
simples, et sur lesquelles la démonstration ou la recherche
qu'on se propose devienne d'une premiére facilité et n’exige
qu'un léger coup d’eil, ou, tout au plus, la connaissance de
quelques propriétés élémentaires de la Géométrie. Par exem-
ple, la figure renfermant, en particulier, une section conique,
pourra étre regardée comme la projection d’une autre, pour
laquelle la section conique sera remplacée par une circonfé-
rence de cercle, et cette seule remarque suffira pour ramener
les questions les plus générales des sections coniques & d’au- |
tres qui soient purement élémentaires. .

On concoit, d’apreés cela, de quelle importance peut étre ladoe-
trine des projections pour toutes les recherches géométriques,
et combien les considérations qu’elle offre peuvent abréger et
faciliter ces recherches. C’est ainsi que déja, quelques géo-
métres de notre époque démontrent, d’une maniére fort élé-
gante, diverses propriétés nouvelles et curieuses de la Géo-
métrie de la régle, quil serait aussi pénible que difficile de
démontrer de toute autre maniére.

79. Une figure élant donnée, tout se réduit, comme on le
voit, & rechercher celle de ses projections qui présentera des
circonstances plus élémentaires et plus propres par leur sim-
plicité, & faire découvrir les relations particuliéres que I'on a
én vue. La doctrine des projections fournit déja quelques prin--
cipes pour y parvenir, mais il s’en faut de beaucoup qu’elle
wen puisse fournir encore dautres, et notre objet actuel est
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précisément de les rechercher et de les faire connaitre, d’une

maniére purement géométrique, & Paide des notions établies

dans le premier paragraphe de ce Mémoire.

Pour mettre dans cette exposition de Pordre et de la clarté,
nous commencerons par rappeler, d’'une maniére succinete,
ceux des principes de projection qui, déji connus des géome-
tres, peuvent étre utiles a I'objet particulier de ces recherches,
a cause de leur extréme simplicité ; nous nous contenterons
@’en rapporter I'énoncé sans nous attacher 4 en donner Ia
démonstration, qui, d’ailleurs, est on ne peut plus facile, pour
ne pas dire évidente.

80. Tmiontas I. — Le systeme d'un nombre quelconque de
droites situées dans un méme plan, et ayant un point de con-
cours unique, peul toujours étre regardé comme la projection
d'un autre systéme composé d'un égal nombre de droites pa-
ralléles, situées aussi sur un méme plan.

Il suffit évidemment, pour que cela ait lieu, que le plan de
projection soit paralléle 4 la ligne droite qui joint le point de
concours du premier systéme au centre, d’ailleurs arbitraire,
de projection. Réciproquement :

Tutorine II. — Le systéme d'un nombre quelconque de

" drottes paralléles, situées sur un méme plan, a toujours pour

- projection un égal nombre de droites concourant en un point

unique, sauf le cas particulier oa ces droites demeurent pa-

ralleles ; ce qui arrive quand le plan de projection est lui-méme
paralléle aux droites données.

81. Dans I'un et I'autre cas, le point de concours du second
‘systeme est sur une droite projetante paralléle au plan du
premier,

Ces deux propositions donnent I'interprétation géométrique
de cette notion généralement admise : les droites paralléles
concourent en un point unique & Uinfini. Onvoit, en effet, que
les points de concours 4 distance infinie ou & distance don-
née, s’échangent réciproquement par Peffet de la projection.

En admettant cette notion, et I'étendant i des lignes courbes
quelconques, on peut généraliser ainsi les théorémes bien
connus qui viennent de nous occuper.
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Tutorine UL — Une figure plane quelconque, qui renferme

un. systeme de droites ou de courbes ayant un point de con-

courscomman, peut toujours étre regardée comme la projection

d'une autre, du méme genre, dans laquelle le point de con-

cours est passé & Uinfini et les lignes correspondantes sont de-
venues paralléles. Réciproguement :

Tukorine 1V. — Une figure plane quelconque, qui renferme
un systeme de lignes droiles ou courbes paralleles, ou concou-
rant & Uinfini, a toujours pour projection une figure de méme -
genre, dans laquelle les lignes correspondantes concourent en
un point commun & distance donnée, projection de celui du
premier systéme.

82. Ici, comme dans le Théor. II, le point de concours
de la projection peut éire situé lui-méme a Uinfini, comme
celui d’out il provient, dans le cas particulier ou le plan de
projection est paralléle au plan de la figure primitive.

Nous ferons remarquer aussi que, ‘d’aprés la nature méme
de la projection centrale (78), sile point de concours que l'on
considére était en méme temps un point de contact pour cer-
taines lignes de la figure primitive, son correspondant serait
¢galement un point de contact pour la projection de ces
mémes lignes; de sorte que, le point passant & Pinfini, les
lignes en question deviendraient fangentes & Uinfini au lieu
d'étre simplement paralléles ; ce qu’on exprime ordinairement
en disant qu’elles sont asymptotiques.

Drailleurs, elles seraient asymptotiques du premier, du se-
cond, ..., ordre, si les primilives étaient elles-mémes oscu-
latrices de cet ordre.

83. Tutonine V. — Deux o un plus grand nombre de Sys-
temes de droites situées sur un méme plan, et qui concourent,
dans chaque systeme en particulier, en un point unique, peu-
vent étre considérés, quand tous les points de concours sont
rangés sur une méme ligne droite, comme la projection dun
égal nombre de systemes particuliers de droites paralléles,
mais ayant une inclinaison différente, selon le systeme augquel
elles appartiennent.

Il suffit évidemment, pour que cela ait lieu, que le plan de
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projection soit paralléle & celui qui renferme la droite deg
points de concours de la figure primitive et le centre, d’ail-
leurs arbitraire, de projection. Réciprogquement : 5

Tutorime VI. — Deux ow un plus gmnd nombre de syste-
mes particuliers de droites paralleles, situées sur un méme
plan, ont, en général, puur’pz’o_[ez;lion un égal nombre de sy
temes différents de droites concourant séparément en un point
unique, et tels que tous les points de concours semblab{cs sont
rangés sur une seule et méme ligne droite.

8k. Dans le cas particulier ou le plan de projection se trouve
étre paralléle a celui de la figure primitive, les droites qui
étaient paralléles demeurent paralléles ; ainsi, dans ce cas, les
points de concours et la droite qui les renferme demeurent
tous & U'infini, comme dans la figure primitive.

Les deux propositions qui viennent de nous occuper sont
susceptibles d’étre ainsi généralisées, au moyen des remar-
ques que contient 'art. 81.

Tuiorkne VII. — Une figure plane quelconque, ow entre une
certaine ligne droite, peut élre considérée comme la projec-
tion d’une autre, dans laquelle la droite correspondante est
passée tout entiére & Uinfini; de sorte que toul systeme de
lignes qui concourent en un point de la premiére droite, sur
la figure primitive, est devenu un systéme de lignes paralleles
ou concourant @ Uinfini dans la projection considérée. Réci-
proquement :

Tugonime VIIL. — Une figure plane quelconque, qui ren-
ferme un nombre arbitraive de systémes de lignes, droites ou
courbes, respectivement paralléles, ¢est-i-dire qui concourent
& Uinfini dans chaque systéme respectif, a, en général, pour
projection une autre figure dans laquelle les points de con-
cours & U'infini de la premiére se lrouvent rangés sur une seule
et méme ligne drotte, & distance donnée et finie.

85. Ces diverses considérations, déduites uniquement des
principes élémentaires de la projection centrale, peuvent ser-
vir & interpréter et i justifier méme cette notion métaphysique
que nous avons déja fait connaitre (27): j

« Tous les points situés a I'infini sur un plan peuvent éue
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».considérés idéalement, comme distribués sur une ligne
» droite unique, mais indéterminée de situation. »

On voit, en effet, par ce qui précede, que tous ces points
sont représentés en projection par ceux d’une ligne droite uni-
que, située, en général, a une distance donnée et finie. Quant
i la direction de la droite 4 Uinfini, on doit évidemment la re-
garder comme indélerminée par rapport a celle des autres
lignes de la figure; car, quelle que soit la direction d'une
droite donnée sur un plan, on peut toujours concevoir qu’elle
se transporte, parallelement a elle~-méme, 4 une distance infi-
nie sur ce plan, auquel cas elle doit se confondre avec celle
qui, selon ce qui précede, renferme nécessairement tous les
points a I'infini du mé&me plan. :

Cette notion paradoxale recoit ainsi un sens fixe et déter- .
miné, quand on Papplique i une figure donnée sur un plan, et
qu'on suppose cette figure mise en projection sur un autre
plan quelconque. L'indétermination observée dans la direc-
tion de la droite a Pinfini vient précisément de I'indétermina-
tion méme qui existe dans celle du plan qui projette cette
droite, au moment ol il va devenir paralléle au plan de la
ligure donnée; mais on voit aussi que cette indétermination
v lieu que parce qu’on persiste & donner mentalement une
existence réelle d la droite de leur intersection commune =
quand ils deviennent tout a fait paralléles et que cette droite
passe a I'infini. Au reste, Uindétermination n’existe véritable—
ment que dans la loi ou la construction primitive qui donnait
cette droite lorsqu’elle étaif constructible, et non dans sa direc-
tion méme, puisque réellement elle cesse alors d’exister d’une
maniére purement géométrique.

86. Ces observations générales sont parfaitement d’accord
avec les remarques particuliéres que nous avons eu occasion
de faire aux n* 2k et 27. On trouvera, peut-dire, que nous
aurions du rapprocher entre elles les considérations d’ott elles
dérivent, en mous occupant d’abord de la projection des
figures ; mais, ainsi que nous l'avons déja fait observer au
tommencement de ces recherches, en suivant cette marche
nous aurions risqué de faire perdre au sujet principal le degré
de simplicité et d’uniformité dont il peut étre susceptible,
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Notre objet d’ailleurs, en présentant ces remarques dés [
Ier paragraphe, a été moins de justifier certaines notions de
Pinfini, que de donner, a 'avance, une idée des conséquences
abstraites auxquelles pouvait conduire la considération des
cordes communes aux systemes de coniques.

Revenons maintenant a notre sujet principal, que les discus-
sions précédentes nous ont fait un instant abandonner.

87. Aux principes de projection ci-dessus, dont la dé-
monstration géométrique est facile et généralement connue,
nous pourrions ajouter celui qui consiste a dire « qu'une sec-
» tion conique quelconque peut étre regardée comme la pro-
» jection d’une circonférence de cercle; » mais ce principe
n’est aitre que la définition méme des sections coniques, et
il se trouve d’ailleurs implicitement compris dans 1'énoneé
de ceux qui vont nous occuper.

On peut remarquer, en outre, que, dans tous les principes
qui précédent, rien ne fixe la position du centre de projection
dans Pespace : elle est tout a fait arbitraire, et, pour un point
quelconque donné, on pourra toujours remplir I'une ou I'au-
tre des conditions prescrites. Il n’en est pas ainsi des prin-
cipes qui suivent, ils ne peuvent avoir lieu que pour une
série de positions particuliéres du centre de projection, et,
comme la démonstration en est assez difficile et n’est pas en-
core connue des géomeétres, nous croyons devoir nous y arré-
ter quelque temps et la donner d’une maniére compléte.

88. Tutonine IX. — Une figure plane quelconque, o entrent
une certaine ligne droite et une certaine section conique, peut,
en général, étre regardée comme la projection d’une autre,
pour laquelle la droite est passée entiérement ¢ Uinfini et la
section conique est devenue une circonférence de cercle; de
sorte que, suivant le Théor. VII, tout systéme de lignes con-
tinues qui concouraient en un point de la droite en ques-
tion dans la premiére figure, est devenu un systéme de lignes
paralléles dans la projection, et vice versi,

Pour démontrer ce principe d’'une maniére compléte, et qui
ne laisse absolument rien & désirer sous le point de yue pure-
ment géométrique, nous supposerons qu'il s"agisse de résoudre
la question suivante :
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Etant données ¢ volonté, sur un plan, une droite MN et
une section conique (G), Jig. 165, trowver un centre et un

Fig. 165,

plan de projection tels, que la droite donnée MN soit pro-

Jetée a Uinfini sur ce plan, et que la section conique (C) y
s0it en méme temps représentée par un cercle.

Supposons le probléme résolu. Soit 8 le centre de projec-
tion; concevons le cone oblique qui aurait son sommet en
ce point et pour base la section conique donnée : ce sera la
surface conique projetante de celte courbe; concevons pa-
reillement, par le méme point, un plan qui passe par la droite
donnée MN: ce sera le plan projetant de cette droite. D’apres
les conditions du probléme, il doit exister un certain plan de
projection qui coupe la surface conique projetante suivant une
circonférence de cercle, et le plan projetant suivant une droite
a Pinfini, c’est-a-dire qu'il doit étre paralléle 4 ce dernier
plan; or, ces deux conditions sont incompatibles si le plan
projetant et la surface du cone projetant se pénétrent. Done :

« 1° La droite donnée MN doit étre située tout entiére au
» dehors de la section conique (C), c’est-a~dire qu’elle doit
» en éire corde ou sécante idéale. »

En second lieu, si ces conditions sont remplies par rapport
a4 un certain plan, elles le seront évidemment aussi pour tous
les plans paralléles; car les sections paralléles de la surface

1. 28
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projeiante sontnécessairement toutes semblables, et par con-
séquent circulaires, dans 'hypothese actuelle.

Considérons en particulier, une de ces sections circulaires,
Soit M/N’ la trace de son plan sur celui de la base (C); cette
trace sera paralléle & MN d’apres ce qui précede, et, en sup-
posant qu’elle rencontre cette base, elle y interceptera une
corde M/N’ qui sera commune a. cette courbe et a la section
circulaire correspondante; le milieu ou centre 0’ de la corde
M/N' sera d’ailleurs, comme on sait, situ¢ sur le diametre AB,
conjugué 4 la direction de MN, et pareille chose aura lieu i
Pégard de toute autre section circulaire paralléle a la précé-
dente; de sorte que tous les centres ' des cordes M’ N/, qui
leur sont communes avec la section conique (C), se trouvent
étre distribués sur le diametre AB, conjugué a leur direction
commune et a MN.

Cela posé, concevons par le sommet S et par le diamétre AB
un plan SAB que nous appellerons plan diamétral; ce plan
coupera évidemment en deux parties égales toutes les cordes
terminées a la surface conigue projetante, et qui sont paral-
l1éles & M/N’ ou MN. Donc sa trace sur le plan de chaque sec-
tion circulaire M’N’ sera un diametre D'E’ de cetle section,
perpendiculaire, en son milieu (¥, a la corde correspondante
M/N/, et, par conséquent, sa trace SO sur le plan projetant
SMN, parall¢le @ ceux de ses sections circulaires, sera aussi
perpendiculaire sur le milieu O de la corde idéale MN; car
elle'est paralléle.aux cordes M/N'.

On conclut de 1, que le sommet S doit nécessairement se
trouver sur une certaine droite SO perpendiculaire a la corde
idéale MN au centre O; c’est-d-dive, en observant qu’il ya né-
cessairement une infinité deperpendiculaires semblables toutes
situées dans un méme plan, que :

« 2° Le centre inconnu de projection doit éire situé dans
» le plan élevé perpendiculairement au centre O de la corde
» idéale MN. »

Considérons actuellement ce qui doit se passer en particu-
lier dans le plan diamétral SAB. Soient SA et SB les arétes du
cone projetant situées dans ce plan; D'E’ la trace de ce plan
sur celui de la section circulaire M’'N’, terminé de part el
d’autre aux arétes dont il s’agit. D'apres ce qui précede, cetle
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trace est un diameétre du cercle correspondant, per
sur-le miliea O’ de la corde M/N/ appartenan;ﬁ
cle; de sorte qu’on a
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pendiculaire
ce méme cer-

O'W ‘= 0' DO

D'Iai/s les lignes D'E’ et SO étant paralleles, les triangles
AO'D!, AOS spnt semblables, aussi bien que les triangles
BO'E/, BOS, et, par conséquent, G

SO: OA:: 0'D' 0%, S0:0B::0E :0'B
ou, en mullipliant par ordre,

80°:0A.0B:: 0'DY. O'E" - 0A .
o O'E': 0'A.O'B,

3

50°:0A.0B:: 0N

HOMIOB B AY]
A et B élant les demi-diamétres conjugués a la direction d
la sécante idéale MN (9). : 1
: Telle est la relation’ qui doit exister entre les lignes de Ia
figure, pour que les sections que 'on considére soigm des cir-
conflérences de cercle; or, cetie relation apprend gue Ialt d‘is-
tance SO doit éire égale (9, 12) & la demi-corde interceptée pa
MN dans la section conique supplémentaire de Ia proposée pul;
correspond a la direction de cette droite; done cette di;t;gce
esl constante, et, par conséquent (*): ;
3" ’Lc centre 8 de projection doit se trouver sur une cir-
» conférence de cercle décrite du point 0O pour centre, avec

» Pordonnde de la section supplémentaire dont nous venons
» de parler pour rayon. »

%) La mayche que nous venons de suivre pour établir cette proposi
tion eSt‘entléerODt rigoureuse et 'ne souffre aucune restriction : ual; :
pent toujours supposer qu'on ait choisi Ia corde M'N’, do fagon ﬁ,re g i
lrler la‘section conique; mais on peut y arriver d’une‘ maniére bem?:::: ;
g[f‘;?; %}?ﬁt;[f:tplus SImple,,en invoquanlt le pr'incipe de continuité. Eg
. lila' i une ordonnée commune i la fois au cercle de la section
ire et @ la conigne (C), on doit ayoir, ‘quelle que soit cette section,

e
O'M"  ou O'D'.OE": 0'A.O'B;: B?; A2,
AetB étant les demi-diamétres conjugués & la divection de MN. Or, pour

28,
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Comme il n'y a aucune autre condilic_nT a remplir, on 1)3[}[
conclure qu'il existe une infinité de positions dl? centre Auxi-
liaire S, qui satisfont aux donnéc.s de la (ltlestlon proposée;
mais, pour cela, il faut que la dmlte' donr}e(? M‘N,”sans cesser
d’avoir une situation générale et indéterminée & I'égard de la
courbe, soit pourtant de I'espece de C(yzlles que n.ous avons
nommées cordes idéales, c’est-a-dire qu’elle ne doxf pas ren-
contrer cette courbe; autrement, en effet, le rayon SO .ct, par
suite, la circonférence qui renferme le centre de projection
deviendraient entiérement imaginaires. _ y :

Ainsi, la proposition énoncée en téte dc‘ cet amc?e }%st vraie
pour une série de positions générales et mdet‘e:rmmees dela
droite que P'on considere, et elle cesse dc. I'étre pour e
autre série de positions semblables de la méme drox.telz, ou, si
I'on veut, elle devient purement idéale pour les positions qui
correspondent i cette série. C’cst'dnns ce sens scu}en}ent ({llle
nous avons prétendu dire, dans I'énoncé, que le_prmcxpc a\;ml
lieu en général, i peu prés comme on pourrait dire que, « ('iuln
» point donné sur le plan d’un cercle, on peut,' en gene,m,
» mener deux tangentes a ce cercle ». Cette maniére de s'ex-
primer étant universellement admise dans l'Anz}lyse des coor-
données, nous ne croyons pas qu’on puisse la récuser en Géo-
métrie, ni, par conséquent, avoir des doutes sur le sens que
nous lui attribuerons dans ces recherches. :

La construction du probléme que nous venons de résoudre
dérive immédiatement de tout ce qui précede, et ne ])'ELfL
offrir aucune espéce de difficultés; au lieu'de la rappo‘rter ici,
nous résumerons en peu de mots les conséquences ’m—dess’us
qui la déterminent, en les énongant sous la forme d’un théo-
réme, comme il suit.

3 ] : ; 2 e gt
Tutonkme X. — Une section conique el une ligne droite

la section circulaire infiniment petite SMN, qui passe par le sommet
S, O'DI.O'E’ devienLST)z, et 0’A.0'B se change, de son coté, en 0A.0B,
e1,1 sorte que la relation trouvée prend cette nouvelle forme

50 :0A.0B:: B 1A,

6 Note de 1818
comme il s'agissait de le démontrer. (Note de 1818.)
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données dvolonte surun plan, la suite de {ous les centres de pro-
Jection susceptibles de projeter la figure surun nouvean plan, de
Jagon que la droite passe & Uinfini sur ce plan et que la section
conique y devienne en méme temps une circonférence de cercle,
est distribuée sur une autre circonférence de cercle, unique
et dont le plan est perpendiculaive sur le miliew de la droite
donnée, considérée comme corde de la section conique cor-
respondante, qui a précisément ce point miliew pour centre,
el pour diamétre réel la corde interceptée par cette droite
dans la section conique conjuguée & sa direction et supplé-
mentaire de la proposée (*). Quant & la direction du nouceaw
plan de projection, elle est parallele & celle du plan qui ren-
Jerme & chaque instant la droite donnée et le centre auzi-
liaive de projection.

89. La question qui vient de nous oceuper donne lieu a
quelques observations intéressantes qu'il ne sera pas hors de
propos de faire connaitre. ,

Nous ferons d’abord remarquer que le centre et le plan du
cercle qui contient tous les sommets des surfaces coniques
projetantes, ne cessent jamais d’avoir une existence réelle,
quoique cette circonférence puisse d’ailleurs devenir imagi-
naire. La raison en est quil régne une trés-grande analogie
entre la question que nous avons résolue (fig. 165) pour Ia sec-
tion conique (C) et celle outI'on se proposeraitlaméme question
pour la section supplémentaire correspondante 4 la droite don-
née MN; car lout ce qui a é1é dit de I'une peut s'appliquer
immédiatement a 'aatre, de sorte que le centre et le plan du
cercle qui renferme les sommets auxiliaires S, apparlicnnent
a la fois et indistinctement i toutes les deux; seulement,
celte circonférence elle-méme devient imaginaire pour 'une
quand elle est réelle pour l'autre, et vice versd. Dailleurs on
peut facilement s’assurer que le méme centre et le méme

™

; Algébriquement, cela revient & dire que le carré de ce diametre est
oal

au carré de la corde interceptée dans la section conigque donnée par
I droite correspondante, mais pris avec un signe contraire; de sorte que
ce diamétre est réel ou imaginaire selon que I'inverse a lieu pour la corde
correspondante. (Note de 1818.)
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plan de projection donnent simultanément une circonférence
de cercle pour I'une des seclions coniques, et u;we hyperbole
équilatére pour Pautre; car la relation O'M' =0'D".0'E/,
d’olt nous sommes partis dans le cas du cercle, peut aussi
appartenir & 'hyperbole équilatére, dont O'M' est' 'ordonnée
et D/E/ le diamétre principal, pourvu que le point O soit sup-
posé dans le prolongement et non sur la direction méme de
ce diamétre.

Ce qui vient d’étre observé pour le centre et le plan du
cercle qui renferme le sommet auxiliaire S, a également lieu
pour le point P, projection unique, sur le plan de la base (C),
de tous les centres I des sections circulaires M'N'D'E’; c'est-
a-dire que ce point ne cesse pas d’étre réel quoique le som-
met 8 devienne tout & fait impossible. En effet, d’apres 1'ob-
servation précédente, il doit appartenir a la fois a la section
conique proposée et a celle qui lui est supplémentaire par rap-
port a la direction de MN; en sorte qu’il est tantot la projec-
tion des centres des sections circulaires, et tantdt la projection
des centres des hyperboles équilatéres correspondantes a la
section conique proposée. Mais on peut, en outre, démontrer
que le point P est enti¢rement invariable sur le plan de cette
section conique, en faisant voir qu’il est le pole de la corde
ou sécante idéale MN.

Dabord il est visible que tous les centres I des sections eir-

culaires D'E’; sont placés sur une droite unique passant par §

et située entierement dans le plan diamétral correspondant
SAB, en sorte que le point P, qui est un de ces points, se
trouve situé sur le diametre AB, conjugué a la direction
de la droite indéfinie MN.

Secondement, si, au lieu de considérer, comme dans l'ar-
ticle précédent, une section circulaire queiconque M’N’D"E’,
on s’occupe en particulier de celle TT'DE qui correspond a P,
on obtiendra, par la comparaison des triangles APD et A0S,
BPE et BOS, respectivement semblables, & cause des paral-
leles DE et S0,

QA S0 PACPD,: OB 550 7:: PB ; PE—PD;
d’ou
0OA:OB:: PA:PB;
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relation quic est précisément: celle qui définit le pole de ‘la
droite MN (8), puisque d’ailleurs ABO est le diamétre conju~
gué a cette droite.

De la ce corollaire, qui nous sera utile.

Tutortne XI.— 87 lon projette une section conique et une
ligne droite sur un nouveau plan, de facon que la section
conique devienne une circonférence de cercle et que la droite
pusse & Uinfini, le pole de cette ligne droite aura pour pro-
Jection le centre méme de lu circonférence de cercle dont il
sagit. Réciproquement, si Uon projette une circonférence
de cerele sur un nowveaw plan quelconque, ‘son cenire qura
pour projection le pdle de la ligne droite qui représente celle
a linfini sur le plan de ce cercle.

90. Nous nous sommes beaucoup étendus sur la question a
laguelle donne lieu le principe du ne 88, parce qu’elle est vrai-
ment élémentaire, et qu'elle sert de base a toutes celles qui vont
suivre; nous terminerons ce que nous avons i en dire, par faire
observer que les raisonnements employés pour parvenir & sa
solution demeurent, & quelque chose pres, applicables & tous
les cas possibles, méme 4 celui ou la section proposée est une
circonférence de cercle. Le principe dont il s'agit est done
général quelle que soit Ia section conique que Pon considére,
eril en est ainsi de toutes les conséquences dérivant de la
proposition qui a servi a I'établir.

On peut remarquer, au surplus, que, dans le cas particu-
lier du cercle, Ia section circulaire devient une section sowus-
contraire du cone projetant, el que le rayon SO du cerele qui
renferme a la fois tous les sommels auxiliaires de pareils
cones, est précisément égal 4 la tangente OT, menée du cen-
tre de Ia corde idéale MN & la courbe de base (C); circonstance
qui rend extrémement facile, pour le cas particulier du cercle,
la construction du lieu des sommets auxiliaires S.

91. Tuorizs XIL — Une Jigure plane quelconque qui ren-
Jerme une certaine section conique et un point, peut, en géné-
ral, étre considérée comme la projection d’une autre, pour
I(fquelle la section conique est devenue un cercle, ayant pré-
cisément pour centre la projection de ce point.

Ce principe est un corollaire tres-simple du Théor. XI.
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En effet, soient (C) et P (fig. 165) la section conique et le
point que I'on considére: si 'on détermine la droite MN, po-
laire de P, elle sera évidemment telle, qu’en lui appliquant,
ainsi qu’a la section conique (C), la question résolue dans ce
qui précéde, le cercle de projection aura précisément pour
centre (89) la projection du point donné P.

On voit, d’aprés cela, que la projection sera possible toutes
les fois que le point P se trouvera situé¢ dans U'intérieur de la
section conique, ce gui laisse d’ailleurs sa position entiérement
arbitraire, et que, au contraire, la projection cessera d'étre
réelle ou deviendra purement idéale toutes les fois que ce point
sera pris, d'une maniére également arbitraire, au dehors de
cette méme courbe. Ainsi, le principe qui nous occupe est
assujetti, en tout, aux mémes conditions et aux mémes limita-
tions que celui du n° 88; comme lui, il est applicable a toutes
les sections coniques possibles, et, en particulier, a la circon-
férence de cercle.

92. Tutorkme XIII. — Une figure plane quelconque qui ren-
ferme deux sections coniques, peut, en général, étre regardée
comme la projection d'une autre, pour laquelle les sections
coniques sont devenues des circonférences de cercle.

Ce principe peut étre regardé comme un corollaire immédiat
etpresque évident de ce qui a été dit aux n° 13, 14 et 88; car,
d’aprés le n° 14, deux sections coniques situées sur un méme
plan ont, en général, des cordes idéales communes, et, d'aprés
le n° 88, il parait évident que, sil'on met I'une de ces coniques
en projection, de facon qu’elle devienne un cercle, et que
I'une des cordes idéales en question passe a Pinfini, 'autre de
ces coniques deviendra nécessairement aussi une circonfé-
rence de cercle sur le plan de projection.

Quoique cette démonstration soit satisfaisante en elle-méme,
il nous parait cependant utile, pour I'objet ultéricur de ces
recherches, de faire voir qu'il n’existe, en effet, sur le plan des
deux courbes, que les seules cordes idéales communes qui
puissent remplir les conditions de I'énoncé du principe. Pour
cela, nous nous proposerons de résoudre d’une maniére com-
plete la question suivante :

Etant données deux sections coniques quelconques sur un
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méme plan, déterminer la suite des centres et des plans de
projection tels, que ces sections coniques solent représentées
sur ces derniers suivant deuz circonférences de cercle (*).

Soient (C)et(C') les deux sections coniques données; nom-
mons toujours 8 le centre auxiliaire de projection; il s’agit de
déterminer ce centre de fagon que les surfaces coniques proje-
tantes, qui ont les courbhes (C) et (C’) pour bases, soient sus-
ceptibles d’étre coupées chacune par un méme plan, suivant
une circonférence de cercle.

Imaginons, pour un moment, que la question soit résolue,
si en effet elle peut I'étre, et qu’on connaisse par conséquent
la position du sommet S et celle du plan qui doit couper les
deux cOnes correspondants suivant des cercles; concevons, de
plus, qu'on meéne par ce sommet un plan paralléle au préce-
dent, ce plan viendra couper celui des deux courbes (C) et (C’)
suivant une certaine ligne droite que j'appelle X, qui nous est
inconnue, et dont nous nous proposons actuellement de dé-
terminer la position.

Daprés ce qui a été démontré au n° 88, la droite incon-
nue X, qui se trouve nécessairement projetée a 'infini sur le
plan des deux cereles, doit étre telle que, si on la considere
comme corde de la courbe (C), et que, par son centre, on lui

(*) Cette question inléressanle a ¢lé proposée, a peu prés dans les
mémes termes, aussi bien que la démonstration du principe qui en est la
conséquence, a la page 128 du tome VII des Annales de Mathématiques.
M. Brianchon s’est méme servi, longtemps auparavant, de ce principe dans
un Mémoire inséré au X® cahier du Jowrnal de U Ecole Polytechnique, mais

.sans en faire connaitre d'ailleurs la démonstration. Je ne sache pas que,

depuis T'appel fait aux géométres dans les 4rnrales, personne soit encore
parvenu a une démonstration ou a une solution bien satisfaisante. L'ébau-
che purement algébrique qui en a été publiée dans le volume déja cité
des dnnales est plutot propre, en effet, & faire sentir la difficulté de la
question qu’a la résoudre. Au reste, cette difficullé tient au fond méme des
choses, el dépend trés-peu de la marche algébrique que I'on peut mettre
en usage; car ’Analyse doit naturellement conduire, dans tous les cas,
pour la courbe lieu des centres auxiliaires de projection, & une équation
du 12° degré, décomposable en facteurs du 2° degré, représentant autant
de circonférences de cercle, mais inséparables d’une maniére purement
rationnelle, (Note de 3818.)
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éleve un plan perpendicalaire, ce plan passe par le sommet'S;
méme chose doit avoir liewa I'égard de la droite X, considépée
comme corde de 'autre section conique (€/). Or, d'un méme
point S on ne peut abaisser qu’un seul plan perpendiculaire
une droite donnée; la droite X doit donc étre telle, que son
niilieu, quand on la considére comme corde de la courbe (ay,
et son milieu, quand on la considére comme corde de (), se
confondent en un seul et méme point.

Ila été, en outre, démoniré au méme-endroit, que Ta distance
de ce point au sommet 8 doit étre égale 4 la demi-corde inter-
ceptée par X, dans la section conique supplémentaire quiluiest
conjuguée relativement i (C), et, par conséquent, aussi égale
la demi-corde quelle intercepte dans la supplémentaire cor-
respondante de (€’). Donc ces deux cordes doivent étre égales
entre elles et se confondre, puisque d'ailleurs elles ont méme
point milieu; ce qui ne peut avoir liew évidemment,;
moins (13) que la droite X ne soit une corde idéale commiune
4 Ia fois aux sections coniques (C) et (C/).

Maintenant, siI'on appliquea la droite X, ainsi déterminée
de position sur le plan des courbes (€ ) et (€'), la solution oh-
tenue au n° 88 cité, soit qu’on la combine avec la courbe (€) ou
avec la courbe (€'), le centre ou la suite des centres S de pro-
jeetion ainsi trouvés, rempliront toutes les conditions du pro-
bléeme & I'égard des plans de projection correspondants; plans
dont Ia direction est constamment paralléle & celle du plan qui
renferme la droite connue X et le centre de projection consi-
déré en particulier.

En rapprochant ces conséquences de celles du n° 88, on
en déduitla proposition suivante.

Tatonise XIV. — Fous les points de Uespace qui sont sus-
ceptibles de projeter ¢ la fois, suivant des cercles, deux sec-
tions coniques quelconques situées sur un méme plan, sont
distribués sur autant de circonférences de cercle déterminées
qwil y a de cordes idéales communes auz deux courbes pro-
posées. Ces circonférences sont situées dans des plans respec-
tivement perpendiculaires sur le milien de chacune de ces
cordes, elles ont précisément ces milieua pour centres, et pour
diametre respectif la partie interceptée par chaque corde

DES SECTIONS CONIQUES. 443
idéale dans les sections coniques supplémentaires des propo-
sées, qui correspondent & cefte méme corde. Enfin; le plan de
projection qui donne & chaque fois des sections circulaires,
est parallele & celui qui passe par la corde idéale et par le
centre de projeclion considéré en particulier.

93. Nous aurions’ pu énoncer cetle proposition d'une ma-
niére moins restreinte, en disant qu’il y a autant de circonfé-
rences de cercle, lieux des centres auxiliaires de projection,
quil existe de cordes communes aux deux sections coniques
proposées; car la derniére condition de 1'énoncé détermine
quelles sont celles de ces circonférences dont les diamétres
élant imaginaires, sont, par ld méme, impossibles 4 con-
struire (%), On voit, en effet, que ces circonférences appar-
tiennent aux cordes réelles communes aux deux courbes,
puisque ces cordes ne sauraient couper les sections supplé-
mentaires correspondantes. Au reste, on peut remarquer que,
malgré que ces circonférences soient devenues imaginaires,
néanmoins leurs centres et les plans qui les contiennent sont
toujours demeurés réels et constructibles (89).

En adoptant cette généralité dans les expressions, généralité
qui ne saurait induire en erreur d’aprés ce qui précede, et
faisant en outre attention que, quand on projette deux sections
coniques suivant des circonférences de cercle, la corde com-
mune correspondante passe entiérement a Iinfini- surle plan
de ces cercles, on pourrait énoncer ainsi brievement le prin-
cipe de projection qui fait le sujet du n® 92 :

Deuz sections coniques situées sur un méme plan, et qui
ont une corde commune quelconque, peuvent, en: général, étre
regardées comme la projection de deux circonférences de

(*) On pourrait rendre cet énoncé plus concis encore et plus conforme
a lesprit de I'Analyse, au moyen de la remarque que contient la note du
n° 88; car, selon cetie remarque, le carré du diameéire du cercle, qui
appartient aux centres auxiliaires, deyrait étre égal au carré de la corde
commune que l'on considére, pris avec un signe contraire. Toules ces
circonstances sont fidélement refracées par I'Analyse’ des coordonnées;
qui donne, dans tous les cas, six circonférences de cercle correspondant
aux six cordes communes aux deux sections coniques dont il s'agit (1818).



444 Ve CAHIER. — ESSAI SUR LES PROPRIETES PROJECTIVES
cercle, pour lesquelles la corde commune est toul entiere
passée & Uinfini sur leur plan.

94. Notre objet, en cherchant ainsi a étendre le sens et 6=
noncé des divers principes qui se présentent, est, nous le ré-
pétons encore, de généraliser les conceptions de la simple
Géométrie et de les rapprocher de celles de I'Analyse algé-
brique. Nous justifierons plus tard cette extension d’'une ma-
niére entiérement satisfaisante, en démontrant rigoureusement
Pidentité de nature qui régne entre les cordes réelles et idéales;
car, si nous prouvons qu’elles répondent aux mémes questions,
quelles se déterminent et se construisent de la méme maniére,
il paraitra evident qu’il n’y a aucune distinction a faire entre
elles, et qu'on peut appliquer aux unes ce qu'on a dit des
autres, pourvu qu'on ne prononce pas sur la réalité des lignes
et des points qui en dépendent.

Nous reviendrons, 4 la fin de ce paragraphe, d’une maniére
générale sur ces diverses remarques.

95. Tutonime XV. — Une figure plane, qui renferme un
nombre quelconque de sections coniques, ayant une corde
‘conunune, peut, en général, étre regardée comme la projec-
tion d’une autre, pour laquelle la corde commune est passée
@ Uinfini et les sections coniques sont devenues autant de cir-
conférences de cercle d’ailleurs quelconques.

Ce principe est une conséquence évidente des propositions
(qui précedent; car sila corde dont il s’agit ne rencontre au-
cune des seclions coniques qui lui correspondent, ce qui ne
particularise nullement I'état du systéme, elle sera nécessaire-
ment telle, qu'en cherchant a la mettre en projection sur un
nouveau plan, de facon qu’elle y passe entiérement a I'infini
et que l'une des sections coniques proposées y devienne un
cercle, toutes les aulres sections coniques se changeront pa-
reillement en des circonférences de cercle (88).

Quoique les circonférences de cercle de la projection pro-
viennent de sections coniques qui ont une corde idéale com-
mune, il ne fautpas croire qu’elles aient, pour cela, entre elles
une position particuliére; car on peut démontrer réciproque-
ment qu'un systeme de cercles quelconques, situés i volonté
sur un plan, a toujours pour projection un systéme composé
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d'un méme nombre de sections coniques ayant une corde
idéale commune.

En effet, ces sections coniques peuvent éire considérées, a
leur tour, comme ayant pour projection les cercles dont elles
proviennent; or, nous avons démontré en toute rigueur (92)
que deux et, par suite, un nombre quelconque de sections
coniques situées sur un méme plan, ne pouvaient &ure proje-
tées suivant des circonférences de cercle qu'autant que la
droite X, qui, sur le plan des sections coniques, est la pro-
jection de celle a I'infini du plan des cercles, ne soit une
corde idéale commune au systéme de ces sections coniques.

La remarque que nous venons de faire est parfaitement con-
forme aux notions posées d’'une maniére directe dans le se-
cond paragraphe; nous y avons, en effet, prouvé que deux ou
un plus grand nombre de circonférences de cercle quelcon-
ques pouvaienttoujours étre regardées comme ayant une corde
idéale commune a Iinfini.

En combinant cette remarque avec celles du n° 88, concer-
nant I'identité des lignes droites situées 4 I'infini sur un plan,
on en conclut naturellement ce corollaire général :

Quand on projeite deux ow un plus grand nombre de sec-
tions coniques situées sur un méme plan, et ayant une corde
idéale commune, de fagon qi'elles deviennent toutes des
circonférences de cercle, la corde dont il sagit, passant ¢
Uinfini sur le nouveaw plan, devient nécessairement une
corde idéale ow imaginaire commune @ la fois & toutes les
circonférences qui lui correspondent.

96. Au surplus, les conséquences dont il s'agit étant indé-
‘pendantes de I'espéce particuliére des sections coniques que
Pon envisage (90), demeurent immédiatement applicables au
cas oll ces sections coniques sont, en tout ou en partie, des
circonférences de cercle ayant une corde idéale commune &
distance donnée et finie; et comme, dans le cas particulier ot
les sections coniques sont toutes des circonférences de cercle,
il y a nécessairement réciprocité entre la figure primitive et
Sa projection, on voit que :

Deux ow un plus grand nombre de cercles, tous situés sur
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un méme plan et ayant une corde idéale commune & distance
Jinie, outre celle qui lewr appartient en général & Uinfini,
étant mis en projection sur un nouveaw plan non paralléle ay
premier, de facon qu'ils s'échangent tous en de nouveauz
cercles, il se fera un pareil échange entre les deux systémes
de cordes idéales communes. qui leur appartiennent respec-
tivement, cest-a-dire que la corde & distance finie de I'une
des séries de cercles sera la projection de celle & Uinfini de
Uautre série, et réciproquement. -

97. Ce corollaire trés-simple des principes qui précédent
peut servir a justifier, & priori et d’une maniére générale, Iy
correspondance et identité de nature qui régnent enire les
deux espéces de cordes idéales pouvant, en général aussi, dtre
communes au systéme de deux ou plusieurs ‘circonférences
de cercle tracées sur un méme plan. On peut d’ailleurs ob-
server que la méme réciprocité et la méme correspondance
régnent entre les deux centres de similitude, qui appartiennent
a la fois au systéme de deux cercles quelconques, ¢’est-a-dire
que le centre de similitude directe devient en projection le
centre de similitude opposde, et vice versd.

98: Tuiortwe XVI. — Une ligne plane quelconque, qui ren-

: ferme deux sections coniques ayant entre elles un double con-

tact, peut, en général, étre regardée comme la projection d’une

autre, pour laquelle les sections coniques sont devenues des
circonférences de cercle concentriques. ;

En effet, puisque les deux sections coniques que 'on con-
sidére ont un double contact, elles ont nécessairement une
corde de contact commune qui, en général et pour une série
de positions indéterminées des deux courbes, est purement
idéale (22), et ne rencontre ni Pune ni Uautre de ces courbes.
En outre, d’aprés la nature particuliére du systéme, le pole
de cette corde est le méme pour les deux sections coniques
proposées (20). Donc, si l'on vient i mettre la figure en pro-
jection sur un nouveau plan, de facon que l'une des sections
coniques devienne une circonférence de cercle et que la corde
en question passe a l'infini, Pautre de ces sections coniques
deviendra également une circonférence de cercle (88) ayant
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méme centre gue la premiere ; car la projection du centre de
chaque cercle sur le plan de la fisure donnée est préci-
sément (89) le pole de la corde de contact par rapport A la
seclion conique correspondante, ¢t, par hypothése, ce pole
est le méme dans les deux courbes.

Le principe qui nous oceupe peut servir A justifier, dune
manicre générale, ce que nous avons dit (art. 33) sur les' cir-
conférences de cercle concentrigques; car on peut démontrer
sans peine que deux circonférences concentriques, situdes
sur un méme plan, mais d’ailleurs quelconques, ont récipro-
quement pour projection, sur un nouveau plan arbitraire,
deux sections coniques ayant un double contact idéal,

On yoit aussi que la corde de contact, commune 4 Pinfini 4
deux circonférences de cercle concentriques, n’est autre chose
que la projection de celle qui apparlient aux sections co-
niques correspondantes, et réciproquement; donc

12 Quand on met dewx sections coniques, ayant un double
contact, en projection de fagon quelles deviennent des cir-
conférences de cercles concentriques, leur corde de contact a
pour projection, de son coté, la corde idéale de contact com-
mune & Uinfini auz deux cercles.

2° Quand on: projette deux cercles concentriques sur un
nouveau plan quelcongue, les deux sections coniques qui en
résulient ont pour corde idéale de contact la projection de
celle a Uinfini sur le plan des deuz cercles.

99. 8i la corde de contact de deux sections coniques était
par elle-méme & Vinfini, ces sections coniques seraient néces—
sairement (26) concentriques, semblables et semblablement
situées. Or il n'est pas difficile de voir que, malgré cela, elles
pourraient encore étre projetées suivant des circonférences
de cercle, et la chose aurait également lieu pour le cas par-
ticulier ol ces sections coniques seraient déji des circonfé-
rences de cercle. Ainsi le théoréme qui vient de nous oeccu-
per sapplique a ces diverses circonstances, ‘et ne souflre
Tautres restrictions que celles qui tiennent a la réalité géo-
métrique des points de contact. De méme que ceux qui pré-
cédent, il est vrai pour une série de posilions indéterminées
du systéme, et il cesse de P'étre pour une autre série de posi-
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tions semblables de ce systeme. Enfin, ce principe s'élend
évidemment 4 un nombre quelconque de sections coniques
et de circonférences de cercle ayant un double contact; on
peut done énoncer ce principe général :

Tutonine XVII. — Une figure plane, qui renferme un
nombre quelconque de sections coniques, ayant un double
contact commun, peut, en gélzéral, étre regar([ée comme la
projection d’une autre dans laquelle les sections coniques sont
devenues des circonférences de cercle, toutes concentriques
entre elles, et ayant une corde de contact commune & Uinfini,
projection de la premiere.

100. Les principes de projection que nous avons fait con-
naitre jusqu’d présent donnent lieu & beaucoup d’autres, éga-
lement propres a étendre les conceptions géométriques et i
interpréter certaines notions abstraites de U'infini; mais il serait
aussi long qu'inutile de les rapporter dans ce paragraphe, a
cause de I'extréme facilité avec laquelle ils peuvent se déduire
des premiers. Nous nous bornerons, en conséquence, a en
citer quelques-uns pour servir d’exemples.

Quand on met une section conique en projection sur un
nouveau plan, de facon qu’une de ses tangenles passe a linfini
sur ce plan, elle devient nécessairement une parabole; cela
résulte immédiatement de la définition de la parabole, en tant
quon la considére comme section du cone.

Réciproquement, si 'on met une parabole en projection
sur un nouveau plan quelconque, elle se changera en une
conique ayant pour une de ses tangentes la projection de la
droite a Vinfini sur son plan.

Cela posé, considérons le systeme de deux sections coniques
quelconques situées sur un méme plan : elles auront, en gé-
néral, des tangentes communes; done, si 'on met la figure
en projection sur un nouveau plan, de facon que I'une de ces
tangentes passe a l'infini, les sections coniques deviendront,
d’apres ce qui précéde, des paraboles ayant une tangente con-
mune a U'infini sur ce plan. Done :

Deux sections coniques quelconques, lracées sur un méme
plan, peuvent, en général, étre regardées comme la projection
de deux paraboles ayant une langente commune & U'infini;
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et réciproquement deux paraboles quelconques ont pour pro-

Jection, swr un plan arbitraive, deuz coniques ayant pour tan-

gente commune la projection de celle & I'infini des paraboles.

101. Deux sections coniques quelconques, situées sur un
méme plan, se coupent, en général, en quatre points : il existe
donc aussi, en général, un quadrilatére 4 la fois inscrit 4 ces
courbes. Cela posé, si I'on circonscrit & ce quadrilatére une
troisi¢me section conique, qui ne rencontre nulle part la droite
joignant ses deux points de concours des cOtés opposés, et
qu'on mette la figure en projection sur un nouveau plan, de
fagon que cette derniére conique devienne un cercle et que
la droite passe a I'infini (88), le quadrilatére de la projection
inserit & ce cercle aura ses cOtés opposés paralléles : ce sera
donc un rectangle, a la fois inscrit aux coniques projections
des proposées, lesquelles, devenues concentriques, auront
méme direction d’axes principaux.

Deux sections coniques tracées sur un méme plan pewvent,
en général, étre regardées comme la projection de deux autres,
qui, étant concentriques, ont méme direction d’azes.

1l n’est pas indispensable que I’on prenne, comme dans ce
qui précede, une troisieme section conique auxiliaire : on
peut choisir 'une des deux proposées; mais alors sa projec-
tion devient un cercle. Ainsi, on peut énoncer ce théoréme,
(jui nous sera particulierement utile :

Tutorine XVIIL. — Deux sections coniques tracées sur un
méme plan peuvent, en général, étre mises en pl'qjecliolz
de facon que Uune quelcongue d’entre elles devienne une
circonférence de cercle concentriqgue & la section conique,
d’ailleurs quelcongue, qui vépond & Uautre (*).

{*) On arriverait plug directement aux mémes conséquences en faisant
allention qu’on peut mettre les deux sections coniques en projection sur
un nouveau plan, de fagon que I'une d'elles devienne une circonférence
de cercle, ayant pour centre la projection du point d’intersection de deux
des cordes communes qui appartiennent & leur systéme (91); car il est
\'iﬁil)le que ce centre serail commun @ la fois au cercle et a l'autre courbe,
plmsqu’il diviserait en parties égales deux cordes qui leur appartiennent
simultanément. (Note de 1818.)

1.
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102. On démontrerait avec presque autant de facilité, que
deux sections coniques situées sur un méme plan, peuvent
tre mises en projection sur un nouveau plan, de fagon qu’elles
deviennent semblables et semblablement situées sur ce plan,
On peut prouver, en effet, que si 'on met ces sections co-
niques en projection, de facon que I'une des cordes qui leur
sont communes passe a linfini, elles seront nécessairement
devenues semblables et semblablement placées sur le nouveau
plan (26). Au surplus, on raménerait aisément la démonstra-
tion de ce principe & des considérations du genre de celles
que nous avons mises en usage au n° 88, ce qui offrirait
'avantage de faire connaitre, d’une maniére directe, le lieu des
centres auxiliaires de projection, et les conditions que doit
remplir le plan de projection correspondant.

1l deviendrait fastidieux de multiplier davantage les exem-
ples. Ge que nous venons de dire suffira pour mettre sur la
voie propre & en faire trouver d’autres, quand cela sera jugé
nécessaire pour faciliter une recherche relative a une certaine
figure. On voit d’ailleurs qu’il dépendra tout a fait de la saga-
cité du géometre de choisir dans chaque cas particulier, parmi
tous les principes que peut fournirla doctrine des projections,
ceux qui seront susceptibles de conduire plus directement ou
plus facilement au but qu'il se propose d’atteindre. La partie
de ces recherches que nous destinons aux applications pourra
tenir lieu de préceptes généraux a cet égard. Dans ce qui nous
reste a dire sur la doctrine des projections, nous nous borne-
rons a présenter quelques réflexions propres a résoudre cer-
taines difficultés et a étendre les conséquences géométriques
auxquelles l'usage de cette doctrine peut faire parvenir.

108. La plupart des théorémes ou principes qui viennent
de nous occuper, sont susceplibles d'une plus ou moins
grande limitation, ¢’est-i-dire qu’ils sont vrais pour une série
de positions indéterminées des parties de la figure que cha-
cun d’eux concerne, mais qu’ils peuvent cesser de T'étre
d’ane maniére absolue ¢t géométrique, pour une série d’au-
tres positions, également indéterminées, de ces parties. Nous
avons vu, en effet; que la projection d’une figure dans des
conditions données pouvait devenir, en certains cas, impos=
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sible, imaginaire, quoiqu’en d’autres aussi généraux elle fo
possible et réelle. : ! :

11 résulte de la que les propriétés projectives qu’on pourra
déduire de nos principes, d’aprés ce qui a é1é enseigné au coni-
mencement de ce paragraphe, ne seront elles-mémes des‘con—.
séquences absolues et rigoureusement nécessaires des kaison—
nements établis, que pour une séric de positions indéterminées
de la figure comprises entre certaines limites, tandis que
pour une autre série de positions pareillement renfermées
entre ces limites, mais qui sont au deli quand les autres sont
en deca et réciproquement, pareille chose ne saurait plus
avoir: lieu, & eause que la projection correspondante aura
cessé d’exister d’une maniére absolue et purement géomé-
trique. Ainsi, les propriéiés examinées seront démeréeq
d'une maniére rigourcuse, pour les premiéres de ces posi;
tions, mais elles cesseront de I'étre pour les autres.

Toutefois, on ne doit pas se hiter de conclure que I'objet
d.es raisi)nnemems primitifs étant devenu illusoire, la propriéié
ait par laméme cessé de subsister; car les deux séries de posi-
tions que l'on considére renferment toutes celles que peut
prendre la figure, sans changer les conditions qui la déter-
minent, et, par hypothése, ces positions sont telles, qu’on peut
regarder 4 volonté les unes comme provenant des autres, par
le mouvement progressif et continu de certaines parties de
cetle figure, sans violer la liaison et les lois primitivement
établies entre elles. Or, quand deux figures géométriques sont
ainsi liées entre elles, les propriétés de 'une sont directement
applicables & I'autre, sauf les modifications qui peuvent surve-
nirdans les signes de position ou dans la réalité et la grandeur
absolue des parties, modifications qu'il est toujours facile de
1‘?c0nn‘aitre a lavance, & la simple inspection de Ia figure.
C.est la ce q\'li constitue en effet, pour la Géoméirie, le prin-
cipe de continuité, généralement adopté dans les recherches
qui se fondent sur I'Analyse algébrique. Or ce principe, que
nous avons déja mis en usage plusieurs fois dans le cours de
ce Mémoire, alors que som application était conforme aux
ldle.es déjarecues en Géomélrie, peut se justifier 'une maniére
générale et rigoureuse, en se fondant sur des considérations
a priori, elles-mémes a4 Pabri de toute objection.

29.
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10k. En Géométrie pure, son admission ouverte ne saurait
donner lieu 4 aucune difficulté sérieuse; car, si la propriété
examinée, par hypothése établie pour une situation non sin-
guliere mais indéterminée des parties de la ﬁgm:e, ne concerne
que des objets actuellement réels et constructibles, elle aura
lieu d’une maniére absolue et géométrique; dans la supposi-
tion contraire, elle cessera d’étre applicable a ces objets d.'un(?
maniére purement géométrique, sans, pour 'cel:}, devenir ni
fausse, ni absurde a 1'égard des objets demeurés réels; t.le sorte
que, si I'on conserve mentalement une_exisu_zrlm'e de‘s1gne.ou
d’expression aux objets impossihlgs, la Propme%e'dﬁ'mem sim-
plement idéale a I'égard de ces objets. C"est précisément d'ms
ce sens que jai entendu dire, jusqu'ici, qu’une propmfte,
une relation quelconque est vraie, en général, alors méme
qu'elle 'est pour une série indéfinie de posit\ions dfe la ﬁg.ure,
en cessant de I'étre pour d’autres soumises a la méme loi.

105. Dailleurs, il est essentiel de remarquer que ccTt.ains
objets qui ontavee d’autres, devenus impossibles, une dépen-
dance connue et donnée, ne deviennent pas pour cela eux-
mémes inconstructibles; car ces objets peuvent étre liés a des
parties différentes de la figure par des dépendances plus géné-
rales, et qui demeurent toujours réelles.

Ainsi la corde indéfinie qui passe par les deux points de con-
tact d’une section conique et des tangentes, igwcs d’un ccr.-
tain point, demeure toujours constructible et re_ell_e (5_), q_um—
que ces langentes elles-mémes puissent devenir xmaglnaxfes,
quand ce dernier point passe i 'intérieur de la courbe : laméme
chose a lieu, comme nous l'avons vu, a Pégard de la cox:de
commune a deux cercles ou a deux sections coniques situcjcs
sur un méme plan, ete. En général, on peut poser pour prin-
cipe propre a faire reconnaitre, a l'avance, lc?s och%ts figureés
qui peuvent demeurer réels, quand les parties qui les Fon—
struisent deviennent imaginaires, que ces objets doivent néces-
sairement dépendre, d’'une maniére symétrique et s.imullaneG:,
d’un nombre pair de ces dernieres. La conlﬁidérauon’ dfa ces
sortes d’objets est extrémement importante en Géomeme,. e}
nous ne craignons pas d’avancer qu'elle seule peut par'venu' bl
donner une.interprétation satisfaisante de certains résultats
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étranges de I'Analyse algébrique, concernant les grandeurs
susceptibles de devenir imaginaires.

106. En ayant égard i ces diverses remarques, ainsi qu’a
celles qui se trouvent répandues dans le cours de ce travail,
nous regarderons donc comme générales et applicables &
toutes les situations, les propriétés géométriques qu’il sera
possible de déduire des principes de projection qui viennent
d’éire exposés, quand hien méme ces principes pourraient
cesser d'avoir lieu géométriquement pour certaines disposi-
tions des parties de la figure, et qu’en conséquence sa pro-
jection put devenir imaginaire.

Ainsi, par exemple, toutes les propriétés projectives qui
appartiennent au systéme de deux circonférences de cercle
concentriques, appartiennent aussi au systéme de deux sec—
tions coniques ayant un double contact, que ce contact soit
d'ailleurs réel ou idéal ; nous avons vu, en effet (22), que I'un
de ces cas ne différe pas essentiellement de lautre, et qu’ils
sont assujettis & la méme loi; de sorte que, sans violer cette
loi et sans particulariser les deux courbes, on peut faire coinci-
der celles d’un systéme avec celles de Pautre par un mouve-
ment progressif et continu.

Pareillement, toutes les propriétés projectives dont jouit le
systeme général de deux circonférences de cercle situées sur
un méme plan, appartiennent aussi au systéme de deux sec-
lions coniques quelconques également situées sur un seul
plan, et ces propriétés demeureraient applicables i la circon—
stance méme ot les deux courbes se couperaient en quatre
points réels; circonstance pour laquelle leur projection, sui-
vant des cercles, serait évidemment impossible. Nous en di-
rons autant des autres principes exposés dans le cours de ce
paragraphe, que pour cette raison nous avons énoncés sous
une forme indépendante de toute restriction.

107. Nous le redisons encore avant de terminer, en regar-
dant comme générales et applicables a tous les cas, les pro-
priétés qui peuvent découler de nos principes, nous n’enten-
dons pas pour cela prétendre qu’elles ont un sens toujours
absolu et réel, mais seulement qu’elles ne peuvent, & propre-

ment parler, devenir fausses, ni entrainer, par conséquent,
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dans leur adoption et dans leurs conséquences, a des erreurs
véritables, 4 des absurdités manifesies el contraires aux axio-
mes incontestables de la raison. Ainsi, ces propriétés pour-
ront hien ne conserver, dans certains cas, qu'une significa-
tion purement idéale, 4 cause qu'une ou plusieurs des parties
quelles concernent auront perdu leur existence absolue et
géométrique; elles deviendront, si 'on veut, illusoires, para-
doxales dans leur objet; mais elles n’en seront pas moins
logiques et propres, si on les emploie d’une maniére conve-
nable, 4 conduire & des vérités incontestables et rigoureuses,
bien que susceptibles des mémes restrictions.

108. Tl me parait actuellement inutile de développer davan-
tage ces idées, d’autant que, la suite de ce travail ayant spécia-
lement pour objet d’appliquer les notions qui précédent a la
recherche des propriétés projectives des sections coniques,
cette application servira d’éclaircissement naturel & tout ce
que ces notions pourraient encore conserver d’obscur ou de
difficile & comprendre. On verra, d'ailleurs, avec quelle simpli-
cité ces notions conduisent aux propriétés déja connues et &
une infinité d’autres que la Géométrie ordinaire semblerait ne
pouvoir facilement atteindre, et cela sans employer aucune
construction auxiliaire, et en ne se fondant que sur les propo-
sitions les plus simples, celles qui, ne concernant que la direc-
tion des lignes dans les figures élémentaires, n’exigent, hien
souvent, qu’un léger coup d’ceil pour étre apercues et senties.

SIXIEME CAHIER.

ARTICLES DIVERS PARTIELLEMENT ENTRES DANS LA COM-
POSITION DU TRAITE DES PROPRIETES PROJECTIVES;
EXTRAITS DES ANNALES DE MATHEMATIQUES DE MONT-
PELLIER (T. VIIL a XII, années 1817 & 1822) (*).

THEOREMES NOUVEAUX SUR LES LIGNE3S DU SECOND ORDRE,

(Poir 1. VIII des Annales, p. 1, 1% Lévrier 1817.)

On gest, jusqu’d présent, beaugoup occupé des propriélés des sections
coniques concernant, soit la direction, soit la longueur de certaines lignes
droites qui en dépendent; mais on s’est peu appliqué, ce me semble, &
rechercher les propriétés de ces courbes qui ne seraient relatives qu'a la
relation des angles formés par ces mémes droites. Cependant, on sait depuis
longtemps (Newton et Maclaurin) que les sections coniques peuvent étre
engendrées d’une infinité de maniéres différentes, par lemouvement d’angles
constants qui tournent autour de leurs sommets comme poles; d'ot il
parait naturel d’inférer qu’il doit exister des dépendances mutuelles, trés-
remarquables, entre les angles de certains systemes de droites liées entre
elles d'une maniére relative & la nature générale de ces courbes. Le cas
du cercle, en particulier, présente un grand nombre de semblables pro-
priétés, soit a 1'égard des polygones qui lui sont inserits, soit a I'égard
de ceux (ui lui sont circonscrits, soif, elc.: la plupart de ces propriétés sont
méme connues depuis la plus haute antiquité. Comment donc se fait-il
quon ait jusquici si peu songé @ les généraliser, en cherchant & les
étendre & une section conique quelconque? N'en résulterait-il pas, en
effet, un grand avantage pour la parfaite connaissance de ces derniéres
courbes, et n'obtiendrait-on pas de leur rapprochement des solutions
élagantes et simples de problémes difficiles, quand on les attaque par
les voies ordinaires?

(*) Je n'ai point rapporté dans ce Cahier les notes du rédacteur des Annales,
quelquefois étendues, et dont le manque d’intérét ou d’a-propos aurait pu
faire suspecter mes intentions scientifiques.
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On doit regretier gue M. Carnot, & qui la Géométrie est redevable de
tant de perfectionnements heureux, n'ait pas donné plus d’extension ef
plus de développement a I'idée lumineuse qu'il expose au commencement
dela Sect. 1V de sa Géométric de position, touchant les figures dans les-
quelles on peut déterminer les angles, sans l'intervention des quantités
linéaires ou trigonomérriques. On concoit, en effet, que cette théorie ne
doit pas se borner aux figures composées de lignes droiles seules, et quelle
doit s’étendre également 4 toutes celles dans lesquelles il entre des courkes
dont la génération peut avoir lieu par le moyen des angles seulement;
pourvu toulefois que le systeme de droites dont on examine les angles
soit li¢, d’une maniere convenable, 4 la nature particuliére de ces courbes,
Un cercle, par exemple, cst dans le cas dont il sagit; car il peut dtre
considéré comme le lien du sommet d’un angle constant, dont les cotés
tourneraient autour de deux point fixes : aussi sait-on que ce cerele jouit
d’un grand nombre de propriétés relatives aux angles de certaines lignes
droites, tracées d’une maniére convenable sur son plan. Je répéte 4 des-
sein le mot convenable ; car si, par exemple, on considérait un triangle
inserit & ce cercle, il est évident que cette circonstance n'établirait point
une nouvelle dépendance entre ses angles, puisqu’un Lriangle quelconque
est toujours inscriptible au cercle. Il n’en serait plus de méme si I'on
considérait un quadrilatére ou, en général, un polygone quelconcque inscrit
a ce cercle; car un quadrilatére, et 4 plus forte raison un polygone d'un
plus grand nombre de cdtés, n'est pas indistinctement, comme un triangle,
susceptible d’élre inscrit a cette courbe particuliére. !

Ces idées demanderaient & ¢tre développées et éelaircies plus que nous
ne venons de le faire; mais une pareille entreprise sortirait des bornes
de cet Article; et nous nous contenterons, pour le moment, de présenter,
sans aucune réflexion et le plus rapidement qu’il nous sera possible, une
suite de propriétés des sections coniques, relatives aux angles de cer-
taines droites; propriétés qui pourront étre envisagées comme U'extension
d'autant de propriétés du méme genre, correspondant a la circonférence
du cercle.

Nous rappellerons d’abord la proposition suivante, dont la démonstra-
tion (p. 49 du V¢ volume des Annales) est due & Villustre Maclaurin
(Geometria organica, sect. 111, p. 102)

« SiT'un des cotés d’une équerre passe constamment par I'un des foyers
» d'une section conique, et que son sommet parcoure la circonférence
» déerite sur le premier axe comme diamétre, il s'agit de Iellipse et
» de I'hyperbole, ou la tangente au sommet, s'il ’agit d’une parabole,
» lautre coLé de I'équerre sera conslamment tangent & la courbe. »

Soit PNN'ou (C), fig. 166, la circonférence déerite sur le premier axe,
et F le foyer de la section conique dont il s'agit; Te, T<, ¢ étant trois
tangentes quelconques & cette courbe, et FN, FN', Fz trois perpendi-
culaires abaissées respectivement du foyer F sur ces langentes; leurs
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pieds N, N', 22, seront, d’aprés ce qui précede, sur la circonférence (€):
Prolongeons les (rois tangentes jusqu'a leurs rencontres respectives en

Fig. 166.

T, ¢, ¢, el les deux perpendiculaires FN, FN', jusqud leurs nouvelles
interscctions, en P, P', avec la circonférence (C). Tracons enfin 2N, 2N
et e, Fe'.

Puisque les angles 2, N' du quadrilatére 7 FN"¢' 7z sont droits, ce qua-
drilatére est inseriptible au cercle; done

N 1 7
ang Fe'n = ang FN'n = 5 are.aNP

On prouverait pareillement que le quadrilatére 2 FN zz est aussi inscrip-
tible au cercle; donc

1 .
ang.Ftn = ang. FN» = ;arc.ul\’]’.
De ces valeurs des angles ¥i'z, I'¢n du triangle ¢F¢', on conclut
2 TN ol gt . 1 1
angtl'¢' = = cieNN'PP'N — — arc2NP' — —arcaN'P = = arc PQP',
2 2 2 i

Supposons donc que, les tangentes Tz, T¢' restant fixes, la tangente ¢/
devienne mobile; les perpendiculaires FN, FN' ne varieront pas, ni consé-
quemment I'are PQP’, compris entre elles; donc I'angle ¢F¢' restera de la
méme grandeur, pour toutes les positions de la tangente mobile #2/.

La démonstration est encore plus simple pour le cas de la parabole;
mais alors T'angle constant ¢F¢' devient précisément le supplément de
Vangle T des deux tangentes fixes. On peut donc énoncer généralement
ce théoréme :

1. Langle sous lequel on oit, de Pun des foyers dune section conique,
la partie d’une tangente mobile interceptée entre deux tangentes fizes,
est tougours constant rour toutes les positions de cette premicre tangente.
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Dans le cas particulier de la parabole, cet ﬁ/:gle/ constant est le Supplé-
ment de Pangle formé par les devzx tangentes fixes.

Parmi les conséquences nombreuses auxquelles ce théoréme peut con-
duire, nous nous contenterons de rapporter les suivantes, parce qu'elles
offrent quelque chose de simple et de facile & saisir.

Supposons que, dans une de ses positions, la tangente mobile #2' vienna
& se confondre avec I'une des deux tangentes fixes, avee TN par exemple;
les points ¢', ¢ se confondront alors, I'un avec T et I'autre avec le point de
contact de cetle langente et de la courbe; pareille chose arriverait si la

“ tangente mobile se confondait avec I'autre TN' des tangentes fixes. Done

2. Si, de Pun des foyers d’une section conique, on méne des droites
tant aie sommet de | ’nnglr: farmt" par deux tangentes quelconques & la
courbe quauwx points de contact des deuw cOtés de cet angle avee elle, ln
premiére de ces dewx droites divisera en deux parties égales Pangle

© formé par les deuz autres. :

Ce théoréme' devant avoir lieu quelle que soit la position des deux fan-
gentes en question, il sera vrai encore dans le cas ol un ou plusieurs des
treis points ci-dessus seront situés & une distance infinie; ce qui conduit
a plusieurs conséquences sur lesquelles il est inutile de s'arréter.

Si 'on se donnait le foyer F d’une section conique et trois tangenles
quelconques TN, TN, 7', 'angle ¢F¢' serait déterminé de grandeur, et par
conséquent, en le faisant tourner autour du foyer donné F, la droite '

- qui le sous-tend deviendrait mobile, et roulerait, d’aprés ce qui précéde,
sur la section conique elle-méme, dont on aurait ainsi une infinité de
tangentes. Le dernier des théorémes donnerait ensuite, pour chacune des
tangentes mobiles et des tangentes fixes, le point ou celte tangente vient
toucher la courbe. !

Au lieu de se dohner une position de la ‘tangente mobile #', on pentne
se donner que I'angle constant ¢I'#’'; etalors, en faisant mouvoir cet angle
autour de son sommet I, sans en changer la grandeur, les conséquences
seront encore les mémes. Donc ]

3. 8i, sur le plan d'un angle fixe donné, on fait tourner autour d’un
point arbitraire et fize, pris pour sommet, un angle. quelconque inve
riable de grandeur, et qu’on trace ensuite, pour chacune de ses positions,
les dewx droites qui sous-tendent & la fois Pangle fize et Pangle mobile,
chacune des deux séries formées par ces droites enpeloppera, en parti-
culiery une seule et méme section conique, ayant précisément pour foyer
le sommet fixe de 'angle mobile, et les dewx cotés de Pangle fixe pour
tangentes. En outre, st Pon abaisse du foyer des perpendiculaires, tant
sur les dewr c6tés de Pangle fize que sur toutes les autres tangentes ap-
partenant & une méme séric, les pieds de ces perpendiculaires seront

< sur une méme circonférence de cercle ayant le premier axe de la courbe
- pour diamétre. :
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Dans le cas particulier ou l'angle mobile est égal 4 langle fixe ou en
est le supplément, T'une des deux courbes devient une parabole, et le
cercle qui ui correspond dégénére en une tangente au sommet de cetle
parabole. ;

Cing droites quelconques étant, tracées sur un méme plan, la section
conique qui les touche toutes & la fois est, comme Ion sait, déterminée
et unique, et I'on en peut aisément trouver les foyers avec la regle et le
compas. Done, si l'on considére deux de ces cing tangentes comme re-
présentant les deux langentes fixes dont il a été question ci-dessus, et les
trois autres, lerminées a celles-la, comme représentant la tangente mo-
bile dans [rois de ses situations, on aura résolu, avec la régle et le com-
pas, celte question assez difficile quand on prétend Iattaquer d’une ma-
niére directe.

4. Trouver le point duquel on verrait sous le méme angle les partics
de trots droites données sur un méme plan, interceptéesentre deuz autres
lignes droites aussi données sur ce plan.

Ce probléeme est analogue & celui que M. Carnot a résolu, dans sa Géo-
métrie de position (p. 381, art. 327), et I'on voit que sa solution donnerait
aussi celle de cet autre probléme fort intéressant : Trouver directement
les foyers d’une section conique inserite & un pentagone donné.

Jusqu'ici nous n’avons encore considéré que ce qui se passe 4 I'égard de
l'un des foyers d’une seclion conique; mais il est évident que les mémes
propriétés ont lieu relativement & I'autre foyer; car les raisonnements ci-
dessus demeurent les mémes dans les deux cas. Nous n’avons donc plus,
pour le moment, qu'a nous occuper des propriétés qui peuvent apparte-
nir simultanément au systéme de ces deux foyers.

Soient F, F' ( fzg. 167) les deux foyers dont il ’agit, (C) la circonférence
du cercle déerit sur le premier axe comme diamétre, enfin TN, TN! deux

Fig. 167.

tangentes quelconques & la conique; d’aprés ce qui a été démontré plus
haut, Tangle sous lequel on verrait du foyer la partie d’une troisieme
tangente arbitraire comprise entre les deux autres, aurait. pour mesure la
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moitié¢ de larc PQP', intercepté sur la circonférence (C) par les prolon-
gements FP, FP' des perpendiculaires FN, FN' abaissées du foyer F gur
les deux tangentes TN, TN’. Par la méme raison, P'angle sous lequel on
verrait, de 'autre foyer ¥, cetle méme partie de la troisieme tangente,
aurait pour mesure la moitié de I'arc QPQ’, intercepté sur la circonfe-
rence (C) par les prolongements F'Q, F'Q’ des perpendiculaires F/M’, P\
abaissées du foyer F' sur les deux tangentes TN', TN. Appelant donc
le premier de ces angles, 7' le second, on aura

F :é arcPQP’, F'= é arc QPO = —)1- arcPQ' 4 % arc PQ.
Or, & cause des paralléles, symétriquement placées par rapport au centre

du cercle, on a
arcPQ =arcMN' et arcPQ'= arcMN;

done
F'=LareMN 4 L areMN' = L areNMN';
2 2 2

PRl = E amPQP’—;—i arcNMN’;
mais on a aussi
ang. NFN'= % are PQP' + i arc NMN';

done F+4F'= ang.NFN' on F+ F'=200"—T,

puisque, dans le quadrilatére TNFN', les deux angles opposés N, N’ sont
droits.

Nous avons supposé, dans ce raisonnement, que les deux fovers F, F'
étaient intéricurs au cercle, et c'est ce qui arrive pour 'ellipse. S'ils lui
étaient extérieurs, ainsi quil arrive pour U'hyperbole, on trouverait que
ce n'est plus la somme, mais la différence des angles F, 7' qui est égale
au supplément de I'angle T.

En appelant done, pour abréger, angles vecteurs d’'une méme droite les
angles sous lesquels cette droite est vue des deux foyers d’'une section
conique, on aura ce théoreme, dont I'analogie avec un autre théoréme
trés-connu est digne de remarque :

5. Lorsqitunc tangente & une section conique s¢ termine & deuw autres
tangentes a la méme courbe , la somme des angles vecteurs de cette pre-
miére tangente, dans Uellipse, et lear différence dans Uhyperbole, est
constante et égale aw supplément de Uangle des deux tangentes fives (*).

(*) L’angle dont il s'agit ici est celui qui comprend les deux foyers entre
ses cotés dans ellipse, ou qui n’en comprend aucun dans I'hyperbole. -

Note additionnelle de 1863, — L'énoncé général de la Propos. V, mise &

EXTRAITS DES ANNALES DE MONTPELLIER. 461

Quand la section conique devient une parabole, on a F'= o, et par
conséquent £ = 200° —T, ce qui g’accorde avec ce que nous avons dit
plus haut. Pareillement, quand elle devient un cercle, ona F'= 7, et par
conséquent 2 /7= 200° —T, comme on peut le vérifier & priori. Le cas
ou T serait nul ou égal a 100 degrés offrirait aussi des circonstances re-
marquables ; mais nous ne nous y arréterons pas.

Revenons & la propriéié qui fait le sujet principal de cet article, et exa-
minons en particulier les conséquences qui en résultent pour le cas ot la
section conique est une parabole.

Soient (/7g. 168) F le foyer; TM, TN deux tangentes quelconques don-
nées, el mn une troisieme tangente mobile de la parabole dont il s'agit,

Tig. 168,

D'apres ce qui a été dit plus haut, Vangle vecteur m¥ n est toujours con-
stant et égal an supplément de I'angle MTN des deux premiéres tan-
gentes; donc ce méme angle sera .égal & langle mTx, el par conséquent,

. 8ilon trace FT, le quadrilatére FTmz sera inscriptible au cercle. De 1d

suit ce théoréme :

6. Un triangle étant circonscrit & une parabole , si on lui circonserit,
@ son tour, une circonférence de cercle, elle passera nécessairement par
le foyer méme de la courbe,

Donc, si I'on se donnait & volonté une quatrieme tangente m'z' 4 la
parabole, on obtiendrait immédiatement son foyer en circonscrivant des
circonférences de cercle & deux quelconques des quatre triangles formés
par les rencontres mutuelles de cette nouvelle tangente avec les trois au-

profit par divers géométres postérieurement i 1817, me parait entiérement
neaf et original; mais on peut voir, par les citations des no 467 et 469 du
Traitd des Propriétés projectives des figures, que les corollaires relatils au cas
de la parabole et des triangles circonserits, appartiennent en partie au célébre
gométre allemand Lambert. (Foir aussi 'Art. Correspondance du VII¢ Cahb.)
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tres. Le point d’intersection de ces quatre circonférences, qui n'appar-
tient @ aucune des tangentes données, est évidemment un point unique
par ot elles passent toutes & la fois] car une méme parabole ne saurait
avoir deux foyers & une distance finie.

Nous venons déja de voir que angle mFn est égal & I'angle mTr, qui
est opposé a mn dans le- triangle mT7 ; mais il est visible que ce méme
angle pourrait n'étre qu’égal & son supplément, suivant la position de ce
dernier ; done

1. Un triangle quelconque étant circonscrit & une parabole l’:mgl,:_»
spus lequel on voit, du foyer de la courbe, chacun des trois cotés de ce
triangle est le supplément de Uangle opposé du méme triangle ou lu
est égal, suivant que le foyer se trouve ow ne se trouve pas compris entre
les cdtés de cet angle, indéfiniment prolongés.

Puisque le quadrilatére Frm'T est inscriptible & un cercle, quelle que
soit la tangente mobile mz, 'angle FT m sera toujours supplément de son
opposé Frm, et égal, par conséquent, a l'angle Frz; mais langle FTm
est invariable, puisque, par hypothése, TM et TN sont fixes; done

8. Si Pun des cétés d’un angle invariable passe constumment par le
Sfoyer d’une parabole, et que son sommet parcoure une tangente quel-
conque ¢ la courbe, Pautre coté de Uangle mobile sera aussi constam-
ment tangent & la courbe. X

On peut aussi énoncer ce théoréme ainsi qu’il suit :

9. Si du foyer d’une parabole on abaisse, sous un méme angle donné,
des obliques sur toutes les tangentes é& cette courbe., les pieds de ces
obliques se trouscront appartenir a une seule ligne droite , tangenic
elle-méme a la parabole, k

Ces théorémes ont leurs analogues, pour le cas dune section conique
quelconque. Alors les pieds des obliques appartiennent & une méme cir-
conférence de cercle touchant la courbe en deux points.

On peut déduire de ce qui précede, plusieurs conséquences faciles et
trés-remarquables.

10. Toutes les paraboles inscrites @ un méme triangle quelcongue,
ant leurs foyers sur la circonférence d’un méme cercle, circonscrit @ ce
triangle.

Chaque point de la circonférence dont il s’agit peut, d’apres cela, étre
considéré comme le foyer d'une parabole inscrite au triangle auquel cetle
circonférence est inscrite. Donc

11. Si, d’un point quelcongue de la circonférence d’un cercle circon-
serit & un triangle donné, on abaisse, sous un méme angle arbitraire,
des obliques sur les directions des trois c6tés de ce triangle , leurs pieds
seront situés sur une seule et méme ligne droite.
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Ce dernier théoréme est une extension de celui de R. Simson, rappelé
ala p. 251 du t. IV des Arnales, par M. Servois, qui Pemploie & résoudre
d’une maniére trés-élégante un probléme de Géométrie pratique concer-
nant les alignements sur le terrain. ;

Ce qui précede suffirait sans doute, pour établir la vérité de ce que nous
avons avancé au commencement de cet Article, touchant lavantage qu'il
y aurait & considérer, d'une maniére plus spéciale quon ne 'a fait, jus-
qu'ici, les propriétés des sections coniques qui n’ont rapport qu'aux angles
seuls de certains systeémes de lignes droites dépendantes de ces courbes;
mais, par leffet de la négligence des géometres sur ce point, la maticre
est si riche, que nous ne pouvons nous refuser, malgré ’étendue de cet
Article, & présenter encore quelques recherches du méme genre, particu-
ligres & la parabole, et remarquables surtout par leur analogie avec cer-
taines propriétés des polygones réguliers inscrits et circonscrits au cercle.

Soient ( fig. 169) [ le foyer d’une parabole mnopg; bo, br deux tangentes
quelconques @ cette parabole, la touchant aux points respectifs o, 7.

Fig. 169.

Qg’nn trace les rayons vecleurs fo, fz correspondant a ces derniers
points, et la droite /3, joignant le foyer au point de concours des deux
tangentes; d’apres les Théor. I et V, les angles bfz, bfo sont ézaux entre
eux ot au supplément, de I'angle 760, d’ot il suit que leur somme #fo est
double de ce supplément, et que, dans le quadrilatére nbof, on a .
comme on a d’ailleurs I s 20

042+ b -+ f= foo°,

il gensuit qu'on doit avoir aussi
=0+ n.

Supposons présentement que abed... soit un polygone circonserit & la
parqbole, el (:lont tous les angles soient ézaux entre eux; en menant des
rayons vecteurs tant aux sommets @, &, ¢; d,... quaux points de con-
tack m, n, 0, p, q,... il résultera de ce qui précede ;
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12. 1° Que le rayon vecteur dirigé vers chacun des sommets, divisery
en parties égales Pangle de ceux qui se termineront aux deux: points
de contact entre lesquels ce somumet se trouve compris ;

2° Que le rayon vecteur dirigé vers chacun des points de contact, dii-
sera aussi en parties égales Uangle Jormé par ceur qui se termineront
auzx sommets entre lesquels ce point de contact se troupe compris ;

3° Que, par conséquent, tous les angles formés autour du foyer parles
rayons vecteurs consécutifs sont égaux entre ewx; d’ot il suit que chacun
de ces angles doit étre égal & quatre angles droits divisés par lewr nombre,

Lorsque le polygone est formé.

Rappelons-nous présentement cette proposition, démontrée par le mar-
quis de I'Hopital (*) : i

« La suite des sommets mobiles d’un angle de grandeur donnée et con-
» stante, circonscrit & une parabole, forme une seule et méme section
» conique, dont un des foyers se confond précisément avec celui de la
» parabole. »

Et cette autre, démontrée par M. Brianchon (X° Cahier du Journal de
PEcole Polytechnique, p. 14) :

« Si le sommet d’un angle mobile et variable est assujetti & parcourir
» une premiére section conique, et que ses cOtés soient assujettis a en
» toucher une seconde, la corde de contact avec celle-vi en enveloppera
» une troisieme, »

En remarquant, de plus, que, dans le cas actuel, cette troisiéme sec-
tion conique a un foyer commun avec la premiére, on pourra encore
conclure :

4 Que le polygone circonscrit a notre parabole est lui-méme inscriptible
a une autre section conique qui a un Joyer commun avec elle, et qui est
évideniment une hyperbole ;

50 Quenfin si Con joint les points de contact consécutifs par des cordes
de maniére a former un polygone inscrit, ce polygone sera lui-méme
circonscriptible @ une nowvelle section conique, qui sera évidemment une
ellipse dont le foyer coincidera également avee celui de la premicre.

ADDITION au précédent Article, extraite Cune lettre adressée de Melz,
aun Rédacteur des Annales, en date d’octobre 1817.

Jai avancé, dans les énoncés des deux derniéres propositions de cet
Article, que les coniques qui correspondent aux polygones mscrits et cir-
conscrits & la parabole donnée avaient pour un de leurs foyers le foyer
méme de cetle parabole. Comme je n’en ai point apporté de démonstra-

(*) Traité analytigue des sections coniques, liv. VI
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tion, il me semble qu'il vaudrait mieux supprimer, dans I'énoncé, ce qui
est relatif aux foyers, et terminer article par ce qui suit :

Nous avons déduit ces deux derniéres propositions de théoremes déji
connus, afin d'étre plus courts; mais nous aurions pu en donner une dé-
monstration géomélrique directe et trés-simple, fondée sur des considé-
rations particuliéres d’un autre genre que celles qui précédent. Nous ro-
crettons de ne pouvoir la rapporter ici.

En suivant toujours la marche géométrique, on démontrerait pareille-
ment que :

G* Les sections coniques, corr

spondant aux ])n{rgrmm inscrits et cir-
conscrits a la parabole donnée, ont Cune ¢t Pautre pour
[oyer méme de cette parabole,

ner comnn le

7% St on joint, par des lignes droites, chacun des sommets da poly-
gone circonserit avee le foyer commun ci-dessus, ces droites rcltf}.‘?’}l;c-
ront précisément les points de contact des c6tés correspandeants du poly=
gone inscerit, avee la section conique que ce polygone enveloppe. i

Ces derniéres propositions complétent entiérement ce que nous avions
& dire((nuc!mnl l';{rmlogie qui existe entre les propriétés de cerlains poly-
gones inscrits et circonscrits au cercle et & la parabole.

Au reste,”on pourrait étendre beaucoup les recherches qui précédent.
Nous nous bornerons & citer seulement quelques-unes des propositions
auxquelles nous sommes parvenus, en faveur de la liaison intime quelles
ontavee celles qui font le sujet de cet Article.

13, S8i, autour dun point pris sur le peérimétre une section conlque,
on fait mouvoir un angle constant, de grandeur arbitraire, dont le som-
met est en ce point, et qu'on trace ensuite successivement toutes les cordes
de la courbe qui sous-tendent cet angle, le systéme de ces cordes envelop-
pera une senle: et méme section conique, laquelle se réduira & un point,
quand l'angle générateur sera droit (*).

Quand Fangle générateur est variable suivant cerfaines lois, on trouve
que la corde mobile peut tourner autour de pdles distincts, dans plu-
sieurs cas trés-remarquables. Nous renverrons, pour quelques-uns d’entre
enx, au Mémoire de M. Frégier (Annales, t. VI, p. 322).

14. S, awtour d’un point pris & volonté dans le plan. dune section
conique, an' fait mouvoir un angle droit dont le sommet soit en ce point,
et qilon trace ensuite successivement toutes les cordes de la section co-
nique qui sous-tendent cet angle, le systéme de ces cordes enveloppera une
seule et méme section conique, qui se réduira & un point quand le pdie
fixe sera pris sur le périmétre méme de la section donnée.

A s o il .
{ )' Cette derniére remarque a déji été faite par M. Frégier qui I'a démontrée
par Analyse (Annales, t. VI, p. 231,

it 30
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Cette proposition s'étend évidemment au cas ou la section conigue
donnée serait remplacée par un cercle; mais alors ce cas particulier est
accompagné de quelques circonstances remarquables :

15. La courbe sur laquelle roule la corde mobile a précisément pour

Joyers le pole fixe et le centre du cercle donné. : :

Si, pour chaque position de la corde mobile, on méne, & ses dewx extré-
mités, des tangentes aw cercle donné, le point rl.c concours de ces tan-
gentes ne cessera pas de rester sur une autre mrcn]{ferr,’llnc de cerele,

non concentrique & la premicre.

16. Si un quadrilatére est, en méme temps, inscrit & un cercle et
circonserit & un autre, les cordes qui joindront les points de contact des
cotés-opposés se couperont @ angle droit, et précisément au point din-
tersection «es deux diagonales. Quand UIIA -vw/frim L’Il:i'Illl‘S a z'leﬂlrmer ce
quadrilatére, il ne cessera pas de vester inscrit et circonscrit aux deuws
cercles dont il sSagit; et le point ot se coupent @ la fois les deuz diggo-
nales et les cordes qui. réunissent les points de contact opposés demeure

invariable de position.

Ainsi que je 'ai déja dit plus haut, je ne rapporte 'énoncé de ces pro--

positions qu'en faveur de leur analogie avec quelques-unes des premiéres.

T,

REFLEXIONS SUR L'USAGE DE LANALYSE ALGEBRIQUE EN GEOMETRIE, ET
SOLUTIONS DE DIVERS PROBLEMES DEPENDANT DE LA GEOMETRIE DE LA
REGLE (*). 5

) (T. VIII des Annales, 1°F novembre 1817.)

Monsieur, vous ne trouverez pas indiscréte, sans doute, la liberté que
je prends de vous adresser quelques réclamations touchant la comparai-

(*) Cet Art. IT est le texte d'une lettre en date Qtl 18 octobre 1817, annelxée
2 celle qui contenait 'sppiriox au précédent Article (t. VIIT des zfmmlf'.s', pei4a).
‘Je ferai en outre observer qu'a I'époque dont il s’agit, j'avais en main l? texfe
des premiers Cahiers de ce second volume rédigé pendant ]’hi.ver ll[:'xﬁl.’; a r'Bw.
Toutefois, jappréhende fort que le présent Article de thlosop]u? m/uvh'emai
tique et peut-étre quelques-uns des suivants, venus d'un jeunel c:ﬂ'icler rlasueu’x
de se préparver & Vavance un nom pour la publication du Traité des Prnpr'u:tes
projectives, n’aient indisposé, malgré ses formelles intentions, le savant red:m
teur des Annales de Montpellier contre leur auteur qui, probahlcment.a 08
yeux, n’avait point encore acquis le droit de combattre, quoique :v\vec cireon-
spection et courtoisie, les idées philosophiques d'un ancien professeur, déji
justement estimé pour ses services scientifiques.
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son que vous établissez (Annales, t. VII, p. 289 et 325) ontreles résultals de
la Géométric pure et ceux de la Géométric analytique. Liimpartialité dont
vous faites profession m’est un garant assuré que tout ce qui peut tendre
a éelairer la partie philosophique des sciences exactes doit, indépendam-
ment de vos opinions personnelles 6t de votre maniére particuliére d’en-
visager les choses, trouver un libre accés dans votre journal, principale-
ment destiné, a ce qu'il parait, & recueillir les discussions qui peuvent
gélever entre les géometres sur I'estime relative que I'on doit accorder
aux diverses méthodes propres 4 agrandir le domaine de la scienco.

Tadmire, avec tous les amateurs de Ja belle Analyse, la maniére élé-
gante avec laquelle vous savez la faire ployer, sans efforts, aux questions
les plus difficiles de la Géométrie; et javoue que je ne trouve rien de
plus ingénieux que la marche & la fois nouvelle, simple el rapide que
vous proposez pour parvenir & leur solution graphique définitive. Je pense
que les exemples que vous avez offerts sont hien propres A faire con-
naitre foute la fécondité de IAnalyse, et & la venger, en quelque sorte,
des reproches qu’on ne se croit que trop souvent en droit de lui faire ;
mais je ne saurais cependant admettre sans restriction ceux que yous
adressez, & votre tour, aux résultals auxquels conduit Pusage exclusif des
considérations géométriques.

Si je ne me suis pas ‘trompé sur le sens des réflexions qui précedent
ouqui terminent les Articles rappelés ci-dessus, P'Analyse, ou plutot la
Méthode de Descartes, employée d'une maniére convenable, aurait l'a-
vantage de conduire, pour la solution des problémes de Géométrie, 4 des
constructions bien  supérieures, pour I'élégance ot la simplicité, i celles
que fournit la Géométric pure. En supposant que, par ce mot de Géomé-
trie pure, vous vouliez entendre seulement celle des Anciens, ¢’est-d-dire
celle quiont cultivée les Euclide, les Apollonius, les Viéte, les Fermat, les
Viviani, les Halley, ete., j'avouerai volontiers que, malgré lestime qu'elle
mérite & plusieurs égards, je suis parfaitement d'accord avec yous. J'a-
jouterai méme que je ne pense pas quiavec le secours seul de cette Géo-
méirie, on puisse jamais parvenira quelque chose de bien général. Or,
on ne saurait douter que la généralité des solutions ne soit, le plus sou-
vent, la source de leur élégance et de leur simplicité.

Mais si, par Géométrie pure, vous voulez entendre, en particulier, celle
ou 'on s'interdit simplement T'usage de la méthode des coordonnées, ou’
méme de toute espéce de caleul qui permettrait de perdre momentané-
ment de vue la figure dont on s'occupe; si par Id vous voulez désigner
cette Géométrie, cultivée par les modernes, dans laquelle, au moyen des
notions d’infiniment grands et d’infiniment petits, on parvient & décou-
vrir les relations qui existent entre les diverses parties d'une figure sup-
Posée variable; si vous voulez parler enfin de cette Géométrie qui consiste
d chercher, dans les propriétés de I'dlendue 4 trois dimensions, la solution
des problémes de la Géométrie plane, pour repasser ensuite de celle-ci i

30,
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ce qui concerne la Géométrie de T'espace; je déclare franchement que je
ne saurais admettre avec vous, Monsieur, que cette Géométrie ne puisse
donner. 4 la fois, des solutions aussi simples et aussi élégantes que cel-
les quion déduit du Caleul, Jayoue méme et j'incline fortement & penser
que, traitée @ son tour d’une maniére convenable, moins restreinte
quion ne l'a fait jusquiici, elle peut fournir, par la voie d'intuition qui ui
est propre el pour certaines classes de problemes, des solutions qui I'em-
portent sur celles quion déduit de la Géomélrie analytique, méme dans
I'état de perfection o elle est aujourd’hui parvenue.

Je ne répéterai pas, en faveur de la Géomélrie pure, ce qu'en ont déja
dit les plus grands géométres;; j'essayerai seulement, dans ce qui va suivre,
de donner des exemples particuliers, propres a confirmer et a justifier L'o-
pinion que je me suis formée sur ce point. Il ne suffirait pas, en effet,
dans celte matiére, de rapporter des témoignages plug ou moins consa-
crés, ni méme de simples raisonnements, quelque solides qu'ils pussent
d’ailleurs paraitre ; mais il faut, en quelque sorte, des preuves de faits,
des preuves expérimentales, qui puissent entrer en paralléle; pour I'élé-
gance des résultats, avec celles que vous avez vous-méme offertes en fa-
veur de la méthode des coordonnées.

Je ne prétends pas, au surplus, que la Géométrie rationnelle ait tou-
jours l'avantage sur I'Analyse, ni qu'on doive constamment la préférer i
cotte derniére dans les recherches purement géométriques. Je pense,au
contraire, avee M. Dupin (Développements de Géométrie, I partie,
p- 238), que chacune de ces deux sciences a des moyens qui Jui sont
propres, et quon me pourrail, sans un grand préjudice pour layance-
ment de la science, cultiver 'une ou 'autre d’une maniére exclusive. Ja-
jouterai méme qu’il me parait qu'on ne saurait lrop s'efforcer de les Cle-
ver, pour ainsi dire, de front ou @ la méme hauteur, en employant les
principes généraux de I'Analyse & donmer aux résultats de la Géométrie
toute l'extension qui leur manque d’ordinaire, et qui appartient essentiel
lement A ceux de la premiére; Lout en se servant réciproquement dans
celle-ci des considérations de la Géométrie, soit pour simplifier I'état de
la question en la ramenant 4 des circonstances particulieres plus facile-
ment accessibles, soit pour faire le choix d’inconnues le plus convenable,
soit enfin pour interpréter et pour développer les conséquences géomé-
triques des résultats de ses caleuls.

Tai tout lieu de croire, Monsieur, gue vous souscrirez volontiers doees
derniéres réflexions, et que vous les trouverez lout a fait conformes Avos
propres idées sur la Géométrie pure et sur la Géométrie analytique. Je
crois du moins en avoir pour preuve un grand nombre darticles que
vous avez fournis & votre recueil périodique, et notamment le dernier
des articles déj cités, oit vous faites usage de considérations géométri-
ques préliminaires pour simplifier la question, en remarquant (u'une con-
struction qui peut s'effectuer avee la régle seale, pour I'une quelconque
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des sections coniques, est par 1a méme indistinctement applicable & toutes
les autres lignes de celte espéce. i

Aprés celte espece d’explication qui m’a paru indispensable pour bien
faire connaitre mes idées et intention qui m’anime, je passe aux exem-
ples que j’ai promis d'offrir en faveur de la Géométrie pure. Je me hor-
nerai simplement & indiquer les constructions, sans entrer dans aucun
détail sur les raisonnements qui y ont conduit et peuvent servir & les
justifier; me réservant de faire connaitre, dans une autre occasion, les
principes théoriques sur lesquels ces constructions reposent; principes
dont le développement excéderait nécessairement les bornes d’une simple
lettre.

Le premier des exemples qui suivent paraitra d’autant plus convenable
que c'est précisément, Monsieur, le probléme général dont vous avez
traité le cas le plus simple & la p. 325 de votre VII® volume. Il convient,
au surplus, de prévenir qu’il y a pres de quatre ans que j'en ai décou-
vert les solutions ci-aprés. Vélais alors prisonnier de guerre en Russie;
et, dés mon retour en France, je m’empressai d'en donner communica-
tion & MM. Francais et Servois, auteurs de plusieurs Mémoires trés-re-
marquables, insérés dans les Annales,

1° A une section conique donnée et tracée sur un plan, inscrire un po-
lygone de m sommets, dont les cotés, prolongés s'il le faut, passent res
pectivement par un méme nombre de points donnés, placés arbitraire-
ment sur ce plan, en ne faisant usage que de la régle.

2° A une section conique donnée, et tracée sur un plan, circonscrire
un polygone de m cotés, dont les sommets s'appuient respectivement sur
un méme nombre de droites données, tracées arbitrairement sur ce plan,
en faisant usage de la régle seulement.

Je réunis les énoncés de ces deux probleémes, car, encore hien qu'ils
soient d’une nature différente, rien n’est plus facile, comme I'on sait, que
de passer, au moyen de la théorie des poles, de la solution de I'un quel-
conque a la solution de 'autre, sans employer autre chose, pour y par-
venir, que le tracé de simples lignes droites. Aussi ne m’occuperai-je prin-
cipalement, et presque .exclusivement, dans ce qui va suivre, que de ce
qui_concerne, en particulier, le premier de ces problémes ot il s'agit
d'inserire & une section conigque donnée un polygone dont les cotés passent
respectivement par des points aussi donnés.

Ce probleme, énoncé ainsi d'une maniére générale, se compose essen-
licllement de deux parties distincles : I'une appartenant i la Géometrie
de situation, et I'autre dépendant simplement de la Géométrie ordinaire.
Rien n'indique, en effet, dans I'énoncé, quel est I'ordre ou la succession
des cotés du polygone inconnu, relativement a la disposition des points
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donnés par lesquels ils doivent passer respectivement. Or, il est évident
que chacun des arrangements possibles et différents de ces cotés donnera
lieu & un probléme. particulier, tout & fait distinct des autres, dont la so-
lution devra proprement appartenir a la géométrie ordinaire. La premicre
question & résoudre, celle qui appartient tout & fait & la Géométrie de
situation, consiste donc a rechercher quel est le nombre et Pespéce des
polygones, réellement différents quant ¢ la succession des cdtés, qu'il est
possible de. former, en assujettissant ces mémes cotés. & passer par un
nombre m de points donnés.

Or, il est aisé de voir que le nombre de ces polygones est

12,30 lm=1)
. 2 5

3.4.5... (m—1);

et, quant a la maniére de les former, on appellera a, 0, ¢, d,... I les
points ot doivent passer les divers cotés du polygone; et Pon supposera
que ces mémes lettres appartiennent aussi aux cotés correspondants;
puis-on placera arbitrairement toutes ces lettres, celles @, b, ¢, par
exemple, sur le périmétre d’un premier cercle; le nombre des arrange-
ments divers de ces trois lettres ne saurait évidemment surpasser un, parce
quwon les peut lire indifféremment de droite & gauche ou de gauche &
droite, Pour passer de ce premier cas 4 celui ot il y aurait quatre lettres
a, b, ¢, d, il faudrait intercaler la lettre o successivement entre deux des
trois premiéres, ce qui ne donnera évidemment que trois arrangements
possibles et réellement différents, qu’il faudra écrire séparément sur trois
nouvelles circonférences, afin de ne point les confondre entre eux. On
trouvera pareillement les arrangements qui correspondent & une cinquiéme
lettre e, introduite parmi les autres, et I'intercalant, sur chacune des
circonférences dont il vient d’dtre question, entre deux lettres consécu-
tives des arrangements de quatre lettres quelles représentent séparément;
on obtient ainsi quatre arrangements possibles de cing lettres; pour cha-
cune de ces circonférences; d’ot il suit que le nombre total de ces divers
arrangements est de 3.4 = 12. Pour les distinguer les uns des autres,
on pourrales éerire, & leur tour, sur autant de circonférences particu-
lieres. En continuant ainsi, de proche en proche, on parviendra enfin &
obtenir tous les arrangements possibles et différents qui correspondent
aux . points donnés; et Uon voit bien que leur nombre sera, en général,
3.4.5... (m— 1), ainsi que nous I'avions annoncé.

Rien n'est plus facile que de concevoir I'usage qu'on pourra faire: de
cette espece de tableau artificiel. Supposons, par exemple, que 1'on consi-
dére en particulier un arrangement adcb... f; en se reportant & la figure
du probléme, cela signifiera qu'en faisant passer par « le premier colé
du polygone & construire; le second devra passer par <, le troisiéme pare,
le quatrieme par b, et ainsi de suite, et enfin le dernier par 7.

Cest done ce polygone particulier, différent de tous les autres quant

EXTRAITS DES ANNALES DE MONTPELLIER. 4yr
4 larrangement des cotés relatifs aux points donnég, qu'il s'agira de con-

.struive, par la géométrie ordinaire, de telle sorte qu'il soit inserit 4 la

section conique donnée. Le probleme général qui nous oceupe, ainsi par-
ticularisé, pourra donc s’énoncer de la maniére suivante :

PROBLEME SPECIALISE. — 4 une section conique donnée et déerite sur
un plan, inserire wn polygone de m sommets dont les ediés, prolongés s°il
e fnul, passent rcspcctiuemcnt , et dans un ordre asxiglzé, par autant de
points situés arbitrairement sur ce p/(m, en ne fm’.mnt usage que de la
J'z;g/e A 5 al
Je donnerai de ce probléme deux solutions, l'une et 'autre entiérement
géométriques et assez remarquables, ce me semble, par leur simplicité et
leur généralité. Dans la premiére, je commencerai par examiner les cas
particuliers du triangle et du quadrilatére, et jindiquerai ensuite les
constructions i effectuer pour ramener la solution du cas général & celle
de ces derniers (*).

On peat remarquer, au surplus, que la question, dans fous les cas, s¢
réduit évidemment & assigner 'un des sommels du polygone demandé,
attendu que, ce sommet une fois déterming, la solution s’achéve, avec la
régle seulement, de la maniére la plus simple. Nous supposerons con-
stamment, dans tout ce qui va suivre, que les points donnés, pris dans
T'ordre de succession quion aura choisi & volonté, sont p, p', p',... pt,
et que le sommet cherché, que nous appellerons dernier sommet, est
celui de I'angle dont les cotés passent respectivement par les deux points
extrémes p et p. :

Observons enfin qu'une corde de ligne courbe, supposée double et conte-
nant deux points quelconques donnés sur son plan, peut étre considérée
comme une sorte de polygone & deux cotés seulement et dont les cotés
passent respectivement par ces deux points.

PREMIERE SOLUTION : GRADUELLE. — 1° Pour dewr points donnés p, p'.
Joignez ces deux points par une droite, dont chacune des intersections
avee la courbe pourra étre prise pour le sommet cherché.

2° Pour trots points donnés p, p', p". Inscrivez & volonté, & la section
conique, une portion de polygone de trois cotés, dont le premier ab passe
par p, le second be passe par p!, et le troigiéme ed par p". Tracez la po-
laire del'un quelconque des deux points extrémes p, p", de p” par exemple ;

(*) Les personnes qui n’ont pas entre les mains le Traité des Propriétés
projectives pourront recourir au I¢F Cahier de ce second volume des Appli-
cations, pour le tracé des figures et les démonstrations géométriques, et au
LT (Cah, TIT & VI) pour les démonstrations analytiques et les discussions
indispensables. Quant it ce qui concerne les propositions relatives aux courbes
geométriques en général, Tes Tecteurs trouveront dans le ¢ Cahier du présent
volume des moyens de convietion' trés-suflisants.
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et menez par les deux autres p, p', une droite qui viendra couper cette

polaire en ¢. Menez, par ¢ et ¢, une sécante coupant de nouveau la .

courbe en 7. Menez enfin 7, coupant la polaire en P’, et ra coupant l'au-
tre droite pp'g en P. Alors tracant PP, chacune des intersections de
cette droite avec la courbe pourra étre prise pour le sommet cherché,

8¢ Pour quatre points donnés p, p', p", p". Inscrivez & volonté, i la
section conique, une portion de polygene de quatre cotés, dont le pre-
mier ¢dté ab passe par p, le second be par p', le troisieme cd par p!,
et le quatrieme de par p"'. Menez par les deux premiers points p, p!,
et par les deux derniers p”, p"', deux droites indéfinies se coupant
en ¢. Menez, par ¢ et ¢, une sécante coupant de nouveau la courbe en r,
Menez enfin ra, re, coupant respectivement les droites indéfinies qapp
gp"p" en P, P'. Alors tracant PP, chacune des rencontres de cette der-
niére droite avec la courbe pourra étre prise pour le sommet cherché.

4° Pour des points donnés, au nombre de plus de quatre. Inserivez, 4
volonté, & la section conique, une portion de polygone d’autant de cotés
qu'il y ade points donnés et dont les cotés passent respectivement par ces
points. Soient trailés quatre cotés conséeutifs quelconques de cette por-
tion de polygone comme il a été dit de la portion de polygone elle-méme,
dans le cas précédent. On obtiendra ainsi deux points P, P'. En les sub-
stituant & ceux par lesquels passaient les quatre cdtés conséeutils, on se
trouvera avoir en tout deux points de moins qu'auparavant. En continuant
ainsi & diminuer de deux unités le nombre des points donnés, tant qu'ils
se trouveront au nombre de plus de trois, on arrivera enfin & n’avoir plus
que deux ou trois points, que l'on traitera comme il a été dit au premior
ou au second cas.

DEUXIEME SOLUTION : DIRECTE. — Le¢ nombre des points donnés étant
quelconque. — Inscrivez & volonté et successivement, 4 la section conique,
trois portions de polygones d’autant de cdtés qu’il y a de points donnés et
dont les cOlés passent respectivement par ces points. Soient o, «, o' les
premicres extrémités de ces portions de polygones, et &, 4', &' les der-
nieres, respectivement. Soient considérés ces six points comme les som-
mets d’un hexagone inscrit 4 la seetion conique, ayant pour sommets op-
posés a et &, a' et &', a' et &"; les trois points de concours de ses cotés
opposés seront, comme 'on sait, sur la méme droite, et cette droite cou-
pera la section conique en deux points dont chacun pourra étre pris pour
le sommet cherché.

Quelque incontestable que soit la supériorité de cette seconde solution
sous le rapport de la généralité et de la symétrie, je crois cependant de-
voir fuire observer que, lorsque les points donnés sont peu nombreus,
la premiére semble lui étre préférable sous le rapport de lasimplicité; car
elle exige le tracé d’un moindre nombre de lignes.

Toutes ces constructions ayant une partie arbitraire, on peut profiter de
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ce qu'elles présentent d’indéterminé pour les rendre plus simples. Par
exemple, on peut faire passer 'un des cdlés extrémes de la portion de
polygone par les deux premiers ou les deux derniers des points donnés. Ce
coté comptera alors pour deux, et Pextrémité de la portion de polygone
pourra étre indistinclement supposée & Pune ou & l'autre de ses extré-
mités. En appliquant cette remarque au cas du triangle dans la premiere
solution, on aura deux maniéres de déterminer le point P’ sur la po-
laive p". On pourra donc se dispenser de construire cette polaire, et la
recherche du sommet inconnu se réduira ainsi au iracé de neuf lignes
droites seulement.

On voit, par ce qui précede, que, pour un ordre de succession quel-
conque des points donnés, le probleme peut avoir deux solutions au plus.
Puis done que nous avons trouvé d'ailleurs que ces différents ordres étaient
au nombre de 3.4.5... (m —1), il s'ensuit que le nombre des solutions
sera au plus de 1.2.3... (m —1). ;

Quoique nous ayons annoncé que nous n'insisterions pas sur le second
des deux problémes généraux que nous nous sommes proposés, a raison de
I'extréme facilité avece laquelle il se raméne au premier, nous ne pouvons
cependant nous refuser au ‘plaisir de faire connaitre une construction di-
recte de ce probléme, tout & fait remarquable par sa parfaite analogic avec
celle donnée en dernier lieu pour I'autre. La voici:

Circonscrivez successivement et & volonlé a la seclion conigue, trois
portions de polygones d’autant de sommels qu'il y a de droites données,
et dont les sommets soient respectivement sur ces droites. Soient a, @, a"
les premiers cOtés de ces porlions de polygone, et &, A, " les derniers
respectivement. Soient considérées ces six droites comme les cotés d’un
hexagone circonscrit & la courbe, ayant pour ses cotés opposés a et &,
a' el &', a" et k", les trois diagonales joignant les sommets opposés de cel -
lexagone se couperont, comme 1’on sait, en un méme point, et la polaire
de ce point déterminera, par son intersection avee la courbe, deux nou-
veaux points dont chacun pourra étre pris pour le point de contact de cette
courbe avec le polygone cherché.

Parmi le grand nombre de cas particuliers que peuvent offrir nos deux
problémes relativement & la situation des points ou des droites donnés,
il en est deux qui sont trop remarquables, soit par les circonstances qu'ils
présentent, soit par la simplicité de la solulion qui leur est relative, pour
que nous puissions nous permettre de les passer sous silence; ce sont
les deux suivants :

1° A4 une section conique donnée, ins
de sommets qu’on voudra, dont les cétés passent par un méme nombre de
points donnés, situés sur une méme ligne droite, en fuisant usage de la
régle scule ? ;

2° A une section conique donnée, circonscrire un polygone de tant de
cotés quon voudray dont les sommets Sappuient sur un égal nombre de

srive un polygone donné de tant



474 VI* CAHIER. — ARTICLES DIVERS DE GEOMETRIE
droites données, concourant en un: méme point, en faisant aussi usage
de la régle seulement ?

SOLUTION DU PREMIER DE CES PROBLEMES. — Inscrivez, a volonté, i
la eourbe proposée, une portion de polygone dont les eotés passent res-
pectivement par les points donnés. Le nombre de ces points pourra étre
pair ou impair.

Le nombre des poinis donnés étant pair, si le polygone ne se referme
pas de lui-méme, le probléme ne pourra pas étre résolu ; et si, au con-
traire, il se referme de lui-méme, fout autre se refermera également,
et, conséquemment, le probléeme sera susceptible d’'un nombre indéfini de
solutions.

Le nombre des points: donnés étant. impair, la corde qui joindra les
deux extrémités de la portion de polygone ira couper la droite unique qui
contient les points donnés en un point dont la polaire, par son intersec-
tion avec la courbe, déterminera deux points dont chacun pourra étre pris
pour le dernier sommet du polygone demandé.

SoLUTION DU SECOND PROBLEME. — Circonscrivez, & volonté, & la courbe,
une portion de polygone dont les sommets s’appuient respectivement
sur les droites dormées. Le nombre de ces droites pourra, selon les cas,
étre pair ou impair.

Le nombre des droites donndes étant pair, si les deux cotés extrémes
de la portion de polygone ne se confondent pas en un seal, le probléme
ne pourra étre résolu; et si, au contraire, ils coincident de maniére &
former un polygone fermé; ce polygone et tous les autres quion pourra
construire sous les mémes conditions que celui-ly, résoudront le probléme,
qui ainsi aura une infinité de solutions.

Le nombre des droites données étant impair, la droite qui joindra le
point de concours des cOlés extrémes de la portion de polygone avec le
point de concours des droites données coupera la section eonique en deux
points, dont chacun pourra étre pris pour le point de contact de cette
courbe avec le dernier edté du polygone cherché.

Toutes les constructions précédemment indiquées sont principalement
déduites de deux théorémes généraux dont ndus nous hornerons, pour
le présent, a faire connaitrel'énoncé.

TukoriMe 1. — Un polygone quelconque €tant inscrit ¢ une section
conique, silon vient @ le faire varier de toutes les, maniéres possibles,
de facon cependant quwil ne cesse pas d’ére inscrit & la courbey et que
tous ses cOtés, un seud excepté, passent constamment par des pdles fixes;
le coté libre restera, dans son mowvement, pareillement tangent & une
autre section conique touchant la premiére en denx points.

Dans le cas particulior ot tous les péles fixes seront situés sur uwne

\
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méme ligne droite et en nombre impair, le cété libre tournera constam-
ment autour d’un point fixe situé sur cette droite.

TutoniMe II. — Unr polygone quelconque étant circonserit & une sec-
tion conique, si on vient a le fuire varier de toutes les maniéres pos-
sibles, de sorte cependant qu'il ne cesse pas d’étre circonserit @ la
courbe, et que tous ses sommets, ur seul c.,l‘ccpte’, Sappuicnt constamment
sur des droites fizes; le sommet libre décrira, dans son mowvement, une
autre section conique touchant la premiére en deux points.

Dans le cas particulier owe toutes les directrices, concourant en un méme
point, sont en nombre impair, le sominet libre décrit une ligne droite qui
conecourt [lllé'd‘l. en ce Ijaillt.

Je passe a l'autre exemple que j’ai promis, au commencement de cette
lettre, en faveur de la Géomélrie pure, .

Proprive. — Une section conique étant tracée sur un plan, et deux
points étant donnés arbitrairement sur ce plan, le. premier sur le péri-
métre de la courbe et le second quelconque ; déterminer autant de points
qu'on voudra d’une autre section conique qui, passant parles deux points
donnés, ait, aw premier de ces points, un contact du troisiéme ordre avec
la premiére, en fuisant usage de la régle seulement.

Solution. — Soit P le point donné sur le périmetre de la courbe, et
goit A 'autre point quelconque

Soit menée en P, & la section conique donnée, une tangente indéﬁnie.
Soit menée aussi la sécante PA, coupant de nouyeaw la courbe en Q. Par
un autre point queleonque R de cette courbe et par le point Q, tracez
une sécante rencontrant en 8 la tangente en P. Menez enfin PR et SA,
ces deux droites concourront en un point M, qui appartiendra & la courbe
cherchée. En variant done la position du point R sur la courbe donnée, on
obtiendra tant de points M qu’on voudra de la courbe inconnue.

Si le point A était infiniment éloigné, auquel cas Voscalatrice deman-
dée deyrait étre une parabole ou une hyperbole, la méme construction
subsisterait encore, mais alors elle ne pourrait plus s'exéeuter avec la
régle seulement.

Si, & la place du point A, on se donnait une tangente & Losculatrice
demandée, la construction, un peu différente dans sa premiere partie, ne
perdrait rien d’ailleurs de sa simplicité. 1l ne serait pas difficile, au sur-
plus, de déduire de la précédente construction toute la théorie des oscu-
lations des sections coniques entre elles, mais ce n'est point ici le liew.

Je crois, Monsieur, ces exemples suffisants pour l'objet que javais en
vue. Mais, pour fixer I'attention d’une maniére plus particuliere encore,
je crois devoir faire observer que les problémes qui viennent d’6tre résolus
nesont peut-&tre pas les plus difficiles de ceux que je suis parvenu a traiter
par la. Géométirie sans le: secours du caleul algébrique. Entre les divers
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exemples que j'en pourrais citer, je me hornerai aux deux suivants qui,
a raison de lintérét qu'ils présentent, semblent se recommander d’une
maniére plus spéciale. .

1° Deux sections coniques étant tracées aur un méme plan, construire
un polygone de tant de cotés qulon voudra, qui soit & la fois inscrit &
Pune delles et circonserit & Pautre, en ne faisant usage que de la régle?

2° En un point donné d’une courbe géométrique quelconque tracée
sur un plan, mener une tangente a cette courbe, en ne Sfaisant usage
pareillement que d’une simple régle ?

J’ai peine a me persuader que la Géométrie analytique puisse parvenic
ades constructions générales & la fois plus symétriques et plus ¢légantes
que celles qui précedent, & raison du grand nombre des données qui doi-
vent simultanément concourir 4 la détermination des inconnues. Toule-
fois, Monsieur, aprés les exemples que vous avez offerts aux articles déji
cités des Annales, il est peut-étre prudent de me rien préjuger sur ce
point. C'est la faute que j’avais moi-méme commise avant de connailre
vos solutions, et cela prouve de nouveau qu'on ne doit jamais se héter
d’imputer & I'Analyse des imperfections qui souvent sont uniquement le
fait de ceux qui ne savent point en faire un usage convenable (*).

1L

SOLUTIONS DE PROBLEMES DE GEOMETRIE (**), SUIVIES D'UNE THEORIE DES
POLAIRES RECIPROQUES ET DE REFLEXIONS SUR L'ELIMINATION.

(t. VIII des Arnales, 1¢* janvier 1818.)

Quel est le liew du sommet d’un angle mobile, de grandeur invariable,
perpétuellement circonscrit & une section conique ? Quelle est la courbe

(*) Je supprime ici les réflexions que larticle précédent de philosophie a
suggeéré M. Gergonne, et dans lesquelles, pour établir la supériorité des mé-
thodes algébriques sur celles de la Géométrie pure, il rappelait ses élégantes
solutions des problémes relatifs aux cercles et aux sphéres tangents a d’autres
donnés a volonté sur un plan ou dans Vespace. Mais, ocutre que ces solutions
avaient été précédées par d'autres purement géométriques qui, sanf le manque
de généralité, n’étaient point dénuées d’un certain mérite, le savant rédac-
teur des Annales aurait di ne pas oublier que le suceés de ses méthodes trigo-
nométriques est principalement dic & 'henrenx mélange qu’il a su faire des
considérations géométriques avec celles de 1'Analyse algébrique. Moi-méme, je
dois le reconnaitre, j'ai eu le tort grave de ne pas déclarer que j'avais mis en
usage la méthode des coordonnées de Deseartes, pour établir les bases pre-
miéres des théovies et solutions géométriques énumérées dans le précédent
Article, comme on peut s'en assurer a la lecture du t. I°F de ces A[;/;liclaiam.

(**) Ces deux problémes avaient été proposés a la p. 36 du méme volume
des Annales, Cahier d’aout 1817; j'ai saisi la circonstanee toute naturelle de
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enveloppe de la corde de contact, variable de grandewr, de cet angle
mobile ?

Ce problome, comme on le voit par I'énoncé, se partage en deux autres
\eos-distincts, et quil convient de traiter séparément : je commencerai
par le premier, qui parait le plus facile, c'est-i-dire par celui ot il s'agit de
trouver le lieu du sommet de I'angle mobile et invariable de grandeur,
constamment circonserit & une section conique.

L. Supposons, afin d’embrasser tous les cas, que la conrbe donnée soit
rapportée a I'un de ses sommets comme origine; les axes des z et des »
se confondant, 'un avec I'axe principal, l'autre avec la tangente a son
extrémité. L’équation sera, comme on sait, de cette forme :

(r) P+ Adat+Br=o.

Appelons =, & les coordonnées variables du sommet de I'angle constant
circonscrit & la courbe ; désignons par #2, m' les tangentes tabulaires des
angles que forment, avec l'axe des ., les deux cotés de cet angle, et soit
enfin 4 la tangente tabulaire de I'angle donné que doivent faire ces deux
cotés I'un avee laulre, nous aurons, d’aprés I'énoncé du probleme, cette
premiére équation de condition :

m—nt'

(2) m:&. ou  m— ' = k(v mm').

Parmi les divers moyens de faire trouver m, m'en fonction des coor-
données «, 8, il n’en est point de plus simple que celui employé par M. Le-
francois, a ]a p. 105 de son Fssai de Géométric analytique. Nous le rap-
pellerons ici en peu de mols, en I'appliquant au cas qui nous occupe.

Quon imagine une droite quelconque passant par le point (e, (), et
ayant par conséquent une équation de cette forme :

(3) y—Bb=m(v—z),

elle rencontrera, en général, la section conique en deux points, dont on
obtiendra les abscisses en combinant son équation (3) avec I'équation (1)

leur solution, pour obtenir plus aisément du rédacteur la rave faveur de faire
un]-nmm un extrait des recherches, qui m'avaient dés lors oceupé, sur la
e des polaires réciprogues, et dont, plus tard, M. Gergonne ot d'autres
ont. su habilement tirer un si avantageux profit, sans jamais avouer ni vouloir
‘e Uemprunt fait aux méthodes et aux idées du présent Mémoire; pro-
scientifique peu honorable sans doute quand il est ealeulé, volontaire,
mais qui, en revanche, permet, au dernier survenu, de passer de son vivant
pour un esprit original et inventif, tout en accordant d'ailleurs une serupuleuse
Justice aux médiocrités du jour et des temps passés.
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de cette courbe, En exprimant ensuile que les deux racines de I'équa-
tion a laquelle on sera parvenu sont égales, on obtiendra une ¢équation
de condition, qui indiquera évidemment que la droite en question est de-
venue tangente a la courbe; et cette équation Gtant en.c, B, m et des
constantes, donnera précisément, pour l'expression algébrique de s, les
valeurs cherchées m, m'.

Eliminant done 3 entre les équations (1, 3), puis éerivant que les
deux racines de la résultante en « sont égales, il viendra, toutes reduc.
tions faites,

G AP Bo)m* — § (2 Aef 4 BE)m -+ (446 — B*) =0
En désignant donc par m, m' les deux racines de cette équation, on aura

1.4(’;—{— P
Aaﬂ+31 )

4 mm'

m—-m' =

retranchant la seconde de ces équations du carré de la premiére, il vien-
dra, en extrayant la racine,
By/(ﬂ:—l—zlu”—!—]}u_

Ada*+Ba.

m—m =

on aura en outre

A2 ) B B
T mm' = - 1A=+ B3

substituant & leur tour ces valeurs dans I'équation (2) et carrant, il vient
(4) . 16B[F+ do?~+ Ba]l= [ 44 (2*+F)+4Bu— BT

D'aprés les conditions du probléme, 4 est une quantité constante et
«donnée. L'équation qui précéde fournira donc le systéme des valeurs de «
et £ qui répondent aux sommets des angles égaux circonserits & la sec-
tion conique, et sera par conséquent 'équation méme de la courbe cher-
chée (*).

(*) Je supprime ici une longue note du rédacteur des £nnales dans laquelle
il;prouve, sur I'exemple de Uellipse, que Véquation (4) est en elle-méme indé-
composable en facteurs du 22 degré. Par contre, je ferai observer que la courbe

4 deux branches distinctes, représentée par cette équation et symétrique au-

tour du centre de la proposée, mériterait une étude spéciale qui se rattache &
la théorie des signes de position et des constantes mobiles dont nous nous
sommes oceupés dans la derniére partie du 111¢ Cahier. Qu'il me suffise de dire
que cette courbe, d’une construction géométrique facile et rapide, jouit de
cette singuliére propriété d’étre coupée par chacune des tangentes & Vellipse
directrice, en quatre points réels et distincts, susceptibles d’étre déterminés par
des opérations graphiques qui ne dépendent que du second degré, ¢est-a-dire
de'la régle et du compas, (Cette note et les trois précédentes datent de 1863.)
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1I. Cette courbe est, comme on le voit,du quatriéme degré, et il est
aisé de s'assurer, par un simple déplacement de I'origine sur I'axe des @,
quelle est concentrique avec la proposée; mais c¢est a quoinous ne nous
arréterons pas, non plus qu'a discuter son cours et ses propriétés. Nous
nous bornerons a parcourir, d’une maniére succincte, les cas particuliers
déja connus olt son équation s'abaisse au second degré, ot représente par
conséquent une section conique (*):
1° 8i angle mobile circonserit est nul ou égal a deux droits, ce qui
arrive lorsque ses deux cotés se confondent, la constante / est nulle aussi,
ot 'équation ci-dessus devient

B4 d P4 Bo =0,

A-dire I'équation méme de la section conique, ee qui d’ailleurs est

wldent a priori (**).
2° Si la courbe donnée est une circonférence de cercle, A sera égal a

I'unité, et I'équation (4) deviendra, en développant ¢t ordonnant par rap-
port & B+ o4 Ba,
1647 (B o' Ba)?— 8.8 (a4 &%) (B2 + o+ Ba) + K B = o;

d’on T'on tire

@ik Ba= o (1 TR

équation qui représente le systéme de deux circonférences concentriques
avec la proposée, comme cela étail facile & prévoir.

3° 8i Vangle invariable est droit, 4 sera infini, et I'équation (4) de-
viendra

-l—\

4A(PP+2*)+4 Be—B=o0;

cest I'équation d'une circonférence de cercle, concentrique a la section
conique donnée. En supposant que - soit nulle dans cette équation, au-
quel cas 'équation (1) de la section conigue donnée devient y*+ Bx = o,
et représente une parahole, elle se réduit a cette forme encore plus simple,

fa—B=0;

‘¢'est évidemment 'équation de la directrice méme de cette parabole.

(*) Zoir un. Mémoire de Lahire, dans le volume de 1'.fecadémie royale ides
Sciences, de Paris, pour 1704. { Note de 1817.)
(**) Dans le cas ot /& est nul, on satisfait encore i I'équation (4 ) en posant

GA(B~+ o)+ Be —B=w;

c'est I'équation d’une circonférence concentrique avec la section conique, ayant
un rayon infini. (Yest qu’alors les deux catés de 'angle invariable circonserit
sont paralléles. (Note de M. Gergonne, )
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4° Si, enfin, sans rien statuer sur la valeur de 4, on suppose, comme
dans le cas précédent, que la courbe donnée soit une parabole, et que,
par conséquent, - soit égal & zéro, I'équation générale (4) deviendra, en
l'ordonnant,
3(2+A'2) B’A"_

A e e e i

équation d'une Zyperbole (*) dont le grand axe se confond, pour la direc-
tion, avec celui de la parabole donnée, et qui, de plus, a 'un de ses foyers
en commun avee cette parabole, comme cela a été énoncé a la p. 13 du pré-
sent volume des Annales (t. VIII).

Pour prouver celte assertion, proposons-nous de rechercher les foyers
de I'hyperbole dont il s'agit.

On sait quun des caracteres du foyer d'une section conique, quand
elle est rapportée & son grand axe comme axe des abscisses, est que sa
distance & un point quelconque de la courbe est une fonction rationnelle
et entiere de I'abscisse correspondante. Nommant done f la distance in-
connue de ce foyer & l'origine, on aura, en faisant attention & I'équation
ci-dessus de I'hyperbole, pour la distance de ce point & un- point quel-
conque (z, @) de cette méme courbe,

Cette expression ne peut étre rationnelle, & moins que la quantité sous le
radical ne soit un carré parfait; f doit donc étre telle, qu'on ait

Ve = \/(.-;-A-?) ot (-),./'4-13. 2";‘

<2f'+11. ”‘"2)2-

ﬂ:‘ﬂ
i 3N 2 -
A (ST

(*) 8i, comme le prouve M. Gergonne, la courbe que représente T'équa-
tion () est réellement du /¢ degré, on peut se demander ce qu'est devenue Ia
seconde branche de cette courbe, distincte de 'hyperbole. Or, 4 n’entrant qu'au
carré dans les équations de 'une et Iautre courbes et représentant la tangente
tabulaire d'un angle constant, il est évident qu'au point de vue géométrique, cet
angle peut recevoir, dans le tracé de la courbe lieu du sommet mobile, toutes
les ouvertures qui correspondent en général & une méme valeur, positive ou
négative de /4: tel est un angle aigu donné et son supplément, ete, Dés lors,
il y aliew de considérer deux angles circonserits et distinets comme le sup-
pose la premiére des notes ci-dessus, ot par conséquent, pour chaque tan-
gente de la parabole directrice, quatre sommets d’angles circonserits dont denx
sur Phyperbole et deux & Vinfini, appartenant i une branche conjuguée i I'hy-
perbole, doublement rectiligne, elle-méme i Vinfini; ce qui prouve que tous
les mystéres de la Géométrie analytique ne sont point jusqu'ici entiérement
éclaireis. (Note de 1863.)
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ou, en développant el ordonnant,

1642F2— 8B (24 £)f = B (347 — o,
ot Lon tire pour f ces deux valeurs

B . 3B(14-# -

f T 'Z'a f — TJ 2 :;
<

dont la premiére est évidemment I'abscisse du foyer de la parabole éhxr

née. Donc, en effet, ce foyer est aussi un de ceux de 'hyperbole qui nous
oceupe. "

Pour compléter le rapprochement entre ces deux courbes, nous a

faire voir qu’elles ont une directrice commune, correspondant prée

ment au foyer ci-dessus. 5

vy
La directrice d’une section conique, répondant a I'un de ses foyers, “.

west autre chose, comme on le sait (Brisncion), que la polaire méme de
ce foyer ; ce caractére la distinguant de toule autre droite tracée sur le
plan de cette courbe, il parait convenable de la désigner par Pexpression
de polaire focale, qui en rappelle la nature d’une maniére plus complete
et plus absolue que le mot commun et générique de directrice, et clest
ainsi que nous en userons dans ce qui va suivre. Afin de déterminer cette
polaire dans le cas actuel de I'hyperbole trouvée, soient 2’, ' les coor-
données d’'un point quelconque, considéré comme péle ; I'équation de la
polaire qui lui correspond sera évidemment (*)

1607+ 4[B(24-2) — 42" Je+ 4B (2+ &) 2' — F* B=o0.
; b
Si T'on substitue pour y* et .2’ les valeurs o et — — qui appartiennent,
4
comme nous l'avons vu ci-dessus, au foyer de I'hyperbole commun a la
parabole donnée, cette égalité deviendra

fje—DB=o0;

équation qui appartient précisément & la polaire focale de la parabole dont
il Sagit; comme on s'était proposé de le démontrer.

II. Passons maintenant & la solution de la seconde partie da probléme
proposé, celle ot il s'agit de trouver la nature de la courbe enveloppe de
la_corde de V'angle mobile et constant, circonscrit dans toutes les posi-
tions de cet angle.

(*) Tei, comme dans tout ce qui ya suivre, je suppose que P'on ait une con-
naissance parfaite de la Théorie anal; rtique des péles, exposee par M. Gergonne,
ala page 203 du t. 111 de ce Recueil. (Note de 1817.)

o
I, a1
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Je remarque d'abord que la corde dont il s'agit n’est autre chose que
la polaire du sommet mobile (%, £), et que, de plus, la courbe que par-
court ce sommet est déja connue par ce qui précéde ; d'ou il suit que la
question se trouye naturellement ramenée a celle~ci :

Le pdle dune section conique étant assujetti a parcourir une courbe
donnée, quelle sera la courbe enveloppe de la polaire de ce point, dans
toutes ses positions?

On trouve facilement, par la théorie des poles, que, pour la courbe (1),
la polaire qui répond & un point (2, &) a pour équation

(5) 20y+(2da+ B)x+Ba=o.

Dans celte équation, { est une fonction de =, en vertu de T'équation (4);
or, d’aprés la théorie des enveloppes, quand une ligne varie en méme
temps qu'un certain paramétre, qui entre dans son équation, on obtient
une nouvelle relation appartenant au point correspondant de I'enveloppe,
c’est-d-dire appartenant au point ou cette ligne la touche, en différentiant
Iéquation, par rapport & co paramétre comme variable, et regardant
les coordonnées courantes comme constantes. Différentiant done I'équa-
tion (5) par rapport & e, et laissant 2 et » constantes, il viendra celte
nouvelle équation at

2d—;y+2.4.x+1}=o,

qui servira, conjointement avec celle ci-dessus , & calculer les coordon-
& dp

nées z, y d’un point de Penveloppe, quand «, § et T, Seront connus,

dg

da

port a z et f, ce qui donnera

On obtiendra la valeur de en différentiant I'équation (4) par rap-

A6 2dut B E[4A(F+o")+fBa— B] — 2B
da= = 2B AR[GA(F+o)+fBa— B ]—2F

Substituant cette valeur dans I'équation trouvée ci-dessus, elle deviendra

(2ot B) | R[4 A (8 02) & 4 Bu— B7]— 25|y
(0) = adB| AR[4A(F*+o*) + 4 Ba— B]— 2B |«
— BR| AR (B o) fBe— B — 2B = 0.

Celte derniere ¢quation et I'équation (5) devant, d’aprés ce qui précide,
donner conjointement un point (x, ) de la courbe cherchée, quand on y
mettra, pour « et {3, des valeurs qui conviennent & I'équation (4), il s'en-
suit que, en éliminant « et { entre ces trois équations, on ohtiendra,
en 2 et y, I'équation méme de cette courbe.

IV. A ne consulter que le degré de chacune de ces équations, on yvoit
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que I'équation finale pourrait s'élever Jusqu'an 3a° degré ; et, en suppo-
sant que I'équation linéaire (6) ne se comporte que comme une équation
du 1 degré, ce qui est assez probable, on voit que celte équation mon-
terait encore au 16¢ degré. 1l serait, & ce que je crois, long et pénible
deffectuer en toutes letires cette élimination, & cause des facleurs étran-
gers qui, nous le verrons plus tard pour un cas particulier, compliquent
nécessairement le résultat final auquel on doit parvenir. FPavoue que
je n'ai pas cu le courage de l'entreprendre , quelle que fit d’ailleurs ma
bonne volonté de le faire.

Cependant, comme c'est une question fort intéressante en elle-méme
que celle de trouver, en général, quel est le degré de la courbe sur la-
quelle roule la polaire d'une section conique, quand le péle parcourt une
courbe de degré donné, et réciproquement, j'ai été entrainé & faire les
recherches suivantes, qui, je I'espére, pourront dédommager en partie
le lecteur de l'attention qu’il aura bien voulu accorder & 1'ébauche infruc-
tueuse que je viens de lui offrir.

Théorie des polaires réciproques.

V. Avant d’entrer en maliére, j'exposerai, pour Iintellizence de ce qui
va suivre, ce théoréme général, qui résume en lui-méme toute la théorie
des poles et polaires :

St un certain point est situé sur une ligne droite tracée dans le plan
dune section conique, sa polaire passcra par le pdle de cette droite.

Soit & le pole d’une certaine droite, assujetli a parcourir une courbe
quelconque tracée sur le plan de la section conique qui sert de directrice
ou d'intermédiaire ; si V'on suppose que ce péle « se déplace infiniment
peu de sa position primilive sur la courbe parcourue, cest-d-dire sur
celle qu'il est assujetti & décrire, il n'aura pas quitté la tangente au point
correspondant de cetle courbe; d’un autre coté, sa polaire, d'apres le
théoréme qui précede, n’aura pas quitté non plus un certain point fixe,
qui est le pole méme de la tangente en question. Or, ce point est précisé-
ment celui ot la polaire de « touche la courbe erveloppe, puisquiil est,
par hypothese, le point d'intersection de deux tangentes consécutives de
celte courbe; done, de méme que chaque point de la courbe parcourue
par le point = peut étre considéré comme le pole d'une certaine tangente
de Penveloppe ; pareillement, chaque point de cette derniére peut, & son
tour, étre considéré comme le pole d’une certaine tangenle 4 Ja courbe
parcourue par le point e.

Il résulte de 1a que les deux courbes dont il g'agit jouissent de proprié-
Iés réciproques 4 I'égard de la section conique qui leur sert d’intermé-
diaire ou de divectrice commune; ¢est-a-dire que la courbe des points
peul étre considérée & son tour, comme enveloppe commune des polaires
des divers points de 'autre, et wice versi; on peut done appeler V'une de

oL,
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ces courbes la réciproque de Iautre; et, comme chacune delles peut étre
considérée comme le licu des poles des éléments de sa réciproque, on
peut, pour plus de précision encore, appeler sa [)n/n'irﬂ réciproque. Celte
dénomination permet d’exprimer ainsi, d'une maniére trés-abrégée, les
conséquences des remarques qui précedent -

La polaire réciproque une courbe donnée sur le plan d’une section
conique, est & la Jois le liew des pdles de toutes les tangentes a celle
premiére courbe, et L'enveloppe de ['espace parcoure par les polaires des
points de celte méme courbe. : i

En langage ordinaire, cette proposition s’exprimerait ainsi :

Une courbe quelconque élant donnée sur le plan d’une section conique,
celle sur laguelle roule, dans son mowvement, la corde de contact de
Pangle mobile et variable circonserit @ cette section conique dont le som-
met parcourt constamment la courbe donnée, est aussi celle que deprait
décrire le sommet d’un autre angle mobile et variable, circonscrit & la
section conique, pour que DVenveloppe de Despace parcourw par sa corde
de contact fit la premiére courbe elle-méme.

VI. Supposons actuellement, afin de reconnaitre quel est Ig dggré do
la polaire réciproque d'une courbe donnée, que I'on trace arbitrairement
dans son plan une ligne droite quelconque; cette droite la rencontrera,
en général, comme l'on sait, en autant de points que son degré renfer-
mera d’unités. Or, daprés ce' qui précede, chacun de ces points est lo
pole d’une certaine tangente & la courbe donnée; et, par la théorie dles
poles (V), cette tangenle passe nécessairement par le pole de la droile
arbitraire; donc cette derniére rencontrera la polaire réciproque en au-
tant de points que, par son pdle, on pourra mener de tangentes & la courbe
donnte. La question se trouve ainsi ramenée & celle-ci :

VII. Combien, dun point arbitrairement donné, sur le plan dune
coutrbe quelconque, peul-or mener de tangentes a cette courbe?

Dans le cas ot la courhe est transcendante, on sait quen général on
peut lui mener, d’un point donné, une infinité de tangentes réelles ou
imaginaires; done, la polaire réciproque qui lui correspond sera suscep-
tible d’étre coupée en un pareil nombre de points réels ou imaginaires,
par une droite arbitrairement tracée dans son plan (V1), et sera par con-
séquent transcendante elle-méme comme la proposée ; mais ce n’est pas
la le cas qui nous intéresse. Passons done & celui oi la courbe pro-
posée est purement algébrique. ;

Dans ce cas, en désignant par m le degré de la courbe dont il sagit, le
nombre des tangentes possibles, partant d'un méme point, sera fini; et;
suivant Waring (*), il ne saurait surpasser le carré de . Mais nous
allons faire voir que le nombre effectif de ces tangentes est, en général

(%) Miscellanca analytiea, p. 100.
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et au plus o2 (7 —1); ce qui diminue dé m le nombre indiqué par co
géometre.

Supposons, en eifet, qu'on mette en perspective la courbe et le point
donnés, de maniére que ce point soit situé & une distance infinie; les tan-
gentes, au lieu de concourir, deviendront alors parallles; de plus, lo
degré de la courbe n’aura pas varié, non plus que le nombre des tangentes,
puisque chacune des tangentes de la figure primitive se trouvera rem-
placée par sa perspective. Il suffira donc de démontrer le théoréme énencé
pour le cas particulier ol les tangentes doivent foules étre paralléles &
une méme droite donnée.

Le coefficient différentiel du premier ordre j—“:: d’une courbe plane

quelconque étant Texpression méme de la tangente tabulaire de I'angle
que forme, avec l'axe des «, la tangenle au point correspondant de celte
courbe, il suffira, dans le cas actuel, d’écrire que celte expression est
ézale 4 une quantité donnée et constante (*); ce qui fournira une équa-
tion de condition, exprimant la relation qui doit exister entre les coor-
données des points de contact cherchés, et servira par conséquent, con-

(*) En proposant, dans des notes annexdes i cet alinéa, de simplifier davan-
tage encore la démonstration en prenant pour axe des 2 la droite & laquelle
les tangentes doivent étre paralléles, ce qui dispense de considérer le dénomi-
nateur de Texpression algebrigue du coeflicient différenticl, le Rédacteur des
Annales me paraissait avoir parfaitement saisi 'esprit et la rigueur géométrique
de ce mode abréviatif de démonstration. Comment done se fait-il qu'aprés s’y
efre associc¢, en 1817, pour établir Ia vérité du théoréme ci-dessus relatif aux
m(m—1) tangentes i une courbe plane du degré i, issues d’un point donné,
M. Gergonne ait complétement oublié ou méconnu ce théoréeme en 1826, et
qu'il ait fallu mes avertissements réitérés et ceux de Bobillier, qui en reportait
faussement d’aillears le mérite & M. Vallés, pour que Vauteur d'une fictive
dualité vevint de ses absurdes prétentions A Pencontre d’une théorie assez lar-
gement ébauchée dans le présent Article des Annales pour que les conséquences
en devinssent d'une évidence palpable aux esprits non imbus de billevesées
métaphysiques? On le concevra facilement si Pon ré it que le théoreme
en question faisait crouler un vasge échafaudage philosophique, enté sur un
principe tiré lui-méme d’une incompléte analogie, et dont Verreur, le mangque
de géncralité obligaient I'inventeur i substituer au mot degré celui de classe, en
cela averti, guidé par mes propres critiques et les observations que contenait
déja le n VIII du texte ci-dessus. Mais cette tardive rectification de mots n’a
point modifié les prétentions de M. Gergonne et de ses admirateurs intéressés,
qui se gardérent bien de reconmaitre ostensiblement mes droits, évidents pour
tout géométre nourri des deetrines de I'Eeole de Monge, a la priorité de I'in-
vention du principe de r‘écl}:l'ocité Im'laire, du moins quant aux propriéés
de -ri])tivcs ou de situation des figures, les seules domt M. Gergonne et ses
adeptes se fussent oceupés. Je n'avais alors, il est vrai, rien publié de’bien,
explicite sur la dualité des. relations métviques projectives. ([Note de 1864.)
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jointement avec celle de la courbe donnde, & déterminer tous ces points
de contact. Or, I'expression du coefficient différentiel d’une courbe dy
degré m est une fonction dont Je numérateur et le dénominateur ne sont
évidemment que du degré m —1; done P'équation de condition dont il
s'agit sera elle-méme du degré m —1, et I'élimination de = ou de y,
entre elle et la proposée, du degré 7z, conduira & une équation finale qui
s'élevera, tout au plus, au degré m(m—1), comme cela résulte des
théories connues. Donc, finalement, on ne saurait mener & une courbe
de degré m plus de u2(m— 1) tangenles par un point quelconque de
son plan.

Dans la démonstration qui précede, nous n'avons fait usage des consi-
dérations de la perspective que pour abréger; il ne serait pas difficile de
démontrer le principe établi, d'une maniére directe et tout a fait algé-
brique; mais cela nous aurait entrainé dang quelques calculs que, bien
qu’ils soient fort simples, nous avons préféré épargner au leclear.

VIII. L’équation de condition dont il a été question ci-dessus, élant en
général du degré m — 1 entre les coordonnées & et » des points de con-
tact, représente évidemment une courbe de ce degré qui coupe aur
mémes points la courbe proposée. Si, par exemple, celle-ci est une co-
nique, on auram—r5=1; douil suit que les poinls de contact, au
nombre de deux seulement, se trouveront sur une cerlaine droite, qui
sera évidemment la polaire du point de départ des tangentes. Sila courbe
donnée était du troisitme degré, le nombre des points de contact serait
siz, el la courbe qui couperait la proposée en ces points serait une sec-
tion conique. Ces deux courbes, la proposée et celle qui la coupe suivant
les points de contact des tangentes issues d'un méme point, jouissent en
général de propriétés nombreuses et remarquables ; mais ce serait sortir
du sujet qui nous occupe que de les faire connaitre ici (*).

FX. Nous venons de voir que, d'un point pris & volonté sur le plan
d’'une courbhe géométrique du degré m, on ne peut mener plus de

(*) Ceci se rapporte aux théories géométrico-analytiques qui terminent
le 1I1¢ Cahier de ce volume (p. 149 et suiwx],’ rédigé dans I'hiver de 1815 & 1816.
Ces mémes théories ont ¢lé reprises et développées avee suceés, en 1827, par
Bobillier, esprit intelligent et singuliérement actif, déja cité dans le premicr
volume de ces Applications, et qui, apres ayoir épousé les idées de M. Ger-
gonne, voulut bien enfin reconnaitre sa propre injustice & mon égard, dans une
correspondance et des relations particu! i datant de 1828 & 1829; époque
on il se lia d'une am sincére avec moi par Vintermédiaive de M. Bardin,
professeur i 'eole rigimentaire d’artillerie de Metz, et bien au fait de mes
anciens travaux de ( Certainement, la récipracité polaire et dantres
graunds principes de Géomd lécouverts deés avant 1824 et dont on a déduit,
sans prononcer mon nom, tant de théoremes ot de covollaires dvidents, mais
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m(m—1) tangentes & cette courbe; done (VI) la polaire réciproque
d'une courbe donnée, de degré 22, ne pourra étre rencontrée, 4 son tour,
en plus de m (m—1) points, par une droite quelconque, (racée arbitrai-
rement sur son plan; et tel sera par conséquent, en général, le degré de
cette méme courbe.

Prenons pour exemple particulier le probléme qui fait le sujet de cet
article. Nous avons vu (I) que le sommet mobile de Iangle constant,
perpétuellement circonserit & une seclion conique dounée, parcourait,
dans toules ses positions, une courbe du quatrieme degré; donc, dans ce
cas, le degré de la courbe enveloppe de 'espace parcouru par la corde
de contact ne saurait étre au plus que 4(4—1)=12: ce degré pourra
dailleurs étre moindre, attendu que la courbe parcourue par le sommet
de I'angle n'est pas la plus générale de son degré ; mais, vu la compli-
cation des éliminations & effectuer (IV), c’est déja quelque chose que
davoir prouvé que la courbe enveloppe me saurait éire d'un degré plus
dlevé encore. !

Quoique la réciproque d'une courbe donnée soit en général du degré
m(m—1), quand le degré de celle-ci est m, on ne peut cependant lui
mener, d'un point pris arbitrairement sur son plan, que = tangentes au
plus; bien quiil semble (VIL) que le nombre des tangentes possibles,
pour une courbe de ce degré, soit m (m — 1) [ae(m—1)— 1], Mais c’est
que cette courbe n'est pas générale, c’est-d-dire qu'elle est d’uné espece
particulieére parmi toutes celles du méme degré, et quune courbe du de-
gré m m'a pas toujours et nécessairement 7z (72— 1) tangentes possibles
concourant en un meéme point, pris & volonté sur son plan. La parabole
cubique, par exemple, n'a au plus que trois tangentes, soit réelles, soit
imaginaires, passant par un point arbitraire, quoiqu'une courbe du troi-
sitme degré puisse en général en avoir six, comme nous 'avons vu ci-
dessus. On peut wrer toutefois que, méme dans ce cas particulier,
la courbe de contact est encore une section conique, comme dans le cas
général 5 mais sa nature el sa situation sont lides & celles de la parabole
cubique de maniére a ne couper celle-ci qu'en trois points au plus.

clrangers aw but général que je cherchais a atteindre; certainement ces principes
sont devenu jourd’hui Uobjet d'une infinite de démonstrations géométriques
ou algébriques, élégantes et faciles; mais, envisagés comme point de départ
Qautant de doetrines philosophiques et de duplication des vérités connues, ils
ont acquis une universalité d’application et une portée que I'on nierait en vain,
elquiest entiécrement comparable A celle de la doetrine des projections centrales
ou de homologie, dont Jacobi et quelques. esprits d'élite ont fait comprendre
Vinfluence, meme pour les progres ultévieurvs de 'Analyse algébrique Ceci me
dispense de revenir sur leur extréme importance, et répond a hien des déni-
grements, d'injustes dédains, ou a des insinuations obliques, qui, pour I'épaque
actuelle, ont été Porigine de tant de confusion, de meprises et d’oublis plus ou
moins volontaires. (Note de 1864.)
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X. La dépendance intime entre une courbe donnée et sa polaire réci-
proque est extrémement remarquable, comme on a pu le voir par tout ce
qui précéde ; nous ajouterons de plus, pour compléler ce rapprochement,
que : 1° les points d’inflesion de 'une correspondent aux points de re-
broussement de l'autre, et réciproquement; 2° les points situés & I'infini
sur L'une corréspondent aux points de contact de I'autre ayec les tan-
gentes partant du cenire de la section conique directrice; 3° ces points
de contact sont précisément les poles des asymptotes de la premiére, et
ces mémes tangentes les polaires des points situés a Uinfini ot ces asymp-
totes la touchent; 4° quand la proposée a une ou plusieurs branches pa-
raboliques, c'est-d-dire une ou plusieurs branches dont les asymptoles
sont entiérement a l'infini, la réeciproque a un méme nombre de bran-
ches passant par le centre de la section conique directrice ; 5° celte ré-
ciproque est ouverte ou fermée, suivant que de ce centre on peut oune
peut pas mener des tangentes & la courbe dont il s'agit; et 16 nombrede
ses branches infinies est précisément égal au nombre de ces langentes
possibles; 6 les points multiples de la courbe donnée sont les poles, des
tangentes communes a la fois a plusieurs branches de la réciproque, el
précisément & un nombre de branches marqué par ordre de multipli-
cité des points dont il s’agit: Les points de contact de cessorles de fan-
gentes sont des points singuliers (rés-remarquables dans les courbes, en
général ; et Uon voil qu'ici ces points de contact sont les poles des lan-
gentes aux points mulliples de la courbe primitive ; 7° elc.

Toutes ces conséquences découlent naturellement des n® V et VI qui
précédent, et il me parait inutile de m’y arréter davantage. Je terminerai
ce que je me proposais de dire sur les polaires réciprogues, en faisant
connaitre, au moyen dun exemple particulier, assez remarquable, le
parti quon en peat tirer pour la recherche ou la démonstration géomé-
trique de certaines affections des lignes courbes, en général. Voici cet
exemple :

XL Dewr courbes géométriques, Lune du degré m, et Pautre du degrén,
étant {racées sur un méme plan, le nombre des tangentes qui leur sont
communes est en géncral et auples mn(m—1)(n—1)(*).

.(”) Qui ne voit nettement, dans cette simple et originale application, Ja ma-
mll'e'station d’un principe, non de dralité universelle, vague et indéfinie, mais de
réciprocité polaire, rvigoureuse, genérale et embrassant 'ensemble des propriétés
descriptives ou de situation, ¢’est-a-dive indépendantes de toutes grandeurs ab-
solues et déterminées, en un mot caractérisées par épithéte de projectives;
les seules, je le répite, envisagées par M. Gergonne et ses fervents disciples? Qui
ne voit encore que cetle doctrine s'étend tout anssi bien au cas de Vespace
qu'a celui du plan, puisque Monge, proclamé devant un savant auditoire,
immortel par Vimmortel Lagrange, a non-seulement défini géométriquement

-

*
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Pour le prouver, tracons dans le plan de ces deux courbes une section
comque quelconque, et regardons-la comme la directrice commume aux po-

“Jaires réeiproques qui correspondent aux deux premiéres ; ees polaires se-
P P

ront (IX), en général, Pune du degrém (m —1), el l'autre du degréz (z—1) ;

le plan polaire d’un point, Vaxe polaire conjugué on réciproque d’'une droite
quelconque par rapport & une surface du second degré, mais qu'il a égale-
ment établi, cette fois par des équations algébrigues, les théorémes relatils,
soit au cone du degré m (m— 1), circonserit & une surface donnée de degré m,
s0it & sa courbe de contact située sur une surface polaire de degré m—r1 seu-
lement; théorémes d’une généralité admirable, dont quelques esprits étroits,
dailleurs fort pen doués du sens analytique, ont vainement contesté la rigueur
de démonstration? (_Annales de Montpellier, t. XV, 1824 & 1825, p. 133.)

De telles objections, si peu fondées au point de vue de la philosophie des
sciences, et quelques autres ins.piu, s par la lecture du Rapport de M. Cauchy
sur la Théorie des propriétés projectives (voir VI® et VII® Cahiers), n Tont-clles
pas servi de moyen dexcitation et d’encouragement & la pédantesque mais tar-
dive manifestation (t. XVI et XVIL des Annales, 1826 et 1827) du principe
métaphysique de dualité? Or ce principe, en dehors de la théorie géométrique
des poles et polaives réciproques, ou des autres procédés de démonstration
algébriques imaginés depuis 1827, c'est-i-dire longtemps apres mes démonstra-
tions propres, ce prineipe constituait-il, je le demande encore, autre chose
qu'une simple induetion, tirée du rapprochement d’un petit nombre de théo-
rémes particalicrs parmi lesquels on distinguait ceux de Brianchon, dont Te¢-
noneé vemarquable ¢était restreint aux figures hexagonales entiérement déta-
chées de la divectrice des poles et polaires? L'exposé, en double colonne, des
applications de cette dualité dans les endroits cités des Anrales, manquait done
totalement de rigueur pour les courbies ct les surfaces de degré queleonque; aussi,
dans son état d’abstraction métaphysique, avait-il réellement besoin d’étre rec-
{ifié, traduit et justifié par les procédés connus de I'Analyse oude 1a Géometrie.

Mais, si cette dualité douteuse et ses énonces i doubla colonne réelamaiént
une telle contre-épreuve, il n'en était nullement ainsi de la réeiprocité polaire,
fondée & priori sur Uintuition et le raisonnement géométriques; d’autant plus
que la loi des signes de position et le principe de continuité sur Tesquels la
méthode de Descartes repose inévitahlement, constituent de véritables pétitions
de principe dés qu’on prétend bannir la notion de Vinfini, et ont eux-mémes,
comme le témoignent une foule d’éerits modernes, besoin d’étre justifiés, ou
tout au moins discutés d’une maniére logique et séricuse. Cest ce que jai tenté
dans les I11¢ et TVe Cahiers de ce volume, d'une date antérieure a celle de 1817,
ol jadressai le présent Article aux Annales de Mathématiques.

D'aprés cela, n'est-il pas évident que la prétendue découverte et les dé-
monstrations analytiques diverses du principe de dualité données depuis 1827,
wont rien pu ajouter de bien essentiel aux doetrines dont il s’agit ici, et quise
trouvent suffisamment développées dans mes publications de 1822 et 182/, peut-
ére déji trop sonvent citées, mais que des diseussions ol la ité n'a point
loujours ¢lé respectée, ont rendu indispensables aprés tant d’années de silence
ohligé, de ma part?
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donc ces courbes se couperont, en général, en mn(m—1)(n—1) points,
Or, chacun de ces points, en tant qu’il appartient & 'une des réciproques,
est (V) le pole.d’une certaine tangente a celle des courbes donnces qui
lui correspond, et en tant qu'il appartient & autre de ces mémos réei-
proques, il est aussi le pole d'une certaine tangente 4 la seconde des
courbes données; done, un méme pole ne pouvant avoir qu’une seule et
unique droite polaire, ce point d'intersection des deux réciproques serg
précisément le pole d'une tangente commune aux deux courbes propo-
sées. De plus, il est visible qu'd son tour toule tangente commune & ceg
courbes est nécessairement la polaire d’un certain point commun aux
deux réciproques; d’oit il suit que le nombre de ces tangentes communes
sera précisément égal & celui des points d’intersection des deux réeipro-
ques, clest-d-dire mn (m —1) (z—1), comme on Sétait proposé de le
démontrer,

Quant aux courbes polaires elles-mémes, bien quelles soient d'un degré
plus élevé queleurs correspondantes, elles ne sauraient évidemment avoir

- plus de mn tangentes communes, puisque leurs réciproques primitives,
¢étant respectivement des degrés m el n, ne sauraient se couper en plus
de mn points.

Nous pourrions transporter les généralités qui précedent dans T'espace,
mais il sera plus convenable de descendre de ces mémes généralités au
cas particulier ot 1a courbe donnée est une section conique, comme la
directrice; parce qu'il se rattache au second des problemes qui ont éé
Voccasion sinon I'objet principal de cel article. Nous terminerons par re-
chercher, d’une maniére générale, I'équation de la polaire réciproque,
pour ce cas, particulier, tant parce que cet objet n’a point encore 6l¢
rempli d'une maniére purement algébrique, que pour faire connaitre la
canse de la complication des équations du probléme général qui nous a
occupés dans Je n® 1T,

XII. Nous avons vu ci-dessus (VI) que le degré de la polaire réciproque
d'une courbe donnée est, en général, ézal au nombre des tangentes que
l'on peul mener d'un point quelconque a cette derniére ; or, dans le cas
actuel d’une section conique, le nombre de ces langentes est visiblement
derz; et il nest pas besoin, pour cela, de recourir 4 Iart. VII; donc la
polaire réciproque d’une section conique donnée est elle-méme une autre
conique; ce qu'on peutaussi (V) énoncer en cette maniére :

St le pdle dune section conique se meut sans cesser dappartenir @
ane autre section conique, sa polaire ne cessera pas non plus de toucher
une troisicme conique, différente des deux premicres. L]

Et réciproquement,

8i la polaire dune section conique se meut, sans cesser d'étre tan-
gente & une autre section conique, son pole ne quittera pas non plus une
troisiéme conique, différente des dewr PIOBieres.
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! (es deux théorémes rentrent pour le fond, comme nous I'avons assez
fail voir, dans une proposition unique, qui ne différe pas de celle citée a
la p. 464 de ce volume. Le raisonnement qui précede en fournit une d¢~
monstration nouvelle, purement géométrique, et qui me parait aussi di-
recte que simple ; elle s'étendrait avee facilité au cas ot les sectlor}s co-
niques seraient remplacées par des surfaces du second ordre, SItllegs
arbitrairement dans I'espace, ce qui donnerait lieu au bean tl\:?f)rénxe d_e—
montré pour la premiére fois par M. Brianchon, a la p. 308 du XIII* Cahicr
du Journal de PEecole Polytechnique.

XL Daprés ce qui a été dit ci-dessus (X), la polaire réciproque
d’une section conique donnée sera ouverte ou fermée, selon que, du centre
de la section conique directrice on pourra ou on ne pourra pas mener
des tangentes & la section conique donnée. 11 suit de la que cette polaire
sera une ellipse, une parabole ou une fiyperbole, suivant que le CCI.IU‘O de
Ja directrice sera situé au dedans, sur ou bien en dehors de la section co-
nique donnée. En remarguant en outre, d’zllprés le mém.e ‘articlc, queﬂles
points de contact dont il vient d’étre question sont Rl‘éCJSan?nt les Poles
des asymplotes de la polaire réciproque de cette méme section conigue,
on en pourra conclure que la corde de contact qui joint ces deux 1301’":'5
est, dans tous les cas possibles, Ja polaire méme du centre de la réei-
proque a la courbe proposée. : : ;

De plus, si l'on fait attention (V) que deux sections coniques élant
réciproques, les points de I'une sont les poles des Ltlnger}tes de laqucV,
par rapport & la conique directrice, on en eonclura :u{sS) que ceux ou
I'une d’elles coupe cetie derniére conique indiquent précisément sur cette
courbe, les points de contact des tangentes qui lui sont communes avec
l'autre. .

Deux sections coniques élant données, rien ne sera p!ns facile, comme
on le voit, que de délerminer les qualre tangentes qui leur so‘ut com-
munes. Il suffira, en effet, de regarder 'une d’elles comme la rl]rm‘.&rl(‘e
par rapport a lautre, puis de chercher sur celte l_lir(‘c‘l.rice les pmnlii
ou la coupe la réciproque de la premiére, et ces points serfn']t ceux olt
elle est touchée par les tangentes en question. On pourra d'ailleurs tra-
cer la polaire réciproque dont il sagit, soit en en recher‘chnpt lp centre
et les asymptotes, il y a lieu, au moyen de ce qui a été dit m—dessus.,
s0it en en déterminant cing points, a volonté, avec la régle seule, puis
en tracant ensuite, au moyen de I'ieaxagone niystique de Pascal, la sec-
tion conique qui passe par ces cing poinls.

Réflexions sur Uélimination, é propos des problénes de la p. 476

XIV. Nous avons fait connaitre (1) les cas pour lesquels la courbe par-
courue pir le sommet d’un angle mobile, mais constant, perpétucllement
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circonserit & une section conique donnée, se réduisait elle-méme & une
aulre section gonique: 1l résulte de ce qui précede que, dans les mémog
cas, la courbe enveloppe de I'espace parcouru par la corde de contact de
I’angle mobile se réduira aussi a une conique.

Examinons, en particulier, le cas ou la section conique donnée est une
parabole ; nous avons vu quialors e lieu de tous les sommets est ung
hyperbole, dont I'axe principal se confond, pour la direction, avee celyj
de cette parabole, et qui a un de ses foyers et la polaire focale corres-
pondante confondus avec ceux de cette méme courbe.

Puisque la courbe parcourue dans le cas actuel na aucune de ses tan-
gentes passant par le centre de la parahole qui Iui sert de directrice,
c’est-a-dire n’a aucune tangente paralléle a Paxe de celte parabole, on en
conclut de suite (XIII) que la polaire réciproque correspondante est en-
tierement fermée, et ne saurait, par conséquent, étre quune ellipse, Jo
dis de plus, que cette ellipse a un de ses foyers et la polaire focale cor-
respondante en commun avee les deux premicres.

En effet, si I'on se rappelle que, dans une section conique quelconque,
la droite qui passe par I'un des foyers et celle qui joint le pole de cette
droite avecle méme foyer, sont perpendiculaires entre elles, quel que goit
Qailleurs celui des sysiémes de ces droites qu'on ait choisi en particu-
lier, on pourra en conclure, pour le cas actuel, que, si d’un point pris, 4
volonté, sur la polaire focale commune a la parabole et & I'hyperbole
proposées, on méne 4 ces courbes quatre tangentes, deux pour chacune,
les quatre points de contact seront situés, 4 la fois, sur une seule et
méme ligne droite, passant par le foyer correspondant, laquelle sera évi-
demment la polaire de ce méme point. Cela posé, appelons T le point de
la polaire focale d’oi partent les tangentes (*); P, P’ les points de con-
tact appartenant a la courbe parcourue, c'est-a-dire & hyperbole; D, D'
ceux qui appartiennent 4 la courbe qui sert de directrice, ¢'est-a-dire 4
la_ parabole; I le foyer commun & ces mémes courbes; enfin, E, E' les
points ot la droile PP’ rencontre la courbe enveloppe, cest-a-dire Iel-
lipse. Il ne sera pas difficile de voir (V, VI) que le point E de I'enveloppe
est le pole de la tangente TP & hyperbole; et par conséquent, que le
point P de contact est, & son tour, le pole de la tangente en E & D'enve-
loppe ; or, le point P d’une droite PP’ a nécessairement pour polaire (V)
une droite passant par le pole T de la premiére ; donc la tangente au
point E de I'enveloppe passe par ce méme point T; et, comme pareille
chose peut se démontrer a4 Tégard de son correspondant E’, il s'ensuit
que, par rapport & la section conique enveloppe, considérée en elle-
méme et indépendamment des deux aulres, le point F est précisément
le pole de la droite qui sert de polaire focale commune A celles-ci.

(*) Le lecteur est pri¢ de suppléer la figure. £
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Maintenant, si 'on se reporte @ I'observation d’ott Uon est parti dnnf
le raisonnement qui préceéde, on pourra en conclure que, rclativclpcnt a
Ja seclion conique enveloppe, le point I est tel, que la .droile EE: qui passe
par-ce point, et celle TF qui jointle pole de cotte c'lerm.bre au méme p01{1t,,
sont perpendiculaires'uned l'autre, quelle que soit d’mlleu’rs la d}'mle EE
qu'on ait choisie en particulier; or, il n'existe, comme l'on sait, sur le
plan d’'une section conique donnée, d’autres points que les foyers mémes
do -cette courbe qui jouissent d’une semblable propriété (*). Donc le
point F est en effet le foyer de I'ellipse enveloppc}; gt par conséquent, cette:
ellipse a ce méme foyer et la p_oiairc fL{C‘dlB qui lui correspond, en com-
mun, avec les deux autres sections coniques. e S =

La premicre de ces deux conséquences a Gté avancée d.une maniere
gratuite, a la p. 464 de ce volume; et nous ayons elsé bien aise (;len
donner en passant la démonstration, sans faire usage d aqueg principes
que ceux déja exposés dans le présent Article, et sans {néme sorlir du -suje(i,
principal qu'on 8’y propose. Au reste, on pm}rrmt demoptrcr, en suw'ar}L
a peu prés la marche qui précede, qu'en général la section conique réci-
proque d'une autre ne saurait avoir mémf,j foyer avec elle ct ave(’: .celle
qui leur sert de directrice commune, a moins que ces derniéres n'aient,
4 Ia fois, méme polaire et méme foyer, comme ci-dessus.

XV. Proposons-nous maintenant, pour terminer d’une”maniérc con-
forme 4 ce qui a él¢ annoncé, de démontrer d’une} maniere purement
algébrique le théoréme du n® XII, alin de faire connaitre, par ur: exemplrc
particulier, en quoi consiste la difficulté que nous avons rencontrée (I, 1Y)
au sujet du degré de I'équalion finale. i : Rl

Appelons, comme nous avons déja fait dans ces mem’es articles, «, §
les coordonnées courantes de la section conique donnée dont on veut
trouver la polaire réciprogue, afin de les distingper‘ de celles de la section
conique qui sert de dircctrice, désignées & I'ordinaire par x, y.

(*) Cette propriété du foyer offre une parfaite analogic avee ung [JT()]’\I‘"X.I‘
lyir“n connue du centre du cercle, et me paraitrait, pour cette raison, devoir
étre substituée aux définitions peu naturelles d’od partent les auteurs de
Géométrie analytigue pour parvenir i la détermination de ce point remar-
quable des sections coniques. Elle présente d'ailleurs l’m‘umaga' de' permettre
d'aborder la question d'une maniére générale, puromem 'lﬂﬂL‘Ahl'qu{(’,, et de
faire parvenir ainsi, dans tous les cas possibles, a la détermination (%lrecl.e de
ce foyer. En suivant cetle marche, on trouve qu'il existe quatre pomL‘s sem-
hlubllos, remplissant également les conditions demandées, situés deux a deux_
sur les axes de la courbe; mais il arvive que l'un de ces deux couples, qui
correspondent respectivement a ces axes, étant reel, Vantre de ces deux. c(?|‘:-
ples est par 1 méme imaginaire, et par conséquent inconsirucl.ll.)la; conse-
quence remarquable, ¢t bien différente de celle a laquelle On‘p:.u'\'ll:lltv pul: les
. (DNote de 1817.)

voies ordinaires.



J04 VI¢ CAHIER. -— ARTICLES DIVERS DE GEOMETRIE
Puisque 'une et l'autre de ces deux courbes sont du second degré, noug
pourrons représenter, en général, 'équation de la premicre par

(%) a4 2baf 4 caP +odf +a2e24+f = o,
ot celle de la seconde par
(s") ayl 4o blzy 4 '+ od'y+2elz+f' = o.

D'apres les conditions du probleme, la réciproque de la courbe don-
néo () doit étre telle, que chacune de ses tangentes ait précisément pour
pole-un point (2, &) de cette derniere; mais on trouve facilement que
I'équation de la polaire d'un point (=, §), par rapport i la section conique
directrice (s'), est

r(@p+b24d') 4+ 2 (b4 ate') +d'Pb4ec'a4f" =0, ou
(a) Blay+batd)ta(by+cote)+dy+eztf'=o;

telle est donc aussi celle d’une tangente a Ia courbe cherchée,
En la diffiérentiant par rapport & « et § seuls (*), el laissant z el T
constants selon la théorie des enveloppes (III), la nouvelle équation

% dy+0a—+d')+b'y+co+¢ =o
de J 3

ainsi oblenue, appartiendra, avec la premiere (a), au point o la droite
que celle ci représente touche la courbe cherchée, Substituant ensuite la
d

o
valeur de d—;, tirée de I'équation (s), il viendra

(b) (bf+cate)(dy+batd)— (aP+ba)4-d) (6'y+ cr4e)=o,
Le systéme des ¢quations (a), (b) représentant un point queleonque de
Uenveloppe ou réciproque, quand on attribue a « et { des valeurs qui con-
viennent & I'équation (s), il est visible quion obtiendra I'équation méme
de celte courbe, en éliminant = et [ entre ces trois ¢équations.

En faisant, pour rendre cette élimination plus facile,

dytbaetd=p Uytcdete= g, ex+dy+f=rn

(*) On pourrait, dans le cas actuel, se¢ passer aisément du secours du caleul
différentiel, en faisant attention que le point de contact cherché est précisé-
ment (V) le pole d’une tangente correspondante de la courbe donnée; mais nous
avons préléré nous rapprocher de la marche suivie au no HI, afin de rendre
immédiatement applicables au cas général de cet article les observations que
mous aurons & faire, dans le cas particulier qui nous occupe.

(Note de 1817.)
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celles (a) et (b) deviendront respeclivement, en les ordonnant,

pbtgetr=o, (bp—aq)p+(p—bg)atep—dg=o.
On lire de 12

p(dg—+br— ep) — agr qldyg=+br—ep)+4-rlep— abqg
pARg. g B 7 bq)
P —o2bpg+ag® cpt—abpg—+aq* :

ce qui donne, en posant de nouveau, pour abréger,

dg+br—ep =D, cp'— 2bpg +aq® = D,

qB4ricp—2bg)
v D

B 5
= —|—P——Dﬂ{ ) @ = .
Substituant ces expressions & la place de o et B dans I'équation (s), chas-
sant les dénominateurs, développant en particulier les termes non affec-
tés de D, les ordonnant par rapporl & B, observant enfin que l'expres-
sion ¢p* — 2bpg +ag® peut étre remplacée par D, il viendra
B.D—2brB.D4-acr* D--od[r(26q — cp)— Bq]D
“+2e[Bp—agr]D+ fD=o. .

Observant que cette équation est décomposable en deux facteurs dont
lun est D, égalant séparément a zéro chacun de ces facteurs, et remet-
lant pour B et D les quantités qu'elles représentent, on aura enfin, pour
les équations de solution du probléme,
oy b @=d )P —a(bd—as)qrt(d*—af ) g*
) ? — o (be— cd ) pr—4-(b*— ac) r* — 2 (de— bf Y pr=o,
(¢) cp* —2bpg + ag* = o.

La premiére de ces équations représente évidemment, en général, une sec-
tion conique; car les Guantités p, ¢, 7, qui n'y entrent qu'au second de-
gré, sont linéaires en @ et ». Quant & la seconde, on peut s'assurer sans
beaucoup de peine, quelle représente le systeme de deux droites. Si l'on
¥ suppose, en effet, ¢ = — mp, elle prendra la forme

(d) ani® +4-2bm+c = o,

et donnera par conséquent pour 2z deux valeurs toutes connues en a, b, ¢;
en les substituant done dans g = — mp, qui remplace la proposée (¢}, et Y
mettant ensuite pour p et ¢ leurs valeurs en 2 et y, on aura

(e) Vyd-caote=—m(ay+baid,

équation qui, en y attribuant & 7 les valeurs constantes ci-dessus, re-
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présentera évidemment le systéme de deux lignes droites, comme o
I'avait annoncé.

Drautre part, si I'on fait attention que la ligne cherchée ne saurait 8ire
une droite que dans des circonstances tout a fait particuliéres, puis-
quelle doit étre en général I'enveloppe de V'espace parcouru par une
autre ligne droite, on en conclura que I'équation (") représente seule
la véritable courbe satisfaisant pleinement aux conditions du probléme.
Done cette courbe est une seule et méme section conique, conformé-
ment & ce qui a déja été démontré (XI1) d'une maniére purement géo-
métrique. R

XVI. Nous pourrions ici passer en revue, au moyen de I'Analyse, les di-
verses conséquences auxquelles nous sommes déja parvenus (XI1I), rela-
tivement a la dépendance qui existe entre les trois courbes (s), (&), (s
mais cela serait d'un trop faible intérét, et il vaut beaucoup mieux, pour
T'objet que nous avons en vue, nous occuper de l'interprétation géomé-
trique des facleurs élrangers auxquels la précédente analyse nous a con-
duits d’une maniére presque inévitable.

Nous venons déja de voir, par ce qui précede, que l'équation (c), mise
sous la forme (e), représente, en y attribuant & 2 les valeurs conslantes
déduites de I'équation (d), le systome de deux lignes droites particu-
lieres, et, en apparence, tout & fait étrangéres & l'objet réel du probléme;
on peut s’assurer, en outre, d’'une maniére trop facile pour qu’il soit con-
venable de s’y arréter, que cette équation représente précisément un dia-
metre de la courbe (s'), dont le conjugué fait avec I'axe des @ un angle
qui a m pour tangente tabulaire, ou, si Pon veut encore, qu'elle repré-
sente un dizmétre de cette courbe dont les tangentes extrémes sont pa-
ralleles a une droite d’inclinaison donnée par m. 11 ne reste done mainte-
nant, pour obtenir linterprétation compléete de I'équation (¢) ou plu-
16t (e), qua rechercher la significalion de m, el pour cela il faut recourir
a I'équation (d), d’ou elle tire sa valeur.

On apergoit d’abord, a la simple inspection de cette équation (d), que
m ne dépend absolument que des conslantes a, b, ¢, qui appartiennent
en propre a la courbe (s). Je dis, de plus, que cette équation ne repré-
sente autre chose que les valeurs des tangentes tabulaires des angles
formés avec l'axe des @, par les asymptotes de (s).

Afin de trouver les tangentes dont il sagit, supposons, en effet, par
l'origine des coordonnées, une droite. parallele & I'une quelconque de
ces asymplotes et concourant par conséquent a I'infini avec elle : celte
droite renfermera le pointde contactde cetle asymptote avec la courbe (s);
donc les coordonnées z et & correspondant a ce point, bien qu’elles soient
infinies, n'en conservent pas moins entre elles un rapport fini et donné,
lequel est précisément égal & la tangente tabulaire de I'angle que forme
avec l'axe des x, la droite et 'asymptote dont il s'agit. Si done, dans lé-
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3
quation (s) de la courbe, on vemplace le rapport ‘; par une conslante in-

connue 4, ou, ce qui revient au méme, sil'on y substitue Az pour @,
puis qu'on y suppose ensuite « infini aprés avoir préparé convenablement
P'6qualion, on en obtiendra une autre qui donnera précisément les diverses
valeurs des tangentes tabulaires cherchées (*).

En opérant ainsi sur I'équation (s), on oblient

) all+-2bk+-c=o,

équation qui est absolument de méme forme que celle (d), et qui donne
par conséquent pour 4 les mémes valeurs que celle-ci pour mz; done, en
effet, comme il s'agissait de le prouver, la quantité m de I'équation (e)
n'est autre chose que la tangente tabulaire de 'angle que forme, avec
Iaxe des x, l'asymptote correspondante de la courbe (s) (**).

XVIL Maintenant, si 'on fait attention que le pole d'un diamétre d’'une
seclion conique est situé & I'infini sur une droite paralléle an conjugué
de ce diamétre, on pourra conclure de tout ee qui précede, que. 'équa-
tion de condition (¢) n'est autre chose que celle du systeme de deux dia-
metres de la courbe (s'), ayant précisément pour poles les points de la
courbe (s), situés & U'infini, et que, par conséquent, ces points étant sin-
guliers par rapport a (s), I'équation (c) n’est au fond qu'une solution
particuliére, puremént algébrique, du probléme proposé.

On aurail tort toutefois de rejeter sans un examen préalable, les fac-
teurs qui correspondent a ces sortes de solutions étrangéres; car: 1° ils
ne sont pas insignifiants, comme nous venons de le faire voir; 2° ils ne
sont pas toujours inutiles, comme nous pourrions aussi en montrer plu-
sieurs exemples; 3° enfin, ces facteurs sont liés d'une maniére intime aux
équations d’olt 'on est parli, et en sont de véritables solutions, quoi-
qu'elles ne paraissent pas I'étre de I'énoncé verbal lui-méme.

La théorie de ces sortes de facteurs, quand elle sera perfectionngée,

(*) 11 n'est pas inutile de faive observer que, en suivant la méme marche
pour le cas général d'une courbe queleonque, on parviendrait, avee autant de
facilité, & trouverles diverses valeurs des tangentes tabulaires des angles formés
par les asymptotes sur laxe des w. On voit, de plus, que le nombre de ces
asymptotes serait, en général, égal & celui qui marque le degré de cette méme
courbe. Dans le cas ot I'dquation obtenue aurait des racines égales, les grou-
pes de ces racines correspondraient évidemment aux divers systémes d'asym-
plotes paralléles, ete., ete.

En transportant les mémes considérations dans I'espace, on obtiendrait sans
peine V'équation de la surface conique paralléle la surface dévelap]mble
asymptotique d'une surface donnce.

Ces remarques nous seront utiles pour ce qui va suivre.  (Note de 1817.)

(**) Foir 1a Note additionnelle i ce III® Article, p. Hoo.
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ourra répandre un grand jour sur la marche de U'Analyse, et, si jo ne mo
trompe, contribuera & en hiter d'une maniere inattendue le progrés, deveny
si indispensablement nécessaire.

XVIlI. Dautre part, si 'on veut connaitre jusqu’a la raison pour Jaquelle
le facteur (¢) se trouve étre solution du probléme dont il s’agit, il faudra
de toute nécessité remonter aux équations d’olt 'on est parli pour faire
I’élimination. On voit trés-hien dabord ce que signifient Tes équations
() et (a): I'une est celle de la counbe donnée que parcourt le pole ou

ommel mobile (z, (), autre veprésente la tangente de la courbe cher-
chée, relative a une position particuliere de ce pole; il n'y a done que
I’ équation (b), qui a servi & I'élimination avec les deux autres, dont I'in-
terprétation puisse souflrir quelque dilficulté.

En la mettant sous cette nouvelle forme

]i"’"" e’ 7»[‘)(1‘:4;1?1—'—6

4 b add rl,’i—lfb.er—Tl’

et remarquant quo ses deux membres sont respectivement les expressions
des tangentes tabulaires des angles que forment, avec Taxe des x, ls
tangentes en (=, ), («, ) aux courbes (s") et (s), mais prises avec des
signes contraires, on en conclura, comme on I'a déja fait ci-dessus & I¢-
gard de I'équation (e), que cetle équation, en y regardant & et y comme
les coordonnées courantes, et e, f comme conslantes, représente un dia-
metre de la courbe (s), dont le conjugué fait avec I'axe des 2 un angle
précisément. égal a celui que forme, avee ee méme axe, la tangente en
(2, f) dela courhe (s); c'est done Tintersection de ce diameétre avec la
tangente (a) & la courbe réciproque cherchée quidonne le point de contactds
celle tangente avec cetle méme courbe. Or, quand le point («, () vient
passer a U'infini sans quitler la courbe (), le diamétre et la tangente dont
il s'agit se confondent évidemment dans toule leur étendue (XVIL), et ne
donnent aucun point délerminé. d'inlersection appartenant & la courbe
cherchée, ou plutdt donnent ala fois pour points d'intersection tous ceux
du diametre méme dont il sagit. Done, Péquation finale devant donner
simultanément les poinls qui appartiesnent aa systéme des équations (a)
et (b), elle doit donner aussi tons ceux de ce méme diamélre, et ren-
fermer par conséquent I'équation de ce diametre en facteur.

XIX. L'interprétation que nous venons de donner du facteur (c), pour
le cas particulier de Vexemple qui précéde, nous fait voir que, si la méme
courbe donnée (s), au lieu d’¢lre une section conique, était en général
du degré m, le nombre des points situés & 'infini sur cette courbe étant
alors en général m, il y aurait un méme nombre de diamétres de la
courbe (s') qui appartiendraient & la solution analylique du probléme;
I’équation finale se trouverait, par 13, affectée d’un facteur étranger du de-
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gré m, qui la multiplierait inévitablement sans quiil fist possible de I'en
déliveer & priori par aucun procédé d’élimination, & moins de chan-
ger la forme méme des équations primilives, cest-A-dire la mise en équa-
lion, o de le supprimer d’'une maniére implicite dans lo résultat final.
Ainsi, notamment, dans le cas particulier qui nous occupe, si, aprés
avoir substitué les valeurs trouvées pour o, § dans équation (s), au lien
de réduire de suite, comme nous V'avons fait, tout au méme dénomina-
leur, on eQt réuni séparément les numérateurs des termes ayant D2
pour dénominateur commun, et qui sont les seuls o 2 ot ¥ paraissent en-
trerau dela de la seconde puissance, on eiit trouvé que 2 entre an comme
facteur dans ce numérateur, et alors, en le supprimant, on serait néces-
suirement retombé. sur Péquation (s"), & laquelle nous sommes déja par-
venus. Mais on voit qu'en opérant ainsi on aurait réellement ot 4 poste-
riori supprimé un facteur de I'équation finale. 11 ny aursit de différence
entre celte maniére de procéder et celle d’abord employée, quen co
qu'on aurait supprimé ce méme facteur d’une manidre implicite, et sang
sen étre rendu aucun compte préalable, eomme nous Vavons fait dans
T'autre des deux cas dont il s'agit.

Si, présentement, on fait attention quil peut trés-bien arriver que le -
lacteur supprimé, par I'eflet des opérations intermédiaires, représente pré-
cisément la véritable solution du probléme, on devra comprendre que,
s'il est des manicres de procéder qui abrégent le caleul de lélimination,
ilen est aussi qui peuvent par I conduire 4 des especes d'absurdités, en
faisant manquer le but réel qu'on se propose d’atteindre.

Dans les procédés généraux de P'élimination, les réductions partielles
dont il vient d’étre question ne peuvent plus avoir lieu d'une maniére
immédiate, et alorsil arrive que les équations finales renferment d’'une ma-
niéreimplicite les facteurs singuliers qui les compliquent inévitablement..On
attribue & I'opération elle-méme d’avoir introduit ces facteurs soi-disant
btrangers, tandis que, comme on vient de le faire voir, ce nest, au con-
traive, que par l'effet 'opérations particulieres que ces facteurs peuvent
disparaitre fortuitement du résultat final, dont ils font nécessairement
partie sous le rapport purement analytique. Si 'on s'attachait & bien 6lu-
(vlier les équations de départ, on pourrait peut-cire parvenir a connaitre
a lavanee le degré et la forme méme de ¢ facteurs, et alors rien ne se-
rait plus facile que de les supprimer aprés coup, slils ne répondaient pas
immédiatement & I'énoncé verbal de la question proposée.

XX. Tlvésulte clairement de tout ce qui précede, que le résultat de 1é-
limination entre les équations (4, 5, 6) de Part. 1 doit renfermer, confor-
mément i ce qui a été annoneé (IV), un facteur étranger qui complique né-
cessairement son expression, et qu'il est impossible de supprimer a priori,
cest-d-dire aulrement que dans 1'équation finale elle-méme; que ce fac-
leur est du quatrieme degré, et représente le systéme de quatre droites
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particuliéres; qu'enfin on peut obtenir a Tavance l'expression de ce fac-
teur en agissant conformément & ce qui a été dit (XVI. XVII, XVIIT),
¢est-a-dire en recherchant les diamétres de la section conique (s') qui
ont pour poles les points situés a Uinfini sur la courbe donnée (4), ct mul-
tipliant leurs équations entre elles.

Si, au lieu do considérer des lignes planes comme dans ce qui pré-
céde, on considérait des surfaces courbes abitrairement situées dans
Pespace, la surface directrice (s') étant toujours du second crdre, on
trouverait (Note de Tart. XVI) que le facteur étranger représente une
seule et unique surface conique, ayant son sommel au centre méme do
la surface (') qui sert de directrice, et dont les génératrices rectilignes
seraient respectivement paralleles i celles de la surface développable
asymptotique de la proposée. Mais c’est assez slarréter sur les consé-
quences de I'analyse qui précéde. 5

NOTE ADDITIONNELLE anx noS X7 et XFI, relative & la détermination des
asymptotes, aw lien des points & Uinfini de Uespace, ete. (1863).

Avant de nous occuper de «e dernier objet, remarquons que les numéros
dont il $'agit donnant analyliquement Vinclinaison des asymptotes d'une courbe
plane, on a, par cela méme, un moyen d’en déterminer la position absolue,
en recourant aux considérations relatives aux polaires de contact, rapidement
ébauchées dans Yart. 1V du II® Cahier (p. 142 & 161). Par exemple, pour les
simples coniques, il suffit de mener parallélement aux dirvections obtenues,
autant de lignes droites passant par le centre de 1a courbe, pole de la droite
a Vinfini du plan et que détermine immédiatement, pour la conique (s), le

systéme des équations lincaives
ay4+batd=o, bytcazie=o0.

Quant aux courbes planes et aux surfaces géométriques d’ordre quelconque,
on comprend que la solution relative & la détermination des droites ou déve-
loppables asymptotes ne saurait dépendre d'éléments aussi simples, et qu'il
serait nécessaire de recourir aux considérations géométriques de Vart. IV cité
ot Ja transversale rectiligne et le plan qui, a Vinfini, contiennent les points de
contact des tangentes asymptotiques, seraient pris pour directrice des piles ou
points de convergence p, des faisceaux de tangentes i la courbe ou surface
considérée. Mais il ne saurait en étre question dans cette Note additionnelle, et
je préfere insister sur quelques points des indications rapides des n° XV i
XX du texte ci-dessus imprimé en 1817, qui, & cette époque, n'ont pas suff
pour attirer I'attention, peut-étre i cause de I'usage que j'y [aisais de 1’Analyse
infinitésimale, aujourd’hui encore bannie de nos colléges et 't imparfaite-
ment suppléée par la doctrine des dérivées, malgré le voeu formel des plus
éminents professeurs, qui apprécient les avantages inhérents a Tadmission de
1a continuité et de V'infini. En réalité, depuis un certain temps, I'enseignement
public en France est liveé & une sorte d’anarchie provenant du melange des
méthodes, du décousu des programmes et de Varbitraire, de Pesprit d'indé-
pendance des professeurs, des examinateurs et méme des collenrs dont la déli-
cate profession était fort peu connue de nos ancétres.

EXTRAITS DES ANNALES DE MONTPELLIER. 5o1

Quant a Vobjet dont il s'agit, il me semble inutile de se livrer & de pro-
fondes méditations et a de longs caleuls pour apercevoir que les n% XV et
VI et les notes qui les accompagnent contiennent implicitement la justifica-
tion analytique des principes, d’apparence métaphysique
quement dans le V¢ Cahier de ce volume et dans le Trai éués pro-
Jectives des Sigures. Car, d’aprés les considérations analytiques de ces numeéros,
les droites qui, partant d’un point.donné queleconque (soit 'origine méme des
coordonnées), vont aux diff ts points a Pinfini d'une courbe ou d'une
surface continue, forment un faisceau convergent dont les diverses tangentes
tabulaires d’inclinaison par rapport aux axes ou aux plans coordonnés, sont
soumis & des conditions algébriques analogues a celles de Véquation

geomélri-

des Propr

@) ak* —4-obk+c=o0,

dédnite de Péquation (s) de la eourbe considérée dans le cas particulier du
texte, par un mode d'opérer qui, en remplagant & son towr dans Péquation’

ainsi transformée & par £, vedonne la premiére partie,
°
(g) apt+2bufB+ca’=o0,

de la proposde (s); clest-i-dire précisément celle qui se compose de la somme
des termes de plus haute puissance en « et 3, et qu'on eit obtenue de suite,
en observant que les points & eoordonnées variables « et 3, dont on s'oe-
cupe, ¢tant situés a U'infini, les termes de puissances ou de produits inférienrs
des mémes bles sont comme nuls et doivent disparaitre par rapport i
ceux de puissances supdrieures, selon un principe geéndralement admis parmi
rvistes qui n’ont pas absolument horreur de la notion

les géométres alge
de l'infini.

Ces considérations, étant applicables, mot pour mot, aux courbes et anx sur-

faces algébriqnes de tous les degrds, il devient permis d’en tirer des consé-
quences générales et rigoureuses, sans ¢tre obligé de recourir i des artifices de
caleul, et de renoncer i la méthode classique des coordonnées de Descartes.
* Remarquons d’abord que Véquation (f) ow son analogue dans le cas gé-
néral d’'une courbe plane de degré mn, donnant, par sa résol ution an moeins im-
plicite, les m valeurs réelles ou imaginaires de Vinclinaison 4 du faisceau des
paralléles aux asymptotes issues de 'origine des coordonnées, cela prouve que
le nombre des points & Vinfini sur la courbe est le méme que celui du degré m
de cette courbe, et suppose évidemment que les points & Vinfini de son plan
sont sur une certaine droite indéterminée de situation dans ce plan, ainsi qu’on
l'a démontré géométriquement dans le V¢ Gahier de ce volume.

Done aussi, I'équation (g), ou son analogue dans le cus géncral, est Véquation
meéme du faiscean convergent des paralléles aux asymptotes, clest-i-dire le
produit des équations linéaires des diverses droites de ce [aisceaun, ayant iei
chacune Ia forme g— A= 0.

Supposant, comme exemple trés-particulier, que 'équation () soit celle d’un
cerele de position quelconque, on aura a=¢, b =o0; ce qui réduit Jes équa-
tions ( f) et (g) aux deux suivantes :

Barmo, flamieo; dok k=y=1, g=tay—
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et par la fait connaitre algébriquement les points ot le cercle estrencontrs par
_la droite & Vinfini de son plan. De plus, comme on parvient & des risultaty
enti¢rement identiques pour d’autres ecirconférences
situées sur le méme plan, il en résulte la vérific

de cercle quelcongues
ion algébrique & posteriori
dun? XXXIV de Iénoncé du précedent Cahier (p. 392); énoncé qui, d’aprés ce
qui préeéde et un autre théoréme d’Analyse hien facile & démontrer, s'étend
éyvidemment & des systemes de coniques ou de courbes algébriques d’ordre
quelconque, semblables et semblablement placées sur un plan.,

Quant au cas de Pespace, Ia méthode algébrique et ses principales consé-
quences restent les mémes, & cela prés que les équations comportent alors
trois coordonnées indépendantes @, 5, z, ou o, £ 7 et que ces équationssont
doubles ou triples pour chacune des paralléles aux asymptotes et des Tignes
courbes proposées ou données. Ainsi, par exemple, pour fixer les idées, dans
le cas tres-particulier encore d’une surface du second degré, o T'équation (s)
serait remplacée par la suivantes:

Ad? +Ba +-Cy* +Dup+Eouy+FRy +Geu...=u0,

et Iéquation unique de Ta paralléle aux nappes infinies ou asymptotiques, par
les deux équations .
w=1iy, B=thy,

les équations (/) et (g), ei-dessus, seraient ell 2

changées en celles-ci

AP -BR 4+ CA+Dik+Ei-Fk+ Gi..
Ao? B Cy + Do -+ Eay+Fgy

0,

dont la derniére représente un céne i double nappe indéfinie, réelle ou ima-
ginuire, paralléle & la développable conique et asymptote de la surface pro-
posée (Moxee). Ce cone ayant ici pour sommet orvigine des axes coordonnds,
et pour section (réelle ou imaginaire) par un plan quelconque paralléle i
celui des o3, une courbe semblable et semblablement placée par rapport & la
section corvespondante de Ja surface proposée, il est clair que ces deux see-
tions vont se superposer rigourcusement a infini sur le cone, ¢est-d-dire
pour la valeur y=oo. Or, ceci ayant lien pour des surfaces algébriques d’ordre
et en nombre queleonque, démontre a posteriori que tous les points a& l'infin
de lespace peuvent et doivent, aussi an point de vue analytique, étre supposés
sur un plan, ete. i !

Dautre part, comme les équations des surfaces algébriques semblables et
semblablement placées ne different entre elles, i un facteur constant prés,
que par les coelficients des termes de degrés inférieurs; cela justifie encore que
de telles surfaces ont un meéme plan de section commune, réelle ou imagi-
naire, a Vinfini, ete., ete.

.
Lorsque, il y a prés d'un demi-siécle, je m’occupai-de ces démonstrations,
plutot analytiques que géométriques, je considérais, ainsi qu'on apu s'en aper-
cevoir, comme chose évidente, d’aprés les procédés des nos XV et XVI et les
théories bien connues de I’Algébre, que le nombre des points & Uinfini d’une
courbe plane étant précisément égal & celui qui en marque le degre, ces points
devaient &tre supposés apparteniv 4 une droite & Uinfini, indéterminée de direc-

. tion dans le plan oul'espace. Pour s’en convainere plus divectement encore, soit
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f(=, B)=0 Yéquation de la courbe et g =k, comme au 10 XV, celle une

droite allant de Vorigine des coordonn

Tun quelcongue des points & T'in -
fini de cette courbe; soit enfin 2= Aw + B Péquation d’une transversale arbi
traire, il pavait évident que les équations

Sl Aa+B)=0, [f(oka)=o,

provenant de la substitution des denx valeurs ci-dessus de 2, seront identigue
si Pon y suppose simultanément B et « infinis, ainsi que

Av 4+ B=/ke ou /K‘—A:E,
@

¢égalité susceptible d'étre satisfaite, quelles que soient les valeurs attribuses
Pindéterminée = devenue E’ quand la transversale g=="Az - B passe tout en-
tiere & Vinfini; A étant une constante, donnée entiérement arbitraire, et & une
autre constante déterminée par le caleul, comme on Fa montré dans ce qui
précéde.

Or, ce genre de raisonnement qu'on pourrait développer davantage d’aprés
Pexpos¢ des pages précédentes, étant considéré comme admissible en Analyse
algebrique et s'étendant an cas des surfaces, prou avee une rigueur deé-
stable, la vérité du prineipe dont il s'agit, déduit des notions
de la continuitc et de Vinfini considéré dans ses divers ordres hiérarchiques ou
subordonnés de grandeur et de petitesse vaviables. Ces notions métaphysiques,
mises en parfaite évidence dans les multiples et curieux phénoménes de la
Géométrie descriptive, ont céelairei déji bien des obseuri
UAnalyse algébrigue, et contribueront, par Ta suite, & en éela
tage encore; nolamment en ce qui concerne abaissement du degré des équa-

sormais inconte

des myste

coeflicients ou paramétres, d’on résulte soit I'évanouissement méme de certaines

branches, soit leur transport a U'infini, en vertu desquels elles se cl

ngent en
autant de points isolés on en autant de lignes droites tantot distinctes, tantot
confondues entre elles.

Le principe de Géométrie relatif aux limites idéales de I'espace, qui, en raison
de ce qu'une portion déterminée et finie d'une surface sphérique de rayon infini
doit algébriguement ou figurativement étre supposée plane, ne contredit nul-
lement V'apophthegme des Anciens, mentionné dans la note de la p. 146, ol
je regrette de n’avoir pu mettre & profit le contenu d’une dissertation histo-
rique approfondie qua bien voulu me communiquer M. de Loménie, savant
professeur de littérature au Cnlllégc de France et a I'licole Polytechnique, Qu’il
me sulfise de joindre aux noms déja cités dans cette note, ccux de Timée de
Locres chez les Anciens, et, chez les modernes, de Rabelais qui avait probable-
ment répété cet apophthegme plutot au point de vue de la théologie qu'a celui
des mathématiques. Toutelois Ja conception premiére d’une telle maxime me
semblerait bien plutot devoir étre ativibuée a Platon, ce genéralisateur du cone
et des coniques, dont Plcole est célébre par ces mols : Nul n'entre ici s'il n'est
géométre, el auquel on doit probablement aussi V'épithéte d'érernel géoimétre,
appliquée i Dieu, I'esprit générateur et organisateur de toutes choses, cause,
foree ou principe, dont nous étudions ici-bas les lois et les cfiets divers.
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V.

nac‘lu%m:nss SUR LA DETERMINATION D'UNE 11YPERBOLE EQUILATERE A
MOYEN DE QUATRE CONDITIONS llONNl:IES; PAR MM. Bria e
CELET.

NGHON ET Pox-
(T X1 des Annales, 1¢¢ janyier 1821.)

i Il}: ;I(;R:;:[f;”lm:mf),ry;:i Z)‘:i[v 1’/::[{:;//,;#« -in.u i){ a une lyperbole équilatére,
¢ g 3 teurs est situé sur la courbe.

y Dci’/lmll.s‘lrtl[iml. — On sait que, pour tout hexagone ABCDEF (fig. 170
lIlSC’-FIL & une section conique, les trois points de concours 1 ‘Ih‘KZj !
f:(‘)[ies_ opposés sont en ligne droite. 8i done, la courbe ayant (les’ b’mnchg.:
u.th(',s, on suppose que I'hexagone ait deux de ses sommets, comme E, T
situés a Pinfini, le point I, concours des deux cotés EF. B(,, se trou it
a I'infini; ce qui revient a dire que BC et HK seront pz;rullélcs 5

‘Maintenant, la courbe élant une hyperbole, il est clair que. les deux
cotés DE; FA, adjacents & EF qui est & Vinfini, seront respectivement

Fig. 150.

paralleles aux deux asymploles, et, partant, seront reclangulaires, pour
le cas de I'hyperbole équilatére, qui est celui dont il s'agit ici. ,

Les deux derniers somiets E, F de U'hexagone inscrit & celle courbe
étant ainsi portés & I'infini, les quatre autres resteront arbitraires. Soient

Fig. 171.

B V.|

donc pris a volonté les trois premiers A, B, C ( ffig. 171), et soit marqué
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Je quatrieme D tel que les deux cdlés AB, CD, respectivement opposés &
DE, A, soient rectangulaires  entre eux. 11 résulte de ceci que AH est
perpendi(:nlaire sur DK. D'ailleurs AK est perpendiculaire sur DH, par la
propriété des asymplotes; donc le point A est le croisement des (rois
hauteurs du triangle DHK; donc AD est perpendiculaire sur HK, et con-
séquemment aussi sur BG, parallele & HK. Mais, par construction, CD est
perpendiculaire sur AB; donc le point D est le croisement des trois
hauteurs du triangle ABC. Or, le triangle ABC a 6Lé inscrit a volonté a
Ja_courbe; done généralement « dans tout triangle ABC, inscrit 4 une
» hyperbole équilatere, le point de croisement D des rois haufeurs est
» un point de la courbe » § ce qulil Sallait démontrer.

i T'un A des angles du triangle inscrit varie de grandeur, en tendant
vers Pangle droit, le point D se déplacera sur la courhe en s’approchant
continuellement du sommet A ; ce qui revient 4 dire que la sécante AD,
perpendiculaire sur BC, tendra sans cesse a toucher la courbe en A, et
quenfin elle sera tangente quand Iangle A sera droit. Done :

Trtorie 1. — Dans tout triangle rectangle inscrit & une hy perbole
équilatére, la perpendiculaire abaissée du sommet de Pangle droit sur
Chypoténuse est tangente a la courbe.

1I suit de la que, si 'angle druil oscille sur son sommet, I'hypolténuse se
déplacera parallelement & elle-méme et é la normale menée i ce sommet;
ce qui est un cas particulier du beau théoreme démontré par M. Frégier
dans le présent recueil ( Annales, t. 1, p. 229 el 321, t. VIL, p. g5).

Aumoyen de ce qui précede, sion connaissait deux points A, B ( fig. 172)
de 1a courbe, et Ja tangente AP en l'un A de ces points, on pourrait en

Fig. 172.

[

construire un troisieme C en cetle maniére: du point B abaissez une per-
pendiculaire BC sur la tangente donnée, elle ira couper au point cher-
ché C la perpendiculaire AC & AB. :

On sait donc résoudre ces trois problémes :

Décrire une hyperbole équilatére dont on a trois poiats et la tangente
en lun deuz. :

Déerire une hyperbole équilatére dont on a dew points et les tai-
gentes en ces points.

Décrire une hyperbole équilatére dont on a deuz points, la tangente
en Pun de ces points et une autre tangente queleonque.
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En effet, pac la construction qui vient d'étre indiquée, on obtiendra
- un nouveau point de la courbe; aprés quoi, pour achever, on aura recours
aux solutions' connues de ces questions [

Décrire une section conique dont on a quatre points et la tangente en
Pun dewr. i

Décrire une section conique dont on a trois points et les tangentes en
dewz de ces points.

Décrire une section conique dont on a trois points, une

conque et la tangente en Pun de ces points.

tangente quel-

Il résulte encore du Théoréme I que, lorsqu’on connait trois points
A, B, C (fig. 171) d’une hyperbole équilatére, on en a un quatriéme D,
qui est le croisement des Lrois hauteurs du triangle ABC; en sorte quon
sail aussi résoudre ces deux problémes : :

Décrire une hyperbole équilatére dont on a quatre points.

Décrire une hyperbole Squilatére dont on a trois points et une

tangente,
Car, au moyen de la construction indiquée, on obtiendra un nouvean
point de la courbe; apros quoi, pour achever, on aura recours aux solg-
tions connues de ces questions (*)s
Décrire une section conique dont on a cing points.

Décrire une section conique dont on a quatre Joints et une langente.

Tutorine W — 8¢ dewz points, situcs sur le plan dune hyperbole
équilatére, sont les milicuz ou les poles respectifs de deux corde.
dewzr droites quelconques également situées sur ce plan
chacun d’euzx, on méne une paralléle & la corde ou é la polaire qui corres-
pond a Cawtre, le cercle qui passera par ces dewr points et par celai ot
se coupent les paralléles passera aussi par le centre de la courbe.,

Démonstration, — Soient, en premier lieu, CE, CF ( fig. 173)

5 ou de
5 et que, par

les direc-
Fig. a73.

A
S

() K

-

lions indéfinies des deux cordes en question, I, K leurs milieux respec-

(*) Mémoire sur les lignes du second ordre, ete., par C.-J. Brianchon,
Paris, 181,
(**) Méme ouvrage.
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tifs, O le centre de I'hyperbole équilatére 'et EF 'une de ses gsympt9tesi
rencontrant en B, ¥, les deux cordes CI, C[&’ pl:olong.ées;.lcs droites OK, O
seront les didmetres de la courbe, conjugués i la dn‘f:ctlou de ces co.rdes.

(Cela posé, puisque V'angle des asymptoles est droit et que le Pomt_ K
est le milieu de la partie interceptée par ces asy‘mptotes sur la direction
de CF, la distance KO = KF et par conséquent langle‘l(FO = KOF'. Par
la méme raison; langle IEO = IOE; mais, & cause du Lriangle CSEF, 'angle
C est supplément de la somme des angles E, F, et par cor‘xst:quent s(ui[;-
plément de celle des angles KO, 10E; donc il est gggl a 'angle 10K,
formé de 'autre cdté de TK par les diamétres 1K, ]Q. D mlleu’rs, on: prou-
verait de la méme maniére que,-si le point O élait supgose‘du cole‘d‘u
sommet de I'angle G, 'angle 10K, formé par ces mémes dfnmetres: Sel‘alls
égal au snpjﬂe’ment- de I'angle C; done il csf. sur ]‘a circonférence du cmc]o
q'ﬁi passe par les points K, T et par celui L ot se_coupent les' pamj
leles KL, 1L menées par chacun. d’eux & la corde qui passe par I'autre :

‘est-a-dire que s
CE:E 2 [éir:;zu]- cl;umm des points milicux de rlg‘xx‘cordes quelc‘gnques fi ung
» hyperbole équilatere, on méne une paralléle a li.l corde qui correspon
» & lautre, le cercle qui passera par ces deux poinls et par ‘ce\m ou se
» coupent les paralleles passera aussi par le centre de lg couxbe.‘ » :

En second lieu, soient PG, PH (/fig. 174) deux droites quek.qnqu%.h
situées sur le plan d’une hyperbole équilatére; R, Q leurs poles respec<

Fig. 174.

tifs, par rapport 4 cette courbe. Concevons, par le point Q, rli,l- paral]t:lel
QC & la polaire P de ce point; la corde corrclspondmm‘ sera (I:\u(i('!m;mtlxx
partagée en deux parties égales en Q ; car, d ely?rtws la 'l.hcorm. gcm(.lrwa e-
ment connue des poles, « le diamétre d’une section conique qui renferime
» les milieux de toutes les cordes paralleles & une méme droile, située
» sur le plan de*la courbe, passe aussi par le pole de celie droite. »

Par la méme raison, si, par le point R, pole (lci.la drmt.e‘PG, on mese
laparallele CR 4 cetle droite, x‘encomramt‘, Ia(premnere ﬂll‘p’Jll'l-L €, la For (2
qui lui correspond, dans Phyperbole équilatére, sera 'li'lVISHE PTII dex.m par-
ties 6zales en R; ainsi, les points R, Q seront I-es milieux des drm_te.s ou
cordes indéfinies RC, QC; qui passent respectivement par ces points et
sont paralléles aux deux droites PG, PH.
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1l suit de Ta et de ce qui précéde que :

2° « La circonférence qui passe par deux points quelconques R, Q, situés
» sur le plan d'une hyperbole équilatére, et par le point L ou se cou-
» pent les paralleles menées par chacun d’eux & la polaire PG ou PH de
» lautre, passe aussi par le centre de la courbe. »

Il est d’ailleurs évident que les mémes choses auraient encore lieu si, §
Ja place de I'une des deux droites et de son pole, on substiluail une ror,de
et son point milieu; ce qui complete la démonstration du théoréme
enonce.

S'il arrivait, dans le cas oul'on considére deux droites PG, PH et leurs
poles R, Q, que chacun de ces derniers fitt situé sur la droite qui cor-
respond a4 lautre; c’est-d-dire, si le point Q se trouvait sur PG el e
point R sur PH, les paralléles RL, QL se confondraient évidemment avee
ces droiles; done la circonférence qui renferme le centre de Ihyper-
bole équilatére correspondante passerait alors par le point P o seﬂ Ten-
contrent ces mémes droites; mais, d’apres la théorie des poles, ce point
a évidemment pour polaive la droile qui passe par les points Q, R; de
st)x'{e (que ces trois poinls sont tels, que chacun d’eux est le pole de la
dr‘f)ll& qui contient les deux autres; on peut donc énoncer la propesition
Suivante :

Tugoriye V. — Lorsque trois points situés sur le plup d’une hyper-
bole équilatére sont tels, que chacun d'ewx est le pole de la droite qui
contient les dewx autres, le cercle qui passe par ces trois points passe
aussi par le centre de la courbe.

.Quut.re tangentes AB, BC, CD, DA (fig. 175) & une méme section co-
nique forment, par leurs intersections mutuelles, un quadrilatére complet .

Fig. 175.
B

TABCSD, dont les trois diagonales AC, BD, ST sont, comme l'on sait,
telles que « chacune d'elles est la polaire de I'intersection des deux
autres; » de sorte que, si la courbe est une hyperbole équilatére, la cir-
conférence qui passera par les trois points P, Q, R, intersection des dia-
gonales, passera aussi, d’aprés ce qui précede, par le centre de la courbe;
d’ou résulte ce nouveau théoreme :
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Takonime V. — Si Llon méne quatre tangenles quelconques & une hy-
perbole équilatére, le centre de la courbe sera situé sur la circonférence
qui passe: par les trois points d'intersection des diagonales du quadrila-
tére complet fr!i'nlc’ par ces tangentes ;

Qu, ce qui revient au méme :

Les centres de toutes les hyperboles équilatéres tangenies a quatre
droites quelconques, tracées sur un plan, sont situds sur la circonférence
&un cerele unique qui passe par les trois points dintersection des dia-
gn/lﬂ/r'x du r/u(l(/ri[rzt(}n' complet j})r/}lé par ces droites.

D'un autre coté, il résulte d'un théoréme découvert par Newton ( Lrin-
cipes mathématiques, etc., liv. I, Lem. XXV, Corol. I} que
« Dans tout quadrilatére circonserit @ une conigue quelconque, les
trois points milieux des diagonales sont sur une droite unigue qui passe
par le centre de la courbe; »
Ou, ce qui revient encore au méme:
» Les centres de toutes les sections coniques tangentes a quatre droites
quelconques, tracées sur un méme plan, sont situés sur la droite unique
qui passe par les trois points milieux des diagonales du quadrilatére
complet formé par ces droites. »
Done, dans le cas de Phyperhole équilatére, le centre de la courbe se
trouve 4 la fois sur la droite unique dont il s’agit et sur la circonférence
du cercle qui passe par les trois points P, Q, R, ou se croisent les dia-
gonales; en sorle qu'on peut aussi résoudre ce nouveau probléme :

=

Déerire une hyperbole équilatére dont on a quatre tangentes.

En effet, ayant déterming, au moyen de ce qui précéde, le centre de la
courbe (et il y en a évidemment deux, en général, qui résolvent la ques-
tion), on le joindra par une droite avec I'un queleonque P des points d'in-
tersection des diagonales, laquelle ira rencontrer la diagonale opposée BD,
polaire de P, en un point X qui, d’aprés la théorie des poles, sera néces-
sairement le miliew de la corde correspondante, et par conséquent aussi
le mitieu de la partie interceptée par les asymptoles sur celte diagonale;
portant done, & partir du point X, deux distances égales 4 OX sur la
direction de la droite indéfinie BDX, leurs extrémités appartiendront aux
deux asymptotes de Ja courbe, qui ainsi sera parfaitement déterminée de
grandeur et de situation; car le point qui divisera en deux parties égales
la distance interceptée parles asymptotes sur Pune queleconque des quatre
tangentes données sera le point de contact de celte tangente.

Supposons maintenant que ABCD soit un quadrilatére inscrit a une see-
tion conique quelconque ; les points de concours S, T de ses cotés oppo-
sés et le point d'intersection Q de ses deux diagonales simples seront en-
core, d’aprés la théorie des poles, trois points tels, que « chacun d’entre
eux scra le pole de Ja droite qui passe par les deux autres »j done,
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si la courbe est une hyperbole équilatére, son centre se trouvera situé
d’apres le Théoreme 1V démontré ci-dessus, sur la circonférence (]l;
cercle qui passe par les trois points Q, S, T, el par conséquent :

Tuisonime VI. — Dans tout quadrilatére simple, inscrit & une Typer-
bole équilatére quelconque, le cercle passant par les deuzx points de cop-
cours des colés opposés et par le point d’intersection des r/illgnlmlm' passe
aussi par le centre de la courbe.

Il suit dela que, quand quatre points A, B, C, D sont donnés sur un
plan, on connait aussi la circonférence qui passe par le centre de
Phyperbole équilatére passant par ces quatre poinls (*); dailleurs lo
Théoréme 111 indique d’autres circonférences qui renferment ézalement
ce centre; done il est entierement déterminé de position sur le plan des
qualre points donnés, et il en est par conséquent de méme des asymptoles
de la courbe; car, si I'on prend le milieu K de I'une quelconque CD deg
distances qui séparent deux & deux les poinls donnés, puis qu'on porte,
a partir de K, sur la direction infinie de CD, deéux longueurs égales i Iy
distance de ce méme point au centre de la courbe, leurs extrémités ap-
partiendront aux asymptofes de cette courbe. Voild done une nouvelle
solution, trés-directe ot tres-simple, du probleme déja résolu plus haut,
dans lequel il s'agit de déerire une hyperbole équilatére passant par
quatre points donnés sur un plan.

On peut tirer du Théoréme 11 dautres conséquences remarquables.

Que A, B, C (fig. 176) soient trois points quelconques, appartenant i
une hyperbole équilatére; si Pon divise les colés CA, CBdu trianglo ABG,

formé par ces points, en deux parties égales, aux nouveaux points I, K,

* eut ve ap 3 i 6

(*) On peut remarquer que, & quatre points donnés sur un plan, corres-
pondent toujours trois quadrilatéres simples différents, mais qui tous redon-
nent les mémes points Q, S, T; en sorte que la cireconlérence en question est
unique.
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ot que, par ces derniers, on méne les paralleles TL, KL aux cotés CB, CA,
elles viendront se couper en un point L qui, d’apres le théoréme cité,
appartiendra au cercle qui, passant par I, K, passe en outre par le centre
de I'hyperbole équilatére; mais le point L se confond évidemment avec
le milieu du troisieme eoté AB du triangle ABC; done

Tukorine VII. — Dans tout triangle inscrit & une hyperhole équilatére,
le cercle qui passe par los trois points milieux des cités passe aussi par
le centre de la courbe ;

Qu, ce qui revient au méme :

Les centres de toutes les hyperboles équilatéres circonserites ¢ un
snférence d'un cercle qui ren-

mdme triangle quelconque, sont sur la ¢
ferme les trois points milieur des c6tés de ce triangle.

On peut conclure de 14 et de ce qui précede que, quand un guadrila-
tére quelconque ABCD ( fig. 175) est inscrit 4 une hyperbole équilalére, le
centre de la courbe doit se trouver, & la fois, sur les circonférences de
huit cercles différents.

En effet, si Pon trace les diagonales AC, BD de ee quadrilatére, on ob-
tiendra quatre ftriangles inscrits & la courbe, dont les points milieux
G, H, I, K, L, M, qui sont aussi ceux des diagonales et des cdtés du
quadrilatére, détermineront un égal nombre de circonférences, passant par
le cenlre de cette courbe; d'ailleurs, ce centre devra aussi se trouver sur
la circonférence qui renferme les trois points Q, S, T, ol se coupent les
diagonales et les colés opposés du quadrilateve (Théor. VI); et il en sera
de méme encore de chacune des Lrois circonférences qui, passant par les
points milieux de deux cotés opposés ou des deux diagonales de ce qua-
drilatere, renfermerait aussi le point o e coupent les deux parallcles
‘menées par chacun d'eux (Théor. IIT) au cOté ou a la diagonale qui ren-
ferme l'autre.

Le point oft se coupent les huit civconférences dont il vient d’étre
question est nécessairement unique; car, s'il était possible qu'il y en elt
un second, toutes les circonférences devraient y passer & la fois, comme
par le premier; or, toutes ces circonférences, excepté celle qui renferme
les points Q, S, T, el pourvu qu’on ne combine pas entre elles celles qui
passent par les milicux des deux colés opposés ou des diagonales du
quadrilatere, sont évidemment telles que, prises devx & deux, elles ont
pour intersection commune 'un des points milicux de ces colés et de
ces diagonales ; done il faudrait que tous ces points milienx fussent con-
londus en un seul, ce qui est absurde; donc enfin le centre de I'hyper-
bole équilatére qui passe par quatre points donnés sur un plan est unigue.

Si l'on fait altentiond la maniére particuliére dont se trouve déterminé
le point dont. il s'agit, relalivement aux cotés et diagonales du quadrila-
tére ABCD, il sera permis d’en dédnire cette conséquence générale :
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Tugorime VI — Quatre points étant pris @ nnlnnlc‘ sur un plan, il
existe un autre point, el un seul point, tel, q’en le joignant par des
droites avee les milieux des siz distances qui séparent les quatre pre-
miers deuz @ dewr, Cangle formé par dewx quelconques de ces droites
est égal & celui des deux distances qui leur ('nl‘l'(::\']mnrlcnl, ou en est le
supplément. Ce point unique est, en outre, le centre de Chyperbole équi-
latére passant par les quatre points dont il s
Ce théoreme souffre pourtant une l’\((’|1l|0ll qu 'il est nécessaire de si-
enaler : c’est lorsque P'un D (fig. 176) des qualre points que T'on consi-
dére, est le croisement des hauteurs du triangle ABC formé par les trois
autres; car alors (Théor. 1) il y a une infinité d’hyperboles équilatéres
passant par les quatre points A, B, C, D; et par conséquent la position
du cenlre de la courbe ne saurait étre unique; elle est nécessairement
indélerminée. Or, il résulte de la que les huit circonférences de cercle
dont il vient d’étre question, et qui renferment simultanément le centre,
doivent se confondre en un seul et meéme cercle; ce qui donne lieu a la
proposition suivante appartenant & la Géométrie élémentaire :

g IX. — Le cercle qui passe par les pieds des perpendicu-
ires abaissées des sommets dun triangle quelconque sur les ¢dids v

pectivement ol)j)m’e'.s‘, passe aussi par les milieux de ces trois edles, ainsi
que par les milicux des distances qui séparent les sommets du point de
croisement des perpendiculaires.

Démonstration. — Soient P, Q, R ( fig. 176) les pieds des perpendicu-
Jaires abaissées des sommets du triangle ABC sur les colés opposés, et
soient K, 1, L les points milieux de ces cotés.

Les triangles rectangles CBQ et ABR étant semblables, on aura

" BC:BQ::AB:BR;
d'ou, a cause que K et L sont les points milieux de BC et AB,

BK .BR =BL.BQ;

¢est-d-dire que les quatre points K, R, L, Q apparticnnent & une méme
circonférence.

On prouverait semblablement que les quatre points K, R, I, P sontsur
un cercle, aussi bien que les quatre points P, 1, Q, L.

Cela posé, s'il était possible que les trois cercles en question ne fussent
pas un seul et méme cercle, il faudrait que les directions des cordes qui

leur sont denx 4 deux communes concourussent en un point unique; or, ces -

cordes sont précisément les cotés du triangle ABC, lesquels ne sauraient
concourir en un méme point; done il est ¢g:lement impossible de sup-
poser que les trois cercles différent entro eux; donc ils se confondent en
un seul et méme cercle.
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Soient maintenant G/, A’, B' les points milieux des distances DC, DA, DB
qui séparent le point de croisement D des hauteurs du triangle ABC de
chacun de ses sommels respectifs. Les triangles rectangles CDR et COB
étant semblables, on aura
CD:CR::CB:CQ,

d'ou, & cause que les points C' et K sont les milicux des distances CD
et CB,
C'.CQ=CR.CK,

¢'est-d-dire que le cercle qui passe par K, R, Q passe aussi par (.

On prouverait de la méme maniére que ce cercle passe par les deux
autres points A, B'; donc il passe a la fois par les neuf points P, Q, R,
I K, L, A, B!, C'. C. Q. F. D.

* Les lheorames qui précédent subsistent, en tout ou en partie, et avec
des modifications convenables, dans les diverses circonstances particu-
licres que peut présenter le systeme des trois ou quatre points que I'on
considére, et qu'on suppose appartenir a une hyperbole équilatére.

Par exemple, si I'un A des sommets du triangle ABC s'éloigne & Iinfini
des deux aufres, et que, par conséquent, les cotés CA, AB deviennent pa-
ralléles comme Pexprime la fig. 177, le pied R de la perpendiculaire AR

gécarlera a infini sur BC, et il en sera de méme des milieux I, L des
cotés AC, AB du triangle et des points A, B!, C'; par conséquent, une
portion tout entiere du cercle qui passe par ces poinls sera elle-méme
passée & l'infini, ¢’est-a-dire quelle se sera confondue avec la droite qui
contient tous les points & Uinfini du plan de la figure.

1l suit de 1a que l'autve partie de ce cercle sera aussi devenue une ligne
droite, et ¢’est ce quia lieu en effet; car (fig. 176), si des sommets B, G
on abaisse des perpendiculaires sur les cotés opposés du triangle, leurs
pieds respectifs R, Q seront en ligne droite avec le milieu K du coté BC.

1. 33
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Dans lo cas particulier’ qui nous occupe donc, la suile des centres des

hyperboles équilatéres appartenant aux points A, B, G doit se trouver sur

la droite indéfinie PKQ, comme cela a lien en effet. .
Dans la méme hypothése, ol le point A ’éloigne & Vinfini et ol leg

cotés CA, BA deviennent par conséquent paralléles, le point de croise-

ment D des (rois hauteurs du triangle ABC étant aussi passé & I'infini, i)

est, dans ce cas particulier, bien évident que cest, avee les trois autres,.

un quatriéme point de Phyperbole équilatere.

1l y a ici une remarque essentielle & faire; c’est que, bien que par
quatre points donnés 4 volonté sur un plan, on puisse toujours faire pas-
ser une hyperbole équilatere, cependant, quand deux de ces points
doivent ¢lre situés A Uinfini, il n'est pas possible de se les donner arbi-
trairement par le systéme de deux droites quelconques concourant res-
pectivement en ces points; il faut nécessairement que les droites dont |l
shagit soient perpendiculaires entre elles, puisqu'elles doivent étre paral
leles aux asymptotes de la courbe.

Si le sommet A du triangle ABC ( ffg. 176), au lieu de s’écarter indéfi-
niment des deux autres B, C, se rapprochait, au contraire, de I'un d’eux C,
jusqua ce que le coté AC devint infiniment petit ou nul,. en conseryant
toujours sa direction primitive, les points L, K se trouveraient eux-memes
vapprochés & une dislance infiniment pelite 'un de 'autre, sur une paral-
lele 4 AC passant par le milien du coté AB ou CB; quant au point mi-
lieu I du edté AC, il serait confondu avec le sommet A.

Soit donc AP ( fig. 178) la direction indéfinie de la droite qui renferme

Fig. 158
\o s
g e

les deux points ou sommets confondus en un seul au point A, et. soit B lo
troisieme point ou le troisiéme sommet que Von considere; divisons le
double ¢oté BA en deux parties ézales au point L par la parallele LK
A AP, le cercle qui passera par A et louchera la paraliéle KL en L repré-
senlera évidemment celui qui, dans le cas général, contient les milieux
des colés du triangle ABC; par conséquent il renfermera la suite des
centres des hyperboles équilatéres qui passent par les points A, B et tou-
chent la droite AP en A. Du reste, il serait facile de reconnaitre ce que
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sont devenues les autres propriétés du cercle dont il sagit, et d'en dé-
duire divers théorémes analogues aux précédents, mais qui-n’en seraient
que des cas particuliers.

Ainsi, le moyen que nous avons indiqué ci-dessus, pour trouver le centre
el finalement les asymptotes d'une hyperbole équilatére assujeliic 4 pas-
ser par quatre points donnés sur un plan, s'applique trés-bien au cas par-
ticulier ot l'on suppose ces points, en toul ou en partie, réunis denx 4
deux en un seul sur des droites ou tangentes dont la direclion est assi-
gnée, ainsi que le point de contact, comme il slapplique aussi tres-hien
a celui ou un ou deux de ces mémes points passent 4 l'infini sur des
droites dont la direclion est également assignée.

Mais quand on ne se donne que trois points de I'hyperbole équilatére
avec une tangente quelconque, il n'est plus possible de déterminer de la
méme maniére le centre de la courbe, car alors on n'obtient qu’un seul
cercle dont la circonférence renferme ce centre; il faut donc avoir recours
au procédé indiqué plus haut, au moyen duquel on peut obtenir direc-
tement un quatrieme point de la courbe : ce qui raméne le probleme &
celui o il s'agit de décrire une section conique dont on a quatre points
et une [ﬂ/]gf’”ff‘.

Enfin, quand on se donne deux points et denx tangentes quelconques
de Ihyperbole équilatere, ou seulement un point et trois langentes quel-
conques, les deux procédés dont il s'agit sont également en défaut. Néan-
moins, dans le premier de ces deux cas, on trouve encore un cercle dont
la circonférence renferme le centre de la courbe; ce qui donne lieu i ce
nouveau théoreme :

Tutorime X. — Les centres de toutes les lyperboles équilatéres
tangentes a dewr droites et passant par dewz poits donnés sur un plan
sont situés sur une circonférence de cercle unique.

Dans le méme cas, on parvient & délerminer d’une maniére trés-simple
un systéme de deux droites dont Pintersection avee le cercle en question
donne encore la position des centres des quatre byperboles équilateres
qui résolvent le probléme; mais la démoustration de ces diverses propo-
sitions exige P'emploi de principes qui sont, jusqud un certain point,
étrangers & I'objet actuel de cet article.

On a vu, dans ce qui précede, le role qu'on peut faire jouer aux dif-
férents lieux des centres des seclions coniques assujetlies & certaines con-
ditions, pour fixer entiérement la position du centre de la courbe, et par
congéquent celle de cetle courbe elle-méme, quand le nombre de ces con-
ditions ne laisse plus rien darbitraire ni d’indélerminé. 1l se présente
a4 ce sujet une question fort intéressante, el qui nous semble n’avoir
pas encore été résolug d'une maniere compléte et dans toute sa géné-
ralité ; en voici I'énoncé :

Déterminer quelle est la nature: de la courbe qui renferme les eentres

53,
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de toutes les sections coniques assujettics & quatre conditions telles que de
passer par des points ou de toucher des droites données sur un plan.

Aux divers cas particuliers dont il a déja été question dans le présent
Article, et dont le plus remarquable est sans contredit celui qui résulle
du théoreme eité de Newton, sur le quadrilatére circonserit a une sec-
tion conique, nous ajouterons les suivants, qui, si nous ne nous trom-
pons, n'ont pas jusqu'ici été démont{rés ou résolus :

Les centres de toutes les sections coniques assujetties & passer par
quatre points donnés sur un plan, sont situés sur une autre conique
passant par les points ot se coupent les denx (li{lgonnles et les cotés
opposés du quadrilatére correspondant auz quatre points donnés.
centres de toutes les sections coniques assujetties @ toucher deuxs
droites et & passer par dewx points donnés sur un plan sont silués sur
une autre section conique passant par-le point dintersection des deuz
droites, par le milicw de le distance qui sépare entre eux les dewx points,
et par le milicw de la partie interceptee par ces droites sur la direction
indéfenic de celle qui renferme les dewy mémes points (*).

Vi

RECHERCHES DIVERS R LE LIEU DES CENTRES DES SECTIONS CONIQUES
ASSUJETTIES A QUATRE CONDITIONS, ET SOLUTION DE. DEUX PROBLEMES
PROPOSES A LA PAGE 372 DU TOME XI DES ANNALES.

(T. XII des Annales, 1% février 1822.)

PROBLEME. — Déterminer le licu des centres de toutes les sections co-
niques qui, touchant & la fois dewx droites données, passent en outre par
deux points donnés?

Solution. — Concevons une droite par les deux points dont il s'agit;
s direction indéfinie sera celle d’une sécante commune 4 la fois & toutes
les sections coniques proposées; ainsi, nous pouvens poser la question
(’une maniére plus générale, comme il suit :

(*) Je supprime ici une note ot M. Gergonne, rappelant son ¢élégante et gé-
nérale solution du probléme des sphéres et des cercles tangents, émet, comme
moyen d'émulation permis au rédacteur d’'un Jowrral, Vopinion que le pro-
l)lé;nc proposé, p. 204 du t. VIII des Annales, o il s'agit de décrire une co-
nique qui en touche cing autres sur un plan, est peut-ére susceptible dune
construction ¢légante ct facile. Mais VArticle ci-aprés et ses propres recher-
ches analytiques, s au t. X1 des Annales, ont da convaincre M, Gergonne
quil n'en pouvait étre ainsi. (Note de 1863.)
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Quel est le liew des centres de toutes les sections coniques qui, ayant
une corde commune, toucheraient en outre devwr droites données ?

La corde commune donnée pouvant élre aussi bien une corde idéale
qu'une corde réelle, relativement & toutes les sections coniques dont il
g'agit (*), et le systeme de ces dernieres devant jouir des mémes pro-
priétés dans les deux cas, on peut, en général, considérer ce systeme
comme la projection ou perspective d'un autre systéme composé de cir-
conférences de cercles, pour lesquelles la corde ou sécante commune est
passée tout enliére & I'infini; mais, dans ce nouveau systéme, les centres
des sections coniques seront évidemment représentés par les poles de la
droite qui, sur le plan des sections coniques, est elle-méme a Vinfini ; car
la polaire du centre d'une telle courbe est nécessairement & l'infini; donc
la question est ramenée & cette autre purement élémentaire

Quel est le liew des péles d’une droite donnée, par rapport & une suite
de cercles tangents @ la fois & dewx droites données sur un plan?

Or, ces cercles présentent deux séries bien distinctes : 'une qui ap-
partient & I'angle méme formé par les deux droites données, l'autre qui
appartient au supplément de cet angle. Dans I'une et lautre, les centres
des cercles demeurent sur une droite qui partage l'angle correspondant en
deux parties égales, tandis que les cordes de contact avec les cotés de cet
angle se meuvent parallélement 2 elles-mémes et a laligne des centres de
Pautre série, c’est-i-dire concourent avee elle en un point de la sécante &
linfini, commun & la fois & lous les cercles; enfin, il est facile de prou-
ver, soit géomélriquement, soit analytiquement, que le lieu des poles
d’une droite quelconque, donnée sur le plan de ces cercles, est, pour cha-
cune des séries dont ils se composent, une section conique passant par
le sommet commun des angles que 'on considére, el touchant en ce point
la droite des centres qui lui correspond. Si donc on se reporte 4 la figure
primitive, ol les cercles sont remplacés par des coniques quelconques
ayant une sécante commune, on en conclura sans peine :

1° Que ces sections coniques forment deux séries distinctes dont les
cordes de contact avec les droites données pivotent séparément sur deux
points fixes placés sur la sécante qui leur est & la fois commune (**), et

12
divisant Aarmoniquement ou en segments proportionnels, tant la corde

correspondante que Ja portion de la sécante comprise entre les deux droites
données; ;
2° Que ces deux points fixes sont en outre tels. que 'un quelconque

(*) Foir, sur les cordes idéales, etc., le Rapport a Ulnstitut inséré a la

p. 69, t. XI, des Annales. (Note ancienne.)
(**) Mémoire sur les lignes du second ordre, par (.-G.. Brianchon, n°s XV
et XVI, p. 19 et 20. (Note ancienne).
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@entre eux est le pole de la droite qui passe par I'autre et par le som-
met del'angle des droites, relativement & toutes les sections coniques pro-
posées;

3% Que le lieu des centres de I'une quelconque des séries formées par
ces seclions coniques est lui-méme une autre gection conique passant par
le sommet de I'angle des deux droites données, et touchant en ce point la
polaire du point sur lequel pivotent les cordes de contact appartenant &
cette série,

La discussion apprend en outre :

4° Que chacune des deux courbes des centres passe par le milien de la
distance qui sépare entre eux les deux points donnés et par le milien de
la partie inlerceptée par les droites données sur la direction de la sé-
cante commune qui contient les deux mémes points ;

5° Qu'enfin le centre commun des deux courbes dont il s'agit est au
point milieu de la distance qui sépare le sommel de I'angle des deux droites
données et Je point milieu déjd mentionné de la distance qui sépare les
deux points donnés,

Dapres cela, on voit que les deux sections coniques, lieux des centres
des proposées, ne different entre elles que par la direction de la tangente
au sommet de 'angle des deux droites données.

Comparons maintenant ces résultats avec ceux de la page 395 du t. XI
des Annales.

Soient CX, CY (/fig. 179) les deux droites donndes, prises respective-
ment, comme a I'endroit cité, pour axes des .z et des ) ; nommons pareil-
lement @, 0, @', 0' les coordonnées des points donnés A, A"

Cela posé, on aura d’abord, pour 'équation de la droite AN,

b—0b
y—b= S (z—

Solent 2, »” les coordonnées du milieu % de la partic XY de cette droite
interceptée entre les axes ; nous aurons

1ab'— ba' 1ab' —ba'
L= S e J’— ——
9 b—10U' 2 a—a

at 2, y" étant les coordonnées du milien I de la distanco AN,
.r":»—l-(a—(—a’) J.n:_l.({;—{—b').
2 1 2
Enfin 2", »" étant les coordonnées du milieu O de CI, nous avons
a M d), = gy
2 G .

Reste & déterminer la direction des droites CP, CQ, qui passent par
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Porigine G, et renferment les points P, Q sur lesquels pivotent les cordes
de contact respeclives appartenant aux deux séries de seetions coniques
proposées; car, d’apres ce qui précede, on aura tout ce quil faut pour
déterminer complélement, le lieu des centres do ces séries.
Soient =, (+1es coordonnées de 'un P des deux points fixes dont il sagit :
Iéquation de la droite correspondante CP sera

@

en faisant, pour abréger, 8= %x; de sorte que tout consiste & déter-
miner X )

On pourrail, & cet effet, employer le caleul algébrique; mais il exige-
rail une suite d'opérations trés-pénibles. On parviendra plus simplement

Fig. 179.

1\
A
s

au méme but en employant les relations obtenues par la Géemétrie. En
effet, indépendamment de celles déja signalées ci-dessus, et qui suffizent
pour déterminer le point P que L'on considére en particulier, on a encore
la suivante, qu'il serait au surplus facile d’en déduire, si déja elle ne se
trouvait toute établie,

PR - A% AKX
Y X

—1
PY

h

(*) Poir Te n® XV du Mémoire précédemment cité de Bri
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Mais, en abaissant de I'un quelconque A des deux points donnés les
coordonnées Aa, Ab sur les axes CX, CY, on a, par les triangles sem-
blables AaX, AbY, CXY :
AX. Xy AY XY
g0y’ " Ab.T GX!

d’ot l'on tire
AN PCYERh = CY e
A% OXh

AV O

On aurait de méme

et, do plus, T eyt = e

ey AX A'X  7CXN® 46 /CX\*,
tone a Ey - \ey) s \oy) >
et par conséquent . e [i[i,-

aca

De ces deux valeurs, l'une appartient évidemment au point P que I'on
consideére, et 'autre au point Q, puisque ces deux points doivent jouir des
mémes propriélés. D'aprés cela, on a tout ce qu'il faut pour déterminer
les éléments des courbes, lieux des centres des coniques proposées; car,
en ne considérant que I'une d’entre elles, puisqu'elle passe par l'origine
son équation sera de la forme

Ax* 4By -9 Cay+ad'w+aBy=o0.

On exprimera qu'elle touche la droite CP (Annales, t. IX, p. 131), en
écrivant
A+ 1B '=o0;

et, comme elle doit de plus passer par ie point A, milien de XT, et
avoir son centre au milieu O de CIZ, on aura encore
Ada”+ By 4aCa'y'+od'x'+oB'y'=o0,
A" Cy" 4+ A= 0, By"-4Ca'4B'=o.
Remplacant done 2, 37, 2, 3" par leurs valeurs trouvées ci-dessus, ces
trois derniéres deviendront
(a—a' ) lab'—ba') 4 — 4(b—b')(a—a')? A'+4-(b— ') (ab'—ba') B
+hla—a ) (b= ) B —a(a—d)(b—1)(ab—ba') C=0,
(aa')d=+(b4+0")CH4A' = o,
(b64+0") B+ (a+d)CH4B =o0;

en y joignant de plus I'équation #'+-%B'= o, on en tirera
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bh'
aa’

IE
J»

1}

aa'
bb'
(rat

b

7
, et qui ne differe de la premiére que par le signe

'>=[w+b')—<n+a'>\/

].7'_)'-— 2l

—a[la— ' (b4bf — () (5= )] y = o.

‘+2[(/z—a')’(b+{1’)’—(rl+n’)’(b+b’)’]\/

}.7;’—{—4({t-—ﬂ’)"[(b+{1')+(”+”')\/

substituant done ces valeurs dans I'équation 4 a®~+By*+ 2 Cay-+od'x+o8'y=o, divisanl par 4, remeltant successi-

== \/
et chassant les dénominateurs, on aura. pour I'une des équations cherchées des courbes lieux des centres,

Bt 8
an
e =
| =
= <
[=3
< S 0|
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des radicaux,
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b’
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(b= — (aa' (b— )] \/
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\

b’
aa'

v
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—8 L(r/—}—u’} (b=t P —(b4-b)(a—da

o211
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Pour rapprocher ces résullats de ceux obtenus . XTI, p. 395 des 4n-
nales, il ne s'agit plus que de multiplier par ordre les deux équations qui
précédent; car, si tout est exact de part et d’autre, on deyra obtenir une
équation du quatrieme degré qui ne pourra différer, au plus, que par un fac-
teur fonction des données de celle a laquelle on est parvenu au méme en-
droit. Cetle opéralion est nécessairement trés-loncue et trés-laborieuse ;
néanmoins nous avens eu le courage de Uentreprendre, et le plaisir d’en
voir ressortic une vérification compléte des raisonnements géomélriques
ci-dessus, qui s'étendent, comme on le voit, au cas oil les points donnés
sont imaginaires et o la droite XY, qui passe par ces points, est une sé-
cante idéale commune i loutes les sections coniques proposées.

En multipliant, en effet, nes deux équalions entre elles, développant et
observant que les diverses fonclions ‘

aa' (b0 —bb'(a+ '), aa'(b— O —bb' (a—a')?,
wd (U 4-b") — b’ (a*+a?), — (ab —a'b') (ab' — ba'),
lat-a' (b= — (b4-b') (a—a')?

sont équivalentes entre elles, on trouvera que tous les termes de I'dqua-
tion résultante sont exactement divisibles par Ja quantité constante

dllad-a') (b —b' ) — (b4 b') (a— )]

aa’

Supprimant done ce facteur, on parviendra & 'équation du quatriéme
degré

(1)—[1')‘.4:“—[.((1-{—/1’) ('b-i—b’)’(b-—b’).vr‘y—- 4lata')(b+b') (a—a')ay
+((l—a')‘)“‘—}—[l}(a—(/)’(Lv— (1')’—,‘—81741'([)—b')z—FS/}[)‘((1~11’)3].7;“_7'2
+h4(a4-d) (b—b')ad—y (a4a')[2ad (b—0' ) —bb' (a— al)i]
H4(b+b) (a—u')y — 4 (o0 ) [2b' (a—d')* — au (b—0')"] 2y
+4ad [ad (@ — a' )P — b (b— Uyt GO0 Db (a—da' ) — aa' (b — b')*] 2" = o;

or, c’est & cela que revient exactement 'équation de la p. 393 du t. XIdes
Annales, en la développant et I'ordonnant comme celle-ci. Ainsi, cette
Gquation est décomposable en deus ficteurs représentant chacun une sec-
tion conique; conformément i ce qui avait été annoncé.

Supposons qu'il s'agisse de rechercher, parmi loules les sections coni-
ques qui, passant par les différents points A, A’ touchent les droites don-
nées CX, CY, celles d'entre elles qui sont en méme temps des hyperholes
équilatéres , ces hyperboles pouvant faire partie de I'une ou de l'autre sé-
rie de seclions coniques proposées. Supposons, pour plus de simplicité
encore, qu'on se borne & celles dont les cordes de contact avec la droite
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donnée passent toutes par le point fixe P. D'aprés ce qui précede, ces
hyperboles deyront avoir leur centre quelque part, sur une seclion co-
nique, passant par C, I, K, ayant la droite CI pour diamétre et CQ pour
tangente & l'extrémilé C de ce diamétre; de telle sorte que la paralléle IL
a (Q sera tangente a Pautre extrémité I de ce diamélre. Pour résoudre
enlicrement la question, il ne s’agit done plus que dg trouver une seconde
ligne qui renferme égzalement les centres des hyperboles équilatéres; car
on aura tout ce qu'il faut pour les déterminer d’'une maniére compléte
(Théor. VI, p. 73).

Nous avons vu ci-dessus, que la droite CQ n’élait autre chose que la
polaire du point P, par rapport & toutes les seclions coniques passant
par A, A’ et touchant les deux droites données; donc elle est aussi la po-
laire de ce point par rapport & chacune des hyperboles que I'on cherche;
mais, d’un autre ¢olé, 1 est le point milieu de la corde AA/, commune &
ces hyperboles; donc

« Si, par chacun des points I, P, on méne une paralléle a la polaire on
» & la corde qui passe par l'autre, le cercle qui contiendra ces deux
» points et celui ot le coupent les paralléles, passera aussi par le centre
» des hyperboles cherchées (Théor. III, p. 69).

1l résulte évidemment de la que le cercle qui passe par I et P et louche
la parallele IL & la polaive CQ de P doit renfermer les centres des hyper-
boles équilateres cherchées; de sorte que ces centres doivent se trouver
4 linlersection de ce cercle et de la section conique déja construite,
ayant 1L pour tangenle commune avec lui au point L.

Le point T ne pouvant étre évidemment le centre d’une hyperbole équi-
latére salisfaisant aux conditions du probléme, il s'ensuit que, relative-
ment 4 la série de sections coniques que l'on considére, et dont les
cordes de contact passent par P, le probléme ne peut avoir que deux so-
lutions au plus, et par conséquent quatre solutions seulement, quand on
le considére dans toute sa généralité, On peut d’ailleurs éviter entiére-
menl le tracé de Ja ssction conique auxiliaire lieu des centres, en obser-
vant que tout consiste & rechercher les points d’intersection du cercle
correspondant avec la séeante commune & ce cercle et a la section co-
nique auxiliaire.

Dans un cuvrage que je ferai paraitre incessamment, je donnerai le
moyen de construire directement la sécanle commune au systéme de
deux seclions coniques qui se touchent sur un plan, sans recourir au
tracé des deux courbes. 1l serait trop long de développer ici le principe
de celte construction; c’est pourquoi je me bornerai & indiquer la solu-
lion appliquée au cas particulier qui nous cecupe. On sait d'ailleurs
construire les deux points P, Q ( Mémoire cité de Brianchon) : tout con-
siste, en effet, &4 faire passer un cercle quelconque par les points don-
nés A, A’; menant ensuite des points X, Y, deux paires de tangenles
ace cercle, el joignant deux & deux, par des droiles, les points de con-
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tact qui n'appartiennent pas & une méme paire de tangentes, ces quatre
droiles donneront évidemment, par leur croisement mutuel, les deux
points P, Q dont il s’agit.

Cela posé, soit G le second point d'intersection de CI et du cercle qu.
renferme les centres des hyperboles équilatéres que Ion considére en
particulier : en menant PG, celte droite ira rencontrer la droite CK en
un premier point « de la sécante commune ; menant ensuite la tangente
au point G du cercle, cetle dernicre droite ira rencontrer CQ en un ge-
cond poinl y de la séeante commune, qui se trouvera ainsi complétement
déterminée, et coupera, en général, notre cercle en deux points qui se-
ront les centres des hyperboles demandées.

On voit, d'apres cela, en quoi consiste I'inadvertance commise dang
Pénoncé du Theor. X, p. 79 du IV article : on n'y a considéré qu’un seul
cercle, au lieu de deux quil fallait envisager, el V'on a appliqué 4 ce
cercle unique les propriélés qui lui appartenaient en commun avec 'autre.
Voici done le nouvel énoncé & substituer au premier

Les centres de toutes les hyperboles équilatéres, au nombre de quatre
aw plus, tangentes & deux droites et passant par dewx points donnés,
sont situés sur deux circonférences de cercle distinctes, aux intersec-
tions respectives de ces circonférences et de dewx drites faciles a déter-
miner., »

D'apres ce qui vient d’étre dit sur le lieu des centres des sections co-
niques assujetlies & passer par deux points et & toucher deux droites
données, on pourrait penser que le lieu des centres des sections coniques
assujelties & passer par trois points et & toucher une droite donnée, qui
se présente, comme le premier, sous la forme d’une courbe du quatriéme
degré, doit aussi étre le systéme de deux sections coniques, et que, con-
séquemment, le premier membre de I'équation du quatrieme degré qui
exprime ce lieudoit étre décomposable en deux facteurs du second degré.
Mais si, considérant, comme ci-dessus, une des sécantes communes i
toutes les sections coniques proposées qui renferment, deux & deux, les
trois points donnés, on suit la figure en projection sur un nouveau plan,
de maniére que toutes ces sections coniques deviennent des cercles, les
centres de ces sections coniques se trouvant toujours représentés sur le
nouveau plan par les poles d'une droite quelconque relatifs aux cercles
dont il s"agit, on aura & considérer dans la projection :

« Quel est le lien des poles d'une droite donnée, par rapport & une
» suite de cercles touchant une autre droite quelconque, et passant en
» oulre par un point fixe aussi donné de position, »

Or, tandis que, dans la premiére question posée ci-dessus, la suite des
centres des cercles se trouvait sur deux droites distinctes, on voit qu'ici,
au contraire, la suite de ces mémes centres est sur une parabole ayant
le point donné pour foyer et la droite tangenle aux cercles pour direc-
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trice ; de sorte que tous ces cercles ne forment qu'une seule et umque
série non décomposable en deux aulres distinctes, une seclion conique
quelconque pouvant étre considérée comme représentant le systeme de
deux lignes droites non séparables; il est donc naturel de croire que,
quand le centre du cercle variable considéré parcourt une parabole, le
lien des poles de la droite donnée n'est plus simplement le systeme de
deux seclions coniques distincles, mais une courbe essentiellement du
quatrieme degré.

Au reste, quand le point par lequel passent tous les cercles est sur la
langente commune donnée, ¢'est-a-dire quand le foyer de la parabole est
sur la directrice, cette parahole se confond doublement avee son axe, et
la question revient a se demander « le lieu des poles d’une droite don-
» née, sur le plan d’une suite de cercles ayant un point de contact com-
» mun, ou, plus généralement, ayant une sécante commune ». Or, il est
facile de prouver, soit géométriquement, soit d’une maniére algébrique,
qualors le lien des poles est une section conique, comme cela a été
6labli 4 la p. 395 du t. XI des Annales.

1l résulte aussi de cette derniére remarque que le licw des centres des
sections coniques assujetties @ passer par quatre points donnés sur un
plan, est également une autre section conique passant dailleurs par les
puints de concours des dewx diagonales et des directions des cités oppo-

sés du quadrilatére qui a pour ses sommets les quatre points dont il
Sagit; proposition quia été simplement énoncée & la p. 219 du t. XI des
Annales, et démontrée algébriquement a la p. 396 du méme volume.

En réunissant ces considérations sur le lieu des centres des sections
coniques variables suivant certaines lois, a celles qui concernent le cas
particulier ot les sections coniques touchent 4 la fois quatre droites don-
nées, ou n'en touchent que trois seulement en.passant d'ailleurs par un
point donné, problémes traités ala p. rog du t. XII des Annales, on
aura, comme Pon voit, une solution compléte et purement géométrique
du probléme proposé a la p. 228 du t. XI. Il serait bien inutile d’exami-
ner les moyens de construire les différents lieux des centres par la con-
naissance des points particuliers par ol ils passent, cette tiche se trou-
vant déja parfaitement remplie & la p. 379 de ce volume. D’autre part, on
voit que ces différentes questions, relalives au lieu des centres des coni-
ques variables, assujetties & quatre conditions données, conduisent im-
médiatement, par les principes de projection mis en usage dans ce qui
précéde, a celles ou, au lieu des centres, on substitue celui des poles
d'une droite donnée sur le plan des sections coniques; de sorte que les
solutions doivent étre les mémes de part et d’autre, quant au degré de
ces lieus, Enfin, au moyen de la Théorie des pdles et polaires récipro-
ques, p. 31, on est immédiatement conduit & la solution des questions
analogues, sur les lieux qu'enveloppent les polaires d’un point donné, sur
le plan d’une suile de sections coniques, assujetties aux mémes conditions
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de pasger par des points donnés ou de toucher des droites données, Ainsi,
par exemple, il en résulte que :

Les polaires d'un point donné sur le plan d’une suite de sections co-
niques qui passent par quatre autres points aussi donnés sur ce Plan,
wont toules Concowrir en. un point wnigque distinet du premier, ¢t qid jouit
avee lui de la méme propriété réciproque.

Pareillement encore :

Les polaires dun point donné sur le plan dune suite de sections
coniques tangentes a quatre droites aussi donndes, enveloppent une der-

niére section conique touchant < la fois les trois diagonales du quadrila-

tére complet formé par ces quatre droites.

Et ainsi du reste.

Il résulte encore des considérations qui précédent, une solution trés-
simple des deux problémes de Géomélrie proposés a la p. 372 du t. XI
des Annales et concus en ces termes ;

° Ftant donnés, sur un plan, trois droites indéfinies et deux points,
correspondant respectivement & dewe dentre elles, sur quelle courbe doit
élre situé un troisiéme point pour que ces trois points puissent étre con-
sidéres respectivement comine les poles des trois droites, par rapport @
une méme section conique ?

2° Etant donnés, sur un plan, trois points et dewx droites indéfinies,
correspondant respectivement @ deux d’entre ewr, & quelle courbe une
troisiéme droite doit-clle toujours étre tangente pour que les trois droites
puissent élre considérécs respectivement comme les polaires des trois
points; par rapport & une méme section conique?

Considérons, en effet, deux points donnés et les deux droites qui
doivent en étre les polaires respectives par rapport 4 une méme section
conique; en joignant ces deux points par une droite indéfinie, elle ira
rencontrer leurs polaires en deux nouveaux points tels, que la distance
comprise entre chacun d’eux et celui des.deux premiers qui lui corres-
pond devra étre divisée & la fois harmoniquement par toutes les sections
coniques que lon considére. Or, quand deux points inconnug P, Q
doivent diviser, & la fois, en segments proportionnels, deux distances
données XY, AA’, rangées sur une méme droite, ces deux points sont,
daprés ce qu'on a dit plus haut, enlierement déterminés de siluation
a I’égard des qualre autres, et, de plus, ils sont toujours uniques; done,
toutes les sections’coniques proposées passent a la fois par les points
P et Q. Dun autre cOté, ces deux poinls fixes élant respeciivement les
poles des deux droites données, la droile qui les renferme aura elle-
méme pour pole le point d'intersection des deux premiéres; c¢'est-a-dire

que les sections coniques proposées, en passant par les points P, Q déj

EXTRAITS DES ANNALES DE MONTPELLIER. 527
trouvés, ci-dessus, auront en outre, en ces points, mémes tangentes, allant
concourir & 'interseclion des deux droites données, Ainsi, les questions
proposées reviennent aux suivantes :

1° Quel est le licw des piles d’une droite donnée, par rapport & une
suite de sections coniques touchant toutes aux mémes points les deux cotés
d'ur angle également donné ?

20 Quelle Lenveloppe des polaires dun point donné, par rapport &
une suite de sections coniques touchant toutes any mémes points les dewz
cdtés dun angle également donné ?

Ces questions ont évidemment leur réponse dans ce qui précgde, ou,
plus généralement, dans la théorie des poles; et il en résulte que, pour
la premiere, le lieu demandé est une ligne droite qui passe par le sommet
de I'angle donné et par le quatrieme harmonique des deux points de con-
tact et du point ol la droite donnée rencontre celle qu1 renferme ces
points de contact.

Pour la secondé question, T'enveloppe des polaires du point donné est
elle méme ¢évidemment un point placé sur la droile indéfinie qui ren-
ferme les deux poinis de contact des seclions coniques, et dont la posi-
tion sur cetle droile est telle, qu'il divise la distance comprise entre ces

a ceux qu'y détermine la droite

points en deux segments proportionnels &
qui contient le sommel de Iangle donné et le point des polaires dugquel
on recherche Penveloppe.

Note additionnelle an précédent article (mars 1864).

L'article précédent a été éerit & la hate, au milieu des assujettissements d'un
service militaire ot je m’occupais heaucoup plus de projets de fortifications,
de ponts-levis, ponts éclusés, ete., que de théories abstraites ou mathémati-
ques. D’aprés mes intentions, manifestées dans une lettre d’envoi a M. Gergonne
dont je supprime ici un long et inutile extrait, eet article, en quelque sorte
confidentiel, n"aurait pas da étre imprimé dans I'état d’ébauche o il se trou-
vait; il était simplement destiné a mettre le Rédacteur des Arnales en mesure
de rectifier quelques erveurs commises, par moi et p.u lui, dans les \rnc]es
des p. 109 et 379 du t. XI du Recweil, velat
conigues assujetties ¢ quatre conditions distine
poser de mes nouvelles remarques sur la salyliou de cet intéressant probléme,
de la maniére la plus profitable aux intéréts de son Journal. Mais il trouva
beaucoup plus simple de les insérer textuellement, en les f mL suivre d’un
article de re tion de ses propres caleuls, ol se trouve vérifiée & posteriori,
par des procédes désormais faciles, la possibilité de décompusur Vequation du

r je le Jai

4© degré, obtenue sous la forme

((ay — b)) —(a'y — a1 = 4[(br+ay —ab) — (Fo+aly — ']
Flblwda'y —alb') —(ay — 6a)(be+ay — ab)),

X [y — ba
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a la p. 393 du t. XI des Annales, en deux facteurs dn ¢ degré, équation qui,
selon les affirmations de cet endroit, ne pum‘n'it otre ni @ une simple section
conique ni au gystéme de deux sections coniques. Eyidemment j'avais blessé, sans
le youloir, la susceptibilité jalouse de M. Gergonne; mais il se gardait bien de
le laisser voir dans ses lettres tout amicales et qui, au rebours des miennes
dont je n'ai aucune copie, mériteraient d’étre imprim en entier pour leur
remarquable cotrection, les réflexions philosophiques, les questions ou les
encouragements divers qu'elles contenaient : je me contenterai ici de transerire
pes de ces lettres.

textuellement quelques pas

Lettre datée de Montpellier, le Sfévrier 1821, — « Jai commeneé, Mon-
per de votre probléme sur le leu des centres des sections co-
a quoi je snis parvenu :

» sieur, 4 Mol

» niques assujetties & quatre conditions.... Voici dé]
» Trgonims. Le lien des centres de toutes les sections conlques circonscrites
» & un méme quadrilatére est une autre section conique.
» Elle a son centre au miliew commun des droites qui joignent les miliewx soit
» des dewr diagonales, soit de dewx cités opposés du quadrilatére, etc., ete. »

Lettre du 1o décembre 1821, — En m’accusant réception de I'Art. V ci-dessus,
» extrait des 4nnales, M. Gergonne ajoute : « Vous avez trés-judicieusement
» relevé une étonrderie que jlavais commise et dont je ne saurais m'excuser
» que sur la célérité que le pen de temps dont je puis disposer m'oblige i
» mettre dans tout ce que j'entreprends. Ne trouvez-vous pas, an reste, asses
» singulier que, tandis que tous les cas de votre probléme donnent des hignes
» du premier, ou tout an plus du second ordre, un seul d'entre cux viennc
re exception et donne une courbe du quatritme degre? Cela est presque

» impertinent. »

Lettre du 11 décembre 1821. — « Je suis aflligé des contrariétés que vous
» éprouvez pour l'impression de votre ouveage...; les détails que vous me don-
» nez dans votre lettre ne peuvent qu'exciter ma curiosité et mon d
» avez pu juger, Monsienr, par divers endroits de mon Recueil, que je su
» comme vous, tout & fait dévoué i Vancienne doctrine des quantités négatives
» et & toutes les conséquences qu'on en peut déduire relativement a la théoric
» des imaginaires, et je concois trés-bien que yous puissiez fonder sur cetle
» base une doctrine de Ja continuité en géométrie. Lors done que j'ai muni-
» festé quelques scrupules sur Pusage de cette loi dans les recherches géomc-
» triques, ¢'était seulement dans Phypothése ot 'on aurait voulu introduire
» d’emblée dans la science, sans lui préparer & Pavance des fondements bien

» assUrEs. »

Lettre du 14 avril 1826. — A propos d'un prétendu théoréme de feu le pro-
fesseur Olivier, sur Picesaédre inscrit & une surface du second degré, M. Ger-
gonne, aprés en avoir énoncé tout au long la véciproque polaire, ajoute
courtoisement : « Et cela en vertu de mon ]n'inci/)e de dualité, qui est ausst le
» wdtre, Monsteur, et que pourtant heaucoup ont regardé comme une sorte de
» jen d’esprit sans voir que ¢lest un principe qui va au cour méme de Ta
» Géométrie ot qui tient essentiellement & la nature métaphysique de I'étendue.
» Mais la plupart des gens croient que la Géométrie consiste uniquement &
» entasser théoréme sur théoréme sans liaison et sans ordre, et n’ont jamais
» sougé & regarder Jes choses d’un peu haut ¢t un peu en grand. »
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Lettre du 1°F novembre 1826. —_« Fai va dernidrerent ici (Muulpellier‘)

» M. Arago qui m'a parlé, Monsicur, d’'un Mémoire que vous avez adressé ré-
» cemment i I'Académie, de maniére i piguer vivement ma curiusilé‘ s:u;s
» cependant la satisfaire complétement. Seriez-vous assez bon. au rct(’Jur de
» M. le D¥ Lallemand, de le charger de quelques dévclnppumen;s un peun plus
» instructifs pour moi. M. Arago m’a ajouté, au surplus, quaujourd’hui ces
» sortes de spéeulations étaient presque passées’ de mode & I Académie. et
» qu"w.\ conséquenee il était bien aise pour vous que vous ayez tourné ’vos
» méditations vers les machines, Serait-ce par hasard que ces m‘cssieurs se sont
» vus un peu débordés? et qu'ils wlestimeraient que les choses dans lesquelles
» ils ont une incontestable supériorité? Quant a moi, Jje pense qu'il y a beau-
» coup encore @ faire dans la Géométrie pure, ou plutot que nous ;zommen-
» cons senlement & y voir un peu clair, grace aux larges méthodes de Monge
» et des géométres de son éeole. Si l'on veut que la science fasse de rapides
as, il faut qu'elle devienne popul:

» prog , re; et elle ne deviendra telle qu’au-
» tant quon sera parvenu & la rvéduire & un trés-petit nombre de théorémes
» généraux, d’une démonstration facile, desquels découlent comme autant de
w germes [éconds, toutes les vérités antéricurement connues. »

On concoit, d’aprés cetle derniére missive, que je m’empressai d’adresser it
M. Gergonne une analyse de mon Mémoire sur la théorvie des polaires réci-
progues, lu a Plnstitut, non en 1826, comme il Te donnait i entendre, mais en
juin 1824. Je n'essayerai pas de dépeindre mon désappointement quand je vis
paraitre trois mois apres (avril 1827), dans les Annales de Mathématiques, l’Ar‘:
ticle antidaté et h_dnublns colonnes de M. Gergonne, intitulé Phlilosophie, ete.
ol mon nom ni aucun de mes éerits antérienrs (1817 & 1822) n’étaient lnentionnés’
mais ott, onA revanche, ceux de MM. Sorlin et Dandelin se trouvaient scrupu-’
leusement L’ltf‘s .lou! en employant les mots relations métriques, empruntés i
?no‘s pruprf*s éerits et opposcs & ceux de relations de situation qu'on substituait
i Pexpression de propriéeés descri/)liue‘&', dont préférablement je métais servi
auparavant. Or, fort heureusement pour moi, on rencontrait, dans ce méme
Article sur la dualité, des erreurs ou non-sens déja en partie relevés a la p- 485
de ce volume des Applications. i
Cependant, malgré la cruelle maladie que le chagrin d'un déni de justice aussi
déloyal m'avait occasionnée, je ne perdis pas entiérement courage, et, des
1827, je m'empressai d’adresser de trés-vives protestations, soit au ;éd:l’cwur
n}émc des Annales, soit au Bulletin des Sciences m(l,l]lt'/lnnlil/'nﬁ.\' qui avait pré-
cisément pour rédacteur de la partie géométrique V'inévitable M. Gergonne. Mais
ce prétendu philosophe et le BOP de Férussac ne tinrent compte de ces pro-
testations que tardivement (1827 et 1828) et pour ainsi dire contraints, forcés
par les instances réitérées de mon excellent et honorable ami, le savant ot mo-

deste colonel du génie Augoyat; ce qui donna lieu 4 uné polémique dont
il serait hors de propos d’analyser ici les diverses ot scandaleuses péripéties
’ Ve 0 S0y . i : b
(dnnales, t. XVI; Bulletin des Sciences mathématiques, t. 1X et X)),
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CORRESPONDANCE ET POLEMIQUE RELATIVES AUX PRIN-
CIPES FONDAMENTAUX DU TRAITE DES PROPRIETES
PROJECTIVES DES FIGURES; SOUVENIRS ET FRAGMENTS
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Barbarus hic ego sum quia non intelligor illis.
(Ovio., Tristinm, lib. V, elegia X.)

ECHANGE DE LETTRES ENTRE L'AUTEUR BT MM. TERQUEM, SERYOIS ET
BRIANCHON, SUR LES PRINCIPES DE LA PROJECTION CENTRALE, LE
PRINCIPE DE CONTINUITE, ETC.

1. — Poncelgt, capitaine du génic a Metz, ¢ M. O. Terquent, ancien
professeur de mathématiques et bibliothécaire au Musée d’artillerie a
Paris. (Melz, le 23 novembre 1818.)

« Monsieur, il y a fort longtemps que je me suis proposé d’ayoir
'honneur de vous écrire; la bonté avec laquelle yous avez bien voulu
accueillir mes recherches géométriques et m’encourager & les poursuivre,

(1) Je réunis dans ce dernier Cahier, sinon le texte, du moins un extrait
abrégeé ou analytique des feuilles manuscrites qui n’ont pu entrer dans le cadve
resserré des divers chapitres de ce deuxiéme volume, & cause de leur étendue,
de Jeurs dates ou des disparates qu’clles y auraient amenés, et dont néanmoins
la plupart ont été rapidement mentionnées dans les notes courantes qui I'accom-
pagnent, ainsi que dans le précédent volume. Jai tenu toutefois, et pour
cause comme on le verra, & publier in eaxtenso le texte de quelques Articles
de correspondance avec des savants bien connus, ainsi que le Rapport fait i
U'Académie des Sciences sur le Mémoire inséré dans le V¢ Cahier, tout en re-
grettant que Vespace et le temps m’aient manqué pour publicr de méme
textuellement une partie de mes anciennes et préalables ¢tudes sur les Po-
rismes d’Euclide, Uouvrage de Pappus ainsi qu’un grand nombre d’autres an-
iens ouvrages, trés-pen ou mal connus a 'époque de 1822, et dont les cita-
tions multipliées, mais trop écourtées je le constate, qui accompagnent, au
point de vue historique d’une consciencieuse équité, le texte du Trarté des P'ro-
priétés projectives, ont néanmoins suffi pour mettre sur la voie d'autres géo-
metres plus habiles ou moins empéchds que moi.
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l'offre obligeante méme que vous avez daigné me faire dentrer 3 ce sujet
en correspondance avee moi et de maider de vos lumieres et de vos
conseils, m’ont fait espérer que vous accueilleriez avec une ézale indul-
gence les communications nouvelles que je pourrais avoir 4 vous adresser
it diverses occasions. C'est dans celte persuasion que jo prends Ja liberté
de vous transmettre directement une exposition, on plutdt un sommaire
abrégé, de la partie de mon travail qui concerne la métaphysique de la
Géométrie; travail entrepris, en quelque sorte, d'aprés vos conseils et sous
vos auspices, puisque, en daignant entrer dans les idées que j’eus I'hon-
neur de vous communiquer lors de votre voyage a Metz (1817), vous
vouliites bien y attacher assez d'importance pour m'engager & les appro-
fondir et ales faire paraitre.

» Les recherches dont il s'agit devaient précéder la publication de mes
recherches sur les sections coniques, ete.; mais, ainsi que j’ai déja eu
I'honneur de le mander & M. Servois, aprés avoir beaucoup éerit sur ce
sujel, j'avais fini par 'abandonner entierement, en en retenant toutefois
ce qui était indispensable pour I'intelligence de la partie des applica-
tions.

» Comme j’ai déja donné & notre savant conservateur du Musée dar-
tillerie quelques détuils sur cette nouvelle rédaction de mon travail, je
crois inutile de m'’y arréter de nouveau; en conséquence, je ne vous en-
tretiendrai que de l'objet de mes premiéres recherches, sur lesquelles je
pourrai bien revenir un jour, si: 'on juge qu'elles en valent la peine, et
qu'elles puissent intéresser les progres de la Géométrie.

» Tout le monde convient, en général, do la supériorité de I'Analyse
algébrique sur la Géomélrie, nommée si improprement synthése; mais
persdnne, si je ne me trompe, n'a recherché en quoi, précisément, con-
siste celte supériorité. A la vérité, de grands géométres ont dit que la
puissance de I'Analyse tient &-la faculté qu'elle a de faire usage des étres
de raison, de réduire le raisonnement 4 un pur mécanisme qui soulage la
mémoire et Iattention; mais ces explications générales, quoique trés-
exacles, sont loin de satisfaire, d'une maniére compléte, esprit et le
jugement. On veut savoir quelle est véritablement cette puissance, a quel
principe elle doit son origine et sa certitude; car, si elle tient a la faculté
qua I'Analyse algébrique de se servir des étres de raison (Carnor) , on
peut demander encore d'od lui vient cette faculté, et si on ne la lui
accorde pas d’une maniére gratuite. Enfin, on se demande pourquoi la
Géométrie ordinaire est si restreinte dans ses conceptions, et 8'il ne serait
pas possible, jusqu'a un certain point, de la faire jouir des mémes avan-
tages que I'Analyse algébrique. Tel était Pobjet des recherches et des ré-
flexions que javais essayé de mettre par éerit année derniére, mais dont
Je ne me propose d'offrir ici qu'une esquisse tres-sommaire , et par suite
trés-imparfaite.

» Depuis longtemps j'avais cru entrevoir que Ja puissance de I'Analyse

34.
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tenait a l'admission tacite et presque involontaire d'un principe trés-
étendu, dont on réeusait l'emploi général en Géométrie synthétique,
principe qui est précisément celui de la continuité des lois mathématiques
de la grandeur figurée, dont j’ai déja eu honneur de vous entretenir. I}
slagissait d’établir la chose d’une maniére irrécusable, & cause de son im-
portance, et voici comment j'ai cru pouvoir y parvenir.

» Je commence par examiner la marche de la Géométrie ordinaire dans
la solution des problémes ou dans la démonstration des théoremes, et jen
conclus cette différence essentielle entre la Géométrie et I'Analyse, que
les conceptions de T'une se bornent & I'élat particulier du systeme ou de
la fizure que U'on envisage, tandis que celles de I'autre s'étendent, comme
sait, immédiatement & tuus les étals possibles de ce systéme. Je prouve
par cet examen et par des exemples, que la Géométrie ordinaire ne pos-
sede en elle-méme aucun moyen de généraliser; qu'elle doit nécessaire-
ment en emprunter le principe & toute autre doctrine; que déja, i la vé-
rité, elle parait douée, ca et Ia, d'une certaine extension dans les écrits
modernes, mais que celte extension lui vient précisément de I'habitude
assez oénéralement acquise depuis Monge, d'y appliquer le caleul algébrique,
habitude qui a fait admettre comme un axiome incontestable dans certains
cas, les conséquences générales qui découlent de ces principes. Cela est si
vrai, que les Cavalieri, les Roberval, les Descartes, les Desargues, les
Pascal, ele., qui firent usage les' premiers, en Géométrie pure, de la
notion métaphysique de Vinfini, furent précédés de longtemps par la dé-
couverte du calenl algébrique.

» Cette discussion me porte naturellement & faire voir que la doctrine
de la corrélation des figures, doctrine qui étend si considérablement le
domaine de la Géométrie synthétique, n'est elle-méme fondée que sur

'admission tacite du principe d’extension qu’on vient de définir et d’exa- *

miner. Je termine ce sujet en faisant observer que le principe de conti-
nuité n’a pas été recu en Géométrie dans toute la généralité qui Jui est
propre, mais seulement dans certaines circonstances favorables ot il ne
pouvait contrarier les idées ordinairement admises, puisque, sans cela, on
se gerait nécessairement jeté dans les considérations métaphysiques des
imaginaires, qui ont toujours été repoussées jusqu'ici du sanctuaire étroit
de la Géométrie : sur quoi jobserve que, si V'on veut élre rigoureux et
logique comme le' furent les Anciens, il faut enticrement bannir de la
Géomélrie le principe, I'axiome dont il s’agit, on Padmettre dans foute sa
généralité, sans s'inquiéter des ('unséqnenccs singuliéres et paradoxales
qui peuvent en résulter dans les applications, de méme qu’on l'a fait en
Analyse algébrique, ol ces difficiltés subsistent et n’ont pourtant point
arrété sa marche ni ses progrés. Poarquoi, en effet, en celte occasion
comme dans tant d’aulres, n'userait-on pas de ce principe de d’Alembert
devenu presque vulgaire & force d'étre répété : Allez en avawt et la foi
vous viendra. :
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» Passant ensuite & I'examen de la marche méme suivie par PAnalyse
algébrique dans la résolution des questions, je fais voir que, quoique le
principe de continuité 'y présente d’'une maniére naturelle et presque 4
I'insu du caleulateur, 1l n'en est pas moins enticrement gratuit, comme
en Géométrie synthétique, puisqu’il revienl en définitive & admettre que
les vpérations élémentaires de I'Algébre 8’élendent immédiatement & tous
les états, méme imaginaires, des lettres que ces opérations concernent.
Or on sail combien cette extension volontaire est jusquici peu démontrée,
et quelle n’a de certitude que celle que lui a imprimée lexpérience de
deux siecles de découvertes et de travaux mathématiques:

On aurait tort de croire que cette puissance extensive de UAlgébre lui
appartienne d’une maniére exclusive, el qu'elle ne puisse dériver d’aucune
autre forme de raisonnement ; car, pour y parvenir par le discours ordi-
naire, il suffit de donner anx quantités que I'on considére des dénomina-
tions vagues et abstraites, qui fassent perdre de vue I'ordre particulier
de leur grandeur; c'est-a-dire qu’a la place du raisonnement eaplicite
ordinaire, qu’on appelle souvent synthése, il suffit d’admettre le raisonne-
ment implicite sur des grandeurs indéterminées. 11 est visible, en effet,
que les résultals ne conservant plus aucune trace de la grandeur absolue
et particuliere des quantités, on sera entrainé & en'élendre la significa-
lion & tous les élats ou valeurs possibles de ces quantitds ; et ¢’est ce qui arrive
nécessairement, méme en Géométrie rationnelle, 4 égard des lignes in-
connues d’un probleme. Aussi les anciens ne se ﬁdlﬁl]t—l]a pas plus a lewr
Analyse géométrique que les algébristes des premiers siécles ne se fiaient
eux-mémes aux résultats du caleul algébrique, les uns et les autres se
croyant obligés de refaire la démonstration de ces résultats dans un ordre
inverse et purement synthétique.

» L'axiome jusqu'ici examiné n’est au fond, quand on le considére sous
un certain point de vue, que le principe de permanence ou continuité in-
définie des lois mathématiques des grandeurs variables par succession
insensible, conlinuité qui pour certains états d’un méme systéme ne
subsiste souvent que d’une maniére purement abstraite et idéale. Celte
loi de continuité, sur laquelle repose implicitement I’Algébre pure, est de
nouveau invoquée, ouvertement ou non, dans les principes des diverses
théories particulieres qui la composent , telles entre autres que la théorie
des équations et celle du caleul infinitésimal, etc., et c'est ce qui laisse
encore de nos jours quelques scrupules dans Pesprit de certains géo-
melres. On la suppose de méme dans les applications de I'Algebre a la
Géométrie, & la Mécanique, ete; car lorsqu'elle a lieu dans les relations
particulieres & ees sciences, cela ne peul résulter que des conventions ou
de la nature propre des cho' , et non du fait méme des opérations et de
lalgorithme de I’Algébre pure, dont les lois symboliques on numériques
sonl abstraites ol ipdépendantes de la forme et des affections réelles de la
grandeur.




534 VII* ET DERNIEK CAHIER. — CORRESPONDANCE,

» Le principe de la continuilé, considéré sous le rapport de la Géomé-
trie, consiste, comme on a pu le voir par ce qui précede, en co que, si
Lon congoit qiune figure donnée wienne é changer de situation par un
mouvement. progressif et continu des parties dont elle se compo.
cependant violer la liaison et la dépendance primitivement établies entre
elles, les relations ow propriétés métriques qui concernaient la Jigure dans
la situation premicére demeurent applicables, dans leur forme générale,
a toutes les figures dérivée,

s sans autre changement que celut des déno-
minations simples plus et moins qui pewvent s'intervertir entre elles dans
ces relations. Quant aux relations purement graphiques ou’ descriptives
qui concernent la figure primitive, elles demeurent applicables é toutes ley
Jigures dérivées sans autres modifications que celles survenues dans la
situation respective des lignes.

» Je m'arréte quelque temps & examiner le sens dans lequel on doit
entendre ce principe el les notions métaphysiques qui découlent de son
admission en Géométrie, notions généralement regues dans I'Analyse des
coordonnées. Je donne ainsi successivement la définition des expressions
figurées qui s’y emploient et la signification attribuée aux expressions né-
gatives et imaginaires offerte par le caleul.

» Clest en partant de Uobservation facile quen Géométrie les étres de
raison ne peuvent provenir que de la volonté quon a d’tendre la loi de
continuité aux cas mémes ou la conjonction des lignes est impossible phy-
siquement, que je parviens a établir les caractéres propres et distinctifs
qui leur appartiennent respectivement. Jo dédnis du méme examen di-
verses notions métaphysiques qui me paraissent importantes et nouvelles;
telle est entre autres la suivante : Tous les points & Linfini de Pespace
doivent étre regardés, sous le point de vue de la continuité, comme dis-
tribués sur un plan @ Cinfini, indéterminé de situation.

» Aprés avoir ainsi examiné, en lui-méme et dans ses conséquences, le
principe de continuité en Géométrie, je reviens aux réflexions générales
sur lapplication de I'Algebre a cette science particuliere,

» Je fais voir combien il est essentiel de séparer I'Algehre pure de ce
qui concerne ses applications & des théories ou & des recherches particu-
lieres. Je démontre, en cffet, que, quand bien méme la loi de continuité
serait admise et constatée d’'une maniere rigoureuse pour les relations
abstraites de I'Algébre, il ne s'ensuivrait nullement qu'on puisse directe-
ment en appliquer les conséquences aux conceptions propres 4 la Géomé-
trie. Car I'application de I'Algebre elle-méme aux relations qui concernent
les figures suppose déja que ces relations, quelles qu'elles soient, demeu-
rent invariables de forme, et soient assujetties a la loialgébrique des signes
pour toutes les situations que peuvent prendre les figures correspon-
dantes. Sl en était autrement, en effet, comment pourrait-on affirmer
que les résultats qui en dérivent algébriquement demeurent eux-mémes
applicables dans leur forme explicite & toutes les situations de ces fisures.
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Cela paraitra surtout évident & I'égard du changement des signes d(? po-
sition. Or, comment pourra-t-on avoir égard a la variation de ces signes
dans les résultats, si Pon n’en a étudié a V'avance la loi pour la figure et
les relations primitives d’ol les figures dérivées proviennent? Ainsi la loi
des signes et la loi de continuité, dans les résullats obtenus algébrique-
ment pour ces diverses figures, ne peuvent déeouler vn-tuellemenl.l et
('une maniére absolue, que des lois inhérentes aux formes ou objels
ficurés de la Géométrie; c'est done par l’obs_ervation directF ‘et attentive
de ce qui se passe dans les relations premiéres, celles d‘qu Loutes 1(35
autres dérivent , qu'il faudra les établir d’abord d’une maniére certaine
et rigoureuse. {

» On doit sentir ici quelle est la cause du vague qui régn’e dans presque
toutes les théories qu'on a données sur les signes considérés dans l’am?h-
cation de I'Algébre & la Géométrie : on a youlu démun_trer ces théories
4 priori, et sans remonter aux propriétés ou faits primitifs am’:qu‘els elle
doit sa naissance et son infaillibilité. Aussiles anleurs de ces théories ont-
ils 16 obligés d'admettre tacitement ce qu'il s'agissait précisément flu dé-
montrer. Clest ainsi que M. Gaudin, dans son Essai sur la théorte des
signes (*), entre en matiére en posant ce principe : Ce qui existe dans
lz: caleul doit aussi exister en Géométrie, par la seule raison que le calcul
est applicable & tous les objets que cette science 1'011.\'!'1{(91‘6‘. In(‘lépenda@-
ment du vague et de 'obscurité qui régnent dans cet mlxoncé, J,l 3st, tres-
certain que le principe est entierement gratuit et non démontré. l'Jela .seul
suffit, ce me semble, pour faire voir que la théorie .de M. Qau(lln péche
par la base, et ne saurait expliquer clairement les faits qu’eile entreprend
d’examiner. = ; ¢

» M. Carnot aurait jeté un grand jour sur ces matiéres, si, en sap-
puvant, non tacitement, mais explicitement, sur le prin'(‘ip'c du' la »c@nli-
nuité, pour en déduire la régle véritable des signes de s‘orrelahon, ?l ?ut tou-
jours eu soin, dans les applications particulicres, de séparer ce qui lient aux
notions fondamentales et géométriques de ce qui est di proprement a
I'Analyse algébrique. Il ne nous appartiendrait guére de revenir sur ce
qu'a dit co célebre géomeétre, si la théorie quiil expose a‘vmt para sa.tx"-
faire tous les esprits, el si les conséquences qu’c}lc cn‘l‘raum et lgs ij‘CC—
tions qu'elle fait naitre ne tendaient a délruire, jusqua un cerm’m po,ml,.
la confiance que 'on doit avoir dans la certitude et dans _In géngralité de
I’Analyse alzébrique. D'ailleurs, Vobjet des recherches qui nous occupent
est d’introduire en Géométrie, dans toutes ses conséquences, le principe -do
continuité dont admission exige absolument gu'on ait égard a la varia-
tion des signes; et, quoiqu’on puisse admettre, & prinri1 la 1'ég]eil}di(1\|éc
par M, Carnol, relativement aux quantités directes et inverses, regle en

(*) Imprimé a Nantes, chez Forest, prés la Bourse; 1816,
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elle-méme trés-exacte, il importe toutefois de la présenter sous un jour
plus simple, plus conforme & la maniére ordinaire de Yoir, el qui puisge
faire éviler toutes les difficul tés dont elle est hérissée duns los applications
particuliéres.

» Le but que je me propose dans ce qui va snivre est done d’examiner,
sous’ ce point de vue spécial, et le principe de continuité et la loi des
changements de signe, puis d’en tirer des conséquences exacles pour
Papplication de I'Algébre & la Géométrie en géndral,

» Jadmets en principe, avec M. Carnot, que toate propriété ou équation
déduite algébriquement d’une on de Pplusieurs relations données, de-
meare invariable de forme, et par conséguent applicable ¢ tous les états
des quantités qui y entrent, quand les premiéres, celles o elles provien-
nent, jouissent elles-mémes de ce caractére dans lequel réside véritable-
ment le principe de continuité admis en Algebre pure. Quoique ce principe
n'ait point jusquici été rigoureusement démontré, je 'adople toutefois
sans discussion parce:qu'il est parfaitement clair, exact en lui-méme et
regu au moins implicitement par la généralité des géometres, si on le
considére indépendamment de ses applications.

» FYexamine, pour les fizures élémentaires ot fondamentales de la Géo-
métrie, Uinfluence de la position sur les signes des quantilés qui entrent
dans les relations correspondantes ; jen déduis cette rogle si connue:
que, dans les divers changements de situation que peuvent éprouver ces
Sfigures, ou les partics qui les composent, il y a permanence de signes en
méme temps que permanence de situation et de sens & | Yégard de Lori-
gine d’ou se mesure chaque grandeur respectioe, et quil y a aw contraire
variation de signe avee variation de sens & [ égard de cette méme ori-
gine. Au moyen du principe cité, 'étends d’abord cette regle des signes
aux relations métriques qui peuvent se déduire algébriquement des pre-
miéres; puis, par un raisonnement fort simple et souvent employé, je
I'élends de nouveau & toutes les relations géométriques possibles. des
figures, en observant que les plus compliquées d’entre elles se décom-
posent toujours en quelques-unes des figures dlémentaires d’abord exami-
nées, en méme temps que les relations qui leur appartiennent dérivent de
la combinaison algébrique de celles de ces derniéres.

» La régle des signes ainsi posée en général, j'examine comment on peut
appliquer aux systemes corrélalifs, dans lesquels certaines grandeurs
figurées cessent de subsister d’une manidre physique ou graphique. Je
fais. v"oir que cela consiste & regarder les lettres ou expressions qui les
representent comme inconnues 4 la fois de grandeur et de signe pour tout
Fintervalle o elles restent imaginai es, en ayant éeard cependant a la
régle des signes pour les autres quantités du s ysléme qui sont demeurdées
réelles. Les relations correspondantes 4 ces états du systeme sont pure-
ment idéales dans les propriétés géomélriques qu'elles expriment, mais
elles n'en sont pas moins exactes et rigourenses, en ce sens qu'elles.ma-
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nifestent I'état véritable du syst2me par leur incompatibilité et par la
nature des expressions qu'elles donnent pour les valeurs des quantités
regardées comme inconnues. Je termine ce sujet en examinant et expli-
quant les diflicultés faites contre la régle ordinaire des signes; telle est
entre autres celle que présente la sécante d’un arc plus grand que
200°% qui se confond exactement avec la sécante correspondante d’un
are moindre que 100", el qui pourtant est, comme on le sait, affectée d’un
signe contraire 4 celui que porte cetie dernire. :

» Celle objection , d’abord mise en avant par M. Carnot dans la Géo-
miétrie de positior, puis reproduite 4 la fin de son Mémoire sur la Zhéorie
des transeersales, comme un exemple propre & détruire Popinion ordinai-
rement recue en Géométrie sur la nature des quantités négatives, a de
nouveau 6té examinée par M. Gaudin (art. 35 et 49) de Pouvrage déja
cité; lauteur cherche & détruire cette objection en affirmant quw'on
s'exprime d'une maniere abrégée lorsqu'on dit que la séeante d’un are
plus grand que 500° est négative; mais explication de M. Carnot, fondée
sur la théorie des quantités directes et inverses et celle méme de
M. Gaudin ne sont nullement satisfaisantes et ne détruisent aucunement
I'objection; nous faisons voir, en elfet, que la difficulté lient simplement
i ce que, dans le mouvement de rotation dune droite qui porte certaines
distances variables el constantes, on confond aisément entre eux les deux
sens 0pposés (deater et sinister) que ces distances peuvent prendre &
I’égard de leur origine commune,

» Aprés avoir ainsi examiné la véritable régle des signes, ou platot le
sens véritable que 'on doit attacher a la régle ordinairement recue en
Géométrie analytique, je passe & Papplication de I'Algebre & la résolution
des problémes qu'on peut se proposer sur les figures. Je démontre rigou-
reusement, par des raisonnements ct par des exemples, que, quand le
probleme a été bien mis en équation, c’est-d-dire quand le sysleme des
équations primitives n’exprime ni plus ni moins que énoncé verbal lui-
méme, et en est par conséquent la traduction exacte et fidéle, que les
racines algébriques oblenues satisfont toutes A la fois aux conditions du
probléme; les racines positives indiquant des grandeurs qui ont pré
ment le sens qu'on leur avait attribué primitivement, les racines négatives
représentant forcément toujours des solulions qui ont un sens opposé ou
inverse ( pourvu qu'vn donne au mot sens Vacceplion qui lui est propre
d'apres la loi posée pour les signes), enfin les racines imaginaires indi-
quant des solutions impossibles pour le cas actuel et qui peuvent de-
venir réelles en changeant, non le sens, la nature du probléme énonce,
comme le yeut M. Carnot, mais la grandeur absolue de quelques-unes de
ses données. Je fais voir que toutes les difficultés particulieres que I'on
peut rencontrer viennent loujours de ce que le probléme a été mal mis
en équation, ou de ce que on a confondu le systéme cherché avee un
anlre systeme. qui en differe soit géomélriquement , soit analytiquement.
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Toules les racines trouvées satisfaisant en effet algébriquement aux équa-
tions de départ, et ne satisfaisant qu'a ces seules équations, elles indiquent
des solutions rigoureuses du systéme propre a ces équations, et il ne
saurail s'en’ trouver parmi elles aucune qui soit ou absurde ou insigni-
fiante, et provenant purement des transformations algébriques, comme le
prétend encore notre illusire géométre.

» Je donne ici plutdt les conséquences que lanalyse de la derniére
partie de mon travail, parce que dans une matiére aussi ¢pineuse et ou
les difficultés tiennent & des notions vicieuses généralement recues, el
souvent aussi 4 des amphibologies de mots et d’expressions, on ne saurail
se faire comprendre , d’une maniére parfaite, que par des raisonnements
souvent répétés et appuyés de la discussion exacte d’un grand nombre
d’exemples difficiles.

» Au reste, Monsieur, V'objet véritable de cette lettre, ainsi que jai eu
déja Phonneur de vous I'annoncer lors de votre visite & Metz, était moins
de vous offric une analyse raisonnée de mon travail qu'une esquisse
rapide, propre @ vous faire connaitre seulement le but exact que je m’'étais
propesé d’atteindre dans mes recherches, afin que vous puissiez juger &
I'avance, non dumérite, mais du degré d'intérét qu'elles pourraient offrir
aux géométres qui aiment comme vous a s’occuper de la partie métaphy-
sique des sciences.

» Glest sous ce rapport seulement que j'ose recommander cette longue
lettre & votre altention et a volre indulgence, ainsi qu'a celles de nos
respeclables amis MM. Servois et Brianchon. Si vous daignez me trans-
melire, d’une fagon ou d’une autre, votre avis et le leur sur la nature de
accueil qu'on pourrait faire aux idées principales qu’elle renferme, yous
{ixerez 'incertitude et le doute qui m’empéchent jusqu'a ce jour de rien
faire paraitre; car, il faut bien que je le dise, voulant baser toutes mes
recherches sur Padmission du principe de continuité en Géométrie et de
toutes les conséquences métaphysiques quiil entraine, j'appréhende, en
leur donnant le jour, de contrarier les idées ordinairement regues, et de
ne point obtenir I'assentiment des hommes éclairés que je veux précisé-
ment prendre pour juges. L'exemple de Wronski m’effraye et m’intimide a
plus d’un titre, sans cependant me faire croire que mon travail ait rien de
commun avec les réveries de la philosophie d’owtre-Rhin (*). 11 y a, il est

(1) M. 8

j'al eu Voce

yois, mon ancien maitre et honorable ami, dont plusieurs fois déji

asion de citer les éerits géométriques dans ces Applications, et dont
le nom se trouve souvent rappelé dans le Traité des Propriétés projectives des
¢moives (1800 i 1810) sur les principes du

's variations, du ealcul différentiel, des fonctions distributives et con-

tgures, est 'auteur de divers M
cul d

mutatives, ele., approuves par Vlnstitut en 1812, dont les idées et les théovies

sont en partie veproduites dans des éerits imprimés @ Nimes en 1814 et les
Annales de Mathématiques. Dans ces divers articles, pleins d'une érudition
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vrai, beaucoup d’autres difficultés qui m’arrétent encore dans la rédaction
de mon (ravail, ce sont le défaut de santé, le manque de temps et mon
incapacité naturelle pour écrire; mais elles ne sont qu’accessoires & la
premiére, et avec de la persévérance on en vient tant bien que mal a bout.
Lors de votre voyage a Metz, en 1817, vous me donndtes I'idée, Monsieur,
de présenter mes recherches a I'Institut; Brianchon m’a réitéré depuis le
méme conseil. Je désirerais savoir si la lecture de cette lettre vous aura
laissés I'un et 'autre dans les mémes sentiments; je souhaiterais heau-
coup aussi que M, Servois daignit joindre son avis particulier aux votres,
je lui en garderais une profonde reconnaissance. »

2. — M. O. Terquem & M. Poncelet. (Paris, 21 janvier 1819.)

« Mon cher compatriote, I'instructive et profonde dissertation que vous
m'avez adressée sous le tlitre modeste d’une amicale épitre, a été long-
temps l'objet de nos méditations. MM. Servois et Brianchon I'ont lue, re-
lue, débattue, discutée, controversée el approuvée, et ont ainsi appliqué
le sceau de leur autorilé aux résultats de mes propres réflexions; je re-
gretle de n'avoir pas votre lellre sous la main; mon intention est de
répondre catégoriquement & ftous les articles qui méritent d’étre pris -
dividuellement en considération. En me conformant a vos intentions, j'ai
remis la lettre a Pami Brianchon, et depuis un mois mes réclamations
voyagent journellement de Paris & Vincennes, ou demeure le savant pro-
fesseur de la Garde. 11 parait qu'il se dispose aussi a faire une réplique
adaptée a la circonstance; mais, en attendant, il me prive du plaisir de
pouvoir motiver mon adhésion & vos idées, qui paraissent devoir {rans-
porter les généralités algébriques dans les domaines jusquiici assez res-
treints de la Géométrie. 1l est de 'essence de I'Arithmétique universelle,
autrement dit de ’Algébre, de traiter tous les éléments soumis & Uopération,
comme des nombres abstraits et comme tels de faire subir a ces ¢léments

savante, mais oi, conformément & V'eSprit de PAlgébre et de la théorie des
nombres diserets, on néglige entiérement la notion de continuité, et confond
trop souyent les méthodes de démonstration ou d’éxposition avee les méthodes
Winvention, M. Servois s’est liveé & une eritique spirituelle et railleuse, sinon
toujours juste et éclairée, contre la témerité de Vauteur de la Technie algorith-
nique, ce disciphz de Kant, qui, tout en osant entreprendre la Réfutation de
la théorie des fonctions aralytiques de Lagrange, aunoneait fastueusement avoir
résolu les équations de tous les degrés, et trouvé dans Pinfini In solution des
plus grands problémes, des plus grandes difficultés de 1'Analyi
M. Servois était done, micux que personne, en état de décider
feométrigues avaient une analogie, méme lointaine, avee celles du philosophe
et de la philosophie d’outre-Riin. (Note de 1863.)

e algéhrigre.

i mes idees
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les deux seules modifications premitres que des nombres puissent éprou-
ver : Faugmentation et la diminution. La‘seule abstraction que I'Algebre
se permet ne porte que sur la nature des unités; aussi ses éléments song
essentiellement abstraits, discontinus et finis : abstraits dans leur ess
discontinus dans leur coesistence, et finis dans Jeurs limites. Mais c’est
dans la science de I'étendue que la facnlté d’abstraire développe toute sa
puissance, qui va jusqua anéantir successivement les trois dimensions
primordiales des corps; elle fait abstraction de la substance (sub stare)
ol s’occupe essentiellement de Ienveloppe, pour ainsi dire de la swrstance,
ou, en se servant de I'expression usitée, de la surface des corps. Par une
seconde et une troisiéme abstraction, on arrive aux idées des lignes et
des points. Les surfaces, les lignes sont ou limitées ou illimitées; dans ce
dernier cas, elles appartiennent, il me semble; & la Géoméirie exclusive:
ment; mais dans le premier cas elles sont encore, par leur nature géné-
rique, soumises aux lois qui régissent les élres géométriques, mais numé-
riquement parlant, comme guantités discontinues, elles font partie de
I'apanage de I'Arithmétique. Les étres géomélriques limités 6tablissent
donc une sorte de liaison naturelle entre la’ Géométrie et PAlgébre, et
c’est loujours par eux, d’une maniére lacite ou ostensible, directe ou
indirecte, qu'on a introduit une de ces sciences dans Iaulre. Je n'ai
Jamais pu me rendre nettement compte pourquoi I'Algébre, si pauvre en
abstraction, est si riche en généralités, tandis que tout le conlraire s'oh-
serve dans la Géométrie. Les faces nouvelles sous lesquelles vous nous faites
considérer ces sciences, paraissent devoir jeter un grand jour sur cette
question et enrichir chacune d’elles aux dépens du surabondant des deus.
Un seul changement de signes suffit I'Algébre pour transporter les pro-
priétés du cercle & hyperhole équilatére. Au moyen de votre ingénieux
systeme interprétatif, la Géométrie trouvera dans son sein de quoi opérer
de semblables et d'aussi heureuses métamorphoses. Dans une prochaine
lettre, jespére entrer dans de plus grands détails et vous faire part de
quelques difficultés du genre de celles dont M. Servois dit : « M. Poncelet
» vous dira cela. » Notre pauvre conservateur souffre en ce moment
d’une ophthalmie qui 'empéche de vous envoyer des éloges; il me charge
provisoirement de prendre Iinitiative” et de vous engager 4 hientot publier
la suite de vos travaux; tels que je les ai vus, ils méritent déja de voir
le jour, et il est 4 craindre qu'en différan plus longtemps, d'autres per-
sonnes ne trouvent moyen, d'aprés les données que vous avez déja fait
connalitre, sinon de vous enlever, mais du moins de vous disputer 'an-
tériorité de vos découverles. Si vous avez lintention de faire imprimer
VOs ouvrages & Paris, vous pouvez disposer entiérement de ma bonne vo-
lonté. Les relations que j'ai d'office avec les libraires du pays me donnent
peut-étre des facilités 4 vous servir, ce qui me serait Lrés-agréable. Jat-
tends li-dessus la manifestation de vos dispositions. Mais surtont ména-
gez votre sante. Quand on en fait un si noble usage, elle devient le bien
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de tous ceux qui s'intéressent aux progres de la raison, il est de votre
devoir de la leur conserver. — Jai Ihonneur d’dire votre trés-dévoud
compalriote. :

» Signé @ 0. TERQUEM.

» P. 8. Connaissez-vous I'ouvrage latin de Lambert, sur les cométes?
il renferme une foule de propriétés des coniques extrémement ingénieuses,
et dont quelques-unes sont consignées dans votre lettre & M. Gergonne,
imprimée dans les Annales. »

3. — M. O. Terquem a M. Poncelet. (Sans date, probablement en
septembre 1819, )

« Mon cher, nous avons regu avec beaucoup de plaisir des nouvelles de
votre santé, sur le rétablissement de laquelle nous avions hesoin d’étre
rassurés. Le Mémoire intéressant que vous avez bien voulu nous confier
nous a ¢té¢ d'autant plus agréable qu'il est un doeument précieux & l'ap-
pui de votre amitié pour nous; n’allez pas nous accuser de répondre a
votre affectueuse épitre par des formes diplomatiques; par nous j'entends
parler de MM. Servois, Brianchon et de votre serviteur. Différents tra-
vaux nous ont empéchés de nous livrer de suite a la lecture suivie et atten-
tive de votre production; M. Brianchon I'a lue le premier et seul; ensuite
M. Servois et moi P'ayons lue ensemble. Ces messieurs m’ont chargé
d’étre Vinterprete de leurs senliments. Je vais tdcher de m'acquitter le
moins mal que je pourrai de cette importante mission.

» Opinion de M. Brianchon :

» Il me I'a fait connaitre par lettre. T me dit qu’il n'a trouvé rien &
reprendre dans volre écrit, quelques expressions exceptées; quon devrail
de suite procéder & Pimpression, afin de hiter Iapparition du second Mé-
moire que vous annoncez dans le premier. La doctrine est neuve, piquante
et ’une vérité incontestable.

» Opivion de MM. Servois et Terquem :

» Nous avons analysé et disouté soigneusement avec loute I'attention
dont nous sommes capables; il régne, en général, une grande clarté dans
l'exposition des principes, et vous faites trés-bien ressortir 'emploi tacile
(que font les géometres de quantités imaginaires, ou du moins dont ils
ne connaissent pag d’avance les conditions et conséquemment la possibi-
lité apodictique de existence ; emploi qui a liew méme dans les démons-
trations les plos rigoureuses, lorsqu’on suppose (uon méne certaines
lignes et qu'on suppose certaines grandeurs sans s'inquiéter de la possi-
bilité réelle de mener ces lignes et defixer ces grandeurs. Les algébristes
se distinguent en cela des géométres, quils se servent des imaginaires
tacitement et ouvertement. Ainsi, lorsquils disent que la somme des ra-
cines d’une equation est égale au deuxieme terme pris négativement, cette
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somme est réelle, mais elle comprend tacitement les racines imaginaires
de cette équation. Lorsque ensuite ils opérent sur des quantités de Ja
forme a == by/— 1, qu'ils les élevent & des puissances et les soumettent i
toutes les modifications arithmétiques, ils travaillent d’une maniére pa-
tente sur des objets d’idéale existence. Cest @ envichir la Géométrie do
cette derniére sorte de travaux, a doter la science de I'étendue des res-
sources qu'ofire la science des quantités numériques, que tendent tous
VOs [ravaux; nous croyons, avec vous, que la réussite de celle entreprise
amenerait de grandes simplifications et d'importantes découvertes; votre
troisieme Section en offre d’intéressants exemples. Toutefois, il reste encore
quelques points obscurs, ou qui nous paraissent tels; comme nous jugeons
toujours les idées d'aulrui en les comparant aux notres, nous croyons
vous donner les moyens de faire disparaitre les difficultés qui nous arrétent,
en vous faisant connaitre notre manicre de considérer les relations mu-
tuelles de similitude et de dissemblances que nous trouvons entre IAl-
gébre et la Géométrie. Dans cette derniére, comme vous I'avez fort bien
remarqué, il existe deux sortes de propriétés : les unes, métriques, sup-
posent la préexistence d'une ou de plusieurs unités connues et détermi-
nées ou déterminables; les autres, deseriptives, sont indépendantes de toutes
unités; mais nous croyons remarquer aussi deux sortes de propriétés dis-
tinctes en Algebre, savoir : les propriélés métriques et les propriétés opé-
ratoires ou algorithmicques; les premiéres ne dépendent que de la grandeur
soumise aux opérations, tandis que les secondes dépendent de la nature de
opération, selon qu’elle exige des extractions de racines, des élévations de
puissance, des différentiations, des intégrales, I'nsage des logarithmes, etc.
De la doivent résulter deux sortes d'impossibilités : les unes métriques,
les autres algorithmiques, ¢t que malheureusement nous savons dislinguer
en trés-peu de cas. Ainsi, nous savons que la possibilité de /z tient & la
propriété métrique de 2 > ou << o, el ainsi des autres imaginaires;
mais on a longtemps discuté pour savoir si log — « était dans le possible
ou non, quoique cela ne tienne qu'a une propriété métrique. Mais lorsque
les conditions de Pexistence sont réglées sur la nature de 'opération,
cest alors que les ténébres nous enveloppent de tous eotés : sait-on ce que
signifient les faclorielles, les différentielles, les logarithmes, les intégrales
i exposants fractionnés; ne sont-ce peut-étre que des quantités essentiel-
lement imaginaires, indépendamment de toute propriété métrique? Du
moins, avant de prononcer, il est permis de douter; mais ce doute nous
semble porter atteinte a votre théorie. En effet vous faites voir, en pre-
nant pour exemple les intersections de deux lignes, que une restant fixe
pendant que l'autre tourne autour d'un de ses points comme centre do
rotation, plusieurs points d'intersection s'évanouissent par suite du mou-
vement ; des grandeurs réelles deviennent imaginaires, et vous dites que ces
imaginaires répondent exactement aux imaginaires algébriques. Nous vous
demanderons d’abord & quelle espéce d'imaginaires : algébriques, métriques
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ou algorithmiques? vous vous décidez pour les métriques, et vous avez
raison dans le cas particulier qui vous occupe. En efiet, les intersections
sont déterminées par des abscisses ou ordonnées toujours racines d'une
méme équation ; les coefficients de cette équation peuvent se construire
dans tous les cas géométriquement, parce qu'ils ont une existence réelle
indépendante de leurs racines et conséquemment des points d’intersection
possibles et non; mais qu'il s’agisse d’'une courbe plane et d'une droite
située dans son plan; supposons que la droite s'éleve tant soit peu hors
du plan, voila toules les intersections qui deviennent impossibles 4 la fois,
et alors @ quelle impossibilité alzébrique correspond cette impossibilité
géomélrique? nous n'en savons rien, et nous recevrons avec beaucoup
d’empressement vos éclaircissements sur ce passage brusque de I'étre au
non-éire. Nous ne connaissons rien de semblable en Analyse; les imagi-
naires radicales passent insensiblement du possible & 'impossible en tra-
versantle néant et les imaginaires opératoires? Iei commencent les mystéres :
¢'est au ministre & nous inilier; vous avez entr’ouvert la porte du tem-
ple, peut-étre qu'elle cédera a vos efforts; le passé est d'un heureux
augure pour I'avenir. Nous espérons beaucoup de votre second Mémoire,
ot veici ce que nous vous conseillons relativement au premier.

» La premiere et la seconde Section renferment des idées qui, se rap-
prochant beaucoup de celles de Carnot, sont aujourd’hui assez répandues
parmi les géométres pour qu'on puisse se dispenser d’entrer dans de
grands développements; aiusi nous croyons que ces deux parties, consi-
dérablement réduites et convenablement présentées, pourraient se réduire
a quelques pages qui, ajoutées a la troisiéme partie, seraient une bonne
et excellente introduction au Mémoire que vous annoncez. Nous pensons
que vous devez achever ce Mémoire el différer jusque-la la publication de
celui-ci. Les idées abstraites, de nos jours, n’obtiennent acets que lors-
quon les fait suivre immédiatement de fertiles et d'uliles applications;
les votres sont de ce nombre, nous en avons des preuves multiplides.
Noug désirons, par ceci, vous donner & notre tour une preuve de la sin-
¢6rité de nos intentions et de l'intérét que nous prenons & vos découvertes
et & la réputation qu’elles sont destinées a fonder,

» 8igné : 0. TerQuEM. —- F.-0. Sgrvors, »

4. — Réponse de M. Poncelet aur deuwx lettres précédentes.
(Metz, le 14 octobre 1819.)

« Monsieur et cher compatriote, j'ai regu avee reconnaissance la lettre
pleine d’intérét que vous m’avez fait I'honneur de m’écrire au nom de
trois personnes que j’estime et que j’aime ¢galement; je suis on ne peut
plus flatté de Vattention qu'elles ont bien voulu donner # une faible pro-
duction d'un de leurs disciples dans la science de I'étendue, et vous prie
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d’étre auprés dielles & la fois Pinterpréte de mes inaltérables sentj-
ments. 4

» Pour reconnaitre, antant qu'il est en moi, la bonté et indulgence
qu'elles me témoignent, je crois ne pouvoir mieux faire que de répondre
avec une entiere franchise aux observations quelles ont daigné me trang-
mettre, en me dépouillant, 8'il se peut, de tout amour-propre dauteur.
Puissent-elles au moins reconnaitre dans cette réponse le vif besoin que
j'éprouve d’obtenir leurs suffrages et leur approbation'!

» Jo m'occuperai d’abord des réflexions et des observations générales,
de celles qui sont comme le résultat de I'examen de mon éerit, parce que
ce sont celles-14 qui me tiennent le plus au ceeur; je tacherai ensuite de
répliquer, le moins mal que je pourrai, aux ohservalions particulidres
quon m'a faites. Je m’abstiendrai, du reste, de parler de celle des opi-
nions émises (Brianchon) qui m’est tout & fait favorable, parce quiil est
fort maturel et fort simple qu’en ma qualité d’auteur j'en trouve les con-
séquences & mon gré; quant aux corrections que cetle méme opinion
indique, je répondrai que, non-seulement je les approuve, mais qu’encore
je souhaiterais qu'on daigndt rayer impitoyablement toute expression,
toute phrase inconvenante, obscure ou trop ambiticuse. Par exemple, si
J'avais donné 4 entendre quelque part que je déduirai des principes ren-
fermés dans mon écrit, de fertiles et d’utiles applications, de celles qui
sont d'un intérét général, jaurais mal expliqué ma pensée, et jaurais
contre mon gré, donné sujet moi-méme & Papplication de la fable de iz
Montagne qui enfante une souris. Je déclare done que je ne refuse pas
d’effacer, de corriger, et qu'on me rendra un arand service en usant lar-
gement de celte facullé.

» Vinsiste beaucoup li-dessus, parce qu'il me semble qu’on §’est mépris
sur le but véritable de mes recherches, et quon en a concu une opinion
heaucoup trop avantageuse ou trop relevée, et i laquelle je me sens inca-
Jpable de répondre. Ainsi, mon objet n’a pas été d’attaquer des idées re-
cues, de créer une théorie nouvelle pour Fopposer & I'ancienne, je n’ai
pas formé le chimérique espoir de dissiper les ténghres qui nous envelop-
pent de toutes parts, quand nous voulons remonter aux premiers principes
des sciences. Jai voulu simplement mettre en évidence un fait, un axiome
devenin familier 4 la plupartdes géométres analystes, sans qu'ils s’en soient
rendu explicitement un compte bien clair et bien déterminé, puisque s'ils
I'ont fort souvent admis, ils I'ont plus souvent encore repoussé, lorsqu’il
conduisait, dans les applications, & des difficultés, & des congéquences
étranges ou paradoxales.

» M. Carnot, lui-méme, rejette ces conséquences, quoique tacitement il
s'en soit appuyé pour élablir sa théorie de la corrélation des figures; clest
‘une contradiction continuelle, gui jette du louche dans cette théorie, et
principalement sur les exemples dont elle s'appuie. Si je ne l'ai pas si-
gnalée, c'est par respect pour le grand homme; jai pourtant remarqué, &
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dessein (art. 6 de mon Mémoire), quion ne devait pas confondre la cor-
rélation de signes avec la corrélation de situation des figures, sans justi-
fication préalable; or, c'est ce que M. Carnot fait souvent d’une maniere
purement implicite.

» Apres ces éclaircissements sur Paxiome ou principe de continui(é con-
sidéré. en Géométrie, j’ai voulu montrer qu'il navait pas mieux sa raison
en Analyse, et en déduire cette conséquence qu'il doit étre admis sans
restriclion dans Ja premiére de ces deux sciences; de mome qu'il T'a été
naturellement, et en quelque sorte forcément, dans Pautre. Tollo est la
conclusion comme le but véritable de mon berit; ce que j'ai ajouté dans
le troisiéme paragraphe ne concerne proprement que des applications
générales, et forme ainsi un complément utile, mais non indispensable,
des deux premiéres parties. I

» Voild, Monsieur, ce que jai déji en honneur de vous mander dans ma
premicre lettre (novembre 1818), qui renfermait comme l'analyse de mon
Mémoire acluel et d'un autre, qui pourra le suivre un jour, sur I'applica-
tion deI'Algebre en général 4 la Géométrie. Je vous suppliais, dans cette
méme  lettre, de me donner votre avie sur le degré d'intérét que pour-
raient présenter ces idées aux yeux des géomeétres; clest-d-dire si- elles
vous paraissaient neuves, si elles valaient la peine d'étre écrites : jat-
tendais avee impatience votre réponse pour m’y conformer dans la rédac-
tion de ce Mémoire. Celle que vous me fites parvenir (en janvier 18ig)
Wétait que provisoire et ne dissipait nullement mes incertitudes; cepen-
dant hiver s'écoulait, et avec lui, le court moment de loisirs que nous
laisse le service mililaire; c’est alors que notre ami Brianchon fixa mon
irrésolution en me conseiilant de faire imprimer, & part et & mes frais, la
partie métaphysique de mon travail, jugeant avec raison qu'elle figurerait
mal avee l'autre, el qu'elle I'allongerait désagréablement aux yeux des
géométres qui, ainsi que vous le dites vous-méme dans votre derniére
¢, aiment avant tout les applications solides et utiles. Jai donc
rédigé mon deuxiéme Mémoire et vous Iai envoyé, afin de profiter de
l'offre obligeante que vous m'avez faite de le relire et do le faire im-
primer.

» Avec plus de talent dans Vart d’écrire, jaurais-pu sans nul doute
mexprimer en moins de mots, I'auraisje fait avec autant de clarté
pour tout le monde ? Voild ce qui, selon moi, n’est pas trés-certain. Que des
savan(s, qui ont beaucoup réfléchi sur la marche de la Géométrie et do
I"Analyse algébrique, congoivent, du premier jet, des idées qui'leur sont
déj devenues familieres par lusage autant que par la méditation, cela ne
me parait pas du tout surprenant; mais je doute que les déyeloppements
que jai donnés & certaines d'entre elles paraissent superflus aun grand

‘nombre de ceux qui, n'étant pas aussi bien initiés par eux-meémes, con-

naissent pourtant le Discours préliminaire et la premisre Seclion de la
Géométrie de position; les prineipes exposés dans cet immortel ouvrage

e 35
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ne sont pas tous tellement évidents, qu'ils naient été déja combattus & di-
verses reprises par des géometres, d’ailleurs estimables et d'une excellenté
réputation. Enfin, il ne me parait pas du tout clair et hors de doute que
mes idées rentrent assez dans celles de M. Carnot, pour quil paraisse
inutile de les énoncer sous une nouvelle forme, et, peut-étre méme, in-
convenant de ne lui en pas faire un hommage ostensible et complet.
» Cet illustre géometro recherche la mutation des signes qui peut sur-
venir dans une formule pour la rendre applicable aux figures corrélatives
de celle & laquelle elles s'appliquent; il se sert pour cela, mais sans 1'é-
noncer ni I'examiner explicitement, du principe de la continuité, et, ainsi
que je l'ai déjd dit, c’est encore avee des restrictions qu'il en fait usage im-
plicitement, comme d’un axiome évident par lui-méme. Or, il n’est clair et
évident que pour les états absolus ou réels du systeme de la figure, pour

ceux ot la corrélation est simplement directe ; aussi Pauteur ne Va-t-il

admis que mentalement, el comme malgré lui, dans les cas les plus com-
pliqués. 7

» Pour faire voir la conlradiction qui résulte de 13 dans les consé-
quences de ses principes, il suffit de se rappeler (n® 2, Sect. I; n° 78,
Sect. 1L, Dissertation préliminaire, p. xxvit) qu’il nomme figures corréla-
tives celles qui naissent de la figure donnée, en vertu d’une transformation
opérée par degrés insensibles, et par conséquent continue, ce qui suppose
foreément qu'elle ait lieu d’une manitre absolue et réelle, possible géo-
méiriquement. Quarriverail-il néanmoins si quelquune des grandeurs
du systeme devenait impossible? Faudra-t-il multiplier son expression
dans les formules primitives par les sigues y/—1, == 1, elc., comme
Pauteur semble le dire, n 6 et 543. En un mot la corrélation sera-t-elle
imaginaire, complexe ou simplement indirecte ? Voila ce qu'on ne saurait
résoudre affirmativement & I'aide des principes posés; il est méme évident
qu'on serait en droit de conclure, d'aprés ces principes, qu'il faudrait
multiplier Pexpression dont il s'agit par /—1 ou son carré par —1, ce
qu'on peut démontrer étre ici vraiment faux et absurde. 11 mangque donc
quelque chose a celte théorie, et elle nest pas aussi claire qu'on pourrait
le désirer. Enfin, notre célebre auteur ne s'occupe nullement des modi-
fications qui arrivent, non dans les propriétés métriques, dans les for-
mules, mais dans les propriéés descriptives, dans T'état des grandeurs
figurées et décrites. Mon Mémoire, au contraire, a pour objet d’examiner
Paxiome de la continuité en lui-méme, sans s'occuper des régles et des
signes ou opérations algébriques, mais seulement des grandeurs figurées
ou déerites, en un mot, des notions abstraites el des expressions de lan-
gago qui appartiennent aux divers états d'un systeme géoméLrique dans ses
transformations diverses par degrés insensibles. s

» En voila assez, je pense, pour montrer que mes idées ne se rappro-
chent pas, autant qu'on pourrait le croire, de celles de M. Carnot, et pour
prouver que, si elles ont semblé aux yeux de savants et estimables géo-
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métres étre- empreintes d’un certain air de famille, elles n'en valent pas
moins la peine d’étre. énoncées. d'une maniére formelle et entidrement
explicite. Je dois, bien plus, me féliciter d’avoir ainsi fondu en quelque
sorte mes idées dans les leurs, et d’avoir par 1 obtenu pour elles & I'a-
vance une approbation certaine, sinon compléte. Le Jjugement que ces sa-
vants ont porté sur les deux premiéres parties de mon Mémoire, me
conlirme tout au moins dans la conviction que je n'ai pas erré, et que les
conséquences auxquelles je suis arrivé, tout étranges qu'elles puissent
paraitre en Géométrie pure, ne me seront pas contesiées. Mais, au lieu de
conclure avee eux que ces deux parties doivent étre réduites a quelques
pages, je m'en appuie, au contraire, pour me renforcer dans Popinion in-
time et profonde quelles doivent élre eonservées en entier, sauf les cor-
rections qu'on pourra juger a propos d'y faire et que jai déja réclamées
comme une faveur exceptionnelle.

» Ce jugement me rappelle celui de M. Badelle (mon ancien professeur
de mathématiques au lycée de Metz en 1806 et 1807), 4 une époque déja
bien reculée; depuis lors jai eu le temps de réfléchir, de méditer la Géo-
métrie de position, de me convaincre enfin que mes efforts pour éclairer’
la métaphysique de la simple Géométrie n’étaient pas tout a fait inutiles.
Cette réflexion, qui arrive d’une maniére toute naturelle, me fait ressou-
venir & son tour que M. Badelle est en ce moment A Paris, et.que je lui
dois un souvenir d’estime et d’amitié, dont je vous prie, Monsieur, d’étre
auprés de lui Pinterpréte & la fois fidéle et officieux.

» Il me reste maintenant & répondre & quelques objections que vous
m'avez adressées dans votre lettre; leur solution ne me parait pas, a beau-
coup prés, aussi difficile et aussi délicate que celle des questions qui vien-
nent de m’occuper. En effet, je suis d’accord avec vous que PAlgebre
n'est pas purement la science des grandeurs numériques, mais la science
des opérations algorithmiques, c'est l'avis de Lagrange, et je m’y range
formellement dans mon Mémoire; je n'en conclus pas pour cela qu'il y ait
en Algebre dewx sortes d’impossibilités, les unes métriques, les autres al-
gorithmiques; je dis au contraire quil n’y en a que d’une seule espéce,
savoir : les impossibilités métriques. Si I'on demande, par exemple, la dé-
composition d'un polynome, de @*+-4* je suppose, en facteur du 14 de-
gré, on trouve quil y a impossibilité numérique, car ces facteurs sont

a—+by/ =i, a—by=1;

mais il n'y a évidemment aucune impossibilité algorithmique, puisquion
a rigoureusement

@4 b= (r¢+b‘/———1s) ((l— 17\/—“1);

etil en est de méme des autres impossibilités algébriques; ainsi

log (—1) = (2m~+1)my/—1
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est impossible numériquement et possible sous le point de vue algorith-
mique; c'est aussi ce qui porte a regarder log (—1) comme un symbole,
une expression qui u'est pas tout a fait illusoire, et de 1 résulte Vansi-
nomie que présentent en général les étres de non-existence a l'entende-
ment.

» La question, si longtemps débattue, de savoir si log (—1) était réel, re-
vient a demander si I'équation ci-dessus renferme ou donne toutes les
valeurs, toutes les racines de cette expression. Or, d’Alembert a pré-
senté ce doute, qu'Euler a laissé subsister en son entier, savoir : que

quand x = 1 dans I'équation y = &, on avait algébriquement
2
s : 5
r==(a) ou ~=Logy=1Log (= va),

de sorte qu’il semble que les irrationnels négatifs ne soient pas compris
dans la regle ci-dessus.

» Au resle, je nai pas la prétention de prononcer, c¢’est une réflexion
‘qui me vient & occasion de la votre. Les factorielles, les différentielles,
les logarithmes, les intégrales ‘i indices fractionnaires \/—1 sont-ils des
imaginaires absolus, algorithmiques ou métriques? Je répondrai & votre
doute en disant qu’il est possible, et pent-étre permis, de supposer que le
contraire ait lien: car,ainsi que je I'ai dit, la question n'est pas plus ab-
surde que tant d’autres, et la solution ne dépend que des progres qu'on
pourra faire fiire, par la suile, & lalgorithmie. Je dirai plus, j'ai vu
quelque part que les coefficients différentiels a indices fractionnaires
répondent & des inlerpolations véritables.

» Diailleurs, Monsieur, je n'ai émis qu'un doute, et ce doute, qui ne
fait rien a la théorie de mon Mémoire, ne peut pas étre combatiu par
un autre doute; si jai dit ou supposé que les impossibles géoméiriques
répondent exactement aux imaginaires algébriques, je nai fait que me
conformer a I'opinion généralement admise, que toutes les fonclions imagi-
naires se raménent a la forme « == b y/—1; je ne crois pas avec vous que
cela porte atteinte & ma théorie.

» On me fait & cette occasion I'objection suivante : Une droite et une
courbe étant dans un méme. plan, leurs points d’intersection seront en
cffet tour a tour réels, imaginaires ; mais si Lon vient a-supposer que la
droite se détache tant soit pew du plan, toutes les intersections devien-
dront impossibles ; a quelle impossibilité algébrique correspondra cette im-
possibilité géométrique ? La réponse est toute simple : je demande, en ef-
fet, si les deux états du systéme sont comparables, homogénes et peuvenl
étre géomélriquement comparés? Sont-ils assujeltis A la méme dépen-
dance, @ la méme loi, au méme mode de génération? Le principe, la loi
de continuilé ne sont-ils pas violés, puisqu’il y a changement d’hypothese,
de condition, ou plutét andantissement des conditions primitives? Or,

!
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dans toute recherche, les conditions essentielles et constitutives du sys-
leme doivent rester les mémes; ce qui fait quil n’y a pas seulement ici
impossibilité, imaginarité, mais bien absurdité absolue, clest qu'il faut
une condition distincte pour qu’une ligne soit sur un plan, et qu'on Ia
viole ou qu'on change la question, en la supposant ensuite dans Vespace :
les imaginaires véritables ne tiennent quau simple changement de gran-
deur relative ou absolue des parties, el non au changement des conditions
ou relations constitutives. ;

Si T'on me demande cependant comment I"Algébre répond a Vabsurdité d'une
question ainsi présentée, il me suflira de poser les équations de deux lignes,
Vune sur e plan des 2y et Vautre dans Pespace; je trouverai une équation
entre les constantes qui m’indiquera qu’il faut une condition partieuliére pour
que Vintersection ait lieu, de sorte que la question est entiérement illusoire,
si cette condition est violée ou non remplie. Au surplus, je remarque que la
question revient, en derniére analyse, i trouver les intersections de celle des
deux lignes qui est sur le plan des 2y, avee un certain nombre de points
cgalement situés sur ce plan; question non moins illusoire en apparence que
celle de demander Pintersection mutuelle de deux points, et qui ne peut avoir
de sens rationnel et géométrique qu’autant qu'on supposerait ces points repré-
senter des courbes fermées infiniment petites, par exemple des cereles, des

5, ete.
PAnalyse algébrique donne-t-elle, dans cette hypothése, une réponse
toute simple et naturelle, & cause que lidée de la continuité et de homoge-
néité subsiste entre le cas général et le cas particulier. En effet, ces points, ces
cercles infiniment petits, ont évidemment pour équations

(2—a)+(y--b)i=a, (z—a' Y+ (r—0b)=o;
en les vetranchant 'une de Pautre, on obtiendra d’abord

2(a —a)x+2(b— b))y +a®— a4 b — b =0,

cquation de la corde idéale commune, qui n’est autre chose que la perpendi-
culaire élevée sur le milien de la distance des denx points,

On obtiendra ensuite entre les constantes, par I'élimination de x ou de s
les deux équations suivantes :
{(u~u')’+(6——b’_)’][!‘(u'—a)’—{|(n—-a’)(x-a)—t—(a—a’)’—g—(b—b")’]:o,
[(a—a' Vot (b= P14y — B — (b= ') (= B)t-(a—a Vi (b— B P1=0;
anxquelles on peut satisfaire simultanément par Péquation de condition unique

(a—a' Y+ (b—=F)P=o,

qui
élre

ge la coincidence des deux points proposés; mais elles peuvent encore
satisfaitos, indépendamment de Pégalité a zéro du facteur qui leur est
commun, en posant les équations

PRt e
2 2

lesquelles donnent Jos coordonnées des points d'intersection imaginaires dos
denx cercles.
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Ainsi 'analyse répond encore par des imaginaives & I'impossibilité géomeé-
trique de la question, telle quelle vient d’étre posée. On voit que, pour le cas
geénéral des deux courbes quelconques dans I'espace, on obtiendrait des résul-
tats semblables, en subslituant, comme il est rationnel de le faire, des surfaces
canavz infiniment minces & la place de ces deux courbes, la question cesserait
en effet, alors, de deyenir entiérement illusoire et absurde, quand on viendrait
a détacher I'une des deux courbes de son plan, mais "Analyse n’en donnerait
pas moins la condition au moyen de laquelle on peut rendre la solution tout
a fait raisonnable on réelle : savoir que les deux courbes étant planes doivent
étre situées dans le méme plan.

» Je n'insisterai pas davantage sur cette difficulté, qui me semble suffi-
samment éclaircie, et terminerai 1a cette discussion (beaucoup trop lon-
gue, sans doute, pour le degré d’imporlance du Mémoire qui en est
Pobjet), en en tirant la conclusion naturelle : que je me crois autorisé a
persévérer dans 'intention de le faire imprimer, soit & mes frais, soit A
ceux d’un libraire qui voudra bien s’en charger aux conditions énoncées
dans ma précédente lettre. A cet effet je vous supplierai, Monsieur, si ce

“n'est pas trop vous causer d'importunités, de me servir d’intermédiaire
aupres de celui des libraires de la capitale avee lequel vous avez des rela-
tions plus particulieres et plus immédiates. En usant aussi librement de
'offre obligeante que vous m’avez faite, je vous donne une preuve sincére
de I'inaltérable confiance que j'ai dans vos hontés. Comme je vous laisse
toute la latitude possible pour les conditions du marché, que je m’engage
formellement & remplir telles que vous les aurez fixées, je ne pense pas
qu’il puisse y avoir aucun obstacle, ni aucune sérieuse difficulté; toutefois,
si le contraire avait lieu, ou que vos occupations ne vous permissent pas
de vous en occuper, j'entrerais, s’il le faut, en correspondance directe
avec le libraire, ou bien M. Brianchon, qui me doit une lettre, aurait la
complaisance de m’en donner avis par occasion. Joublie d’ajouter que je
suis définitivement décidé & ce que mon Mémoire soit imprimé sous for-
mat grand in-8°, toujours avee beau papier el beau caractére selon le goit
moderne.

» Je vous envoie ci-joint, Monsicur, le Mémoire que je vous ai depuis
longtemps annoncé (Propriétés projectives des sections coniques); je le
soumels comme l'autre a votre eritique sévére et impartiale, ainsi qu'a
celle de MM. Servois et Brianchon; j'ose vous sapplier, ainsi qu’eux, de lui
accorder la méme faveur et la méme attention qu’au précédent, supposé tou-
tefois que ce ne soit pas trop compter sur votre indulgence el votre bonté.
Jai rédigé ce Mémoire dans I'hypothése ou lautre serait déji publié, mais
non encore généralement connu des géométres; jai en conséquence ad-
mis que le lecteur ne serait pas parfaitement familiarisé avee Pemploi du
principe de continuité, en sorte que je reviens souvent sur les meémes
idées, afin de les éclairer peua peu et d'une fagon naturelle. Il m’eit été
beaucoup plus facile de traiter les choges d’un point de vue plus élevé el
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par un procédé entierement, direct; j'aurais pu ainsi réduire mon Mé-
moire & un petit nombre de pages; mais je me suis assuré, par un pre-
mier essai de rédaction, que j'aurais beaucoup risqué de perdre du coté
do la rigueur et de la clartd; j’ai donc tiché de le rendre facile et intel-
ligible au grand nombre de cenx qui cultivent la Géométrie, et ce sera la
toujours le but de mes recherches ultérieures. Si cette manicre de traiter
la science offre moins d’éclat, elle est plus utile, ce me semble, et prouve
au moins qu’on sait faire, jusqu’a un certain point, le sacrifice de 'amour-
propre.

» C’est pour cette méme raison nolamment que je rappelle et démontre,
chemin faisant, toutes les proposilions auxiliaires ou lemmes qui ne sont
pas généralement, connus, et qui, étant indispensables & ma théorie, sont
susceptibles d’en recevoir une extension facile et naturelle. C'est dans
cette situation particuliére d’esprit que je vous prie; Monsieur, d’avoir la
bonté d’accueillir et d’examiner ce nouveau Mémoire auquel javais joint
d’abord un discours préliminaire ou, en disant a peu prés les mémes
choses, je rendais hommage aux savants qui, a diverses époques, ont envi-
sugé sous un point de vue analogue les propriétés des sections coniques;
|'y rappelais aussi mon Mémoire sur le principe de continuité, en préve-
nant que ¢'est, en partie, sur son admission que s'appuient mes recher-
ches; je terminais enfin par annoncer les deux Mémoires qui doivent ren-
fermer proprement les applications du précédent; mais jai supprimé
cet Avant-propos, et ne le livrerai & I'impression que quand le sort des
deux premiers aura éLé fixé.

» Ceux-ci, au surplus, ont le désavantage regrettable de ne renfermer
que des principes généraux; le temps me manque pour rédiger de suite
les deux autres, et j’en sens toute la conséquence et la fatalité; je comple
toutefois me dédommager avant le printemps prochain, le plus difficile est
de commencer. J¢ pense, en outre, que rien n'empeéche qu'on ne publie,
deés a présent, cenx qui sont termings ;-une cinquantaine de pages de mé-
taphysique ennuyeuse, ajoutées aux nombreux volumes qui exislent déja
sur ce sujet, n'influenceront guére, jose espérer du moins, la honne ou
la mauvaise opinion qu'on pourra se former de mes autres recherches, el
qu'on les oubliera si elles ne valent pas la peine, en effet, d'étre conser-
vées : ce qui ne sera un grand malheur ni pour moi, ni pour ceux qui
auront eu la patience de les lire et de les méditer.

» Je viens de m’expliquer, dans tout ce qui précéde, avec franchise et
sans crainle, parce que je connais toute lindulgence des savants géo-
métres auxquels j'ai 0sé m’adresser; je croirais avoir manqué aux égards
et au respect que je dois & leur facon de voir et de juger, si je ne leur
avais pas dévoilé tout le fond de ma pensée; j'ai cru devoir, pour oblenir
el mériter leurs suffrages, discuter et combattre. de tous mes moyens
I'opinion défavorable quils ont ¢ongue des deux premicres parlies de mon
Mémoire, et pense avoir par 14 prouvé combien je suis inconsolable de
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n'avoir pas obtenu leur approbation tout entiére. Il ne me reste plus
maintenant, pour lerminer, comme je le dois, cette longue et pénible
lettre, que de lear demander des excuses sur les embarras etles peines que
je'leur cause malgeé moi, en leur témoiznant foute la reconnaissance que

J’éprouve de leurs hontés et les priant de me faire la grice de me les:

continuer, comme par le passc.
» Daignez, je vous prie, Monsieur, me recommander au souvenir de
notre savant et respectable conservateur du Musée d’Artillerie, etc. »

3. — Réponse & la précédente lettre, par M. Terquem,
(Parig, 12 janvier 1820.)

« Mon cher, nous nous étions flattés longtemps de Pespoir de vous pos-
séder & Paris; c’est ce qui m’avait engagé a retarder la réponse i volre
derniére lettre : votre présence aurait sans doute 6t6 trés-favorable &
l'exéeution de vos projets typographiques. Comme, & ce qu’il parait, volre
voyage est différé, il ne s'ensuit pas que vos projets doivent en souffrir;
jai parlé & M. Bachelier, libraire, qui m'a donné les renseiznements por-
lés dans la Note ci-jointe. Nous sommes convenus de réunir en un vo-
lume les deux Mémoires, avec ce titre : Nowvelles proprictés des courbes,
précédées de considérations sur le principe de la continuité dans la Géo-
métrie.

» Nous attendons vos observations sur le iitre, que nous croyons pro-
pre & attirer des chalands; car c¢’ost & cela qu'il faut viser lorsqu'on g'a-
dr au public. C'est une maxime de librair quil n’est pas prudent de
négliger. Si vous aviez encore quelque chose de préparé, il serait bon
de T'envoyer afin de faive paraitre tout & la fois. Vos Mémoires seront im-
primés tels que vous los avez rédigds, sauf quelques légeres corrections
dont jo me charge ainsi que de la révision des épreuves. Yous pouvez
compter que M. Servois et moi ne négligerons rien en ce qui concerne les
soins et la correction typographique. M. Servois a lu votre second M-
moire et il en parait trés-conlent, Des occupations multipliées ne m’ont pas
encore permis de me liveer & cette lecture, qui doit étre faile avee atlen-
tion; mais je sanctionne de confiance la décision s ryoisienne; je ne
doute pas qu'elle ne soil portée en connaissance de cause, Jai lu avec
plaisiv vos observations en réponse aux nolres sur volre premier. Mé-
moire. Nos remarques subsistent ; Je crois toujours que votre Mémoire
gagnerait nan-seulement en inlérét, mais méne en clarté, &'l élait vé-
duit & des dimensions moindres, au quart par exemple. Voild un langage
qu'on ne tient pas ordinairement aux auleurs, d'accord ; mais qu'on deyrait
toujours tenir aux amis dont on estime: le caractere, dont on admire le
talent et dont on désire sincerement le suec
et compaltriote, »

5. Yolre (rés-déyoyé ami
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1L

T EMIS PAR M. CAUCHY
i AU V¢ CAHIER.

EXAMEN CRITIQUE DES OPINIONS ET DU JUGEM
DANS SON RAPPORT SUR LE MEMOIRE IN

Observations préatubles.

Le Rapport a I'Académie des Sciences de Paris, mentionné ci-dessus, a été
imprimé une premiére fois en septembre 1820, dans les anciennes Arnales de
Mathématiques, avec des Annotations du rédactenr qui n’étaient guere propres
a relever les doctrines de V' Essai sur les conigues de I'état de diserédit ou Pavait
plongé le Rapporteur, qui jouissait alors de toute Uinfluence accordée it sa
brillante: renommée scientifique. Néanmoins les annotations de M. Gergonne,
partant d'un esprit philosophique, bien que parfois aventureus, ne pouvaient
étre entiérement délavorables au principe de continuité; et cest ee que prouve
le passage suivant de 73 du t. X1 des Annales : u. 11
» faut employer le principe de M. Poncelet, ainsi que le tour de Llémon.sAlrmu-)u
» introduit par Monge, & pen prés comme on employait le ealeul dil'lel'(:'.ntlcl
» lorsqu’on nen voyait pas bien encore la métaphysique, ¢'est-a-dire \1Vu|qlu:-
» ment comme instrument de découverte; mais ce n’en seront pas moins des
» instruments trés-précieux, car le plus souvent, en mathématiques, découvrir
» est tout; ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations qui embarrassent
» beaucoup. »

Plus tard il est vrai, en 18 7, M. Gergonne, moi
dans une note de la p. 135 du t. XVIII des Annales - i

«.Je persiste i penser que M. Poncelet a ;m\'emcntmmprnm.is ses doctrines
v en mélant au classigue que tout le monde admet, le romantique que, pour
» ma part, jesuis fort loin de repousser, mais sur lequel enfin on discute encore,
» et que MM. les Commissaires de I'Académie eux-mémes, au jugement desquels
» M. Poncelet déclare attacher beaucoup de prix, ont traité assez sévérement. »

M. Gergonne confond ici, comme §'il eiit ignoré les usages ac
tant bien connus, le texte du Rapport de M. Cauchy avee les conclusions
rables & mon Mémoire de 1820, conclusions débattues, arrétées et signées parv
MM. Arago et Poisson, puis approuvees par I’Académie. Jai done pu t(.émoi(p-ler
une respectuense déférence pour le jugement des Commissaires, sans ncz.\nuu.nns
adopter les opinions personnelles du Rapporteur, contre 1(‘,5(1[101].05 je viens
aujourd’hui protester, quoique tardivement, comme je U'ai déja fait d;uvls }mu
diseussion relative aux pertes de forces vives pendant le choc et au théoréme
de Carnot. Dans cette discussion M. Cauchy, coutumier du fait, revendiquant des
droits de priovite mal acquis (t. XLIV des Comptes rendus, zmm:zc, !-‘457) et i
bout d’arguments, n'a pas eraint, en présence d'un nombreux ﬂLIdltUll'U., de me
taxer dingratitude, parce que je luwi avais reproché son peu de s‘{'mpfxlhle pour
les theories géométriques en général, et les miennes en particulier, & pea pré
comme Pavait fait 30 ans aupavayant, le rédacteur des anciennes Annales de
constance analogue et en termes non moins pe-
el de raison.

L nole insérée a la p.

ndulgent, s'exprime ainsi

Mathématigues, dans une ci
nihles pour Pamour-propre ou le persiflage tenait lien de jus
On, je ne puis consentir a rester indéliniment sous le coup des publiques et
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absurdes récriminations que contenait la derniére lecture de M. Cauchy, dont
Jje wavais point jusqu'ici voulu rappeler le souvenir, et que I'Académie des
Sciences, & mon grand regret, & mon préjudice pent-étre, n’a pas permis qu’on
imprimat dans ses (/'am}nes ndus; car il m'eit été facile alors d’en rétorquer
les singuliers arguments et les illusions venant d’une fausse interprétation puisée
dans la lettre d’envoi et dans quelques passages pleins de déférence, du ZTraité
des Propridtés projectives dont, en 1822, j’ayais adressé un exemplaire au savant
Rapporteur du Mémoire de 1820,

Quant a la discussion sur les pertes de forces v on peut consulter le
volume cité des Comptes rendus dont jai fait tiver a i)al't, en 1857, la partie
qui concerne cette discussion ot que le lecteur trouvera a la librairie méme de
e Recueil, afin de montrer que, dés I'époque précitée, je ne craignais pas de
dire publiquement et de son vivant Uentiére vérité 3 mon ancien Rapporteur.
En réimprimant pour Ia seconde fois, en téte du Traité des Propriétés projec-
tives, le Rapport de M. Cauchy, jlavais Pespoir que les nombreuses applications
qui y étaient faites du principe de continuité et de la doctrine des projections,
pourraient ramener ’opinion des savants et celle du Rapporteur Tui-méme, a de
plus justes appréeiations sur la portée et exactitude 1
par lesquelles je mettais les amateurs de Géométrie pure en état, sinon de
créer, de suppléer le véritable génie d'invention, du moins de trouver, démon-
trer ou géneraliser sans caleul ni contention nouvelle de e
tude de propositions et corollaires, tout en pa
Pimaginaire, ou réciproquement,

Mon attente ayant été en majeure partie dégue, et M.
gnifiant et tardil Rapport de fevrier 1898, sur la théor
ques, ayant, propos du principe de continuité, persisté dans ses opinions
antiphilosophiques, dont la reproduction ne pouvait pas ajouter au tort que
m’occasionnaient quatre années d’un silence pour moi bien facheux; je pris
la courageuse mais trés-pénible résolution L[’ﬂjul\l'll(!l' Jusqu'a Pépoque de ma
retraite, le soin de publier 'ensemble de mes travaux antérieurs i 18225 et
cest pourquoi je réimprime aujourd’hui pour la troisiéme et derniére lois, le
Rapport dont il s'agit, avee des observations critiques qui, prématurées et dan-
jereuses, peut-étre, lors de la publication du Traité des Propriétes projectives,
mettront, je Pespére, en plus parfaite évidence que dans les précédents Cahiers,
le caractére qui distingue esprit du caleul algebrique de celui de la Géométrie
pure.

athématique des théories

it, une multi-
a Pinfini, du réel a

ant du fin

auchy, dans un insi-

des polaires récipro-

Au surplus, pour expliquer la circonspection et Dextréme réserve de ma
conduite scientifique au début de ma earriére, il faudrait encore évoquer les
Lristes souvenirs de I'état d’abaissement et d’intimidation ot nous avaient plon-
05, aux cépoques antérieures 4 1830, des passions réactionnaires, morales on
politiques, qui ont exereé plus d’influence qu'on ne le suppose sur Pavenir des
seiences. Mais clest ce dont je me garderai bien par respect pour la dignité des
questions dont nous devons nous occuper exclusivement ici; car la Géométrie
n’a rien & voir dans les humil g

a quelques-uns de ses anciens
représentants, infimes ou illustres. Qu'il me suffise de déclarer que, depuis I'épo-
que d’aveil 1820 o je venais, non sans appréhension présenter mon premier
Mémoirve au jugement de UAcadémie royale des Sciences, Jai d’autant plus
apprécié Ja promptitude d'un Rapport, dont’il est vrai, 14 faveur m’a 6l6 re-
prochée en 1857, que je me trouvais infiniment mienx traité qu'Abel de
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Christiania victime du silence et de oubli; déni de justice qui prouve que,
méme dans le sanctuaire de 1'Académie des Sci , il est indisy ble d'avoir

des amis et des protecteurs influents.

Ravrorr @ U Académie royale des Sciences, sur un Mémoire relatif aux
propriétés projectives des sections coniques (Séance du 5 juin 1820).

L’Académie nous a chargés, MM. Arago, Poisson et moi, de lui rendre
compte d’'un Mémoire de M. Poncelet sur les propriétés projectives des
sections coniques. L'auteur appelle ainsi les propriétés relatives aux cor-
des communes, aux points de concours des tangentes communes, et l)eag—
coup d’autres semblables qui, élant indépendantes des dimensions :ﬂttl‘l—
buées aux courbes que I'on considere et de leurs parametres, suhyst‘unl
lorsqu’on projetle ces courbes sur de nouveaux plans, a l'aide de droites
qui concourent vers un méme point; c'est-a-dire, en d'autres_termcs,
lorsqu’on mei ces courbes en perspective; ce qui a également l¥eu pour
le eas ou, le point de concours §’éloignant & Uinfini, les projections de-
viennent orthogonales. Nous allons d'abord indigquer les moyens que I'au-
teur emploie pour établir les propriétés dont il s'agit. Ll

Lorsque plusieurs courbes, qui composent une seule classe ou famille,
possédent en commun diverses propriétés, une des méthodes ]es»plus‘ ex-
péditives pour la démonstration de ces mémes propriétés c(xnsxsle.a les
établir dlabord pour les courbes les plus simples de la classe dont il est
question, et & les dtendre ensuite aux autres courbes de la méme classe,
par la comparaison de celles-ci avec les premiéres. Cette méthode peut
méme servir & la recherche des propriétés d'une courhe donnée. Veut-on
connaitre, par exemple, celle d'une ellipse? on commencera par supposer
les deux axes égaux; ce qui réduira cette ellipse a une circonférence de
cercle. On remarquera que la surface du cercle est égale au carré du
on multiplié par le nombre qui exprime le rapport de la circop-
férence au diameétre; que deux rayons qui se coupent a angles droils
sont paralleles aux tangenles mendes par leurs extrémités; que ces
mémes rayons comprennent entre eux une surface constante; que la
somme de leurs carrés est égale & la somme des carrés de leurs
projections sur un diamétre quelconque; que les la\ng_jeut.es des angles
aigus qu'ils forment avec un méme diamétre, étant multipliées }’une par
l'autre, donnent I'unité pour produit; enfin, que la perpendiculaire élevée
sur un diamétre est moyenne proportionnelle entre les deux segments
adjacents. Si maintenant on considére une ellipse dont les deux axes
soient inégaux, on déerira sur le grand axe de cette ellipse, pris pour dia-
métre, une circonférence de cercle, dont Tordonnée, complée perpendi-
culairement an grand” axe, aura un rapport constant avec celle de Iel-
lipse. Cela posé, si Fon appelle diameétres conjugués de l'ellipse ceux dont
les projections sur Je grand axe coincident avee les projections de deux
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diamétres du cercle qui se coupent & angles droits, on conclura immédia-

tement des remarques faites a P'égard du cercle que la surface de ellipse *

est égale au produit des deux demi-axes par le nombre qui exprime Jg
rapport de la circonférence au diametre; que, dans la méme courbe, les
tangentes mendes aux extrémités de deux diamélres conjugués, sont pa-
ralléles & ces diamétres; que denx demi-diamétres conjugués comprennent
entre eux une surface constante; que les sommes des carrés de leurs
projections sur le grand axe et sur le petit axe sont respectivement dgales
aux carrés des demi-axes, et que, par suite, la somme des carrés des
deux demi-diamétres équivaut 4 la somme des carrés des deux demi-
axes; enfin, que le rapport de ces deux derniers carrés mesure & la fois
le produit des tangentes des angles aigus formés avec le grand axe par
deux diamétres conjugués ot lo rapport du carré d’une ordonnée aux
segments correspondants de ce méme grand axe. Au reste, pour obtenip
le cercle auxiliaire dont nous venons d'indiquer I'usage, il suffit de chep-
cher dans I'espace un cercle dont Vellipse donnée soit Ia projection ortho-
gonale, et de rabattre ensuite le plan de ce cercle sur celui de Lellipse,
aprés avoir fail tourner le premier autour du diamétre paralléle au ge-
cond. Plus généralement, on peut considérer une ellipse, une hyperhole
ou une parabole comme la perspective ou projection centrale d'un cercle
quelconque, et déduire, des propriétés de ce cercle, celles de la projec-
tion. Tel est, en effet, le moyen employé par M. Poncelet pour détermi-
ner'l propriétés projectives des sections coniques. 11 appelle centre de
projection le point ot se trouve placé dans la perspective I'eeil du specla-
tear. Ce point est le sommet d'une surface conique du second degré qui
a pour base la courbe proposée. 1 est bon de rappeler, a ce sujet, que,
si Fon coupe une surface conique quelconque par deux plans paralléles,
les deux sections seront toujours semblables entre elles. 1l v a plus, si,
d'un centre de projection pris & volonté dans Tespace, on méne des rayons
vecteurs aux différents points d’un systeme composé de peints, de lijr,vncs
ou'de surfaces quelconques, et que T'on fasse croitre ou décroitre 4 la
fois tous les rayons vecteurs dans un rapport donné, on obliendra un se-
cond systeme de points, lignes ou surfa '8, semblable au premier et
semblablement placé, en sorte que les droites et les plans menés dans les
deux systemes, par des poin(s correspondants, seronl. toujours paralléles.
Le centre commun, vers lequel convergent tous les rayons vecteurs, est ce
qu'on peat appeler le centre de similitude des deux systemes. Pour deux
cercles, tracés sur un meéme plan, ce centre de similitude ne peut étre que
le point de concours des tangentes communes, extérieures ou intérieur
M. Poncelet expose ses diverses propriétés, dont un grand nombre déri-
vent immédiatement de la définition ménie que nous venons d’en donner.

Outre la considération des projections centrales,®M. Poncelot emploie
encore, dans son Mémoire, ce quil appelle le prircipe de la continuité.
L'admission de ce principe en Géométrie cousiste a supposer que, dans le
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cas ou une fighre composée d'un sysleme de lignes droites ou courbes
conserve constamment certaines propriétés, tandis que les dimensions ab-
solues ou relatives de ses diverses parlies varient d’une maniére quel-
conque, entre certaines limites, ces mémes propriétés subsistent néces-
sairement lorsquon fait sortir les dimensions dont il s'agit des lmites
entre lesquelles on les supposait d’abord renfermées; et que, si quelques
parties de la figure disparaissent dans la seconde hypotheése, eelles qui
restent jouissent encore, les unes & I'égard des autres, des propriétés
qu'elles avaient dans la figure primitive. Ce principe west, a proprement
parler, qu’une forte induction, a laide de laguelle on étend des théorémes
établis, dabord @ la faveur de certaines restrictions, aux cas ol ces mémes
restrictions wexistent plus. Etant appliqué auz courbes du second degré,
il a condluit Pauteur @ des résultats exacts. Néarmoins, nous pensons
quil ne saurait étre admis généralement ¢t appliqué indistinciement
toutes sortes de questions en Géométrie, ni méme en Analyse. En lui ac-
cordant trop de confiance, on pourrait tomber quelquefois dans des er-
, par exemple, que, dans la détermination des

reurs manifestes. On sa
intégrales définies, et par suite, dans I'évaluation des longueurs, des sur-
faces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formules qui ne
sont vraies qilcutant que les valeurs des quantités quelles renferment
restent comprises entre certaines limites.

Au reste, nous dislinguerons soigneusement les considérations de
M. Poneglet sur la continuité de celles qui ont pour ‘objet les propriétés
8 auxquelles il donne le nom de cordes idéales des sections co-
niques. Comme ces propriétés nous paraissent mériter d’étre remarqudes,
et quelles fournissent & l'auteurun troisieme moyen de résoudre les ques-
lions relatives aux courbes du second degré, nous allons donner 4 ce su-
jet quelques développements.

Si, aprés avoir mené, par le centre d’'une hyperbole, un diametre o4
qui rencontre les deux branches, on fait passer, par les points de ren-
contre des tangentes & Uhyperbole et par le centre, une paraliéle 4 ces
tangentes; puis que I'on cherche & déterminer, par I’Analyse, les coordon-
nées des points ot cette paralléle rencontre la courbe et les distances
respectives de ces points au cenfre, on trouvera, pour l'uné et Lautre
distances, en faisant abstraction du signe, une expression imaginaire de
la forme & /—71; ot par conséquent, pour la distance entre les deux
points, une autre expression de la forme 2 8/ —1. Le coefficient de y/—1,
dans cette derniere, ou la longueur 2.8, qui est une quantité réelle, peut
se construire géométriquement ; et, comme la considération de cetle lon-
gueur peut étre utile dans la recherche des propriétés de I'hyperbole, on
lui'a douné un nom, en disant que 2.5 représente Je diamétre conjugué
au diametre 2 4. On sait qu'étant donné le diametre 2B, avec sa direc-
Lion, on peut facilement en déduire le diamétre 2.4 ; en coupant les asym-
ptotes par une séeante parallele a la direction donnde, la ligne menée du
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centre au milien de la sécante indiquera Ia direction du diamétre 2.4 ef.

le rapport de cette derniére ligne & la moitié de la sécante sera préeisé-
/]
-

Supposons maintenant que l'on cherche, par I'Analyse, les points d’in-
tersection, non plus d'un diamétre, mais d’une droite quelconque avec
une courbe du second degré, et la distance de ces deus points, ou, en
d’autres termes, la corde qui les unit ; lorsque la droite ne rencontrera
plus la courbe, la distance donnée par 'Analyse deviendra imaginaire, ef
sera de la forme 2 €' y/—1; tandis que le point milieu de la corde conser-
vera des coordonnées réelles. Il devient alors utile de substituer 4 la corde
imaginaire, qui n'existe pas, une corde fictive 2 C, comptée sur la droite
proposée, et dont le milieu coincide avec le point dont nous venons de parler.

(est & cette corde fietive qu'on pourrait appliquer la dénomination de
corde idéale, par laquelle M. Poncelet désigne tantot la droite indéfinie
que l'on considere, et tantot la corde imaginaire interceptée par la courhe,
puisqu'il appelle centre de la corde idéale le point réel que PAnalyse in-
dique comme ¢tant le milieu de la corde imaginaire. Le sens dans lequel
Tauteur emploie le mot idéale se trouverait ainsi modifié de telle maniére
que les longueurs idéales resteraient des longueurs réelles et construc-
tibles en Géométrie. Ainsi, par exemple, dans une hyperbole, dont le grand
axe rencontre la courbe, la longueur idéale du diamétre, perpendiculaire
au grand axe, serait le pelit axe lui-méme. Si, en adoptant cette maniére
de s'exprimer, on construit, pour une section conique quelconque, toutes
les cordes idéales paralléles & une direction donnée; les extrémités de

“loutes ces cordes se frouveront sur une nouvelle section conique, que
I'auteur appelle supplémentaire de la premiére, relativement a la direction
dont il s’agit.

Cela posé, il est facile de voir que deux sections coniques supplémen-
taires I'une de I'autre, relativement a une direction donnée, sont néees-
sairement ou deux paraboles ou une hyperbole et une ellipse. Dans le
premier cas, los deux paraboles ont le méme parametre, avec une lan-
gente commune, parallele & la direction donnée, et un diamatre commun
passant par le point de contact. Dans le second cas, les deux courhes
peuvent aisément se déduire I'une de l'autre, d’apres la condition a la-
quelle elles se trouvent assujetties d’avoir en commun deux diamétres con-
jugués, dont I'un est parallele 4 la droite donnée, tandis que Pautre ren-
contre a la fois les deux courbes qui se touchent ainsi par ses extrémités.
Dans le méme cas, toutes les fois que lellipse se réduit 4 un cercle, hy-
perbole devient équilatére, et a pour axe transverse lo diametre du cer-
cle. Enfin, 'on prouve aisément que, si deux courbes sont supplémentaires
I'une de I'autre, relativement & une direction donnée, indiquée par une
certaine droite, Jeurs projections sur un plan parallele 4 cette droite joui-
ront de la méme propriété.

ment égal au rapport
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En vertu de ce qui précéde, si I'on donne une section conique quel-
conque, avec un centre et un plan de projection, il deviendra facile de
déterminer, pour la section conique projetée : 1° I'angle formé par deux
diamétres conjugués, dont 'un serait paralléle au plan de la section co-
nique proposée; 2° le rapport de ces mémes diamétres. En effet; si Fon
congoit d’abord que la section® conique projetée soit une hyperhole, un
plan quelconque, parallele au plan de projection, coupera le cone qui a
pour base la courbe proposée, et pour sommet le centre de projection
suivant des hyperboles semblables et comprises entre des asymptofes pa-
ralleles. Par suite, si le plan coupant passe par le sommet du cone, la
section se trouvera réduite a deux aréles paralléles aux asymptotes dont
il s'agit. Comme d'ailleurs le méme plan coupera évidemment la courbe
donnée suivant une certaine corde terminée & ces deux ardtes, il en ré-
sulte : 1 que Pangle cherché sera équivalent & eelui que forme la corde
en question avec la droite qui joint son milieu et le sommet du cone;
22 que le rapport cherché sera celui qui existe entre la longueur de cette
droite et celle de la demi-corde. Lorsque la courbe projetée sera une el-
lipse, le plan mené par le sommet du cone parallélement au plan de pro-
jection ne rencontrera plus la courbe proposée; mais sa trace sur le plan
de cetle derniére sera toujours une droite réelle, a laquelle correspondra
une certaine corde idéale de la courbe donnée. Dans la méme hypothése,
on appliquera les raisonnements que nous ayons employés ci-dessus, non
plus a la courbe proposée, mais a la section conique supplémentaire de
celte courbe, relativement a la corde idéale dont nous venons de parler ;
et I'on en conclura : 1° que l'angle cherché est équivalent a celui que
forme la corde idéale avec la droite qui joint le milieu de cette corde el
le centre de projection; 2° que le rapport cherché est celui qui existe entre
la longueur de cette droite et la demi-corde. Lorsque la courbe projetée se
réduit & un cercle, tous ses diameétres conjugués sont ¢égaux et se coupent
4 angles droits. Par conséquent, dans ce cas particulier, la droite menée
du centre de projection au milieu de la corde idéale de la courbe donnée

doit étre perpendiculaire sur cette corde et égale & sa moitié.

La question que nous venons de résoudre n'a pas été traitée directe-
ment par M. Poncelet; mais la solution que nous avons déduite des prin-
cipes qu'il a établis fournit le moyen de simplifier et de généraliser, tout
i la fois, celles de plusieurs autres problemes dont nous parlerons eci-
apres,

Considérons a présent deux sections coniques (racées sur un méme
plan. 1l peut arriver ou quelles se coupent en quatre points, ou qu'elles
se coupent en deux points, ou qu'elles ne se coupent pas. Si I'on cherche,
par PAnalyse, les abscisses des points d’intersection, on trouvera que
ces abscisses sont les racines d'une équation du quatrieme degré & coeffi-
cients réels, et que cetie méme équation a quatre racines réelles dans le
premier cas, deux racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées
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dans le second, enfin quatre racines imaginaires conjuguées deux i deux
dans le troisieme. De plus, comme, en combinant les é:q\mtimls des cleu-x
courbes, on peut en déduire une troisiéme équation du second degré, qui
ne renferme l'ordonnée qu'an premier degré seulement, il en rés 'iltev (im'
"Analyse indique seulement quatre points d'intersection, et que, pour cha;
cun de ces points, on peut exprimer l'ordonnée en fonctions rationnelle
o_t réelle de l'abscigse. Par suite, si I'on trouve, pour un point d’intersee-
tion, une abscisse réelle, l'ordonnée le sera également; et si I'Analyse
fournit, pour deux de ces points, deux abscisses imaginaires conjuguées “Ius
ordonnées correspondantes seront elles-mémes imaginaires et co:jugu:’acs.
Considérons, en particulier, deux points de cette derniére espece. C('nnfne.
pour transformer les coordonnées de I'une en celles de I'autre, il suffira d(:,
remplacer +/—1 par — y/—1, il est clair que toutes les équations et
quantités diverses qui, étant rationnelles par rapport & ces ordonnées, ne
devront pas étre altérées par leur échange mutuel, seront néc wsairen;em,
“des éq}lalions réelles et des quantités réelles. Par exemple, Péquation de
la_droite qui passe par les deux points sera réelle, ainsi que le carré dé
leur distance mutuelle, ou, en d’autres termes, de la corde qui les unit
ér,.il en sera de méme des coordonnées du milicu de cette (‘ordo: Toule—,
fois, comme, par hypothese, les deux points ne sont pas réels, le carrd
de }a corde en question ne pourra étre qu'une quantité négative, dont la
racine, ﬂbslr&lion faite du signe, sera une expression Im;trinnire de la
forme 2C y/=1. : i
Pom‘ déterminer le coefficient réel 2 €, dans cette expression, il suffira
évidemment de chercher la corde idéale qu’on obtient en considérant la
droite réelle qui passe par les deux points imaginaires comme sécanle
idéale de T'une ou de T'autre des deux courbes prbp(»se’os. Par conséquent,
la Tongueur 2 € sera celle d’une corde idéale réellement commune 4 ces’
deux courbes. Cela posé, si T'on passe successivement en revue les (rois
hypothéses que Ion peut faire sur le nombre des points réels commun;
m'lx deux courbes proposées, on trouvera que ces deux courbes ont, en
général, ou six cordes communes, passant par quatre points rée]s.’ ou
deux cordes communes, dont une idéale, ou deux cordes idéales c,nm—
munes. Toutefois, pour deux hyperholes semblables, ou du moins com-
prises entre des asymptotes paralleles, ainsi que pour des ellipses sem-
‘h]ables et semblablement placées, une seule corde commune naturelle ou
idéale subsiste, tandis qu'une autre 'éloigne & Iinfini. C’est ce qui a lieu
en particulier, pour deux circonférences de cercle. De plus, il peut arri:
ver que deux cordes communes viennent 3 se confondre e,t alors, si ces
cordes ne sont pas idéales, les deux courbes se toucher;mt (’:vid;mment
en de\LT{ points réels. Ajoulons que, si 'on projette deux seclions coni-
‘ques, situées dans un méme plan sur un nouveau plan, paralléle & une
corde idéale qui leur soit commune, la projection de cette corde sera
elle-méme une corde idéale commune aux pr‘ojectimls des deux se;:tli(;xls
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coniques. Par suite, si les deux courhes proposées étaient dissemblables
entre elles, auquel cas elles avaient néeessairement plusieurs cordes
réelles ou idéales communes; pour rendre leurs proj'cctions semblables et
semblablement placées, il faudra faire en sorte qu'une des cordes com-
munes 8'éloigne & U'infini. On remplira cette condition en plagant le centre
de projection partout o V'on voudra, pourvu qu’ensuite on prenne le plan
de projection paralléle & celui qui. passera par ce centre el par 'une des
cordes communes aux deux courbes données.

Dans ce qui précide, nous avons déduit de PAnalyse la notion des cordes
idéales des sections coniques ; mais on peut arriver au meéme but par des
considérations géométriques.

Par exemple, lorsquune ellipse ou une hyperbole se trouve coupée en -
deux points réels par une sécante quelconque, Je milieu de la corde inter-
ceptée concide ayec le point ol la sécante est rencontrée par le diamétre
conjugué A sa direction, et la corde elle-méme est équivalente au double
produit du rapport entre le diametre parallele et le diameétre conjugué,
par une moyenne proportionnelle entre les distances du point que l'on
considére aux exirémités du diamétre conjugué, Si I'on détermine, d'a-
pres les mémes conditions, la corde et son milieu, dans le cas ou la sé-
cante devient idéale, on obtiendra ce que nous avons nommé la corde
idéale relative & cetle séeante.

(Considérons encore deux cercles non concentriques et situés dans un
méme plan. Si, par ces cercles, on fait passer deux sphéres qui se cou-
pent, le plan d’intersection des deux spheres rencontrera le plan des
deux cercles suivant une certaine droite; et cette droite, si les deux
cercles se coupent, passera par les deux points qui leur sont communs.
8i, au contraire, les deux cercles ne se coupent pas, cette droite s
précisément la séeante idéale, dont la direction coincide avec celle de la
corde idéale commune, et le point d’intersection de cette sécante avec la
droile des centres sera le milieu de Ja méme corde. La ‘construction pré-
cédente, en donnant un moyen facile de fixer la direction de la corde
idéale commune & deux cercles, sert en méme temps A faire connaitre ses
principales propriétés. Par exemple, si d’un point pris sur cetle sécanie
on méne une suite de tangentes aux deux sphéres, elles seront évidem-
ment égales aux tangentes menées par ce méme point & leur cercle d'in-

tersection : il en résulte immédiatement que les quatre tangentes menées
i deux cercles par un point pris sur la direction de la corde commune
sont égales entre elles. Cette propriété était déja connue des géometres.
On avait remarqué la droite & laquelle elle appartient; et M. Gaultier.
auteur d’un Mémoire inséré dans le XVI* Cahier du Journal de IEeole
Polytechnique, a particulisrement considéré les droites de cette espece,
auxquelles il a donné le nom d’azes radicau

Aprés avoir entretenu UAcadémie des méthodes employées par M. Pon-
celot. nous allons présenter une indication sommaire des applications

1. 36
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qu'il en a faites. Son Mémoire est divisé en trois paragraphes : lo premier
est relatif aux cordes idéales des sections coniques, et renferme leur dé-
finition ainsi que leurs propriétés générales, déduites de considérations
purement géométriques. Lauteur y remarque également que le point de
concours des tangentes menées & une seclion conigue, par les extrémités
d’une méme corde, ou ce quwon appelle communément le pdle de cette
corde, est un point réel, lors méme que les tangentes deviennent imagi-
naires. Il montre la relation qui existe constamment entre ce pole et lo
milieu de la corde, et s'en sert pour construire le pole idéal correspon-
dant & une corde idéale donnée.

Dans le second paragraphe, M. Poncelet s'occupe des cordes idéales,
considérées dans le cas particulier de la circonférence du cercle, et dé-
montre plusicurs propositions relatives, soit aux cordes réelles ou idéales,
soit aux poles de ces mémes cordes, soit aux centres de similitude et aux
cordes communes de deux ou plusieurs cercles situds sur un méme plan,
On pourrait déduire un grand nombre de ces propositions des propriétés
que possédent deux points choisis sur une droite et sur son prolonge-
ment, de maniére que leurs distances aux extrémités de la droite soient
entre elles dans le méme rapport. Parmi ces propriétés, I'une des plus
remarquables consiste en ce que la circonférence décrite sur la droite
comme diamétre coupe orthogonalement toutes celles qui passent par les
deux points en question. On doit distinguer, dans le méme paragraphe,
une solution trés-élégante du probléme dans lequel on demande de tracer
un cercle tangent a trois autres.

Dans le troisiéme paragraphe, Iauleur établit les principes de projection
centrale ou perspective a l'aide desquels on peut étendre les théorémes
vérifiés pour le cas du cercle & des sections coniques quelconques. Par
exemple, voulant démontrer que les propriétés projectives du systéme de
deux cercles, situds dans un méme plan, subsistent pour le systeme de
deux sections coniques, il a seulement & faire voir que le premier systéme
peut étre- considéré, en général, comme la projection du second. Il re-
cherche, & ce sujet, tous les points de Vespace susceptibles de projeter
deux sections coniques suivant deux cercles, et prouve que lous ces
points appartiennent & des circonférences déerites avee des rayons per-
pendiculaires sur les milieux des cordes idéales communes aux deux
courbes données, et respectivement égaux aux moitiés de ces cordes. Au
reste, on est conduit directement' au méme résultat par la solution du
probleme que nous avons traité plus haut, On pourrait méme, en s’ap-
puyant sur cetle solution, déterminer tous les points de I'espace suscep-
tibles de projeter deux courbes quelconques du second degré, suivant
deux autres  courbes du méme degré, mais semblables entre elles, pour
lesqquelles le diamétre, parallele au plan des deux premi¢res courbes, for-
merait, avecson conjugué, un angle donné, et serait & ce méme conjugué
dans un rapport donné. On trouverait que ces poinis sont situés sur des
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circonférences de cercles décriles par des rayons vecteurs qui, aboutis-
sant aux milieux des cordes naturelles ou idéales communes aux deux
courhes proposées, forment avec ces mémes cordes l'angle donné, et sont
A leurs moitiés dans le rapport donné. Plusieurs autres questions du
méme genre, traitées par auleur, dans ce (roisiéme paragraphe, se ré-
solvent d’apres les mémes principes.

Drapros le compte que nous venons de rendre du Mémoire de M. Pon-
celet, on voit qu’il suppose dans son auteur un esprit familiarisé avec les
conceptions de la Géométrie et fécond en ressources, dans la recherche
des propriétés des courbes, ainsi que dans la solution des problemes qui
s’y rapportent.

Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire est digne de 'appro-
bation de ’Académie ; et nous proposerions de I'insérer dans le Recueil
des Savants étrangers, si 'auteur ne le destinait a faire partie d'un ou-
vrage qu'il se propose de publier sur cette matiére.

Signés : Porsson ; AraGo ; Caveny, rapporteur.

Remarques critiques et réflexions diverses @ propos du précédent Rapport.

Maintenant je reviens & cetle Géométrie intuitive, soi-disant métaphysique,
qui remonte 4 Descartes, & Desargucs, & Pascal,” i Monge dans les temps mo-
s, mais que Descartes lui-méme, éerivant au pére Mersenne, prétend avoir
“ mise en usage par Archiméde; & cette G » que le Rapporteur de 1'Aca-
démie, grand caleulateur algebriste, appréciait si peu & 'époque de 1820, et
méme 2 celle de 1824 on, pendant de si longues et pour moi si pénibles
années, il retint entre ses mains les deux autres grands Mémoires sur les centres
de mayennes harmoniques et la théorie des polaires réciprogues, dont j’ai souvent,
trop souvent peut-¢tre, déja parlé dans ce second volume des Applications.

Je remarque, tout d’abord, que les premigres pages du précédent Rapport,
non-seulement confirment ce que je viens avancer relativement & U'insuffisance
de son rédactenr au point de vue géométrique, mais montrent aussi que
M. Cauchy, indifférent i de pareilles ¢tudes, ne semblait nullement connaitre
ou avoir compris et goité les divers Articles publiés par moi de 1817 a 1810,
dans les anciennes Annales mathématiques (VI¢ Calier de ce volume); c'est par
cos motils, sans doute, et d’autres que jlignore, qu'il a éé amené a me traiter
aussi logérement qu'il Ia fait dans le texte de son Rapport. Paurais done volon-
tiers supprimé a Vimpression plusieurs des pages de cet éerit pen digne de la
haute renommée scientifique de Pauteur, si je n’avais craint qu'une telle sup-
pression ne devint pour quelques lectenrs, un molif de doutes, do reproches
méme, an sujet des opinions tranchantes que je viens d’émetire, en paraj
ne prendre aucun souci de les justifier explicilement. A plus forte raison, ne
saurais-je garder le silence sur ce que le Rapporteur affirme relativement a ce
que, dans mon Mémoire de 1820, {"appelais laconiquement : principe de la conti-
nuité, parce que jo sous-entendais, pour la britveté du discours, Jes mo
iques et deseriptives des figures. Pour M. Ca
ceptible de conduire a

permanence des relations mél
on le voit, ce principe n'était’quiune forte induction s

36.
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des erreurs manifestes, etc.; mais ce jugement sévére n’est appuyé d’aucun
exemple, d’aucune prenve quelconque; ce n'est la qu’une assertion vague, par
conséquent irréfutable logiquement, et qui prenait sa source dans des opinions
préconeues sur la continuité algébrique.

Avec un peu plus d’expérience des affaires académiques et d’aprés les vaines
tentatives que j'avais faites pour obtenir une andience du savant Rapporteur,
ainsi que par les mots bienveillants, mais discrets, échappés 4 mes anciens
et illustres maitres, Ampeére, Arago, Lacroix, Poinsot et Poisson, peu soucieux
d'intervenir dans la discussion, jaurais di comprendre que Vopinion de
M. Cauchy n’était pas favorable 4 la tendance de mes idées philosophiques. Re-
doutant, avec raison, que douze années de travaux et de méditations persévé-
rantes ne devinssent pour moi un sujet de déception et peut-étre méme de
ridicule aux yeux de mes supérieurs, de mes camarades et du public géométre,
assez indifférent et peu indulgent en général, je parvins, lors d’une derniére
démarche, a atteindre mon inflexible juge & son domicile, rue Serpente,
n® 7, au moment ou il le quittait pour se rendre & Saint-Sulpice; mais
durant ce rapide et trop court trajet, je m'apercus promptement que je n’a-
vais aucun droit acquis & ses ménagements, b son estime scientifique, et qu'il
me serait méme impossible de m'en faire comprendre. Aussi me bornai-je, en
humble et timide solliciteur, & le prévenir respectucusement que les ohiu;'liuns
et les difficultés qu'il croyait apercevoir dans I'adoption du prineipe d;z conti-
nuité en Géométrie, tenaient essentiellement a 'insuffisante attention jusque-
la loi des signes de position, loi dont je m’étais préoceupé dés 1813,
¢, mais surtout depuis mon retour en France en 1814, et dont la dis-
cnssion mathématique aurait précédé ma communication & ’Académie, si d'esti-
mables savants (voir p. 130 etsuiv.) ne m’en avaient détourné. Mais, sans me per-
mettre d’en dire davantage, il me quitta brusquement en me renvoyant a la

future publication de ses Lecons i 1'Ecole Polytechnique ot la question devait,

selon lui, étre convenablement approfondie.

Ces Legons pararent, en effet, année suivante (1821), sous le titre de Cours
' Analyse (I'® partie, en un volume in-8° de 570 pages); or, je fus grande-
ment désappointé de n’y rencontrer que des théorémes et problémes de synthése
algébrigue, exposés sous une forme de rigueur tout an moins z\ppal‘unté, clest-
a-dire & la maniére d’Euclide, de Legendre, ete.; synthése ot se trouvent aceu-
mulées les nombreuses difficultés ou objections auxquelles avait donné lieu
jusqu’alors Vapplication du caleul numérique i certaines formules de I’Ana-
Iyse algébrique qu'il prétendait soustraire a tout reproche, & toute pétition
?)' ste sur ce que j'avais nommé principe de continuité. Quant i ce principe et
a la loi des signes de posill.ion considerés en cux-mémes, en Géométrie ou en
Analyse, on en chercherait en vain des traces explicites dans ce volume de 1821.
Pourtant Pauteur y admet, avee certaines restrictions il est veai, méme pour
les fonctions simples, I'existence de la loi de continuité dont Lagrange et Am-
pére-évitaient, d’une maniére plus apparente que réelle, Vemploi dans leurs
?:u;‘ons (.]'_»\nul_v:af:'Qgél)rique (1807 & 1809); lecons auxquelles, pour ce motif,
j’ai toujours préféré celles de notre ancien et vénérable professeur Lacroix, et de
son spiritnel suecesseur & VEcole Polytechnique, Poinsot, qui auraient, sans nul
doute, repoussé cette définition hybride mais fort commode au point de vue algé-
%u-iqun (Cours &' Analyse, p. 34 et suiv.): une fonction réelle ét simple qui devient
infinie entre denx limites données est une fbrrc}inn discontinue. De sorte que,
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notamment, la tangente et la sécante trigonométriques d'un arc de cercls
compris entre zéro et un are supérieur a deux quadrants étant considérées
comme discontinues par M. Gauchy, il devait en étre ainsi, a fortiori, des arcs,
des aires, efe., compris entre deux points appartenant & des branches oppo-
sées de Phyperbole, bien que contigus & une méme asymptote : néanmoins, au
point de vue géométrique, ces branches sont nécessaivement soumises & un
méme mode de génération continue.

Cette définition, jetée au début d'un Traité d'Analyse algébrigue, est & coup
stir, je le vépéte, un moyen commode d’en éluder les difiicultés, mais non de
les résoudre ot de les aborder avec franchise. De plus, une pareille manicre
de procéder,. qui rappelle sans avantage celle des Anciens, accorde une trop
grande prépondérance aux faits particuliers sur les faits géneéraux : elle rompt
la linison des théovies et des idées, pour y substituer une série d’énoncés, de
s, jusquici encore

recettes pour ainsi dire, dont la science des nombres discre
soustraite & toute loi de continuité malgré les travaux de Dirichlet, offre un
trés-remarquable exemple. Evidemment, on ne pourrait s’imposer pour modele
une telle maniére sans oublier le but véritable des Mathématiques, et sans
courir la chance de nous ramener & la scolastique du moyen age, dont Fesprit
Gtroit et diffieultueux ne s'est, comme j'en ai déja fait la remarque, que
trop propagé dans Uenseignement de nos Iycées et colléges, & dater de I'époque
ott régnait Vexaminateur baron Reynaud, puissant persounage i la ville et &
la cour, grand faiseur d’objections et de subtiles questions dont il était Vinven-
teur satisfait; du reste commentateur obseur et ampoulé de Bezout, le plus
lucide, avec Lacroix, de nos auteurs de Traités de Mathématiques ¢lémentair
parce qu'ils ne repoussaient pas 'axiome de la continuité, et s’attachaient plus a
Vesprit des méthodes qu’a la solution impromptue de petits problémes qui
eussent embarrassé e modeste Lagrange, et sont propres sculement a ayertir

*les professeurs et & préparer les examens de Pannée suivante.

Les procédés de démonstration et d’exposition épineux et décousus, dont je
viens de parler, étaient, sans nul doute, Vorigine et la base du jugement si
légérement prononcé contre le principe de continuité par M. Cauchy, qui, &
mon sens, oubliait trop que la continuité en elle-méme est un fait, un
axiome indémontré, indémontrable algébriquement, et qu'elle doit se mani-
fester non pas seulement dans les fonctions simples et primitives, mais dans
toutes leurs dérivées des divers ovdres, comme le témoignent les belles éries
de Taylor, de Maclaurin et d’autres développements illimités : employés, en
effet, dans des conditions de caleul et d';\pDn. mation purement numériques,
par conséquent res(rictives et étrangéres i la Géométrie ou a I"Analyse en gé-
néral, ces développements sans limites ni restes complémentaires, sel aient sus-
ceptibles de conduire & des conséquences absurdes ou contradictoives (voir le .
contenu du n® [T qui suit).

Or, ces circonstances singulieres, qui exercent anjourd’hui encore la saga-
cité des caleulateurs, ne me préoccupaient nullement dans un Mémoire de
pure Géométrie, exclusivement destiné a U'étude des propriétés projectives des
[figures; car ¢lles ne prouyent rien contre le prineipe de continuité, comme on
I'a établi dans le HI® Cahier de ce volume; ce principe ne cessant de subsister
ignes des relations métriques primiti-

que lorsqw’il y a antagonisme entre les
vement soumises it des conditions incompatibles et étrangéres a la situation rela-

tive des divers éléments fixes ou mobiles d’une figure géométrique. (Vest bien
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la, si je ne me trompe, un fait irvécusable que le célébre Rapporteur de I’Aca-
démie royale des Seiences ne pouvait connaitre; faute d’une préalable et suffi-
sante étude de la matiére: la forme algébrique, lexpression générale des ré-
sultats ne pouvant changer d’une maniére absolue avec les hypothéses primitives
que dans ces cas d’antagonisme, dont je pourrais citer des exemples, méme
dans les machines, indépendamment de ceux qui sont offerts par les formules
de Pattraction des sphéroides, ete., ol les forces et les distances peuvent suivre
des lois indépendantes par rapport sux signes de position, et que Lejoune-
Divichlet, Pillustre ami des Crelle et des Borchardt, des Jacobi, des Steiner,
des Liouville et le mien propre, 4 ramené au principe de continuité par un
heurcux artifice de calenl appliqué i V'intégration des fonctions différentielles
dépendante de e qulon nomme le potent

Ces observations générales me semblent, quant & présent, devoir suffire pour
montrer que les scrupules, les objections tranchantes de M. Cauchy, relatives au
principe de continuité, étaient sans fondement logique; et ce qui le prouve,
c'est que Jacobi et d’autres illustres géométres étrangers, en citant lo Traité
des Propriétés projectives, ne se sont nullement arvétés a ces malencontreux
serupules. D'ailleurs la IT¢ Partie du Cours d’ Analyse, si volumineuse it cause
des nombreux développements sur le caleul des formes imaginaires, est restée
sans suite immédiate, et il m'a fallu franchir Vintervalle de 182/ a 18206 on
parut le tome I°° des Lecons sur les applications du caleul infinitésimal & la
Géométrie (Imprimerie Royale), pour voir comment M. Cauchy abordait, dans
la théorie des courbes algébriques, le passage délicat du fini & Vinfini, qui dans
tous les temps a offert de si grandes difficultés aux esprits philosophiques in-
capables de déguiser la vérité par desi artifices de caleuls ou de langage con-
ventionnels et sophistiques. :

Or, jele déelare sans détour, jen’y ai rien trouvé concernant la loi des signes

de position, renvoyée sans doute aux Traités de Géométrie analytique élé- "

mentaire.

rien sur la continuité des courbes, admise a priori et sans réserve
pour le premicr ovdre d’infiniment petits ou d'infiniment grands, mais soigneuse-
ment évitée dans les autres ordres, grice a un mode de démonstration d’une
apparente rigueur, emprunté au philosophe Gergonne (Annales, t. 1X, 1818),
¢ui ,blamant hardiment les doctrines de Leibnitz et de Newton, n’admetfait
pour légitimes que celles des dérivées de Lagrange, critiquées, non sans raison,
par Wronski au point de vue de I’Algorithmie et de T'infini.

Dela aussi, de la part du Rapporteur académicien, ces reproches adressés au
principe de continuité, si emba assant pour ceux qui ontune aveugle confiance
dans les résultats du calenl algébrique, dont apparente riguenr fait illusion
i beaucoup de jennes néophytes, qui confondent les formules, les équations de
la Géométrie de Descartes avee celles de PArithmétique proprement dite; Géo-
métrie qu'on débarrasse ainsi de toutes les difficultés inhérentes i T’Analyse ¢n
général, aux signes algorithmiques des fonctions et a la position relative des
jrandeurs; je veux dire aux signes afiérents au mode d’existence propre deces
grandeurs. C'est & tel point, que ces impitoyables ct crédules ennemis de la
continuité géométrique en sont yenus h aflirmer nettement, méme dans les cour-
bes simplement algébriques, V'existence effective de poines darrét brusques, de
poines saillants, ele., dont M. Cauchy, d’zilleurs assez mal affermi dans sa voie
comme jen ai déjaapporté des preuves, emprunte sans examen suffisant la does
trinea un Mémoire de 1824 présenté & PAcadémie des Sciences par M. Roche.
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Au surplus, bien que de telles erreurs se soient propagées d.al.lB d’uu:res.
écrits recommandables i certains fitres, je ne veux pas insister ici sur len-
parfaite ébauche de M. Cauchy, datée de 1826 et qui prouv(lz tout :Xl/l n‘)mns
que sesidées sur la continuité des fonctions et des éq'ummns flg.cbnq\les
n’étaient pas dés lovs parfaitement arrétées d;ns s01 Aesp'rlt, ot qu'il faut dus.-
cendre jusqu'en 1828 (Calenl intégral) et 1829 (Calcu.l différentiel), 1301w lf}s voir
se rapprocher de plus en plus de celles d’Euler, de Lagra'm‘ge‘, d.Ampurﬂ,'de
Tacroix et de Poinsot, relatives aux différentielles, anx denvees,_ aux llm,\ms
¢t aux infiniment petits prescrits par le programme de 1813; mais dont .lex—
im:: ion, d'une rigueur apparente, se trouve complétée par ]f! caleul des mfa—
ginaires, déduit de conventions & priori trés-peu propt{'as a infirmer le prie-
cipe de continuité, que, pourtant, le Rapporteur du .Mumozru}lu' les polaires
réviproques niait encore si obstinément dans cette méme année 1828,

Aprés ces véflexions générales sur la maniére vag‘ue et in-:\p:trfaitc donthle -sav—
vant Rapporteur de mon Mémoire de 1820 entendait le princips _de co?tnfxuxtg,
jo puis, sans entrer dans des détails inutiles aux lecteurs msu:.uﬂ:‘l des progres
vri:cunts de P'Analyse appliqnée a la Géométrie, me pgnncttn‘ d Jn‘usmr. qut.:lque
peu sur la maniére tout algébrique dontil a plua !\.‘l. lCnuehy (.l.e tr:fdu'lt‘e, hson
propre point de vue, mes iddes relatives aux cordes 1(1@3105. 01! imaginair e‘s co.m‘
munes & un systéme de coniques sur un plan, et aux principes .de projection
centrale qui les concernent. Les personnes qui ont bien voulu lire R.VCC‘(]{\IE'!:
que attention Ie 1¢F volume de ces Applications, comprendlroui, com}ncn i 3“ i

voir interpréter-et traiter avec un tel sans facon et si peu flllh
jusque-1a, il est

été pénible de Goum el pans
telligence philosophique, des notions de G(’.nmetnr:: g@nel"a. e
yrai, étrangéres au Calenl algébrique, trop souvent, je le répete, confondn avee
VArithmétique. : ) i
Par exemple, M. Canchy, en 'appesantissant pour le démontrer & sa munu,;e
sur les propriéiés élémentaires d'un systéme de cerc]v.ts dans \’m 1:““,.0“ i« e
sphéres dans l'espace, ne s'est pas apergu, n'a pas C(}?]!)l‘lﬁ que, d apres lu'b‘l))l‘\l;;
cipes subséquents de mon Mémoire, ces propriétés, toutes projectives £
linéaires, s'étendaient 4 des ‘systémes de coniques et de surfaces (I.u seeon
degre qﬁelconques,ay:mt en commun une secante ou un plan de b:@f:ll.(.ln. il c:t
vrai que j'avais laissé aux lecteurs intelligents le soin de cc?te :'\p[.)hc. ion, .ncl ‘t
quand on prend garde que les cereles et les sphéres dont il s’agit onl toujours
des sections tmaginaires communes a Vinfini. !
Y\I:\]hcumusnn{cnt, des considérations de cette nature détaient comme n«"m‘
avenues pour le Rapportent, auquel il et été au unntru:l‘g b'eaucmtp plus aisé
de mettre en évidence son inconlestable supériorité algcbnq‘ue, o ess.’fyam
de démontrer par UAnalyse de Descartes, & lagquelle je .substxlu:\ls le 1:311?)][1‘-.
nement géométrique, P'existence et le mode de construction des cnrdcx's ides LE:
communes au systéme de deux coniques quelconques sur un plan, ainsi gue
Ia possibilité d.e projeter ces courbes suivant des cercles, :quuclvs I(lz I}ap-
porteur substitue des coniques semblables et scmhla‘hlement placces siu fm
second plan a déterminer dans V'espace; mais je ferai ren"u.quucrl q?\e..ml. pn,»
bléme, bien qu’en apparence plus général, Lht., par le fait, moins vic ;C.‘“LI.A
conséquences utiles, puisque les propricids relatives aux cercles et aux spheres,
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élant plus ¢lémentaires, plus abordables 4 Puniversalité des esprits et étant
aussi mieux eonnues, nne telle généralisation allait précisément au rebours
du but que je voulais atteindre.

Comment d’ailleurs M. Cauchy, qui ne craignait pas de montrer su supério-
rité en fait de Géoméirie, ne s'est-il pas aperqu que ses démonstrations i pos-
tériori, ses prétendues généralisations des théorémes établis dans mon Mémoire
de 1820, étaient dénudes de tout mérite original aprés la découverte des relations
intimes qui lient les cordes communes au systéme de deux coniques, aux centres
et aux plans auxiliaires de projection? §'était-il done figuré que ces relations
fussent le résultat d’une simple intuition on improvisation géométrique, . et
quelles n’eussent donné aueun mal & acquérir, méme par la voie de I’Analyse
algébrique (woir t. I°* des Applications, p. 99, 118, 287, 408 & fog)? Nlest-
il pas décourageant au dernier point, de voir denos jours que les découvertes
géométriquesles plus délicates sous le rapport de la philosophie de la science,
soient ainsi travesties, rabaissées par des esprits légers, satisfaits, tout au moins
inattentifs, et qui n'ont pas peu contribué i jeter dans Penseignement le
désordre et Tindiscipline dont j’ai déja parlé? Neut-il pas été beaucoup plus
digne de la véputation de M. Cauchy, d’appliquer directement, sans préven-
tions ni idées préconcues, son prodigieux talent d’algébriste a la recherche
directe du licu des sommets communs aux cones projetants dont il a été parlé?
Ce probléme, en effet, vainement tenté par d'autres avant ou depuis 1813, et
qua cette époque j'ai abordé directement par les voies de 1'Analyse algébrique,
dépend, comme on I'a vu, d'une équation du 12° degré, décomposable impli-
citement en six autres du 2¢, mais dont les coefficients ou constantes dépen-
dent & leur tour d’une équation dn G¢ degré, réductible au 3¢, ce probléme
méritait bien, je crois, Pintérét et attention du Rapporteur.

Peut-étre qu’une pareille tentative eit rendu ce’savant plus circonspeet,

moins dédaigneux envers 'auteur du Mémoire dont la Commission académique
Vavait fait Rapporteur, sinon juge exclusif. Peut-étre aussi qu'en y réfléchis-
sant davantage, il se fat apercu que la théorie des coniques supplémentaires,
offrant la construction géométrique immédiate des six cordes idéales communes
en général @ deux coniques données, pouvait servir de point de départ a de
plus vastes doctrines concernant, sinon la représentation, du moins Uinter-
prétation simple et naturelle des expressions imaginaires. Clest ce qui arrive,
en effet, dans la recherche des propriétés de certaines intégrales périodiques
que les géométres algébristes ont, en dernier lieu, abordées par des métho-
des assez peu satisfaisantes an point de vue géométrique, mais que M, Maximi-
lien Marie, connu par de savantes et originales publications, a.remplacées par
dautres plus Iumineuses, dans un remarquable Mémoire sur la théorie des
Jonetions-de variables imaginaires, soumis en 185 au jugement de VAcadé-
mie, Mémoire que M. Cauchy aurait plus favorablement encore apprécié comme
Rapporteur, 8l avait gardé un meilleur souvenir de mes éerits de 1820 et 1822.
Or, jinsiste quoique bien & regret, M. Cauchy était peu apte & comprendre et
gotter les doctrines de la Géométrie, ce dont on se convainera en lisant le Mé-
moire sur la gyathése algébrique (t. XVI de nos Comptes rendus, p. 867 a 881,
967 & g76, 1039 a 1052), 0t cet académicien reproduit un peu tardivement (1843)
les méthodes de son ami et affidé scientifique M. Gergonne, qui consistent i
traiter, sans ealeul ni éliminations laborieuses, certaines questions de Géométrie
élémentaire, relatives aux contacts des cercles, des sphéres, etc.
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Que Von consulte encore les divers Articles ou Notes non moins étendues,
¢éerites i 'oceasion d’un Rapport sur des Recherches géométriques de M. Amyot,
et qui a donné lieu a de Jongues di i et réclamations insérées dans %e
méme volume des Comptes rendus de U Avadémic des Sciences (p. 828 & 833,
938 & 939, 947 2 954, 1105 & 1112), devenues la cause, le motif stimulant des
excursions de M. Cauchy dans le domaine de la Géomeétrie pure, et eertes on
ne pourra disconvenir avec moi, & part toute prévention morale et scientifique,
que M. Cauchy, si puissant comme caleulateur, si léger et supel'}’ic'}el dan§ ses
jugements, manquait absolnment du sens philosophique et géomutru.]'ue, néces-
saive pour généraliser les méthodes et franchir les bornes établies par ses
illustres prédécessenrs. .
Maintenant, on doit comprendre comment pen gotité,sencore moins encou-
ragé au dedans comme au dehors de I'Académic des Sciences, d:m‘s mn., l'cmL-
raire entreprise de publication du Traité des Propriétés projectives, j 2t (.ll],
faute de ressources péeuniaives et d’éditenrs bénévoles, recourir a une souseription
publique, immédiatement couverte il est vrai, grace au bienveillant inl.‘e'x:é.t
de mes amis, de mes camarades et de mes chefs, parmi lesquels la reconnais-
sance me fait un devoir de citer avant tous, le digne et illustve général du
génie Baudrand, membre du jury d’examen de.l’Eéole d'application de ‘Metz.
On congoit encore comment, aprés 'impression entiére de ce \’olumu}eux
, jlai du attendre avec résignation le jugement acade:nuqu}-.
gencrales du centre de moyenne harmonique et des [polaires ré-
ant obtenu que des

ﬂllvl‘{lﬂ(’, en 182
sur les théories
ciprogues que j'ai si souvent mentionnées, parce que, n’ !
Rapports aussi tardifs que peu encourageants et peu intelligibles au pumtld‘:. vue
geéométrique, ils sont devenus pour moi la source de nombreuses et pénibles
déeeptions scientifiques, an nombre desquelles on - me permetira de ruppvelm'
ici linjuste oubli des successeurs et vulgarisateurs auxquels j'avais donné de
plus généreux exemples dans le Traité des Propriétés projectives, mais surlout
Thostilité flagrante des védacteurs ou collaborateurs des Annales de ;‘[UI]L‘.
pellier et du Bulletin des Sciences mathématiques (1826 & 1828), dont je n’ai
pu combatire et vainere le mauvais vouloir qu'a force de réclamations, de sol-
licitations perséyvérantes, qui ne témoignent pas en faveur de Pimpartialité de
certains os de la presse scientifique. :

Enfin, on congoit mieux encore comment, profondément humilié et contrarié
de tant de retards et de dénis de justice, je me suis décidé, non sans un l‘e(;rc%
patriotique amer, i recourir & Vimpartial Jowrnal de Mathématiques, pnhlixf
tout récemment alors (1826) & Berlin, par Phonorable et savant DT Crelle, qui
accueillit les Mémoires dont il vient d’étre parlé, non il est vrai sans quelques
dictées par la crainte de déplaive aux rédacteurs alors tout-
is que’ je viens de citer.

puissants, des Recueils scientifiques frang:
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111,

RESUME ANALYTIQUE DE DIVERSES NOTES OU SOUVENIRS ANTERIEURS
A 1820, AYEC QUELQUES DEVELOPPEMENTS PLUS RECENTS.

Sur la continuité des courbes géométriques ct transcendantes.

Enyisagée dans le sens le plus général, la continuité, dont aujourdhui
encore on ose & peine invoquer le principe, est un fait mathématique qui
ne saurait se démonbrer & priori, ni en Analyse algébrique, ni en Géomé-
trie,- ni méme dans la Mécanique rationnelle et abstraite o, cependant,
clle semble de toute évidence & I'égard du mouvement, puisque le mo-
bile, quel qu’il soit, ne saurait Sandantir & aucun instant. Dans la généra-
tion des courbes et des surfaces notamment, elle so manifeste par Iaccord
exact des faits avec les résultats déduits de son admission & priori et de
Papplication du calcul ow du raisonnement aux relations algébriques et
géométriques qui définissent état, la conslitution et le mode de généra-
tion des grandeurs que I'on considére.

Pai déja émis, dans diverses notes ou passages du texte (III° ef TV
Cahiers), quelques idées relulives i la continuité des courbes ou des sur-
faces, idées qui remontent & I'époque de mon séjour & IEcole Polytech-
nique ; je ne saurais y revenir ici, mais je ne puis me dispenser de rap-
peler que, longtemps avant la présentation & UTnstitut, en 1820, de U Essai
sur les Propriétés projectives des sections coniques, j'avais écril diverses
Noles au sujet de la continuité des courbes; ces Notes, dailleurs fort
incorrectes, sont trop étendues pour trouver place dans ce volume, outre
que plusieurs sont perdues ou échappées partiellement de ma mémoire;;
je me bornerai done & en présenter ici un résumé succinet. I’y admeltais
a priori, d’apres une multitude d'exemples plus ou moins connug, la con-
tinuité des courbes dites algébriques, pouryu, comme je I'ai déji expliqué
en divers endroils, que 'on donne & leur définition gérétique on organique,
a leur description par points ou enveloppements mnvcnllds la généralité
¢t le sens géométrique qui convient, dans chaque cas, d’aprés le principe
méme de continuité. Or cela est surtout indispensable pour ee qui con-
cerne les affections multiples que ces courbes ou les surfaces présentent
aux points singuliers divers de leur cours limité ou infini. p

Dans une Note toute spéeiale de 1818, relalive aux courbes en gé-
ral, considérant la continuité des lignes exprimées par de simples
Cquations algébriques, comme entiérement hors de cause, jo faisais des
veenx pour que I'étude & priori en (it développée davantage par cette intui-
lion géométrique dont I'Ecole de Monge a offert de si beaux exemples.
Quant aux courbes diles tzanscendantes, je citais divers exemples ot la
continuité semble cesser d’ayoir lieu en des points pour lesquels leur
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cours ¢prouve un changement brusque tout au moins apparent; mais ces

cas se rapportent généralement & des lignes définies par des équations -

purement analyliques ou litiérales, parmi lesquelles se distinguent, en
nombre nécessairement illimité, celles qui renferment des fonctions loga-
rithmiques ou exponentielles et certaines intégrales définies, que L'on
considére, & tort, comme autant de formules essenliellement arithméliques
et qui sont trop souvent dépourvues du caractére d’homogénéité insépa-
rable du point de vue géométrique.

Au préalable, je dois rappeler que, d;m: la Note dont il g'agit, je regar-
daig comme chose évidente en soi : quu les courbes (kmtex par (](a
procédés purement géométriques ou m(‘(amqnea, fussent-elles méme:
évolutions multiples ef. comprises sous la dénomination de courbes tra
cendantes, telles que les spirales, les cycloides, sinusoides, épicycloides
ou roulettes et développantes diverses; ces courbes, qui se rapportent
toutes aux fonctions simplement circulaires, doivent ¢tre considérées
comme assujetties 4 un double mode de génération continue, directe ou
inverse, progressive o rétrograde, -dire dans des sens contraires,
positifs et négatifs, mais non pas exclusivement dans un seul de ces sens,
comme cela se faisait d’habitude, sans doute pour la facilité des discus-
siong; 2° que c’est aussi a lort que, par une abstraction non permise, on
sépare souvent les diverses branches d’une méme courbe susceplibles en
apparence de descriptions distinctes, mais, par le fait, inséparables et
intimement lides entre elles d’apres le principe de continuité, de perma-
nence des relations métriques et descriptives des figures; car ces rela-
tions admettent aussi bien les points imaginaires que les points & l'infini
dont, remarquons-le bien, les distances mutuelles peuvent demeurer limi-
Lées ou finies et devenir, dans certains cas, négligeables ou comme nulles,
par rapport & celles qui sont essentiellement infinies; 3° que les relations
métriques, les équations qui définissent algébriquement de pareilles lignes
courbes, doivent, n'importe les cas, étre homogenes dans leurs termes di-
vers, s0it numériquement, soit géométriquement, ¢'est-i-dire que ces équa-
liong, purement litlérales, doivent ¢tre telles, qu'en divisant chacune des
grandeurs simples qui v entrent par I'unité concréte de son espece,
indifféremment considérée comme positive ou négative, selon le sens
progressif ou rétrograde qu'il plait de -leur supposer a priori, les diverses
unités concrétes, mises ainsi en évidence, disparaissent naturellement
comme facteurs communs & tous les termes de I'équation; 4° enfin que,
dans le cas oil une telle unité, Mt-elle la méme pour tous les termes de
I'équation, ne pourrait disparaitre & la fois comme facteur commun, il
serait indispensable de 'y laisser subsister d'une maniére apparente et
explicite, afin de conserver a4 cette méme équation le caractére d’homo-
généité géométrique sans lequel il est difficile de ne pas tomber dans des
conlradictions et des obscurités inextricables. En particulier, la question
de savoir si les conrbes exponentielles el logarithmigues dont les équa-
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tions les plus simples, d'ailleurs identiques et dela forme y=e*, z=logy,
sont ou non assujetlies dans toute leur étendue & la loi de coanmLé
cette question revient évidemment @ étudier la marche méme do la fone-
tion ¢, quand 2y croit par degrés insensibles.

Or, on sait toutes les difficullés et les divergences d’opinion que cette
discussion a fait naitre parmi les anciens géometres algébristes : Leibnitz,
d’Alembert, Euler, Jean Bernoulli, ete. Ce sont ces difficultés, aujourd’hui
non entiérement résolues sous le rapport géométrique, que jai tiché dap-
profondir, sinon d'éclaircir parfaitement en 1818, dans une Nole qui roule
presque exclusivement sur opinion consistant & regarder Jes logarithmes
des nombres négatifs comme les mémes que ceux des nombres positifs :
cette opinion, on le sait, a été¢ combattue par Léonard Euler, qui re-
poussait Pargument de d’Alembert fondé sur la prétendue exactitude des
identités ou transformées algébriques

23

(—a)P=(+a)=d, 2log(—a)=12log(+a), log(—a)=log(+a),

a la derniére desquelles Euler a substitué, pour les nombres négatifs,
cette autre plus générale et plus rigoureuse,

log(— @) = Loga—-(2m-1)my/—1,
tandis que, pour la série des nombres positifs, on aurait simplement
log (4 a) = Loga +-amm y—1,

Loga désignant un nombre tabulaire, par conséquent réel et absolu.

Euler, esprit essentiellement juste, n’admeltait probablement pas la
considération des valeurs multiples de y correspondant a des valeurs nu-
mériques fractionnaires de 2 dans I'équation y = e, du moins, sen est-il
tn dans sa réplique & d’Alembert, comme il s’est également tu A Pégard
de Tobjection de Bernoulli, relative & Vaire de hyperbole équilalére;
chose regrettable au point de vue de la Géomélrie analytique, ainsi qu'on
le verra ci-apres.

En particulier, si 'on substituait dans I'équation y = e des valeurs de

n i " L
la forme;—n, m et n étant des nombres entiers quelconques, cette ¢qua-
tion donnerait algéhriquement

1

et ((/,m).'!l!’ soit = e™,

et conduirait, comme on sait, a4 22 valeurs distincles de », dont les deux
premiéres

2Ul— v 3 T Omrmes
i e = e,
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sont seules réelles, mais de signes contraires; les o (2 —1) autres élant
toutes imaginaires et ¢gales au produit de “O’F par les racines de I'unité,
fourni par la formule connue

it 5 i
Cosp ;; <+ sin P ;— ‘/:— I,
t

; a
«qui, émanées des théorémes de Coles, de Moivre, ete., donnent la division en

, parties égales de-la circonférence du cercle; la leltre p devant prendre

toutes les valeurs entieres comprises entre p=o et p=z.

Les géometres algébristes admettront encore plus difficilement peut-
élre, une antre considération ayancée, non sans quelque réserve, dans la
Note précitée de 1818, en vue d'établir la continuité des fonmom expo-
nentielles ¢¥, savoir : que si I'on suppose 'unité ¢ de la valeur de x divi-
sée en un nombre infini 27 de parlies égales, chacune d’elles pourra étre

i . ] 5 . .
représentée par une fraction de la forme 55 o le dénominateur 27 = e
st la limite infinie de nombres entiers positifs ; de sorte que la valeur

e v Brsmetd St . 1 N BT
numérique de 2 serait ainsi exprimée par la quantité fractionnaire o7 08
- 2

o . 2 7 ¢ 7
55 Lest ce qui arriverait, par exemple, dans le systéme de numération

ot 'on voudrait rapporter tous les nombres a la fraction décimale infini-
ment petite de Punité; en se rapprochant ainsi de Pidée qui a donné nais-
sance A la doctrine des indivisibles de Cavalieri (1635), de Roberoal et
d'autres géometres initialeurs, auxquels il ne faut pas trop reprocher
certaines absurdités qui ne sont que des vices de langage.
L’exponentielle ¢® pouvant ainsi étre représentée en général par lex-

"

pression e r'ph fait retomber directement sur les solutions précédentes
pour oxprlnwr les valeurs numériques diverses de y-; seulement, ici, le
nombre p étant infini, ses racines et les ordonnées mrre<pondanle: ek
sont en réalité inassignables, a 'exception de ¢ elleb quirépondent a p=o,
p=n, cest-a-dire aux valeurs

m

y=x Y=t =t

Or cela assignerait directement & U'exponentielle y = ¢ ou, ce qui revient
au méme, & la logarithmique x = logy, une infinité de branches imagi-
naires conjuguées & un couple de branches réelles opposées, asymptotes
par rapport & Taxe des a, et constituant & linfini, du coté négatif de cet
axe, un point de rebroussement auquel il servirait de tangente; ce qui
rétablit la continuité dans I'étendue entiére de la courbe.

Ces raisonnements, tout au moins spéeieux, supposant que I'unité de me-
sure de  soit un nombre absolu ou discret, ainsi que la constante 2 et I'or-
donnée y, cela dte & la conséquence tout caractére géométrique relative-
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ment a la continuité des courbes exponentielles el logarithmiques. En outre
le mode de démonstrations ci-dessus pour élablir I'exactitude de Péqua-
lion ) = == ¢ ne saurait pleinement satisfaire U'esprit sous le rapport de
la rigueur mathématique, quoique notre sévere Lagrange (Zecons sur
le calcul des fonctions, ot édition, 1806), dans son exposé algébrique des
logarithmes des nombres, les considére (p. 35) comme dérivant de la 7«
cine infinitiéme de ces nombres, et comportant, par la méme, wre infi-
nité de valeurs, de racines algébriques réelles ou imaginaires. .

Je ne parlerai pas des autres tentatives que j'ai faites avant ou depuis
I'époque de 1818, pour justifier la continuité de la logarithmique, soit en
recourant an systéme analytique de projection de la courbe & hranche
unique, projection dans laquelle, selon I'ancienne hypothése, les points a
'infini seraient représentés par des points d’arrét brusque, sans raccor-
dement quelconque ; encore moins parlerai-je d'essais infructueux de dé-
monstrations algébriques ou trigonomélriques, fondées sur des dévelop-
pements en série de sinz, coswz, ete., démonstrations analogues i celles
qui ont été données par Legendre el dans lesquelles usage du bindme de
Newlon, tout’au moins indispensable, peut autoriser I'introduction de I'am-
biguité Car ces diverses lentatives algdbriques, quoique rationnelles
et établies dans I'hypoth de la progression (ascendante ou descen-
dante) des nombres discrefs sans signes de position, ne m’ont conduit
a aucune conséquence distinete de celles qui se concluent du mode ana-
Iytique de démonstration généralement adopté depuis Eunler, mode ou Uon
s'oceupe exclusivement de la génération des nombres considérés dans or-
dre direct ou positif, tandis qu'il conviendrait non moins, peut-ttre, de les
considérer a priori dans 'ordre négatif, c'est-d-dire inverse ou rétrograde,
comme cela se fait en Géométrie (1II° Cahier, p. 169 et suiv.).

Ceci conduirait inévitablement a adopter pour les nombres, dans I'é-
chelle rétrograde, une unité également affectée du signe de position — ; de
sorle qu'a ce point de vue géomélrique, en supposant que j et 2 fussent
de véritables longueurs rapportées a leur unité de mesure propre i, posi-
tive ou négalive selon la région ou on la considére, on devrait remplacer
I'équation ordinaire p = ¢* par cette autre

mais bien

qui n'offre rien d’absurde quand on suppose A la fois » el i négatifs, et
comporte ainsi implicitement le double signe de » et le signe toujours
Ny o X

positil et numérique de
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. Cela élant d'ailleurs admis, et quel que soit le parti ou systéme din-
terprétation qu'on adople, il restera loujours 4 résoudre les difficulids

i . . . x
inhérentes aux valeurs fractionnaires de = et aux bizarres conséquences
i

qui en dérivent pourle tracé par points de la logarithmique, dés que I'on
admet de telles valeurs et les longueurs réelles ou imaginaires correspon-
dantes de lordonnée y de la courbe. Or ces difficultés disparaissent,

)

. comme on Ia vu, dans I'hypotheése de la continuité et d'une seconde bran-

che réelle, raccordée & I'infini avec la premiere, raccordement impossible
dans le cas d’une branche unique; méme quand on y adjoint toutes ses
Dbranches imaginaires en nombre infini. :

Nest-il pas regrettable d’ailleurs que nos savants algébristes, cédant i
une espece de lassitude et d'entrainement scientifiques, aient, a laide
d'une convention générale et tacite, abandonnd I'éclaircissement géomeé-
trique de pareilles questions, sous le prétexte « qu'elles impliquaie\r‘lt Tin-
» fini, et qu'il est difficile dans de telles circonstances de vérifier & foi
» de continuité ? » (LAcrorx, Caleul différentiel ot Yintégral, in-4°, t.1,
» p. 135.). Lacroix, mathématicien érudit et philosophe, a tort d’avancer
que la discussion relative aux logarithmes négatifs est, par elle-méme, sans
importance ; car les difficultés qui viennent du changement de signe de
certaines fonctions algébriques, se reproduisent presque 2 Ghaqu‘e pas
dans les applications du caleul aux quadratures, aux intégrales défi-
5, ete. ; les valeurs de Ja fonction sous le signe J étant susceplibles de
passer par Uinfini, en changeant ou non de signe algéhrique, tout comme
il lui arrive de passer par zéro dans des conditions analogues. Cest, en
offet, ce dont on peut se convaincre méme sur les exom[ﬂes rapportés
par notre ancien et vénérable professeur, en un autre endroit de son pre-
cieux et grand ouyrage (t. I, p. 156 et suiv. ), o, reculant en présence
de telles difficultés au lieu de chercher a les résoudre, il aboutit, de guerre
lasse sans doute (t. 11, p. 161, n® 492), par se ranger a Popinion d’Euler
sur les logarithmes des quantités négatives, contre Jean Bernoulli, qui
¢tait pourtant aussi un grand géométre algébriste, et alléguail I'exemple
de la quadrature des espaces asymptotiques de Phyperbale équilatére,
dont, il faut bien le remarquer, U'équation algébrique 2y = a* est vérita-
blement homogene dans le sens préeédemment indiqué.

Or celte conclusion est d’autant plus surprenante que Lacroix ne con-
teste pas, au fond et d’une maniére absolue, la continuité de la courbe
exponentielle dans la loi de croissance ou de signes des ordonnées et des
Cléments d’aires, compris entre Vinfini positif et Pinfini négatif; que méme
il soupconne, a propos de cette épincuse discussion, qu’il pourrait bien y
avoir lien de considérer deux ordres ou séries naturelles des numbm;~
les uns positifs, les autres négarifs. Mais Lacroix ne sarrdle nullement 4
cetle idée, et finit par se ranger, non toutefois sans quelque hésitation, i
Vopinion de Leibnitz et d’Euler contre Jean Bernoulli of d’Alembert, sous
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le prétoxte que la théorie algébrique d'l"%uler.u\‘axt, dep}lfs 10;1?“{1“‘[)1 ;Z;\;
Vassentiment des analystes les plus 11[.:(1;13*11-0..\'7 nonol.tst.}nt. ts‘ 0.)1,0 i .
soulevées de part et d’autre, mais non entiecrement résolues; ce qui le
a clure @ :

puitzzecl():tnhamhe du calcul ne lui permet pas toujours d’e.\'p.rnmeru lsoul‘(zs
» les circonstances qui se rencontrent dans les constructions uu‘.f)11jxgl:
» triques...; ce calcul, ajoute-t-il, 1ie(le\'enzu:t t:u‘nforme au cours des
» lignes lorsque ce qui tient & Linfini en est éearté. 2o, s

sztefnis, les hésitations et le jugemen.t deF’nnhi de Fd(lvl()lx, (Ll“;'e,mom
se propager dans les Ecoles, sont l?ﬂi}l hm'des en Aprmcxpe.,.ue x([ ,,f,\-,‘_'
joserai le dive, uniquement i des difficultés relar,n;es’ i!l'lx .ult,nccg vi,l]u,{le
tion, que javais, comme le prmwe}e contenu du I1I” Cahier '(,?r 2 o d’é:
cherché & résoudre selon mes faibles moyens, ef en ﬂll: nm\a{ 1',
clairer la théorie dans ses applications les plus simples & des questions de
yéométrie ¢ aire. 5
(1(,;»3:;[12% “(,lfcl)\:lev]zltincm, il suffit de se reporl‘cr a l’oh‘]ectim? slp_(.‘._cwusc ](ir,
fout algébrique de Tendroit déja f:iL«’l, de louvmgg de Ilda.fnfm:\ 51%‘ (1(',
p- 161, n° 402), ou ce célébre professeur pose et discute le{,xnorml :s
quadrature des hyperboles de divers degrés pairs ou impairs, Tepresen-
tées par I'équation :

=

St

et dont les aires, & partir de - = o, ont pour expression commune

20 ar dxr e  § [I——' I _ x‘];
[: )‘((x:\/; ——'-“_{_x)n*”_, ‘“—i—.r)""

car les objections soulevées par le méme sayant son‘L plut((])t i]\]g:’:l?l‘lq;;:f
que géométriques, et ne Lionnenf. pasun comple .S\IHJSHI\E ve .1] oi rwIE
tive aux signes de position, qui s‘uccorde_parfull,cfuent a\-Cf‘, os‘r‘(? :
ordinaires de Pintégration. Quant a Uobjection rel:,mve 'uu cz}:. part,u[.iu‘:jll
de 2 = 1, olt la.courbe se réduit & Phyperbole équﬂu-tér&.e du :econd‘ l,al'(’v
entre des axes rectangulaires asymptotes, (?0“.{), q]ij:ftlon fl?ndéeflll“l((?
que la fonction ci-dessus, qui représente en gene?ul les aires hypr;x .)-Z_
liques, n'est point de la méme forme que la fonction lf)Ag(x'—i~ x') {d[?.m-
sentative de cette hyperbole pour laquelle 7 = cette olJJeL}lmn wes d2
cune valeur. Car, en développant en sférie lintégrale géner.a‘lf: f{_:]etﬂ:;
d’aprés la formule du bindme, puis f‘d]S‘aY‘lt n=1 dans le chfn l:i b ced“,
intégrale cesse d’étre indéterminée, et !0{1 oh't.le_nL pour I'expression
Vaire hyperbolique correspondante la série indéfinic
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convergente pour <=1, et qui représente précisément la valeur réelle
ol positive de log (14 =). 2

Drailleurs Lacroix, qui redoute de se prononcer pour tous les cas oi
les fonctions acquiérent explicitement des valeurs infinies, ne prend pas
garde que, dans ses calouls analytiques, en passant brusquement d’une
valeur positive 4 une valeur négative de =, il franchit implicitement ef
sans hésitation les intervalles ot les coordonnées = et ¥, les éléments
@aires asymptotiques ydr, ainsi que les coefficients différentiels réci-
dv' a

proques —»

dx ¢ GERRE e
(7}; qui mesurent les inclinaisons des tangentes de la courbe

par rapport aux axes coordonnés, deviennent eux-mémes nuls ou infinis
pour certaines valeurs de I'abscisse 2.

Que conclure de tout ceci? Clest que le calcul algébrique, en ce qui
concerne la discussion de certaines propriétés des lignes courbes, rela-
tives aux aires ou quadratures, etc., n'a point encore, malgré les travaux
des plus grands géomeétres algébristes, acquis le degré de clarté et de rec-
titude désirable pour les applications aux sciences qui reposent sur la
Géométrid: fait généralement reconnu par les esprits élevés et sérieux.
Tout en apflaudissant done aux efforts multipliés et souvent heureux des

- modernes, relativement & la théorie des nombres, & la résolution des

équations numériques, aux régles du caleul et du développement en séries
des fonctions de quantités réelles, imaginaires, elc., je ne puis néanmoins
m'empécher de remarquer que ces diverses théories ou méthodes, demeu-
rées si imparfaites entre les mains de nos prédécesseurs, laissent encore
beaucoup & désirer du coté de la rigueur, de la sénéralité et; par
suite, de la clarté.

D'accord avee Lacroix (Caleul différentiel et tntégral, t. 11, p. 162),
que « rien n'est plus facile que d’abuser de la métaphysique en mathé-
» matiques (*), et de perdre ainsi en vaines subtilités un temps et des
» moyens qu'on peut employer& perfectionner les méthodes et 4 aug-
» menter P'édifice analytique, » je ne puis copendant approuver entiére-

‘ment, si ce n'est comme simple exercice et en dehors des classes, cette

profusion souvent stérile et nuisible an succes de la partie intellectuelle

(*) Je ne crois pas me tromper en supposant que Lacroix avait ici en vie
quelques-uns des successeurs de d’Alembert, Carnot méme, mais surtout
Wronski et son précurseur Suremain-Misseri, qui, dans sa Théorie purement
algébrigue des quantités imaginaires (an 1X, 1801), fondée en partie sur le
caleul doutenx des radicaux et des séries, combat Ia démonstration géométrique
de Jean Bernoulli, sans la comprendre, sans tenir compte des signes de posi-
tion, c’est-a-dire par des raisonnements inexacts et confus, en un mot, sans
prendre garde que, pour convaincre Pesprit des hommes en général, et & fortiori
celui des géométres, il faut des afirmations logiques, et non des hésitations
ou des doutes.

or
1. 37
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des études, de théorémes ou de problémes, ot parfois on se sert de con-
sidérations inutilement trangcendanles pour arriver & ce qui, er soi, est
simple et élémenlaire; mais ¢'est un point sur lequel j'ai suffisamment
insisté ailleurs.

Quoi qu'il en puisse étre de 'opinion de Lacroix, il n'en est pas moihs
facheux que les géometres algébristes les plus distingués de notre époque,
dédaigneux d’approfondir et de dissiper par eux-memes les doutes qui
rotardent encore les progrés de la science, en abandonnent la tiche déli-
cate aux esprils qu’ils nomment secondajres ; i peu prés comme s'il s'a-
gissait du mouvement perpétuel, de la trisection de 'angle ou de la qua-
drature du cercle, lesquels, en fin de compte, consistent en de simples
préjugés ou malentendus émanant d’individus imparfaitement instruits, et
qui, apercevant dans la nature et méme en Géométrie des phénoménes de
mouvement et d’existence physique incontestables, ne saisissent pas bien
la différence qui existe entre la réalité indiscutable de ces phénoménes,
dont ils ont la vive intuition, et les résultats du calcul et des théories des
mathématiciens dont les rectrictions, les dénégations tiennent 2 une autre
maniére d’enyisager les choses au point de vue des principes ou de I'ap-
préciation numérique des grandeurs. »

Pour eux, par exemple, l'existence comme longueur absolue de la dia-
gonale du carré, de la circonférence du cercle, de la tierce partie d’un
arc ou d'un angle, etc., gst absolument hors de doute, et toute idée d'ap-
proximation finie ou méme indéfinie leur répugne fonciérement; ce qui
est aussi le fait, méme des mathématiciens, a l'encontre des incommen-
surables /2, e=12,71828.. ., qui n’existent pas comme nombres absolus
ou discrets, mais simplement comme limites et symboles d’intuition, dont
on peut approcher & volonté et numériquement, de maniére & satisfaire &
tous les besoins des sciences et des arts. ;

En réalité, Lacroix, esprit éminemment juste et éelairé, aurait di, moins
que tout autre peut-étre, blimer les efforfs qui restent a faire pour éluci-
der certains points de doctrine, résoudre certaines difficultés qui obscur-
cissent encore le domaine de la philosophie dans quelques branches des
mathématiques, dont elles limitent par 1a méme le sens et I'élendue, en
s'opposant & I'édificationsau progrés ultérieur des sciences en général.
Tel est notamment ce qui tient, non pas & la métaphysique vague, téné-
breuse et alambiquée des rhéteurs de profession, qui traitent de Dinfini
en dehors de la Géométrie, mais hien & Iinterprétation et & l'usage des
infiniment grands, des infiniment petits relatifs ou subordonnés, dont,.tout
le monde le sent, la hiérarchie, absolument analogue quoique inverse a
celle des différenticlles de divers ordres, demanderait A étve exposée
d’une maniére spéciale et approfondie, mais qu'il ne faut pas confondre
avec les limites absolues de toute grandeur, représentées par les sym-
boles o et . En un mot, je ne crains nullement d'insister, il n’y a rien
d’absurde & se préoccuper de la maniére dont, en Analyse alzébrique, on
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peut sans efforts pénibles, sans ces détours, cés procédés multiples et
incohdrents aujourd’hui en usage, franchir les mémes intervalles qui, en
Géométrie, correspondent a la cotncidence de certains points, au parallé-
lisme et a la perpendicularité de certaines lienes droites ou courbes, ete. ;
ce qui, exigeant qu’on s'appuie franchement, explicitement sur le principe
de continuité et la loi des signes de position, nécessite une lonzue étude ef
des exercices préalables relatifs & leur application & des questions variges,
En effet, les difficultés relatives & Uinterprétation des formules et des équa- °
lions algébriques sont toul & fait du méme ordre que celles quon ren-
contre dans Ja discussion des lieux géométriques, dont, contre la propre
opinion de Lagrange, on a lort de les isoler, sinon par le fait, du moins
en apparence et ostensiblement. Ainsi, de toutes les maniéres, on est
conduit aux mémes conclusions relativement aux rapports et A la corres-
pondance intime qui existent entre les vériiés, les déductions de I'Analyse
algébrique et les faits, les conséquences de la Géométrie. f

Indépendamment des exemples relatifs a la prétendue discontinuité des
courbes exponentielles et logarithmiques, qui viennent de nous oceuper, 6t de
toutes les courbes fonctionnelles qui en dérivent, on en a cité beaucoup d'antres
qui n’ont pas la méme raison d’étre, et proviennent toutes de la maniére im-
parfaite dont on discute les équations des courbes algél riques ou transcen-
dantes. Ainsi, entre autres, on cite comme exemple de discontinuité la courbe
représentée par Péquation transcendante trés-simple, 2

J = are (t:mg == i),

qui aurait & Porigine un point de rebroussement anguleux; mais ce point se
change en un point double ordinaire 4 deux branches continues, quand on
suit attentivement le mouvement du point gén‘éraleur et des signes dans les
sens opposés, progressif et rétrograde, de Parc que détermine la tangente, ici
mal & propos censée donnée i priori. ;

Toutes ces équations et une infinité d’autres de courhes & prétendus points
d’arrét, sont non moins faciles & interpréter, et il serait bien inutile de s’y ar-
réter. Mais il y aurait au contraire un bien grand intérét a discuter celles de
beaucoup d’autres courbes méeaniques encore inconnues, ot qu'on peut con-
cevoir engendrées d’'une maniére continue par Venveloppement, le développe-
ment, le roulement ou le déroulement de figures elles-mémes continues dans
un plan ou dans Vespace; ce qui conduit & des résultats bizarres, inattendus
et difficilement atteints ou expliqués par I'Analyse algébrique.

On consultera utilement & ce sujet un intéressant Mémoire de feu Coriolis,
inséré a la p du t. I du Journal Mathématique de M. Liouville, et oi se
trouve aussi indiqué le moyen de décrire sur un cylindre ou d’autres appareils,
el par des procédés purement mécaniques, les courbes que représentent en
général les équations différenticlles

dr

dx

dy

=yiflz)yrou % = g(=), e =i

oit les fonctions indiquées par les lettres f et ¢ sont essentiellement continues
par hypothése.

eSa . 3.
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On pourrait encore citer comme exemples de discontinuité au moins appa-
rente, les portions de lignes qu'on obtient dans certains cas par la projec-
tion, sur un plan ou un axe fixe, d'une courbe rentrante et continue dans
Pespace ou sur un plan; car il en résulte des points d’arrét extérieurs, et c'est
ce qui a licu en particulier pour la projection de Vellipse ou du cercle sur
une droite fixe; projection dans 1aquclle le mouvement orbitaire continu du
point générateur sur la courbe, se change en un mouvement oscillatoire (de va-
et-vient) analogue a celui du pendule ordinaire ott le mouvement séteint et
reprend aux points d’arrét mémes, en sens contraires, toujours par degrés in-
sensibles, ¢est-a-dire continus. Or, on arrive & des résultats plus ou moins
analogues dans des circonstances ot le mouyement s'opere sur d’autres courbes
que 1¢ cercle et Pellipse, par exemple sur I'hyperbole, et il faut se garder de
confondre ce genre de points d’arrét, qui tiennent i des questions de cinéma-
tique, dépendantes d’une maniere tout au moins implicite du temps, avee ceux
que l'on prétend exister dans certaines courbes algébriques, representées par

des équations telles que :\/.z', =T s+ -+, plutot arithmétiques que
géométriques, et gui n’ont pu naitre que dans des esprits calculateurs préve-
nus contre toute admission du principe de continuité, meéme dans I'Analyse
des coordonnées linéaives de Descartes, que I'on parait méonnaitre ou oublier
en cela, car elle ne saurait offvir de telles contradictions et absurdités.
D’autre part, nous avons, i diverses reprises, montré par des exemples sim-
ples et élémentaires, notamment celui qui concerne le milieu des cordes du
cerele, issues d'un point donné, que, d Pinverse, la génération des lignes, et
partant ces lignes elles-memes, pouvaient paraitre. discontinues au point de
vue du tracé géométrique, quoiqu’il en soit autrement dans le fond et 1orsqu’on
s'éléve & des conceptions, a des définitions plus geénérales. Toute la question
est évidemment que la portion ou réunion des courbes considérées soient in-
dividuellement continues, et susceptibles d’étre indéfiniment prolongées par
des systémes de constructionsrou d’équations analytiques, elles-mémes soumises
@ Ja loi des signes de po:mun ot de continuité; ce qui conduit naturellement
i admetire que Vintersection ‘mutuelle de telles lignes et des surfaces qui en
dérivent soient, & leur tour; continues dans le sens le plus geéncral, qui ne
ard des grandeurs positives ou négatives, ima-

comporte aucune restriction a 1'é
ginaires, nulles ou infinies.

Dans les Cahiers IT1 et IV qui concernent spécialement la loi des signes de
position et le principe de-continuité, pressé par le temps et les devoirs du ser-
yice, je n'ai pas suffisamment ins ur quelques déductions essentielles de ce
principe, entre autres sur la facilité avee laguelle il peut servir i démontrer
des vérités, des principes méme dont la découverte a exigé les travaux les plus
approfondis des géométres algébristes. Ainsi, de ce que toute courbe continue
posséde en général, en chacun des points de son cours indéfini, une droite
tangente, une circonférence de cerele et des coniques osculatrices d'un ordre
supérienr au deuxiéme, on en conclut immédiatement et rigourcusement, si

Ton considére d’une part le systéme des transversales ou sécantes extérieures
a la courbe et paralléles i sa tangente au point examiné, d'une autre Ia
conique supplémentaire de T'une quelconque des osculatrices construites en
ce point sous les mémes diamétres conjugués : 1° que les intersections ima-
ginaives ‘des transversales parvalléles dont il s'agit sont préciscment de la
nature des intersections pareilles du systéme simple de la séeante idéale du
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cle; 20 que ces intersections sont représentables péw les mémes symboles
algébriques, et fictivement par les intersections réelles de 'hyperbole supplé-
mentaire correspondante qui ne construisent ou ne déterminent nullement
(11I¢ Cahier, p. 196, 202, 224, 240 et suiv.) les expressions imaginaires

«

p+q \/i;, P—q \/’:4, comme on a prétendu me le faire dire; 3° enfin, que,
si Uon considére le systéme entier des intersections de Vune quelconque des
transversales paralléles avee la courbe proposée, il est permis de conclure que
celles de ces intersections qui, aprés s'étre réunies par couple, cessent d’ctre
possibles géométriquement, sont comme les racines imaginaives mémes des
équations algébriques ou transcendantes, constamment conjuguées entre elles,
ou acconplées deux par deux, quelle que soit la nature continue de la courbe
et de Péquation qui la représente.

De la d’ailleurs, en s'élevant & la considération des rencontres mutuelles des
lignes ou des surfaces continues, on arrive, sans trop de difficultés, & la défi-
nition des plans et surfaces de section idéale commune au systéme des lignes
et surfaces considérées, & peu prés comme on U'a montré dans le V@ Cahier, &
Pégard de deux coniques quelconques situées en un méme plan.

Si, & ces considérations générales, et a celles qui terminent le 1Ve Cahier de
ce volume, relativement au nombre des interscetions réelles, imaginaires, ete.,
Q’une courbe ou surface continue d'ordre quelconque par une ftransversale
arbitraive, on joint cette autre considération générale non moins rigoureuse
et importante, que le nombre dont il vient d’étre parlé étant convenablement
déterminé, méme pour cette position unique (ou une série de positions polaires
de la transversale), suffit pour fourniv une limite supérienre du degré de la
courbe ou surface examinée; si on ajoute, enfin, les diverses autres consé-
quences qui découlent inévitablement de Vadoption du principe de continuité,
el qui se trouvent exposées dans les diverses parties de cet onvrage servant
comme de préambule au Traité des Propridés projectives des figures, on ne
peut se refuser i reconnaitre qu’il n'est nullement nécessaire, comme V'ont fait
Newton, Cotes, Maclaurin et leurs suceesseurs, de recourir au systéeme de Géo-
métrie analytique imaginé par Descartes et a la théorie des équations, pour
découyrir et démontrer les propriétés des courbes géométriques, méme pour
construire les coniques osculatrices en un point donné d'une ftelle courbe,
pourvu toutefois que les intersections imaginaires des transyersales rectilignes
soient définies, remplacées par des eivconférences de cercles, des coniques ou
toutes autres courbes géomdtriques qui les conticnnent, comme on en a des
exemples dans les 11€ et V€ Cahiers de ce volume.

Sur le tracé des lignes courbes et ses applications diverses auz questions
d’Analyse et-de Géométrie.

Les Anciens et, par 1a comme toujours jentends parler des Grees qui
arfice & leurs instincts délicats et leur sens exquis ont perfectionné & un
si haut degrd les lettres, les sciences et les arts, les Anciens n'ont nulle-
ment dédaigné, comme on le sait, de mettre en usage le tracé des courbes
par des procédés graphiques et mécaniques qui impliquent la continuité,
pour résoudre, méme mécaniquement, heaucoup de questions apparienant
a un ordre transcendant ou simplement supérieur au second degré. Les
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modernes, en les imitant, ont imprimé aux arts et 4 Uindustrie une impul-

sion qui, espérons-le, ne se ralentira jamais, Malheureusement, depuis quel-
ques années, les mathématiciens, comme je I'ai dit dans le premier volume
de cet ouvrage, tendent, sous 'influence de ficheux exemples, 4 se diviser:
en deux classes fort distinctes, Gtrangéres et pour ainsi dive hostiles I'une
a lautre, les algébristes chleulateurs et les-géometres applicateurs; classes
que la primitive Ecole Normale et I'cole Polylechniqne étaient destinées
4 rapprocher, & unir entre elles, sous les auspices de nos plus illustres
maitres, Monge, Lagrange, Laplace, etc. Pour peu que cette déplorable
scission se propage et s'accroisse en France, tandis qu'elle s'efface ailleurs
dans Penseignement public, on verra, sans aucun doute, y déeroitre en
méme temps les sciences, les arts et Pindustrie qui reposent 4 la fois sur
la Géométrie et le Caleul.

Une séparation compléte ne serait nullement & craindre, et il serait
inutile de s'enquérir de ce qui se passe & I'étranger, si dans nos Ecoles
on avait mieux retenu les immortelles lecons des grands géometres que
je viens de citer et qui ont lous, Lagrange notamment (*), recom-
mandé lemploi de procédés graphiques d’interpolation et de substitution,
au moyen des courbes d'erreurs, de titonnements ou de fausses posilions;
procédés qui, tous évidemment, dérivent de la loi, du principe de conti-
nuité, admis ici, non plus tacitement ainsi qu'il arrive dans PAnalyse algg-
brique, mais ouvertement et franchement comme base de solution et méme
de démonstration en beaucoup de cas ot toute autre marche serait, sinon
impossible, du moins trop longue ou trop pénible & cause des raisonne-
ments ou des caleuls qu'elle exigerait.

A la vérité, la Geométrie descriptive et les arts graphiques en général
se servent d'instruments et de procédés d’une exactitude purement rela-
tive; mais on doit considérer que, en appropriant la grandeur de I'échelle
du dessin et la précision des instruments au but i remplir, ce dont la
Géoméirie, la' Physique et I'Astronomie méme nous ofirent aujourd’bui
de si admirables exemples, on peut atteindre & des résultals qui ne le
cédent en rien, pour ainsi dire, aux Tables numériques et aux méthodes
d'approximation, en elles-mémes indéfinies, du calcul arithmétique ; mé-
thodes, comme on sait, d’'un usage souvent laborieux, et d’une exactitnde
¢également limitée en dehors de quelques cas exceptionnels, qui sont A Ia
fois le triomphe de la Géométrie et de Analyse alzébrique,

A T'égard de 'utilité dont peuvent étre le tracé geomélrique des courhes
et le sentiment instinetif de Ja continuité pour la démonstration et la dé-

(*) VII¢ et VIII® Cahiers du Journal de I Ecole Polytechnique, [ et 5¢ lecons
a I'licole Normale, p- 245 & 278, lecons dont on aurs
seignement, sous le prétexte spécienx qu’il s'adressait & un auditoire révolu-
tionnaire et pen éclaird, cav il comptait des professeurs du plus haut mérite,
tels que Lacroix, ete.

it tort de deédal
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couverte de certaines vérilés physiques, je pourrais ici rappeler la célébre,
et sublime découverte du mouvement elliptique des planetes par Kepler,
qui, aprés tant de siécles écoulés, eut heureuse, la proi’qnde et per-
sistante pensce, que le cours de ces astres devait élre soumis a dles lois
géométriques, éternelles comme Diew et Lunivers, et qui, disciple fervent
de Copernic et de Tycho-Brahé, ne craignit pas de poursuivre p_endanl.
plus de trente années Ja pénible tiche de tracer de point en point, au
moyen des Tables d’observation de ce dernier astronome, son maitre et
initiateur, le cours enlier de plusieurs orbites planétaires, notamment de
celle de Mars, si favorable & cause de sa grande excentricité.

Je pourrais encore citer d’autres belles découvertes, d'une ‘moindrs
importance sans doute, mais qui tendent toutes & prouver l'immense
ayantage inhérent an tracé géométrique des courbes; soit que ces cgurhles
aient 66 relevées par une construction directe au moyen de points }so]cs,
soit quelles aient 6t¢ obtenues par le tracé d'un stylg dépcnq_ant d’un de
ces appareils & indications continues, dont Watt et Eytelweu‘f ont, l?ﬂ“ert
les premiers exemples, et qui se sont si généralement répe}ndus & partir de
I'époque de 1827, oil commenca aussi & se répandre I'idée de.sa sermrld.u
tracé continu des courbes pour la vérification et la démonstratlor_l des véri-
1és premiéres de la Mécanique physique et industrielle, idée qui n:a c‘essé
de se propager, de se généraliser de plus en plus dans ses applications
diverses aux siences et aux arts. ! '

1l wexiste a notre époque (1863), si je ne me trompe, aucun appareil
traceur fondé sur un principe analogue par envelopper.nent des l.anger‘\les‘.,
et on en comprend aisément le motif; mais existat-il un parel} outil, il
resterait toujours & déterminer, par des procédés graph}ques simples et
rapides, le point de contact quand la tangente est 'dor_mee, tout comme,
pour le traceur & style ou & pointe, il est souvent mL!lsp_ensable de con-
struire la tangente en un point également donné & priori. Ces problem?s
exactement inverses présentent une égale difficulté graphique, et se rame-
nent I'un & Vautre d’apres la théorie des polaires l'c'czpmfjuu.s:, dent pour
la premiore fois les éléments ont éLé cxposés dans un Mémoire de 1817,
réimprimé & la p. 483 du préeédent Cahx}er. ‘

Or, ce quil y a de particulitrement digne dg re'marqu:(: dans ce genre
de problemes, c'est que les difficultés dplnt il vient d’étre pz}rlF uin-
nent précisément d la double indétermination (1(_3 tout élévmentv infinitési-
mal de la courbe, soit en position, soit en du‘ecuon_; incertitude qui
n'existe qu'en partie seulement quand on sait que lg point de contact dfnt
&tee sur une droite donnée, ou que la tangente doit passer par un point
¢alement doung sur le plan de la courbe suppos_ée d’un dp;re quelconque
m. (Car, d'apres le principe de réciprocité polAan'u que Jye viens d? rap-
peler, ces questions sont précisément aussi inyerses l.gne de l.autre,
puisque si, dans la premiére, le nombre des intersections est s¥mple-
ment 2, celui des tangentes dans Ja geconde est m (72 =1); les points de
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Lcontact, en méme nombre, étant déterminés (II* Cahier, p. 153) par les
intersections de la_courbe donnée du degré m avec une ligne du ilegré
m — 1 seulement. Dailleurs, ces circonstances montrent par quels liens
intimes les problémes ci-dessus des tangentes, d’une apparence si élémén-
taire, se rattachent & la théorie des polaires réciproques et des lignes de
contact simples ou successives qui m'avaient occupé des 1816 (p. 149 et
suiv.), sous d'autres noms que ceux adoptés postérieurement (1828) par
mon excellent et regrettable ami feu Bobillier.

A Tégard du tracé graphique des tangentes, dont on s'occupait heaucoup
de mon temps a I'Ecole Polytechnique, comme on peut le voir aux p. 447
et suiv. du t. I de ces dpplications, il existe, relativement au tracé par
courbes d’erreurs, ete., divers procédés plus ou moing exacls el ingé-
nieux, consignés dans quelques éerits mathématiques antérieurs méme 4
I'époque de 1816 o, en moccupant des matiéres du II* Cahier de ce se-
cond volume, je mg proposai de déterminer, sans titonnements, d’une
maniére directe et rationnelle, pour un point donné d’une courbe décrite
sur un plan, non pas seulement la tangente, mais Fosculatrice conique
d'un ordre quelconque, en suivant partiellement les traces de Pillustre
Maclaurin,, ’est-a-dire & I'aide de méthodes exclusivement applicables aux
courbes géométriques décriles sur un plan et naturellement d’un degré pen
¢levé. Mais ces procédés n'étant nullement susceptibles de sétendre aux
courbes transcendantes, il est souvent nécessaire de recourir A la méthode
purement géométrique de Roberval, c'est-4-dire 4 la considération directe
de la loi graphique suivie par le point générateur.

Enfin si, comme il arrive souvent aussi, on ne connait pas cette loi alors
remplacée par une définition, des relations purement métriques, pleine de
difficultés sous le rapport des tracés, il ne reste pour derniére ressource
que Vemploi de UAnalyse infinitésimale , née des premiers efforts de
Fermat, de Descartes, de Roberval méme, de Barrow, de Newton et de
Leibnitz, dans la solution du célébro probléme des tangentes que, au point
de vue des difficultés; on ne doit pas confondre avee celui des quadra-
tures et du caleul inverse des tangentes, dont le développement analytique
est i aux Bernoulli, aux Huygens, aux Euler, aux d'Alembert, aux La-
grange, ete. Cependant, j'ose le dire, malgré tant d'admirables découvertes
ou'n_l'cﬂort.s ingénieux pour généraliser et perfectionner l'instrument ana-
Iyrl.quu'e, ces Ilom@es célehrcs: a justes titres, en négligeant trop la voie
géomelrique tracée par Archiméde d'une part, de autre par Pascal, Mac-
laurin et les géometres des xvi® el xvn® siécles, ont ainsi entrainé la
jeune génération dans Uexclusive et fausse persuasion que, en dehors de
l'algorithme algébrique et des théories sur lesquelles il repose, il n'existe
aucune source de démonstrations rigoureuses (*).

(*) Comme on le verra plus loin, cette opinion n'était, au fond, nullement
partagée par Lagrange, et I'on peut affiemer qu'elle a donné naissance i co
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Revenant aux travaux de Maclaurin, je rappellerai que, dans ses recher-
ches relatives aux propriétés des courhes géométriques, fondées sur la
considération des deux derniers termes des équations algébriques entre
abscisses et ordonnées, cet illustre suceesseur de Cotes et de Newton avait
parfaitement compris V'insuffisance de telles méthodes pour la détermi-
nation des osculatrices aux courbes en général, et ¢'est pourquoi, dans
son Traité des fluzxions et son Algebre posthume. Maclaurin aborda
la question par des considérations directes purement géométriques, dans
lesquelles il cherche & tracer, par une série de points successifs, le cercle
osculateur, le diamétre et le parametre de la parabole osculatrice du
3¢ ordre en un point donné d’une courbe continue quelconque, censée dé-
crite sur un plan, en faisant pour cela simplement intervenir les portions
de la courbe qui nent le point de contact, et tracant une nouvelle
lizne ou dérivde qui sert & délerminer certains points ou paramétres du
cercle de courbure ou de la conique osculatrice. !

Comme on voit, cette méthode se rattache i celles qui consistent dans
le tracé des courbes d’erreurs mentionnées précédemment : envisagée &
ce point de vue, elle faisait partie d’'une Note manuscrite que, dans ma fer-
veur pour les procédés d’une utilité pratique, javais autrefois rédigée et
oil se trouvaient réunis divers procédés du méme genre, élendus a des
osculations d’ordres supérieurs au troisieme, dont I'élude comprenait la
variation de courbure dont Maclaurin s'était exclusivement occupé.

Les mémes motifs d’utilité pratique me conduisirent, beaucoup plus
tard (1825), c'est-i-dire apres MM. Dupin et Hachette, & publier dans les
anciennes Annales de Mathématiques, un procédé mixte pour détermi-
ner le cercle osculaleur en un point donné d'une courbe gauche, au moyen
de ses projections orthogonales sur deux plans quelconques.

Dailleurs, on sait trés-bien que le tracé graphique des courbes planes
peut, non-seulement s'opérer par points successifs, mais encore par I'en-
veloppement de droités, d’arcs de cercle, de patrons, gabarits ou pisto-
lets traceurs, composés eux-mémes d'arcs de diverses courbures, se
raccordant consécutivement et auxduels le dessinateur habile substitue,

singulier et facile entrainement qui fait partout substituer le mécanisme du
Caleul algébrique & Vintnition ¢t au raisonnement géométriques. Celte ten-
dance signalée en divers endroits de et ouvrage, dont notre célebre Poisson, ce
iste, se plaignait si vivement dans ses examens de
I'Eeole Polytechnique, a failli amener une séparation compléte entre cette mére
fcole ot celles des divers services publics; aujourd’hui meme elle oblige 1'Uni-
versité impériale i g’enquérir dans les pays civconvoisins, de I'état de V'ensei-
ynnel qu'ils nous ont emprunté sans entraves; enscignement
que cetle Université a jusqu'ici constamment dédaigné, qu'elle méprise peut-
étre encore malgré des veeux, des avertissements souvent véitérés, pour lequel
est nullement préparée, et gui tot ou tard doit amener

guement prole

par conséquent elle
ge et prévoyante liberté.

sa raine ow son entiere reforme sous une si
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presque toujours, un tracé direct en se laissant guider d’apres le senti-
ment de la continuité, admirablement développé par de longs, de fré-
quenls exercices, que suppléent trop rarement les instruments 4 style mo-
bile, d'une perfection égale & celle du compas et quelques autres appa-
reils délicats, propres i la génération continue des courbes; mais, ainsi
que jen ai déja fait la remarque, aucun de ceux-ci ne sapplique aux lieux
définis par les intersections successives de droites ou d’arcs mobhiles, dont
le mode de génération rappelle la belle découverte des développantes et
des développées due & une heurewse inspiration géométrique de Huygens.
Jal montré au commencement de cet article, par Pexemple de Képler,
Uimportance du parti que 'on peut tirer du tracé géométrique des
courbes pour la découverte des lois naturelles; j'aurais pu en multiplier
indéfiniment les exemples. Or, ¢'ést ici le cas de le rappeler, les idées de
cause et d’effet continus, de permanence mathématique dans la manifes-
tation des lois phénoménales ou naturelles ; ces idées sont toutes modernes,
puisquelles datent de Képler et de Galilée, mais elles n'en doivent pas
moins -étre considérées comme résultant d’un sentiment véritablement
inné ou instinetif méme chez les Anciens, auxquels, si ce n'est peut-ctre
au grand Archimede, il a manqué le patient génie de I'chservation et de
Pexpérience, antérieur aux systémes philosophiques de Bacon et de Des-
carles, et qui constitue notre principale supériorité sur les Grecs. Car,
J’en ai déja fait ailleurs la remarque ( Rapport sur I Exposition de Lon-
dres en 1851 : Machines-outils), leurs géométres, leurs philosophes, leurs
orateurs, leurs poétes, leurs inimilables artistes valaient, sils ne sur-
passitient, les notres en génie et en invention, bien que la somme de leurs
connaissances acquises en tous genres ne Ut pas, & beaucoup pres, équi-

. valente 4 celles de notre époque.

Si F'on veut encore, leur génie mathématique était moins hardi et moins
développé, parce qu'ils manquaient de 'admirable instrument de 1'Analyse
indéterminée, due & Vigte et 4 Descartes, el dont I'usage repose vérita-
blement sur 'axiome ou principe de continuité. Mais ce n'est point i dire
pour cela, comme je 'ai montré d’autre part (IV¢ Cahier), que les Anciens
n’eussent pu généralizer les conceptions de la pure Géomélrie, et s'élever
a toute la hauteur de ce principe, émané e emploi du raisonnement
implicite, qui novs permet de considérer & priori, les courbes et les sur-
faces continues comme les limiles de polygones ou de polyedres infinité-
simaux, et, a Uinyerse, les systémes de lignes droites et de plans illimités
comme des courbes, des surfaces uniques, 4 branches ou nappes infinies,
absolument comme cela’ peut se dire des équations linéaires de ces lignes
ou plans dans le systeme des coordonnées de Descartes. En effet, séparé-
ment, comme dans leur ensemble, les lignes et les surfaces sont sou-
mises au principe de continuité et & la loi des siznes de position, et il est
toujours permis, en foule rigueur, de supposer que chaque droite, chaque
plan, représenté par I'une quelconque des équations, facteurs de la pro-
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posée, se raccorde, par voie de continuité, au reste de la figure, absolu-
ment comme les branches ou asymptotes d’une hyperbole dont la puis-
sance serait censée infiniment petite.

Tai dit que les Anciens, notamment Archiméde, eet ingénieur du dernier
des rois de Syracuse, misérablement assassiné par le soldat de la Rome
barbare, au cri d’indignation de la Grece civilisée, auraient pu, sans cal-
culs algébriques et simplementguidés par Pinstinet, Uintuition géométrique
et expérimentale, parvenir aux plus [écondes découvertes des temps mo-
dernes : je n'en excepterai pas méme la Chimic, cette science qui parait
apparlenir plus particulicrement a la théorie des nombres, et qui a cu |
aussi chez nous une déplorable victime de passions politiques aveugles,
excitées par la haine, la jalousie occnlte de toute supériorité intellectuelle
ou de prospérité matérielle. Mais je dois me contenter ici de remarquer
que le dédain des algébristes calculateurs pour les méthodes géométriques
n'est justifié ni par le prétendu et posthume dégoit historique d’Archi-
méde pour ses admirables inventions dans lart de l'ingénieur, ni par
l'autorité de Lagrange dans la V¥ Lecon, déja citée, de son Cours & I'Ecole
Normale, lecon o ce grand géomeéire analyste expose, avec une clarté et
une simplicité dignes de son génie, le parti avantageux que I'on peul tirer
du rapprochement de la Géomélirie el de I’Algébre, notamment du tracé
effectif des courbes pour la résolution des problémes et des équalions
numériques les plus compliquées, les plus difficiles (*).

Lagrange donc, qui, on doit le reconnaitre sans hésitation, élait plus pro-
fondément géométre que Laplace, ne craint pas de s’abaisser en montrant
comment, par le tracé des courbes d'erreurs, de fausse position et d’in-
terpolation, ou méme par P'usage de véritables instruments mécaniques
dont il indique un remarquable exemple, il devient possible de résoudre,
d’une maniére rapide et approximalive, les problemes et méme les ¢qua-

(*) Lagrange s’exprime ainsi au commencement de cette V¢ lecon (p. 263,
du VII¢ Cahier du Jowrnal de IEcole Polytechnique) s

« Tant que 'Algéhre et la Géométrie ont été séparées, leurs progrés ont élé
‘hornés; mais lorsque ces deux seiences se sont réunies;
des forces mutuelles et ont marché ensemble d’un pas

w lents et leurs usage

» elles se sont pr

» rapide vers la perfection. »

Laplace semble moins convaincu des avantages de ce rapprochement, qu'il
recommande cependant (p. 110) pour la satisfaction agréable que procure &
Pesprit la we s du caleul algébrique. Linverse
peut également se dive, et notre grand ﬁ(‘:nmbh'& calculateur oublie un peu
trop les droits de I'observation phénoménale, de la divination et de intuition
geométrique A priovi.

Quoi quil en soit, il serait désirable, anjourd’hui o, par Pabsence d’auto-
vitds et de convictions scientifiques eonyenables, Ia diversité souvent stérile des
notations et du langage mathématique régne dans les méthodes d’enseignement
en Franee, il serait désivable, dis-je, que le Gouvernement, si prodigue envers

ation & posteriori des reésulta
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tions les plus comphquee:., qu'il faut bien se garder loutelms de transfor-
mer, de ramener a cette forme banale :

ax 4 b\ - ca" T — L pat 4 qrr=o,

la seule pour ainsi dire employée naguére dans nos Ecoles. Cetle forme
* dailleurs a, elle-méme, été Pobjet des méditations de Lagrange, dans un
autre écrit mathématique, ot il s'est comme efforcé de bannir toute
trace de considérations géométriques (*); ce quil a aussi tenté fort
malencontreusement, dans sa Zhéorie des fonctions analytiques et ses
* Legons sur le calcul des fonctions, dont il a été impossible, méme du
vivant de ce grand homme, d’adopter le texte pour I'enseignement de
I'Ecole Polytechnique, par des considérations scientifiques que jai déja
suffisimment indiquées. . y
Lagrange, en recommandant, p. 268 et 269 de ses Legons & 'ancienne
ficole Normale, d’opérer directement les substitutions dans les équations

la littérature et les beaux-arts, {it réimprimer, pour les répandre d’office dans
les bibliothéques de mos Facultés et gymnases universitaires, le texte de ces
admirables Lecons de Lagrange, de Laplace et de Monge a la primitive Ecole
Normale; car ces Lecons, si mal & propos, je le répéte, nommées révolution-
naires, lelles qu'elles ont été réimprimées en 1812 dans le Jowrnal déjh cité,
ne contiennent pas un mot de politique; rien qui puisse, explicitement ou im-
plicitement méme '

malheureux souvel

rappeler aunx profess

et aux éléves, de t
s, mais bien Pesprit de rénovation dont é
1793, le gouvernement de la premi

es et trop
[ait animé, en
¢ République francaise, dont a des épo-
ques postérieures on a prétendu en vain dénigrer et combattre les actes véri-
tablement restaurateurs de Jenseignement publie en Fran Ces actes, en
effet, admirés et progressivement imités de toute I'Enrope >, avaient eu
pour interpretes les plus grands génies mathématiques d’alors, et, malgré de
rables calenls ou préventions politiques, leurs sages et impérissables lecons
sout regrettées par tous les esprits philosophigques amoureux du progrés des
arts et des sciences dans notre pays.

(*) Traité de la résolution numérique des équations. Si cette ctude, d'un
caractére si différent, je pourrais dive si opposé a celui des Lecons dont il
vient d'étre parlé, a contribué a illustrer Fourier et son disciple Sturm, géo-
mélres algébristes tous deux dignes de ce nom, on doit reconnaitre qu’elle
a fort peu servi au progrés des sciences d’application, malgré la découverle
d’admirables théorémes et de précieuses, mais lentes et pénibles méthodes de
caleul, qui constituent un véritable triomphe pour I’Analyse numérique ou
Larithmologie moderne. Je ne erains pas d’ailleurs de me trop aventurer en re-
marquant que les méthodes geométriques si simples et si élémentaires, recom-
mandeées par Lagrange, ont servi, du moins implicitement, de base principale
aux plus belles théories de V'Analyse fonctionnelle et des équations; ce dont je
pourrais citer, meme dans ces derniers temps, quelques exemples remarquables
qui iront sans cesse en se multipliant par le simple développement des idées
philasophiques,

y =0 font connaitre Jes ra
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numériques de forme quelconque, soit f(x) = o, sans leur faire subir
aucune trapsformation algébrique, avait parfaitement compris, on n'en
saurait douter, que loin de simplifier les solulions, on pourrait les com-
pliquer outre mesure. Cest ce dont jai va un e‘(emple remarquable en
1834, méme i 'Observatoire royal, dont les calculs étaient alors dirigés
par I'habile M. Bouvard, qui, en recourant a des éliminations et transfor-
mations laborieuses, avait introduit dans équation finale des solutions ou
racines en quelque sorte ¢trangeres a la question, sinon tout a fait fausses
comme je Uai montré dans le T1° Cahier de ce volume.

De toutes maniéres, guidé par le sentiment instinctif de la continuité,
on peut, selon la méthode géomélrique ci-dessus mdlquee gaider du
tracé de la courbe représentée par 'équation fonctionnelle y = f (=), pour
découvrir avee ordre, rapidement, la nature et la gldndeur approxima-
tive des racines; y et a apparlenant a un systéeme de coordonnées va-
riables quelconques, dont le choix est d'une extréme importance dans
chaque cas.

En particulier, la courbe parabolique entre coordonnées ordinaires vepré-
sentée par I'équation

J

=z - bt e e L A pat - T =0,

que Lagrange considére punupalumem dans ses Lecons & 'Eeole Normale, et
e des al cs correspondantes a 1'ordonnée
véelles ou imaginaires de ]L-quatmu, cette
courbe simuense ow serpentante, que lon pourrait aussi nommer interpo-
I(m(e, d’aprés la remarque meéme de Lagrange, ct dont le tracé manuel est
ile it cause de sa parfaite continuite, lorsqu’on en a déterminé un nombre
suffisant de points par la méthode des substitutions ou autrement, cette
courbe, dis-je, m’a beaucoup préoceupé autrefois, parce que, indépendamment
de ses propriétés résolvantes bien connues des analystes, elle jouit d'un grand
utres propriétés purement géometriques, dont quelques-unes ont
Elé expos dans le ¢ Cahier de ce volume, oit, & I'exemple de Ma
A'cause de la facilité méme de sa description, elle a constamment été prise
pour type des eourbes algébrigues d’ordre supérieur, coupées par des trans

dont les intersections avec
n

nombre d's

laurin et

arbitraires.

sales rectilignes
Dautre part, il est trés-facile d'apercevoir que ces courbes planes d'un
degré queleonque s, offrent & Vinfini, vers Pextrémité commune aux ordon-
nées paralleles, un point multiple de Pordre le plus élevé, soit de Vordre ’
m—1. Or ce genre de courbes, pour le cas o le point multiple a une position
arhitraive; a (it Vobjet de mes premiéres recherches sur 1dna
versales, dont il ne m'a ¢té loisible de publier le premier Mémoire que fort
tard, en 1830, époque ot je le présentai & PAcadémie des Sciences de Vinstitut.
Non-seulement ces courbes planes sont d'un tracé linéaire facile, non-seule-
ment elles se rattachent, de la maniére la plus intime, & la théorie sit féconde 3
des relations A deux termes, nommées involutions, généralisée comme je Iai
fait pour des groupes de 2 points en yombre quelconque (woir la note de la
p. 118 de ce 11® volume des A pplications); mais encore Jespérais pouvoir

des trans-
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déduire de l'examen de ses propriciés essentielles quelque moyen
nouveau et rapide de solution des équations algébriques.
Malheureusement, je Pavouerai en toute franchise, ces lmlguc's et déja si
anciennes recherches, limitées méme an d
lement réussi, parce que je pi

ométrique

cing premiers degrds, ne-m’ont nnl-
tendais éviter le tracé effectif’ des courbes auxi-
liaives et de leurs intersections mutuelles, moyen de solution connu Tong-
temps méme avant Descartes, et auquel je prétendais substituer Pemploi plus
direet d'un systéme de lignes droites et de scetions coniques, considérg
comme une courbe unique de degré m, dont les interscctions par Taxe des
abscisses devaient coincider avee celles de Péquation & résoudre. En effet,
ce procédé m'a précisément conduit aux mémes réduites on résolpantes quon
obtient par la méthode de Descartes, telle que Ua
Lecons & PEcole Normale; ce que j'aurais pu préve

xposée Lagrange dans ses

T'avance, a cause des
combinaisons et permutations symétriques qui doivent néce sairement s'opérer,
soit entre les divers groupes de racines algéhriques, soit entre les couples din-
{erseetion, avee P'axe des absc

isses, des lignes des deux premiers degrés, qu'on
a supposées ici passer toutes par le point multiple & Vinfini de Ia sinueuse pa-
rabolique, ete.

Mais je n'ins
déterminer, p

sterai pas sur ces

anciens souvenirs, oit je me proposais de
© des opérations géométriques dont, a la vérité, on n’a pas tou-
jours sousla main les instruments indispensables, les intersections de certaines
courbes au moyen de lignes auxiligives plus simples. Il me suflit d'avoir rap-
pelé, une fois de plus, 'accord évident en soi qui régne entre les coneeptions
de la Géométric et celles de 1'Algébre proprement dite. Iei, en effet, ensemble
des lignes auxiliaires cst censé comstituer nne ligne unique dont Péquation,
representée par le produit de leurs équations séparées préciscment du degre
m de la sineuse parabolique considérée, a, en commun avec elle, ce méme point
multiple & Pinfini d'ordre m — 1, et se trouve parfaitement déterminé dans
les paramétres et coefficients des facteurs auxiliaires qui y entrent. Or n’est-il
pas digne de remarque que les lignes auxquelles ces facteurs carrespondent
puissent demeurer réelles et constructibles, quand bien méme leurs intersec-
tions avec I'axe transversal des absci

s seraient : ou toutes imaginaires, chose
possible pour les valeurs paives du nombre m; ou imaginaires, & cela pres
d’vne seule répondant 2 une droite auxiliaire uniqlie, pour le
de ece méme nomhre m?

Qwil me soit permis d'ajouter que, an lieu de faire passer le systéme des
lignes auxiliaires dont il vient d’étre parlé, par le point multiple & Pinfini de
Ia courbe parabolique, on peut tout aussi hien sujettiv ces lipnes A contenir,
en nombre convenable, des points de la sinueuse a abs el ordonnées
distinctes, obtenues par des substitutions numériques dans I'équation y =fi(x)
de cetle courbe; ce qui donne lieu & difféventes propriétés ou combinaisons
géométriques, dont je me suis autrefois oceupé avee quelque intérét, mais
sur lesquelles il serait fort inutile d’insister ici. !

Revenons aux équations f(+)=o, » = f(x), dans Thypothése oil Sx)a
ce sens vague et indéfini qu'dn lui attribue trés-souvent aujourd’hui, méme
dans enseignement secondaive ef au début de PAlgebre, sous le prétexte
d’étendre ou généraliser les idées, le langage et les démonstrations, d'aprés une
recommandation mal comprise, mal interprétée de Laplace, dans ses Legons a
Pancienne Ecole Normale, on néanmoins, tout comme Lagrange dans les sien-

valeurs impaives
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nes, il procede constamment du simple au composé, du particulier au général,
sans jumais empiéter, & proprement parler, sur le domaine des sciences d’ap-
plication. 11 est évident a priori que la discussion des équations fonetionnelles
dont il s'agit, méme en saidant des tracés géométriques recommandés par
Lagrange, peut offvir, dans certains cas, de (ré: -grandes diflicultés, tant sous
le rapport de la longueur des caleuls que sous celui de Vinterprétation intel-
ligente et yraiment utile des résultats. N 2z

En effet, un analyste de tact et dlesprit a fait remarquer avee vaison, dans
des legons postérieures de beaucoup & celles de Villusire Lagrange, qu'il
nexigte qu'un petit nombre de fonctions, méme a une seule variable, dont Ia
valeur ait constamment une signification simple et exactement déterminée, P!
conséquent susceptible de toutes les opérations ou transformations qu'il est
d’usage de leur faire subir en Algébre et en Arithmétique, telles que divisions,
extractions de racines, développements en séries, ete,, par différentes méthodes
auxquelles on a re poir de cause, pour faciliter Te calcul
numérigque de certaines fonetions implicites ou méme explicites. On sait en
‘effet, de longue date, que ces transformations, ces.développements divers ne
, au point de vue algébrique ou géométrique; des ré-

ours, souvent en dése

fournissent pas toujou

sultats rigoureusement équivalents aux fonetions d’ont ils émanent; cest ce
appeler g 80

dont je crois inntile de

Quant i cetle excessive variété de transformations et de méthodes de calenl,
qui n’est point toujours un sigme de richesse, tant s'en faut, cette multiplicité
exubérante, dis-je, jointe & Pabus du néologisme, des changements arbitraires
de definitions, de conventions et de notations symboliques, jette le trouble et
le doute dans les esprits non suffisamment avertis ou exercés ; et si cette variéte,
e multiplicité sont profitables a la spéculation mereantile des libraires et a
Pinsatiable curiosité du publie, qui court apres les trompeuses nouveautés, elles
sont rarement un véritable progrés pour les sciences mathématiques; seiences
aujourd’hui livrées, comme la littérature et les beaux-arts, i un laisser-aller
qui pourrait bien constitugr une sorte de décadence a laquelle, malgré un in-
contestable talent algébrique, n’a pas peu, contribué ee hardi disciple de Kant,
promoteur de la dualité philosophique en France, et que précédérent ou suivi-
rent d’autres brillants prestidigitateurs, moins geométres qu'artistes technolo-
gues en algorithmie mathématique.

En terminant ce qui concerne 1'v

cel

age du tracé des courbes dans la résoln
tion des problémes de I'Analyse algébrique, je remarque que les fonections bien
déterminées mentionnées ci-dessus se véduisent, & proprement parler, a celles
qui, n'ayant quune seule valeur numérique pour toute valeur pareille de

a
variable, permettent de caleuler rapidement celles des diverses autves formules
et fonctions out elles entrent explicitement. A ce point de vue, il parait évi-
dent que les courbes et surfaces continues donndes a priori, ou définies dans
toutes leurs parties essentielles, par un systéme de constructions d'une exacti-
tude relative convenable, remplissent jusqu'a un certain point le méme role,
avee des facilités plus grandes pour suivre en quelque sorte au doigt et & Ueeil,
Ta trace du point générateur et des éléments linéaires qui en dépendent, sans
visquer de se tromper et de tomber dans ces complications, ces discussions
algébriques pénibles oft trop souvent, en certaing points nommés dangerena
par une fausse assimilation, on confond Tes traces dont il s’agit avee celles
@’autres branches, nappes ou modes de génération simultanément indiqués,
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s'l.uuu explicitement fournis par 'équation du licw, en vertu des ]lois, ici L.ouc
implicites, de permutation ou de combinaison des signes des racines et élé-
: ; or avee la position méme de Pordonnée

ments géométriques susceptibles de vo
prise pour transversale de la courbe. ' : < i

Cet isolement naturel du point type ou dascl‘lp.t'eul' duf\ lieu, s‘olt’dune
conrbe simple et continue, pur rapport a ceux qui ynpp.’n'twnJ'Aun.t .“ ;1 nut]rgs.
végions de cette courbe plane ou gauche, est méme 1 \mldvs vt‘:l}‘n(rlums- (§ plus
Ttals obtenus par les procédés de la Géométrie descriptive ou
toujours rapportés i quelque

frappants des
de Tobservation directe des mouvements relatifs,

repére supposé fixe; simplicité qui ne saurait se présenter que dans des civ- |

constances extrémement rares de PAnalyse fonctionnelle ou-algébrique.

; . : Gop M S )
Notes complémentaires relatives aw symbole d’imaginarité y—1 et a lu
: continuité ¢n général.

sous un méme titre, les résumés analytiques de deux éerits fort
rses oceasions, et dont le premier concerne plus

Je réun

rappelés a div
icrement la Géomeétrie de situation.

1. Les signes — 1 et /— 1, considérés isolément et abstraction faite Qe
leurs attributs implicites ou explicites, ont une origine p.\'ntemerft al.ge-.
brique, conventionnelle et analogique; i,]s ne s'auraient dériver & priori
d’aucune considération purement géométrique, Cela résul‘ln des Notes

- du HI* Cahier de ce volume, ol je prouve que les relations @ (leux.termeAs
de la Géométrie rationnelle ne comportant explicitement aucun signe de
position, il est impossible d’admettre les interprétations graphiques pro-
posées, & diverses époques, pour ces signes, notamment : que le symbole
V=1 estle signe algorithmique de perpendicularité ; en un mot, comme
je I'ai dit, ces interprétations ne doivent dtre cmsidérées' que‘cc:mme le
résultat d’analogies trompeuses, quoique séduisantes, .relfmvoﬂ»a 1’('\:].11‘&3—
sion analytique des cordes o doubles onlnmz(‘zn\_"fnmgmmn'.\' d.[’s conigues.
Or je croisavoir évité toute confusion ou difficulté del cette espéce, en Sl.lb—‘
stituant (p. 141et 367) & ces considérations analyfiques (Eclles des cr..mrde:.
ou doubles ordonnées sans signe algébrique, par conséquent foujours
rvéelles et de mémes directions que les précédentes, dans les coniques sup-
plémentaires conjuguées a la section conique prqpqsév; il’ peu preés nomm?,
dans Déquation analytique A*)* —B*2* = — A*B* de’l hyperbole, B est
nommé le demi petit aze de la courbe, sans qu'on prcL(‘nd(? aucunement
construire les grandenrs imaginaires d’'une maniére géométrique ou ahsu-.
lue, comme cela a 6té proposé dans le t. IV (1813 et 1814) dei anciennes
Annales de Mathématiques (p. 61, 133 et 222), par M}“' Francaig (‘[
Argand, dont les théories, du moins celles de ce dernier saf'ant, déja
connues de Legendre, ont été V'objet d’observations approbatives de la
part de M. Gergonne, négatives de celle dé M. Servois (p- “8)? et fina-
lement suivies d'une revendication de priorité par Lacmix,‘mx‘ 'Iuyveur de
M. Buée, qui le premier, en 1806, dans les Mémoires de la Socidté Royale
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de Londres, aurait prétendu que ./—1 est un signe de perpendicula-
rité géométrique et effective (*).

Jde ne parlerai ici que du contenu d’une Note manuscrite que, en 1816,
J'ai soumise & M. Francais lui-méme, mon ancien et honorable professeur
a I'Eeole d’application de Metz, qui, instruit de mes éludes sur la loi des
signes et les imaginaires au point de vue géométrique, m’avait franche-
ment encouragé & adresser le contenu de cette Note au rédacteur des
Annales de Montpellier; ce que jo me gardai bien de faire i cause des
critiques, dailleurs réservées et respectueunses, qu'elle renfermait sur la
doctrine en question, critiques qui s'accordaient au fond avec celles de
M. Ser\:ois et dont I'étendue, la contexture et le caractére de rétrospec-
livité me dispensent de les rapporter ici, Je me contenterai done de rap-
peler que dans cette longue Note commengant par ces mots :

« Dans toute recherche mathématique, on est inconlestablement en
droit de poser des définitions nouvelles, quelque étranges qu’elles puis-
sent dailleurs paraitre, quelque contraires qu'elles soient aux nolions
généralement admises. Mais alors on a pris de toute nécessité I'engage-
ment de raisonuer juste sans sortir des définitions premiéres, ef sans se
permettre des pétitions de principes qui, admises comme vraies en
général, sont opposées & ces mémes définitions. »

Dans cetle Note, dis-je, jinsistais principalement sur I'argumentation
de M. Francais, qui, imaginant dans un meéme plan et autour d’'un point
fixe ou pole, des droites ou longueurs a, b, ¢, ..., diversement dirigées et
formant avec un axe fixe passant par ce pole; des angles respectifs «, By
5-++; Prenait, pour représenter ces distaneesen grandeur et en direction,
les expressions symboligues Ay b,af Cypeees €h admettait & priori que les
angles «, f, v,..., croissaient exactement en proportion ou progression
arithmétique; quand les longueurs a, b, c... suivaient eles-mémes Ia loi des
proportions ou progressions géomélriques: ce qui implique toute Ja théorie
algébrique des fonctions exponenticlles et dngulaires, déja bien connue
par les anciens travaux de Viete, de Cotes, de Moivre, d'Buler, de Ber-

(*) Jusque dans ces derniers temps, la méme thése a été diversement sou-
tenue et débattue parun grand nombre d'autres savants francais ou étrangers,
pavmi lesquels j'ai déja eu oceasion de citer MM. Valles ot Cauchy dans des
renvois au bas des p. 197 et 244. A Tégard de ces derniers savants, je me suis
abstenu de m’ “en juge, non-seulement parce que Ta question, en soi for(
délicate, ent exigé des développements impossibles dans d’aussi courtes notes,
malis encore et surtout parce que les doctrines de M. Vallés sur les imaginaires,
présentées dés 1840 & YAcadémie des Sciences, sont devenues de sa part, dans
fa séance du 26 juillet 1847, Pobjet d'une réclamation envers MM. Cauchy et
Poinsot, publiée peu aprés dans une Revue mensuclle intitulée : la Phalange, ci
dont la contexture algorithmique, en dehors de mes études de pure Géome
trie, ne me permettrait nullement de me constituer Parbitre.
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noulli, ele., relatifs & la division geométrique du cercle et a la résolution
des équations a deux termes, qui se déduisent, en effet, des propriélés
des fonctions e®, cosx et sinz développées par divers moyens en séries
indéfinies, dont le principal et plus remarquable caractére consiste a de-
meurer convergentes pour toutes les valeurs de la variable, et constam-
ment équivalentes a la fonction d’ot ces séries émanent,

La doctrine de M. Francais, qui conduit (65) aux prétendues identités

=

a,=-ta, a; =—a, y/nn.(ziw:.n_‘_w—ia\/—x, 1

2

dont la derniére serait le signe de corrélution des lignes dirigées, cette
doctrine ne constitue qu'un rapprochement fort ingénieux, mais non ri-
goureusement juslifié. (Pest ce que je prouve de point en point, en ob-
servant que les définitions, les équations symboliques qui concernent les
lignes dirigées, péchent toutes contre la régle de I'homogénéitd; les
raisonnements, les conséquences ou soi-disant corollaires, sous des appa-
rences logiques et séduisantes, reposant sur de véritables pétitions de prin-
cipes et des hypothéses contradictoires, sont, sinon radicalement fausses
au point de vue géométrique ou algébrique, du moins illusoires (*).
A T'égard de Péquation symbolique

1L
a, =a.1,=a”V7' = acosx + asinay—x,

a laquelle M. Francais arrive dans son Mémoire pour exprimer la valeur

variable des lignes polaires ou dirigées, je montre & la fin de la Note
précitée de 1816, qu'elle revient & supposer que toutes les ordonnées
¥ = asina, perpendiculaires 4 un axe fixe quelconque dans un plan, soient
i priori affectées dn signe d’imaginarité y/—i, tandis que les abscisses
correspondantes 2 = @ cos« resteraient réelles; de sorte que I'équation
ci-dessus appartiendrait, non & une circonférence.de cercle, comme l'au-
teur le suppose ou sous-entend, mais bien & une spirale logarithmique

(*) Je n’en voudrais pour preuve, si le temps et U'espace me le permettaient,
que les démonstrations symboliques relatives aux projections des droites poly-
gonales sur un axe fixe, dont l'idée et les théorémes, tout élémentaives, sont
dus au geometre Simon Lhuillier (de Genéve), et ont servi de point de départ
a M. Argand et postéricurement, comme on l'a rappelé dans une note de la

. 244, a M. Cauchy, qui, par un singulier entrainement, s’en est aussi servi
sous le nom de somme géométrigue, proposé par quelques adeptes nationaux
on étrangers qui s'en sont disputé la découverte et Papplication a divers rap-
prochements et conséquences dans le genre analytico-symbolique, mais, chose
remarquable, toujours dans I'hypothése des projections exelusivement ortho-
gonales, ce qui limite Vinterprétation, en cela non moins arbitraire, du signe

d'imaginarité  —1.
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imaginaire. Or, il serait arrivé & des conséquences toul autres relative-
ment a la courbe ou & la valeur du signe 1, de corrélation des angles po-

laires, il eiit substitué & priori la considération de I'hyperbole équilatére
i celle du cercle, etc.

I1. ai répété a différentes occasions que la continuité constituait un axiome,
un fait primordial indiscutable, sur lequel reposaient, au moins implicitement,
la plupart des vérités géométriques. Clest ce que je me propose d’examiner ici
d’une mani¢re un peu plus approfondie, d’aprés deux trés-anciennes Notes ou
rédactions, principalement éerites gnh vue de répondre a des objections stériles
et trop souvent pédantesques, sinon d’¢lucider parfaitement les notions infini-
tésimales sur lesquelles s'appuyaient mes Lecons de-Mécanique de 1825 a 1835
Metz, et de 1838 & 1848 & la Faculté des Sciences de Paris; notions qu’il me
serait impossible de publier avee les développements’ divers que comportent
ces meémes cerits, et faute desquels beaucoup de passages trop éeourtés du texte
ci-dessous, pourront semhler obscurs ou de véritables répétitions par rapport
au contenu des préeédents Articles,

Quel que soit le degré de rapprochement des substitulions numeéricques
opérées dans une formule ou équation algébrique, on peut en opérer de
plus rapprochées encore, et, comme le dit Pascal dans un passage de ses
Pensées, éerit sans doute en vue de certaines doctrines infinitésimales de
son ¢poyue, quelque petite que soit une grandeur géométrique, on peut
la concevoir divisée ou subdivisible & Uinfini. La méme chose ne saurait
se dire dans Pordre physique : quoique la continuité, la divisibilité indé-
finie des corps matériels ait été admise par quelques philosophes anciens
et modernes, ce n’en est pas moins une abstraction démentie par les fails,
et qu’il faut se garder d’introduire en Mécanique avec certaing géome-
tres, bien que nos physiciens et nos chimistes soient parvenus a diviser
tous les corps jusqu’a tomber dans le monde étheré, on d’atomes qui, ré-
vélés & certains de nos instruments et de nos sens, sembleraient échapper &
dautres et & Paction de la gravité. Daprés le P, Boscovich, cos atomes,
gorle de points matériels sans dimensions appréciables, quoique centres
ou siéges de diverses forces, constitueraient les causes mystérieuses
d'action ou de mouvement avec lesquels il prétendait recomposer lous
les corps existants et en expliquer les propriétés physiques diverses
(Theoria philosophice naturalis, 1763, Dissertatio de lumine). Mais, il
ne faut pas Ioublier, ces forces tout & fait inconnues, ces points maté-
riels isolés, ces atomes indivisibles groupés dans un ordre relativement
invariable, ce milieu ou fluide éthéré éminemment élastique, continu on
discontinu, ne sont, en dehors de certaines manifestations de mouve-
ments et de forces bien constatés, que de pures conceptions de Iesprit,
de pures hypothéses plus ou moins conformes 4 la nature des choses,
et propres seulement.a fournir & posteriori, avee on sans calcul algé-
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brique, lexplication mathématique de certains faits ou phénoménes
physiques, mais dont quelques hommes de génie, tels que Archiméde,
Copernic, Képler, Galilée, Torricelli, Pascal, Huygens, Newton, Daniel
Bernoulli, Clairault, Borda, Coulomb, Malus, Fourier, Fresnel, Ampére, elc.,
tout & la fois géomeétres et physiciens, ont cu seuls le privilége de décou-
vrir les véritables lois.

Le passage des figures polygonales aux courbes dont il a déji été parlé
ailleurs, suppose que, en vertu de la continuité, les éléments droits ou
courbes coincident en g'évanouissant a la limite, et ce n'est que par des
subterfuges sophistiques quon échappe & cette notion, qu’il faut admeltre
comme un axiome primitif qu’on ne saurait prouver logiquement ; car nous
ne savons que d’une maniére intuitive, il faut bien le redire, mais non par
définition convenue et indiscutable, ¢e que cest quun arc, un secteur,
une tangente de ligne courbe, dont en effet la longueur, Vaire et Vin-
clinaison ne peuvent se concevoir A priori que par leur comparaison avee
les dimensions, les mesures correspondantes relatives & la sécante ou i la
sous-tendante de I'are ; ¢’est-a-dire, en général, & 1a ligne droite, au triangle
el aux angles, eux-mémes impossibles & définir autrement que par le tracé
el Pintuition géométriques.

Dailleurs, I'esprit ne concoil pas nettement et & priori comment une
grandeur nulle ou évanouissante, nommée infiniment petite, puisse con-
server des propriélés, une existence distincte et individuelle au moment
méme ou elle s’anantit, ni comment une somme d’arcs ou de secteurs,
s'ils étaient rizgoureusement nuls i la limile, puisse néanmoins conserver
ou obtenir une valeur finie et susceptible de mesure esacte. Mais on
doit considérer, d’'une part, qwun tout continu est rigoureusement égal i
la somme des parties dans lesquelles on le suppose subdivisé, qu'il soit dail-
leurs rectiligne, curviligne, plan ou solide; d’une autre, qu'il ne s’agit en
réalité que des rapports numérigues de l'arc, du secteur curviligne, etc.,
de mesure inconnue, avee la corde ou le secteur triangulaire correspon-
dant, etc., censés donnés ou déterminables a priori; rapports qui, a pre-
miere vue et intuitivement, convergent vers I'unité abstraite, soit indivi-
duellement, soit dans les sommes respectivement équivalentes & l'arc et au
secteur entier, etc. De la aussi la justification a priori des notions rela-
tives & la courbe polygone ou limite, que les démonstrations a la maniére
des Anciens ne sauraient rendre plus logiques ni plus rigoureuses dans
leurs conséquences, puisque celles-ci reposent elles-mémes, au moins im-
plicitement, sur la notion de la continuité ou de U'infini adroitement dissi-
mulée, & moins qu'on n’admette & priori et franchement certains lemmes
bien connus : par exemple, que toute dgne enveloppante est plus longue
que la ligne enveloppée.... Ces lemmes, $'ils étaient admis comme axiomes
el-sans rélicence, réduiraient considérablement les difficultés et 1'étendue
de Venseignement ¢lémenlairve, d'autant plus que des auteurs modernes
ont vainement el abusivement cherché i les démontrer par des raison-
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nements sophistiques bien plus propres & fausser lesprit des éléves quia
I'éclairer et a le convainere. ‘

En général, dans le passage de la ligne droite aux courbes, on sup-
pose, quoi quon fasse, que les éléments de ces courbes et ce qui en dé-
pend se succedent sans intervalle fini, non-seulement en ce sens que leurs
grandeurs effectives parviennent & la limite de pelitesse, mais aussi que
leurs directions finissent par se confondre avec celles des cordes corres-
pondantes; c'est 1a un genre d’hypothése tacite ou déguisée, i laquelle nul
géomélre n'a pu jusquici se soustraire, pas méme Fermat, Descartes, -
Huygens, Newton, sévéres et rigoureux 4 la maniére des Anciens, mais que
d’autres moins serupuleux, Cavalieri, Roberval, Leibnitz osérent les pre-
miers adopter ouvertement en se servant des noms, souvent mal interpré-
Lés, d'indivisibles, d'incréments, A'infiniment petits, de différenticlles, etc.
dont I'usage est aujourd’hui encore repoussé par les esprits difficiles, qui
en confondent mal a propos la synonymie avec les hypotheses et les
doctrines diverses donl elles ont tiré leur origine au xvir® siecle,

Dans P'éeril tout d’abord mentionné et qui portait pour titre : Notinns
de Géométric infinitésimale, j‘avaig essayé de commenter et d'éclairer
les principales de ces doctrines, notamment celle des infiniment petits,
d'aprés Newton, Maclaurin, d’Alembert, Leibnitz méme, en m'appuyant
explicitement sur 'axiome de la conlinuité et le résultat de la compa-
on de deux quantités A et B, de méme espéce, homogénes et suscep-
tibles de varier simultanément jusqu'a la limite absolue (zéro) de petitesse,
tandis que lear rapport A : B converge lui-méme vers une limite géné-
ralement finie, distincte d’apres la loi de continuité, et déterminable &
I'aide de divers procédés qui, dans la Géométrie infinitésimale, reposent
en définitive sur la comparaison de lriangles rectilignes substilués aux
triangles curvilignes correspondants; avec lesquels ils se confondent ri-
goureusement & la limite, toul en convergeant eux-mémes & cette limite
vers une forme semblable & celle d’autres triangles bien déferminés; ce
qui conduit & des comparaisons ou idenlités de rapports, faciles et élé-
mentaires, fondées sur la cotneidence et la similitade des figures.

De la ensuite je déduisais, toujours géométriquement et élémentairement, la
Jjustification de cette théorie des infinis de divers ordres, dont li considération,
si je ne me trompe, est due & Leibnitz, mais sur laquelle il m’est impossible
insister ici, me contentant d’observer qu 1 déduisais diverses notions de
Géométrie infinitésimale indispensables quand il s’agit de démontrer, avee une
rigueur apparente et souvent inutile, certains lemmes de Mécanique ou de Ci-
comme autant

nématique rationnelles, qui pourraient cgalement étre admi
dlaxiomes. Qu’on me permette seulement une derniére, v
Soit o la différence des deux quantités variables homogénes A et B, avee la

que.
condition B << A, de sorte qu’on ait constamment

A=B-+d, l7 T

B B
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On doit bien se garder, comme cela se fait quelquefois, de prétendre que si d
est supposé infiniment petit vis-a-vis de A et B finis ou infiniment grands,
on ait rigoureusement A =B et par conséquent ¢ = o, méme i extréme limite
de grandeur ou de petitesse de A et B, limite qui peut d’ailleurs (111¢ Cah.) étre
ahsolue et infranchissable sans changement des sipnes - et —, ou purement
relative et franchissable en en changeant; 'unité vers laquelle Te Tapport de A

cs d’une limite ana-

a B converge dans le premier cas, ayant tous les caracte
logue & celle que presentent les symboles = et /2. Clest ce dont la relation
harmonique offre un exemple trés-simple, qui se reproduit dans une infinité
de circonstances de la théorie des conrbes et surfaces, ou des distances A et B
convergent vers Uinfini absolu, tandis que Vintervalle d de leurs extrémites
reste fini ou donné a priori. Or ¢'est la, dans la considération des infinis des
divers ordres, 'une des plus grandes difficultés que presente leur application
ou interprétation métaphysique i la Géométrie et a I’Analyse algébrique.
Cependant on peut trés-bien obscrver, sans recourie i des caleuls {ranscen-
" dants ou a des hypothéses absurdes et contradictoires, que si le rapport des
quantités variables A et B ci-dessus, au lieu de converger vers une quantité
finie, converge vers une limite elle-méme nulle ou infinie, selon le cas, on
tombe inévitablement sur des valeurs infiniment petites ou infiniment grandes
par rapport aux premiéres A et B, supposées a priori de cetle espéce; clest-a-
dire, en d'autres termes, sur des infinis d'infinis, ce qui, en allant de proche
en proche d’un ordre quelconque au suivant ou au précédent, constitue la
série enticre, ascendante ou descendante, des infinis de divers ordres que, par
des considérations géométriques, je démontrais se rapporter a la forme géné-
rale £zn, @ étant simplement relatif au premier ordre; ce dont je présentais
divers exemples relatifs a des figures rectilignes, en zigzags, inscrits dans
Pangle formé par deux lignes droites ou courbes; cet angle ayant une ouverture
finie ou infiniment petite, cte.

En terminant cette analyse imparfaite d’un éerit fort étendu, je crois devoir
prévenie qu'il n’était nullement destiné & voir le jour, méme & propos de mes
anciennes lecons de Méeanique; car jai toujours été d’avis qu'il est aussi dan-
gereux que superflu de voulo wstilier & priori la notion intuitive des infini-
nient petits, autrement que pdl quelques mots d’éclaircissement simples ot
naturvels amenés en de raves occasions; clest la, en effet, une maxime aussi sage
qu'ancienne : dans tout enseignement élémentaire, on ne doit jamais courtr au-
devant des difficultés, maxime qui a pour complément dogmatique nceessaire,
cette autre posée par notre illustre d’Alembert : Allez en avant, et la foi vous
wiendra.
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