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PREFACE.

[’ccuvre de Bernhard Riemann est la plus belle et la plus
grande de I’Analyse & notre époque : elle a été consacrée par
une admiration unanime, elle laissera dans la Science une trace
impérissable. Les géometres conlemporains s’inspirent dans
leurs travaux de ses conceplions, ils en révélent chaque jour
par leurs découvertes 'importance et la fécondité. Liillustre
géométre a ouvert dans I'Analyse comme une ére nouvelle qui
porte lempreinte de son génie. Elle s'ouvre avee un vif éclat
par la dissertation inaugurale si célébre qui porte pour titre :
Principes fondamentaux pour la Théorie générale des
fonetions d’une grandeur variable complexe. Riemann a
été, dans cet ordre de recherches, le continuateur de Cauchy;
il 'a dépassé, mais la reconnaissance des analystes associc
btroitement 4 ses travaux ceux du premier élaborateur de la
Théorie des fonctions, qui avait ouvert la voic et surmonté
des obstacles longtemps infranchissables dont I'histoire de la
Science a conservé la trace. Les principes de Riemann sont
d’une originalité saisissante; ils donnent, comme instrument
& I'Analyse, ces surfaces, auxquelles est attaché le nom de
linventeur, qui sont & la fois une représentation ct une force
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nouvelles; ils mettent en pleine lumiere, par les notions pro-
fondes de classes et de genres, la ‘mature intime, resiée
jusqu’alors inconnue, des fonctions algébriques; ils con-
duisent & ce nombre extrémement caché des modules ou des
constantes qui appartiennent essentiellement a chaque classe;
ils définissent, dans le sens le plus général, les intégrales de
premiére, de seconde et de troisitme espéce. Puis, une écla-
tante découverte : la solution, au moyen des fonctions @ géné-
ralisées, du probléme général delinversion de ces intégrales,
probléme résolu seulement dans des cas particuliers, et au
prix des plus grands efforts, par Gopel et Rosenhain, pour
les intégrales hyperelliptiques de premiere classe, et par
Weierstrass, pour les intégrales hyperelliptiques d’ordre
quelconque. Jamais, dans aucune publication mathématique,
le don de l'invention n’¢tait apparu avec plus de puissance,
jamais on n’avait admiré autant de belles conquétes dans les
plus difficiles questions de I’Analyse. Ces découvertes ont eu
sur le mouvement de la Science une influence qui ne s’est pas
fait attendre; par une heureuse fortune, qui a manqué a
Cauchy, nos plus éminents géométres contemporains se sont
efforcés a Uenvi de développer les principes de Riemann, d'en
poursuivre les conséquences et d’appliquer ses méthodes. La
notion de lintégration le long d'une courbe avait été ex-
f)osée, sous la forme la plus simple et la plus facile; avec
de nombreuses et importantes applications qui en montraient
la portée, dés 1825, dans un Mémoire de Cauchy ayant pour
titre : Sur les intégrales définies prises entre des limites
imaginaires; mais clle reste dans les mains de 'illustre Au-
teur; elle n’est connue ni de Jacobi, ni d’Eisenstein, ct I'on
constate avec regrel maintenant combien elle leur a fait
défaut; il faut attendre vingt-cing ans, jusqu’aux travaux de
Puiseux, de Briot et Bouquet, pour qu’elle prenne son essor
et rayonne dans I’Analyse. La notion profonde des surfaces
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de Riemann, qui est d’un acces difficile, s'introduit sans
retard et domine bientdt dans la Science pour y rester a
jamais. Un instant, je me suis arrété & la Dissertation inau-
gurale et & la Théorie des fonctions abéliennes qui suffi-
raient & immortaliser leur Auteur; mais sur combien d’autres
sujets, pendant sa trop courte carriére, se porte le génie du
grand géoméetre. Dans le Travail Surla Théorie des fonctions
représentées par la série de Gauss, il fait connaitre, pour la
premiére fois, comment se comportent les solutions dune
équation  différentielle linéaire du second ordre, lorsque la
variable décrit un contour fermé comprenant une disconti-
nuité, et il parvient comme conséquence a la notion de
groupe pour une telle équation. Le Mémoire Sur le nombre
des nombres premiers inférieurs a une grandeur donnée
traite, sous un point de vue tout différent et du plus haut
intérét, une question célébre qui avait occupé Legendre et
Dirichlet. L'idée, entierement nouvelle, de I'extension a tout
le plan d'une quantité quin’a d’existence que dans une région
limitée se trouve déja dans le précédent Travail 5 elle sert de
fondement, elle joue le principal role dans cette recherche
arithmétique sur les nombres premiers, Riemann lapplique
A une série depuis longtemps considérée par Euler, qui est
soumise & une condition déterminée de convergence. La série
devient I'origine d’une fonction uniforme, elle donne nais-
sance & une nouvelle transcendante se rapprochant a certains
égards de la fonction gamma. C'est un nouveau Chapitre qui
s'ajoute ainsi aux théories de I'Analyse et oi M. Hadamard
et M. von Mangoldt ont trouvé Porigine de leurs belles re-
cherches. Le Mémoire Sur la propagationd’ondes aeriennes
planes,ayant une amplitude de vibration finie,concerneles
questions délicates et difficiles auxquelles ont donné naissance
les célebres découvertes de von Helmholtz en Acoustique. Le
grand géomelre était aussi un physicien, il connaissait les
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nouvelles méthodes expérimentales et les plus récents progrés
de la Sciencej il dit cependant, avec cette modestie qui est le
fond de son caractére, avoir surtout en vue une question de
Calcul concernant les équations aux dérivées partielles. A cet
égard, ondoit signalerdes résultats quisont toujoursde grande
importance, une Méthode pour la recherche des intégrales des
équations linéaires du second ordre, sous la condition qu’elles
passent par une courbe donnée, en ayant des plans tangents
donnés, puis aussi la notion de I'équation adjointe qui joue
un role essentiel dans beaucoup de questions intéressantes.

Je m’élendrais trop en voulant encore passer en revue les
Mémoires Sur Iévanouissement des fonctions O, Sur les
surfaces d’aire minima pour un contour donné, Sur la
possibilité de représenter une fonction par une série tri-
gonoméirique; il serait lrop long de faire ressortir la gran-
deur et la heauté des découvertes, d’en montrer la portée, de
parler des nombreux travaux auxquels elles ont donné lieu.
Je ne ferai que mentionner en quelques mots I'admirable
Travail Sur les hypothéses qui servent de fondement a la
Géométrie.

L’Auteur dépasse infiniment la question du postulatum
d’Euclide qui, aprés des siéeles de vaines tentatives, avait
trouvé une solution .dans les recherches de Lobatscheffsky,
de Bolyai, et qu'on a appris, par une publication du plus
grand intérét due a M. Stackel, avoir été, pendant loute sa
vie, l'objet des méditations de Gauss. Riemann aborde la
considération de I'espace ou d’une multiplicité & un nombre
quelconque de dimensions, il en établit le. caractére essentiel
consistant en ce que la position d’un point dépend de ce
méme nombre de variables, et il étudie les mesures dont cet
espace est susceptible. Clest tout un monde inconnu intéres-
sant & la fois le philosophe et le géometre, que s'ouvre avec
une extraordinaire ‘puissance d’abstraction le merveilleux

i
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inventeur. Un domaine particuliers'y trouve qui se rapproche
des réalités accessibles 4 notre existence, dans ce sens qu’on
y peut déplacer une figure sans altérer ses dimensions et
fonder des démonstrations sur la méthode de superposition.
Et cest 1a que vient s'offrir, pour le cas de deux dimensions,
en méme temps que la Géométrie de Lobatscheffsky et de
Bolyai, ot la somme des angles d'un triangle est inférieure a
deux droits, celle de Riemann ott elle lui est supérieure.

Mettre & la disposition des lecteurs francais le riche trésor
sur lequel j'ai jeté un coup d'ceil a été le but de cet Ouvrage.
11 parait avec I'autorisation de Mm¢ Riemann et de 'éditeur
allemand M. B.-G. Teubner. Il est offert & M™ Riemann
comme un hommage & une mémoire immortelle et le témoi-
gnage de la plus respectueuse, de la plus profonde sympathie.

L’impression s'est faite avec les soins consciencieux que la
maison Gauthier-Villars consacre & ses publications mathé-
matiques, et les épreuves ont été revues avee la plus grande
obligeance par M. Goursat.

D'illustres disciples du grand géometre, M. Klein,
MM. Weber et Dedekind, M. Minkowski ont encourage et
secondé par leur bienveillant concours le travail du traduc-
teur, M. Laugel. Qu'ils regoivent 'assurance d’une bien sin-
cére gratitude, et le voeu que les OFupres de . Riemann
servent de plus en plus, en propageant la gloire du Maitre,
au progres, & la marche en avant de la Science!

C. Hermite.



RIEMANN ET SON INFLUENCE

ATIQUES MODERNES.

LES MATHE

Discours de M. le Professeur Félix KLEIN, de I'Université
de Gottingue, prononcé a Vienne le 27 septembre 1894.

Messieuns,

Il y a certainement une difficulté toute spéciale & parler devant
un grand public sur les choses mathématiques ou méme seule-
ment sur les relations générales qui confinent & ce domaine.

La difficulté résulte de ceci : les conceptions dont nous nous -
occupons et dont nous étudions la connexion intime sont elles-
mémes le produit d'un travail prolongé de la pensée mathéma- °
tique et sont trés éloignées des pensées qui sont d’usage courant
dans la vie.

Cependant, je n’ai pas hésité a répondre a la mise en demeure
dont j'ai ea I'honneur d’étre 'objet de la part du Comité de votre
Société, qui m’a prié de vous adresser aujourd’hui la parole dans
ce discours d’ouverture de son Congrés (1).

" (') Versammlung deutscher Naturforscher und Aerste.



X1V F. KLEIN,

Jai devant les yeux l'exemple de ce grand chercheur, qui
vient de mourir et que j'ai did remplacer ici aujourd’hui. Sans
aucun doute, ce n’est pas un des moindres mérites de Hermann
von Ielmholtz de s’étre efforcé, dés le début de sa carriére, de
présenter les problémes et les résultats des recherches scienti-
fiques, dans tous les domaines qu'il a explorés, dans des lecons
populaires, a la portée des savants qui cultivent les aulves
branches de la Science. Il nous a ainsi fait progresser chacun
dans notre propre domaine. S'il semble impossible d’en faive au-
tant pour les Mathématiques pures, néanmoins, on doit le tenter
dans les limites du possible. Et je ne parle pas ainsi en mon
nom seul, mais au nom de tous les membres de la Société ma-
thématique, qui s’est unie depuis quelques années a la Société
des Sciences naturelles et médicales, et qui, si ce n’est en Litre,
peut en éire néanmoins en fait considérée comme la premiére
Section.

Nous sentons que, sous linfluence des développements mo-
dernes, notre Science, a mesure qu’elle avance a pas rapides,
tend de plus en plus a s’isoler. Le rapport intime entre les Ma-
thématiques et les Sciences naturelles théoriques, tel qu’il exis-
tait au point de jonction des deux domaines lorsque commenca le
développement de I'Analyse moderne, parait devoir se rompre.
(est 1a un grand danger et qui grandit de jour en jour. Aussi, nous
membres de la Société mathématique, nous voulons le combattre
de toutes nos forces; et c'est aussi dans ce but que nous nous
sommes réunis i la Société des Sciences naturelles. Unis par des
relations personnelles avec vous, nous voulons apprendre, 4 votre
école, comment la pensée scientifique se développe dans les
autres domaines et oit doit étre pris le point d’atlache auquel on
peut relier le travail du mathématicien. D’aulre part, nous dési-
rons, de notre cbté, trouver chez vous quelque intérét i nos
idées et a nos efforts. C'est en celte qualité que je me présente
a vous, et que je vais tenter de vous décrire U'influence de ce cher-
cheur, dont I'influence fut sans rivale sur le développement des
Mathématiques modernes, et qui a nom Bernhard Riemann. Jes-
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pére pouvoir compter, en tous cas, sur I'attention de ceux d’entre
vous (ui travaillent dans I'ordre d’idées de la Mécanique et de la
Phys
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pensées. Lorsqu’en 1851, a GEjLLiﬁb ; rut la prééminente dis-
sertation inaugurale, il avait 25 ans; et il en attendit encore trois
avant de terminer son « Habilitation ».

A partir de ce moment se succédent rapidement ces travaux si
marquants dont j’ai & vous rendre comple. A lamort de Dirichlet,
Riemann lui succéde comme professeur & 1'Université de Git-
tingue en 185¢g; mais, dés 1863, se déclare la maladie funeste &
laquelle il succombe en 1866, a peine dgé de 40 ans. Ses wuvres
réunies, éditées pour la premiére fois par MM. Heinrich Weber
et R. Dedekind en 1876, ne sont pas trés volumineuses. Elles
forment un volume in-8° de 550 pages environ, dont la premiére
moilié¢ seule est remplie par les travaux paros durant la vie de
Riemann.

La grande activité de travail qui a son point de départ dans
Riemann, et qui continue toujours, est uniquement la consé-
quence de la puissance incomparable de ses conceptions ma-
thématiques st originales et profondes.

Le dernier point est impossible & traiter ici; aussi cherche-
rai-je plutétavant tout & éclaireir cette originalité des méthodes de
Riemann, en insistant sur la pensée commune de base, source de
tous leurs développements. Je dois vous prévenir d’abord que Rie-
mann s’est beaucoup occupé, et d’une maniére trés suivie, de
considérations physiques. Elevé dans la grande tradition dont les
noms réunis de Gauss et Wilhelm Weber sont le symhole, in-
fluencé, d'autre part, parla philosophie de Herbart, il a toujours,
¢t & maintes reprises, travaillé & la recherche d'une forme mathé-
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matique sous laquelle pourraient éire exprimées, d’'une maniére
unique, les lois auxquelles tous les phénoménes naturels sont
soumis. Ges recherches, parait-il, ne sont jamais arrivées a terme
déterminé, et 'on ne trouve sur ces sujets que de courts frag-
ments dans eavre posthume de Riemann. Il y est question de
quelques principes qui n'ont en commun que cette idée aujour-
d’hui bien généralement adoptée, du moins par la nouvelle école
de physiciens qui suit la trace de Maxwell dans sa théorie élec-
tromagnétique de la lumitre. Clest Phypothése d’aprés laquelle
Pespace est rempli d'un fluide répandu d’une maniére continue
el qui est, en méme temps, le véhicule des manifestations de la
lumiere, de 1'électricité et de la gravité. Je ne m’arréterai pas
sur ces points qui n’ont aujourd’hui qu’un intérét historique.
Mais je veux faire observer, en y insistant, que c'est dans cet
ordre d’idées qu'il faut chercher la source des développements
mathématiques purs dus a Riemann. Le role joué en Physique
par la négation de forces agissant a distance et I'explication des
phénoménes au moyen des forces intérieures d’un éther qui
remplit l'espace, ce role, dis-je, est joué, en Mathématiques, par
la définition des fonctions au moyen de leur mode d’existence
dans le domaine infinitésimal et, par conséquent, en particulier
aw mayen des équations différentielles auxquelles elles satis-
Jont.

Et, de méme que; dans la Physique, un phénoméne particu-
lier dépend aussi de I'ordonnancement général des conditions
de l'expérience, de méme Riemann individualise les fonctions
parles différentes conditions limitatives qu’il leur attribie. La
formule dont on a besoin dans P'étude de la fonction au moyen
du calcul se présente alors comme le résultat des recherches et
non comme leur point de départ. Si je I'osais, pour indiquer I'a-
nalogie d’une maniére saillante, je dirais que Riemann, dans le
domaine des Mathématiques, et Faraday, dans celui de la
Physique, marchent en avant parallélement. Cette remarque
se rapporte d’abord a la mesure qualitative dans ces deux ordres
d’idées. Mais je puis dire encore que la portée des résultats ob-
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tenus par ces deux inventeurs est exactement pareille lorsqu’on la
mesure relativement aux conditions respectives de leurs branches
d’études,

Devant m’appliquer & parcourir, dans la direction ainsi donnée,
les principaux domaines des recherches de Riemann, il convient
naturellement de commencer par cette branche, qui est le plus in-
timement liée & son nom, quoique lui-méme regardat seulement
les principes et les méthodes qu'il y expose comme une justifica-
tion & I'appui de tendances encore plus générales et embrassant
encore davantage. Je veux parler de la Théorie des fonctions
d’une variable complexe. . ]

Le principe fondamental de cette théorie est bien connu. Dans
I'étude des fonctions d’une variable =, 'on substitue & cette va-
riable une grandeur formée de deux parties associées z - w,
sur laquelle on effectue toutes les opérations, en ayant toujours
égard ala condition 2= —1. :

Comme conséquence, il arrive que toutes les fonctions con-
nues d’une variable, ainsi que leurs propriétés déja traitées, de-
viennent d'une compréhension bien supérieure 4 celle que I’on
en avait avant 'emploi de cette méthode. Pour employer les
propres paroles de Riemann dans la Dissertation de 1851 (ou il
esquisse les grandes lignes de son traitement original de nos
théories) : « Il se présente alors (par ce passage aux valeurs com-
plexes) une harmonie, une régularité qui sans cela restent ca-
chées. » {

Le fondateur de ces théories est le grand mathématicien fran-
cais Cauchy (1), mais clest en Allemagne d’abord, qu’elles ont
recu I'empreinte moderne, et quelles ont ¢1é, pour ainsi dire,

(') Dans cetle présentation je fais abstraction de Gauss qui ici, comme dans
d’autres domaines, a anticipé sur son époque par de fécondes découvertes, mais
n'en a publi¢ alors quoi que ce soit. Il est trés remarquable de trouver chez
Gauss des principes de la théorie des fonctions qui sont complélement orientés
dans la direction des méthodes inventées plus tard par Riemann, ainsi quune
transmission d’idées par I'entremise d’une chaine invisihle, s'étendant de I'ancien
au moderne inventeur. — (F, KLEIN).

R, b
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amenées a former le point central de toutes nos conviclions en
Mathématiques.

(est 14 effet des efforts simultanés des deux créateurs dont
nous aurons souvent & citer lesnoms en méme temps : d’un c6té
Riemann, de 'autre Weierstrass.

Tendant au méme but, les méthodes de ces deux géomélres
sont aussi différentes que possible. Ils semblent étre contraires
I'un & Pautre; mais, en regardant les choses & un point de vue
plus élevé, on reconnait que, tout naturellement, ils se com-
plétent.

Weierstrass définit les fonctions d’une variable complexe ana-
Iytiquement, & 'aide d’une formule qui leur est commune, celle
des séries infinies de puissances. Il évite, autant que possible, les
moyens auxiliaires empruntés a la Géométrie, et se complait da-
vantage dans la rigucur absolument inattaquable des méthodes de

raisonnement.

Riemann commence (d’aprés les principes généraux dont j’ai
déja parlé) en considérant certaines équations différentielles aux-
quelles satisfont les fonctions de @ + iy. Ceci répond évidem-

ment & la présentation physique suivante. Posons
Jlz+iy)= w-+io

Alors, en vertu des équations différentielles susdites, chaque
partie de fonction, u aussi bien que ¢, se présenle comme un
potentiel dans l'espace relatif aux deux variables 2 et y et l'on
peut indiquer, d’une maniére abrégée, les développements de
Riemann en disant gu’il fait Lapplication, & ces parties de fonc-
tion, des théorémes fondamentaux de la théorie du potentiel.
Son pointde départ prend ainsi racine dans le domaine de la Phy-
sique mathématique. Vous voyez donc, Messieurs, que, méme
dans le domaine des Mathématiques, l'individualité joue un grand
role. :

Remarquez, d’ailleurs, que la Théorie du potentiel, indispen-
sable aujourd’hui comme instrument d’un emploi universel dans
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I'étude des phénomenes de I'électricité et des autres hranches de
la Physique mathématique, était encore presque nouvelle & I'é-
poque de Riemann. Green avait, il est vrai, publié son Ouavrage
fondamental, en 1828, mais ce travail élait resté longtemps dans
Poubli. Vient Gauss en 183¢. La propagation de la théorie, le dé-
veloppement ultérieur des principaux théorémes, en Allemagne
du moins, est essentiellement I'ceuvre des lecons de Dirichlet.
Clest a celles-ci que se rattache immédiatement Riemann., .

Ainsi, c'est & Riemann le premier que 'on doit ce progrés con-
sistant & donner & la Théorie du potentiel une signification fon-
damentale en Mathématiques et, d’autre part, ensuite, se présente
chez lui I'invention de constructions géométrigues ou, ’aimerais
plutot dive, de eréations géométrigues dont je vais, si vous le
permettez, parler un instant.

Comme premier pas, Riemann envisage toujours I'équation
U+ iv = fx+iy)

comme une représentation du plan (2,79) sur un plan (u, ¢). On
constate que cetle représentation est conforme, autrement dit, elle
conserve les angles, et elle peut étre également caractérisée par
cette propriélé. Nous avons ainsi un nouveau moyen & notre
disposition pour la définition des fonclions de @ —+ Zy. Riemann
développe, & ce point de vue, son merveilleus théoréme : qu’il
existe toujours une fonction f, par U'entremise de laquelle un
domaine quelconque, simplement connexe, du plan (z, ), est
représentable sur un domaine quelconque, simplement connexe,
donné du plan (wu,¢). Celte fonction est complétement déterminée
a trois constanles prés, qui demeurent arbitraires.

Il établit, en outre, cette représentation, si célehre aujourd’hui
sous le nom de surface de Riemann, c¢’est-a-dire une surface a
plusicurs feuillets recouvrant le plan, et dont les feuillets sont
soudés les uns aux autres aux points dits de ramification. C¢-
tait 1a lel concept le plus difficile & imaginer, mais aussi combien
fécond en résultats! Tous les jours, nous voyons Pextréme dif-
ficulté qu'éprouve le débutant 4 se figurer le mode d’existence des
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surfaces de Riemann, mais nous savonsaussi qu’il entre en, posses-
sion de toute la théorie des fonctions dés qu'il est maitre de cette
méthode capitale de représentation.

La surface de Riemann nous fournit le moyen de comprendre
et de saisir la marche des fonctions multiformes de (24 7y).
Poun cette surface en effet existent aussi des potentiels, analogues
aceux relatifs au plan simplement uni (qui n'est recouvert que
d'un feuillet) et dont les propriétés tmuvent s’étudier de méme ;
et la méthode delareprésentation conforme n’est pas moins appli-
cable ici. Un principe capital de classification nous est encore
donné par l'ordre de connexion des surfaces; on désigne ainsi le
nombre des sections transverses que I'on peuat pratiquer sans mor-
celer la surface. Glest la une nouvelle question géomélrique que,
malgré son caractére élémentaire, personne n’avait songé méme a
effleurer avant Riemann. ;

Peut-étre suis=je entré dans trop de détails sur ces questions.
Aussi n'en ajouterai-je que plus volontiers ceci : ces méthodes,
que Riemann a lirées de lintuition physique pour les appliquer
aux Mathématiques pures, sont devenues vice versa de la plus
haute importance pour Pétude de la Physique mathématique.
Toujours, partout ol il s'agit de courants permanents de fluides
dans des domaines & deux dimensions, les principes de Riemann
sont d'une application générale. De la sorte, toute une série de
problémes des plus intéressants, qui paraissaient autrefois inso-
lubles, se sont trouvés résolus. A ce point de vue, un des exemples
les plus célebres est la détermination, par Helmholtz, de la forme
d’un rayon fluide libre. Il y a une autre application, peut-étre
un peu moins connue, oi se trouvent combinés les principes de
Riemann de la maniére la plus heurcuse. Je veux parler de la
théorie des surfaces minima.

Les recherches propresde Riemann surce sujet parurent en 1867,
pew aprés sa morl, presque au méme moment que les recherches
paralléles de Weierstrass sur le méme sujet. La question, & partir
de ce jour, a ét¢ étudiée et poussée bien plus loin par Schiwarz et
Qautres encore. 11 s'agit de déterminer la forme des surfaces d'aire
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minima ayant un contour fixe donné ; en Physique, nous dirions
la figure d’équilibre d’une lame fluide qui est encadrée par un con-
tour donné. Et ce qui est tout & faitremarquable, c’est que, d’aprés
les méthodes de Riemann, dans les cas les plus simples, les fonec-
tions bien étudiées depuis longtemps dans I’Analyse suffisent a la
résolution du probléeme.

Ces applications dont je parle ne sont, il est clair, qu'an c6té
de la question, car Vimportance capitale des méthodes, qui appar-
tiennent 4 la théorie générale des fonctions, a trait, sans nul doute,
au c6té qui touche aux Mathématiques pures. Il me faut chercher
4 développer cet ordre d'idées d’'une maniére plus précise, comme
I'exige importance du sujet, sans pour cela présupposer que I'au-
diteur en ait déja une connaissance approfondie.

Permettez-moi de répondre, dés le début, i une question gé-
nérale : celle relative au progrés, dans le domaine des Mathéma-
tiques pures. Aux regards de ceux qui sont étrangers i celte
science, lavancemenl en parait peul-élre tenir de I'arbitraire, car
pour celui qui n’est pas ici sur son terrain, il manque un point de
comparaison bien déterminé sur lequel puisse se concentrer l'at-
tention. Et cependant il n’en existe pas moins un guide sir et,
dans un sens plus restreint, bien connu dans toutes les autres
disciplines de l'intelligence humaine.

C’est la continuité historique. Les Mathématiques pures pro-
gressent & mesure que les problémes connus sont approfondis
en détail d’aprés des méthodes nouvelles. A mesure que nous
comprenons mieux les anciens problémes, les nouveauz se pré-
sentent d’euzx-mémes.

En partant de ce principe, nous devons jeter un coup d’eeil sur
la matiére élaborée dans la théorie des fonctions que trouvait i sa
disposition Riemann dans les débuts de sa carriére. On avait dé-
couvert que, parmi les fonctions analytiques d'une variable, c’est-
a-dire les fonctions de (2 + iy), trois grandes catégories sont par-
ticuli¢rement dignes d’attention.

Ce sont d’abord les fonctions algébrigues, qui sont définies
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par un nombre fini-d’opérations élémentaires (addition, multipli-
cation, division) et regardées ainsi par opposition aux fonctions
transcendantes dont la fixation nécessite une suite infinie desdites
opérations. Parmi ces dernitres fonclions, les plus simples qui se
présentent d’abord sont naturellement : d'une part, les loga-
rithmes ; de 'autre, les fonctions trigonométriques, le sinus, co-
sinus, etc. Des recherches ultérieures avaient conduit alors, d'une
part, aus

onetions elliptiques qui proviennent de l'inversion de
Pintégrale elliptique de premiére espéce et, d’autre part, 4 d'autres
fonctions qui ont des relations avec la série hypergéométrique
de Gauss, et qui sont les fonctions sphériques, les fonctions de
Bessel, la fonction gamma, ete.

La gloire de Riemann peut étre dépeinte en peu de mots, en di-
sant que, dans chacune de ces trois grandes catégories de fonctions,
il a trouvé des résultats et des méthodes inconnus avant lui, et que
ses découvertes forment une source qui, loin d’¢tre tarie, n'en est
que chaque jour plus féconde. Quelques indications nous le feront
mieux saisir.

L'étude des fonctions algébriques revient essentiellementa celle
des courbes algébrigues, dont les propriéiés font le sujet d’étude
des géometres, qu'ils se complent parmi les adeptes de la Géo-
métrie analytique, o les formules jouent le rdle principal, ou
bien de la Géométrie synthétique, an sens de Steiner et de von
Staudt, ot I'on étudie la maniére dont sont engendrées les courbes,
al'aide de séries de points ou de faisceaux de rayons. Le point de
vue essentiellement nouveau qu’a introduit Riemann dans cetle
théoricest celuide la transformation générale univoque. Dés ce mo-
ment, les courbes algébriques, en nombre immense de formes, sont
réunies en grandes catégories o, faisant abstraction des propriétés
spéciales de la forme particuliére des courbes, Uon aborde I'étude
générale des propriétés communes & toutes les courbes ainsi réu-
nies. Les géomeétres ne manquérent pas d’étudier, a leurs points
de vue spéciaux, les résultats obtenus par ces méthodes et de pour-
suivre celte voie, et principalement Clebsch, qui allaqua aussitot

le probléme consistant & introduire ces méthodes dans Uétude
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des figures algébriques a plusieurs dimensions. Il est devenu né-
cessaire que la géoméirie sur les courbes cherche & s'assimiler
toutes les méthodes et conceptions de Riemann dans ce qu'elles
ont de plus profond. Un premier pas déja fait est la construction,
sur la courbe méme, d’une sorte de contre-partie, d’image de la
surface de Riemann & deux dimensions, ce qui peut se faire de
bien des maniéres. Le progrés qui reste a faire serait d’apprendre
A traiter alors les recherches qui se présentent parles méthodes de
la théorie des fonctions, au moyen de cette image de la surface de
Riemann.

La théorie des intégrales elliptiques trouva son extension dans
la considération des intégralesles plus générales de fonctions algé-
briques aprés que, dans la décade commencant par la vingtieme
année du siécle, le Norvégien Abel eut publié sés premiéres re-
cherches fondamentales. On devra toujours regarder comme un
des plus beaux tires de gloire de Jacobi, d’avoir réussi, par une
espéce de divination, a poser pour ces intégrales un probléme
d’inversion qui, de méme que Pinversion directe dans le cas de
Pintégrale elliptique, conduit & des fonctions uniformes. La réso-
lution explicite et compléte de ce probléme de U'inversion est la
question centrale dont la solution a été enfin atteinte en méme
temps, mais par des moyens différents, et par Weierstrass et par
Riemann.

On a toujours considéré le grand Mémoire Sur les fonctions
abéliennes, ol Riemann publia sa théorie en 1857, comme la plus
brillante de toutes les merveilleuses productions de son génie.
En effet, les résultats y sont obtenus par des moyens qui ne sont
pas pénibles, 4 Uaide des réllexions immédiates basées sur les mé-
thodes géoméiriques auxquelles nous avons fait allusion.

Autrefois ('), j’ai démontré qie U'on obtient les résultats de

(1) Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und threr Inte-
grale, par F. Klein; Leipzig, Teubner, 1882. — Une traduction anglaise par
Miss I'. Hardcastle a été récemment publiée par Mac Millan et G*; Londres. —
Comparer aussi : Elliptische Modulfunctionen, t.1, p.492 et suiv., Klein-Fricke;
ainsi que le Cours lithographié de M. Klein, Riemannsche Fliachen. — (L. L.).
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Riemann relatifs aux intégrales, aussi bien que les conclusions re-
latives aux fonctions algébriques, d’une maniére des plus claires,
en considérant des courants permanents d’un fluide, disons des
courants électriques, sur des surfaces fermées quelconques situées
dans I'espace. Mais tout ceci n’a trait qu'a la premiére partie du
travail de Riemann. La seconde parlie, qui se rapporte aux séries
théta, est peut-étre encore plus remarquable. On y arrive a ce
merveilleux résultat, que les séries théta qu’exige pour sa résolu-
tion le probléme jacobien de I'inversion ne sont pas les séries
théta les plus générales; et il se présente alors cette nouvelle
question : déterminer le réle des séries générales théta dans cetle
théorie.

D’aprés une remarque de M. Hermite, Riemann connaissait
déja le théoréeme publié¢ plus tard par Weierstrass, et qu'ont
traité derniérement Picard et Poincaré, théoréme qui fait voir que
les séries théta suffisent pour la représentation des fonctions pé-
riodiques les plus géndrales de plusieurs variables.

Mais je ne puis ici entrer dans plus de détails sur ces ques-
tions.

Donner un exposé du développement qui a suivi les fonctions
abéliennes de Riemann serait chose d’autant plus hasardeuse que
les recherches étendues de Weierstrass sur le méme sujet ne sont
encore connues que par quelques cahiers de legons des cours de ce
grand géométre. Je m’en tiendrai encore & cette scule remarque
que limportant ouvrage de Clebsch et Gordan, qui parut en 1866,
tendait essentiellement a démontrer les résultats de Riemann, en
les rattachant & la Géométrie analytique et a I'étude des courbes
algébriques. Les méthodes de Riemann furent & cetle époque
comme une espéce d’arcane mystéricux appartenant a ses éléves
directs, et elles furent regardées d’abord avec défiance par les
autres mathématiciens. Mais aujourd’hui, je dois encore le répéter,
comme je I'ai déja fait a propos des courbes, les progres de la
Science ont amené nécessairement toutes les méthodes de Riemann

a faire partie intégrante du domaine commun 4 tous les mathéma-
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ticiens. Il est intéressant, & ce point de vue, de live les traités les
plus récents publiés en France (').

La troisi¢éme grande catégorie de fonctions dont j’ai parlé em-
brasse les lois de dépendance qui se rattachent  la série fypergéo-
métrigue de Gauss, Dans une signification plus large, ce sont les
fonctions qui peuvent éire définies & I'aide d’équations différen-
tielles linéaires & coefficients algébriques. Sur ce sujet, Riemann,
pendant sa vie, a publié senlement un premier travail (1856) qui
s’oceupe du cas hypergéométrique méme et qui démontre, d'une
facon tout a fait extraordinaire, comment toutes les remarquables
propriétés déja connues de la fonction hypergéométrique peuvent,
sans aucun aulre caleul, se déduire du mode d’existence de la
fonction, lors de circuits décrits autour des points critiques. Nous
savons aujourd’hui, par ses manuscrits posthumes, sous quelle
forme analogue il pensait aborderla théorie générale des équations
différentielles linéaires d’ordre 2 : ici aussi le groupe des substi-
tutions linéaires qu'admettent les solutions, lors de circuits décrits
autour des points critiques, tient la premiére place et fournit la
principale caractéristique servant a la classification.

Le principe de cette méthode, qui correspond a un certain point
au traitement des intégrales abéliennes par Riemann, n’a pas en-
core 61é appliqué complétement de la maniére toute générale
qu’avait en vue celui-ci. Les nombreuses recherches sur les équa-
tions différentielles, publiées par les aulres géomeétres depuis
trente ans, n’ont encore assemblé que quelques portions de cette
théorie. On doit, en particulier, citer a ce point de vue les re-
cherches de Fuchs.

Du reste, cette théorie, tant qu'on s’en tient aux équations
différentielles linéaires du second ordre, est susceptible d’inter-
prétation géométrique simple. On est amené i y considérer la

représentation conforme du champ d’évolution de la variable in-

(') Voir PicArp, Zraité d’Analyse, t. 1, IL, 1II, parus; 1893-1894-1895. — Ap-
PELL et Goursat, 7héorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, avec
Préface de M. Hermite; 18g4. Paris, Gauthier-Villars et fils. — (F. KLEIN).

R. b.
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dépendante que I'on obtient 4 I'aide duquotient de deux solutions
particulieres de 'équation différentielle.

Dans le cas simple de la fonetion hypergéométrique, on obtient
alors la représentation conforme d’un demi-plan sur un triangle,
dont les cOtés sont formés par des arcs de cercle, et Pon passe
ainsi d’une maniére remarquable & des études qui appartiennent
ala Trigonométrie sphérique. En général, il y a des cas ou I'in-
version est uniforme, ce qui nous donne alors accés A ces remar-
quables fonctions d’une variable qui, 4 linstar des fonctions pé-
riodiques, se reproduisent inaltérées par 'effet de transformations
linéaires en nombre infini et que j’ai désignées en conséquence par
le nom de fonctions automorphes. Ces développements, dont
s'occupent actuellement ceux qui prennent comme sujet d’études
la théorie des fonctions, se trouvent tous d’une maniére générale
plus ou moins explicite dans les manuserits laissés par Riemann,
et, en particulier, surtout dans le travail sur les surfaces minima,
dont j’ai déja parlé. Je ne puis ici passer sous silence le Mémoire
de Schwarz sur la série hypergéométrique et les.recherches de
Poincaré qui ont déblayé la voie dans la théorie des fonctions
automorphes. Dans cette grande catégorie rentrent encore les
études sur les fonctions modulaires elliptiques et les fonctions des
corps réguliers. i

Je ne puis achever le comple rendu des écrits de Riemann
sur la théorie des fonctions, sans parler d’un Mémoire qui tient
une place & part. Clest un Mémoire qui renferme d’intéressantes
contributions & la théorie des intégrales définies et qui est devenu
des plus célebres, surtout par une application que Riemann y fait
a un probléme de la théorie des nombres. Il s'agit de la lo; de
distribution des nombres premiers dans la série naturelle des
nombres.

Riemann en donne une expression asymplotique qui se rap-
proche essentiellement plus prés des résultats des dénombrements
empiriques que toules les formules qui avaient été tirées par in-
duction de ces dénombrements mémes,
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Deux importantes remarques se rattachent & ceci. Et d’abord,
veuillez bien observer la connexion merveilleuse entre les diverses
branches des hautes Mathématiques, car voici un probléme qui
semble appartenir aux éléments de la théorie des nombres et qui
trouve une solution bien inattendue au moyen de recherches les
plus fines de la théorie des (onctions. Kt ensuite, je dois remarquer
que les démonstrations de Riemann, comme il en fait lui-méme
I'observation, ne sont pas complétes et que méme aujourd’hui,
malgré de nombreux efforts en ces tout derniers temps, elles
n’ont pu encore étre établies sans quelques lacunes. Riemann doit
avoir beaucoup travaillé a I'aide seule de I'intuition. Et ceci s’ap-
plique, il est nécessaire de le dire aussi, & la maniére dont il a
posé les principes de base de la théorie des fonctions.

En effet, Riemann y emploie un procédé de raisonnement dont
on fait souvent usage en Physique mathématique et qu'il a désigné,
en '’honneur de son maitre Dirichlet, sous le nom de principe de
Dirichlee. 11 s’agit de la détermination d'une fonction conlinue,
pour laquelle une certaine intégrale double doit atteindre un mi-
nimum et le principe (') susdit sous-entend, dans le traitement
de la question, que I'ezistence d'une telle fonction est évidente
par soi.

OrWeierslrass a montré qu’il y a la une conclusion défectueuse.
Il se pourrrait, en effet, que le minimum, que nous cherchons,
désignit seulement une limite que 'on ne puisse jamais atteindre
dans le domaine des fonctions continues. Ainsi une grande partie
des développements de Riemann menaceraient ruine. Mais non,
au contraire; car malgré cela, les féconds résultats que Riemann
établit & P'aide du principe susdit sont tous parfaitement exacts,
comme I'ont démontré en détail plus tard Karl Neumann et Schwarz

(') Par principe j’entends ici, conlraivement par conséquent 4 une maniére de
s'exprimer tres répandue, Penchainement, la marche du raisonnement, et non les
résultats qu’on en déduit. A cette occasion, j'attire Uattention sur un Mémoire
de W. Thomson (Lord Kelvin), publié en 1847 dans le Journal de Mathéma-
tigues de Liouville, t. XII, et qui a été trop peu étudié par les géometres alle-
mands. Le principe en question y est énoncé en grande généralité. — (F. KLEIN),

Voo N
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avec une rigueur parfaite. 1l faut done se figurer que Riemann a
di originairement Lirer ses théorémes mémes de Uintuition phy-
sique qui s’est confirmée encore une fois ici comme une méthode
de découverte (heuristisch) et que, s'il a eu recours aprés a la
méthode de raisonnement en question, ¢’était pour conserver un
ordre dans les idées et un ensemble de procédés mathématiques
homogenes; ct, comme I'indiquent de plus longs développements
de la dissertation, Riemann a parfaitement bien senti certaines
difficultés, mais il n’y a pas insisté autant qu’il ait été nécessaire,
en voyanl que son entourage immédiat et Gauss lui-méme avaient
accepté des raisonnements pareils dans des cas analogues.

Nous en avons maintenant fini avec ce sujet des variables com-
plexes. Elles représentent le seul domaine que Riemann ail tra-
vaillé d’'une maniére compléte. Ses autres Mémoires sont plutot
des travaux détachés. Mais hitons-nous d’ajouter quel'on se ferait
une image bien insuffisante du grand mathématicien qui a nom
Riemann, si I'on voulait laisser de coté ces autres recherches. En
effet, abstraction faite des trés remarquables résultats qu'il y ob-
tient, ils nous donnent lindication de la présentation générale
qu'il avait & ceeur et du programme de travaux qu'il espérait me-
ner 4 bonne fin. Et chacune de ces contributions a une influence
dominante et déterminante, que je désire vous exposer, sur les
développements ultérieurs du progrés de la Science.

Avant tout, répétons encore que le traitement, employé par
Riemann dans la théorie des fonctions d’une variable complexe et
qui a, pour point de départ, I'équation aux dérivées partielles du
potentiel, n'est qu'un wnigue exemple du traitement analogue
qu’il avait en vue pour tous les autres problemes de la Physique
qui conduisent & des équations aux dérivées partielles ou, en gé-
néral, & des équations différentielles. Son but était de rechercher
quelles sont les discontinuités compatibles avec des équations
différenticlles et jusqu’a quel point les solutions peuvent étre
déterminées par les discontinuilés qui se présentent el par les
conditions accessoires du probléme. L’accomplissement de ce

programme, avancé depuis lors de bien des cotés différents et
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qui a été essentiellement attaqué avec un succes tout particulief
par école des géométres francais dans les derniéres années; ne
tend & rien moins qu'a établir systématiquement, sur de nou-
velles bases, les méthodes d’intégration de la Mécanigue et a’;ﬁt
la Physique mathématique. : ‘

Dans cet ordre d'idées, Riemann lui-méme n’a traité en de’t;i’il’
qu’un seul probléme. Ceci se rapporte au Mémoire Sur la pro-
pagation des ondes aériennes planes & ondulations d’ampli-
tude finie (1860). \

Dans les équations linéaires aux dérivées partielles de la Phy-
sique mathématique, on doit distinguer deux types principaux :
le type elliptique et le type hyperbolique, types dont I'équation’
difféventielle du potentiel et 1’équalinn. différentielle des cordes
vibrantes forment respectivement I'exemple le plus simple. A coté
d’eux se présente, comme cas intermédiaire de passage, le type
parabolique, auquel appartient, par exemple, I'équation différen-
tielle de la conduction thermique.

De récentes recherches de Picard ont démontré que les mé-
thodes d'intégration de la théorie du potentiel peuvent, en géné-
ral, avec une modification convenable, s’étendre, aux équations
différentielles du type elliptique. Mais qu’arrive-t-il relativement
aux autres types? A ce point de vue, ce Mémoire de Riemann est
une premiére contribution rés importante. Riemann y fait voir
les modifications bien remarquables qui doivent étre apportées au
probléme de contour bien connu de la théorie du potentiel et i sa
solution par Pentremise de la fonction de Green, afin que le dé-
veloppement subséquent reste légitime dans le cas des équa-
tions difféventielles du type hyperbolique. Mais le Mémoire de.
Riemann est encore particuliérement intéressant a d’autres points
de vue.

La réduction du probléme, indiqué dans le titre, & une équation
différentielle linéaire est déja un résultat trés important. Ensuite,
dans tout le Mémoire, se présente une méthode de traitement qui
certainement n’élonnera pas les physiciens : c'est le traitement
graphigue du probléme. Je puis faire de ceci Uobjet d’une re-
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marque toute spéciale. La méthode en question est, de nos jours,
trés peu prisée des mathématiciens, habitués aux recherches ab-
straites. Il est alors d’autant plus satisfaisant de voir une autorité
mathématique, comme Riemann, en faire usage lorsque 'occasion
s’en présente et savoir en tirer les conséquences les plus remar-

quables.

Il nous reste encore & parler des deux grandes esquisses que
présente Riemann en 1854, & I'dge de 28 ans, lors de son « Habi-
litation » : le Mémoire Sur les hypothéses qui servent de fonde-
ment & la Géométrie, ev'écriv: Sur la possibilité de représenter

“une fonction par une série trigonométrigue. 1l est extraordi-
naire que le public mathématique général ait apprécié si diffé-
remment ces deux travaux. Les hypothéses qui servent de fon-
dement & la Géoméirie ont depuis longtemps recu 'accueil que
méritait cette ceuvre, et cela surtout depuis que Helmholtz y porta
son altention comme nombre d’entre vous le savent; mais l'étude
relative aux séries trigonomélriques n'a été connue pendant bien
longtemps que dans un cercle restreint de mathématiciens. N'em-
péche que les résultats qu’elle renferme ou, je dirais plutot, les
considérations auxquelles cette étude a donné lieu, et celles qui
s’y rattachent, sont de U'intérét le plus élevé au point de vue phi-
losophique des théories de la Science.

Pour ce qui est des lypothéses de la Géométrie, je n'al pas
Pintention de m’étendre sur la portée philosophique de la ques-
tion, car je n’ai rien de nouveau & en dire aujourd’hui. Dans cette
discussion, il s’agit, pour les mathématiciens, moins de l'origine
des axiomes géométriques que de leur corrélation logique. La
question la plus célebre est celle qui a trait a laxiome des pa-
ralleles.

Les recherches de Gauss, Lobatscheffsky et Bolyai (pour citer
seulement les noms les plus célébres) ont, comme on sait, dé-
montré que l'axiome des paralleles n’est nullement une consé-

quence des axiomes restants et que, si I'on fait abstraction de cet
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axiome, on peut construire une Géométrie générale parfailement
logique qui renferme la Géoméirie habituelle comme cas parti-
culier.

Riemann a donné 4 ces importantes recherches une tournure
nouvelle et spécifique, par son exposition des principes de la Géo-
métrie analytique,

L’espace se présente alors a lui comme un cas particulier d’une
variété triplement étendue ou le carré de I'élément d’arc est ex-
primé par une forme quadratique des différenticlles des coor-
données. Je ne parlerai pas davantage des résultats géométriques
spéciaux qu'il obtient ainsi, ni encore moins des développements
subséquents qui ont é1é faits dans ces théories. L'essentiel 4 re-
marquer en celte connexion, ¢’est que Riemann est encore ici
resté fidele & son idée fondamentale : Saisir les propriéiés des
choses, d’aprés leur mode d’existence dans Uinfiniment petit.
Il a ainsi ouvert ici le chemin & un nouveau Chapitre du Calcul
différentiel : I'étude des eaxpressions différentielles quadratiques
& nombre de variables quelconque; et, conjoinlement a ceci, &
Uétude des invariants que possédent ces expressions différen-
tielles pour des transformations quelconques des variables. Pour
compléter les précédentes considérations de cette allocution, je
vais ici tenter un instant d’exposer le coté abstrait de ces ques-
tions.

Certainement il n'est pas indifférent, dans la recherche et la dé-
couverte des lois mathématiques, d’attribuer ou non aux symboles
avec lesqueéls on opére une signification déterminée ; en effet, la
présentation concréte nous fournit la liaison des idées qui doit
nous conduire en avant. A I'appui de ce dire, je n’aurais qu’d
répéter ce que j'ai déja dit sur le rapport intime de la Mathéma-
tique de Riemann et de la Physique mathématique. Mais, indé-
pendamment de ceci, les résultats qui dérivent des recherches des
Mathématiques pures sont bien au-dessus de tout ce genve de
particularisations. (Vest un schéma général logique, systeme dont
le contenu particulier n'est pas indifférent, ce contenu pouvant

éire choisi de maniéres diverses. A ce point de vue, il n’y a
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donc rien d’élonnant i ce fait que plus tard (1864) Riemann, dans
son Mémoire en réponse & une question mise au conceurs par
I’Académie des Sciences de Paris, ait fait une application des
principes du Mémoire sur les hypothéses de la Géomélrie aux
équations différentielles d’un probléme relatif a la conduction
thermique, probléme, par conséquent, qui certes n’a rien A faire
avec les hypothéses de la Géométrie. Et c’est dans le méme sens
que se rattachent au méme sujet les recherches actuelles sur I'é-
quivalence et la classification des questions les plus générales de
la Mécanique. En effet, on peut, d'aprés Lagrange et Jacobi, re-
présenter les équations différentielles de la Mécanique enles fai-
sant dépendre d'une unique forme quadratique des diflérentielles
des coordonnées.

Jarrive enfin au travail sur les séries trigonométriques, que
j’ai intentionnellement réservé pour la fin, car ce Mémoire per-
met de faire ressortir un dernier caractére essenticl du portrait
de Riemann. Dans mes rapides exposés précédents, j’ai pu tou-
jours m’appuyer sur les présentations connues de la Physique ou
de la Géométrie. Mais le génie profond et pénétrant de Riemann
ne s'est pas contenté de faire 'emploi de 'intuition géométrique
et physique. Il est allé plus loin et a abordé la critique de la
Science méme et des questions relatives a la nécessité des relations
mathématiques dérivant des intuitions précitées.-

Il s’agit, en un mot, des Principes de U’ Analyse infinitési-

male. Dans les travaux déja analysés, Riemann n’a abordé qu’en
passant, ou d’une fagon détournée, les questions dont il s’agit
maintenant. Il en est tout autrement dans ce travail sur les sé-
ries trigonométriques. [l ne traite malheureusement que quelques
problémes qui peuvent se résumer ainsi : une fonction peut-elle
érre discontinue en chaque point, et, pour des fonctions d'une
nature si générale, y a-t-il des circonstances ott 'on puisse encore
parler d’une intégration ? Mais Riemann traite ce probléme d'une
fagon tellement supérieure que les recherches des autres savants

sur les principes mémes de I'Analyse en ont recu une impulsion
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extraordinaire. La tradition nous apprend que plus tard Riemann
lui-méme indiquait & ses ¢leves le point suivant qui s’y trouve
comme étant le résultat le plus merveilleux de la critique mo-
derne : I’existence de fonctions continues qui ne sont, en aucun
point, susceptibles de différentiation. Gertes, plus tard, on en a
appris davantage sur ce genre de fonetions illogiques, suivant
une expression longtemps usitée, par les travaux de Weier-
strass, qui a contribué le plus a cette Théorie des Sfonctions
réelles de variables réelles, comme 'on nomme ce domaine en-
tier, développé principalement par lui sous la forme rigoureuse
actuelle.

Pour moi, les développements de Riemann sur les séries trigo-
nométriques doivent étre regardés, quant aux principes fondamen-
taux, comme parfaitement d’accord avec les méthodes d’exposition
de Weierstrass, qui, dans cetle question, bannit complétement
lintuition géométrique et n’opere exclusivement que sur des défi-
nitions arithmétiques. Mais je ne puis m'imaginer que Riemann,
dans son for intérieur, ait jamais pu regarder Pintuition géomé-
trique, ainsi que le font certains représentants zélés des Mathe-
matiques hypermodernes, comme quelque chose de contraire &
Pesprit mathématique et devant conduire nécessairement a des
conclusions erronées. Il a dii, au contraire, penser que, dans les
difficultés qui se présentent ici, il est possible de trouver un ter-
rain de conciliation.

Nous sommes précisément amenés ainsi a effleurer une question
qui peul étre d’importance capitale pour le développement de la
Science pure actuelle.

Des le début de leurs études, ceux qui cultivent notre Science
apprennent chaque jour davantage i connaitre les rel_ations. coTn,
pliquées et délicates dont I'Analyse moderne a révélé la possibilité.
Ceci est certainement une bonne chose, mais qui a pour consé-
quence possible et digne de réflexion que les jeunes mathémati-
ciens n'aient trop de tendance A craindre de formuler des théo-
rémes déterminés et manquent de cette fraicheur dans les idées
sans laquelle, méme en la Science, on ne peut contribuer au pro-
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gres. Et, d’autre part, le plus grand nombre de ceux qui s’oc-
cupent d'applications croit pouvoir se soustraire & la considéra-
tion de toutes les difficiles recherches que nous venons d’indiquer.
Ils se séparent ainsi de Ia Science rigoureuse et tendent & déve-
lopper, pour leur usage personnel, une espéce de mathématique
particuliére qui, comme un rejeton, sort de terre et grandit en
enlevant la force au vieil arbre.

Il faut unir toutes nos forces pour triompher de ce danger de
scission. Quil me soit permis de préciser, & I'aide de deux ar-
ticles de foi, la position que je prends i cet égard.

Je crois d’abord que les imperfections, que I'on reproche du
coLé mathématique & lintuition géomélrique, ne sont que tempo-
raires, et que l'on peut développer Iintaition de telle sorte qu’a
son aide on arrive & saisir les considérations abstraites des ana-
lystes, au moins dans leur tendance.

Je crois ensuite qu'au moyen d’un tel développement de I'intui-
tion exercée, la possibilité d’appliquer notre Science aux circon-
slances du monde extérieur ne changera jamais profondément,
pourvu qu’on soil toujours bien résolu 4 considérer cos applica-
tions, en général, comme une sorte dinterpolation représentant
les relations avec une exactitude qui suffit au but pratique envi-
sagé, mais ne jouissant que d’une exactitude limitde.

Je termine par ces remarques adresse que vous avez hien voulu
¢écouter si patiemment. Vous avez pu reconnaitre que, dans les
Sciences mathématiques, il 'y a.pas un instant darvél, et que
Pactivité y est aussi incessante que dans les Sciences naturelles.
Etceci est une loi générale. Nombreus, certes, sont les travailleurs
au développement de la Science, mais ¢'est 4 un bien pelit nombre
d’¢éminents chercheurs qu'elle doit ses impulsions nouvelles et
fécondes. La pérviode d’activité et d'influence de ces grands hommes
n'est pas limitée aux seuls instants de leur court passage sur la
terre; leur travail conlinue, car chaque jour on saisit davantage
leurs profondes pensées. Indubitablement il en est ainsi de
Riemann.
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A

Puissé-je avoir réussi aujourd’hui a vous faire regarder cette
allocution, non comme le tableau d’une époque déja écoulée,
inspiré par un sentiment de pieuse admiration pmu.* le mz'mrfe,
mais bien plutdt comme un rapport sur les queslxm.ns vitales
qui déterminent le caractére de la Science mathématique mo-

derne.
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mathématiques de Riemann, éditées par MM. H. Weber et R. Dedekind.

gL

Si 'on désigne par z une grandeur variable qui peut prendre
successivement toutes les valeurs réelles possibles, alors, lorsqu’a
chacune de ses valeurs correspond une valeur unique de la gran-
deur indéterminée v, I'on dit que ¢ est une fonction de 3, et,
tandis que s parcourt d'une maniére continue toutes les valeurs
comprises entre deux valeurs fixes, lorsque o varie égalementd’une
maniére continue, 'on dit que cette fonction g est continue dans
cet intervalle [1] (*).

(*) Cette indication renvoic aux notes des éditeurs placées a la suite des
Mémoires.

R. 1
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(Cette définition ne stipule aucune loi entre les valeurs isolées
de la fonction, clest évident, car lorsqu'il a é1é disposé de cette
fonction pour un intervalle déterminé, le mode de son pro-
longement en dehors de cet intervalle reste tout a fait arbi-
raire.

La maniére dont la grandeur 4 dépend de = peul étre donnée
par une loi mathémalique, en sorte que, par des opérations de cal-
cul déterminées, 'on pourra, de chaque valeur de z, déduire la
valeur correspondante de .

La possibilité d’¢tre déterminées pour toutes les valeurs de 3,
comprises dans un intervalle donné, par la méme loi de dépen—
dance, était autrefois attribuée seulement aux fonctions d'une
cerlaine classe (functiones continuce dans la terminologie d'Eu-
ler); mais des recherches modernes ont fait voir qu'il existe des
expressions analytiques par lesquelles toute fonction conlinue
peut étre représentée dans un intervalle donné.

11 est donc indifférent de définir la dépendance de la gran-
deur v de la grandeur z comme donnée arbitrairement ou bien
comme reposant sur des opérations de calcul déterminées. Les denx
définitions sont équivalentes par suite des théorémes auxquels
nous venons de faire allusion.

Mais il en est autrement lorsque la variabilité de la grandeur z
n'est pas limitée aux valeurs réelles, et que I'on admel aussi des

—1).

valeurs complexes de la forme 2 4972 (oil i
Soient

z+yi el w4+ yi+de+dyi

deux valeurs de la grandeur s qui différent infiniment peu
entre elles et auxquelles correspondent les valeurs

w--iy et u-+ i+ du+ dec
de la grandeur .
Or, lorsque la dépendance de la grandeur o de z est prise
’ B <] I
du—+dvi -

arbitrairement, le rapport ——— — variera, d'une maniére géné-
dx - dyi

rale, avec les valeurs de dz et dy, car, sil'on pose

da ~+ dyi=ce?,
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I'on a 3
du + doi = i (f)fi 5 t)£> ;
dx + dyi Ta\0F  dy
L [9,‘,‘ e ‘E) Z-] dmidrit
3| e Ny " dn oy dao - dyi
ou  0p 1 /00 ou\ .
<TTTO7>‘+5(EE~J)1

L IJou de +(()v TN e
t 7 % Uj’ \dx == ;]‘}—’ T || e=7P%,

Mais, de quelque maniére que v puisse étre délerminée comme
fonction de z par une combinaison des opérations élémentaires du

SRR

caleul, la valeur de la dérivée [(l[—'f sera loujours indépendante de
la valeur particuliére de la différentielle dz (V).

Il est done évident que par celte voie on ne peul pas exprimer
une dépendance quelconque de la grandeur complexe « de la
grandeur complexe z.

Ce caractére, que nous venons d’indiquer, commun a toutes les
fonctions qui peuvent étre déterminées d’une maniére quelconque
par les opérations du caleul, nous le prendrons comme hase dans
larecherche suivante, ot I’on considérera une telle fonction indé-
pendamment de son expression. Maintenant alors, sans en dé-
montrer lalégitimité générale et suffisante pourla définition d’une
dépendance exprimable par les opérations du calcul, nous pren-
drons pour point de départ la définition suivante :

Une grandeur variable complexe wv est dite une fonction d’une
autre grandeur variable complexe = lorsquielle varie avec elle
de telle sorte que la valeur de la dérivée % est indépendante de
la valeur de la différentielle dz. £

§ IL

La grandeur =z et de méme la grandeur (v, seront considérées
comme des grandeurs variables qui peuvent prendre Loute valenr
complexe.

4(\‘) Cclv;c aﬂu'mmmn est é\'idcp‘uf)c.nt jusliﬁ‘éc dans tous les cas ou l'on peut

tirer de I'expression de w en z, & Paide des régles de la différentiation, une ex-
Al w . e s

pression de 7z OS5 quant @ sa légitimité rigourcuse et générale, nous ne nous

en occupons pas pour Finstant. — ( RIEMANN.)
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La conception d’'une telle variabilité, qui est relative & un do-
maine connexe 4 deux dimensions, est essentiellement facilitée si
l'on s’appuie sur I'intuition géométrique.

Imaginons chaque valeur z + yi de la grandeur s représentée
par un point O du plan A, dont les coordonnées rectangulaires
sont z et y, et chaque valeur u—+iv de la grandeur @ par un
point Q du plan B, dont les coordonnées rectangulaires sont u
et ¢. Toute relation de dépendance de la grandeur w de z sera
représentée alors comme une relation de dépendance de la posi-
tion du point Q de celle du point O. Lorsqu’a toute valeur de s
correspond une valeur déterminée de g, variant d'une maniére
continue avec z, en d’autres termes u el ¢ sont-ils des fonctions
continues de z et y, alors & tout point du plan A correspond un
point du plan B, & toute ligne, d'une manitre générale, une
ligne, a toute portion connexe de surface, une portion de surface
également connexe. Par conséquent, 'on pourra se figurer cette
dépendance de la grandeur w de 5 comme une représentation du
plan A sur le plan B.

§ IIL

11 s’agit maintenant de rechercher de quelle propriété jouit
cette représentation lorsque o est une fonction de la grandeur
complexe z, c’est-a-dire lorsque L%’ est indépendant de dz.

Nous désignerons par o un point indéterminé du plan A dans
le voisinage de: O, et son image sur le plan B par ¢, et ensuite
par 22—+ yi+dx +-dyi, et par u—+vi+du—+dvi les valeurs des
grandeurs 5 et v en ces points. Alors diz, dy et du, do peuvent
élre regardées comme les coordonnées rectangulaires des points o
et g relativement aux points O et Q pris comme origines; et, si
Pon pose dx + dyi =ze¥ et du + dvi=re¥, les grandeurs ¢,
@, 1, b seront les coordonnées polaires de ces points relativement
4 ces mémes origines. Soient maintenant o’ et o” deux positions
quelconques déterminées du point o, infliniment voisines de O,
et attribuons aux désignations respectives qui leur correspondent
les mémes lettres que précédemment, mais accentuées; l'on a,

1534
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par hypothése, : '
du'+-do'i  du'+-dv'i
. da' - dy’i T da'+-dy’i
et, par suile,

i+ do' i

da'—+ dy'i
du' 4 dv'c

da"+ dy" ¢ =

(o' —o*)i
elo .)17

:
n 0 "
= D otgmi—

il

d’on

c’est-d-dire que dans les triangles o/ 0", ¢'Q¢" les angles o/ 0o,
q'Qq" sont égaux et compris entre des colés respectivement pro-
portionnels.

Par conséquent, entre deux triangles infinitésimaux qui se cor-
respondent, il y a similitude et il en est par suile de méme en gé-
néral entre les plus petites parties du plan A et leur représenta-
tion sur le plan B.

Cette proposition souflre une exception seulement dans les cas
particuliers ot les accroissements correspondants des grandeurs z
ctewne seraient pas entre eux dans un rapport fini, hypothése qui,
dans notre déduction de ce rapport, est tacitement exclue ()

§ IV.
Si ’on met gﬂ sous la forme
@+ dyi
du oy . dy ou :
(OI-F(EL)d\L—c—(;)}*D} >([}/1

de~+dyi

il est évident que cette expression pour deux couples de valeurs

(*) Sur ce sujet consulter :

Résolution générale du probléme : Représenter les parties d’une surface
donnée de telle sorte que la représentation soit semblable @ Uloriginal en les
/{[us petites parties, par C.-F. Gauss (Mémoire couronné en réponse a la ques-
tion proposée par la Sociélé Royale des Sciences de Copenhague en 1822). (As-
tronomische Abhandlungen de Schumacher, 3¢ cah. ; Altona, 1825). ( RIEMANN.)
— (OEuyres de Gauss, 1. IV, p. 189).
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quelconques de dz et dy aurala méme valeur au seul cas ott

Jdu  de o dp du

— = & — -
dx  dy Jx dy
Ces conditions sont, par conséquent, nécessaires et suffisantes
pour que ¢ — « - ¢¢ soit une fonction de s v+ yi.
Pour les termes séparés de cette fonction, de ces conditions

l'on déduit les suivantes.

Ja2e  ore

da?

qui forment la base pour U'étude des propriéiés qui se rapportent
4 l'un des deux termes d'une telle fonction considéré séparément.
Nous ferons suivre la démonstration des plus importantes de ces
propriétés par une étude plus approfondie de la fonction compléte;;
mais, auparavant, pour aplanir le terrain de ces recherches, nous
examinerons et nous établirons quelques points appartenant i des
domaines plus généraux.

§ V.

Dans les considérations suivantes, nous limiterons la variabilité
des grandeurs , y i un domaine fini, et, comme lieu du point O,
nous n'envisagerons plus le plan A lui-méme, mais une surface T
recouyrant ce plan,

Nous choisissons ce mode de représentation ot il n'y a rien de
choquant & parler de surfaces superposées, afin de pouvoir ad-
mettre que le lien du point O puisse recouvrir plusieurs fois la
méme partie du plan; mais, en un tel cas, nous supposerons que
les portions de surface superposées ne se confondent pas tout le
long d’une ligne, en sorte qu'il n’arrive pas que la surface soit
plide, ni qu d[e soit morcelée en des parties supelpO:,Les

Le nombre des parties de surface superposées en chaque région
du plan est alors complétement déterminé lorsque I'on y donne le
contour en forme et en direction (c’est-d-dire d’aprés Uextérieur
et l'intérieur dudit contour); néanmoins le cours de ces parties
peut encore étre figuré de différentes maniéres.

En effet, si nous menons sur le plan une ligne quelconque lqul

RN

=TT

T

e

-

FONCTIONS D'UNE GRANDEUR VARIABLE COMPLEXE. 7

scetionne la région du plan recouverte par la surface, le nombre
des parties de surfaces superposées varie sculement & la traversée
du contour, et cela de telle sorte que, celte traversée ayant lien
de l'extérieur a l'intérieur, ce nombre varie de - 1, et, dans
le cas contraire, de — 1; par conséquent ce nombre est partout
détermingé. Le long des bords de cetle ligne chaque partie de sur-
face limitrophe suit son cours d’une maniére parfaitement déter-
minée, tant que la ligne ne rencontre pas le contour, car une
indétermination ne peul avoir lieu qu'en un point isolé, c’est-
a-dire, par conséquent, soit en un point de la ligne méme, soit &
une distance finie de cette ligne.

Nous pouvons done, en limitant nos considérations & une partie
de la ligne / suivant son cours i U'intérieur de la surface et a des
bandes de surfaces suffisamment petites situées des deux cotés de
cetle ligne, parler de portions de surface limitrophes déterminées,
dont le nombre est le méme de chaque c6té de la ligne [ et que
nous désignerons, aprés avoiratiribué une certaine direction i cette

ligne, & gauche par a;, a@s, - - .; @, et & droite par &), &, . .., a,
Chaque portion de surface « se raccordera avec une des portions
de surface «'; en général, celle-ci sera la méme portion de sur-
face tout le long de la ligne /, néanmoins celle partie pourrail en
certains points particuliers de la ligne / ne plus éire la méme.
Supposons en eflet que, au-dessus d’un tel point o (c’est-i-dire un
point situé sur le cours antérieur de /), les portions de surface @,
@ay « .., a, se raccordent successivement dans 1'ordre écrit avec
les portions de surface ), a), ..., a,, mais que, au-dessous de &

e soient les portions de surface @y, @y, . .., aq, qui se raccordent
avec a, @y, .- ., a,, les indices u,, s, ..., , élant différents
de 1, 2, ..., nseulement par leur ordre; ceci posé, un point qui
au-dessus de = passe de «; en |, lorsque au-dessous de il re-
vient sur le ¢6té gauche, passera sur la portion de surface a,,, et
lorsqu'il décrit un cirenit autour du point = de gauche & droite [2]
I'indice de la portion de surface sur laquelle il se trouve prendra
successivement les valeurs

Ty %1y gy seey P gy e

Dans cette suile, tant que le terme 1 ne se représente pas, tous
les termes sont nécessairement différents, car un terme intermé-
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diaire quelconque o, est nécessairement précédé par u. et, dans
Pordre de succession, par tous les termes antécédents Jusqu'a r;
mais lorsque aprés un certain nomhre de lermes, m par exemple,
nombre évidemment inférieur & 7, le terme 1 reparait, les autres
termes alors doivent revenir dans le méme ordre. Le point mo-
bile autour de & revient alors aprés m circuils sur la méme por-
tion de surface, et sa marche est limitée & m des parties de sur-
faces superposées qui se réunissent en un point unique sur g.
Ce point, nous le nommerons un point de ramification d’ordre
(m —1) de la surface T. En appliquant ce procédé aux n — m
parties de surfaces reslantes, celles-ci, lorsque leurs cours res-
pectifs sont non isolés, se distribuent en systemes de m,, m.,,
parties de surfaces, auquel cas au point ¢ sont encore situés des
points de ramification d’ordres respectifs (m,— 1), (ma—1)y....

Lorsque la forme et la direction du contour de T, ainsi que la
position de ses points de ramification sont données, T est ou bien
parfaitement déterminée, ou bien limitée & un nombre fini de
figurations distinctes; ce dernier point résulte de ce que ces don-
nées peuvent étre relatives a des portions différentes de surfaces
superposdes.

Une grandeur. variable, qui, d’une maniére générale, c'est-a-
dire sans exclure 'exception faite en des lignes ou points iso-
lés (1), prend en Lout point O de la surface T une valeur déter-
minée variant d'une maniére continue avec la position de ce point,
peut étre évidemment regardée comme une fonction de 2, hiet;
partout ol dorénavant il sera question de fonctions de , y, nous
adopterons cette définition.

Avant de passer i I’étude de pareilles fonctions, nous allons in-
troduire incidemment quelques éclaircissements relatifs a la con-
nexion d'une surface. Nous bornerons notre examen a des surfaces
qui ne sont pas morceldes le long d'une ligne.

(') Cette restriction ne se présente pas par l'eflet méme de la définition d’une
fonction, mais elle est nécessaire pour que le Calcul infinitésimal puisse y étre
appliqué. Une fonclion qui est discontinue en tous les points d’une surface,
comme par exemple une fonction qui, pour z et y commensurables, aurait pour
valeur 1, et partout ailleurs la valeur 2, ne peut étre soumise ni & une différentia-
tion, ni & une intégration; on ne peut donc d’aucune maniére directe appliquer
4 une telle fonction le Caleul infinitésimal. La limitation faite arbitrairement au
sujet de la surface T se justifiera d’clle-méme plus tard (§ XV). — (RizmMany.)
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§ VI

Nous regarderons deux portions de surface comme connexes ou
formées d’une seule piéee, lorsque 'on peut y mener une ligne
ayant son cours & I'intéricur de la surface et joignant un point de
I'une des portions & un point de 'autre; nous les regarderons
comme morcelées lorsque ce fait n’est pas possible.

L’¢tude de la connexion d’une surface repose sur sa décompo-
sition par I'effet de sections transverses, ¢’est-i-dire de coupures
qui, partant d'un point du contour, sectionnent la surface .d'unc
maniére simple (aucun point n'étant traversé plasieurs fois) en
rejoignant un point dudit contour. Ce dernier point peut aussi
étre situé sur les parties du nouyeau conlour prenant ainsi nais-

‘sance, ¢’est-a-dire en un point du cours antérieur de la section

transverse elle-méme.

Lorsque, par U'effet de loute section transverse, une surface
connexe est morcelée, elle est dite simplement connexe; au cas
contraire elle est dite multiplement connexe.

Tutonime 1. — Une surface simplement connexe A est dé-
composée par chaque section transverse ab en deux morceaux
simplement connexes.

Admettons que 'un de ces morceaux ne fit pas moreelé par
une section lransverse cd, dans les trois cas possibles oli aucune
des extrémités ¢, d n’est située sur ab, oit'une ¢ Pest, ot toutes
deux ¢, d le sont, I'on obtiendrait alors évidemment, en rétablis-
sant la jonction respectivement le long soit de toute la ligne ab,
soit de la partie ¢b, soit de la partie ed de cette ligne, une surfac.e
simplement connexe qui ferait partie de A, et cetle surface serait
engendrée par l'effet d'une section transyerse, ce qui esl contraire
i hypothése.

Trtonime I1. — Lorsqu’une surface I est décomposée par
ny sections transverses (') g, en un systéme Ty de m, mor-

(') Par unc décomposition pratiquée 4 l'aide de plusieurs sections transverses
Pon doit toujours entendre une décomposition successive, ¢'est-i-dire que la sar-
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ceaux de surface simplement connexes; et par ny sections

transverses g, en un systéme Ty de m, morceaux de surface,
alors Uon ne peut avoir

Ny — ity > ny— my.

Toute ligne g,, lorsqu’elle n'est pas lout entiere comprise dans
le systéme de sections transverses ¢1, forme en méme temps une
ou plusieurs sections transverses ¢» dela surface T, . Comme points
extrémes des seclions transverses ¢4 l'on devra regarder :

1° Les 27, points extrémes des sections transverses ¢, excep-
Lion faite des cas ou leurs extrémités ont des parties communes
avee une partie da systéme de lignes. ¢, ;

2" Chaque point intermédiaire d’une section Lransyerse g,, ot
cette derniére renconlre un point intermédiaive d’une ligne ¢,
exception faile de ces cas o la section transverse ¢, se trouve
déja située sur une autre ligne ¢, c’est-a-dire lorsqu’une partie
extrémité d'une section transverse ¢y tombe sur qa-

Désignons maintenant par g le nombre de fois que les lignes
des deux systémes se rencontrent el se séparent (ot par consé-
quent chaque point commun unique doit étre complé deux fois),
par v, le nombre de fois qu’une par
avec une portion intermédiaire des @25 par vy le nombre de fois
quune partie extréme des 7= coincide avec une partie intermé-
diaire des g, et enfin par v, le nombre de fois qu'une partie ex-
tréme des ¢, coincide avec une partie extréme des ¢,. Cela posé,
la considération de ’alinéa 1o donne 271, — va—vy, celle de 1’a-
linéa 2°,

tie extréme des ¢, coincide

P —vy extrémités de sections transverses ¢,. Les deux
cas réunis comprennent tous les points extr

émes et chacun compté
sealement une fois ; le nombre de ce

s sections transverses est done

2R3 —Va— vy —y,

=ny+ s,

2

Des conclusions tout 4 fait analogues fournissent, pour le

s MR b G 0

face engendrée par Veflet d’une section transy,
ricurement par une nouvelle section Lran

erse est encore a décomposer ulté-
sverse. — (Riemanny. )

S

e

V. { Tl
FONCTIONS D’UNE GRANDEUR VARTABLE COMPLEXE,

: sur T, qui sont
= P o 2y o
nombre des sections transverses ¢, de la surface T, q
: Al
formées par les lignes ¢, ’expression

2ni— =k e
2
¢est-d-dire
=+ S,

Or la surface T, sera évidemment transformée par les 7, —l—'.s
seclions transverses ¢, en la méme stu'face en laqucllt[: s{e{ra. d;—
composée T, par l'effet des n, -~ s sections transverses ¢, . Mais |
est formée de m2, morceaux simplement connexes et, pal: Cf]nse—
quent, en vertu du théoréme I, est décomposée par 122'1—.; h(is?(‘:
tions transverses en iy - 12, - § morceaux de surfaue; 1l faudrait
par suite, si my était <<m -+ ny— ny, que le nombre d.es mor-
ceaux de ‘surfuce T, fit augmenté de plus de 7, -+ s par Ieffet de
n, -+ sections lransverses, ce qui est absurd.c, i

Par suite de ce théoréme, si le nombre indéterminé de sec-
tions transverses est désigné par n, et celui des morceaux par m,
le nombre n — m sera constant pour toules les décompositions
d’'une surface en morceaux simplement connexes. En effet, I’Z.OH—
sidérons deux décompositions déterminées quelconqu’es, Pune
par leffet de 72, sections transverses en n morceaux, P’autre par
leffet de 72, sections Lransverses en s, morceaux; il faut alors,
lorsque les premiers morceaux sont simplement connexes, que
I'on ait

Ny — My Z ny— My

s ceaux i ent connexes
et, lorsque les seconds morceaux sont simplemen 3

Ny — M Z Ny — My

; ; ; :
par conséquent, lorsque ces deux circonstances ont lieu, Uon doit
avoir
Ny — My = 1y — my.
5 A e s o s le nom
Ce nombre pourra, & bon droit, éire désigné sous le no
d’ordre de la connexion d'une surface;
Il sera diminué de 1 par l'effet de chaque section transverse,
et cela par définition méme;
Il restera invariable par leffet de toute coupure seclionnant
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Pintérieur d’'une maniére simple et partant d’un point intérieur ct
aboutissant soit en un point du conlour, soit en un point anté-
rieur situé sur le cours méme de la section, el :

Il sera augmenté de 1 par L'effer d’une coupure partout simple
située 4 l'intérieur de la surface et ayant deux extrémilés.

En effet, dans le cas de la premicre coupure, celle-ci peul étre
transformée en section transverse par 'effet d’une section trans-
verse, tandis que dans le dernier cas il en faut deux.

Enfin, I'on obtiendra 'ordre de la connexion d'une surface
formée de plusieurs morceaux en additionnant les ordres de con-
nexion respectifs de ces morceaus.

Dans la suite, nous nous en tiendrons surtout aux surfaces
formées d’un seul morceau, el pour leur connexion nous nous ser-
virons de la désignation, qui n’a rien d’artificicl, de connexion
simple, double, triple, etc., et nous entendrons ainsi par. surface
n-uplement connexe une surface qui est décomposable en une
surface simplement connexe par Ueffet de n— 1 seclions trans-
verses.

Relativement a la maniére dont dépend la connexion du contour
de la connexion de la surface, 'on voit clairement que :

1° Le contour d’une surface simplement connexe est nécessai-
rement formé par une ligne fermé

En effet, si le contour était formé de parties séparées, une sec-
tion lransverse ¢, qui réunirait un point d'une partie ‘@ a un
point d'une partie b, séparerait seulement des portions de surface
connexes, car alors I'on pourrait mener une ligne & U'intérieur de
la surface et le long de @, partant d’un bord de la section trans-
verse ¢ pour aboutir sur le hord 0pposé; et, par conséquent, g ne
morcellerait pas la surface, ce qui est contraire & Ihypothése;

2" Chaque section transverse diminue ou bien augmente de 1 le
nombre des lignes du contour.

Ou bien une section transverse ¢ relie un point d’une ligne de
contour @ avee un point d'une autre ligne de contour ¢ (et dans
ce cas loutes ces lignes, prises dans 'ordre a, ¢, b, g, forment
une ligne unique de contour fermé);

Ou bien elle relie deux points d’une méme ligne de contour;

FONCTIONS D’UNE GRANDEUR VARIABLE COMPLEXE. 3

dans ce cas celle-ci est décomposée par les deux exirémités d§ la
seclion transverse en deux parties, dont chacune par sa réunion
avec la dite section forme une ligne de contour fermc.ée;

Ou bien enfin elle prend fin en I'un des poifxts antérletllrsdc son
propre cours et peut alors, par conséquen.t, étre regamﬂee comme
formée d’une ligne fermée o et d’une autre ligne /, qui relie un point
de o avec un point d’une ligne de contour a, et, dans ce cas, 0 forr’ne
d’une part et @, [, 0, { d’autre part une hgl?e de conLour.fermee.

Par conséquent, dans le premier cas, au lien de'deux llgncs.de
contour l'on en obtient une, ct, dans les deux derniers cas, au lieu
d’une ’on en obtient deux, d’ot 'on conclut cette proposition :

Le nombre de lignes Jfermées dont est formé le contour d’un
morceau de surface n-uplement connexe est donc ou bien =n,
ou bien égal & n diminué d’un nombre pair.

D’ot nous tirons encore ce corollaire :

Lorsque le nombre des portions de contour d’une sm’;face
n-uplement connexe est = n, cetle surface est morcjelce en
deuz morceaux séparés par toute coupure partout simple et
Sfermée & Uintérieur de la surface.

En effet, Vordre de la connexion n’est pas altéré par’cctte opé-
ration et le nombre des lignes de contour est augmenté de 2; par
conséquent, si la surface restait connexe, elle tiurau une connexion

d’ordre n et aurait en méme temps (72 -+ 2) lignes de contour, ce

qui est impossible.
§ VII

i < 1 2 inues us les
Soient X et Y deux fonctions de z, y conl‘muea euv'to B
de la surface T qui recouvre A; considérons I'intégrale

points
f(é =+ ﬂ) dT relative A tous les éléments d'T de cette surface.
oz oy

- 5 o A 3

Si P’on désigne en chaque point du contour Iinclinaison de la
b o

normale intéricure (!) sur I'axe des & par g, sur l'axe des y par 1,

i ressi intérieure sera expliqué
(#) Ce que Riemann entend par 'expression normale inte p

un peu plus loin, — (L. L.).
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I’on aura
oX oY - = {
St d’I‘:—[(,\cosE—rY cosn) ds,
N dy . ¢

I'intégrale du second membre éant prise relativement i tous les
éléments ds du contour.

Dl X B
Pour transformer U'intégrale / dT, décomposons la partie du

plan A que recouvre la surface T parun systéme de lignes paralléles
dl'axe des 2 en bandes élémentaires, et cela de telle sorte que
chaque point de ramification de la surface T se trouye sur une de
ces lignes. Ceci posé, chaque parlie de T se rapportant a 'une
des bandes est formée d’un ou de plusicurs morceaux distincts
de forme trapézoidale. La contribution qu’apporte a la valeur de

/ 52 @T une de ces bandes de surface découpant sur 'axe des y

I'élément dy sera évidemment
X
1y / 2 do,
dy Sios dx,

inlégration ci-dessus étant prise relativement a celle ou celles
des lignes droites appartenant a la surface T qui recouvrent une
normale issue d'un point quelconque de cet élément dy.

Soient maintenant O, 0,,0,, -. -'les extrémités anféricutes
(nous entendons par la celles qui correspondent aux plus petites
valeurs de 2) de ces lignes, et Q4 0% 0% 55 les extiéimitds s
périeures, et de.sxgnons. parX K. X et LU X e
valeurs respectives de X en ces points, et pards,, ds,, ds |

7 i o g = ’ A O]
ds!y ds", ds"; . ¢ . les éléments respectifs correspondants que dé-
coupe la bande élémentaire sur le contour, el enfin par £, £ |
[ erokw emr o . . R
S S S R S e £ en ces éléments; l'on aura
alors

oX
: f Do % oy

Sl X’+ X'I+ b

< 2G o, a A5y .
Les angles £ seront évidemment 41gus aux extr

: émités inférieures,
obtus aux exirémités supérieur

¢s, et 'on aura par suite

dy = cost, ds, = cost,ds,=.,.

Il

—cost'ds' = — costdy' — .

FONCTIONS D'UNE GRANDEUR VARIABLE COMPLEXE. 10

La substitution de ces valeurs donnera

do'= — E X cost ds,

la sommation s’étendant a tous les éléments du contour qui ont
dy pour projection sur axe des y.

En intégrant relativement a I'ensemble tout entier des dy en
question, il est évident que I'on épuisera tous les éléments de la
surface T et tous ceux du contour, et I'on obtient donc, dans ces

f‘é = ——f_\'cosi ds.
0z

Par un raisonnement tout pareil Pon conclut

/ (;X dTl = — /Y cos ds,
Ly J/ v
et, par conséquent,

/‘('N o ﬂ!) ([T:—f(x cost + Y cosn ) ds.
o dr dy o

G QL B D,

clrconstances,

§ VIIL

Désignons par slalongueur du conlour, prise dans un sens que
nous fixerons plus tard, & partir d’un point fixe initial jus.quA’;‘; un
point queleconque Oy, et par p la distance d’un pointindéterminé O
au point O, surlanormale en ce point Oy, distance qui sera comptée
positivement pour les points de la normale intérieure; il est alors
évident que les valeurs de # et de yau point O peuvenl éire vegar-
dées comme fonctions de 5 et de p; aux points du contour on
aura alors, pour les dérivées partielles relatives & ces variables, les

équations suivantes :

0z dy

i = cosk, = —icos T,
ap ap

ik 9y £
= = 4 coss =L = = cost;
s = Fcosny 5o = cosE;

les signes sunérieurs sontrelatifs a ce cas ou la direction, dans la-
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quelle la grandeur s est regardée comme croissante, forme avec p
un angle correspondant homologue i celui que fait I'axe # avec
I'axe y, et les signes inférieurs sont relatifs au cas opposé. Nous
prendrons cette direction en toutes les parties du contour de telle
sorte que 'on ait

dr ay
T L
d’on
oy - dm |
TS

ce qui ne nuit en aucun point essentiel & la généralité de nos ré-
sultats.

Nous pouvons encore évidemment étendre ce mode de déter-
mination & des lignes situées & Pintérieur de T ; mais, dans ce cas,
pour la détermination des signes de dp et ds, leur dépendance
mutuelle étant fixée comme ci-dessus, il fant donner encore une
indication pour fixer le signe soit de dp, soit de ds; pour une
ligne fermée, nous indiquerons quélle est celle des deux parties
de surface qu’elle sépare dont elle doit étre regardée comme le
contour, ce qui détermine le signe de dp, et pour une ligne non
fermée nous indiquerons quelle est I'origine de la ligne, c’est-
a-dire quelle est Uextrémité en laquelle s a la plus petite valeur.

Liintroduction des valeurs obtenues pour cosé et cosn dans
I'équation démontrée dans le paragraphe précédent nous donne,
dans les mémes circonstances,

oX. . dY) ok .0z . Oy i . dy
f(ﬂ +@)(IT_—'[(\_\U—P+1 ’le>ds._f(\x i

§ IX.

En appliquant la proposition qui conclut le paragraphe précé-
dent au cas ot 'on a
oX oY
=
dans toutes les parties de la surface, on obtient les propositions
suivanles :

I. — Lorsque X et Y sont deux fonctions finies, continues et
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salisfaisant a I’équation
oX oY

;)_.;+dy_0

en tous les points de T, I'on a

f(x"ﬁ +Ya_-’-’)ds=o,
op aip

l'intégrale s’étendant a tout le contour de la surface T.

Si I'on congoit une surface quelconque T, recouvrant A, dé:
composée en deux morceaux T, et Ty d’une maniére quelconque,

Pintégrale
0w oy
f(.\@ Y ;);> s

rvelative au contour de Ty, peut étre regardée comme la différence
des intégrales relatives aux contours de T, et Ty, vu que la ou
T, s’étend jusqu’an contour de T, les deux intégrales se détrui-
sent, tandis que tous les autres éléments correspondenta des élé-
ments du contour de T,.

A Taide de cette transformation, de la proposition I I'on con-
clat :

Il. — La valeur de I'intégrale

f(x Ly 5"_') s
dp ap

relative au contour total d’une surface recouvrant A, reste con-
stante lorsque I'on agrandit ou que Don diminue cetle surface
d’une maniére quelconque, pourvu toutefois que cette opération
n’ajoute ni ne retranche aucunes parties de surface ot les hypo-
théses du théoréme I cesseraient d’étre satisfaites.

Lorsque les fonctions X, Y satisfont en chaque partie de la
surface T & I'équation différentielle prescrite, mais sont allectées
d’une discontinuité endes lignes ou points isolés, on peutadjoindre
A chacune de ces lignes ou points une portion de surface entou-
rante aussi petite que U'on voudra, et 'on obtient alors, en appli-
quant le théoréme II :

II. — L’intégrale
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relative & tout le contour de T, est égale a Ja somme des intégrales

Nxﬁ+yﬂ>@
5 ap ap

relatives aux contours qui encadrent tous les licux de disconti-
nuité, et, relativement & chacun de ces lieux, 'intégrale conserve
la méme valeur, quelque étroites que soient les limites dans les-
quelles on renferme ces discontinuités.

Dans le cas d’un point de discontinuité cette valeur est néces-
sairement égale & zéro lorsque, g désignant la distance du point O
4 cette discontinuité, oX et pY sont en méme temps infiniment
petits avec p. Eneffet, si 'on introduit relativement & un tel point
pris comme origine et avec une direction quelconque de I'axe, les
coordonnées polaires p et ¢, el, si 'on choisit pour contour une
circonférence décrite de ce point comme centre avec un rayon g,
'intégrale prise autour de ce point sera exprimée par

f ( 3[ Y ———) pdy
Jo p. ap

et ne peut, par conséquent, avoir une valeur » différente de zéro,
puisque, quel que soit =, g peut éire toujours pris suffisam-

- . : : Yo i
ment petit pour que, abstraction faite du signe, (X 2% oy A3
O dap op

a1 - r 7 %
soit, pour loute valear de o, plus petit que 5= et pour que, par
l
IV. — Lorsque, sur une surface simplement connexe recou-

vrant A, l'intégrale
f<\[71-] d) ) ds,

L/(Yd—r—,\(h)ds

prise autour du contour total d'une partie quelconquc de la sur-
face, est nulle, cette intégrale, prise le long d’une ligne menée

suite, 'on ail

95

<\ 0r+Y QZ) odo < %.
Jdp 0P

ou encore
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de Oy en O, deux points fixes quelconques sur celle surface, pos-
sede la méme valeur pour chacune de ces lignes.

En effet, deux lignes s, et sy, joignant les points O, et O, for-
ment toujours par leur réunion une ligne fermée s;; oubien cette
ligne jouit elle-méme de celte propriété de ne Lraverser aucun
point plusieurs fois, ou bien on peut la décomposer en plusieurs
lignes fermées ayant cette propriété et cela comme il suit : on part
d’un point quelconque pour décrire le contour et, chaque fois que
I'on rencontre un ]wm[ d(,|d traversé, Ion Cel)'lre la pal‘lle inter-
médiaire décrite pour considérer la partie qui suit comme le pro-
longement immédiat de celle qui précédait. Mais toute ligne pa-
reille fermée partout simple décompose la surface en une partie
simplement connexe et une partie doublement connexe. Elle forme
done nécessairement le contour total d'un de ces morceaux, el
l'intégrale

/.. 0z dy
A‘E X ) as,

relative a cette ligne, sera donc, d’aprés notre supposition, égale
4 zéro. 1l en sera, par suite, de méme de cette intégrale étendue a
toute la ligne s5, lorsque la grandeur s est regardée comme crois-
sanl partout dans la méme direction.

Par conséquent, les intégrales prises le long des lignes s, el s.,
lorsque cette direction ne change pas, c'est-a-dire lorsqu’elle est
comptée le long de 'une de ces lignes de Oy a O et le long de
lautre de O a O,, se détruisent et, par suite, lorsque le long
de la seconde ligne la direction est (,hanﬂu‘ les intégrales sont
égales.

Si I'on a maintenant une surface quelconque T sur laquelle,
en général, on a

X oY oy
or ~ dy 2

on exclura d’abord, lorsqu’il est nécessaire, les points de dis-
continuité, de sorte que, pour la surface restante, I'on ait pour

chaque partie
e
Q/‘< . dJs
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et, en pratiquant des seclions transyerses, Pon transformera cette
surface restante en une surface simplement connexeT*. Pour toute
ligne joignant & Iintérieur de T* un point 0, 4 un autre point O,
notre intégrale a alors méme valeur. Cette valeur, que pour abré-
ger Pon pourra désigner par

[0 Y—d—r-' —X ?Z\)n’s.

o 1\ aJs ds ;
0, étant fixe et O mobile, est donc bien déterminée pour chaque
position de O, quel que soitle cours de la ligne joignant ces points
et elle peut étre, par conséquent, considérée comme fonction de
2, . La variation de cetle fonction, lors d’un déplacement de O le
long d’un élément quelconque de ligne ds, sera exprimée par

et elle sera partout continue sur T* et le long d’une section trans-
verse de T elle a méme valeur sur chacun des deux bords.
V. — Lintégrale

Or dx )y
Z=f (Ydl—,\'2>c[s
0y © ds ds

représente donc, le point O, éiant fixe, une fonction de z, y par-
tout continue sur T*, mais qui, 4 la traversée des sections trans-
verses de T, varie d’une grandeur constante le long de celles-ci
d’un point de branchement & un autre, et cette fonction a pour
dérivées partielles
0% 1
dx

JZ =
o

X,

Les variations a la traversée des sections transverses dépendent
de eertaines grandeurs indépendantes entre elles, dont le nombre
est égal & celui des sections transverses. En effet, lorsque I'on
parcourt le systeme des seclions transverses dans le sens ré-
trograde, c'est-a-dire que de deux points quelconques le plus
avancé se présente le premier, cette variation est partout déter-
minée lorsque sa valeur est donnée au commencement de chague
section transverse; mais lesdites valeurs aux commencements des
coupures sont indépendantes entre elles [3].
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§ X.

Si Pon remplace les fonctions désignées jusqu’ici par X et Y
respectivement par :

du' Lo ou’
[

bt

d Iz < dy “ dy

I'on aura
oX JY

Friae ay

par conséquent, lorsque les

tions
Nu 0%u

ot T o

l'on a
ax BT
Ty

et I'on pourra appliquer a 'expression
pliq I /

f(\ sy f’i’) 2
ap ap

les propositions du paragraphe précédent; celle expression esl

égale a
[(n duil] w' 0M> ds.
x ap ap

Faisons maintenant, relativement a la fonction #, 'hypothése
que cette fonclion, ainsi que ses premiéres dérivées, n’admette en
aucun cas des discontinuités le long d’une ligne, et que, pour
chaque point de discontinuilé, p étant la distance du point O &
cette discontinuité, pgj' et p E deviennent infiniment petits avee

z dy
p ; alors, par suite de la remarque jointe au théoréme 111 du para-
graphe précédent, on ne doit pas tenir compte des discontinuités
de u.

En effet, Pon peut alors, sur chaque ligne droite issue d’un
point de discontinuité, assigner une valeur R telle que, p étant plus
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petit que R,
dw  dudr  dudy

=0 — 0 — =
¥ do " oz dp oy dp
reste toujours fini; et, si I'on désigne par U la valeur de « pour

o= Reetpar M le maximum en valeur absolue de la fonction lo‘i—"’
; 0

dans cet intervalle, on aura toujours, abstraction faite du signe,
u— U< M(logg — logR),

ety par conséquent, o« — U) et, par suite aussi, pu seront infi-

niment petits en méme temps que p. Mais il en est de méme, par
Ju du 5
hypothése, de o — et de 5%, et, par suite encore, lorsque ' n’é-
oz vy
prouve aucune discontinuité, il en est de méme de

(' o' v du st ds ( du’ )
f [ ) e p\ltﬁ——ll»

Par conséquent, le cas envisagé dans le précédent paragraphe est
bien celui qui se présente ici.

Supposons maintenant que la surface T, représentant le lieu
du point O, recouvre partout le plan A d’une maniére simple,
et concevons sur cetle surface un point fixe quelconque O, ot #,
Z, y ont pour valeurs iy, 2y, ¥,.

La grandeur

3 log[(@ — @2+ () —p0)2] = logr,

regardée comme fonction de z, y, jouit alors de cette propriété
que
2logr  o02logr
B

. x $es Lo .
e1t elle n'éprouve de discontinuité que pour z =, ¥ = Yo,
c'est-i-dire par conséquent dans notre cas en un seul point de la
surface T

Dy EConse 78 b :
Par conséquent, d’aprés la proposition 111, § IX, sil’on remplace
, M
" par logr, lintégrale

dlogr du
L[(u, o —logr z);>(ls,

prise relativement & tout le contour de T, est égale & cette inté-
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grale prise autour d'un contour quelconque renfermant le point
0,3 parsuite, si nous choisissons pour ce contour la circun{'érenceb
d’un tel cercle ot 77 a une valeur constante, et si nous désignons
par » l'arc qui se termine en O, et que Pon comptera en parties
du rayon & partir d'un point quelconque de la circonférence dans
une direction déterminée quelconque, l'intégrale susdite sera

2
dlogr du
— w—2—1de— logr[— ds,
[ or J op

et, puisque lon a [ 4]

dgale a

elle est donc égale A
2T

— [ wdsy,
0

valeur qui, lorsque la fonction w est continue au point Oy, se
transforme pour 7 infiniment petit en

— 1y 2.

Ainsi, sous les hypothéses que 1'on a faites, relativement & «
et T, a Iintérieur de la surface pour un point quelconque O, ot 2
est conlinue, nous avons

1 du dlogr
Uy = z_m/(k)g’ 5 — P >r/s,

I’intégrale étant prise relativement a tout le contour, et nous

o
T

wy = — [ uds,
27

0

avons

Pintégrale étant prise autour d’un cercle ayant le point O, comme
centre. De la premiére de ces expressions nous concluons la pro-
position suivanle :

Tatortse. — Lorsqu'une fonction u a Uintérieur d'une sur-
face T, recouvrant partout simplement le plan A, satisfait,
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en général, a Uéquation différentielle

Pu  Pu

— 4+ =0,

dx* " dy?
et cela de telle sorte que -
1° Les points ot celte équation différentielle n’est pas sa-

‘Lisfaite ne forment aucune partie de surface continue;

. 5 du Jdu 5 ) ;
2° Les points otr u, T 5 deviennent discontinues ne forment

aucune ligne continue;
: : ST Jdu

3° Pour chaque point de discontinuité les grandeurs g =

Ju i s ¥ 5 = .
P depiennent infiniment petites en méme temps que la dis-
tance o du point O & cette discontinuité;

4° Etgu’enfin, pour u, soit exclu le cas d’une discontinuité
qui serait détruite par une modification de sa valeur en des
points isolés :

Alors ladite fonction est nécessairement, ainsi que toutes
ses dérivées, finie et continue pour tous les points & Uintérieur
de cette surface.

En effet, considérons le point O, comme mobile; les seules va-
leurs qui varient dans I'expression

[(logr 0—" —u m) ds
o ap op

dlogr  dlogr
Lo S0 L el ¢
. oz ay

sont

Or ces grandeurs, en chaque élément du contour, tant que O,

reste A l'intérieur de T, sont, ainsi que toutes leurs dér
fonctions finies et continues de Thy Vot
exprimées par des fonctions: rationnel
grandeurs, fonctions quine contiennent au dénominateur que des
puissances de 7. Tl en est donc aussi de méme de la valeur de notre
intégrale et, par suite, de la fonction uy. En effet, cette der-
niére, en vertu des hypothéses considérdes auparay
rail avoir une valeur différ

ivées, des
puisque ces dérivées sont
les fractionnaires de ces

ant, ne pour-
ente de celle de I'intégrale qu'en des
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L : Sl i
points isolés ot elle serait discontinue, possibilité exclue par I'hy
pothése 4° de notre théoréme.

§ XI.

. . N 0
Sous les mémes hypothéses relatives @ z et & T qu'a la fin du
précédenl paragraphe, nous avons les propositions suivantes :

Ju

;
i 1 = e — n
I. — Lorsque le long d’'une ligne on a u=o et e I'o
aura partout % =0 :
du
' 1 U — =)
Nous démontrerons d’abord qu'une ligne X ot = o et E

ne peut former le contour d’une partie de surface @ ol u est
positif. . 9% : ;

En effet, si on admettait que ce fait pat avoir lieu, Uon sépa-
rerait alors de ¢ un morceau qui aurait son contour d'une part
sur ) et, d’autre part, sur un arc de cercle dont le c:cntr'e.O0
serait en dehors dudit morceau, construction toujours possible
A effectuer. L'on aurait alors, en désignant par ret o les coor-
données polaires de O relatives & l'origine O,, lintégrale’ étant
prise relativement au contour entier de ce morceau,

du dlogr
e T 22960 = o,
floal 75 ds fu B §=0,

et, par conséquent, en vertu de I'hypothése, 'on aurait, relative-
ment & l'arc de cercle total qui appartient an contour,

Ju 7
fu.dtgj’—logrb @ts=o,

g% ds
dp

/‘u.da;: =lb,
o

ce qui est incompatible avec I'hypothése faite que u est positif a
Pintéricur de a.

o

et alors, puisque

T'on aurait

L’on démontrerait d’une maniére pareille que les équations
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du A v
=0 el 0— ——;0"Ne peuvent avoir 11(2[1 sur une p{\I‘LIE de contour
P

d’un morceau b de surface ol w est négatif.

Maintenant, lorsqu’en une ligne de la surface T on a u=o et
u . . A 5
5, =0, si, en une partie quelconque de la surface, u étaitalors dif-
ap
férent de zéro, il faudrait évidemment qu'une telle partie de sur-
face fiit limitée soit par cette ligne méme, soit par une portion de
surface ot u serait égal & zéro ; par conséquent, elle serait toujours
on
ap
cessairement & une des hypothéses que nous venons de rejeter.

limitée par une ligne ol u et — seraient nuls, ce qui conduit né-

Ju .
II. Lorsque la valeur de u« et dCU_/J est donnée le long d’une

ligne, « est par cela méme déterminé en toutes les parties de T.

Soient u, et u, deux fonctions quelconques déterminées qui
satisfont aux conditions prescrites 4 la fonction #; lear différence
iy — s y satisfait aussi, comme on le reconnait directement par
substitution dans ces conditions. Maintenant, si u; et wu,, ainsi
que leurs dérivées premiéres par rapport & p, sont identiques le
long d’une ligne, mais non identiques en une autre partie de sur-
face, 'on aurait, le long de cette ligne,

D1y — 1)

Uyj—1uy=o0 et ———— i),

dp

sans que 'on edt partout ces mémes équations, ce qui serail con-
tradictoire avec la proposition I.

HI. — Les points & lintérieur de T, ott % a une valeur con-
stante, forment nécessairement, qlmnd un’est pas partout constant,
des lignes qui séparent telles parties de la surface oit « est plus
grand de telles parties de la surface ou u est plus petit (que la
constante en question).

Cette proposition consiste en la réunion des suivantes :

©ne peut avoir ni un maximum ni un minimum en un point &
Uintéricur de T';

tne peut ére conslant seulement en une partic de la surface;

Les lignes ott u = a ne peuvent sur les deux hords séparer des
portions de surface ot 2 — a aurait le méme signe :

o
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Toutes propositions dont la contradiction, c’est facile & voir,
conduirait & nier I'exactitude de I’équation

270
1
Up= —— / wds
S

0

ou
27

[ (z(—uu)dq::o,
“p
démontrée dans le paragraphe précédent, contradictions par suite

inadmissibles.

§ XII

Nous allons maintenant revenir & Ja considération d’'une gran-
deur variable complexe w = u - ¢, qui, en général (c'est-d-dive
sans exclure I'exception ‘en des lignes isolées et des points isolés),
posséde, en chaque point O de la surface T, une valeur déter-
minée variant avec la position du point d’une maniére continue
et conformément aux équations

du  de un de
dz — dy’ dy

=— =)
Jx

et nous sous-entendrons celte propriété de o, ainsi qu'il a été in-
diqué précédemment (1), en disant que @ est une fonction de
5= - yi. Pour simplifier ce qui suit, nous ferons cette hypo-
these qu'il ne peut se présenter pour une fonclion de z une dis-
conlinuité qui serait détruite par une modification de sa valeur en
un point isolé.

La surface T sera, en premier lieu, regardée comme simple-
ment connexe et recouvrant partout simplement le plan A.

Tatorime. — Lorsqu’une fonction w de z w'éprouve jamais
de solution dans la continuité tout le long d’une ligne et qu’en-
suite, pour tout point O' de la surface ot z =3, w(s—5')
devient infiniment petit lorsque le point O se rapprache in-

(").Au § T, page 3. — (L. L.)
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ik . : L
définiment de O/, cette fonction, ainsi que toutes ses déripées,
est finie et continue en tous les points a Uintérieur de la sur-
Jace.

Les hypothéses que 'on a faites relativement aux variations de
la grandeur w, se partagent, lorque 'on pose 5 — 2/ = pe#l, en
[y b

les suivantes, relatives & « el ¢ :

10 du
OF ok
5 (_)E S ﬂ =
AR T

pour chaque partie de la surface T’

X : : :
; 3° Les fonctions u et ¢ ne sont pas discontinues le long d’une
ligne;

45 T : ) : g :
45 En tout point O/, o« et py deviennent infiniment petits avee
p, distance de O au point O';

50 P : i sl :
: Pour les fonctions u et ¢, des discontinuités qui pourraient

étre détruites par une modification de leur valeur en des points

isolés sont exclues.

Par Sl{iLe des hypothéses 2°, 3°, 4°, en chaque partie de la sur-
face T L'on a (d’aprés § IX, proposition 1)

oz X
f<“E — Z) ds*=.;

: 2 z
i3 o 1v 1
lintégrale étant relative au contour entier de cette partie, et ainsi

(§ IX,, proposition 1V) Dintégrale

0

2k
f <u: —p d—}—’) ds
Jo, Js ds

osséde tonjours la mé i
p il améme valeur quand elle est prise le long de

liene 2
ignes allant de O, 4 O, et représente, O, étant regard¢ comme

fixe, un i d 6 i
, une fonction U de a, ¥ mécessairement continue, sauf en

d.es’ points isolés et ayant en chaque point (d’aprés 5°) pour dé-
rivées '
Jdu

=u et OE =
dz dy

—

La substitution de ces valeurs & u et & o transforme les hypothéses
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19, 3%, 4° en les conditions du théoréme qui termine le § X. La
fonction U est donc, ainsi que toutes ses dérivées, finie et con-
tinue en tous les points de T, et il en est de méme par suite de la

. oU JUL ey . A A
fonction complexe o = ~= — "= 7, ainsi que de ses dérivées prises
TR

par rapport & 3.

§ XIII.

1l s’agit maintenant de rechercher ge qui arrive lorsque, en con-
servant les autres hypothéses du§ XII, nous supposons que pour
un certain point O/, a l'intérieur de lasurface T, (s —z") w= o e%ip
ne devient plus infiniment petit lorsque le point O se rapproche
indéfiniment du point O'. En ce cas, O se rapprochant indéfini-
mentde O, ¢ devient infiniment grand, et, lorsque la grandeur w

3 - X . T .
ne reste pas d’ordre égal & celui de : (nous entendons par la que

le quotient des deux ne tend pas vers une limite finic), nous sup-
poserons que les ordres des deux grandeurs restent au moins en
rapport fini entre eux, de telle sorte que I'on peut assigner une
puissance de p dont le produit par ¢, pour p infiniment petit, de-
vient infiniment petit, ou bien reste fini. Soit p I'exposant d'une
telle puissance et 7 lenombre entier qui lui est immédiatement su-
périeur; alors la grandeur (5 — )% w = g"e#'w deviendra infi-
niment petite avec p eb, par conséquent, (5— )"~ est une
I(z— 3 ) —lw

fonction de = <puisque S22 T " est indépendant de (:1:-) qui,

en cette partie de la surface, satisfait aux hypotheses du § XIT et,
par suite, est finie ct continue au point o'
Désignons sa valeur au point O par a,_, ; alors

(5 — 3z "=t w — @p—y

est une fonclion qui est continue et égale & zéro en O' et qui, par
suite, devienl infiniment petite avec p; d’olt nous tirons celle

Ay

conclusion, d'aprésle § XII, que (5 — )" 2w — —

L est une

fonction continue au point O'. En procédant ainsi de proche en
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proche, w, par Ueffet de la soustraction d’une expression de la

forme
ay s

est Lransformée en une fonction, qui resle finie el continue au
point O, i

Quand, sous les hypotheses du § XII, il se présente donc cette
modification que, O se rapprochant indéfiniment d’un point O a
intérieur de la surface T, la fonction ¢ devient infiniment grande,
alors 'ordre de cette grandeur infinie[ nous considérons une quan-
tité croissante en raison inverse de la distance comme le premier
ordre d’une grandeur infinie ()], quand cet ordre est fini, est
nécessaivement un nombre entier ; et, si ce nombre est égal a m,
la fonction w peut éire transformée par 'adjonction d’une fonc-
tion renfermant 2m constanles arbitraires en une fonction con-
tinue en ce point O'.

Remarque. — Nous regardons une fonction comme renfer-
mant wne conslante arbitraire, lorsque les modes de détermina-
tion possibles de cette fonction embrassent un domaine continu d
une dimension.

§ XIV.

Les restrictions qui ont été faites, dans les § XII et XIII,
relativement a la surface T, ne sont pas essentielles a la légitimité
des résullats acquis.

En effet, I'on peut joindre tout point situé & I'intérieur d’une
surface quelconque a une partie de ladite surface qui jouit des
propriélés supposées en ces § Xl et XTI, exception faite du seul
cas ol ce point est un point de ramification de la surface.

Pour faire I'étude de ce cas, concevons la surface T ou une por-
tion queleconque de cette surface, renfermant un point de ramifica-

() Clest-a-dire, ainsi que 'on dit habituellement, comme une grandeur infinic
du premier ordre. — (L. L.)
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tion O’ d’ordre (n —1) ot 'on a z = #'= &'+ y'i, représentée par
' ;
Ientremise de la fonction £ = (5 — 2/)" sur un autre plan A, c'est-
a-dire que nous supposerons la valeur de la fonction £ =& 4+ 7¢
au point O représentée sur ce plan A par un point © dont les coor-
données rectangulaires sont & et 7, et nous regarderons © comme
Pimage (Bild) du point O. De celte maniére, nous obtenons
comme représentation (Abbildung) de cette partie de la surface T
une surface connexe recouyrant A et gqui au point @', image du
point O/, n’a pas de point de ramification, comme nous allons

le faire voir de suite.

Pour fixer les idées, concevons qu’autour du point O’ comme
centre, sur le plan A, on déerive un cercle de rayon R et que I'on
méne un diamétre paralléle & l'axe des 2 o, par conséquent,
5— & prendra des valeurs réelles. Le morceau détaché de T par
ce cercle et contenant le point de ramification se décompose alors
sur les deux bords du diamétre, lorsque R est pris suffisamment pe-
lit, en n portions de surface ayant leurs cours sépavés de chaque
coté du diametre et ayant la forme de demi-cercles.

Nous désignerons ces portions de surface, du coté du diaméire
ot y — y' est positif, par a,, @s, ..., @ e, sur le cbté opposé,
par a), ay, .- ., @,, €LNOUS SUPPOSErons que, pour les valeurs né-
gatives de s — 2/, @y, @a, - .-, @, s0ient dans cet ordre respective-
ment soudés pour les valeurs négatives de z — FHaNeo s e oy
al, et pour les valeurs positives de s — s'avec ardls A
de la sorte un point décrivant un circuit autour du point O' (dans
le sens convenable) cheminera suceessivement surles surfaces ¢,
dy @iy dyy ooy @ny @, el de d, reviendra sar @, supposition évi-
demment admissible.

Tntroduisons alors sur les deux plans des coordonnées polaires,
en posant 5 — z' = pe?!, L=de¥, et choisissons pour la repré-
sentation de la portion de surface @, la valeur que prend ’expres-

1 1 ¢

5 2 12 : it s
sion (5 — /)" =" e", quand l'on suppose 0ZpZw; l'on a de la
1
e N a S =pn ==%, sl 3
sorte, pour tous les points de @y, sZR" et 0292~ Les images

de ces points sur le plan A recouvrent donc le secteur s’élen-

dant de § = o jusqu'a 4 = I:;el faisant partie d’un cercle décrit du
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1

g 4 7 5 1 ; 13
point © comme centre, avec R” pour rayon, et cela en sorte qu’a
chaque point de @; correspond un seul point appartenant au
secteur el variant d’une maniére continue en méme temps que le
point sur a;, et réciproquement, d’ou il s’ensuit que la représen-
tation de la surface @ est une surface connexe, qui recouyre sim-
plement le secteur.

D’une maniére toute pareille, on obtient comme représenta-
T A | aT
v

tion, pourla surface @}, un secteur s’étendant de & — A=

3
n

; 2T 3w .
pour a@,, un secteur s’étendant de b = = 4= — el finalement,

. : UL op—1 .
pour a,, un secteur qui s’étend de § = ~—— = a § —= 2=, lorsque
I'on prend respectivement la valeur de o, pour les points de ces
surfaces, enlre met 2w, amel 3w, ..., (22 —1)m et 227, ce qui est
toujours possible, et cela d’une seule maniere.

Ces secteurs se suivent dans le méme ordre que les surfaces a
et o, et cela de telle sorte qu'anx points ot celles-ci sonl sou-
dées entr’elles correspondent aussi des points coincidents; par
leur réunion on obtient donc une représentation connexe d'une
portion de la surface T renfermant le point O' et cette représen-
tation est évidemment une surface qui recouvre simplement le
plan A.

Une grandeur variable, qui a en chaque point O une valeur
déterminée, a de méme une valeur déterminée en chaque point @
et réciproquement, puisqu’a chaque point O correspond un seul
point O et vice versa.Ensuite, si la grandeur est une fonction de 5
elle le sera aussi de , car lorsque ((IT(: est indépendant de ds, i(ll%
I'est aussi de &€, et réciproquement.

De ceci nous concluons qu’a toutes les fonctions w de z on peut
appliquer aussi, pour les points de ramification O/, les proposi-
tions des § XII et XIII, lor?'quc ces fonctions sont considérées

o

comme fonctions de (5 — &)*. Nous aurons comme résultat la
proposition suivante :

Lorsqu'ane fonction w de 5, quand O se rapproche indéfini-
ment d’un point de ramification O’ d’ordre 7 — 1, devient in-
finie, elle est nécessairement infiniment grande de méme ordre
qu’une puissance de la distance entre O et O dont Pexposant est
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. I .
un multiple de o et lorsque cet exposant est — — ™, Jadite
n

fonction peut étre transformée en une fonction continue au
point O par 'adjonction d’une expression de la forme

Ao

(;,_;')Z

OU i, a, - - ., @y sont des constantes complexes arbitraires.

Ce théoréme renferme comme corollaire la proposition sui-
vante :

1
La fonction v est continue au point O’ lorsque (5 — = )2 de-
vient infiniment petite quand les points O et O’ se rapprochent
indéfiniment.

§ XV.

Concevons maintenant une fonction de z, qui, en chaque point
O de la surface T recouvrant d’une maniére arbitraire le plan A,
posséde une valeur déterminée, ct qui n'y est pas partout égale a
une constante, repl‘éseulée gl—}clmétriquement de telle sorte que
sa valeur w = w - o7 au point O soit représentée par un point
du plan B dont les coordonnées rectangulaires sont u et ¢; nous
aurons alors les proposilions suivantes :

I. — Liensemble des points Q peut étre regardé comme for-
mant une surface S, a chaque point de laquelle correspond un
point O déterminé variant avec ce point Q d’une maniére continue

.
sur T, i

Pour le démontrer il suffit de démontrer, c’est évident, que la
position du point Q varie toujours avee celle du point O (et cela,
en général, d’une maniére continue). Celte proposition est ren-
fermée dans la suivante :

Une fonction w =« + ¢¢ de z ne peut étre égale & une con-
s 3 : . 3 ) i . . 3
stante le long d’une ligne, lorsqu’elle n’est pas partout égale a une
constante.
R. 3
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Démonstration. — Si wavait @ - bi pour valeur constante

5 ol —a) i do

- d’ o rs uw—a et ————, clest-a-dire — =

le long d’une ligne, alors u oL e

seraient nulles le long de cette ligne, et 'on aurait partout

2(u—a) df(u——n) s

05
dy* y

par couséquent, en vertu de la proposition I, § XI, ¢ — @ et, par

suile, puisque
du Je Ju e

oz~ dy’ dy die’

v — b aussi serdient égales partout a zéro, ce qui est contraire i

I'hypothése.
II. — Par suite de I'hypothése posée en I, il ne peut exister

une connexion entre les parties de S, sans qu’il en soit de méme
entre les parties correspondantes de T. Réeiproquement, partout
ol a lieu une connexion sur T et ol v est continue, on peut at-
tribuer une connexion correspondante 4 la surface S.

Ceci posé, le contour de S correspond, d’une part, au contour
de T et, d'autre part, aux points de discontinuité; mais les par-
ties a l'intérieur de S, exception faite de points isolés, recouvrent
partout d’une maniére unie le plan Bj ¢’est-d-dive qu’une portion
de surface ne se prolonge jamais en deux autres portions diflé-
, ni en une aalre portion qui se replierait en

.renles superposees
se superposant i la premiére. Le premier de ces faits ne pourrait
évidemment se présenter, i ayant partout une connexion corres-
pondante i celle de S, que il avait aussi lieu sur T, ce qui est
contraire & nos hypothéses. Quant au second point, nous allons le
démontrer de suite.

Démontrons, en premier lieu, qu'un point Q/ o (7{[%’ est fini ne
peut étre situé en un pli de la surface S.

A cet effet, joignons le point O auquel correspond Q' i une
portion de la surface de forme quelconque et de dimensions indé-
terminées. Alors, en vertu du § III, ces dimensions doivent pou-
voir éire prises suffisamment petites pour que la forme de la partie
correspondante sur S différe aussi peu que U'on voudra de ce
morceau sur T'; elles seraient de cetie maniére si petites que le
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contour de cette partie sur S séparerait surle plan B un morceau
entourant Q'. Or, ceci est impossible lorsque (' est situé sur un
pli de la surface S.

Or, en vertu de la proposition I, ilz—: ne peut, regardé comme
fonction de z, étre nul qu'en des points isolés; d’autre part,
puisque o est continu en les points de T que nous considé-
rons ici, :’;‘;— ne peut devenir infini ‘qu’en les points de ramifica-
tion de cette surface, par suite, etc. Ch QiiEL D,

III. — La surface S, par suite, est une surface pour laquelle
ont licu les hypothéses faites au § V; sur celte surface, en chaque
point Q, la grandeur indéterminée =z posséde une valeur déter-
minée, qui varie d’une maniére continue avee le lieu de Q, et de

da

telle fagon que est indépendant de la direction de la varia-

dw
tion de ce lien. Ainsi z, en attribuant & ces mots le sens précédem-
ment indiqué, est une fonction continue de la grandeur variable

complexe (v dans le domaine représenté par S.
D’ott nous concluons ensuite :

Soient O' et Q' deux points correspondants intérieurs aux sur-
faces T et S, et soient en ces points z =5, w=w'; alors, quand
5 fo e w— '

aucun d’eux n’est un point de ramification, = — % tend, lorsque le

point O se rapproche indéfiniment du point O'; vers une limite
finie, et la représentation ¥ est une représentation ot la similitude
alieu dans les plus petites parties; mais, quand Q' est un pointde
ramification d’ordre (7 —1), O’ un point de ramification d’ordre
(m —1), alors, lorsque le point O se rapproche indéfiniment du

o /
point O,
i
i

1
(s—z')m
tend vers une limite finie, et, pour les parties de surface qui se

trouvent aux points O et ', on obtient un mode de représenta-
tion facile & trouver d’aprés le § XIV.
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§ XVI.

Tutonive. — Soient o et § deux fonctions quelconques de a,
¥, pour lesquelles Uintégrale

JE-5)+G )]

relative & toutes les parties d’une surface T recouvrant le
plan d’une maniére quelconque, posséde une wvaleur finie;
lorsqu’on adjoint ¢ o des fonctions continues, ou discontinues
seulement en des points isolés, et qui sur le contour sont égales
a zéro, cette intégrale atteint toujours pour une de ces fonc-
tions une valeur minima; et, quand on exclut des disconti-
nuités qui peuvent étre détruites par une modification de la
Jfonction en des points isolés, cette fonction est unique [5].

Nous désignerons par A une fonction indéterminée continue ou
qui n’admet de discontinuités qu’en des points isolés, qui sur le
contour est égale & o, et pour laquelle I'intégrale

Jah\? oaa\?
T [ ( s S e
o [ iz dy iy
relative a toute la surface, a une valeur finic, par 4 A une des
fonctions indéterminées o+ 1, et enfin par Q U'intégrale

dw " 0B)\? dw  08\2
o e = 1
e g -lm )]

relative a toute la surface.

[ensemble des fonctions ) forme un domaine connexe et qui
contient ses limites ('), puisque 'on peut passer d’une maniere
continue de 'une quelconque de ces fonctions & chacune des autres,
aucune d’elles d’ailleurs ne pouvant jamais tendre indéfiniment
vers une fonction discontinue le long d’une ligne sans que Lne
devienne alors infinie (§ XVII); maintenant, si Pon pose w =2 )\,

(") C'est ce que M. Cantor a désigné depuis par les mots ensemble parfait
(perfecte Menge). — (L. L.)
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Q, pour chaque fonction %, prend une valeur finie qui tend vers
Pinfini avec L et varie d'une maniére continue avec la forme de 2,
mais a pour une limite inférieure zéro; par conséquent, pour une
forme au moins de la fonction w, 'intégrale Q atteint une valeur
minima.

Pour démontrer la seconde partie de notre théoréme, dési-
gnons par ¢ une des fonctions o pour laquelle @ atieindra son mi-
nimum ('), par /& une grandeur indéterminée conslante sur Loute
la surface; de la sorte w - /) salisfait aux conditions prescrites
4 la fonction . Pour w = u -+ k), la valeur de Q s’écrira ainsi

I due ’-’[3 2 0"_._ r)ﬂ
u_./K})J.‘”‘:;;) +(5;, . ﬂ> ]zl'[‘
du 08\ ok 5 du 08 ,))]
+£}¢f{<ﬂ—@) J’L‘ (W—.—(-E)‘U’ dT
+IIE./‘[<@>2+ ([)i>2:| dT =M - aN/L + LE2.
dx dy

Or, d’aprés la défnition d’un minimum, cette valeur doit alors,
pour tout %, étre supérieure & M, pourvu que % soit chaque fois
pris suffisamment petit. Mais ceci exige que, pour lout %, on ait
N =o; en effet, s’il en était autrement,

oNAh+Li2= Lk (1+"f‘ )
i

serait négatif, 4 étant pris de signe contraire aNel <2 = abstrac-

tion faite du signe.

La valeur de @ pour o =u - 2, forme renfermant évidemment
toutes les valeurs possibles de v, sera done égale & M - L, et, par
conséquent, puisque L est essentiellement positif, @ne peut, pour
aucune forme de la fonction w, prendre une valeur inférieure a
celle qu'elle atteint pour © = u.

Si, parmi les fonctions , il s’en trouvail une autre ' pour la-
quelle aurait lien un minimum M’ de Q, les mémes dédnctions
seraient valables, et I’on aurait donc M'ZM et MZ M, et, par con-

(') Voir, entre autres, la critique de cette partie du célébre raisonnement par
lequel Riemann démontre le Principe de Dirichlet, dans le Zraité d’Analyse de
M.'Picard, Tome II, p. 38. — (L. L.) Y
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séquent, M= M'. Mais, si I'on met «' sous la forme 1 - A, Pon
obtient pour M’ I'expression M + L/, L' désignant la valeur de L.
pour h =7/, et I'équation M = M’ donne alors L'= o. Geei est
seulement possible lorsqu’en toutes les parties de la surface on a

' o\
ow =Y oy

par suite, tant que X est continue, celte fonclion a nécessairement
une valeur constante, et, par conséquent, puisque celte fone-
tion est égale & zéro sur le contour et n’est pas disconlinue le
long d’une ligne, elle a une valeur différente de zéro au plus en
des points isolés. Deux des fonctions ©, pour lesquelles Q atteint
un minimum, ne peuvent donc étre différentes I'une de Dautre
qu’en des points isolés, et, par conséquent, lorsque dans la fonc-
tion z l'on a supprimé toutes les discontinuilds qui peuvent étre
détruites par une modification de sa valeur en des points isolés,
ladite fonction est parfaitement déterminée.

§ XVII.

Nous allons donner maintenant la démonstration précédemment
annoncée que 2, sans pour cela que L cesse de rester fini, ne peut
tendre indéfiniment vers une fonction v discontinue le Jong d’une
ligne; c’est-a-dire que si la fonction % est soumise a la condition
de coincider avec ¢ en dehors d’une portion de surface T’ renfer-
mant la ligne de discontinuité, T peut alors étre prise suffisam-
ment pelite pour que L devienne forcément plus grande qu’une
grandeur assignée quelconque C.

Conservant a s el p, relativement & la ligne de discontinuité, les
significations habituelles, désignons, pour un s indéterminé, par z
la courbure, une courbure convexe du coté des p positifs étant
considérée comme positive, par p; la valeur de p sur le contour
de T/ du coté des P posilifs, par p, la valeur de p sur le con-
tour de T' du cbué des p négalils, et enfin les valeurs correspon-
dantes dey par y, et v,. Considérons alors unc portion quelconque
a courhure continue de cette ligne; la partic de T’ comprise enlre
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4 ! & 2
les normales mendes parses extrémités, lorsque celle-ci ne s’étend
pas jusqu’au centre de courbure de la ligne s, apporte a la valeur
de L la contribution suivante :

Jo [Panomm (B 2V

P

mais la valeur minima de expression
s rod\2
— ) (t—wp)dp
/. (@)

S X e s
pour les valeurs limites fixes y,, v. de %, obtenue d'aprés les régles

connues, est égale a

g%

Hies

log(t — %ps)—log(1—wpy)

e, par suite, cette contribution, de quelque maniére que A soit
pris a l'intérieur de T, est plus grande que ;

(y1— )= ds :
flug(]—ng)—lug(l—zpl)

La fonction y serait continue, pour p = o, si la plus grande va-
leur que puisse atteindre (pv—12)* pour® =>p=>0 el mu< pa<l0,
5 ¥ . . . T = L
devenait infiniment pelite avec m — . Nous pouvons done pour

toute valeur de s assigner une grandeur finie m, de telle sorte,
uelque petit que I'on prenne =, — 7., qu'il existe toujours entre
les limites données par les expressions : :

(les signes d’égalité s’excluant I'un l'autre), des valeurs de p, et
22 pour lesquelles on ait (v, — v.)* > m. /
Envisageons maintenant une forme quelconque de T’ SOUI}USG
aux restrictions précédentes, et soient Py et Py les valeurs déter-
mindes de p, et p, pour cette forme, et désignons par « la valeur

de l'intégrale

. ds
_/-Iug(l—y.l’.z) — log(1—2Py)

relative a la partie en question de la ligne de discontinuité; nous
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pourrons alors évidemment obtenir

(Y1— 12022 ds
Sl > G

0g(1t—=py) —log(1— npy)

w

1 nous prenons p, et p,, pour chaque valeur de s, de telle sorte

que les inégalités :

“

1 —(1—%Py)t
7

n<

et
(Y1—7v2)2 > m

s’(.)lent.satisﬁxiles. Mais cela, de quelque fagon que Pon prenne )
l'llllél‘l()l_ll‘ de T’, a pour conséquence que la partie de L qui pro-
vient de la portion de T’ en question sera > C, et il en scrf de
méme a fortiori de L tout entier [6]. fiker Q. F. Il) '

§ XVIII.

M OTeS XV , .
d’? aprés le §,\‘,VI, pour la fonction « qui y est complétement
¢élinie et pour I'une quelconque des fonctions %, on a
L, a

N= /'[(%* O8N Ok | fou” 08N 0
% \ dz v))/) Pr (@, wh ;;) ‘7;] daT = o,

1 ntégrale s’étendant & toute a surfa 5 2 18
{23 le C ule lflCC. De celte équa 10N nou
allons maintenant tiver encore d’autres consequences.
Sépa rons sur ‘s face T un morcean r rmant les licux
) L sur
I orcea 1% enfer d

de discontinuité de # B, ;A Lai S
> u, B, X; A l'aide des princi . Vi
en posant ; I R I I,
= du a8
X = (,_ 2 s = S )
G ‘U") el s (d}’ i 0;3) s

ue la partie de ! 1 Brovi
el estqéudl % de N, qui provient du morceau restant
) Spale A

24 [EY7) % P} 08
.,/‘). (0_17? I WT) ar _‘f( - = ‘u) hds.

p " 0s

]
'on trouve

11

ar suite de la condition relative au contour imposée a la fonc-

tégrale
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du 0B
f<@ —+ JZ) n ds,
relative 4 la portion de contour que T’ posséde en commun avec T
est nulle, en sorte que N peut étre regardée comme formée de I'in-

Pu  Pu
— : uE
JuG i) ®
relativement & T, et de

du 9B\ Ok du 0B\ Ok ow OB\ .
[[(0“5 == f)j) e <,)3’ -+ %,) W;‘ dT —»—f(@ + E) ) ds,

tion ), la partie de

relativement a T’.
02

Maintenant, il est évident que, si ;;_1+

OB Ve sy
5y Clait différent de
e
zéro en une partie quelconque de la surface T, N prendrait égale-
ment une valeur différente de zéro, pourvu que L'on ait choisi X,
ce que I'on estlibre de faire, égale & zéro a lintérieur de T’, et

A RaT s I Re i it (ORT Pu s

de telle nature qu’a Pintérieur de T, )(ﬁ i ait partout
) > o G 08
le méme signe. Mais s1 — 4 ~—
o dy2
purties de T, alors la partie de N qui dérive de T” s’évanouil pour
chaque %, et de la condition N= o résulte alors que les parties
relatives aux lieux de discontinuité sont égales & zéro.
£ ; . ou 08 ou , dB
Ainsi, relativement aux fonctions = — =25 — 4 %
i dx ay. dy o
gnant la premiére par X et la seconde par Y, nous avons non seu-

lement d’une maniére générale I'équation

est égale A zéro en toules les

, en dési-

0§ = ()Y =0
e Ty T

f(f-o—w—i—‘i'(»)‘j—f)ds:o,
9p ap

lintégrale étant prise relativement au contour total d’une partie
quelconque de T, en tant au moins que cette expression présente

mais encore celle-ci

un sens déterminé.
Décomposons (§ IX, proposition V) la surface T, lorsqu'elle
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posstde une connexité multiple, en une surface simplement con-

ARSI BIG ] <
nexe T* a l'aide de sections transverses; alors, par conséquent
b}

/‘0 <[,’14 08
— = —;> ds,
L]J 8

=0,

Pintégrale

relalive 3 i a0 alintéri
auve aune ligne quelconque joignant O, 4 O A Vintériear de T

posséde toujours la méme valeur et représente, O, étanl recardé
epmuye fixe, une fonction de z, y qui sur T* éprouve pal‘[ouDL une
variation ‘continue qui, le long d’une section transverse, est la
rr{éme sur les deux bords. Cette fonction v adjointe a 8 n0u‘s four-
nit une fonction ¢ =8+ dont les dérivées s‘onl ‘

go L e dp du

dz B s dy oz’
JEby
D’ott 'on conclut le

T’Héoni-:,\m. — Lorsque sur une surface connexe T, décom-
posée par des sections transverses en une surface simplement
connexe T*, l’on donne une fonction com/)/ez"c o+ Biidea,y
pour laguelle Uintéerale K ol

[0z I8N 2 Jo a2
/ [_(,;J. W) —t-(d?+ (Tz) ]1[1~:

5
IilEIZd{/E @ loute la surface, posséde une waleur finle, cetle
_fonctz.fuz peut étre toujours, et cela d'une manidre 11)171'”/:"
t/.-u.nsjormée en une fonction de = par Uadjonction cl’(rl?cejé/lfl
ton p-vi de z, y qui satisfait auz conditions su l‘ﬁ"(lvlllﬂ.f 9

].U 5' T 5 3 =l . .
ur le contour, = 0 au, du moins, différe de zéro seule-

ment e 3 solés; )
e en a’.cs points isolés; en un point, v est donnée d’une ma-
niere arbitrair .

> 290

) .Les varwations de p. sur T, celles de v sur T*
conlinues qu’en des points isolés, et ce
sorte que les intégrales

JUE G o J1@)= ()]

\

ne sont dis-
la seulement de telle

r‘elatwcs @ loute la surface, restent finies;
tons de v le long ; ‘

deuzx bords.

- | de plus, les varia-
une seclion transverse sont égales sur les
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Ces conditions suffisent pour déterminer u. +vi. En effet, cela
résulte de ce que p, a l'aide de laquelle y est déterminée a une
constante additive prés, fournit toujours également un minimum
de Dintégrale Q, puisque, en posant =2~y L'on a pour chaque
). évidemment N — o; propriété qui, d’apresle § XVI, n'a lieu

2 I Jur, ?
que pour une seule fonction.

§ XIX.

Les principes qui servent de base au théoréme qui termine le
paragraphe précédent ouvrent la voie pour I'étude de fonclions
déterminées d’une variable complexe (indépendamment d’une

expression explicite de ces fonctions). L

Pour sarienter dans ce champ de recherches, I'on fera usage
d'une estimation comparative de I'ensemble des conditions néces-
saires & la détermination d’une pareille fonction & I'intérieur d'un
domaine donné.

Avrétons-nous d’abord 4 un cas déterminé; lorsque la surface
qui recouvre le plan A et qui représente ce domaine de grandeurs
est une surface simplement connexe, la fonction w = © + ¢f de
z peut étre déterminée conformément aux conditions suivantes :

1° Pour «, 'on donne la valeur en tous les points du contour,
valeur qui, pour une variation infiniment petite de la position,
variera d’une grandeur infiniment petite de méme ordre, mais du
reste d’une maniére quelconque (');

2° En un point quelconque, la valeur de ¢ est donnée arbitrai-
rement;

3o La fonction doit étre partout finie et conlinue.

Mais, sous ces conditions, la fonction est completement dé-
lerminée.
En effet, cela résulte du théoréme du paragraphe précédent,

(') Les variations de celte valeur sont & vrai dire soumises seulement & la res-
triction de ne pas étre discontinues le long d'une partie entiére du contour; ona
fait une restriction ultérieure dans’le seul but d'éviter ici des complications inu-
tiles. — (RIEMANN.) :
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Iulr]sque l'on détermine « -4 B4, ce qui est Loujours possible, de
telle sorte que o soil éga G i ;
[ue « soit égale, sur le contour, 4 la valeur donnée et
que sur toute la surface, pour toute variation infiniment petite
de la position, la vaviation de @ + 37 soit infiniment petite de
méme ordre.
La fonction # peut étre par conséquent donnée sur le contour
en général comme fonction toute arbitraire de s, et ce fait déter-
mine partout en méme temps p;

: réeiproquement, ¢ peut étre prise
aussi quelconque en tous les points de P'encadrement ; d’ott Lon
" i '
conclut alors les valeurs de .
o : .

Le champ d’évolution pour le choix des valeurs de v sur le
COl:llUl'l(;‘ mlnbrasse donc un ensemble 4 une dimension pour chaque
voint de |’ ¥ ¢ ‘terminali &
|l ' c.ncadlement, et la détermination compléte de ces va-
eurs nécessite une équation pour chaque point ! e
i i : : q I de L encadrement,
sans quil soit toutefois essenticl que. chacune de ces équations
,01t uniquement relative a la valeur d’un terme en un point de
I'encadrement.

Cctl.r détermination peut aussi étre effectuée de telle sorte que
bour chaque poi ; g ¢ i
{j l jue point de 'encadrement une équation contenant les

eux ler i e 1

< eu(l]ms el variant de forme d’une maniére conlinue avec la
position i 1 Se s 1 4 inati
z,ﬂ‘ 3 u point soit donnée; ou bien la délermination peut étre
elect 4 1 1
l Hc uée sunu’ltanemem pour plusieurs parties d’encadrement, de
clle sor i chs i ! i
. or L.c qu'a chaque point d’une de ces parties soient associés
) — 1 éterminés, do 1
Ey points déterminés, dont chacun tire son origine d’une des
utres s e ives
a p;lu ues respectives, ct de telle fagon qu’alors pour chaque
Iroupe « i 1nsi 16 i
? pe de 7 pc,nnts ainsl associés soit donné un groupe de 7 équa-
10N§,vari: ié 1 i
g ,variant ld unemaniere continue avec la situation de ces points
Mais ces conditi iLé i At
e ons, dont la totalité forme une variété continue,

2 1.8 9 A P 3
: q (Zlnt'expnnu.cs par des équations entre des fonctions arbi-
raires, doivent encor éné issi
P Skl core, en général, pour étre admissibles et suffi-
st da 311 ¢lermination d'une fonction partout continue 4 1'inté-
rieur du domain ¥ 1 a i
= a e.dc grandeurs, étre soumises A une restriction ou
A une extension qui des 7 6 i
e s qui fsonr. données par des équations de con-
particuliéres (équations relatives aux constantes arbitraires
car Pexactitude de nos estimati ron sviden i
e L 1ations ne s’étend pas évidemment
] Ic)[ a (l,e ernier poinl relatif aux constantes.
ans le cas ot le domai rariabilité
i omaine de variabilité de la grandeur 5 est
: par une surface multiplement connexe, ces considéra-
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tions n’éprouvent aucune modification essentielle; en effet, I'ap-
plication du théoréme du § X VII fournit une fonction jouissant
des mémes propriétés que celles que I'on vient d’étudier, aux
yariations pres & la traversée des sections transverses, variations
qui peuvent étre rendues égales A zéro, lorsque les conditions
relatives a Iencadrement contiennent un nombre de constantes
disponibles égal & celui des sections transverses.

Le cas, ot la continuité est interrompue le long d’une ligne a
intérieur de la surface, peut étre subordonné au précédent, si
Pon considére cetle ligne comme une section pratiquée dans la
surface.

Finalement, si Pon admet une solution de la continuité en un
point isolé, ¢’est-a-dire, d’aprés le § XII, un infini de la fonction
en un point, alors, en conservant les autres hypothéses faites dans
le cas étudié au commencement, 'on peut trouver relativement &
ce point une fonction de = quelconque, aprés soustraction de la-
quelle la fonction qu'il s'agit de déterminer seva continue; mais,
par cela méme, cette dernidre sera complétement déterminée. En
eflet, supposons la grandeur o+ i égale a la fonction donnée
dans un cercle aussi petit que I'on voudra, dont le centre est en
ce point de discontinuité, et cela d’ailleurs conformément aux

prescriptions antéricures, alors U'intégrale

-4 -8l
relative A ce cercle, est égale & zéro; prise relativement & la partie
restante, l'intégrale est égale & une grandeur finie; on peut donc
faire Papplication du théoréme précédent, ce qui permet d’obte-
nir une fonction qui jouit des propriétés exigées. L’on peuat de
ceci conclure, en vertu du théoréme du § XIII, que, lorsqu’en un
point isolé la fonction peut devenir infiniment grande d’ordre 7,
le mombre des constantes dont on peut disposer sera en général

égal & an.

Représentons géométriquement (d’apres le § XV), une fone-
tion ¢, d’une grandeur complexe z, variant & intérieur d'un do-
maine donné a deux dimensions; celte fonction fournit alors une
représentation conforme 3, recouvrant le plan B, d’une surface
donnée T, recouvrant le plan A, la similitude étant conservée
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dans les plus petites parties, a U'exception de certains points iso-
lés. Les conditions que Uon a trouvées précédemment, suffi-
santes et nécessaires pour la détermination de la fonction, sont
relatives soit & ses valeurs surle contour, soit a ses valeurs aux
points de discontinuité. Elles se présentent donc (§XV) toutes
comme conditions pour la figuration du contour de S en donnant
pour chaque point du contour une équation de condition. Si cha-
cune de ces équations est velative seulement 3 un point d’enca-
drement, elles seront représentées par un réseau de courbes, le
lieu géométrique de chaque point du contour étant formé par une
d’c ces coux:]‘Jes. Loljsque deux points du contour, dont Lun varie
r’l une maniére continue avec 'antre, sont soumis ensemble & deux
équations de cond.il‘ion, il existe par ce fait, entre deux parties du
contour, une relation de dépendance telle que, la situation de une
étant prise arbitrairement, la situation de U'autre en sera une con-
s‘équeuce. Dc.méme P'on obtiendra, pour d’autres formes des équa-
tions d?. co.ndnlion, une interprétation géométrique analogue; mais
nous n'insisterons pas davantage sur ce point.

Llintroduction des o

nction des or s g

ik n grandeurs complexes dans les Mathéma-
ques a son origine et son but immédiat dans la théorie de lois

de dépendance simples (1) entre de

primées par des opérations sur les o 1

es or: e 1 ?
S e I grandeurs. En effet, si I'on
applique ces lois de

i ; [ dépendance dans un champ plus étendu, en
attribuant des valeurs ¢ exes ; i

g a com!)]e:\m aux grandeurs variables aux-
q ’ :JI)I-JO'I Lcn't ces lois, il se présente alors une harmonie
et une régularité qui sans cela r
tension avait été fi

s grandeurs variables; lois ex-

. estent cachées. Les cas oit cetle ex-
iite formepL‘]usqu’ici, il est vrai, un domaine

(") Nous regardons ici comme opérati
traction, la multiplication et Ja diyision
loi de dépendance est pour nous (’;
d'opérations ¢l6

ons élémentaires : T'addition et la sous-
; Pintégration et la différentiation ; ¢t une
autanl plus simple qu dcessi i
Syl L stmple qu'elle néeessite moins
ity { uentaires. En effet, toutes les fonctions
quiici dans Ianalyse, peuyent tlre ramendes ;
— (RIEMANN, )

dont on s'est seryi jus-
aun nombre fini de ces opérations.
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restreint; tous ces cas & peu prés peuvent éire ramends a ces lois
de dépendance entre deux grandeurs variables ou Pune est soit
fonction algébrique de Vautre (c¢’est-a-dire lorsque entre les deux
a lieu une équation algébrique), soit une fonction dont la dé-
rivée est une fonction algébrique ; mais presque tout le progrés
accompli icia donné non seulement une forme plus simple, plus
expéditive aux résultats acquis sans I'aide des grandeurs com-
plexes, mais encore a ouyert aussi le chemin & de nouvelles dé-
couvertes; I'histoire des recherches relatives aux fonctions algé-
briques, circulaires ou exponentielles, elliptiques et abéliennes
en offre les exemples.

Indiquons rapidement le nouveau progrés qui résulte de nos re-
cherches pour la théorie de pareilles fonctions.

Les méthodes dont on s’est servi jusqu’ici pour le traitement de
ces fonclions partent toujours du principe qui consiste & prendre
pour définition une expression de la fonction, sa valeur étant
ainsi donnée par chague valeur de son argument. Nos recherches
ont démontré que, par suite du caractére géndral d'une fonction
d’une grandeur complexe variable, une partie des éléments de dé-
terminalion sont, dans une définition de cette nature, une consé-
quence de la partie restante, et, & vral d’ire, alors I'ensemble de
ces éléments est ici ramené A ceux qui sont nécessaires & la déter-
mination.

Cela simplifie essentiellement le traitement de la question.
Ainsi pour démontrer, par exemple, I'égalité de deux expressions
de la méme fonction lon deyait autrefois les transformer I'une en
I'autre, c¢'est-d-dire faire voir qu’elles coincidaient toules deux
pour toute valeur de la grandeur variable ; or, il suffit main-
tenant de démontrer qu'elles coincident dans un domaine bien
plus restreint.

Une théorie de ces fonctions, basée sur les principes introduits
ici, établirait la figuration de la fonction (c’est-d-dire sa valeur
pour toute valeur de son argument), indépendamment d’une mé-
thode pour déterminer la fonction au moyen des opérations sur
les grandenrs; on parviendrait a la définition générale d’une fone-
tion d’une grandeur variable complexe en ajoutant seulement les
caracléres nécessaires pour déterminer la fonction particuliére;
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et c'est alors seulement que de cette théorie 'on passerait & 1'¢-
tude des différentes expressions dont la fonction est susceptible.

Le caractére individuel d’une classe de fonctions, qui sont ex-
primées d’une maniere pareille a 'aide d’opérations sur les gran-
deurs, se présente alors pour ces fonctions sous forme des con-
ditions relatives au contour et aux discontinuités. Par exemple, si
le domaine de variabilité¢ de la grandeur = recouvre simplement
ou multiplement le plan indéfini A tout entier, et si la fonction
n’admet des discontinuités qu’en des points isolés, et en ces points
sculement des infinis dont les ordres sont finis (pour 5 infini cette

. I 5 -
grandeur elle-méme, pour 2’ fini la grandeur = —=7 ftant consi-
=2

dérée comme un infini du premier ordre), alors la fonction est né-

cessairement une fonction algébrique et, réciproquement, toute
fonetion algébrique satisfait 4 ces conditions.

Nous n’entrerons pas, pour cette fois, dans le développement de
cette théorie qui, suivant nos remarques, est destinée a jeter le
Jour sur des lois de dépendance simples régies par des opérations
sur les grandeurs; en effet, nous laissons de coté 'étude de Pex-
pression d'une fonction.

Pour la méme raison, nous ne nous occuperons pas ici d’établir
la possibilité d’appliquer nos théorémes, en les prenant pour prin-
cipes d'une théorie générale de ces lois de dépendance; il serait
alors nécessaire de démontrer que la conception de fonction d’une
grandeur variable complexe, que nous prenons ici pour point de
départ, coincide complétement avec 1'idée d’une dépendance ex-
primable par des opérations sur les grandeurs (1) [7].

(') Par dépendance exprimable par des opérations sur les grandeurs, nous en-
tendons toute dépendance rég
tions de caleul les plu
sion. L'expression opér
les nombres)

jic par un nombre fini ou infini des quatre opéra-
mples, addition ct soustraction, multiplication et divi-
Lions sur les grandeurs ( par opposition i opérations sur
indique que dans de telles opérations de caleul la commensurabilité
des grandeurs ne joue aucun role, — ( RIEMANN.)
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§ XXI.

Pour I'éclaircissement de nos théorémes généraux il ne sera pas
sans utilité d’exposer en détail un exemple de leur application.

L’application indiquée dans le paragraphe précédent, bien qu'at-
teignant le but prochain envisagé dans la déduction des théorémes,
n'est cependant encore que particuliere. En effet, lorsque la dé-
pendance est régie par un nombre fini de ces opérations sur les
grandeurs qui y sont regardées comme opérations élémentaires,
la fonction contient seulement un nombre fini de paramétres;
quant & la forme d'un systéme de conditions, relatives au contour
et aux discontinuités, indépendantes entre elles, et suffisant pour
déterminer la fonction, ce fait a pour conséquence que parmi ces
conditions il ne peut s'en présenter aucunes susceptibles d’étre
déterminées arbitrairement en chaque point le long d’une ligne.
Pour le but actuellement envisagé, il semble donc plus approprié
de choisir, non un exemple tendant i ces circonstances, mais beau-
coup plutdt un exemple ot la fonction de la variable complexe
dépend d'une fonction arbitraire.

Pour faire saisirv la question d’une maniére nette et claire, nous
allons présenter cet exemple sous la forme géométrique dont on
a fait usage a la fin du § XIX. Il s’agit alors dans cet exemple de
rechercher la possibilité d’opérer une représentation connexe et
semblable en ses plus petites parties d'ane surface donnée, repré-
sentation dont la forme est donncée; nous entendons, en parlant
ainsi, que 'on donne la courbe du lieu géoméirique de chaque
point d’encadrement de la représentation, la méme courbe pour
tous ces points, et que I'on donne en outre le sens de la direction
de I'encadrement ainsi que les points de ramification. Nous nous
en tiendrons & la solution de ce probléme au cas o, a chaque
point d’'une surface, correspond un point unique de autre, et ot
les surfaces sont simplement connexes, cas ot la solution est ren-
fermée dans le théoréme suivant :

Dewx surfaces planes, simplement connezes donndées, peuvent
toujours étre rapportées l'une a Uautre, de telle sorte qu'a
R. 4
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chagque point de 'une corresponde un point unique de Uautre
dont la position varie d*une maniére continue avec celle dy
premier, et de telle sorte que les plus petites parties correspon-
dantes des surfaces soient semblables; de plus, pour us point
de Uintérieur et pour vx point de Uencadrement de la surface,
les points correspondants de ' autre surface peuvent étre don-
nés quelconques; mais alors la correspondance est déterminée
par cela méme pour tous les points.

Lorsque deux surfaces T et R sont rapportées sur une troi-
sitme S, de telle sorte qu'entre les plus petites parties corres-
pondantes de T'et S et de R et S il y ait similitude, par cela méme
il existe une correspondance entre les surfaces T et R, ol le
meéme [ait a évidemment lieu.

Le probléme de la représentation de deux surfaces quelconques
l'une sur l'autre, de telle sorte que la similitude soit conservée
dans leurs plus petites parties, est done ramené 4 celni-ci : repré-
senter chaque surface quelconque sur une méme surface déter-
minée de sorte qu'il y ait similitude en les plus petites parties.

Ainsi, pour démontrer notre théoréme, si nous décrivons sur
le plan B, du point w=o0 comme centre, un cercle K derayon 1,
il suffira seulement de démontrer ceci : une surface simplement
connexe quelconque T recouvrant A, peut étre Loujours repré-
sentée sur le cercle K d'une maniére connexe, la similitude étant
conservée dans les plus petites parties, et cela d’une fagon unique,
en opérant de telle sorte qu’au centre du cercle corresponde un
point donné quelconque Oy a intérienr de T, et & un point donné
quelconque de la circonférence un point donné quelconque O
sur I'encadrement de T.

Distinguons les désignations déterminées de la grandeur 5 et du
point Q relatives aux points O, et O, en leur attribuant l'indice
ou 'accent correspondant, et décrivons sur T du point O, comme
centre un cercle quelconque 0, qui ne s’étend pas jusqu’a 'enca-

=

drement de T et ne renferme aucun point de ramification. Intro-

=revi; 'on

duisons des coordonnées polaires ¢n posant 5 — s

aura, pour la fonction log (s — z,),
log(s—z)= logr + ol

La partie réelle varie donc dans tout le cercle d’'une maniére
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continue, hormis au point Oy, ot elle devient infinje. Quant 4 la
partie imaginaire, lorsque parmi les valeurs possibles de o l'on
choisit partout la valeur positive la plus petite, elle prend le long
du rayon ot 5 — 5, prend des valeurs réelles positives, d’un coté
lavaleur o, de Pautre 27; mais d’ailleurs en tous les autres points
elle varie d’une maniére continue. Ce rayon peut éire évidem-
ment remplacé par une ligne quelconque / menée du centre & la
circonférence, de telle sorte que la fonction log (z—3y), lorsque
le point O traverse cette ligne du hord négatif (c’est-d-dire ot P
est négatif, § VIII) au bord positif, ¢éprouve une brasque diminu-
tion de valeur 27=¢; mais d’aillears elle varie avec la position de O
d’une maniére continue sur le cercle ® tout entier.

Prenons maintenant la fonction complexe o« - 5/ de z, y égale
dans le cercle © alog (s — 5,); mais, en dehors du cercle, la ligne /
étant prolongée d’une maniére quelconque jusqu’au contour de T,
choisissons-la comme il suit :

1° Sur la circonférence de ©, égale a log(s — z,), sur le con-
tour de T, imaginaire pure;

2° A la traversée du hord négatif au bord positif de la ligne ¢,
elle devra varier de — 2w/ ; mais, dans tout autre cas, pour une va-
riation infiniment petite du lieu, clle devra varier d’une grandeur
infiniment petite de méme ordre; ces fixations 1° et 2° sont Lou-
jours possibles.

Ceci posé, Uintégrale

—+ (%—t— g’;)] dT,

relativement & ©, a une valear nulle; relativement a toute la partie
restante de la surface T, elle a une valeur finie. Par conséquent,
#4437 par ladjonction d’une fonction continue de 2, ¥, purement
imaginaire sur le contour et délerminée 4 un reste pres constant
purement imaginaire, peut étre transformée en une fonction
{=m —+ ni de 5. La partie réelle m de cette fonction sera égale
4 0 sur le contour, & —oo au point Oy, et partout ailleurs sur T
elle variera d'une maniére continue.

Pour chaque valeur @ de m située entre o et — @, la surface T
est done partagée par une ligne ott m — @, d’une part, en parties
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olt m < a qui renferment & leur intérieur le point O, et, d’autre
part, en parties ol m > @ dont 'encadrement est formé en partie
par le contour de T, en partie par des lignes ot m = a.

L’ordre de connexion de la surface T ou bien ne sera pas di-
minué par cetle décomposition, ou bien le sera; comme cet ordre
est égal & — 1, la surface sera donc décomposée soit en deux mor-
deaux d’ordres de connexion o et — 1, 50it en plus de deux
moreeaus. Mais cette dernitre circonstance est impossible, car,
dans un de ces morceaux au moins, la partie réelle m devrait éire
partout finie et conlinue et constante en toutes les parties de
Pencadrement, et, par suite, devrait avoir soit une valeur con-
stante en une portion de surface, soil une valenr maxima ou bien
minima en un endroit quelconque, ¢’est-i-dire en un point ou le
long d’une ligne, ce qui est contraire au § XI, proposition IIL. Les
points olt m est constant forment, par conséquent, des lignes par-
tout simples, qui se ferment et qui forment chacune I’encadrement
d’un morceau renfermant le point Oy, et ot m décroit nécessai-
rement vers Vintérieur. Tl s'ensuit que pour un circuit posiiif
(ot 5 croit, d’aprés le§ VIIT) la grandeur 7, tant quelle est con-
tinue, est toujours croissante, et, par comséquent, puisqu’elle
éprouve une variation brusque de — am (') seulement quand on
passe du bord négatif au bord positif de la ligne /, elle sera alors
égale une fois & chaque valeur comprise entre o et 27, abstrac-
tion faite d’un multiple de 2%

Posons mainlenant ef= @, e™ et n seront alors les coordon-
nées polaires du point Q relativement au centre du cercle K pris
comme origine.

Mais I'ensemble des points Q forme évidemment une surface S
recouvrant K partout simplement. Le point Q, de celle-ci tombe
au centre du cercle, mais le point Q' peut, par Ientremise de
la constante dont on peut encore disposer dans la fonction 7,
étre porté en un point donné quelconque de la circonférence.

G QRS

(*) Puisque la ligne  méne d'un point intéricur du morceau a un point exté-
ricur, il faut, lorsquelle en coupe plusieurs fois 'encadrement, qu'elle traverse
de Pintéricur a Vextérienr une fois de plus que de Pextérieur a intérieur; la
somme des variations brasques de 2 pendant un circuit positif est donc toujours
égal & — 27, — (RIEMANN.)
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Au cas ot le point Oy est un point de ramification d’ordre (n —1),
Pon arrive au but cherché par des conclusions tout analogues en

remplacant sculement log (s — ) par :3 log (= — z),set le fraite-

ment ultérieur serait aisément complété A l'aide du § XIV.

SIRXIT:

L’extension compléte des recherches du paragraphe précédent
au cas plus général oli, & un point unique d’une surface, corres-
pondent plusieurs points de l'autre et ot I'on ne présuppose pas
que les surfaces aient une. connexion simple, sera laissée de cOté
ici, d’autant plus qu’au point de vue géomélrique toute notre
étude.chit pu étre présentée sous forme plus générale. La restric-
tion de nos considérations a des surfaces planes, unies sauf ex-
ception en des points isolés, n’est pas essentielle. Bien plus, le
probleme de la représentation d'une surface donnée quelconque
sur une autre donnée quelconque, en conservant la similitude
dans les plus petites parties, peut éire traité d’une maniére tout
analogue. Nous nous contenterons, & ce sujet, de renvoyer le
lecteur aux deux Mémoires de Gauss, celui cité au § III et celui
intitalé = Disquisitiones generales circa superficies curvas

(article 13).
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Connexion d'une surface

i . X | 9Y :
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A" e SE .
a '/(‘\ c0sE + Y cosn) ds, prise autour de tout 'encadrement,
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3 Js ap

able, ré émoi é
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o
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NOTES.

[4] (p- 1). On a trouvé dans les manuscrits de Riemann I'addition sui-
vante, qui se rapporte i ce passage :

« Par Pexpression :'1
entre les limites z = «

a grandeur w varie d’'une maniére continue avee 5
, 5=10b, nous entendons ceci : Dans cet intervalle,
a toute variation infiniment petite de s correspond une variation infini-
ment petite de w; ou encore, en s’exprimant d’une manié e plus détaillée :
pour une grandeur donnée quelconque ¢, 'on peut toujours déterminer la
grandeur «, de telle sorte que dans un intervalle relaiif a 5, plus petit que «,
la différence entre deux valeurs de w ne soit jamais plus grande que ¢, La
continuité d'une fonction, méme lorsq

ue ce point n’est pas expressément
enonce, entraine d’aprés cela ce fait :

la fonction est toujours finie. »

[2] (p. 7). Sl W’y a pas une inadvertance
mann aura fait usage de l'ex
fication contr,

; en cet endroil, cest que Rie-
pression de gauche & droite dans une signi-
i aire & celle employée d'habitude, oit le sens d’un circuit est
défini par la maniére dont le verrait décrit un observateur placé au centre
et suivant des yeux le point déerivant le circuit.

; . SoE e
[3] (p. 20). L exemple suivant peut servir & I'éclaircissement de ce pas-
sage, exprimé d'une maniére un peu obscure,
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; Qnt
Dans la figure ci-dessous T est une surface triplement connexe. Soit (ab)
g @S ey
la premiére section transverse ¢y, et (ed) la deuxi¢me gs.

Tig. 1.

iei a disti is diflfér 3 Ve distinctes con-
Nous avons ici a distinguer trois diflérences de valeurs

e [O(Y‘%—

=0y

stantes de la fonction

Désignons ces différences relativement a la lr)arltie Y(a,c) par A, z‘x(!a pa?;:
(eb) par B et a la partie (ed) par C. Sil'on dc'crlt d a.bord (c€l), po];x :
avoir ici une valeur quelconque; si Pon déerit cnsul_le alors (bc),l, f
méme peut avoir ici encore une valeur gquelconque. Ma%s pour (ac?, d a]]i:Li
cela, la différence de valeurs constante A de la f(zn?uon Z es't (.Ol'ﬂp.l: e
ment déterminée ; ce sera (les signes étant déterminés comme il con'vmlnt).
A =B+ C. En général, on conclut d’'une maniére analogu:e le ‘rels? tail
suivant : Chaque fois que, pendant le chemil?mn(?nt en s?neu.l,x‘ugmlaa c:ux
le systéme des scctions transverses, I'on arrive wun Po“}f ol unblsesvflrc:n
transverse déja décrite prend son origine, la variation qu v.lrrouve a ‘1 é-
rence de valeurs constante de la fonction est alors complétement déter— ?

minée.

[4] (p- 23). L’on obtient la formule
si, dans l'intégrale

on prend «'= 1, car alors, prise relativement & I’encadrement d’une por-
i o i
tion de surface o z satisfait aux hypothéses du § X, elle s'évanouit

[3] (p. 36). La méthode de démonstration du §XVIa été plus tard c]és,igm%c
par Riemann ( Théorie des fonctions abéliennes, § 111, IV des Prélimi-
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naires) sous le nom de Principe de Dirichlet (d’aprés les Legons de Di-
richlet). Gauss aussi a appliqué de pareilles conclusions (Théorl‘:mes géné-
raux relatifs aux forces d’attraction et de répulsion qui s’exercent en raison
inverse du carré de la distance, OFuvres, t. V). Dans ces derniers temps
la validité de ce mode de déduction a été combattue; en particulier et avec
raison, I'évidence de I'existence d’un minimum pour lintégrale © a été
niée. Mais I'exactitude du théoréme lui-méme, pour la démonstration du-
quel cette méthode doit servir, théoréme qui préte aux travaux de Rie-
mann sur la théorie des fonctions leur caractére particuliérement simple
cF général, a été démontrée par de nouvelles recherches reposant sur
d'autres principes. [Foir en particulier les travaux sur ces sujets de H.-A.
Schwarz (Monatsberichte der Berliner Akad., oct. 1870. B Journal de
Crelle, tome T4; et Gesammelte Mathematische Abhandlungen, et cenx
d.n C. Neumann (Recherches sur le potentiel logarithmique et [é poten—
tiel de Newton; Leipzig, 1877. — Lecons sur la Théorie riemannienne
des Intégrales abéliennes, »° édit.; Leipzig, 1884.)]

[6] (p- 40). Les remarques suivantes sont tirées, presque mot pour mot
des brouillons, esquisses du § XVII, trouvés dans les papiers de Ricn’lﬂnn‘
el écrits de sa main; ils serviront en partie a éclaircir, en partic & com-
pléter cette recherche.

Des valeurs Py et Py 'une peut étre aussi prise partout = o, lorsque sen-
lement T' a une étendue finie, et de cette facon notre démonstration sera
applicable au cas ot la discontinuité se présenterait le long d'une partie
de Iencadrement ou aurait licu par Ueffet d'une modiﬁcati:n des valeurs
de y le long d'une ligne a intéricur. On n'a pas attribué directement a m
la‘ valeur la plus petite de (v, — v2)? dans lintervalle assigné de p; et ps,
fxim que la démonstration soit aussi applicable au cas ot y admettrait une
infinité de maxima et minima, par exemple au cas oit y at.:rail. dans le voi-

sinage de la ligne de discontinuité la valeur sin — -
v IRy . /J
o D une lnmmere pareille 'on peat faire voir que L croit au dela de toutes
imites, lorsque indéfini s i i i ;
iy 1,’ sque A lef]d ‘m’(leﬁmment vers une fonction y qui, au point O,
posséde une discontinuité telle qu’en une partic d’une circonférence dé-

erite du point O’ co re av ¥ 9 % i
I mme centre avec un rayon p, pJL_. pa} tendraient
pour g infiniment petit vers une limite finie ou seraient infinis.

Dans ce cas, I cut assi r A
an: ca:, Ior} peut assigner & p une valeur R telle qu'au-dessous de
cette valeur I'on n’ait jamais

p* /.‘ml'<j—£>2—‘~ (Z—;\)E] do = o.

o

D]esxg;\ons la plus pelite valeur de cette grandeur dans cet intervalle par a,
a a ¢ o 1 4 A
alors la contribution apportée a L par une couronne circulaire comprise
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entre o = R et p = r (ou 7 < R) sera

R 27 o N 2 N D B
[ dp { [(%5—4 ) —=- (%) ] pdo >L[ g do > a(logR — logr),

4
=0
et, par suite, lorsque 'on prend 7= Re @4, elle sera > C.
Par conséquent alors, sil'on choisit pour encadrement de T' un cercle ot

a
o< Re 7, la partie de L qui provient du reste de T et, par suite, L lui-

méme, sera > G, quel que soit X & lintérieur du cercle,

[Gette étude se rapporte, il est vrai, d’abord & un point qui n'est ni point
de ramification ni point de I'encadrement ; mais elle n’éprouve de modi-
fication essentielle que pour un point de I'encadrement ol la surface au-
rait un point saillant, ¢’est-a-dire olt I'encadrement aurait un point de re-
broussement. Mais, dans ce dernier cas aussi, la détermination d’un ordre
de discontinuité, auquel ne peut atteindre A, repose sur les mémes prin—
cipes; nous nous contentons donce de I'indiquer.]

Lorsque la portion de surface oit ) et y sont différentes devient infini-
ment petite, T’ lui-méme, dans le cas d'une ligne de discontinuité, la partie
restante de T, dans le cas d’un point de discontinuité, fourniront donc a
I une contribution infinie, et notre affirmation est ainsi justifiée lorsque
la discontinuité atteint Pordre supposé. Sa légitimilé en ces circonstances
nous suffit; en effet, pour des discontinuités d’ordre inférieur elle n'aurait
plus lieu, comme, par exemple, lorsque pour la distance pentre le point
de discontinuité et le point O, I'on a

\
e 1
~{:(10g ) et Wt ==
\ 2
Nous ajouterons.donc la restriction suivante a la premiére partie du
théoréme du § XVI : Ou bien l'intégrale Q, ol I'on a posé o =o -, pos-
s¢de un minimum pour une des fonctions %, ou bien, pendant que € tend
vers sa plus petite valeur limite, A n’admet une discontinuité qu'en des

o=

TRl gk Ik ; s
points isolés et telle que l'ordre de iz @: lorsqu'ils sont infinis, n’at—

teigne pas 'unité,

Une discontinuité de la fonction w, qui peut étre détruite par modifica-
tion de valeur en un point, doit s¢ présenter, par exemple, lorsqu’on sup-
pose qu'il existe en un endroit quelconque surla surface un trou, c'est-a-dire
un point d’encadrement isolé ot 'on devrait donc supposer N = 0.

[7] (p. 48). Des recherches plus modernes ont fait voir que la puissance
des expressions analytiques s'exerce méme bien au dela de ce que l'on sup-
posait d’aprés ces mots de Riemann. A ce sujet, Seidel le premier a donné
de remarquables exemples (Journal de Crelle, t. 73, p. 279); ainsi, il a
indiqué des expressions analytiques qui dépendent de s et qui dans un
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cercle sont égales a une fonction quelconque de z, et en dehors du cercle
sont égales & zéro; ou encore qui partout, a Uexception du contour d'un
cercle, sont nulles et qui sur le contour sont égales 4 1. Si 'on admet les

intégrales définies, on peut aller bien plus loin encore et, par exemple,

représenter @ ou y, ou yz*+ y?, comme fonction de 5 = z + y 7.
Weierstrass [Sur la Théorie des fonctions (Monatsberichte d. Berliner
Alkad., a0t 1880) et aussi dans la Collection de Mémoires sur la théorie
des fonctions; Berlin, 1886] a fait voir comment 'on peut trouver des sé-
ries infinies, dont les termes sont des fonctions rationnelles de z et qui,
dans un nombre quelconque de domaines de la variable = différents, re—
présentent des fonctions différentes quelconques données de =

" ——

CONTRIBUTION

A LA

THEORIE DES FONCTIONS

REPRESENTABLES PAR LA SERIE DE GAUSS

F(a, B, 1, ).

(Mémoires de la Socicté Royale des Sciences de Gittingue, v. VII; 1857,
OFuvres de Riemann, 2° édit., p. 67; 18g2.)

La série de Gauss (e, B, v, ), considérée comme fonclion
de son quatri¢me élément z, ne représente cette fonction que tant
que le module de 2 ne surpasse pas 1'unité. Pour faire 'étude de
cette fonetion dans toute son étendue, c’est-d-dire quand la varia-
bilité de cet argument 2 n’est pas limitée, il s’est, dans les tra-
vaux ante

ieurs, présenté deux voies de recherches. L'on pent ainsi
prendre comme point de départ soit une équation différenticlle
linéairve, & laquelle elle satisfait, soit son expression par des inté-
grales définies.

Chacune de ces méthodes a des avantages quilui sont propres;
cependant jusqu'ici, dans le fécond Mémoire de Kummer, paru
dans le tome XV du Journal de Crelle, et de méme dans les
Recherches de Gauss , qui n’ont pas encore paru ('), la premiére
méthode seule est employée, principalement parce que le calcul
velatif aux intégrales définies entre des limites complexes n’était

pas encore suffisamment avancé, ou bien encore parce que I'on

(') OEuvres de Gauss, t. 11, p. 2075; 1886. — (WEeBER.)
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ne pouvait le supposer bien connu par un nombre sulfisani do
lecteurs.

Dans le Mémoire suivant, je traite de celte transcendante
d’aprés une nouvelle méthode qui reste essentiellement applicable
a toute fonction qui satisfait a une équation différentielle linéaire
a coefficients algébriques. Avec son aide, les résultats trouvés anté-
rieurement en partie par des caleuls assez pénibles se déduisent
presque directement de la définition; c’est ce que nous faisons
dans la partie ici publiée de ce Mémoive, principalement afin de
donner, en vue des nombreuses applications de cette fonction aux
recherches de la Physique et de '’Astronomie, un résumé commode
de toutes ses représentations possibles. Il est nécessaire d’exposer
en préliminaires quelques remarques générales relatives au traite-
ment d’une fonction lors de la variabilité illimitée de son argu-
ment.

Cousidérant la valeur de la grandeur variable indépendante
& =y + 5, en vue d'une interprétation plus commode de sa varia-
bilité, comme étant représentée par un point d'un plan indéfini
dont les coordonnées rectangulaives sont g el 3, et supposant que
la fonction ¢ soit donnée en une partie dudit plan, 'on peut alors,
d’aprés un théoréme facile & démontver, prolonger la fonction au

. O
—=17—;elcela
oy

dela de ce domaine, conformément a I'équation 31
d’une seule et unique maniére.

Ce prolongement, cela s’entend de soi, ne doit pas avoir lieu le
long de pures lignes, car I'on ne pourrait appliquer & une telle
queslion une équation aux dérivées partielles, mais doit étre ef-
fectué sur des bandes de surface de largeur finie. Quant aux
fonctions qui sont, ainsi que celle que nous allons traiter, « mul-
tiformes », ou qui, pour une méme valeur de z, peuvent admettre
plusicurs valeurs selon le chemin le long duquel est effectué le
prolongement, il existe pour elles certains points du plan des «
autour desquels la fonction se prolonge en une autre comme, par
exemple, le point @ pour les fonctions Vo — a; log (z — a),
(2 —a)¥, u désignant un nombre qui n’est pas entier.

Si on congoit une ligne quelconque tirée de ce point a, la
valeur de la fonction peut étre choisie dans le voisinage de « telle,
quen dehors de la ligne susdite, elle varie partout d’une maniére
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continue, mais telle que, sur chacun des deux bords de cette hgne,.
elle prenne des valeurs (]ifférem.es, en sorte que 176 prolongement
de la fonction & travers cette ligne donm.e sur l'autre bord unc
fonction différente de celle qui se présentait auparavant. :
Pour simplifier le langage, les différents pro]on.gemeuts d z;}ze
fonction pourla méme partie du plan des 2 seront dits les branc l]es
de la fonction et une valeur de 2, ‘dl‘ll()lll‘ de laquelle une bral}c 1e‘
se prolonge en une autre, sera démgm’éc sous le nom de_;)a ewr
de ramification; pour une valeur ot n’a lieu aucune ramilication
la fonction est dite uniforme ou monodrone.

§1I
Je désigne par
= @0 e ?
B e B oy iy
d By 5

une fonction de 2 qui satisfait aux conditions suivantes :

1® Elle est pour toutes les valeurs de @, hormis @, b, ¢, uni-
forme et finie ;

PP P de 4 v

29 Entre trois branches quelconques P/, P’, P de ceLle fl'onc

; i i ati éne a coefficients
tion a toujours lien une équation linéaire homogéne a co

stants )

constants LS e
3° La fonction peut se metire sous les formes

5 - Py
cy Pl o= ¢ P, caRPr cg P@Y, ey P+ ey P,

ol ¢y Cat , ¢y désignent des conslantes, ct cela de telle sorte
oy Caly 2yt g
que, pour = d,
P (2 —u)~%, P (2 —a)%
restent uniformes et ne deviennent ni nulles, ni infinies, et qu’il

en soil de méme, pour x =10, de

P@(2—b)-B, PEI(z—0b)F,
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el, pour z = ¢, de
P (2 —c)-Y, POz —e)-T.

Relativement aux six grandeurs o, /, ..., ¥/, l'on supposera
gqu’aucune des différences

. . Qs inr A At
L=y P—=p, =i

n’est un nombre entier et, de plus, que l'on a pour la somme de
ces grandeurs

a+a+ B+ By =1

La variété de fonctions qui remplissent ces trois condilions reste
pour le moment indéterminée; nous la déterminerons dans le
cours de notre ¢tude (§1V).

Pour simplifier le langage, je nommerai 2 la variable; @, b, ¢ les
premitre, deuxiéme, troisieme valeurs de ramification, et o, o';
B, 8 v, ¥ les premier, deuxitme et troisiéme couples d’expo-
sants de la fonction P.

§ 11,
En premier licu, quelques conséquences évidentes de la défi-
nition :

Dans la fonetion
AR B ms,
les trois premieres lignes verticales peuvent éire échangées entre

i o

elles d’une maniére quelconque, et de méme o et o, B et &,
. ¢ :

vety'. L'on a ensuite

@G ) ‘ al bl et
i} R 3 r
Piag Bly @i =Pa 8 y o
! (6 ~l \ "
( al @ ) ( L TR
Hisi

lorsque 'on prend pour &' une expression rationnelle du premier
o : SR N
degré en & qui, pour x = , b, ¢, prend les valeurs o, &/, ¢'.
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La fonction

forme & laquelle, par suite, peuvent se ramener toutes les fonc-
tions P & mémes o, o, ..., 7, je la désignerai, pour abréger
I'écriture, simplement par

Dans une telle fonction, parmi les grandeurs =, «'; 8, §; v, 75
Pon peut intervertir les éléments de chaque couple, et 'on peut
aussi échanger entre eux, d'une maniére quelconque, les trois cou-
ples de grandeurs lorsque 'on a seulement soin, dans la fonction P
ainsi obtenue, de substituer 4 la variable une fonction rationnelle
de premier degré en x qui, pour les valeurs de @ correspondant
aux premier, second €L troisieme couples d’exposants de cette
fonction, prend respectivement les valeurs o, oo, 1.

I’on obtient de cette maniére la fonction

1 g .
= == el aux meémes exposants, mais mngés en
un ordre différent.

Comme conséquence de la définition, on a de plus

‘ @l Bl * £ a b ¢
i x—a\°
Piga By J:y( _,) P={a+8 B—=28 y =z}
oo ' N b TR e AT '
B B0 a3 f'—8 v
et, par conséquent, aussi
Y a B w08 . B—B—e y-tE&
1’0(1—1?)513‘ e l a"v:P : T ‘, a?a
GRS a'+8 P—8—e y4+e |

A l'aide de cette transformation, deux exposants de couples
différents peuvent prendre des valeurs données quelconques, et
R. 5
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comme valeurs des exposants I'on peut introduire ainsi, puisque
Pon a la condition o - o'+ 3 4 Bty + Y =1, toutes autres
valeurs pour lesquelles les trois différences o — o p—plhy—+
restent les mémes. En ayant égard & ce fait, je désignerai plus
tard, pour faciliter la discussion, par

Place, B8, gy, o

toutes les fonctions renfermées sous la forme

f[a(l>‘-w7' P ’ % e i ’l‘{
Ko g 2
§ IIL.

Il est maintenant, avant toutes choses, nécessaire d’étudier
d’une maniére plus détaillée la marche de la fonction.

A cet cffet, concevons une ligne /, qui se ferme en revenant
sur elle-méme, passant par tous les points de ramification de la
fonction, et qui partage l'ensemble de toutes les valeurs com-
plexes en deux domaines séparés de grandeurs.

A Dintérieur de chacun de ces derniers, chaque branche de la
fonetion aura une marche continue et séparée des autres branches 3
mais le long de la ligne de contour commune auront lieu, entre
les branches de 'un et de Pautre domaine, des relations diflérentes
en des portions d’encadrement différentes. En vue d’une représen-
tation plus commode de ces relations, je désignerai les expressions
linéaires pt + qu, rt—+ su, formées des grandeurs t, u a laide du
systeme de coeflicients S = (‘1“7 Z), par (S) (¢, u). De plus, par
analogie avec la désignation, proposée par Gauss, d’unité post-
tive latérale pour +- ¢, I'on regardera comme coté positif, relati-
vement a une direction donnée, celui qui est situé par rapport i
cette direction comme ¢ U'est par rapport & 1 (¢lest-a-dire, sur
la gauche, dans la méthode habituelle de représentation des gran-
deurs complexes).

Ainsi @ déerit un eircuit positif autour d’une valeur de ra-
mification a, lorsqu’il décrit le contour total d’un domaine de
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grandeurs contenant cetle valeur de ramification et nulle autre
dans une direction située positivement par rapport a la direction
qui va de I'intérieur & 'extérieur du domaine.

Supposons alors que la ligne / passe, dans cet ordre respectif,
par les points @ = ¢, x = b, 2 = a, el, dans le domaine qui est
situé du c6té positif de /, soient P, P¥ deax branches de la fonc-
tion P n’ayant pas entre elles un rapport constant.

Toute autre branche P”, puisque dans I'équation

' Pl ¢ Pl P — 0,

qui a lieu en vertu des hypothéses, ¢” ne peut s'évanouir, peat
alors s’exprimer linéairement en P’ et P’ & I'aide de coefficients
constants,

Si I'on suppose alors que P, P” soient respectivement trans-
formés par I'effet d’un circuit positif de la grandeur 2 autour
de @ en (A) (P, P"), autour de b en (B) (P, P"), autour de ¢ en
(C) (P, P"), la périodicité de la fonction sera complétement dé-
terminée par les coefficients des systémes (A), (B), (C).

Mais entre ceux-ci 1l existe encore des relations.

En effet, lorsque @ décrit le bord négatif de la ligne Z, les
fonctionsP’, P doivent reprendre leurs valeurs primitives, puisque
le chemin déerit dans le sens négatif forme l'encadrement total
d'un domaine de grandeurs & intérieur duquel ces fonctions sont
partout uniformes. Or, cela revient & faire marcher la variable z
de I'une des valeurs ¢, b, @ jusqu’a la suivante sur le bord positil
et & déerire chaque fois ensuite un circuit positif autour de cette
valeur; ceci a pour conséquence de transformer successivement
(P',B") en (C)(P', P, (G) (B) (P, P*) et enfin en (C) (B) (A) (I, P");
on a par conséquent

\
0 @@ W)= (71
équation qui fournit quatre équations de condition entre les douze
coelficients de A, B, C.

Dans la discussion de ces équations de condition, je m’en tien-
drai, pour fixer les idées, # la considération de la fonction

% (1’ ﬁ: .{r w),‘
o Bo
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c’est-a-dire au cas ot l'on a

ce qui n’influe pas essentiellement sur la généralité des résultats,
et je choisis comme ligne qui doit passer par 1, %, o la ligne des
valeurs réelles qui, pour traverser les points ¢, b, @ dans 1'ordre
indiqué, doit étre parcourue de — oo & - oo.

A lintérieur du domaine situé du coté positif de cette ligne,
et renfermant les valeurs complexes 4 termes imaginaires positifs,
les parties de la fonction P caractérisées précédemment, c'esi-
a-dive les grandeurs P*, P*, P# p¥ PY, PY, sont alors des fonctions
uniformes de a parfaitement déterminées & des facteurs constants
prés qui dépendent du choix des grandeurs ¢y, ¢y, - - ., Cyts

Les fonctions P*, P, par I'eflet d'un civeuit positif décrit par

. ami ! ofamy
lagrandeur # autour de o, deviennent P*e™™, P¥ ¢**™, de méme,
lors d'un circuit positif de cette grandeur autour de oz, les fone-

s 3/ % S /- Brami g ¢
tions P?, P¥ deviennent PP efamt pb ¢®*™: et lors d’un circuit

)

positif autour de 1, les fonctions PY, PY' deviennent DY ¢1*™,
pY pY2mi
Si l'on désigne par P'la valeur que prend P par Peffet d’un
circuit positif décrit par 2 autour de o, lorsque P = ¢, P* -+ ¢}, P*,
I'on aura
P'= cyemmiP% 1 of ,ox'2mi P,

Ces expressions de P et P/ ont un déterminant différent de o,
puisque par hypothése o — o/ n’est pas un nombre enticr et, par
suite, inversement, P*, P* peuvent s’exprimer linéairement en P,
P’ avec des coefficients constants et, par conséquenl aussi, en
Pé, ¥ py, pv.
Si 'on pose maintenant

P* — “g PR “g pH — a.YPY +ay pY,

P¥= aépfﬁ_ o

s P¥ = @) P a(',,P"‘",

et si l'on écrit pour abréger

& “{3 QF" ‘ u.l, 1]" ?
G d iR e
oy N e =
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et si I'on désigne aussi les substitutions inverses de (&) et de (¢)
respectivement par ()~ et (¢)~', 'on obtiendra pour les fonc-
tions (P#, P*) les substitutions suiyantes :

ewETE o
(A): o cu'zm‘%’
; ‘efi:m' +
B) = (b =AM
(B) “)ko S | )
s cyim‘ o ', >
8=t e

10

Del'équation (C)(B) (A) = <0 -
le déterminant d’une substitution composée est égal au produit des
déterminants des substitutions qui la composent,

) ’on conelut d’abord, puisque:

|

| = Dét. (A) Dét. (BYDét.(C)
= BB gy Dét.(B)=1 Dét.(e) Dér.(e)t,

c'est-a-dire, puisque Dét. (b)Dét. (b)~! =1 et Dét. () Dét. (¢) ' =1,
(2) o+ o'+ f + B'+ v+ v = nombre entier;

résultat avec lequel est compatible I'hypothése faite précédem-
ment que la somme de ces cxposants est égale & I'unité.

Les trois relations restantes, comprises dans I’égalité

©@EW=(41)

fournissent trois conditions pour (5) et (¢), que I'on peut obtenir
plus aisément comme il suit : '

Quand z décrit un circuit négatif, d’abord autour de o, puis
autour de o, le chemin ainsi formé revient simplement & un cir-
cuit positif décrit autour de 1. La valeur que prend de celte ma-
niére P* est par conséquent égale a

e PTTE —Bami —Brami O\ —oame
ay e PY 4 al, oY P PY = (zge ﬁ—uPp—i—aﬁ,e prenipfy, :
Si l'on multiplie cette équation par un facteur arbitraire =9

et I'équation ; .
ay pY aY:PY = ’1[3 Pﬁ -+ 1ﬁ,P[
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i 7 . ; .
par 7, 'on obtient, aprés suppression d’un facteur commun,

aysin(c — “‘/)T:UYT“'PY;F yrsin(a— -‘»')7:::’7"7[[?"1"

—laPimi

=agsin(o—+a—f)me phy g sin(o—+a 4+ B')me @RI P

D’une maniére toute pareille 'on a aussi, en remplacant par-
tout « par o/, I'équation suivante, renfermant la grandeur arbi-
traire o,
ay sin(o — y)me!™ PV 4 oysin (g — 1 )me! ™ pY

. —(a'4-B)te i . o 37 3 ’
xf‘ sin(g+o'+f8)me (rrfim B Q‘I’i' sin(o-a'- ﬁ’)nef”‘*“ Ipp

Sil'on débarrasse les deux équations de 'une des fonctions, par

exemple de P', en déterminant = convenablement, les équations
résultantes ne peuvent différer que par facteur général constant,

- pE o hee
puisque g n'est pas égal & une constante. Celte élimination de

o
P" nous donne, par conséquent,

(3) 2y %gsin(a -+ 04 y)meuni
ay T ag sin(@'+f + ¢ ) me—am

et I'élimination toute pareille de PY nous donne

ay Ygsin(a+ B4y)n

'S

el _ Fprsin(a=- Bl y)me—

(3"

 sin (24 B
zzﬁsmu—e-‘

T apsin (o' =)

ce quli constitue les quatre relations cherchées. L'on en tire les
ag dg %o,

rapports des quotients o oo o g Légalité des denx valeurs
B.oa

a o
dﬂ a A ;—tg Lirées deS deuxlcfne et q“ﬂtl‘lcn‘le 1‘|’:lal.lon5 5e recon-
i E4

e
nait aisément comme conséquence de oo/ B4 B4 Tr=x
a l'aide de D'identité sinsm = sin (1 — $)m.

e cz:j %o, @

Ainsi, les quatre grandeurs e %; sont déterminées
3 :
f

{2
b = ] ; !
par I'une d’elles, par exemple par 20 el les trois grandeurs o,
8
' '’ :
oy %y le sont & Taide des cinq autres ag, o, ag, oy, ay. Mais ces
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cinq grandeurs dépendent, lorsque la fonction P est donnée, des

S ) gt gy ,,
facteurs encore arbitraires contenus dans P*, P¥, PP PP pY pr'
ou plutét de leurs rapports, et elles peuvent, par une détermina-
tion convenable de ces facteurs, prendre toutes les valeurs finies

possibles [1].

§ IV.

La remargue cue nous venons de faire ouvre la voie & ce théo-
réme que, dans deux fonctions P & exposants égaux les éléments
qui appartiennent aux mémes exposants ne different que par un
facteur constant.

En cffet, si Py est une fonction aux mémes exposants que P, on
peut donner aux cing grandeurs ag, ag, %y, %y et o les mémes
valeurs pour les deux fonctions, et alors les grandeurs oy, o, @,
auront aussi les mémes valeurs pour les deux. On a done simul-
lanément :

(%, P¥) = (2) (PP, P¥) = (o) (PT, PY)
et

(P, p¥)=(b)(pf pF) = (c)(pPT, PV,
et, par suite,

ot

= Dét. (¢)(PYPY — Y PY).

(P*P¥ — P*P¥) = Det. (b)(PPp® _ pF pf

De ces trois expressions, la premiére, multipliée par z—#~%,
reste évidemment uniforme el finie pour z=o0; il en est de
méme de la deuxiéme, multipliée par 2f+f'— z—2-#=y=v+1 pour
z=oc; de méme de la troisi¢me, multipliée par (1— z) 7Y,
pour & =1, et il en est de méme pour toutes les trois expres-
sions, pour toutes les valeurs de z autres que o, w, 1; par suite

(pip’“'_ P [)‘9‘) oG 1.)*\"1"

est une fonction partout continue et uniforme; c’est, par con-
séquent, une constante. Elle est enfin = o pour 2 = et, par
suile, elle doit étre partout = o.
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L'on en conelut

P % PR
p¥  p*’
3 0B f
E 5 % uﬁl ¢ —O—aﬁ,P, p‘“
pP P o PRy PF T P’
+

AR PO )
D DT I pTe dy PT  p*

S
La fonction 17'4 est donc uniforme; elle doit en outre étre par-

tout ﬁme, et, par conséquent, étre égale 4 une constante, ce qui

reste & denlgntl‘el-; la démonstration sera obtenue si I'on fait voir
I LA P Lyt -

que P* et P* ne peuvent s’évanouir ensemble pour une valeur de 2

différente de o, 1, oo.

Pour y arriver, 'on remarquera que I'expression

P . dP? (aar? 8
PRI SR = Dért. b 4 I = 4
da da e (a) \I dx
; o dRY Py
= DéL. (e¢) | PY =5 PiviEe

éL. (¢) ( o B T
€t que, par conséquent, pour z=o, =, 1 elle sera respeclivement
infiniment petite des ordres

o' —1, B+Btrr=n—a—a—y—
Y

Y Pty

2

mais partout ailleurs restera continue et uniforme, de sorte que

@l %\
(Px f:;;: _p¥ %A /) P s m)—y—y'-v—l
est une fonclion partout continue et uniforme et, par suite, a une
valeur constante. Cette valeur constante de cette fonction estnéces-
sairement différente de o, sinon 'on aurait logP* — log P* = const.
el, par suite, = 2/, conlrairement & I'hypothése.

Cette fonction devrait étre nulle si, pour une valeur de x diffé-
rente de o, 1, w, les fonctions P*, P* s'évanouissaient en méme

dAP*  qp¥ &
temps, car -, —7,-+ comme dérivées de fonclions uniformes et

continues, ne peuvent devenir infinies.

i g o P s
Par conséquent, P* ¢t P¥ ne deviennent en méme temps égales
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4 zéro pour aucunc valeur de # différente de o, 1, o0, et la fonc-
tion uniforme :
" 8 fJ" . "

R I S g

Pl p 5 pHIS PB T pY et

est partout finie et, par conséquent, constante. '¢. Q. F. D.

Il résulte du théoréme que I'on vient de démontrer qu'a I'aide
de deux branches d'une. fonction P, dont le quotient n’est pas
constant, 'on peut exprimer linéairement avec des coefficients
constants toute autre fonction P aux mémes exposants, et qu’en
vertu des propriéiés proposées dansle § I pour définir la fonction,
celle-ci est complétement déterminée, a deux constantes preés,
qu’elle renferme linéairement. Ces constantes seront trouvées en
chaque cas trés aisément, a I'aide des valeurs de la fonction pour
des valeurs spéciales de la variable, et la mani¢re la plus com-
mode sera d’égaler la variable i une valeur de ramification.

La question de savoir s’il existe toujours une fonction qui rem-
plit les conditions du § I reste encore, il est yrai, sans réponse;
mais elle sera résolue plus tard en donnant une représentation
effective de la fonction & P'aide d’intégrales définies et de séries
hypergéomélriques, et ne nécessite doncaucune étude particuliére.

V.

n

Outre les transformations possibles pour toutes les valeurs des
exposants indiquées au § II, Uon tire encore aisément de la défi-
nition les deux transformations

\0 » 1 J —1 I a
(A) Paa B oy $: I 2P oy vz,
L i) Y2l o 5

ot 'on doit supposer, d'aprés ce qui précede,

B Byry =1

et
"'o o -1 b GHRLI i 4
(B) ]")0 oY B Y= A a1 q:z'),
S il
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ol ¥ +y'= { et ot p désigne une racine cubique imaginaire de
Punité.

Pour embrasser d’une maniére commode toutes les fonclions
qui peuvent se ramener les unes aux autres & P'aide de ces trans-
formations, il est bon, au lieu des exposants, d’introduire leurs
différences et, comme nous 'avons proposé précédemment, de dé-
signer par :

P(a—a', B—BL v =y, @)

toutes les fonctions comprises sous la forme

57 s (e
&8 (- m)¢P?11 g oy i

endonnantd o —a 3 — 2, y—1 les nomsde premiére, deuxiéme,
troisiéme différence d’exposants.

Il résulte alors des formules du § I que, dans la fonction
P(); BV

chacune des grandeurs ), i ¥ peut étre remplacée par la méme
grandeur changée de signe et que ces grandeurs peuvent étre échan-

gées d’'une maniére quelconque entre elles. La variable, par leffet

i ; T 1
de ces opérations, prend I'une des six valeurs T, B2, i
&z x

T

= %_1: et, parmi les quarante-huit fonctions P que 'on ob-
tient de cette maniére, dans chacun des groupes de huil fonctions
qui résultent du simple changement de signes des grandeurs ),
i, v, la variable reste la méme.

La premiére des transformations (A), (B), indiquées dans ce
paragraphe, est applicahle lorsque parmi les différences des expo-
sants I'une = L ou bien lorsque deux sont égales entre elles; 1a se-
conde (B)est applicable, lorsque parmi ces différences deux sont
¢gales & § ou bien lorsque Loutes les trois sont égales entre elles.

A Taide de Papplication successive de ces transformations P'on
oblient done, exprimées 'une par I'autre, les fonctions suivantes :
1.

P v 4, o), Pps2v; iy 24), Py, sk, vy 2s),

=== I
\/l—rgzl—zml, Fe=— =T g,
by

ou

THEORIE DES FONCTIONS REPRESENTABLES PAR LA SERIE DE GAUSS. 75

d’ott
@y =4y (1— ) = 471(’1':}:)
1I.
Plv, v, v, z3), P(v,%a%:l’-z)a P<£,y_v,é:z‘1>,

T -y 3 ViR e

lorsque

et, par suite,

Zi(1— ) =

et enfin, d’aprés I,
1

szl =as) S T

fa(i—ao) =25 =

111. :
P <v, v, L xi), Py, 2v, v, z1),
2
/
! T Y (LRl )
[’<Z’v,;;cﬂ3>, }(4-"2',/"9\ )
lorsque

) =Gt — i),

Toutes ces fonctions peuvent étre encore transformées a l'aide
de la transformation générale; et leurs différences d’exposants
peuvent étre ainsi échangées entre elles indifféremment et affec-
tées de signes quelconques. !

Ouatre les deux transcendantes IT et ITT, au cas oit une différence
d’exposants peut demeurer arbitraire, la fonction

P ( L 5) =P(%1,v)

seule peut encore admettre une nouvelle répétition des transfor-
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mations (A) et (B), mais cela conduita des formules' tout élémen-
taires puisqu’on a 1'égalité

R S ,
P = const. &Y+ const'.

VN [ Z‘/

En cffet, la transformation (B) n’est applicable qu’a P (v, v, v)

T I . : . 3 3 i
ou P(E’ ¥y 5) s ¢’est-a-dire seulement a la transcendante I1. Mais

la transformation (A)peut éire répétée plus souvent que dins les
formules I, et cela seulement lorsque parmi les grandeurs p, v,
24, 2v I'une d’clles est prise égale & 4, ou encore si I'on a une des

équations u—vy, w=125y, v=1 . Les hypothéses =2y, ou
v= 2y conduisent i la transcendante 1T, Phypothése j.=v comme

: T 1 S A
ausst 2. = - ou 2y = - a latranscendante I1I, et enfin 'hypothése
1 7 . Y A e U
= o0uv=-4lafonction P (v, -, - ).
2 2 \ 2 2

L’on obtient le nombre des différentes expressions que I'on
tire a l'aide de ces transformations pour chacune des transcen-
dantes I-1II, en observant que dans les précédentes fonctions P
I'on peut admetire comme variables toutes les racines des équa-
tions qui les déterminent, et que chaque racine fait partie d'un
systeme de six valeurs qui peuvent étre introduites 4 la place les
unes des autres comme variables par le moyen de la transforma-
tion générale,

Mais, dans le cas I, les deux valeurs de z, et qui  corres-
pondent & un x, donné conduisent au méme systeme de six va-
leurs, de sorte que chacune des fonctions I peut étre représentée
comme fonction P i I'aide de 6.3 = 18 variables différentes.

Dauns le cas II, parmi les valeurs des variables correspondant &
une valeur de 2 donnée, les deux valeurs de z; el Zy, les six va-
leurs de &y et les six valeurs de a, combinées deux 4 deux con-
duisent toujours & un méme systéme de six valeurs, tandis que les
trois valeurs de #, conduisent 4 trois systémes dillérents de six
valeurs. Ainsi, , et 2, fournissent chacun trois systémes de six
valeurs et zy, z;, s, 24 chacun un systéme de six valeurs, ce qui
fait en tout, par suite, 6. 10 = 6o valeurs de variables, et chacune
des fonctions II peut s’exprimer a laide des fonctions P de ces
variables.
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Enfin, dans le cas III, zy, les deux valeurs de ., les deux va-
leurs de 2, et les quatre valeurs de z, combinées deux a deux
fournissent chacune un systéme de six valeurs, de sorte qu'alors
chacune des fonctions TIT est représentable par des fonctions P
correspondant & 6.5 == 3o différentes variables. o

Maintenant, dans chaque fonction P, 'on peut sans modifier la
variable faire prendre des signes quelconques aux différences d’ex-
posants & l'aide de la transformation générale; I'on pe.ut‘ do’ncj
puisqu’aucune de ces différences d’exposants n'est égftle a zéro,
représenter une seule et méme fonction comme fonction P de la
méme variable de huit maniéres distinctes. Comme nombre total
de ces expressions nous avons donc ainsi :

Cas 1 : 8.6.3 =144; Cas 11 : 8.6.10 = 480; Cas Ill:
8.6

= BY0:
§ VI.

b ).
Quand on fait varier de nombres entiers teus les exposants d’une

fonction P, les grandeurs

sin(a+ B4+ y) me—om ; sin(a + '+ Y')ﬁ‘?_:*?‘:_,
sin (a'+ B+ 7)) me—*w sin (o' iy ) me-A™
sin(a + f-+y) me— sin(a + @"‘“‘T)T‘e_a"—i
sin (o4 B+ y)me A sin (@' @'+ y) me*w

dans les équations (3) du § IIT restent inaltérées.

Si, dans les fonctions

R a 9
1»5 L /' o %, P, J: E,‘ ?Ii By
o' By = Y

les exposants correspondants o, et o, e différent de uomb,res
entiers, I'on peut donc prendre les huit gl:andeurs (aﬁ),, (=8),
(28)1s ... gales aux huit grandeurs apy o gy .o pmsquﬁe, 1de
I'égalité pour cing qui peuvent étre prises arbitrairement, résulte
Dégalité pour les trois restantes. : i
D’aprés le raisonnement dont on a fait usage dans le § IV, l'on

en comnclut

PP _ ¥ pth — Dt (5) (PP PE — PFPH) = Dér. (o) (PTRT —PYP]).
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pias o g ? 8 Q! /
et, si parmi les grandeurs “—oy et ogtof, BB et B, 4+ f,
T+, et i+, on désigne les grandeurs de chaque paire qui
sont inférieures d’un nombre entier positif aux autres para, B, v,

I'on aura, en
(P“PEi— P¥ PX) 0B(1 — )T,

une fonction de 2, qui reste uniforme et finie poure —o @1,
et toutes les autres valeurs finies de 2, mais qui pour & =
devient infinie dordre — o — {'—E, et par suite est une fonc-
tion entitre ' de degré — o —§ — . :

Désignons maintenant comme précédemment les différences
d’exposants o —a', 3 — @/, Y —7v'park, u,v; relativement a celles-ci
nous remarquerons d’abord que lewr somme varie d’un nombre
pair lorsque tous les exposants varient de nombres entiers. En
effet, elle surpasse la somme de tous les exposants, somme inal-
térée qui reste =1, de

— 2+ )
grandeur qui varie ainsi d’un nombre pair. Mais les différences
d’exposants peuvent varier de nombres entiers quelconques dont
la somme est paire.

Désignons ensuite o, — )y Bi— Bl — Yi park,, {44, ¥y €L par
A), Ap., Av les valeurs absolues des diffiérences — My o —ia
v —v;. Alors celle des grandeurs o - o) et ol 4, qui est infé-
rieure & l'autre du nombre positif A% est égale &

ooy o oy AX
_— g,

2 2
el, par conséquent,
;__A‘A o+ ol -y
S o o 2.

et de méme
Cpote BeRegen
o P i
s B S
G 5 ]
Le degré de la fonction enti¢re I, qui est égal & la somme de
ces grandeurs, est donc égal 4

AX -+ Ay + Ay
2
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§ VIL

Sil'on désigne maintenant par
Pz‘ @ By . ( aj 3[, -(,. s ), ; oy Eq
{ o By v ) la; B

o~

L« gy 70
trois fonctions ot les exposants correspondants different de nom-
bres entiers, 'on conclut de ce qui précéde, au moyen de Péqua-
tion identique

P%(P3 PE— P¥ P3) 4 P& (P% P¥ — P2 P%) o D% (DAY — PX P2 = o,

“cet important théoréme d’aprés lequel a lieu, entre leurs termes

correspondants, une équation linéaire homogéne dont les coeffi-
cients sont des fonctions entieres de 2 et d'aprés lequel, par
conséquent :

Toutes les fonctions P dont les exposants correspondants
different entre eux de nombres entiers, peuvent sexprimer
linéairement a 'aide de deuw quelconques d'entre elles avec
des fonctions rationnelles de x comme coefficients.

Une conséquence particuliére des principes de démonstration
de ce théoréme, c’est que la dérivée seconde d’une fonction P
peut étre exprimée linéairement & I'aide de la dérivée premiére
et de la fonction elle-méme avec des fonctions rationnelles pour
coefficients; et, par suite, la fonction satisfait & une équation dif-
férentielle linéaire homogéne du second ordre.

Tenons-nous-en, pour simplifier le calcul autant que possible,
au cas y = o0, auquel on peut aisément ramener le cas général a
Paide du § II; posons P =y, Px=y' P«—y"; 1'on reconnait

alors que les trois fonctions

pt Sl

J

([J" i dfu]/
dlogw dlogz?  dlogw dlogz?’
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multipliées par x=%~%(1—2)~¥Y*2 restent finics ct uniformes
pour les valeurs finies de z, et deviennent infinies du premier
ordre pour z = 0, et qu’en outre le premier de ces produits de-
vient infiniment petit du premier ordre pour # = 1. Pour

¥ = const’, "~ const”. 3"
a donc lieu une équation de la forme

(1— ) u—f(l;—uy——;“ — (A +Bax)
= 3200

dy

dlogz

= (::\' = B'.r))' =0,

ot A, B, A’, B désignent des coefficienls qui restent encore & dé-
terminer. X

Par la méthode des coefficients indéterminés, l'on peut déve-
lopper une solution de cetle équation différentielle en une série

E dpah,

procédant suivant des puissances ascendantes ou descendantes suc-
cessives; exposant p. du premier terme dans le premier cas, cas
ol cet exposant est le plus petit, est déterminé alors par I’équation

p—Ap+A'=o,
dans le second cas, ot cet exposant est le plus élevé, par I'équation
p2—Bu+ B =o.

Les racines de la premiére équation doivent représenter o et o,
celles de la seconde — B et — [/ et, par suile,

A= a4, Al'=aa’;

B=@+0, B'=pg,

i B o S o : :
et la fonction P (a, ]?: ! x) = y satisfait a 'équation différen-
“ b
tielle
e e e e I S e AL
l1—a) T [a+a'+ (B + B)z] sz -+ (22— Bf'z)y = o.

Enfin les coefficients peuvent étre déterminés au moyen de I'un
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quelconque d’entre eux i I'aide de la formule de récurrence

Apry (n+B)(n+ ")
@n o (A i—anai—a)
a laquelle satisfait

const. )
O(n—a)d(n—a)U(—n—g)0(—n—§)" ~

Ap =

Ainsi la série

o

Eu(n—aﬁjkn-—u')ll(—u—@)H(——n— @’)’

¥ = const,

lorsque les exposants successifs commencant par cous augmentent
chaque fois de un, de méme que lorsque ceux commengant par
— B ou — (3 diminuent successivement de un, représente une so-
lution de Iéquation différenticlle : & savoir respectivement les
quatre solutions particuliéres désignées précédemment par P*,
p¥, pE pf,

D’apreés Gauss, qui désigne par
E(a, b, c, @)

une série ot le quotient du (7 —+ 2)= terme par le (n - 1)ime g5y
(n4+a)(n-+0b)
(7 ==1 ) {niA=c)
résultat dans le cas le plus simple, ot & = o, peat s'exprimer
comme il suit :

6gal &

-

z, et ol le premier terme est égal 4 1, ce

Olie BIEAID
Bl

pa

@ % = const. F(B, f/,.1—a'p2)

ou encore

{ o a ()

F(a, b, c,z)=P* &

i 1—e¢ b c—a—0

On lire encore aisément de notre résultat une expression de la
fonction P au moyen d'une intégrale définie, en introduisant dans
le terme général de la série, an lieu des fonctions IT, une intégrale
eulérienne de seconde espéce et en intervertissant alors 'ordre de

(") A l'exemple de Gauss, Riemann désigne par (2 — 1) la fonction que I'on
désigne plus souvent aujourd’hui par I'(z). — (L. L.)
R. (6
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sommation et d’intégration. L’on trouve de cette maniére que 'in-
tégrale

2% (1— @)Y [s—ﬂ’—ﬁ'—‘{' (1— 5)=% =By (1— 28)2=F'-7 ds,

. . 1 . «
prise depuis chacune des quatrevaleurs o, 1, 219 ] usqu'a 'une des

trois autresvaleurs le long d'un chemin quelconque, représente une
4 a B
fonction P | M {,
Uit

de ces limites et du chemin qui les joint I'une 4 Pautre, elle repré-

z % et que, par 'effet d'un choix convenable

sente chacune des six fonctions P*, T [2]. Mais l'on
peut aussi montrer directement que cette intégrale posséde les pro-
priétés caractéristiques d'une telle fonction ; ¢’est ce que 1'on verra
dans la suite, ou cette expression de la fonction P par une intégrale
définie sera utilisée pour la détermination des facteurs qui restent
encore arbitraires dans les P*, P¥. ... Je ferai ici observer seule-
ment que, pour rendre cette expression applicable dans chaque
cas, il est nécessaire que le chemin d'intégration soit modifié
lorsque la fonction sous le signe d’'intégration devient, pour I'une
des valeurs o, 1, é, %, infinie de telle sorte qu’elle ne soit pas sus-

ceptible d’intégration jusqu'a cette valeur [3].

§ VIIL

D’aprés les deux équations, obtenues dans le § IT et dans le

§ VI,

‘ﬁ ? a

(o Baaty o i
p*) 2 f | {

= a%(1 — x)Y P* | @
Sk e e B

1 Bty —a+1, @),

= const, 2%(1— @)V F (f+=

de chaque expression d’une fonction & I'aide d’une fonction P,
I'on conclut un développement de cette fonction en série hyper-
géométrique procédant suivant les puissances ascendantes de la
variable que renferme la fonction P.

Draprés le § V, il y a huit représentations d’une fonction par
des fonctions P de la méme variable, que 'on déduit les unes des
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aulres par échange des exposants correspondants, et 'on a ainsi,
par exemple, huit représentations avee la variable &. Mais, parmi
ces dernitres, chaque couple qui se présente lors de I'échange
mutuel du second couple {8 et B, fournit le méme développement;
on obtient done quatre développements suivant les puissances as-
cendantes de #, dont deux, qui résultent I'un de l'autre par I'é-
change de vy et ¢/, représentent la fonction P*, les deux autres la
fonction P,

Ces quatre développements sont convergents tant que le mo-
dule de x est < 1 et sont divergents lorsqu'il est > 1 ; tandis que

les quatre développements procédant suivant les puissances des-
cendantes de 2, et qui représentent PP et PF convergent dans le
cas inverse du précédent.

Dans le cas ot le module de @ =1, 1'on conclut, d’aprés la
série de Fourier, que les séries cessent d’étre convergentes lorsque
la fonction pour # =1 devient infinie d’un ordre supérieur au
premier, mais restent convergentes lorsque la fonction, poura =1,
devient infinie d’ordre inférieur & 1, ou bien demeure finie [4]. Par
conséquent, en ce cas aussi, des huit développements suivant les
puissances de z, une moiti¢ seulement converge lorsque la partie
réelle de y'—+ n’est pas comprise entre — 1 et -1, et ils con-
vergent Lous lorsque celte partie réelle est, au contraire, comprise
enlre ces limites.

Ainsi, 'on a en général, pour la représentation d’une fonc-
tion P, vingl-quatre séries hypergéométriques dillérentes proceé-
dant suivant les puissances ascendantes ou descendantes de trois
grandeurs distinctes, et, parmi ces développements pour une gran-
deur donnée de 2, la moitié, c'est-a-dire douze, sont en chaque
cas convergents.

Dans le cas I (§ V), dans le cas 11 et dans le cas IIT tous ces
nombres doivent étre respectivement multipliés par 3, par 1o et
par 5. Pour le calcul numérique, le choix le plus convenable sera
le plus souvent celui de la série dout le quatriéme élément a le
plus petit module. :

Pour ce qui est relatif aux expressionsd’une fonction Pau moyen
d’intégrales définies, que I'on tire des intégrales 4 la fin du para-
graphe précédent a 'aide des transformations du § V, ces expres-
sions sont toutes dillérentes. L'on obtient done dans le cas gé-
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néral 48, dans le cas I 144, dans le cas IT 480 et dans le cas 111
240 intégrales définies qui représentent le méme terme d'une
fonction P et, par conséquent, ont enire elles un rapport indé-
pendant de .

Parmi ces intégrales, 24 paires, déduites I'une de I'autre par un
nombre pair d’échanges d’exposants entre cux, sont aussi transfor-
mables entre elles par une substitution linéaire telle que pour
trois quelconques des quatre valeurs o, 1, =, ;' de lavariable d’in-
tégration s, la nouvelle variable prenne les valeurs o, 1, 0.

Les équations reslantes, autant que j’ai poursuivi celle re-
cherche, nécessitent, pour étre élablies par les méthodes du Cal-
cul intégral, la transformation d’intégrales multiples.

NOTES.

[1](p- 71). Dans une Note de I'écriture de Riemann datée de juillet 1856,
" Pon trouve les formules suivantes, que Pon tire de (3) en attribuant aux
cing constantes arbitraires des valeurs convenablement choisies :
sin(a -+ B+)w
sin(B'— )=
sin(2/+ B -y ),

: _sin(a=+ B'4+-vy)w e
s sin(p'— B)= g Py

sin(a/+ B+ y)w

(Al T S S LA - S
B sin(B'— @)= 5 s:u("l’—— By
B S S 3 L
oy SNE BT iy g HOE BT
: sin(y' — )%™ ! i sin (1 — )= )
% Al Py =1 ! 2L
o = M elarylat ol = — M.M ela+y)me
i sin(y'— 1 ¢ / sin(y'— )= :

[2] (p- 82). Si l'on pose, pour abréger,
S = s~V (1 — sy % BV (1 — ws)+F-,

I'on obtient, a des facteurs constants prés,

1
P“:wi(l—z)Yf S ds,
0

»

P”'=xa(1»—.z‘)‘ff S ds,
1

=1

1
o 0
PE— zu(i— .r)Yf ‘Sds, PY=a(1— m)ﬂrf
(] Yo

1
Pﬁ'=zz<jr_z)-rf S, PY'=mz(x—x)vf'
1 1

S ds,

Sds.
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Dans chacune de ces intégrales, la signification de la fonction multi-
forme S peut étre fixée d’'une maniére quelconque. Sionla prolonge alors
d’une maniére déterminée, 'on obtient, pour la détermination des facteurs

constants,
(o) B 9';;(121;—;_ B=a)r
L
(PPab), = H(@’—-Tﬂ;;d_g>-ﬂ{> ey,
(PP'2f), = T(—ia—1f ;((BT({—) “—B—y) oy
(p‘{ (1— W)”Y>1 = it B’; ('I()E(T i ﬁ_ it e—mila/+ By,
(PY (1—2)Y )= Ll ;({{)l”{—)z B pmiwnpey,

Ces formules ont aussi ¢été trouvées en divers endroits dans les papiers
de Riemann.

L'on peut aussi déterminer les constantes ag,
vante :

Considérons la fonction S dans le quadrilatére, indiqué dans la fig. 2,

. de la maniére sui-

. I
dont les sommets ont pour affixes les points o, ==, 1, — ; les branches P#,
o
o pf . \ P o > 5 Ak
By pf , PP PY, PY peuvent étre définies par les intégrations prises ainsi

Fig. 2.
1

que Pindiquent les fléches dans la fig. 2. L'on conclut alors évidemment
de cette figure les relations

pt — plopr = __pf_pr

paliE Ao pl oph s PP

qui, prises avec les formules (3) du §III, suffisent 4 la détermination des

e y4 ’ !
coefficients ag, ag:, afy Aprs gy Fy's s AL



86 _PREMIERE PARTIE. — MEMOIRES PUBLIES PAR RIEMANN.

[3] (p- 82). Un chemin d’intégration, qui peut étre employé dans tous
les cas, est indiqué par Pochhammer (Math. Annalen, t. XXXV). Ce
chemin forme un double circuit autour de -deux points de ramification,
comme lindique la fig. 3.

Si I'on peut intégrer jusqu’aux points @ et b, ce chemin peut éire ré-
tréci de maniére & étre figuré par quatie lignes joignant @ et &, Sil'on

Fig. 3.

—

désigne par P Pintégrale prise le long d'une de ces lignes, lintégrale
¢tendue au double circuit est égale &

(1 — e2aml) (1 — e=2fmiy P,

Félix Klein a donné une présentation encore plus élégante de ces expres-
sions des fonctions P en introduisant des variables homogeénes (Math. An-
nalen, t. XXXVIII).

[4] (p. 83). D’aprés le complément a sa démonstration de la conver-
gence de la série de Fourier, donné par Dirichlet dans le Supplément au
Mémoire Sur les Fonctions sphériques (Journ. de Crelle, t. 4; Reper-
torium de Dove, t.1; Journ.de Crelle, t.17; OEueres de Dirichlet, p. 117,
133, 305), une fonction périodique d’'un argument réel qui devient en un
point infinie d’ordre inféricur au premier peut étre développée en une
série de Fourier. Si I'on applique ce théoréme aux valeurs qu'une fone-
tion P, développable en série hypergéométrique, admet sur le cercle de
rayon unité qui a 'origine pour centre, 'on obtient une série qui ne peut
étre dillérente de celle que I'on a lorsque U'on prend dans la série hyper-
géométrique le module (la valeur absolue) de égala 1.
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ANNONCE DU PRECEDEN;

DANS LES

OFEuyres de Riemann, 2" édition, page 84.

Le 6 novembre 1856 a été présenté a la Société Royale, par
I'un de ses membres, le D' Riemann, un essai mathématique ren-
fermant une Contribution @ la théorie des fonctions représen-
tables par la série de Gauss ¥ (=, B, v, z).

Ce Mémoire traite d’une classe de fonctions dont il est fait
usage pour résoudre des problemes divers de Physique mathé-
matique.

Les séries que 'on forme a I'aide de ces fonctions remplissent
dans des problémes plus difficiles le méme but que, duns des cas
plus simples, les séries employées aujourd’hui si fréquemment,
qui procédent suivant les cosinus et sinus des multiples d’une
grandeur variable. :

Ces applications, et notamment les applications astronomiques,
aprés qu'Euler déja se ful souvent oceupé de ces fonctions au point
de vue de I'intérét théorique, paraissent avoir conduit Gauss a en-
treprendre ses recherches, dont il publia une partie dans le Mé-
moire sur la séric qu’il désigne par ¥ (=, B,y, ), présenté par
lui & la Société Royale, en 1812.

Cette série est une série ot le quotient du (2 -+ 2)"¢ terme par

le précédent donne
(rta)(n+B)
(= L)(n=+7%)

et ot le premier terme est égal & 1. La désignation qu’on lui donne
anjourd’hui, de série hypergéométrique, a été déja proposée an-
téricurement par Johann Friedrich Pfaff pour ces séries plus gé-
nérales, ou le quotient d'un terme par le précédent donne une
fonction rationnelle de I'indice; tandis qu'Euler d’aprés Wallis
désigna ainsi une série o ce quotient est une fonction entitre du
premier degré de Pindice.
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La partie non publiée des recherches de Gauss sur cette série,
que U'on a trouvée dans ses manuscrits posthumes, a ét6 complétée
déja en attendant par les travaux de Kummer, (qui ont paru dans
le tome 15 du Journal de Crelle, en 1835. 1 y est question des
expressions de celte séric par des séries analogues, o I'élément 2
est remplacé par une fonction algébrique de cette grandeur.

Un cas particulier de ces transformations avait 6té déja rouvé
par Euler et traité par lui dans son Calcul intégral et dans plu-
sieurs Mémoires (sous sa forme la plus simple, dans les Nova Acta
Acad. Petropol., 1. XII, p. 58); et la relation en question est

- plus tard démontrée de différentes manicres par Phafl’ (Disquis.

analyt. Helmstadii, 1797), par Gudermann (J. de Crelle, L. T

p. 306), ainsi que par Jacobi.

Kummer, en partant de la méthode d’Euler, réussit a trouver

un procédé A laide duquel toutes les transformations peuvent étre

obtenues; mais Papplication effective de ce procédé exige de si
. pénibles discussions, qu’il recula devant Pexposition des détails
relalifs aux transformations du troisieme degré et se contenta d’ex-
poser d'une maniére compléte celles du premier et du second et
celles qui en sont composées.

Dans le Mémoire annoncé, l'auteur traite ces transcendantes
d’aprés une méthode dont il a exposé les principes dans sa Zis-
sertation inaugurale (§ XX), et par laquelle on arrive presque
sans calcul 4 tous les résultats obtenus antérieurement. Aussi
P'auteur espére-t-il pouvoir bientét présenter, a la Société Royale,
quelques nouveaux résultats obtenus a laide de cette méthode.

THEORIE
DES

FONCTIONS ABELIENNES.

Journal de Crelle, t. 54: 1857. — GEuvres de Riemann, 2* édit., p. 83

AVANT-PROPOS. — PRELIMINAIRES.

I. — Hypothéses générales et méthodes pour I'étude des fonctions
de grandeurs & variabilité illimitée.

Le dessein de présenter aux lecteurs du Journal de Mathé-
matiques mes recherches sur diverses transccndz-mles et en par-
ticulier aussi sur les fonctions abéliennes, m’inspive le désir, afin
d’éviter les répétitions, de réunir au commencement, dans une
exposition préliminaire, les [)l‘irlcil).es généraux qui seront le point
de départ de mon traitement du sujet. ' . :

Pourla grandeur yariable indépendante je prendrai, comme p:)mF
de départ, la représentation géométrique de Gauss, aujourd h'ul
bien connue, d’aprés laquelle une grandeur con.lplexe s=a2 4y
est regardée comme un point d'un plan indéfini dont les coordon-
nées rectangulaires sont & el y. ; :

Je désignerai les grandeurs complexes et les points qui les
représentent par les mémes lettres. Je C(?nSldél‘Cl‘Ell comme .fcznc-
tion de # - yi toute grandeur @ qui varie avec celle quantité en
satisfaisant toujours & I'équation

Low  dw
14 ‘03 = '(U:
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sans faire I'hypothése d’une expression de w en # ct y. Comme
conséquence de cette équation différenticlle, en vertu d’un théo-
réme connu, la grandeur @ est représentable par une série procé-
dant suivant les puissances entiéres de s — «, de la forme

n=w

. Za,,(:—a_)”,

n=ug

pourvu que dans le voisinage de a elle admette partout une valeur
d.el.el.mmee variant d’une maniére continue avec Z; el celte pos-
sibilité de représentation a lieu jusqu’d une distance de a, c’est-
a.—dn'e une valeur de mod. (5 — a), ou il se présente une discon-
tinuité.

A Taide de considérations, qui reposent sur les principes de la
méthode des coefficients indéterminés, on reconnait que les coef-
ficients a, sont complétement déterminés lorsque ¢ est donné

. s 5
le ’Iong d’une ligne finie partant de «, quelque petite d'ailleurs
qu’elle soit.

Sl ] s e A e F

T’n réunissant ces deux propositions, U'on s’assurera aisément
de 'exactitude de ce théoréme ;

[Une Jonction de z + yi, qui est donnée en une portion du
" 2 Afp 3, 9 g 1
plan des (z, (y): ne peut étre prolongée avdela d’une maniére
continue que d'une seule fagon.

I\L?intcnant, concevons que la fonction A traiter ne soit pas dé-
terminée par des expressions ou équalions analytiques quel-
conques contenant z, mais plulot par ce fait que la valeur de la
fﬁ)nctnon est donnée en une portion du plan des z & contour
d cn.c\adremen.L quelconque et qu’elle est prolongée au deli d’une
maniére continue, en vertu de I'dquation différentielle partielle

.dw  dw

l;}.-z:_dy

Ce prolongement, en vertu des propositions précédentes, est
complétement déterminé, si I'on suppose qu'il est pratiqué, non le
?ng de‘ pures ]ign‘es, car‘alors Pon ne pourrait faire I'application

une équation différentielle, mais sur des bandes de surface de
?argeur finie. Maintenant, d’aprés la nature de la fonetion i pro-
longer, elle reprendra, ou non, toujours la méme valeur pour une
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méme valeur de z, quel que soit le chemin suivant lequel le pro-
longement a lieu.

Dans le premier cas, je la nommerai uniforme; c’est alors pour
toute valeur de z une fonction parfaitement déterminée et elle ne
devient jamais discontinue le long d’une ligne. Dans le second
cas, oi U'on dira qu'elle est multiforme, on doil avant tout, pour
saisir la marche de cette fonction, porter son altention sur cer-
tains points du plan des z, autour desquels la fonction se prolonge
en une autee. Un tel point, par exemple, est le point @ pour la
fonction log(z — a).

Concevons une ligne quelconque menée de ce point a; on
peut, dans le voisinage de a, choisir la valeur de la fonction, de
telle sorte que la fonction varie partout d’une maniére continue
sauf en cette ligne; mais, sur les deux bords de cette ligne, elle
prend des valeurs différentes, la valeur sur le bord négatif surpas-
sant de 27 celle qu’elle prend sur le bord positif (!).

Le prolongement de la fonction au dela de 'un des bords de
celte ligne, par exemple le bord négatif, dans la région situde de
Vautre c6té, fournit alors évidemment une fonction différente de
celle qui se présentait auparavant et qui, dans le cas envisagé ici,
surpassera partout cette derniére de 2%/,

Pour simplifier les désignalions de ces relations, on nommera
les divers prolongements d’wne fonction pour une méme portion
du plan des z les branches de cette fonction, et un point autour
duquel une branche de la fonction se prolonge en une autre
un point de ramification de la fonction. Partout ou il ne se
trouve aucune ramification, la fonction est dite monodrome ou
uniforme.

Une branche d’une fonction de plusieurs grandeurs variables
indépendantes z, s, ¢, ... est uniforme dans le voisinage d’un
systeme déterminé de valeurs s=a, s =0, t=c, ..., lorsqu’a
toutes les combinaisons de valeurs jusqu’a une distance finie de
celui-ci (¢'est-a-dire lorsqu’a une grandeur finie déterminée des
modules de 5— @, s — b, t — ¢, ...), correspond une valeur dé-

(*) Suivant les désignations de Gauss, qui nomme - ¢ unité positive latérale,
je nomme bord positif d’une ligne donnée celui qui est situ¢ par rapport & la
direction de la ligne comme -+ i U'est par rapport & 1. — (RIEMANN.)
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terminée de cette hranche de la fonction, variant d'une maniére
continue avec les grandeurs variables.

Un lieu de ramification, ou un lieu autour'duquel une branche
se prolonge en une autre, sera formé pour une fonction de plu-
sieurs variables par toutes les valeurs des grandeurs variables indé-
pendantes, satisfaisant & unc équation entre ces variables.

“D’aprés un théoréme connu, dont on a parlé précédemment, la
propriété d’étre uniforme revient pour une fonction i la possibi-
lité d’étre développée suivant les puissances enticres positives ou
négatives des accroissements des grandeurs variables, et la ramifi-
cation de la fonction revient i la non-possibilité d'un tel dévelop-
pement. Mais il ne semble pas utile d’exprimer les propriétés, qui
sont indépendantes du mode de représentation, a l'aide de ces
caractéres, qui reposent sur une forme déterminée explicite de
Pexpression de la fonction.

Dans quelques recherches, notamment dans I’étude des fone-
tions algébriques et abéliennes, il sera utile de représenter le
mode de ramification d’une fonction multiforme de la facon géo-
métrique suivante ;

Concevons une surface étendue sur le plan des (z, 3) et coin-
cidant avee lui (ou si I'on veut un corps infiniment mince étendu
sur ce plan), qui §’étend autant et seulement autant que la fone-
tion y est donnée. Lorsque la fonction sera prolongée, cette sur-
face sera donc également étendue davantage. En une région du plan
ot se présentent deux ou plusieurs’ prolongements de la fonction,
la surface sera double ou multiple. Elle se composera alors de deux
ou de plusieurs feuillets dont chacun cor respond & une branche de
la fonction. Autour d’un point de ramification de la fonction, un
feuillet de la surface se prolongera en un autre feuillet, et de telle
sorte que, dans le voisinage de ce point, la surface pourra étre re-
gardée comme un hélicoide dont axe est perpendiculaire au plan
des (@, ) en ce point et dont le pas de vis est infiniment pelit.
Mais lorsque la fonction, aprés que 5 a décrit plusieurs tours autour
de la valeur de ramification, reprend sa valeur initiale [comme,

m
par exemple, (5 —a)”, m, n étant premiers entre eux, aprés n
tours décrits par 5 autour de «], on deyra alors supposer que le
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feuillet supéricur de la surface se raccorde avec le feuillet infé-
rieur en passant i travers le reste des feuillets.

La fonction multiforme admet en chaque point d’une surface,
qui en représente ainsi le mode de ramification, une seul.e valeur
déterminée, et peut donc étre regardée comme une fonction par-
faitement déterminée du lieu (d’un point) sur cette surface.

II. — Théorémes de I’« Analysis situs » relatifs 4 la théorie
des intégrales de différentielles totales & deux termes.

Dans I'étude des fonctions qui proviennent de I'intégration de
. i
différenticlles totales, quelques théorémes appartenant a I’ Ana-
lysis situs sont presque indispensables. Sous cette désignation
employée par Leibnitz, quoiqu’en un sens peut-étre un peu diffé-
rent, on peut ranger une partie de I'étude des grandeurs continues
8 onn
ot I'on ne considére pas les grandeurs comme existant indépen-
damment de leur position et comme mesurables les unes par les
autres, mais ol I'on étudie seulement les rapports de situation des
lieux et des régions, en faisant complétement abstraction de tout
rapport métrique.

Comme j'ai l'intention, dans une autre occasion, de traiter ce
sujet qui fait complétement abstraction des relations métriques, je
me contenterai d’exposer sous forme géoméirique quelques théo-
rémes nécessaires pour lintégration des différentielles totales &
deux termes. ok

Soit T une surface donnée, recouyrant une ou plusieurs fois
le plan des (z, 3) ('), et soient X, Y des fonctions continues du
lieu sur cette surface, telles que Xdz - Ydy soit partout une

rs 3 ’ SEARD ? it 3
différentielle totale, c’est-a-dire telles que I'on ait partout

On sait alors que
[(Xdz‘ + Ydy),

I'intégrale étant prise autour d’une partie de la surface T dans le

(1) Voir page g2.
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sens positif ou négatif, — ¢’est-a-dire prise autour de tout le con-
tour d’encadrement, soit toujours dans la direction positive, soit
toujours dans la direction négative, par rapport 4 la normale exté-
ricure (comparer la note au bas de la page g1, § I), — est nulle,
rale est identique a 'inté-

puisque dans le premier cas celle intég

[(5—5)ar,

7 N\ t

grale de surface

relative & cette partic de surface et, dans le second cas, est égale
d 'expression ci-dessus changée de signe.
Par conséquent, l'intégrale

/ Xde + Ydy),

prise entre deux points fixes, le long de deux chemins différents, a
la méme valeur lorsque ces deux chemins réunis forment I’enca-
drement complet d’une partie de la surface T. Par suite, lorsque,
a l'intérieur de.T, toute courbe qui se ferme en revenant sur elle-
méme forme le contour d’encadrement complet d'une partie de T,
Uintégrale, prise & partic d’un point fixe initial jusqu’a un méme
point final, conserve toujours la méme valeur et est une fonction
de la position du point final continue partout sur T et indépen-
dante du chemin d’intégration.

Ceci donne liea & une distinction des surfaces en simplement
connexes, ol chaque courbe fermée encadre complétement une
partie de la surface (comme, par exemple, un cercle), et en sur-
faces multiplement connexes oi ce fait n’a pas licu (comme, par
exemple, la couronne annulaire dont le contour est formé par deux
circonférences concentriques). Une surface multiplement connexe
peut étre transformée, par leffet de coupures, ¢n une surface
simplement connexe. (Voir les exemples et les figures 4 la fin de
ce paragraphe.)

Comme cette opération rend les plus importants services dans
Pétnde des intégrales de fonctions algébriques, nous présen-
terons ici rapidement les propositions qui y ont trait; elles sont
valables pour des surfaces situées d’une fagon quelconque dans
Pespace.

Lorsque sur une surface I deux systémes de courhes @ et b
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réunis forment le contour d’encadrement complet d’une partie de
cette surface, tout autre systéme de courbes qui, réuni avec «,
forme le contour d’encadrement complet d’une partie de F, forme
aussi, lorsqu’il est réuni avec b, le contour d'encadrement d’une
partie de surface, qui se compose alors des deux premiéres parties
de surfaces situées le long de a (et cela par addition ou par sous-
traction, selon que ces deux parties ne sont pas situées du méme
c6té de @ ou bien le sont).

Les deux systémes de courbes jouent donc le méme réle rela-
tivement a 'encadrement complet d’une partie de F, et peuvent
donc se remplacer 'un 'autre dans ce but [1].

Quand sur une surface T l'on peut mener n courbes fer-
mées @y, dyy ..o, @y qui, soit qu'on les considére séparément,
soit quion les considére réunies, ne forment pas un conrtour
d’encadrement complet d’une partie de cette surface, mais
qui, jointes a toute autre courbe fermée, forment alors le con-
tour d’encadrement complet d’une partie de la surface, la
surface sera dite (n—+ 1) jfois connexe.

Ce caractére de la surface est indépendant du choix du systéme
de courbes a, @a, - .., @,, puisque n autres courbes fermées
byy bay « oy by, qui ne suffisent pas pour former le contour d’en-
cadrement complet d'une partie de la surface, encadreront aussi
totalement, sion les réunit avec toute autre courbe fermée, une
partie de F.

En effet, puisque b, réunie avec les lignes a, encadre compleé-
tement une partie de IY, une de ces courbes @ peut étre remplacée
par by etles courbes @ restantes. Par conséquent, la réunion de
by et de ces n— 1 courbes @ avec toute autre courbe, par exemple
by, suffiva pour former 'encadrement complet d’une partie de I,
ct une e ces n—1 eourbes @ peut élre remplacée par b, b, et
les n — 2 courbes @ restantes. Lorsque, ainsi qu’il est supposé
ici, les courbes b ne suffisent pas pour former le contour d’enca-
drement complet d’une partie de la surface F, ce procédé peut
évidemment étre continué jusqu'a ce que toutes les courbes @
soient remplacées par les 0. ¢

Une surface F, (n +1) fois connexe, peut, par Ueffet d’une
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seetion transverse (1), €est-a-dire d une coupure partant d'un
point ducontour d’encadrement, traversant Uintérieur de la
surface et aboutissant en un point du contour d’encadrement,
étre transformée en une surface B, n fols connexe. Les parties
du contour d’encadrement, & mesure qu'elles prennent na
sance par Ueffet de la section, jouent le réle de contour pen-
dant toute la continuation de cette opération, en sorte qu’une
section transverse ne peut traverser aucun pointde la sur-
Jace plusieurs fois, mais peut prendre fin en un point de son
propre cours antérieur.

Puisque les lignes @, @a, ..., a, ne suffisent pas pour former
’encadrement complet d’une partie de I, il faut alovs, lorsqu’on
se figure F sectionnée par ces lignes, qu'aussi bien la portion de
surface située le long du hord droit que la portion de surface si-
tuée le long du bord gauche de @, renferme encore une partie de
contour d’encadrement distincte des lignes a et, par conséquent,
faisant partie du contour de I¥. On peut done, & partir d’un point
de a,, aussi bien & travers l'une de ces portions. de surface qu’a
travers Dautre, pratiquer une section ne lrayersant aucune des
courbes a et aboutissant a Pencadrement de F. Ces deux lignes ¢’
et g’
la surface T, section qui remplit le but cherché.

En effet, considérons ', surface en laquelle se décompose I

forment alors, par leur réunion, une section transverse ¢ de

par I'effet de cetto section transverse; les lignes cy, @ay .« ., @y
ont leur parcours a Uintérieur de I et sont des courbes fermées
qui ne suffisent pas & former 'encadrement d'une partie de I et,
par suite, non plus de F’. Mais toute autre courbe fermée /, ayant
son parcours a Uintérieur de I/, forme alors avec ces lignes I'enca-
drement complet d’une partie de I'. En effet, la ligne {, jointe & un
systeme des lignes @y, @2, +.., @, forme I’encadrement com-
plet d'une partie f de F. Or, on peut démontrer que, dans ce der-

(') « Querschnitt.» Nous traduirons exclusivement ce mot allemand par section
transverse, « laglio trasversale » (Casorati), « cross-cut » (Forsyth), comme le
fait du reste M. Benoist dans la traduction des Legons de Clebsch-Lindemann sur
la Géométrie (Paris, Gauthier-Villars; 1879-1883); on marque bien ainsi 'oppo-
sition & la rétrosection « Rickkehrschnitt » (Picard, Appell et Goursat). Ce der-
nier mot du reste n’est pas employé par Riemann. Comparer la Dissertation inau-
zurale, § VI, — (L. L.)
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nier encadrement, @, ne peut se présenter; en effet, s'il en était
ainsi, selon que f serait située sur le coté gauche ou sur le coté
droit de ay, ¢ ou bien ¢" traverserait f pour aboutir en un point
du contour de I, c'est-a-dire en un point qui n’appartient pas
a f et, par suite, couperait le contour de /; ce qui serait contraire
a I'hypothése faite que / aussi bien que les lignes «, exception
faite du point ot @, ¢t ¢ se coupent, sont toujours situées a l'in-
téricur de I,

La surface I, résultant de la décomposition de I par la section
transverse ¢, est dong, ainsi qu’on l'avait affirmé, une surface 7 fois
connexe.

1l s’agit maintenant de démontrer que la surface F, parleffet de
loule section transverse p, qui ne la décompose pas en portions
séparées, estdécomposée en unesurface IV, n fois connexe. Lorsque
les parties de surface, situées de part et d’autre de la section
Lransyerse p, sont connexes, c'est-d-dire ne sont pas séparées, on
peut mener & travers I/ une ligne b, partant d’un bord de la sec-
tion transverse pour aboutir au méme point sur le bord opposé.

Cette ligne b forme donc & Uintérieur de F une courbe fermée
revenant sur elle-méme et qui, puisque la section transverse con-
duit de part et d’autre de cette ligne a un point de I'encadrement,
ne peut former le contour d’encadrement total d’aucune des deux
portions de surface en lesquelles elle partage F. On peut done
remplacer une des courhes @ par la courbe b, et chacune des
n—1 courbes @ restantes par une courbe dont le cours est a
Pintérieur de I et encore, si cela est nécessaire, par la courbe &;
ce qui permet de démontrer, en se servant des méthodes de rai-
sonnement employées auparavant, que I’ est » fois connexe.

Une surface (n + 1) fois connexe est décomposée, par con-
sequent, en une szu;frtcc n fots connexe par loule section
transverse qui ne la morcelle pas.

La surface qui prend naissance par U'effet d'une seclion trans-
verse peul étre encore décomposée & nouveau par une aulre sec-
lion transyerse, et la répétition de celte opération 7 fois de suite
transformera, au moyen de n sections transverses pl‘ul.iquég:s suc-
cessivement sans morcellement, une surface (7 1) fois connexe
en une surface simplement connexe.

R. =
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Pour rendre ces considérations applicables a une surface sans

contour d’encadrement, ¢’est-d-dire une surface fermée, on devra

transformer cette surface fermée en une surface qui posséde un

encadrement, en y pratiquant un trou en un point quelconque, de

sorte que la premiere décomposition sera effecluée au moyen d’une
section transverse parlant de ce point pour y revenir el formant,
par conséquent, une courbe fermée.

Par exemple, la surface extérieare d’un tore annulaire, surface
triplement connexe, sera transformée en une surface simplement
connexe au moyen d'une courbe fermée et d’une seclion trans-
verse.

Nous allons maintenant appliquer la décomposition des surfaces
multiplement connexes en surfaces simplement connexes a la con-
sidération de P'intégrale de la différentielle exacte

Xde +Ydy,

traitée au commencement du § IT actuel. Lorsque la surface T, qui
recouvre le plan des (2, ) et sur laquelle X, Y sont des fonc-
tions du lien partoul continues, satisfaisant & 1'équation

gX =Y

AT e

est n fois connexe, on la décomposera en une surface T” simple-
ment connexe en praliquant n seclions transverses.

Alors I'intégration de Xdx +- Y dy, prise a partic d’un point
fixe initial le long de courbes situées a Pintérieur de 17, fournit
une valeur qui dépend seulement de la position du point final
et qui peut étre regardée comme fonction des coordonnées de
ce point. -

Substituant & ces coordonnées les grandeurs z, y, on obtient
une fonction de 2, y,

—I/(th.z'er[_y)

complétement déterminée pour Lout point de T’ et variant partout
a Vintérieur de T' d’une maniére continue, mais qui, & la traversée
d’'une section transverse, varie en général d’une grandeur finie
constante le long de la ligne qui méne d'un neeud du réseau de
sections & un aulre nceud.
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Les vaviations & la traversée des sections transverses dépendent
de grandeurs indépendantes entre elles dont le nombre est égal &
celui des sections transverses; en effet, si I’on parcourt le réseau
de scctions dans le sens rérograde, chaque section transverse
devant étre parcourue en commencant par son extrémité finale,
chaque variation est partout déterminée, lorsque Fon en donne
la valeur au commencement de la section transverse; mais ces
valeurs sont indépendantes entre elles.

Pour donner une représentation plus intuitive de ce que l'on
doit entendre par les surfaces n fois connexes que nous avons dé-
finies précédemment, nous faisons suivre ici des exemples figurés
de surfaces simplement, doublement et triplement connexes.

Surface simplement conneze.

Toute section transverse, que I'on y pratiquerait, morcellerait

cette surface (/ig. 4), et toute courbe fermée qui y suil son cours
forme I'encadrement complet d’une partie de la surface.

Surface doublement connexe.

Celte surface (fig.5) est décomposée en une surface simplement
connexe par loute section Lransverse ¢ qui ne la morcelle pas.

Par 'adjonction de la courbe a, toute courbe fermée peut alors
former I'encadrement tolal d’une partie de la surface.
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Surface triplement connexe.

Sur cette surface (/ig. 6 ou 7) toute courbe fermée peut, avec
I'adjonction des courbes @, et a,, former I'encadrement Ltotal

Fig. 6.

d’une partie de la surface. Elle est décomposée par toule section
transverse qui ne la morcelle pas en une surface doublement con-
nexe, et deux pareilles sections transverses ¢, et 72 la décomposent
en une surface simplement connexe.

Dans la partie 373 le plan est recouvert deux fois parla sur-
face. En cette partie, le feuillet de la surface sur lequel a, suit son

cours doit éire considéré comme passant sous I'aulre; c’est ce que
I'on a indiqué en ponctuant les lignes sur cette partic.
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III. — Détermination d’une fonction d’une grandeur variable
complexe par les conditions gqu’elle remplit relativement au
contour et aux discontinuités.

Sur un plan, ol les coordonnées rectangulaires d'un point
sont @, , lorsque la valeur d’une fonction de @ -~ y7 est donnée
le long d'une ligne finie, cette fonction ne peut étre prolongée au
dela d'une maniére continue que d’une fagon unique et, par consé-
quent, elle est par cela méme parfaitement déterminée (voi7 p. go).
Mais elle ne peat non plus étre prise arbitrairement le long de
cette ligne, lorsqu'elle doit ére susceptible d’un prolongement
continu sur les portions de surface situées des deux cotés de cette
ligne, puisque, par sa marche méme le long d’une partic finie, si
petite qu’ellesoit, de laligne, elle est déja déterminée pourla partie
restante. Ainsi, dans ce mode de détermination d’une fonction,
les conditions qui servent & cette détermination ne sont donc pas
indépendantes entre clles.

Comme principe de base dans 1'étude d’une transcendante, il
est, avant toute chose, nécessaire d’établir un systéme de condi-
tions indépendantes entre elles, suffisant i déterminer cette fonc-
tion. Ici, en bien des cas, et notamment dans celui des intégrales
de fonctions algébriques etde leurs fonctions inverses, on peut se
servir d'un principe a l'aide dugquel Dirichlet, inspiré probable-
ment par une pensée analogue de Gauss, a traité, depuis une série
d’années, dans ses Lecons sur les forces qui agissent en raison
inverse du carré de la distance, la solution de ce probléme relati-
vemenl 4 une fonction de trois variables satisfaisant & I'équation
aux dérivées partielles de Laplace. Il existe cependant, dans cette
application & la théorie des transcendantes, un cas tout parti-
culiérement important ot 'on ne peut faire usage de ce principe
sous sa forme la plus simple exposée par Dirichlel dans ses Le-
cons olt ce cas peut étre négligé comme y étant d’une importance
subordonnée; ce cas est celui o la fonction, en cerlains points
du domaine ol elle est @ déterminer, doit admettre des disconti-
nuités prescrites; par la nous devons entendre qu’en chacun de
ces points la fonction est soumise a la condition d’étre discontinue,
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comme I'est une fonction assignée discontinue en ces points, ou
ne doit différer de cette derniére que d’unc fonction continue en
ces points. Je présenterai le principe sous la forme nécessaire aux
applications en vue, et je prendrai la liberté de renvoyer le lec-
teur, quant a certaines recherches accessoires, aux explications
que j'ai publiées sur cette question dans ma Dissertation de Doc-

)

torat, out j'expose ce principe. (Mémoite I+ Dissertation inau
gurale, § XVII.)

Supposons donndes une surface T 3 contour d’encadrement
quelconque recouvrant une ou plusieurs fois le plan des (@, 5) et,
sur cette surface, deux fonctions réelles de Z, ¥, wet B, 4 déter-
mination uniforme pour chacun des points de la surface; dési-
gnons par Q(«) I'intégrale

relative 4 la surface T, les fonctions o et 8 pouvant admettre des
discontinuités quelconques, pouryu que lintégrale ne devienne
pas infinie par ce fait. Alors Q (o — %) aussi reste finie, lorsque %
est partout continue et admet partout des dérivées finies. Si celte
fonction continue X est soumise & la condition d’étre, seulement
en une partie infiniment petite de la surface T, différente d’une
fonction disconlinuey, alors @ (2 —2) deviendra infiniment grande,
lorsque y est discontinue le long d’une ligne ou est discontinue
en un point de telle sorte que

ay \2 L O\
SIGE)= (&) ]
soit infiniment grand (Dissertation inaugurale, § XVII). Mais

Q(z — 1)) reste finie, lorsque y est discontinue seulement en des
points isolés et cela seulement de telle fagon que 'intégrale

f[(gfz)z% (d)—;)] ar,

relalive & la surface T, reste finie, comme, par exemple, lorsque y,
dans le voisinage d'un point, est, d une distance 7 de co point, égale
a(—logr), aveco <z < 3- Pourabréger le langage : les fonctions

qur peuvent représenter la fonction 2, sans que Q(o— ) cesse

W
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d’étre finie, seront dites discontinues de premiére espécef, tc-md‘ls
que les fonctions, ot ce fait n’est pas possible, seront dites dis-
continues de seconde espéce. Si 'on congoi_t alors 4t dans
Q(x— w) l'on prenne pour p. toutes les forllcuons conlinues o‘u
discontinues de premiére espéce qui s’évuno.ulssent.surle contom.,
I'intégrale prendra toujours une valeur finie et qui, par sanature
méme, ne sera jamais négative; il faut done que pour e oy =1
il se présente au moins une foi:? une vul.eur minima, en 1sortc ql:i
Q, pour toute fonction 2 — . qui différe infiniment peu de «, sers

plus grande que Q(u). . l
Désignons donc par o une fonction quelconque du lieu sur la
i 4 5 Tap, S
surface T, fonction continue ou bien discontinue de premiére es
péce, et partout égale & zéro sur le contour, et par i une grandeur
1 ahilie it plus grande que
indépendante de x, y; il faut que Q(u +.hd) soit plu .gbt [‘.
Q(u), pour une valeur suffisamment petite de /2, aussi bien posi
tive que négative; de la sorte, dans le développement de cétte ex~
; ¢ i S
pression suivant les puissances de /2, le coefficient de /i s’évanouit.

dg\2  foz\?
Q(u)—v—hzi/‘[<ﬂ> - <5) ](lTv

i : jour: ini inimum ne se pré-
et, par suile, Q est Loujours un minimum. Le min I

Dans ce cas 'on a

Q(u-+ha

sente que pour une fonction unique #; en 'cﬁ'eL,.si un minimum
avait aussi lieu pour « -+ 3, I'on ne pourrait avoir
Qu—+a)>Q(u);
autrement I'on aurait
Qu+ha)<Q(u—+7)

i : étre pl tit
pour /o << 1; Q(u —+ &) ne pourrait par conséquent étre p u’s petit
que la fonction @ pour des valeurs voisines de u —}—d.,Mlzus ?1
Q(u +d) = Q(u), ¢ doit étre une constante, 'cL puisqu’elle est
nulle sur le contour elle doit I’étre partout. Ce n’est done que pour

une fonction unique « que l'intégrale Q@ est un minimum et que
i i | b A 11
la variation du premier ordre ou le terme proportionnel 4 % e

0 3 g
Qu + ha), 0w opN s ou , 03 z)fl
gh./dj [<01f = @) 0z (W 0%./19).

est nulle.
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Il résulte de cette derniére proposition que lintégrale

08 du . /98 ou
TG re)= ol o)a;

relative au contour d’encadrement complet d'une partie de la sur-
face T, est toujours nulle.

Maintenant, si Pon décompose (d’aprés le travail précité) la
surface T, lorsqu’elle est multiplement connexe, en une sur-
face T simplement connexe, I'intégration prise a intérieur de T,
depuis un point fixe initial jusqu'au point (z, ), donne une
fonction de z, y,

o /03 05 du o 708 FITA ; 5 24
= (\, S e (d—y— 5;/)1.}7 - const.,

qui sur ‘1" est partout continue ou bien discontinue de premiére
espéce el qui, i la traversée des sections transverses, varie de gran-

deurs finies, constantes entre deux nceuds du réseau de sections.
Alors ¢ = — v satisfait aux équations

dp i e e

D% = 3y oy~ oz’

el, par conséquent, « +iv cst une solution de 'équation diffé-
rentielle
I u+ o) . d(u-++vi)
0 e

c’est-a-dire est une fonction de z - 3.

L'on obtient ainsi le théoréme suivant, énoncé au § XVIII du
Mémoire déja cité :

Lorsque sur une surface connexe'l, décomposée par des sec-
tions tranverses en une surface T simplement connexe, I'on
donne une fonction complexe o+ i de x, y, pour laquelle

Uintégrale
dx OB\ [dx . 9B\?] ..
PG ) |

étendue a toute la surface, posséde une valeur finte, cette
Jonction peut toujours, et cela d une manicre unigue, étre
transformée en unc fonction de x - yi par la soustraction
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d’une fonction p.—vide x,y, qui satisfait aux conditions
suipantes :

1° Sur le contour p == o, ou du mowns differe de zéro seule-
ment en des points isolés; en un point, v est donnée d’une ma-
nicre arbitraire ;

20 Les variations de p.sur'T, celles dev sur T' ne sont discon-
tinues qu'en des points isolés, et cela seulement de telle sorte
que les intégrales

CT /o2 dup\2 o ov \2
e (et A <-~ —+ 5= 1T
SIGEGE =« JE) G
relatives & toute la surface, restent finies; de plus les varia-
tions de v le long d’une section transverse sont égales sur les

deux bords.

Lorsque la fonction o 4 7, en des points ou ses dérivées de-
viennentinfinies, est discontinue comme une fonction discontinue
de 2+ y¢ en ces poinls, etlorsque la fonction ne présente aucune
discontinuité qui disparaitrait par Peffet d'une modification de
sa valeur en un point isolé, alors Q(«) reste finie et p.4-vi est
partout continue sur T".

En effet, puisqu’une fonction de z -+ yZ ne peut admetire cer-
taines discontinuités, telles que, par exemple, des discontinuités
de premiere espéce (Dissertation inaugurale, § XII), la diflé-
rence de deux pareilles fonctions doit étre continue, pourva qu’elle
ne soit pas discontinue de deuxi¢me espece.

Ainsi, d’aprés le théoréme démontré, une fonction de z —+ yi
peut étre déterminée de telle sorte qu’a U'intérieur de T, abstrac-
tion faite des discontinuités de la partie imaginaire relatives aux
sections transverses, elle présente des discontinuités prescrites,
et que sa partie réelle prenne sur le contour une valeur qui y est
partout donnée arbitrairement; ceci présuppose que, en tout point
ot les dérivées de la fonction deviennent infinies, la discontinaité
prescrite est celle d’une fonction de z -+ y i donnée, discontinue
en ce point.

La condition relative au contour peut, comme c’est aisé & re-
connailre, élre remplacéc par mainles autres sans que les conclu-
sions éprouvent de modifications essenticlles.
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IV. — Théorie des fonctions abéliennes.

Dans le travail qui suit, je traite des fonctions abéliennes d’a-
prés une méthode dont j'ai exposé les principes dans ma Disser-
tation inaugurale, et que je viens de présenter dans les trois pa-
ragraphes précédents sous une forme légérement modifide.

Pour faciliter la lecture de ces recherches, je les ferai précéder
d’un compte rendu sommaire.

La premicére Section contient la théorie d'un systéme de fonc-
tions algébriques 4 mémes ramifications et de leurs intégrales,

sans qu'il y soit nécessaire d’aborder la considération des sé-

ries théta. Dans les § I-V, il s’agit de la détermination de ces
fonctions d’aprés leur mode de ramification et leurs discontinuités ;
du § VIau§ X, il s’agit de leurs expressions rationnelles en fonc-
tion de deux grandeursvariables liées par une équation algébrique,
et du § XI au § XIII, de la transformation de ces expressions par
les substitutions rationnelles. Dans cette étude s’offre alors la con-

ception d'une classe d’équations algébriques, qui peuvent se trans-
former entre elles par des substitutions rationnelles, et qui pourra
aussi étre d’une haute importance dans d’autres recherches, et la
transformation d’une équation de cette nature en équalions de
sa classe de degré minimum sera aussi utile en d’autres circon-
stances. Enfin cette Section traite, dans les derniers § XI1V-XVI
comme préliminaires a la Section II, des applications du théoreme
d’addition d’Abel, relatif 4 un systéme quelconque d’intégrales
partout finies de fonctions algébriques & mémes ramifications, a
Pintégration d'un systéme d’équations différentielles.
Dans la seconde Section, dans le cas d'un systéme quelconque
. d’intégrales partout finies de fonctions algébriques, & mémes ra-
mifications et (2p -+1) fois connexes, l'on exprimera les fonctions
d'inversion de Jacobi de p grandeurs variables, & l'aide de sé-
ries théta p-uplement infinies, c’est-a-dire 4 l'aide de séries de
la forme

d A2 P
SN (E) gy 0y 112 Euwuﬂ
e\

T(01592 o105 Vp) = 2 2

\—
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ot les sommations dans I'exposant se rapportent & et u!, et ol
les sommations extérieures se rapportent & 7, Mg, +« -y Mp. On
reconnait que, pour la solution générale de ce probléeme, une cer-
taine classe de fonctions théta suffit; cette classe devient particu-

. . . o(p 1) .
liére pour p=>3, cas o, entre les b0 ) grandeurs a, ont lieu

2
3
—a £ . i 'S, 3 ¢
(p—=2)(p=3) relations, en sorte que, parmi ces grandeurs, 3p—3
.2

seulement restent arbitraires.

Cette partie du Mémoire forme en méme temps une théoriede
celte espéce particuliére de fonctions 3. Les fonctions T générales
resteront exclues de cette étude; elles peuvent se traiter du reste

par une méthode tout analogue.

Le probléme d'inversion de Jacobi, résolu ici, Ua éé déja de
plusieurs mani¢res dans le cas des intégrales hyperelliptiques
par les travaux’ persévérants et couronnés de tant de succes de
M. Weierstrass; un apercu en a paru dans le Tome 47 du Journal
de Mathématiques de Crelle, page 28g. Ce n'est cependant jus-
qu’a ce jour que la partie de ces travaux, esquissée dans les § I, 11
et la premitre moitié¢ du § III relative aux fonctions elliptiques,
dont 'exposition détaillée a été publiée (Journal de Crelle, t. 52,
p- 285). La coincidence qu'il peut y avoir entre les parties ulté-
rieures des travaux de M. Weierstrass el ceux que je présente ici,
non seulement dans les résultats, mais encore dans les méthodes
qui y conduisent, ne pourra étre connue en grande partie que
lors de la publication de ces travaux qui a été annonceée.

Le travail qui suit, & exception des deux derniers § XXVI,
XXVII, dont le sujet n’edit pu qu’étre brievement indiqué dans
mes Lecons, est une analyse d'une partie de celles que j'ai pro-
fessées 4 Geettingue depuis la Saint-Michel 1855 jusqu’a la méme
date en 1856.

Relativement a la découverte de certains résultats et quant aux
§ I-V, IX et XII et aux théorémes préliminaires que Jai étendus
plus tard en vue de mes Legons, de la maniére exposée dans ce
travail, j'y ai été conduit pendant I'automne de Pannée 1851 et le
commencement de 1852, par des recherches sur la représenta-
tion conforme de surfaces multiplement connexes; mais, plus
tard, j’étais détourné de cette vecherche par un autre sujet.
Je n’ai repris ce travail que vers Piques en 1855 et lai continué,
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. ; At
jusqu’au § XXI, pendant les vacances de Paques et de la Saint-
Mic G A : ¥ = g . .
Michel de l:i méme année. Le reste a été terminé vers la Saint-Mi-
chel de 1856.
A ;

Un certain nombre de propositions supplémentaires se sont

Lo L g £
présentées en maint endroit pendant la mise au net.

SECTION 1.

e

Soit s la racine d'une équation irréductible de degré n dont les
coefficients sont des fonctions enticres de z de degré m; & chaque
valeur de z correspondent n valears de s, qui varient avelec 5 d'une
maniére continue partout ol elles ne deviennent pas infinies. Si
Pon représente alors le mode de ramification de cette fonction
(p- 93) par une surface T sans contour d’encadrement, recou-
vrant le plan des z, cette surface, en toute partie du plan ,‘possédc
n feuillets et s est alors une fonction uniforme du lieu sur cette
surface.

Une surface sans contour d’encadrement peut éire considérée
comme une surface dont ’encadrement est rejeté a U'infini ou
comme une surface fermée, et c'est & ce point de vue que nous
regarderons la surface T, en sorte qu'a la valeur 5= correspond
un point sur chacun des n feaillets, & moins que pour =00 l'on
n’ait un point de ramification.

Toute lunclm}n rationnelle de s et z est également, c’est évi-
dent, une fonction uniforme du lieu sur la surface T, et possede
donc le méme mode de ramification que la fonction s, et 'on
verra plus loin que la réciproque est également vraie.

L’]‘Hl:égl‘a[i()ﬂ d’une pareille fonction donne une fonction dont
les différents prolongements pour la méme portion de la sur-
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face T ne different que par des constantes, puisque sa dérivée pour
le méme point de cette surface reprend loujours la méme valeur.

Un pareil systéme de fonctions algébriques & mémes ramifica-
tions et d’intégrales de ces fonctions fera d’abord Pobjet de notre
¢tude; mais, au lien de prendre comme point de départ les ex-
pressions de ces fonctions, nous les définirons par leurs discon-
tinuités en-appliquant le Principe de Dirichlet (p- 104).

511,

Pour simplifier ce qui suit, je dirai qu'une fonction est infini-
ment petite du premier ordre en un point de la surface it
lorsque son logarithme augmente de awi, quand on déerit dans
le sens positif le contour d’une portion de cette surface renfer-
mant ce point ot la fonction reste finie ct différente de zérvo. Pour

un point o la surface T tourne sur elle-méme p fois, il en est
1
ainsi, lorsque = est égal a une valeur finie @, de (z — a)¥, c'est-
1

1

a-dire de (dz)*; mais, lorsque &=, clest <1>M qui devient infi-
niment petit du premier ordre. Le cas ot une fonction devient
infiniment petite ou infiniment grande d’ordre v en un point de
la surface T peul étre traité comme si la fonction y devenait infi-
niment petite ou infiniment grande du premier ordre en v points
qui coincident (ou se rapprochent indéfiniment les uns des autres).
(Uest ce que nous ferons quelquefois par la suite.

La maniére dont les fonctions (ue nous aurons ‘A traiter ici de-
viennent discontinues peut alors s’exprimer ainsi. Si Pune d’elles
est infinie en un point de la surface T, elle peut toujours, 7 dési-
onque qui devient infiniment petite du

gnant une fonction quele
e transformée par la soustraction

premier ordre en ce point, étr
Qune expression finie de la forme
P

Alogr +Br-14+ Cr2+...

ontinue, ainsi que cela se voit d’aprés

en une fonction quiy est ¢
veloppement d’une fonction en

les propositions connues sur le dé
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séries de puissances, propositions quel’an peut démontrer d’apres
Cauchy ou bien a I'aide de la série de Fourier.

§ IIL

Concevons maintenant que I'on donne une surface connexe L
recouvrant partout z fois le plan des z, sans contour, mais que
I'on peut, daprés ce qui précede, regarder comme une surface
fermée, et que I'on ait décomposé celle surface en une surface sim-
plement connexe T'. Comme la courbe d’encadrement d’une sur-
face simplement connexe est formée par un contour unique, mais
qu'une surface fermée prend, par Peffet d’un nombre impair de
sections, un nombre pair de portions d’encadrement, et, par effet
d’un nombre pair de sections, un nombre impair de portions d’en-
cadrement, pour effectuer cette décomposition de la surface, il sera
donc nécessaire de pratiquer un nombre pair de sections. Soit 2p
le nombre de ces sections transverses. Pour simplifier ce qui va
suivre, la décomposition sera pratiquée de telle sorte que chaque
nouvelle section soit faile 4 partiv d’un point d’une des sections
précédentes et aboutisse au point ayoisinant sur I'autre bord de
celle méme section; alors, lorsqu’une grandeur varie d’une ma-
ni¢re continue le long du contour d’encadrement complet de la
surface T, et éprouve dans tout le systéme de sections des va-
riations égales sur les deux bords, la différence entre les deux
valeurs qu’elle prend au méme point du réseau de sections est
égale & une méme constante en toutes les parties d'une méme
seclion Lransverse.

Posons maintenant z — z ~- 1 et considérons sur T une fonc-
tion o 37 de x, 3 définie comme il suit : ;

Dans le voisinage des points e, s, . .. elle sera déterminde
comme élant égale d des fonctions de # 47 données qui sont in-
finies en ces points, et cela de telle sorte qu’en g, elle soit égale
a une expression finie de la forme

Aylogry -+ Byrst - Gy ro2
B vy v

b= o),

ot 7y désigne une fonction quelconque de qui devient infini-
ment petite du premier ordre en ¢, les Ay, By, Gy, ... étant des
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constantes arbitraires. On ménera ensuite & U'intérieur de T/, jus-
qu'en un point quelcongue a partir de tous les po.mts € pour les-
quels la grandear A est différente de zéro', d%‘s lignes qui ne se
coupent pas; la ligne partant de &, sera déSIgne.e par {,. Enfin sup-
posons la fonction, & 'intérieur de tout ce quireste encore d.e la
surface T, définie ainsi: En dehors des lignes 7 et de-, seclions
transverses, clle est partout continue; surle bord positif (ga.u.che)
de la ligne 4, elle.surpasse de — ai Ay, et sur le bord positif de
la vitme section transverse elle surpasse de la constante donnée A
les valeurs respectives qu'elle posséde sur les bords opposés de

ces sections; enfin l'intégrale

Lol (i“ + a_ay] ar,
3 oz dy oy 0x) |

relative i la surface T, a une valeur finie. Il est aisé de reconnaitre

que cela est toujours possible quand la somme.de toutes les gran-
deurs A est égale a zéro, et de plus n’est possible que sous ‘cette
condition, car c’est seulement en ce cas que la fonction, aprés un
circuit déerit le long du systéme des lignes ¢, peut reprendre de
nouvcau sa précédente valeur. : : (

Les constantes additives 20, A2, .. AP dont s'accroit une
pareille fonction en passant du bord négatif au bhord pnsi.m.f des
sections transverses, seront dites les modules de périodicité de
celte fonction. ‘ ;

Maintenant, d’apres le principe de Dirichlet, la fonetion o Be
peut étre transformée en une fonction w de & — y¢ par la sous-
traction d’une pareille fonction de z s pz.u'loul, conlinue en 'T’,
a modules de périodicité purement imaginaires, et cette for}ctlon
est complétement délerminée & une c?ustaute addll:lj'CY.Pl‘(ﬂ,S: La
fonction w admet les mémes discontinuilés que o fjl.u l.1l?tc:1‘1gur
de T/ et les mémes parties réelles des modules df: périodicité. Par
conséquent, dans la composilion de'w, les foncl;lons\?,, et les par-
ties réelles des modules de périodicité peuvent étre donné?s
arbitrairement. Eu égard i ces conditions, la fonction estcomplé-
tement déterminée a une conslante additive prés el, par con-
séquent, il en est de méme de la partic Liagiaie de ses modules
de périodicité. On verra que celle fonction » comprend, comme

cas particuliers, toutes les fonctions indiquées au § I
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§ IV.
Fonctions w partout finies (intégrales de premiére espéce).

Nous allons d’abord considérer les plus simples parmi ces fonc-
tions, celles qui restent toujours finies et qui, par conséquent,
sont continues partout a Uintéricur de la surface T'. Si lon dé-
signe par iy, Wa, ..., ¥, de telles fonctions, on a aussi, comme
fonction de méme nature,

W=y Wy = Ly Wy~ =0, ), = CONSL.,

les oy, ¢y« .y &p étant des constantes quelconques. Désignons
les modules de périodicité des fonctions &y, wa, ..., wp relatifs a
la yitme section transverse par &Y, &Y', ..., kY. Le module de pé-
riodicité de v relauif & cette section transverse est alors

o /lvlv) EE /{Q”-&—. sl %p /\.‘f;‘n = /_.m;

et, si l'on écrit les grandeurs o sous la forme y -+ 87, les parties
réelles des 2p grandeurs &0V, £(2)) ..., k2P) sont des fonctions
linéaires desigrandenrs i, Yoy +v5Yps Oty B2y o oy 0

lir

Maintenant, lorsque aucune équation

i
waire 4 coefficients

conslants n’a lieu entre les grandeurs wy, W, ..., w,, le déter-
" minant de ces expressions linéaires ne peut s’évanouir.

En effet, s'1l n’en ¢était pas ainsi, l'on pourrait déterminer les
rapports des grandeurs o de lelle sorte que les modules de pério-
dicité de la partie réelle de w seraient tous égaux a zéro, et que,
par suite, la partie réelle de w et, par conséquent aussi, w elle-
méme devraient, en vertu du principe de Dirichlet, se réduire a
une constante.

Par conséquent les 2p grandeurs y et peuvent étre déterminées
de telle sorte que les parties véelles des modules de périodicité
prennent des valeurs données; par suite, ¢ peut représenter
toute fonction w restant Loujours finie, lorsque @, @, ..., W, ne
satisfont & aucune équation linéaire & coefficients constants. Mais
ces fonclions peuvent étre toujours choisies de maniére A rem-
plir cette condition; en elfet, tant que p.<p, des équalions de
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condition linéaires ont lieu entre les modules de périodicité de la
partie réelle de
Oy Wy~ Gy Wg . . o~ Oy Wy~ consL.,

etainsi @, n'est pas renfermé dans cette forme, quand on déter-
mine les modules de périodicité de la partie réelle de cette fone-
tion de telle sorte qu’ils ne satisfassent pas a ces équations de
condition, ce qui est toujours possible, d’aprés ce qui précéde.

Fonctions w qui sont infintes du premier ordre en un point
de la surface T (intégrales de'deuxieme espéce).

Supposons maintenant que w devienne infinie en un seul pointe
de la surface T, et que pour ce point tous les coefficients dans o,
sauf B, soient nuls. Une telle fonction est alors déterminée, A une
constante additive prés, parla grandeur B et parles parties réelles
de ses modules de périodicité. Si I'on désigne par 20(¢) une fonc-
tion quelconque de cette nature, dans I'expression

t(e) = Bt0(e)+ o wy—+ daWs ...+ dpW, -+ const.,

les constantes B3, oy, %2, ..., %, peuvent loujours élre détermi-
nées de telle sorte que pour cetle expression la grandeur B et les
parties réelles des modules de périodicité prennent des valeurs
quelconques données. Cette expression représente donc Lloule
pareille fonction.

Fonctions w qui sont logarithmiquement infinies en deuz points
de la surface T (intégrales de troisiéme espece).

Considérons en troisiéme licu le'cas ot la fonction w devient
infinie seulement logarithmiquement; cela doit avoir lieu, puisque
la somme des grandeurs A doit étre égale a zéro, au moins en deux
points de la surface T, ¢, ez, et Von doit avoir Ay = —A,. Si
l'on désigne I'une quelconque des fonctions pour lesquelles ce
fait a licu, les deux derniéres grandeurs étant égales 4 1, par
w" (2, e), toutes les autres fonctions, en vertu de conclusions

R. 8
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analogues i celles employées précédemment, sont comprises dans
la forme

— (g, 6y ) iy (P == Gy g . v o %p 0~ cONSL.
15 82) L 2 p ¥y

w(z

Dans les remarques qui suivenl nous supposcrons, pour sim-
plifier, que les points ¢ ne sont pas des points de ramilication et
qu’ils ne sont pas situés & I'infini. On peut donc poser /=35 —
en désignant par zy la valeur de = au point &,. Alors; lorsque l'on
différentie (=, ea) par rapport a z, de telle sorte que les parties
réelles des modules de périodicité (ou aussi p-des modules de pé-
riodicité) et la valeur de m(z,¢2) en un point quelconque de la
surface T restent constantes, 'on obtient une fonection ¢(z,) qui

Sy

. . T
est discontinue en ¢, comme 'est ——-
F—m

Réciproquement, ¢(z,) désignant une telle fonction, Uintégrale

B3
f t(sy) dz,, prise le long d’une ligne quelconque, menant de

EZ‘;‘.l ¢y, sur la surface T, est égale a une fonction w(es, £3). D'une
maniére toute pareille, on obtient, parl'effet de n différentiations
successives d'une telle fonction #(s,), prises par rapport & 3,
des fonctions w qui sont discontinues au point g, comme Iest
z,)="—', et qui partout ailleurs restent finies.

nl(z—
Pour les positions des points & que nous. avons exclues, ces
théorémes exigent une légére modification.
Maintenant, il est évident que 'on peut déterminer une expres-
) I I
sion linéaire a coefficients constants formée de fonctions ¢, de
fonctions w et de leurs dérivées prises par rapport aux valeurs de
discontinuité, expression telle qu’a Uintérieur de T elle admette
’ 1
des discontinuités quelconques données de méme forme que celles
[ 1
de . et telle que les parties réelles de ses modules de périodicilé
) I
prennent des valeurs quelconques données. On peut, par consé-
quent, représenter toute fonction « par une pareille expression.
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§ V.

Y oy ’ >
L'expression générale d’une fonction o, qui devient infiniment
grande du premier ordr ints e, ¢ z
g : ‘[ ! '10 en m points ey, ea, . . ., g, de la surface T
est, d’aprés ce qui précéde,

s=01t+Balato Bt oy w )
Brti=+Bata Bitim - 2 9 = s 05— . .2, ®, - const,,

ol ¢, {:st une foncLior;Jquelconque t(ey) et ol les grandeurs « et §
sont des conslantes. Lorsque, parmi les m points & \
L‘l‘vnlru eux se réunissent au 111]6111&: point ‘q]de lﬂs s:J:f:c:?Ir‘nl};: ]
fonctions £ correspondant a ces points doivent étre rc;np,lacéei
par une fonction £(7) et par les p — 1 premiéres dérivées de cette
fonction, prises par rapport a sa valeur de discontinuité (§ Iy
; LCI? op modules de périodicité de cette fonction s sonVL’ (]e
fonctions linéaires homogénes des p -+ m grandears « et ﬁa
Lorsque m2p 1, parmi les grandeurs « et B, ap d’entre elle;
peuvent donc étre déterminées comme fonctlions linéaires homo-
gé.nes de celles qui restent, de sorte que les modules de périodicité
soient tous nuls. La fonction renferme alors encore 7 —p—+1 con-
stantes arbitraires dont elle est fonction lindaire homogene, et
e'lle plcnl élre regardée comme une expression lindaire d: m 7— ')
fonctions, dont chacune devient infinie du premier ordre seule[
ment pour p — 1 valeurs, SR

Lorsque m =p —+1, les rapports des ap -1 grandeurs « et 3
sont complétement déterminés pour chaque position des p - 1
points ¢. Mais, pour des positions particuli¢res de ces f:ints
quelques-unes des grandeurs 3 peuvent étre égales a zérop Soit’
par exemple, 72—y le nombre de ces grandeurs égales & zé.rc; drj
sorte que la fonction ne devient infinie du prenbuier ordre ,cm;
pour p points. Ces p points doivent alors avoir une -position Le[lle
que, parmi les 2 p équations de condition entre les P grandeuvrs
?‘cstar.nes feta, p+1—p dentre elles soient une conséquence
1dc.nllque de celles quirestent; parsuite il n’y en a que 2 u.—l —1
qui peuvent ¢étre choisies arbitrairement. Entoquc la fonélionpcon-
lient encore deux constantes arbitraires.

Maintenant, proposons-nous de déterminer s de telle sorte que
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soit le plus petit possible. Lorsque s est ix {ois infinie du premier
ordre, il en est de méme de toute fonction rationnelle de s du pre-
mier degré; on peut donc, dans la résolution du probleme, choisir
un des p. points arbitrairement. La position des aulres doit étre
alors déterminée telle que p -1 — des équations de condition
entre les grandeurs o et 8 soient une conséquence identique de
celles qui restent.

1l faut donc, lorsque les valeurs de ramification de la surface T
ne satisfont pas & des équations de condition particuliéres, que

I’on ait

pt1— pSp—1, ou
=t

Le nombre des constantes arbitraires que renferme une fone-
Lion s, qui ne devient infinic du premier ordre que pour m points
de la surface T et reste continue partout ailleurs, est dans tous les
sas égal A om —p +1.

Une telle fonction est la racine d’une équation de degré n
dont les coeflicients sont des fonctions entiéres de s de de-

gré m.

Soient ¢, Say .+ -+, Su les nvaleurs de la fonction s pour la méme
valeur de z et désignons pard une grandeur quelconque; alors
(8 —s1)(d— $3)s . (8 —sa) est une fonction uniforme de 5 qui
ne devient infinie qu’en un point du plan des 3 qui coincide avec
un point g, et 'ordre de cet infini sera égal au nombre des points ¢
qui s’y réunissent.

Eu cffet, en un point = qui n’est pas un point de ramification,
un seul des facteurs du produit est infini du premier ordre; pour
un point ¢, autour duquel la surface tourne sur elle-méme p. fois,
il ya p facteurs infinis, chacun d’eux étant infini d’ordre ::' Sil’on
désigne maintenant les valeurs de 5 en ces points e, ol z n’est pas
infini, par &, &, .-, %, et le produit (s —¢;) (s —8) v (z3—0)
par a,, alors @y (o —si) (38— sa). s (3—s,) est une fonction uni-
forme de 5 qui est finie pour toutes les valeurs finies de 5, et qui,
pour s=o0, devient infinie d’ordre m; c’est, par conséquent, une
fonction enticre de s du mieme degré, Clest également une fonction
entitre de @ du 2 degré qui s'évanouit pour & = s. Désignons-
la par F et désignons, comme nous le ferons dans ce qui suit, par
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noom '
F (g, 5) une fonction enticre ¥ de degré n en a et de degré m
en s; alors s est racine d’une équation F(;, :.:) =i .

La fonction F est une puissance d’une fonction irréductible,
¢est-a-dire qui ne peut se décomposer en un produit de fonctions
entiéres de @ et de 5. En effet, tout facteur rationnel entier de
(g, z), puisqu’il doit s’évanouir pour certaines d’entre les ra-
cin.es S$yy 82, +-uy Sy, TEprésente pour ¢ = s une fonction de 5 qui
doit s’évanouir en une portion de la surface T et qui, par suite,
cette surface élant connexe, doit étre nulle sur toute cette surface.
Mais deux facteurs irréductibles de (g, z) ne pourraient s’éva-
nouir simultanément pour un nombre fini de couples de valeurs,
que si 'un d’eux ne pouvait éire obtenu en multipliant 'autre
par une conslante. Par suite, I est nécessairement puissance d’une
fonction irréductible.

Lorsque 'exposant v de cette puissance est > 1, le mode de ra-
mification de la fonction s n'est pas représenté par la surface T,
mais parune surface t recouvrant partout ? fois le plan des z, et

recouverte elle-méme partout v fois par la surface T. On peut
alors considérer s, ilest vrai, comme une fonction ramifiée comme
Pest la surface T, mais I'on ne peul pas réciproquement dire que
T est ramifiée comme est s. ]

Une fonction pareille & s, discontinue seulement en certains

dw 1
= En effet, cette fonction
reprend la méme valeur surles deux bords des sections transverses

el des lignes [, puisque la dillérence des deux valeurs que pos-

points de T, est représentée aussi par

séde o sur ces coupures est constante le long des lignes. Elle
peut étre infinie seulement en les points ot 'est o et en les points
de .ramiﬁcntion de la surface, et partout ailleurs elle est continue,
puisque la dérivée d'une fonction uniforme et finie est également
uniforme et finie, ; :

Toutes les fonctions » sont done des fonctions algébriques
de :,.ramiﬁées comme la surface T, ou sont des intégrales de telles
fonctions. Ce systéme de fonctions est déterminé lorsque la sur-
face T est donnée, et ne dépend que de la position de ses points
de ramification.
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§ VI

Supposons maintenant que I'on donne I'équation irréductible

n om
F(s,5)=:0

et que I'on demande de déterminer le mode de ramification de la
fonction s ou de la surface T qui la représente. Lorsque, pour une
valeur 8 de z, p branches de la fonction se rattachent ensemble
de telle sorte qu'une de ces branches, aprés u circuits autour
de B, se reproduise, ces p branches de la fonction (comme c’est
facile 4 démontrer d’aprés Cauchy ou a l'aide de la série de
Fourier) peuvent étre représentées par une série procédant sui-
vant des puissances ascendantes rationnelles de z — (3, dont les
exposants ont pour plus petit dénominateur commun p, et réci-
proquement.

Un point de la surface T, o0 se ratlachent ensemble seulement
deux branches d’une fonction de telle sorte qu’autour de ce point
la premiére branche se prolonge en la seconde et la seconde en la
premiére, je le nommeral un point de ramification simple.

Un point d'une surface autour duquel celle-ci tourne sur elle-
méme (P —+1) fois, peut alors étre regardé comme formant p. points
de ramification simples coincidents (ou infiniment voisins).

Pour le démontrer, soient, sur une portion du plan des sz
contenant ce point, sy, Su, - - -, Suy des branches uniformes de la
fonction s, el soient @y, @, ..., a, des points de ramification
simples situés sur le contour de cette portion et se suivant en cet
ordre dans le sens positif de I'encadrement. Supposons qu’un cir-
cuit décrit dans le sens posilif autour de ¢y permute s, et 55, qu’un
circuit déerit dans le méme sens autour de @, permutes; et sy, ---,
enfin qu'un circuit décrit dans le méme sens autour de a, per-
mule s, et s,y Alors, aprés un circuit positif autour d'un domaine
contenant tous ces points (et nul autre point de ramification ),

Sy Sz ey Suy Su+r
sont remplacés par
Sy 83y eeey Sptn Si
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et, par suite, lorsqu'ils coincident, ¢’est un point de ramification
d’ordre p qui prend naissance.

Les propriétés des fonctions o dépendent essenticllement de
'ordre de connexion de la surface T. Pour le trouver, proposons-
nous d’abord la détermination du nombre des points de ramifi-
cation simples de la fonction s.

En un point de ramification les branches de la fonction qui se
rattachent ensemble ont la méme valeur et, par conséquent, deux
ou plusieurs racines de I’équation

F(s) =aps"+—ays"1+—...+~a,=0
deviennent égales. Cela peut seulement avoir lieu lorsque
F'(s) = apnst=14 a)(1t — 1) s"2+. . .- @1,

ou la fonction uniforme de z,

E

o) Flog o Fiy
s'évanouit. Cette fonction ne devient infinie, pourdes valeurs finies
de z, que lorsque s = o, el par conséquent lorsque @y = o, et elle

doit pour rester finie éire multipliée par @i, Clest alors une fone-

0
tion uniforme de z, qui reste finie pour toute valeur finie de z,

et qui, pour z=o0, devient infinie d’ordre 2m (n —1) et c'est,
par conséquent, une fonction entiére de degré am(n —1). Les
valeurs de z, pour lesquelles ' (s) et F(s) s'évanouissent simulta-

nément, sont donc les racines de I’équation, de degré am (n — 1),
Q(s) = af-? I I F'(s;) =o,
i

ou encore, puisque I(s;) = a, H (si—s¢), [i27], de I'équa-
o

lion

J=0 Lz,

Qa) = a3 T (si—

que Pon peut former en éliminant s entre

Fls) =0 tet “ F(s=lo.
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=@, lon a

StFi(s;'s) =0 pour's =,

AL e al
F(s,s):m (s-—u)—e—(—)::(:.—fi)

. JF
et, sialors =

2 F ‘ . . 4 -

o;7 e s’évanouissent pas, s — o estinfiniment petit,
. :

comme l'est (z — (3)?, et, par conséquent, il se présente un point

de ramification simple. Dans le produit ]_IF’(S,-) deux facteurs
¢ .

1
également seront infiniment petits, comme U'est (z — 8)%, et Q(z) a
. oF F
donc (z-— @) pour facleur. Dans le cas ol ZT et 50 -
3 54

A ) . JF . . N
n()ulsscntjamals lorsquc F Ctx sont Slmultanem ent ﬂll]S, a Chaquc

ne s'éva-

facteur linéaire de Q (=) correspond alors un point de ramification
simple et le nombre de ces points est, par conséquent,

=oaom(n—i).

La position des points de ramification dépend des coefficients
des puissances de z dans les fonclions @ et varie avec eux d’une
maniére conlinue.

Lorsque ces coefficients prennent des valeurs telles que deux
points de ramification simples, appartenant an méme couple de
branches, coincident, ces points se détruisent et deux racines de
I"(s) = o deviennent égales entre elles, sans qu’un point de rami-
fication prenne naissance.

Si, autour de chacun de ces points, s, se prolonge en s, et s,
en s, alors, par I'effet d’un circuit autour d’une portion du plan
des z renfermant les deux points, s, s'échange en s, ets, en sa, el
lors de la réunion des deux points les deux branches seront uni-
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. ki e P g
formes, Par conséquent, leur dérivée —- est alors uniforme et finie
5

el, par suite, on aura
OF  ds oF

B s T

o oF  JF

Si F:W == =0 pour s—u,
suivants du développement de F (s, z) fournissent deux valeurs

B, alors les trois termes

pour

s—a ds o
:%‘Bzd—: (s=2,5=f).

Si ces valeurs sont inégales et finies, les deux branches de la fonc-
tion s, auxquelles elles appartiennent, ne pedvent s’y réunir ni par

2 . JF 5
conséquent s’y ramifier. Alors 5 devient pour les deux branches

infiniment petite comme 'est 5 — @, et Q(z) aura pour facteur
(s—P)*; par conséquént seulement deux points de ramifications
simples coincident.

Dans chaque cas, ou, pour 5 = 3, plusieurs racines de I'équa-
tion F'(s) = o deviennent égales i o, pour distinguer combien de
points de ramifications simples coincident pour (s =a,z=0),
et .combien d’entre ceux-ci se détruisent, 'on devra développer
ces racines [d’aprés le procédé de Lagrange (*)], suivant les puis-
sances ascendantes de = — {3, jusqu’a ce que ces développements
soient tous différents, et 'on obtiendra ainsi toutes les ramifica-
tions ayant encore une existence effective. On doit ensuite cher-
cher de quel ordre F'(s) devient infiniment petite pour chacune
de ces racines, afin de déterminer le nombre des factears lindaires
correspondants de Q(z), ¢’est-d-dire le nombre des points de ra-
mifications simples coincidents pour s =a, 5= §.

Sil'on désigne par p le nombre indiquant combien de fois la
surface T tourne sur elle-méme autour du point (s, 5), F'(s) sera
au point (=) infiniment petite du premier ordre autant de fois qu’il

1
sy trouve de points de ramifications simples coincidents, ds ¢

(') Nouvelle méthode pour résoudre les éguations littérales par le moyen des
séries. (Mémoires de I'Académic de Berlin, XXIV; 1780. Gfuvres de Lagrange,
LI, p.5.) — (WEBER.)
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le sera autant de fois qu'il s’y présente de points de ramifications

1
simples effectifs, et, par suite, I(s) d le sera autant de fois
que parmi les points de ramification il y en a qui se détruisent.
Désignons parw le nombre des ramifications simples effectives,
el par 27 le nombre de celles qui se détruisent, on a

w-2r=2(n—1)m.

Sil'on suppose que les points de ramifications coincident seu-
lement par paires et en se détruisant, on aura, pour 7 paires de
valeurs (s'=v,,5=3,),

et
21 g*F 22K

it
ds? 050

et, pour s paires de valeurs de s et 5, 'on aura

JF
o

=0

o

Nous nous en tiendrons, en général, a la considération de ce
dernier cas, car 'on peut aisément en étendre les résultals aux
aulres, regardés comme cas limites; et nous pouvons le faire d’au-
lant mieux que nous avons fail reposer la théorie de ces fone-
tions sur des principes indépendants de leur forme d’expression
el qui ne sont soumis & aucunc exception.

§ VII

Maintenant, relativement & une surface simplement connexe
recouvrant une portion finie du plan des z, la relation suivante a
lieu entre le nombre des points de ramification simples et le
nombre des circuits formés par le parcours de son contour d’enca-
drement : ce dernier nombre est d’une unité supéricur au premier;
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a Daide de cette relation 'on peut en tirer une autre, relative-
ment 4 une surface multiplement connexe, entre ces Dombré.:s etle
nombre de sections transverses qui décomposent celte surface en
une surface simplement connexe. . e

Cette relation, indépendante au fond de toute re!atlon métrique
et qui se rapported V'analysis situs, peul se déduire pour la sur-
face 'I' comme il suit. .

En vertu du principe de Dirichlet, sur la surface .sn’nplement
connexe T’, la fonction de z, log peut él.re_ déterminée de telle
sorte que § en un point quelconque a l'intéricur de cette sur’facc
soit infiniment petit du premier ordre, et que log¢, le long d une
ligne quelconque ne se coupant pas elle-méme e.L allant (lﬁe o pom;
rejoindre le contour, soit plus grand de — ami sur le coLé [')Uall.l-
de cette ligne que sur le coté négatif, ct soit partout ailleurs
continu et le long du contour de T’ imaginaire pure. Alors la
fonction ¢ prend une (ois chaque valeur dont le module est < 1. La
totalité de ses valeurs sera donc représentée par une surface recou-
vrant une fois un cercle sur le plan des {. A tout point del” corres-
pond donc un point du cercle etréciproquemem: Pa}‘(couséque.ul',
en un point quelconque de la surface out s=4, (=0 la f(?ncll(ln
{ — ' est infiniment petite du premier ordre et, par conscquenF,
en ce point, lorsque la surface T’ tourne sur elle-méme p. 41 fois

. Al
autour de ce point, pour z' fini,

5 —3 dz
(1) T=)+i = dg(C—C)*

3 : e SR
reste fini, mais, pour z' infini, c’est

5=t dz

(b0 g =~ TR

1z
frllog tg;;

prise dans le sens positif autour du contour total du cerele, est

qui reste fini. L'intégrale

4 - Sl N £
égale 4 la somme des intégrales prises autour des points ol T est
infini ou nul, et, par suile, est égale & ami (w — 27). ;

Lol : oyl B 3 o
Désignons par s une portion du contour de 17, allant d’un seul
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et méme point déterminé de ce contour jusqu’en un point variahle
de ce méme contour, et par ¢ la portion correspondante sur le
contour du cercle; on aura

log el loo ‘_[f + log ds o dt,
g oo s 8 T 08 Wl

pour les intégrales étendues & tout le contour on aura

Az . I
fdlog Z—l—q =(2p—1)27i, /d]og f% =0,
! 4 =

:
—[[llog% =

ds h
f(llog T (2p —2)2mi.

et, par conséquent,

On a donc alors
w—an=up—rI).
Or, comme
w=a[(n—1)m—r],
on a, par suite,
p=(n—1)(m—1)—p [2].

§ VIII.

L'expression générale des fonctions s’ de 5, ramifiées comme la
surface T, qui, pour ' points quelconques donnés de'T’, deviennent
infinies du premier ordre et qui partout ailleurs restent continues,
contient, d’aprés ce qui précede, m'— p -1 conslantes arbitraires
et en est une fonction lindaire (§ V). Par conséquent, si on peut,
comme on le démontrera tout & I'heure, former des expressions
rationnelles en s et z, qui deviennent infinies du premier ordre
pour 7' paires de valeurs de-s et 5 quelconques données, salisfai-
sant a I'équation F =o, et qui sont des fonctions linéaires de
m'— p -1 constantes arbit raires, alors toule fonction s/ peut étre
représentée par ces expressions.

Pour que le quotient de deux fonclions entitres Y(s5,5) et
(s, 5) puisse prendre, pour s =oo et z = oo, des valeurs quel-
conques finies, les deux fonctions doivent éire de méme degré.
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Désignons donc l'expression, par laquelle s' doit étre repré-
v e
sentée, parﬂi’—‘;), etsoientenoutrevzn — 1, p2m — 1.Lorsque
7.(8,3)
deux branches de la fonction s deviennent égales sans se prolon-
ger I'une dans l'autre, et Jorsque P'on a, par conséquent, en denx
points distinets de la surface T, 5 =1, s = 8, 5, en général, pren-
dra des valeurs différentes en ces deux points; pour que l'on ait
partout & — s’y = o, on doit donc avoir, pour deux valeurs diffé-
rentes de s/,
Ut 8) =y lv, ) =0,
et, par suite, o BT G e
Par conséquent, les fonctions 7 et & s’évanouissent pour les 7
couples de valeurs (s =1;, 5 =75p) [p. 120] (').
La fonction 7 s'évanouit, pour une valeur de =, pour laquelle
la fonction uniforme de s et finie pour z fini,

K(z)=aj7(s0)%(s2) .- % (sa)s
est égale A zéro; cette fonction, pour s infini, devient infinie
d’ordre mv + np; c’est, par conséquent, une fonction entiére de

degré my -+ np.
Puisque, pour les couples de valeurs (v, 8), deux facteurs du

produit I I')('(S,‘) deviennent infiniment petits du premier ordre,
o

et que, par conséquent, K(s) devient infiniment petit du second
ordre, alors 7 sera en outre infiniment petit du premier ordre pour

L=my-fap—ar

couples de valeurs de s ct =, ¢'est-d-dire de points sur {1

(*) Iei, comme il a é¢ indiqué précédemment, l'on ne s'occupe que du'cas ol
les points de ramification de la fonclion s coincident seulement par paires en
se détrnisant. En général, les fonctions 7 et ¢, en un point de T, ou coincident,
conformément au § 6, des points de ramification qui sc (Ie'Lru‘iscnt lorsque T
tourne p fois autour de ce point, doivent devenir infiniment petites comme Pest

1
o ! 5 : & SHiva e i
I'(s) dsP , afin que les premiers termes du développement suivant les puis-
1

sances enticres de (Az )1_7 de 1a fonction & représenter puissent prendre des valeurs
quelconques, — (RIEMANN.)
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Siv>n—r1, p>m—r1,alors lavaleur de la fonction y resie

inaltérée lorsque I'on remplace

v B
105, 3)
[)lll‘

2055y +0 (3, Y, 5),
oil g est quelconque; par conséquent, parmi les coeflficients de
celte expression, il y en a
(v—n-+1)(p—m-1)
qui peuvent étre pris arbitrairement. Maintenant, si parmi les
(g0 (v+1)—(v—n-+1)(p—m-+1)

qui restent, on en détermine 7 comme fonctions linéaires des
autres, en sorte que 7 s'évanouil pour les » couples de valeurs
(7, 8), alors la fonetion y renferme encore

s=(p+0)+n)—(—n+r(p—m+t)—r

=np+my—(r—1)(m—1)—r+i
constanles arbitraires. On a, par conséquent,
i—e=(n—1)(m—1)—r—1=p—1.

Maintenant, si I’on choisit p. et v tels que 'on ait e > n¢/, I'on
peut déterminer y de telle sorte que, pour m'couples de valeurs
quelconques donnés, cette fonction devienne infiniment petite du
premier ordre, et alors, lorsque m' = p, l’on peut disposer de &,
de facon que ;- reste finie pour toutes les autres valeurs res-

lantes.

En effet, § est également une fonction linéaire homogéne de
¢ constantes arbitraires, et, par conséquent, on peut, lorsr[uc
¢ — -+ m'>1, déterminer ; — m' d’entre elles comme fonctions
linéaires de celles qui restent, en sorte que ¢ s'évanouit égale-
ment pour les £ — m’ couples de valeurs de s et = pour lesquels
est encore infiniment petit du premier ordre. La fonction ¢ ren-

ferme donc
e—i-m'=m'—p-+1
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e Be (U]
constantes ax‘bl[ralt‘es, el, par conséquenL7 = peut l‘cprésentel‘
15

toute fonetion s'.

§ IX.

Commie les fonctions :% sont des fonctions algébriques de =
ramifiées comme est s, elles peuvent, en vertu de la proposition
qui vient d’¢tre démontrée, s'exprimer rationnellement en s et z,
et toutes les fonctions w peuvent étre représentées comme inté-
grales de fonctions rationnelles de s et z.

) Si l'on désigne par e une fonction o qui est partout finie,
ow

~o sera infinie du premier ordre en chaque point de ramification

simple de la surface T, puisque diw et (nf:‘)"j y sont infiniment
petits du premier ordre, mais partout ailleurs elle reste continue,
et, pour = =, elle est infiniment petite du second ordre. Réci-
proquement, U'intégrale d’une fonclion qui se comporte ainsi de-
meure partout finie,

Pour exprimer cette fonction % comme quotient de deux fone-
tions enticres de s et z, l'on doit (d’aprés le § VII), prendre pour
dénominateur une fonction qui s’évanouit en les points de rami-
fications et pour les 7 couples de valears (y, 3). On remplira cette
condition de la maniére la plus simple en prenant une fonction
qui s’annule pour ces seules valeurs et

oF

5 aynst - a (n—1) sP 2, @y

est une telle fonction.

Cette fonction, pour s infini, devient infinie d’ordre (7 — 2

s | il
(puisque @, est alors infiniment petit da premier ordre), et, pour
z infini, elle devient infinie d’ordre n2.
dsw s 4 e y
De plus, —— devant, hormis en les points de ramification, rester
t) ds ¢ 2
fini, ct, pour = infini, étre infiniment petit du second ordre,
le numérateur doit élre, par conséquent, une fonction entiére
e q )

n—2 m-3

F(s, z),qui s’évanouit pour les » couples de valeurs (y, 3)
(p: 1271).
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On a done
3 o o
q("qi, "2 ds B
b emm aF o
Js o/ &
; s ]
0ll © == 0 POUT § =Yg, 5 =104, AVEC P =1, 2, + .., I'.

La fonclion o renferme (2 — 1) (m — 1) coefficients constants,
et lorsque 7 d’entre eux sont délerminés comme fonctions linéaires
de ceux qui restent de telle sorte que p=o pour les r couples
de valeurs s =+, 5=3, alors il en reste encore (m — 1)(n—1)—7r,
c’est-a-dire p, qui sont arbitraives et  prend ainsi la forme

Gy Gy Uy Ba . =A@y,

ottles @y, 3, «. ., 2p sont des fonctions ¢ particulitres, dont au-
cune n'est une fonction linéaire de celles qui restent, et ol =y,
sy ..., %, désignent des constantes quelconques.

Comme expression la plus générale de ¢, on obtient, comme il
a 61é fait précédemment (') d’une autre maniére,

Oy Wy~ Oy Wy~ . .- Op 6V = CODSLL

Les fonclions w qui ne rvestent pas partout finies et, par consé-
quent, les intégrales de deuxi¢me et de troisieme espéces, peuvent
s'exprimer, en vertu des mémes principes, rationnellement en s
el z, mais nous ne nous arrélerons pas sur ce sujet, vu que les
régles générales du paragraphe précédent n’ont besoin d’aucun
éclaircissement ultérieur, et que, pour la considération de formes
délerminées de ces inlégrales, la théorie des fonclions T nous
fournira la premiére occasion d'y revenir.

§ X.

La fonction o sera infiniment petite du premier ordre, outre
pour les 7 couples de valeurs (v, &), encore pour

m(n—a)-+n(m—o2)—ar,

(') Voir le § IV. — (L. L.
S
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c’est-a-dire 2(p —1) couples de valeurs de s et z, satisfaisant &
Iéquation I = o. Soient maintenant

AR L e h

o) =alllo) + aflle, 1. 4aille,
et

?('Z)z"‘l?)‘?l+z(22)?i Ty j}‘e)%‘

ch:ux fonctions ¢ quelconques; on peut alors dans I'expression
f—l; déterminer d’abord le dénominateur, de telle sorte qu'il soit
nul pour p—1 couples de valeurs de s el z quelconques données
satisfaisant a 'équation F= o, et ensuite le numérateur, de telle
sorte qu'il s’évanouisse également pour p—2 parmi les couples
de valeurs restantes pour lesquelles ¢! est égal & zéro. Gestalors
une fonction linéaire de deux constantes arbitraires et, par con-
séquent, ¢’est expression générale d'une fonclion qui ne devient
infinie du premier ordre que pour p points de la surface T. Une
fonction qui devient infinie pour moins de p points forme un cas
spécial de cette fonction. Par conséquent, toutes les fonclions qui
deviennent infinies du premier ordre pour moins de p -1 points

(2

A . . (2)
de la surface T peuvent étre représentées sous la forme ﬁL”, ou
=

2(2)

dw )
sous la forme —r, lorsque it et ¢w(® sont deux intégrales par-

tout finies de fonctions rationnelles de s et z.

§ XI.

Une fonction z de 5, ramifiée comme T, qui devient infinie du
premier ardre pour 72, points de cette surface est, en vertu de ce
qui préeéde (p. 116), racine d’une équation de la forme

noony
G (z1y5) =0,
el, par suite, prend chaque valeur pour n; points de la surface T.
Par conséquent, lorsque 'on s’imagine chaque point de T repré-
senté par un point d’un plan représentant géoméiriquement la ve-
leur de 5, en ce point, la totalité de ces points forme une surfaceT,
recouvrant partout 7y fois le plan des z,, surface qui est, comme
lon sait, une représentation, semblable en les plus petites parties,
R. 3 9
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de la surface T. A chaque point d'une de ces s:.urf'aces (:'01'1‘3.‘51)0.11(1\
alors un point unigue de l'autre. .L‘es foncuonsY w, ¢ es‘L—a-vfhr‘L
les intégrales de fonctions de z, I‘alll]fléf-:s comme PestT, se ledlls—
forment alors, lorsqu’au lieu de z, on mmelunL 3 connuergran—
deur variable indépendante, en fonctions qui sur la S‘.”‘Fﬂ”‘.l‘ onL
partout une valeur unique déterminée et ont mémes c'h’sconlmvunes‘
que les fonctions o aux pninl.s cm"rcspondaan de Alﬁ,'elﬂq‘ul, ]Ja‘ly
suite, sont des intégrales de fonctions de z,, ramifiées comm
Pest T,. . : Mg
Si I'on désigne par s, une aulre fon(;lmn quelconque ('t 3; L
mifiée comme Dest T, qui, pour 7z, points de T E}_-‘y par smlvc ?l]jsl
de T,, devient infinie du premier ordre, alors (§ V) entre s, et 5,

a lieu une équation de la forme

ny oy
Fy (s, 31)=0,

4 F, est une puissance d’'une fonction entiére irréductible de sy,
ot Fy es ' a5
.t I'on peut, lorsque cette puissance a pour exposant I'unité,

/ ! a5 fo ions de 3., ra-
exprimer rationnellement en s; et 5, toutes les fnnclu.ma de 3 T2
mifiées comme Dest T, et, parsuile, toutes les fonctions ration-

r
nelles de s et = (§ VIIL). ;
nom - . S § ) 3 A i
L’équation F(s, z)= o peul donc, a I'aide d’une transformat

Sy

T iy [
rationnelle, étre transformée en ¥, (s, 5,) = 0 et vece vum.A
Les domaines des grandeurs (s, ) et (s, 5,) ont done mlcme
ordre de connexion, puisqu’a chaque pointde I'un correspond bun
51l : par 7, le nombre
noint unigue de autre. Si L'on désigne donc par 7y ke
i SR ; ey o
des cas ot s, et 5, pour deux points différents du domaine (,
z ; s deux la méme valeur, cas ot,
grandeurs (s, z,), reprennent tous de S
par suite, on a simultanément
oF, oy

E

LT 03

on doit avoir nécessairement

(ny—D{my—1) —r=p= (n—1)(m—1)-r.
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§ XII.

On considérera maintenant, comme faisant partie d’une méme
classe, toutes les équations algébriques irréductibles entre deur
grandeurs variables, qui peuvent étre transformées les unes
dans les awtres par des substitutions rationnelles; de la sorte

F(s;2)=0 et Fi(s;,s)=0

appartiennent i la méme classe lorsque I'on peut remplacer s et z
par des fonctions rationnelles de s, et 3y, telles que F(s,z)=o0se
transforme en F, (s1,%1) =0, s, et 5, élant également des fonc-
tions rationnelles de s et z.

Les fonctions rationnelles de s et z, considérées comme fonc-
tions de I'une quelconque ¢ d’entre elles, forment un systéme de
fonctions algébriques & mémes ramifications.

De cette maniére, toute équation conduit évidemment 3 une
classe de systémes de fonctions algébriques & mémes ramifications
qui, par Iintroduction d'une fonction du systéme comme gran-
deur variable indépendante, sont transformables les unes dans les
autres, el cela en sorte que toutes les équations d’une classe con-
duisent & la méme classe de systémes de fonctions algébriques; et
réciproquement (§ X1), toute classe de pareils systémes conduit &
une classe d’équations. Si le domaine des grandeurs (5, 5) est
(2p 1) fois connexe et si la fonction ¢ devient infiniment petite
du premier ordre en 1 points de ce domaine, le nombre des valeurs
de ramification des fonctions de g, & mémes ramifications, qui sont
formées par les autres fonctions rationnelles de s et 2 restantes, est
égal 4 2(—+-p—1), et le nombre des constantes arbitraires que
renferme la fonction £ est 2p—p -1 (§ V). Ces constantes
peuvent éire déterminées de telle sorte que 2 — p -1 valeurs
de ramification prennent des valeurs données, quand ces valeurs
de ramification sont des fonctions indépendantes entre elles de
ces conslantes, et cela seulement d’'un nombre fini de maniéres,
puisque les équations de condition sont algébriques. En chaque
classe de systémes de fonclions & mémes ramifications et (2p—+1)
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fois connexes il existe donc un nombre fini de systémes de fonc-
tions 4 . valeurs, pour lesquels 2y —p—+1 valeurs de ramifi-
cation prennent des valeurs données. D’autre part, lorsque les
o(g -+ p — 1) points de ramification d'une surface (2p 1) fois
connexe, recouvrant partout p. fois le plan des ¢, sont donnés ar-
bitrairement, il existe toujours alors (§ [11-V) un syst¢me de fone-
tions algébriques de ¢, & mémes ramifications que cetle surface.
Les 3p—3 valeurs de ramification restantes en ces systémes
de fonctions & mémes ramifications et & u. valeurs peuvent done
prendre des valeurs quelconques; par conséquent, une classe de
syslémes de fonclions & mémes ramifications et (2p-+1) lois con-
nexes et la classe d’équations algébriques qui lui appartient, dé-
pendentde 3p— 3 grandeurs vaviant d'une maniére continue, qui
seront nommées les modules de la classe.

Cette détermination du nombre des modules d’une classe de
fonctions algébriques (2p +1) fois connexes, est valable seule-
ment dans Uhypothése faite qu'il y a 2p. — p -1 valeurs de rami-
lication qui sont des fonctions, indépendantes entre elles, des
constantes arbitraires que renferme la fonction C. Cette hypo-
thése ne se trouve juste que lorsque 'on a p >1; le nombre des
modules est alors égal & 3p — 3; mais, pour p =1, cenombre est
égal a 1. La recherche directe de ce nombre est difficile & cause
du mode suivant lequel les constantes arbilraires enlrent en e
Pour déterminer le nombre des modules, on introduira, comme
grandeur variable indépendante dans an systéme de fonctions
(2/1—}—1) fois connexes & mémes ramifications, non une de ces
fonctions mémes, mais une intégrale partout finie d'une telle fonc-
tion. Les valeurs que prend la fonction w de z sur la surface T’
seront représentées géométriquement par une surface recouyrant
une ou plusieurs fois une partie finie du plan des w, surface que
nous désignerons par S et qui est une représentation (semblable
en les plus pelites parties) de la surface T’. Comme la valeur de w
sur le bord positif de la v'™¢ section transverse surpasse de la
constante additive A la valeur qu'elle prend sur le bord né-
gatif, le contour d’encadrement de S est formé de paires de courbes
paralléles qui sont la représentation de la méme portion du sys-
teme de sections qui figurent 'encadrement de T/, et la différence
de situation des points correspondants sur les portions paralléles
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de l'encadrement de S, qui sont la représentation de la viéme sec—
tion transverse, sera exprimée par la grandeur complexe 4. Le
nombre des points de ramification simples de la surface S est
2p —2, puisque de cstinfiniment petit du second ordre en 2p—o
points de la surface T, Les fonctions rationnellesde s et z sont
alors des fonclions de @ qui, pour chaque pointde S, ont une
valeur wnigue variant d’une maniére continue partout ot elles
ne deviennent pas infinies, et qui reprennent la méme valeur
aux poinls correspondants sur les portions paralléles d’encadre-
ment. Elles forment donc un systéme de fonctions de ¢ a mémes
ramifications el 2p-uplement périodiques. Maintenant (par une
voic analogue & celle du § I1I-V) on peut, les 2p — o points de
ramification et les 2p différences de situation des portions pa-
ralleles d’encadrement de la surface S étant par hypotheése don-
nés arbitrairement, démontrer qu'il existe toujours un systéme
de fonctions a4 mémes ramificalions que cette surface, qui, aux
points correspondants sur les portions paralléles d’encadrement,
reprennent la méme valeur et sont, par conséqucnt, 21)—11})]&—
ment périodiques et qui, regardées comme fonclions de l'une
d’entre elles, forment un systéme de fonctions algébriques
(2p 1) fois connexes & mémes ramifications et conduisent par
suite & une classe de fonctions algébriques (2p - 1) fois connexes.
En effet, en vertu du principe de Dirichlet, une fonction de g
est déterminée sur la surface S, & une constante additive prés, par
ces conditions : & Uintérieur de S elle admettra des discontinuités
quelconques données de méme forme que celles de w sur T/, et aux
points correspondants sur les portions paralléles d’encadrement
elle prendra des valeurs qui différent de constantes dont la partie
réelle est donnée. On conclut de cela, comme on I'a fait d’une ma-
nitre analogue au § V, la possibilité d’existence de fonctions qui
ne deviennent discontinues qu'en des points isolés de S et qui re-
prennent la méme valeur en les points correspondants sur les por-
tions paralltles d’encadrement. Si une telle fonction z est infinie
du premier ordre en n points de S et n’est discontinue nulle part
ailleurs, clle prend alors chaque valeur complexe en n points
de -8 en effet, @ désignant une constante quelconque, Dinté-
gl‘ale] dlog(s— a), prise autour de S, est nulle, les intégrales
prises le long de parties paralleles de 'encadrement se détruisant,
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et 5 — a devient donc sur la surface S autant de fois infiniment
petit du premier ordre qu’il y devient de fois infiniment grand
du premier ordre. Les valeurs que prend z seront, par suite, re-

présenlées parune surface recouvrant partout 7 fois le plan des =

et les autres fonclions de ¢ ramifiées de méme et périodiques for-
ment donc un systéme de fonctions algébriques de 5, (2p -+1)
fois connexes, & mémes ramifications que la surface, ce qu’il fallai
démontrer.

Maintenant, étant donnée une classe quelconque de fonctions

algébriques, (2p -+ 1) fois connexes, ’on peut, dans la grandeur

W=ty 0y - Qs s oo O W = G,

quel’on introduira commevariableindépendante, déterminer etles
grandeurs «, de telle sorte que, parmi 2 p modules de périodicité,
p d’entre eux prennent des valeurs données, et la constante ¢, lors-
que p est >1, de telle sorie qu'une des ap— 2 valeurs de ramifi-
cation des fonctions périodiques de w.ait une valeur donnée. De
cetle maniére v est complétement déterminé et, par conséquent,
les 3 p — 3 grandeurs restantes dont dépend le mode de ramifica-
tion et la périodicité de ces fonctions de v le sont aussi; et, puis-
qu’a des valeurs quelconques de ces 3p — 3 grandeurs corres-
pond une classe de fonctions algébriques, (2 p +1) fois connexes,
une telle classe dépend de 3p — 3 grandeurs variables indépen-
dantes.

Lorsque p =1, il ne se présente pas de points de ramifications,
et, dans expression

W= oy w; +c,

la grandeur o, peut éire déterminée de telle sorte qu'un des mo-
dules de périodicité prenne une valeur donnée, et 'autre modale
de périodicité est déterminé par cela méme.

Le nombre des modules d'une classe est, par conséquent, dans

ce cas las.
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§ XIIIL.

D’apres les principes précédents de la transformation (dévelop-
pés au § XI), pour transformer, par une substitution rationnelle,
une équation quelconque donnée F (s, z) = 0 en une équation

ooy
Fi(s1, 51) =0
de la méme classe et du degré le plus petit possible, on doit d’a-
bord déterminer pour 5, une expression 7 (s, z), rationnelle en s
et 3, telle que n, soit aussi petit que possible, puis déterminer
également pour s, une autre expression rationnelle #/(s, z) de
telle sorte que 72, soit le plus petit possible et qu’en méme temps
les valeurs de s, correspondant & une valeur quelconque de z,

ne soient pas distribuées en groupes de valeurs égales entre elles,
e A 3 % =
de maniere que T, (s,, 5,) ne puisse étre une puissance d’une fonc-

tion irréductible supérieure & la premiére.

Lorsque le domaine des grandeurs (s, z) est (2p -+ 1) fois
connexe, la plus petite valeur que puisse prendre n, est, d'une
maniére générale,

=L G,
et le nombre des cas ot s, et 5, prennent tous deux la méme va-
leur pour deux points diffévents du domaine de grandeurs est
égal
3 (ny— 1) (my—1)— p.

Dans une classe d’équations algébriques entre deux grandeurs
variables, lorsque les modules de la classe ne sont pas astreints a
vérifier des équations de condition particuliéres, les équations
du degré minimum ont, par conséquent, la forme suivante :

=0; r= oy
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Parmi les coefficients des puissances de s et z dans les fonctions
enti¢res I, I'on doit en déterminer ;» comme fonctions lindaires
homogénes de ceux qui restent tels que %I: et 371? s’évanouissent
simultanément pour 7 couples de valeurs satisfaisant a Péquation
F = o. Les fonctions rationnelles de s et 5, considérées comme
fonctions de I'une d'entre elles, représentent alors tous les sys-

témes de fonctions algébriques (2p - 1) fois connexes.

§ XIV.

Je ferai maintenant usage, d’aprés Jacobi () (Journ. de Crelle,
vol. 9, n°® 32, § VIII), du théoréme d’addition d’Abel pour I'inté-
gration d'un systéme d’équations différenticlles. Sur ce point, je

m’en tiendrai a
cette étude.

ce qui sera plus tard nécessaire dans le cours de

Lorsque dans une intégrale ¢, partout finie, d’une fonction ra-

tionnelle de s et 5 on introduit comme grandeur variable in-
dépendante une fonction rationnelle ¢ de s et z, qui, pour m
couples de valeurs de s et 3, devient infinie du premier ordre,

dw " ) ; 5 3 S %
alors = est-une fonction de € & m déterminations. Si 'on dé-

signe les m valeurs de @ pour le méme £ par @(t), (2 S i),
alors

dwtl " g, § dw(m

e A e

est une fonction uniforme de ¢ dont I'intégrale reste partout finie,
et, par conséquent, 'intégrale

le () 4 @) )y

est aussi partout uniforme et finie et, par suite, égale & une con-

stante. D’une maniére analogue, on trouve que, o) W@

1 3

w{™ désignant les valeurs, correspondant au méme ¢, d'une inlé-

(') CBuyres, t. 11, p. 15. — (W. et D.)
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: : ! Tt Ol
grale quelconque » d’une fonction rationnelle de s el z, 'intégrale

fd(w‘”—{— w1 win))

est déterminée, 4 une constante additive prés, au moyen des dis-
continuités de w, et cela sous la forme d’une somme d’'une fonc-
tion rationnelle de ¢ et de logarithmes de fonctions rationnelles
de € affectés de coefficients constants.

A I"aide de ce théoréme, comme il le sera démontré bientot,
on peut intégrer, d'une maniére générale ou compléte, les p équa-
tions différentielles simultanées entre les p -1 couples de va-
leurs (51, 21), (S2582)s »v oy (Sppiy Spyr) de s et z satisfaisant a I'é-

quation F(s, z) = o,

or(81,51) d5y (82, 22) dsy L On(Sprts Epet) dEpy o
T_OE(s1, ) IF (55, 33) ' B85t pi) !
T 0 1 08y d$ pi1
Qi — 1y, ol SR D

Al'aidedeces équations différenticlles, parmiles couples de gran-
deurs (sy, z,), p d’entre eux sont complétement déterminés comme
fonctions de 'un des couples qui reste, lorsque, pour une valeur
quelconque de ce dernier, les valeurs des autres sont données.

Par conséquent, lorsque I'on détermine ces p —+1 couples de
grandeurs comme fonctions d’une unique grandeur variable &, de
telle sorte que, pour la méme valeur zéro de cette grandeur, elles
prennent des valeurs initiales (s7, 20, (s§,:58), o (st sl )i
quelcongues données et satisfont aux équations différentielles,
on a ainsi parcela méme intégré les équations différentielles d’une

i ; . r G
mani¢re générale. Maintenant la grandeur 7 Pbeut toujours étre
déterminée comme fonction uniforme et, par suile, rationnelle
de (s,2), de telle sorte qu’elle soit infinie sealement, et cela seule-
ment du premier ordre, pourla totalité ou une partie des (p 1)
couples de valeurs (s§, z), puisque, dans I'expression

e p=p
o 2
\; Bu? (sg, 58+ ¥ auwy -+ const,,
==l W

£l

les rapports des grandeurs « ev B peuvent toujours étre déter-
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minés en sorte que les modules de périodicité soient tous égaux
azéro. Alors, lorsqu’aucun des B n'est égal a zéro, les (p—+1)
branches des fonctions s et z de €, fonctions de £ 4 mémes ramifica-
tions et & p -1 déterminalions, (S350 (simn )t S Spgt)s
qui, pour { = o, prenuent les valeurs (sl (s

(Speir Spiy), satisfont aux équations difféventielles o ré

oudre.
" Mais, lorsque parmi les grandeurs B, certaines d’entre elles, par
exemple les p -~ 1 — m derniéres, sont égales a zévo, alors les
équations différentielles & résoudre sont satistaites par les m
branches des fonctions, 4 m délerminations s et z, de RERR-
(52)52)5 -« -y (8my 5m) qui, pour £ =0, sont égales 4 (s}, 3});
(s3,30): <. (50, 20), et par des valeurs constantes des gran-
deuns Sy Zagivais o Spiis Zpyy € est-d-dire, par conséquent, par
leurs valeurs initiales SR,
nier cas, parmi les p équations linéaires homogénes

e s[",*,, :-I"H. Dans ce der-

[«
entre les grandeurs ==t
conséquence de celles qui restent. Cela fournit donc p+i1—m
équations de condilion qui doivent, pour que ce cas se présente,
avoir lien entre les fonctions (515 31); (505

s - o2 (Smy 5n) et, par

2/

conséquent, aussi entre leurs valeurs initiales (8555005 (5]

L=y,

(e TR 3 . Sl % .

(S4x55,); par suite, comme on l'a déja trouvé au § V, parmi

celles-ci, am —p — 1 seulement peuvent étre données arbitrai-
rement.

§ XV.

Désignons maintenant 1'intégrale

i3, =) ;)di_ —+ const.
JF (s, z) A

Js

prise a lintérieur de la surface T, par wg, et le module de pério-
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dicité de gz, relatif & la i seclion transverse, par £2; de la
sorte les fonctions @, ws, ..., w, du couple de grandeurs (s, z),
lorsque le point (s, z) passe du bord négatif au bord positif de la
vyt section transverse, éprouvent simultanément un accroisse-
ment de &Y, &, ..., k. Pour abréger le langage, I’'on diva qu’un
systeme de p grandears (b, by, -.., b,) est congru a un autre
(@tsy sy oy ap) relativement 2 p systémes de modules conju-
gués, lorsqu'il peut éire déduit de cet autre systéme parl'addition
simultanée de modules conjugués (zusammengehiriger) A tous
les éléments respectifs de ce systéme.

Ainsi, si le module de la =™ grandeur dans le vi¢ systéme

est £, on dira que

(b1, bas v von Bp)=H @1y @ay ... ap),

lorsque 'on a

v=2p

R y
b= ag—+ Z my &Y

v=1

OU T ==1,9, ..., P, My, My, ..., Map 6tant des nombres entiers.

Comme p grandeurs quelconques, @, @s, ..., a, peuvent tou-
jours, et cela seulement d'une maniére unique, éire mises sous la

forme
v=ap

) 0
U s \; & A7)

V=t

de telle sorte que les 2p grandeurs & soient véelles, et comme en
faisant varier ces grandeurs £ de nombres entiers Uon obtient tous
les systémes congrus & ce systtme de grandeurs a,, @, ..., @, et
ceux-ci seulement, I'on obtient alors un systéme, ct un seul, de
chaque série de systémes congrus, lorsque, dans ces expressions,
l'on fait varier d’une maniére continue chaque grandeur £, en lui
faisant prendre successivement toutes les valeurs depuis une gran-
deur quelconque jusqu’a une grandeur qui la surpasse de 1, une de
ces deux limites étant comprise dans U'intervalle.

Ceci posé, des équations différentielles précédentes ou des
P équations

B=pri
2 dwl = o (T =T 52l oty By
=1
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Aorl S
Pon tire, par intégration,

{
[So St Top]

ot les ¢y, ¢a, ..., cp sont des grandeurs constantes qui dépendent
des valeurs (s9, 50).

€15 Cgs v v 5 Cp)s

§ XVI.

Qs 1 o o~ . Y . .y
Si 'on exprime G comme quolient é de deux fonctions entiéres

de s et 5, les couples de grandeurs (S5 210555 (S Zm) sont les
racines communes des équations

F=o e X— €.
Puisque la fonction entiére
o e 3
s'évanoult pour tous les couples de valears pour lesquels % etd
4 ;

s'évanouissent simultanément, quel quesoit &, alors les couples de
grandeurs (sy,5,); ...

SmySm) peuvent étre aussi définis comme des
racines communes a U'équation F=o et 4 une équation f(s,5)=o,
dont les coefficients varient de telle sorte que toutes les
racines communes demeurent constanles. Lorsque 'on a

autres

m<p 1,

G peut étre représenté (§ X)) sous la forme

et f sous la forme

Les valeurs les plus générales des couples de fonctions (s;,5,), ...,
(5py 2p), satisfaisant aux p équations

w=p

2 dol) = o

p=1

(=1, -..,p),

r
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seront done formées par p racines communes aux équations F = o
ebio =0, qui varient de telle sorte que les aulres racines com-
munes qui restent demeurent constantes. D’ott I'on conclut aisé-
ment une proposilion qui sera nécessaire dans la suite, proposi-
tion énongant que le probléme de la détermination de (p —1)
d’entre les (2p — 2) couples de grandeurs

(813 31)y -y (S2p—2; Fap—a)

comme fonctions des (p — 1) qui restent, de maniére que les p
Gquations

soient satisfaites, est résolu d’une maniére absolument générale
quand, pour ces 2p — 2 couples de valeurs, 'on choisit les racines
communes aux deux équations F = o, » = o, qui sont différentes
des r racines s
de valeurs pour lesquels dw devient infiniment petit du second

Yoy 5 =05 (§ VI), c’est-a-dire les 2 p — 2 couples
1) p 3 Vi), F I

ordre; de la sorte le probléme n’admet qu'une solution unigue.
De pareils couples de grandeurs sont dits associés par I’entremise
de I’équation ¢ = o. Comme conséquence des équations

2p—2
E(Zw'#‘:n (ﬂ:[,z,...‘,p‘)
1
le systéme
2p—2 2p—2

E wi), Zw‘;", Re Z W;,‘“ <
1 1

les sommes s'étendant aux couples de grandeurs (associés), est
congru a un systéme

ey cay ovny €p)

de g
additive dans la fonction wwy, c’est-d-dire de la valeur initiale de
Iintégrale exprimant cette fonction. .

randeurs constantes, ol ¢; dépend seulement de la constante
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SECTION TI.

§ XVII.

Pour I'étude ultéricure des intégrales de fonclions algébriques
(2p +1) fois connexes, il sera d’une grande utilité de consi-
dérer une série T p-uplement infinie, ¢’est-a-dire une série p-uple-
ment infinie ot le logarithme du terme général est une fonetion
entiére du second degré des indices. Dans cette fonction, pour un
terme dont les indices sont m,, m., ..., mp, nous désignerons le
coefficient du carré mj, par @y, celui du double produit my, my,
par @y, = ay y, celui du double de la grandeur my, par vy, et le
terme constant sera pris égal a zéro. La somme de la série, éten-
due & toutes les valeurs entiéres positives ou négatives des gran-
deurs m, sera regardée comme une fonction des p grandeurs ¢,

et nous la désignerons par F(py, ¢a, .. ., ¢p), de sorte que on a
Bk P
\
o § L0 0.1 IS P
(1) Sher, Payeeny Pp)=il X ) 6N 1Y [
=

ot les sommations dans I'exposant se rapportent a p. et u/, et
celles du signe extérieur i m,, ma, ..., mp. Pour que cette série
/1

>\ 2
soit convergente, la partie réelle de (2> e ney iy doit étre
essenticllement négative, c’estl-a-dire que,lrcprésenlvée comme une
somme de carrés positifs ou négatifs de fonctions véelles linéaires
indépendantes entre elles des grandeurs m, elle doit étre com-
posée de p carrés négatifs.

La fonction 5 jouit de cette propriété qu'il existe des systémes
d’accroissements simultanés des valeurs des » grandeuars ¢, pour
lesquels logT ne varie que d'une fonction linéaire dos gran-
deurs ¢, et le nombre de ces systémes indépendants entre eux
(c’est-i-dire aucun d'eux n’étant une conséquence des autres)
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est 2p. En effet, en négligeant d’écrive sous le signe fonction-
nel T les grandeurs ¢, qui n’éprouvent pas de changement de va-

leur, l'on a, pour =1, 2,".¢.; p,

(i) T =T (vp+=i)

et

(3) T = et T(01 4 Ay, Pat Ao, oy Pp Gp ),

comme cela se voit de suite, lorsque dans la séric 5 'on change
Pindice my, en my —+ 1, opération qui, sans en altérer la valeur,
lui fait prendre la forme dans le second membre de (3).

La fonction F est déterminée, & un facteur constant prés, et par
ces relations, el par la propriété dont elle jouit de rester partout
finie. En effet, parsuite de cette derniére propriété et des rela-
Lions (2), c'est une fonction de e, e, ..., ¢ uniforme et
finie pour les ¢ finis, et, par conséquent, c¢'est une fonction déve-
loppable en une série p-uplement infinie de la forme

»
e 3o
g [BC oy ity €

Gt
a coefficients constants A. Mais des relations (3) I'on tire

»
a

2N
i, :

A L P R A MLy ey Mgy ey My €

et, par suite,

P
5

<L> gy

Amyyomy = const. e\ 1 X

€. 0. RO

On peut donc employer ces propriéiés de la fonction pour la
définir. Les systémes des accroissements simullanés des valears
des grandeurs ¢, par I'eflet desquels log T ne varie que d’une fone-
tion linéaire, seront dits systemes des modules de périodicité
conjugués des grandeurs variables indépendantes dans cette fone-

(=3

tion 3.
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§ XVIIIL.

Je substituerai maintenant aux p grandeurs ¢, Cay ooy Vpy P in-
Légrales g, Uay...,ip, vestant toujours finies, de fonctions }'uliou-
nelles d’une grandenr variable 5 et d’une fonction algébrique )
(2p+ 1) fois connexe, de cette grandeur z, (—:L‘aux n.lOdlllL’S de pé-
riodicité conjugués des grandeurs ¢ je subsumcrm.dcs nlodl‘llCS
de périodicité conjugués (c’est-d-dire qui sont relatifs a |ﬂ.1nemre
section Lransverse) de ces intégrales, de telle sorte qu’ainsi log._:i
est transformé en une fonction d’une variable unigue = qui varie
d’une fonction linéaire des grandeurs u lorsque s et 5 reprennent
la méme valeur aprés une variation continue de z.

1) s’agit d’abord de démontrer qu’une telle substitution est pos-
sible pour toute fonction s de 5, (2p —+1) fois forueses A cel
effet, la.décomposition de la surface T doit élre pratiquée a laide
de 2p sections @y, s, -+, dp, byy bay - -vy bp vevenant sur elles-
re & remplir les conditions suivantes :

mémes de mani

Lorsque Von choisit wy, ws, «.-, tp, de facon que le module de
périodicité de wy, relatif & la section ay, soil égal & =i, et que, re-
lativement aux autres sections «, les modules de périodicité de u,
soient nuls, alors, le module de périodicité de uy, relatif & la sec-

tion by, étant désigné par @y y, 'on devra avoir
Qv = W,

E @y, ! P 1!

P

et la partie réelle de

devra étre négative pour toutes les valeurs réelles (entieres)des p

grandeurs 1.

XIX.

o

La décomposition de la surface T ne sera pas pratiquée, comme
on I'a fait jusqu’ici, & I'aide seule de sections transverses revenant
sur elles-mémes, mais de la maniére suivante. On pratiquera d'a-
bord une coupure @, revenant sur elle-méme et ne morcelant pas
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la surface, puis on découpera une section transverse b,, partant
du bord positif de e, ctrejoignant au point de départ le bord né-
gatif de cette méme coupure, ce qui forme un contour d’enca-
drement d’une seule pitce. Ensuite, I'on pourra pratiquer une
troisiéme section transverse (lorsque la surface n’est pas encore
rendue simplement connexe), partant d’un point quelcongue de
ce contour pour rejoindre un autre point quelconque du contour
d’encadrement, point qui, par conséquent, peut étre aussi situé sur
le parcours antérieur de cette section transverse. On adoptera ce
dernier mode d’opération; de la sorte cetle section transverse
est formée parune ligne @, revenant sur elle-méme et par une por-
lion ¢y, parcourue avant cette ligne et la rattachant au systéme de
sections précédent. La seclion transverse suivante b, sera menée
depuis le bord positif de @, jusqu’au point de départ sur le bord
négalif, el le contour d’encadrement formé jusqu'ici est encore
d’une seule picce.

La décomposition ultérieare, lorsqu’elle est nécessaire, sera
de nouveau encore formée par deux sections @ et by, issues des

mémes points et y aboulissant, el par une ligne de rattachement ¢,
réunissant le sysiéme de lignes @, et by & ces lignes aj, by. Si
l'on continue ce procédé d’opérations jusqu'a ce que la surface
devienne simplement connexe, I'on obtient un réseau de sec-
tions formé par p paires de deux lignes, a; et by, as et by, ..., ap
et by, commencant et finissant respectivement en un méme point,
et par p — 1 lignes ¢y, s, ..., cpy qui ratlachent chaque paire a
la suivante. La ligne de rattachement ¢, pourra étre menée d’un
point de by a un point de @, . Le réseau de sections sera alors
regardé comme pratiqué ainsi : la (2v —1)®¢ section transverse
sera formée par la combinaison de la ligne ¢,_, et de la ligne a,,
partant de U'extrémité de ¢,y pour y revenir, et la 2vi™e section
transverse sera formée par laligne by, partant du bord positif de a,
pour revenir en ay sur le bord négatif. Le contour d’encadre-
ment de la surface est ainsi, aprés un nombre pair de sections,
formé d'une seule picce; aprés un nombre impair de sections, il
est formé de deux pitces.

Une intégrale w, partout finie, d’une fonction rationnelle de s
et s reprend alorsla méme valeur surles deux bords d'une ligne ¢.
En effet, tout 'encadrement antérieur est formé d une seule picce,

R.

10
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et, dans Pintégration prise le long de celui-ci et partant d'un bord
delaligne ¢ pourrevenir en I'autre bord, l’inLégrchchm est prise,
relativement 4 chaque ¢lément de section pratiquée précédem-
ment, deux{ois et en sens contraires. Une telle fonction est done
partout continue sur la surface T, hormis en les lignes a et 6.
La surface T décomposée ainsi par toutes ces lignes nous la dé-
signerons par T".

§ XX.

Soient maintenant @y, s, ..., w, de pareilles fonctions indépen-

6 de oy relatif

dantes entre elles; soient Al le module de périodici
alasection transverse @y et By celui relatif a la section transve

se by.
Alors l’intégralc“/ﬁu"[,‘dmy,-, prise positivement autour de la sur-
face 1", est = o, puisque la fonction sous le signe d’intégration
est partout finie. Pendant cetle intégration, chacune des lignes
et b est décrite une fois dans le sens positif, une fois dans le sens
négatif et pendant U'intégration, lorsque ces lignes servent de con-
tour au domaine dont 'encadrement est décrit dans le sens positif,
il faut prendre pour w, la valear sur les bords positifs, valeur que
Pon désignera par ¢, tandis qu'au cas opposé on devra prendre
la valeur sur les bords négatifs, valeur que I'on désignera par .
L'intégrale est, par conséquent, égale a la somme de toutes les
iulégl‘alesj'(<v;~wl;) divy rvelatives aux lignes @ et b. Les lignes &
ménent du bord positif au bord négatif des lignes «, et, par suite,
les lignes @ ménent du boed négatif au bord positif des lignes 6.
L'intégrale prise le long de la ligne «, est donc égale &

Al =AM dwyr=AYBY);
b aru= Ay w By
Iintégrale prise le long de b,

= [ BY dwy = — BPAY,

, prise dans le sens positif autour de la

L’intégrale / A
surface T”, est donc égale &
N ApBy—By A,

v
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el, par suite, cette somme est égale a zéro. Gette derniére relation
a lieu pour chaque combinaison de deux fonctions w,, wy, ..., Wy

3 5 (p—1) .
ct elle fournit, par suite, LJ]IT— relations entre leurs modules

de périodicité.

Lorsque, pour les fonctions w, Uon prend les fonctions u, c’est-
a-dire qu’on les choisit de telle sorte que A, pour p.différent de v,
soit nul et que A} soit égal & =i, ces relations se transforment en

(e e
B‘J_r i — Bfﬁ“wb =0,
ou en

Q= Apripe

§ XXI.

Il veste encore & démontrer que les grandeurs a possédent la
seconde propriété que nous avons précédemment trouvée étre
nécessaire.

Posons

o= i,

_ct, pour le module de cette fonction, relatif & la section trans-

| Verse ay, posons
) AV =g, v, 1,

et, pour celui relatif & la section b,,

BY = B, + dyi.

JIG) G

’0;4 v ();4 v
ey

relative a T”, est égale & l'intégrale j wdv, prise autour du con-

Alors I'intégrale

ou

tour de T” dans le sens positif, et, par conséquent, clle est égale

(') Cette intégrale exprime l'aire de la surface qui représente sur le plan des w
la totalité des valeurs prises par w a Uintérieur de T". — (RIEMANN. )
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A la somme des intégrales f( ut—u7) dy relatives aux lignes a

et b. L'intégrale relative & la ligne a, est égale & a, '[.rlv — g
I’intégrale relative ala ligne b, est égale a B, fdv = — Bi1, €l;
par suite,

) /0 v=p

op\*? R s Sy z

S =)= St
V=1

Cette somme est donc toujours positive.
On en tire la propriélé des grandeurs @, qu'’il s’agit de démon-
trer, en remplacant w par

Uy Iy =+ Wa ity == o o= Wy M pe

En effet, alors
3 R
AV = myTi, BW = 2 @y iy ;

V8

par suile, ay est toujours égal & zéro, et l'on a

0w\ 2 dp\2
GG ) e B e B e

¢’est-a-dire que I'intégrale est égale a la partie réelle de

— Z Ay My, My,
(T8

expression qui, par conséquent, est positive pour toutes les va-
leurs réelles des grandeurs m.

§ XXIT.

Dans la série T [(1), § XVII] remplagons maintenant ey, par
le module de périodicité de la fonction w, relativement a la cou-
pure by, el en désignant par e, ey, - - -, €, des constantes quel-
conques, remplagons ¢y par z, — ey; on obtient alors une fonc-

tion de s déterminée et uniforme en tout point de T,

o
(U — ety Uy— 8y, oy Up— €p),

qui, sauf en les lignes b, est continue et finie et qui, sur le bord
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positif de la ligne by, est (e=2(=¢))-fois plus grande qu’elle ne Uest
sur le bord négatif, lorsque l'on atiribue aux fonctions w sur les
lignes b elles-mémes la moyenne des valeurs qu’elles prennent sur
les deux hords. Le nombre de points de T/, ¢’est-a-dire le nombre
de paires de valeurs de s et 5 pour lesquelles cette fonction devient
infiniment petite du premier ordre, peut étre déterminé parla con-
sidération de 'intégrale ‘/'.dlog‘%, prise! positivement autour du
contour de T’. En effet, cette intégrale est égale au nombre des
points en question multiplié par 27/, D'autre part, cette intégrale
est égale ala somme des intégrales (/.(cl logSt —dlogT )relatives
i toutes les lignes de section a, b et c. Les intégrales relatives aux
lignes @ et ¢ sont égales & o, mais I'intégrale relative a by, est

égale a — 2('/’}/1(\,* o, el, par conséquent, la somme de toutes
les intégrales est égale & pawi. La fonction T sera done infini-
ment petite du premier ordre sur la surface T" en p points que
I'on pourra désigner par 7, fa, «+ -, fp-

Un circuit positif, décrit par le point (s, z) autour d’un de ces
points, augmente logZ de 2=, mais le long de la paire de sec-
tions ay, b, de — am¢; par conséquent, pour déterminer la fone-
tion logZ d’une maniére partout uniforme, on pratiquera,  partir
de chacun de ces points 7, une section & travers Uintérieur de
la surface, aboutissant chaque fois & une des paires de lignes, la
section /y partant de v, se rapportant  ay et by, et cela en la fai-
sant aboutir a 'origine commune de ces lignes, et la fonction
sera déterminée comme élant partout continue sur la surface T*
formée de Ja sorte. Elle est alors sur le bord positif des lignes {
plus grande de —ami, sur le bord positif de la ligne a, plus
grande de g,27i, et surle bord positif de laligne b, plus grande
de —oa(w,—e,)—hyawi, quelle ne Uest sur les bords négatifs
desdites lignes, gy et /i, désignant des nombres entiers.

La position des points = et les valeurs des nombres g et & dé-
pendent des grandeurs e, et cette dépendance peut étre déterminée
comme il suit avec plus de précision. L'intégrale f'log:‘)‘du!,,,
prise positivement autour de T* est = o, puisque la fonction logJ
reste continue sur T*. Mais cette intégrale est égale a la somme
des inLégra]es“/’(logFfra log 37) duy, relatives i toutes les lignes
de section /, @, & et ¢, et l'on lrouve, en désignant la valeur
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de w, au point 7, par o), qu'elle est égale &

i fy it 2 &y, p— €y /r“> ;

v /

expression out ky est indépendant des grandeurs e, g, / et de la
position des points 1. Celle expression est donc égale 4 zéro.

La grandeur ky dépend du choix de la fonction Uy, qui est
déterminée seulement, & une constante additive pres, par la condi-
tion 4 laquelle clle est soumise d’admetire relativement & la sec-
tion @, le module de périodicité =/ et relativement aux sections «
restantes le module de périodicité zéro. Si l'on prend pour
une fonction qui la surpasse d’une constante cy ety si on aug-
mente en méme temps e, de ¢y, la fonction I reste invariable et;
par suite, les points 7 et les grandeurs g, / restent inaltérés, mais
la valeur de u, au point 7, deviendra @y~ ¢y par conséquent,
ky-est transformé en ky— (p—1)ey et s’évanouit si 'on prend

On peut done, par suite, comme nous le ferons ultérieurement,
déterminer les constantes additives dans les fonctions u ou les
valeurs initiales dans les in tégrales qui les expriment, de telle sorte
qu’en substituant u, — oy i ey dans logZ (), ea,...,0,) on ob-
tienne une fonction qui devient logarithmiquement infinie aux
points 7 et qui, prolongée d’une maniére continue sur T*, soit
sur les bords positifs des lignes ¢ plus grande de — axz, sur ceux
des lignes @ plus grande de 0, et surle bord négatif de la ligne b,

p ST
plus grande de — o ( w, — 2 af |, qu'elle ne Uest sur les bords
1
négatifs de ces lignes respectives.

Pour déterminer ces valeurs initiales, on emploiera plus loin
des moyens plus faciles que ceux donnés par l'expression de 4,
par des intégrales.
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§ XXIII.
Si 'on pose
(2t sy - o wp) = (2P, ), L, ally,

relativement aux 2p systémes de modules des fonctions (§XV),

et, par suite,
p—1 ~

()
L= N
1

7/

(015 P50, W)= | =

l'on aura

R - ¥ Ca e s A E L S 1 . . = sl
iciproquement, si.J = o pour ¢, = 7y, alors (7, ry, ..., 7p) es
congru & un systéme de grandeurs de la forme

p—1 p—1 p—1
. “
all, — ? oS
1

1

En effet, sil’on pose !
z (p) s

O =y —af) - ry,
7, étant choisi arbitrairement, la fonction 3, infiniment petite du
premier ordre en 7, le sera encore en p — 1 autves points; et, si
on les désigne par m,, M2, ..., p_y, Lon a

p—1 p—1 Pi=1 N\

Y D R 2
—}_‘1(,“), ~Zo¢'z", B AR 12,")———;(/-1. T
1 1

\
La fonction 3 reste inaltérée, lorsquel’on change les grandeurs ¢
en —¢; en effet, si dans la série pour
3("11 P9y wieiny Pp)

on change les signes de tous les indices 7, ce qui n’altére pas la
valeur de la série, puisque — m, prend les mémes valeurs que 1,
SR e vp) devient F(— oy, — ¢ay .00, — 0p).

(') Voirle Mémoire Sur 'évanouissement des Jonctions . — (W.et D.)
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Si l'on prend arbitrairement les points 1, 7a, ..+, fip—1, ON aura

o p—i p—1 p—1 N
5 v ) (v
7("“2 ol “3):---,—'?“,:“):0:
\ 1 1 1 /

et, par conséquent, puisque la [onction T est paire comme nous
venons de le voir, I'on aura aussi

A=t

p—t
) o
N ok 1

On peuat donc déterminer les p— 1 points 7y, Tppi; -y Tap. 2

T
Y af,',’) ) =o0.

1 /

de telle sorte que

/p—1 7=t \ /- 2p —2 2

<0 N0 ) N
(Ze0 o S)= (-3t oo -2 er)
1

N / \ 7 P 7

et, par conséquent, que

ap

La position des p—1 derniers points dépend alors de celle
des p—1 premiers, de telle sorte que, ceux-ci variant de position
d’une maniére continue, 'on a

2p—2
Z dai¥l = o (avec =

1

Ty 2 ooy P

et que, par suite (§ XVI), les points 4 sont 2p — 2 points pour

lesquels une des expressions dw devient infiniment petite du se-
cond ordre; cela revient a dire que, si I'on désigne la valeur du
couple de grandeurs (s, z) au point 7y par (gy, &), Les (&4y Gi)s

(022 8a)s +vvs (Gap sy Cop_2) sont des couplesde valeurs associés

(§ XVI) par I'entremise de I'équation ¢ = o.
Si Uon choisit les valeurs initiales des intégrales u comune
nous Uavons fait ict, 'on aura, par conséquent,

= (0, ..., 0),

-1
I
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les sommations étant prises relativement ¢ toutes les racines
communes auw équations

F=o0 et ciog+capa+...5=¢p0p=0

et différentes des couples de grandeurs (Yo, 8p) (§ VI), les
constantes ¢ étant quelconques.

Si €4y €0y -+ .y e désignent m points pour lesquels une fone-
tion rationnelle £ de s et de =, qui devient m fois inlinie du pre-
mier ordre, reprend la méme valeur, et si «f, s, 5, désignent les

valeurs de uyz, s, 3 en un point gy, alors (§ XV)

/s om m " N\
? uli, D TR 10
' Ll P She
A 1

1

est congru & un systéme constant de grandeurs (by, ba, ..., by),

clest-2-dire A un systéme indépendant de la valeur de la gran-
deur E, et 'on peut alors, pour chaque position arbitraire d’un
point ¢, déterminer la position de ceux qui restent, de telle sorte

que Pon ait

/ m m m N

( E ', Z wtl e Z ulf) )

Nt 0 1 /

s )

On peuat done, lorsque m = p, ramener
7 2
(1= 01y vvny up— bp);
et, lorsque m < p, ramener

p—m p—m R
QU S

wy— Y aP"py, ul,—) a)— by |,
sl e
1 1

\

pour chaque position arbitraire du point (s, ) et des p —m
points 7, a la forme
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en faisant coinciderun des points ¢ avee (s, %), etl'on a, par suite,

p—m p—m A
] e
S ui—v all— By xz,,*—s o) —8), ) =o
sl
1 1 7/

pourtoutes les valeurs, quelles qu’elles soient, des couples de gran-
deurs (s, z) et des p — m couples de grandeurs (g,, Gk

§ XXIV.

Des considérations du § XXII résulte comme corollaire qu'un
systéme de grandeurs quelconque donné (ey; -+, €,) est toujours
congra & un seul et unique systéme de grandeurs de la forme

/p

lorsque la fonction Sl e, .. Up—ep) me s'évanouit pas
identiquement; en elfet, il faut alors que les points 7 soient les
2 points pour lesquels cette fonclion est égale a zéro,

Mais lorsque la fonction S(ul®— ¢, ..., u''— e,) s'évanounil
pour chaque valeur de (s, Zp), on peut écrircl(§ XXIIT)

/o op—1 p—1 \
7 i N S
(s — ey vy ug—ey) < Ny Ao \ u‘,,”),
e e
\ 1 1 v

et, par conséquent, pour chaque valeur du couple de grandeurs-
($p, 5p), Pon peut déterminer les couples de grandeurs (s,, e
(p-1; 3p_1), de telle sorte que I'on ait

P r
o y
(Euﬂwu,\LM)%@“nw%ﬁ
N A 1

pav suite, la position de (s,, 5,) variant d’une manitre conlinue,
Pon a, pourz=r, 2. .. St

P
i
W
: diii= -
1

7
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Les p couples de grandeurs (s,, z,) sont donc p racines, diffé-
rentes des couples de grandeurs (y,, 8;), d’une équation ¢ = o,
dont les coefficients varient d'une maniere continue et de telle
sorte que les p— 2 autres racines restantes demeurent constantes.

Si lon désigne les valeurs de u, pour ces p—2 couples de va-

(p2) (2p-2)
leurs de § €t z, par wif*! @P L ulEP ona
/2p—2 2p—2 N\
Rl \ ] 0
Lu'l”, i ) u‘l,“>='(o, ran )y
Vo /
et, par suite
7P : 2p—2 2p—2 \
) N ) )
(€14 smny Bp) = ~Zul, ...,~Zu,, :
N pert p+1 7,

Réciproquement, lorsque cette congruence a licu, on a

2p—2
\ "
AR E ! )
P

/2p=—2

~ r ) e
T (WP ey, o wfl—ep) =3

/

Un systéme de grandeurs quelconque donné (e, ..., ep) est,
par conséquent, congru & un seul et unique systéme de gran-
deurs de la forme

\

;op P
v N i
St D)
1 1 /
lorsqu’il nest pas congru & un systéme de grandeurs de la
Jorme

y—2 P2

-

:

\ (V) .

S e
1 1

auw cas contraire, il est congru & une mﬁmte de systémes.

Puisque
P r A
R U &
(1) £ —
57 u,—) ul",...,u,,—s ap! | =43
1 1 /

5 est une fonction de chacun des p couples de grandeurs (3y, &),
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absolument de méme qu’g]]e Iest de (s, z). Celte fonction de
(@ Cy) sera nulle pour le couple de valeurs (s, z) et pour les
p — 1 points associés, par Uentremise de I'équalion © = o, anx
p — 1 couples de grandeurs restantes (¢, £). En effet, si Pon dé-

signe la valeur de uz en ces points par 81", 3%, .... B, ona

’ p—t p—1
R :

= (1) 4 { .

ST 2,
1 /

et, par suite, I = o, lorsque 7. coincide avec un de ces points ou
avee le point (s, z).

oo
&
bS]
|
)

§ XXV.
Grace aux propriétés précédemment exposées de la fonction 3,

on obtient I'expression de logZ & I’aide d’intégrales de fonctions

algébriques=de (s,.5); (o4 G )y 405 (905 Cp)-
La grandeur

2 P
-
1()@%(1;12)7 E aff, ),‘ los ”g(um_'} =
55 1 . G a
i
N 7/ N\ 1

regardée comme fonction de (7, €,), est une fonction de la posi-

tion du point 7y, qui devient discontinue au point =,, comme est
— log (&, — =), au point e, comme Pest — log (&, —5,); sur
le bord positif d'une ligne joignant ¢ & ., cette fonclion est
plus grande de 2=, sur le bord positif de la ligne &, elle est plus
grande de 2 ()" — u{?'), qu ‘elle ne est sur les hords négatifs de
ces lignes respectives, mais, hormis en les lignes & et en la ligne
de rattachement allant de ¢, a &, elle reste partout continue.
Désignons maintenant par () (e, =) une fonction quel=
conque de (), ) qui, sauf en les lignes b, est discontinue d’une
maniere pareille, et qui, sur P'un des bords d’une telle ligne, est
également plus grande d’une constante qu’elle ne est sur le bord
opposé; cette fonction ne différe de la précédente (§ II) que
d’une umndeur indépendante de (g, ), et, par suite, elle ne dif-

fere de z (¥ (ey, 1) que d'une grandeur indépendante de toutes
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les grandeurs (7, §) et qui, par conséthnt dépend seulement de

(s,,ﬂ)ctdu (52, 52)- Alors w(¥) (s, &,) exprime, pour (s,2) = (3, &),

la valeur d’une fonction m (&, ;) du § IV, fonction dont les mo-

dules de périodicité relatifs aux sections @ sont égaux & o. Si
P

l'on ajoute & cetle fonction une constante c, Em(!“ (e, 2) esL

1
augmentée de pe; 'on peut done, comme il sera fait dans la suite,
déterminer la constante additive dans la fonction m (e, &), on la
valeur initiale dans I'intégrale de troisi¢me espéce qui représente
cette fonction, de telle sorte que I'on ait

P
7 o~ R
log3® —logJt) = > o (2, ).

1

Comme Z dépend de chaque couple de grandeurs (3, £) d’une
maniére tout analogue & celle dont elle dupend de (s, z), la va-
riation qu'éprouve log3, lorsqu'un quelconque des couples de

grandeurs (s, 3), (31, 8), ..., (3p, {p) éprouve une variation finie,

tandis que les autres demeurent constants, peut s’exprimer par
une somme de fonclions ®.

On peut évidemment, par conséquent, en faisant varier succes-
sivement chaque couple de grandeurs (s, 5), (34, Gl aa gt s
exprimer logJ par une somme de fonctions = el par

10550110, 1.5/0))

ou la valenr de logJ pour un autre systéme quelconque de va-
leurs.

La determumuon de logZ (o0, 0, ... 0), comme fonction des
3p — 3 modules du systéme de fonctions rationnelles de s et &
(§ XI1), nécessite des considérations analogues 3 celles employées
par Jacobi dans ses travaux sur les fonctions elliptiques pour la
détermination de ® (o). On peut y parvenir lorsque, & l'aide des
équations

el
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» . .
{x étant différent de p/, 'on exprime, dans I'équation

oS
dlogz =Y ”Ufl’;“u’ ety
les dérivées de log J, prises par rapport aux grandeurs ¢, au moyen
d’intégrales de fonclions algébriques.

Pour pratiquer ces calculs, une théorie plus compléte des fonc-
tions qui satisfont & une équation différentielle linéaire a coeffi-
cients algébriques semble nécessaire, théorie dont je pense & en-
treprendre 'étude prochainement en faisant usage des méthodes
employées ici.

Si (82, 2,) est infiniment peu différent de (s, z,), (e,
vient dzy ¢(zy), 1 () désignant une intégrale de deuxiéme es
d’ane fonction rationnelle de s el z, qui en g, est discontinue comme

y T 2y i 2 0 3
I'est — et dont les modules de périodicité relatifs aux sec-
Sy

tions « ont la valeur zéro. On trouve ainsi que le module de pé-
riodicité d'une telle intégrale relativement a la section by est égal

X

o duly A . 5 . SLTs
a2 el et que la constante d mtegration peut €tre déterminée
ot |
de telle sorte que la somme des valeurs de ¢(z,) pour les p couples
)

, s . d]()'r
o ” S P sl
.-y (O Cp) soit égale a T

de valeurs (g, C,)

dlogZw 7 <
Alors —d‘;"l est égal a la somme des valeurs de ¢(n,) pour les
Cu.

(p —1) couples de valeurs associés, par l'entremise de Péquation
¢ =0, aux (p —1) couples de valeurs (&, €) différant de (@ L)
el pour le couple de valeurs (s, 5). Pour

0g W o
———dly = dlog 3,
e {

Pon trouve alors une expression qui a été donnée par Weierstrass
[Journal de Crelle, v. 47, p- 300, expression (35)] pour le cas
ol s est une fonction de =z qui ne posséde que deux détermina-
tions.

Les propriétés de @(zy, &) et £(e,), comme fonctions de (Sis024)
et (s, 7,), se tirent des équations

w(zy, e

1 5 o
:;} [logT (uf? — puy, . ) —logF (uf''— puy, ...)]
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o
et
SR Oe I = )
dley=— = M P )
Va dzy
qui sont renfermées, comme cas particuliers, dans les expressions
T ; dlogZw
précédentes pour log T2 — Jog T et =3l
&3 =

§ XXVI.

On peut maintenant traiter le probléme qui consiste & repré-
senter des fonctions algébriques de 3 sous forme de quotients de
deux produits, chacun d’un méme nombre de fonctions

Tl 65000,

multipliés par des puissances des grandeurs e.

Une telle expression, lors de la traversée des seclions trans—

verses par (s, 5), éprouve I'adjonction de facteurs constants, et
ceux-ci doivent étre des racines de l'unité, lorsque cette expression
devra dépendre de z algébriquement, c’est-a-dire, par conséquent,
lorsque, prolongée d’une maniére continue, elle ne devra prendre
pour le méme s qu'un nombre fini de valeurs. Si tous ces facteurs
sont des racines p*®e de I'unité, alors la pltme puissance de cette
expression est une fonction uniforme et, par suite, rationnelle
de s et de .

Réciproquement, I'on peut aisément démontrer que toute fonc-
tion algébrique 7 de z qui, prolongée d’une maniére continue sur
Vintérieur de la surface T, ne prend partout qu’une valeur et qui,
a la traversée d’une section transverse, est multipliée par un fac-
teur constant, peut étre exprimée d’une foule de maniéres comme
quotient de deux produits de fonctions T et de puissances des
grandeurs e*. Désignons une valeur de uy, pour r = par Bu et
pour 7= o par vy, et menons chaque [ois, 4 partir de chacun des
points ol 7+ estinfini du premier ordre jusqu’a I'un de ceux oi r
est infiniment petit du premier ordre, une ligne a Pintérieur
de T". De la sorte la fonction logr sera partout continue sur T,
sauf en ces lignes. Alors, si logr, surle bord positif de la ligne b,
est plus grand de g,2%{ et, sur le bq1‘d positif de la ligne ay, plus
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grand de — /iyami, quil ne lest sur les bords négatifs de ces
lignes, la considération de I'intégrale de contour [logr duy,, nous

donnera
-l &
27“'_2 8 p= gpwi +2 hya vy
v

olt p=1,2,..., pet ot g, et h, d’aprés les remarques préeé-
dentes, doivent étre des nombres rationnels et ot les sommes du

premier membre de I"équation précédente doivent se rapporter a

tous les points ol 7 est infiniment petit ou infiniment grand du
premier ordre, en observant qu’un point ot 7 est infiniment petit
ou infiniment grand d’un ordre plus élevé doit étre regardé (§ I1)
comme la réunion de plusieurs points ot lordre est simple.
Lorsque tous ces points sont donnés, hormis p d’entreux, ces
derniers p points peuvent toujours Ctre déterminés, et cela, en
général, d'une seule et unique manicre, de telle sorte que les 2 p
i, e~%2% prennent des valeurs données (§XV, XX1V).

facteurs e8+*
Maintenant, dans 'expression
P ‘—120‘1:,“

(@ !

e

o P et Q désignent chacun un produit d'un méme nombre de
fonctions 3(11‘ —Zaf", ... ) A méme (s, 5) et & (2, {) diflérents,
si Pon substitue les couples de valeurs de s et =, pour lesquels 7 de-
vient infini, & des couples de grandeurs (2, {) dans les fonctions
du dénominateur, et les couples de valeurs, pour lesquels 7 s’éva-
nouit, & des couples de grandeurs (<, {) dans les fonctions T du
numérateur, el, si lon prend égaux les couples de grandeurs res-
tants (4, {), au dénominateur comme an numérateur, alors le lo-
garithme de cette expression admet les mémes discontinuités que
logr, a 'intérieur de la surface T, et éprouve, de méme que logr,
ala traversée des lignes @ et b, 'addition d’une grandeur constante
le long de ces lignes et imaginaire pure.

D’apres le principe de Dirichlet, ce logarithme, par conséquent,
ne differe de logr que par une constante, et 'expression clle-méme
ne différe de 7 que par un facteur constant. Bien entendu celle
substitution n'est admissible que lorsque aucune des fonctions I
ne s’évanouit pour chacune des valeurs de z.
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Ce fait aurait lieu (§ XXIII)si tous les couples de valeurs, pour
lesquels s’évanouit une fonction uniforme de (s, 5), élaient substi-
tués dans une méme fonction J a des couples de grandeurs (4, ¢)-

§ XXVII.

Une fonction uniforme, c’est-i-dire rationnelle de (s, z), ne
peut donc pas ére exprimée sous la forme d’un quotient de deux
fonctions I, multiplié par des puissances des grandeurs ¢%. Mais
toutes les fonctions 7 qui, pour le méme couple de valeurs de s
el z, prennent plusieurs valeurs et ne deviennent infinies du pre-
mier ordre que pour un nombre p ou moindre de couples de va-
leurs, sont représentables sous cette forme ; et ces fonctions r ren-
ferment toutes les fonctions algébriques de z représentables sous
cette forme. On obtient, abstraction faite d’un facteur constant,
chacune d’elles une fois el une seule fois, lorsque, dans

il i
.J(il—glul— Ehva[_\,..‘. s
\ 5 = P

e
F(015e e 9p) s

on prend pour /i, et gy des fractions rationnelles positives et plus

»

petites que 1, et que on remplace ¢, par "“—2
1

Cette grandeur est é¢galement une fonction algébrique de cha-

cune des grandeurs €, et les principes développés (dans le pa-

ragraphe précédent) suffisent complétement pour trouver son

expression algébriqne au moyen (%es grandeurs 5, €y, .25 €y
En effet, regardée comme fonction de s, =, lorsqu’elle est pro-

longée sur toute la surface T', elle prend partout une valeur unique

déterminée, elle devient infinie du premier ordre pour les couples

de valeurs (a4, $1), «. .+, (3, $p)s et, lorsque l'on passe du hord

positif au bord négatif de la section a,, elle éprouve I'adjonction

du facteur 27 et, de méme, sur la section by, celle du facteur

e 627 oute autre fonction de (s, 5) qui remplit ces mémes con-

ditions n’en difféere que par un facteur indépendant de (5:.5).
R. It
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Regardée comme fonction de (3, {y), lorsqu’elle est prolongée
d'une maniére continue sur toute la surface 1", elle prend partout
une valeur unique déterminée, elle devient infinie du premier
ordre pour le couple de valeurs (s, 5) et pour les (p—1) couples
de valeurs (s}, T, +.., (d},‘_’” E_gﬂl ), associés, par I'entremise de
Péquation =0, aux (p —1) autres couples de grandeurs restants
(@, %); elle éprouve, relativement a la coupure ay, I'adjonction du
facteur e~*27 i, relativement 4 la coupure by, celle du facteur
827 ; toute autre fonction de (g, §,) qui remplit les mémes con-
ditions n’en différe que par un facteur indépendant de (g, §,). Si
I’on détermine, par conséquent, une fonction algébrique

Sls,

de z,G, ..., §,, de sorte que, en tant que fonction de chacune de

(G13 La)y oo (S Ep)]

ces grandeurs, elle admette ces mémes propriéiés, elle ne différera
dela fonction envisagée que par un facteur indépendant de toutes
les grandeurs z, §;, ..., {p, et sera donc égale a Af, A dési-

gnant ce facteur. Pour délerminer ce dernier, exprimons dans /

les couples de grandeurs (,%) qui different de (3,,C,) par

(1 E1), oy (a2, €1)), ce qui fera prendre & f la forme

&[5y, t.u.) HES 5)s (5(#‘: :‘f“): 1 (H(wn zp. )]

Evidemment, I'on obtient alors la valeur inverse de la fonction
a repre’seuter el, par conséquent, une expression qui doit étre
égale & ‘*f lorsque, dans A g, Pon substitue a (g, Cu) le couple
de grandeurs (s, 5) et, lorsque aux couples de grandeurs (s, z),
et AR (e ""fl') on substitue les couples de valeurs de
(8, 2) pour lesquels la fonction & représenter, et par suile f aussi,
sera ¢gale & zéro.

On obLJenL de cette maniére A® et, par suite, aussi A, ahstrac-

tion faite du signe qui peut étre déterming par la considération -

directe des séries T dans l'expression a représenter [4].
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NOTES.

[I] (p- 95). Le théoréme énoncé ici demande certaines restrictions et
plus de précision, comme Tonelli I'a fait observer (Auti della R. Acca-
demia dei Lincei, 2° série, vol, IT; 1875. — Extrait publié dans les Nach-
richten der Gesellschaft der Wissenschaften de Gotlingue; 1875).

Lorsque le systéme de courbes «, considéré aussi bien dans sa réunion
avee le systéme de courbes & que dans sa réunién avec un second systéme
de courbes ¢, forme I'encadrement complet d'une portion de la surface F,
alors en général, pour que la réunion des systémes de courhes b et ¢ forme
¢galement Pencadrement complet d'une portion de F, il est nécessaire
qu'une partie des courbes @, réunie soit aux b, soit aux ¢, ne forme pas
déji I'encadrement d'une portion de surface.

La portion de surface encadrée par les systémes de courbes 4 et ¢ et qui,
méme lorsque les portions de surface «, & et @, ¢ sont simples, peut étre
formée par plusieurs piéces séparées, est déerite par Tonelli comme il suit ;
cette portion est formée de la totalité des portions de surface a, b et a,

, quand on ne tient pas compte, parmi les morceaux communs a ces
deux portions de surface, de ceux dont I'encadrement est formé par les
courhes a.

L’exemple, choisi par Tonelli, d'une double surface annulaire, dont I'en-
cadrement est un point (surface percée d'un trou) et quintuplement con-
nexe, éclaireit et rend intuitive cette discussion.

Dans T'application que fait Riemann de ce théoréme a la définition de la
connexion (7 - 1)-uple, comme le systéme désigné précédemment par a
n'est jamais formé par plus d'wne courbe, courbe @ qui sera remplacée
par &, ces remarques ne portent pas sur I'exactitude de ce qui suit.

[2] (p. 124). SiTon pose
dz =ds e'%,

¢ sera I'angle compris entre la direction de I'élément ds de la ligne d’en—
cadrement et l'axe des @, et, par conséquent, U'intégrale

est égale au nombre des circuits déerits par Ja direction de la ligne d'en-
cadrement lorsqu’on la parcourt dans le sens positif. Alors chaque sec-
tion transverse sera parcourue deux fois, en sens opposés, de telle sorte
que ces portions du chemin se détruisent et qu'il ne reste que les parties
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relatives aux 2p —1 necuds du résean de cections transverses (§ IID),
chacune contribuant a la valeur 2=. L'on obtient ainsi la relation

w—on=29(p —1),

formule dont la proposition qui commence le § VII est la traduction.

Une démonstration de ce théoréme ofi il n'est fait aucun usage du prin-
cipe de Dirichlet, et ot il est fait surtout complétement abstraction de
toutes relations métriques, a été donnée par C. Neumann (Vorlesungen
iiber Riemann’s Theorie der Abelschen Integrale, Chap. VII, §8, 2° édi-
tion, Leipzig, Teubner; 1884).

[3] (p- 159). La marche des idées et les théories exposées dans ce § XXV
ont été plus tard poursuivies et perfectionnées par J. Thomae (Journal
de Crelle, t. 66, T1, 75); Fuchs (Ibid., t. 13) et Felix Klein (Mathe-
matische Annalen, t. 36).

[4] (p. 162). L'on peut encore faire quelques remarques sur la forme
des fonctions algébriques f :

Lovsque n estle plus petit dénominateur commun des grandeurs Ay et gy,
la pme puissance de f est une fonction uniforme aussi bien de (s, 2) que
de tous les couples de grandeurs (g, ), et, parsuite, / est racine 2™ d’une
fonction rationnelle. Cette fonction rationnelle doit étre déterminée comme
fonction de (s, 5), de telle sorte qu'elle soit infinie du n'™ grdre pour
les p couples de grandeurs (s, £), et que, parmi les np points pour lesquels
elle devient infiniment petite, » d'entre eux soient coincidents.

Alors Z étant une fonetion quelconque de (s, 5), qui éprouve sur les
sections transverses I'adjonction des mémes facteurs que la fonction ik
et )y, désignant la valeur de cette fonction pour le couple de valeurs
(o, Zp), la fonetion f.4=1 A 2,... Ay est une fonction rationnelle p de (s, )
et de toutes les grandeurs (s, ), et I'on a, par conséquent,

[Cette derniére Note a été tirée du brouillon ou premiére esquisse du
précédent Mémoire trouvé dans les papiers laissés par Riemann.]

———
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Monatsberichte der Berliner Akademie, novembre 185q.

QFugres de Riemann, 2* édition, pages 145-155.

Je ne crois pouvoir mieux exprimer mes remerciments a 'Aca-
démie pour la distinction a laquelle elle m’a fait participer en
m'admettant au nombre de ses Correspondants qu’en faisant im-
médiatement usage du privilége attaché a ce titre pour lui com-
muniquer une étude surla fréquence des nombres premiers. Cest
un sujet qui, par Pintérét que Gauss et Dirichlet lui ont voué
pendant de longues anné

s, ne me semble peut-étre pas indigne
de faire I'objet d’une telle Communication.

Je prendrai pour point de départ dans cette étude la remarque
faite par Euler que le produit

lovsque p prend pour valeur tous les nombres premiers, et 2 tous
les nombres entiers. La fonction de la variable complexe s, qui
sera représentée par ces deux expressions, tant qu'elles conver-
gent, je la désignerai par £(s). Toutes deux ne convergent qu’au-
tant que la partie réelle de s est supérieure & 1. Néanmoins il est
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facile de trouver pour la fonction une expression qui reste tou-
Jours valable.
En faisant usage de I’équation

@

[ e—1% ps—1 o — s 1)

I ns 2
on obtient d’abord

3 * w—1dz

(s~ = T

Si maintenant I'on considére 'intégrale

prise dans le sens positif de 4= & + 0 et autour d'un domaine
de grandeurs qui contient & son intérieur la valeur o, mais qui ne
contient aucune autre valeur de discontinuité de la fonction sous
le signe d’intégration, on obtient aisément pour la valeur de cette
intégrale

@

251 ¢z
(— e=msi — pmst) [ ﬂ,
Ty e =1

en faisant 'hypothése que, dans la fonction multiforme
pYs—1 —. —1)log(—,
(— @)=t = gls—Dlogl-2),

le logarithme de —z est déterminé de telle sorte qu'il soit réel
pour z négatif. On aura donc

asinwsI(s —1)¢(s) :c'f w.

e*r—1

@

I'intégrale étant définie de la maniére indiquée ci-dessus.

Cette équation donne maintenant la valeur de la fonction €(s)
pour chaque valeur complexe de s et nous enscigne que cetle
fonction est uniforme, qu’elle est finic pour toutes les valeurs
finies de s, sauf 1, et aussi qu'elle s’évanouit lorsque s est égal &
un nombre pair négatif [1].

Lorsque la partie réelle de s est négative, l'intégrale, au lieu
d’étre prise dans le sens positif autour du domaine de grandeurs
assigné, peut étre prise dans le sens négatif autour du domaine de
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grandeurs qui conlient loutes les grandeurs complexes restantes,
car P'intégrale, pour des valeurs dont le module est infiniment
grand, est alors infiniment petite. Mais, a l'intérieur de ce do-
maine, la fonction sous le signe d’intégration ne devient discon-
awi et

tinue que lorsque @ est égal & un multiple entier de
Dintégrale, par conséquent, est égale & la somme des intégrales
prises dans le sens négalif autour de ces valeurs. Mais D'intégrale
relative & la valeur nami égale (— ami)*='(— 2wi); on obtient

done

“)SZ = [(— £)s=1 - i5=1],

asinTsl(s —1)t(s) = (a
c’est-a-dirc une relation entre {(s) et {(1—s) qui, en vertu de
propriétés connues de la fonction I, peut aussi s’exprimer ainsi :
la quantité

2

£ B s
1 (f —I) @ 2E(s)
reste inaltérée lorsque s est remplacé par 1 — s.
Cette propriélé de la fonction m’a engagé & introduire, au lieu
e s ) e
de O(s—1), lintégrale T <— —1> dans le terme général de la
2
e I 3 < 5 s a5 devl
seneZ——c, ce qui fournit une expression Lrés commode de la

fonction ¢ (s). On a en effet

et, par conséquent, sil’on pose

3

3 eees =it

on a

Ahg(s) = [*!u(x)mg-.m

ou bien, puisque

T!,(m)-»-l:z‘% [2L}/<i>+l] ()

(') Jacomr, Fund. nova, p. 18] (RIEMANN.) — OFuvres complétes de Jacobi,
vol. I, p. 235,
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on a encore

en sorte que

ou encore

4¢5) 7
4

1 I N
4 cos( Hog:zr) dz.
\

Cetle fonction est finie pour toutes les valeurs finies de ¢ et
peut éire développée suivant les puissances de'z2 en une série qui
conver ro 3 F T s

( n\.exgt? trés rapidement. Puisque, pour une valeur de s dont la
partie réelle est plus grande que 1, logl(s) =— Zlog(1 — pi)
: 85 08 (

res & 1 i i

l te fini et que r‘;e méme fait a lieu pour les logarithmes des fac-
Leurs 1 sta 9 > ® 1 4 7
l s restants L.{(, :,({), la fonction (¢) peut seulement s’évanouir
orsque la partie imaginaire de ¢ se lrouve comprise entre 17 eg

[ L . e 5
— 32. Le nombre des racines de f;'( t) =o dont les par
sont comprises entre o et T' est environ égal a

ties réelles

e 17 Lopa 1
car lmlcgm]efdlogi(l) prise le long d’un contour déerit dans
le sens positif, comprenant a son Intérieur 'ensemble des va-

leurs de ¢ dont les parties imaginaires sont situées entre * jet — L
2 2

W|V
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et les parties réelles entre o et T, est égale (abstraction faite
d'une partie fractionnaire de méme ordre que la grandeur %) a
<T log ]T__ — T) i; or celte intégrale est égale au nombre des ra-

s
cines de £(¢) = o situées dans ce domaine, multiplié par 2%i.
On trouve, en eflet, entre ces limites un nombre environ égal a
celui-ci, de racines réelles, et il est trés probable que toutes les
racines sont réelles.

Il serait & désirer, sans doute, que I'on et une démonstration
rigoureuse de cetle proposition; néanmoins j'ai laissé celte re-
cherche de coté pour le moment aprés quelques rapides essais
infructueus, car elle parait superflue pourle but immédiat de mon
étude.

Sil'on désigne par o toule racine de 'équation E(«) == o, on
peut exprimer logE(¢) par

2
Elag (I — “Q> +logk(o).

En effet, puisque la densité des racines de grandeur ¢ augmente
3 ¢ :
sculement avec £ comme le fait log —, cette expression converge
27

et pour £ infini ne devient infinie que comme Dest tloge; elle dif-
fere de log&(¢) par conséquent d'une fonction de ¢* qui, pour ¢
fini, reste finie et continue et qui, divisée par ¢2, sera infiniment
petite pour # infini.

Cette différence, par suite, est une constante dont la valeur
peut étre déterminée en posant 2 = o,

A Paide de ces principes auxiliaires, nous pouvons mainte-
nant déterminer le nombre des nombres premiers qui sont infé-
rieurs & x.

Soit F(z) ce nombre lorsque a n’est pas exactement égal & un
nombre premier, et soit I'(2) ce nombre augmenté de 4, lorsque
est premier, de telle sorte que, pour une valeur 2 pour laquelle
F(a) varie par un saut brusque, on ait

F(z)= F(T)—P(\);E—F(T—O)
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Si, maintenant, dans expression

logt(s) = ———Zlog(x —ps) :Z[}"—F ; zp‘ﬂ“‘ + ;-ZP*G-* T o

- ®
on remplace p= par s/ o5 =Ldx, p=¥ par .¢f wEinbd i
Hisy S0 7

on oblient

logt(s)
s

- fmf(x)z-ﬁ—l de,
/1
ol l'on a désigné par £( ) lexpression
F(z) -+ é F(z’l) -+ é F(a%) e

Cette équation a licu pour toute valeur complexe a + b de s
lorsque @ > 1. Mais lorsque, sous ces hypothéses, U'équation sui-
vanle

g(s):f h(z)z=s dloga
3

alieu, 'on peut, & Paide du théoreme de Fourier, exprimer la

fonction 4 par la fonction & Celte équation, quand /() est réel
et que

gla+bi)=g1(b) -+ ig:(b)

se décompose en les deux suivantes :
£1(b) :f k(@) cos(blogz) dlogz,
0
igs(b)=— L'f h(z)x=asin(blogz) dlogez.
o

Lorsque 'on multiplie les deux équations par
[cos(blogy )+ isin(b logy)] db,

et que 'on intégre de — oo a - o0, 'on obtient, en vertu du théo-
réme de Fourier, dans les seconds membres des deux équations

=h(y)y~*, el, par conséquent, en ajoutant les deux équations el
multipliant par {y#, on a

G-
amih(y) = / &(s)ys ds,

e
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: i ie réelle
ot lintégration doit étre prise de telle sorte que la partie réel
(9
de s reste constante [2].
§ 7 - ! ielle
Cette intégrale représente, pour une valeur de » poml]aqtlc
ialti i valeur
a lien une variation par saut brusque de la fonction, 5\\ :
i & saut.
moyenne des valeurs de la fonction /i de chaque coté lusa
: inali i-dessus ion
Avec les modes de détermination exposés ci-dessus, la Ionct.‘
1é i aniére
/() posséde celte méme propriété, et 'on a done, d’'une manié

Jon == f‘l“l biELq i

a—wi

toute générale,

1 i alogll uvée pré-
On peut maintenant substituer & log{ I'expression tro P

cédemment

)2
& 8 : i (5‘_5)- -+ log& (o)
Elogz—log(_x—l)—‘”gn;*2108 ["f J +logk(o)

o

i inté ‘ ssion, prises
Mais les intégrales de chaque terme de celte expression, l}))l -
‘infini v B : convenable de
jusqu’a l'infini, ne convergent pas; il sera donc conve :
: : i récé a I'aide d’une intégration par
transformer 1'équation précédente a l'aide d g P

arties en T
P ‘”+z‘d1°f‘5t-(”
L B == s ds.
JZ)= —o— e ds
»wi logw [k S
COH[IEG n=m
s A : R N
_logH(§>=|‘m 2103 Ehee Srao »
n=1

pour m =, el que, par suile,

L et = @ dl]m'(l—:- i—)
d; el i R 20/
i ds _2‘ ds

1

; - :
tous les termes de I'expression de f(z), d I'exception de

a-+aoi

‘__'f logt (o) @ ds = logk(o),
ame loga ). L, 8

[l

prennent alors la forme

1
+ —logw
ami

a—mi
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Mais on a maintenant
i §
A log (1 —=
[ 5 ( 8 1

T TR (=)
et, lorsque la partie réelle des est plus grande que la partie réelle

de 8,

1 a0 25 ds

) 2B %
i, Bmop F o f

= [ ‘.7?5*1 dz,

<0

ou bien

selon que la partie réelle de P est négative ou positive. On a
done, dans le premier cas,

@~

1 5
S0 (l[;log<r—é>]

St x5 ds
awe loga PR s ds
o i
AR 1 $
e Lf g log <I—E> @5 ds = dz - const.,
a--=i a2

et, dans le second cas,

“ N il =
= T dz -+ const.
Jp logaz
Dans le premier cas 5 inté i
$ n(_ ' Ilﬁn.nm cas; la constante d intégration peut étre dé-
minée en fais § arlie ré i i né
i aisant tendre la partie réelle de 8 vers linfini né-
gatif.
Dans le se s, 'intéar 3
4 d]e second cas, 'intégrale de 0 4 2 prend des valeurs qui dif-
érent de amy ] ‘intégrale relative 3
G i, lorsque 1 intégrale relative & des valeurs complexes
st prise dans le sens positif ou dans le sens négalif, et elle sera
TS S e T ) 1 a1 1 :
]; :.e]dan.s ce dernier sens, infiniment petite lorsque le coefficient
de ¢ dans la valeur st égal & l'infini iLi i
£ fai; ]‘. emddc B est égal a I'infiniment grand positif; mais
aura lien : s
S eu, dans le premier cas, lorsque ce coefficient est
égal a linfiniment grand négatif.

Ceci nous enseig ) g i
seigne comment log (1 — B) doit étre déterminé
i TS R o :
ans le premier membre de maniére a faire disparaitre la con-

stante d'intégration.
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En portant ces valeurs dans 'expression de f(z), on obtient

sy =tite) 3 [1 () 0]

S dx : o
= Proge m%—log&(g), [3]

2

o, dans la série 2, ondonnera & o pour valeurs toutes les racines
ged

positives (ou a partie réelle positive) de I'équation E(a) — 0, en

les rangeant par ordre de grandeur. On peut alors, aprés une dis-

cussion plus approfondie de la fonction &, démontrer aisément

que, lorsque les termes sont rangés, comme il est prescril ci-

dessus, dans la série f

Irai [ 1)
21Li(:€2 >"F Li (\1‘2 /)]:
celle-ci converge vers la méme limite que I'expression

1+ i

T

x5 ds,

2w
Rl AP

lorsque la grandeur & croit sans limites. Mais, si I'on changeait
cet ordre des termes de la série, on pourrait obtenir pour résultat
n'importe quelle valeur réelle.

A laide de f(x) I'on obtient F'(z) par inversion de la relation

R I [ 1‘
s@y=Y Lrler),

ce qui donne I’équation

F(a)= ¥ (—0F = f(vl)

m

ot m doit étre remplacé successivement par tous les nombres qui
ne sont divisibles par aucun carré excepté 1, et ot p désigne le
nombre des facteurs premiers de m.

. . . oY e L Sy
Si on limite 2‘ 4 un nombre fini de termes, la dérivée de 'ex-

&
pression f(x) c’est-d-dire, abstraction faite d'une partie qui dé-
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croit trés rapidement lorsque x croit,

1
[ cos(alogz)a™2
logz 2 logz 3

3

fournit une expression approchée pour la densité des entiers pre-
miers - la moitié de la densité des carrés, - le tiers de celle
des cubes, 4. .. des entiers premiers inférieurs A x.

La formule approchée connue, F(z)=Li(x), n’est, par consé-
quent, exacte qu’aux grandeurs prés de U'ordre de 2% et fournit une
valeur un peu trop grande; car les termes non périodiques dans
I'expression de I'(«) sont, abstraction faite de grandeurs qui ne
croissent pas indéfiniment avec z,

i (v") K ~-~;Li (:1’) 4 §Li (L%) =) é Li (1']’) SR
7

i) = L 1ilz2)

(6
Du reste, la comparaison, entreprise par Gauss et Goldschmidt,
de Li(z) avec le nombre des nombres premiers inféricurs a z et
poursuivie jusqu’d « =3 millions a révélé que ce nombre, & partir
de la premiére centaine de mille, est toujours inféricur a Li(z)
et que la différence des valeurs, soumises 4 maintes oscillations,
croit néanmoins toujours avec . Mais la fréquence et la réunion
plus dense parendroits des nombres premiers, si on peut s'expri-
mer ainsi, sous 'influence des termes périodiques, avaient déja
attiré 'attention, lors du dénombrement des nombres premiers,
sans que l'on edt apergu la possibilité d’établiv une loi a ce sujel.
Il serait intéressant, dans un nouveau dénombrement, d’étudier
Iinfluence de chaque terme périodique contenu dans I'expression
donnée pour ld totalité des nombres premiers. Une marche plus
réguliére que celle donnée par F(z) serait obtenue 3 Paide de la
fonction /() qui, cela se reconnait déja trés évidemment dans la
premicre centaine, coincide en moyenne avee Li(z) - log&(o).
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NOTES.

Dans une lettre, dont le brouillon existe dans les papiers laissés par
Riemann, on lit, aprés la Gommunication du résultat de son travail, la
remarque suivante :

« ... Je n’ai pas encore complété la démonstration ... et, & ce propos,
je dois faire remarquer que les deux théorémes que je n’ai fait qu’énoncer
ici's

racines réelles

AL + ar
» Bntre o et T sont situées environ — log
27

de Uéquation £(0), et

S I'/ ;-»m\ . ;—zi
» La série A\t ) ELilag? , lorsque les lermes en sont
o .
rangés suivant ’ordre croissant des a, tend vers la méme limite que
Uexpression

|

a-+bi E\(‘
t(0)

T

d —log
s

@S ds,

amiloge
amilogz /. ds

lorsque la grandeur b croit sans limites,

sont des conséquences d’un nouveau développement de Ta fonction & que
je n’ai pas encore suffisamment simplifié pour pouvoir vous le commu-
niquer, »

Malgré maintes recherches subséquentes (Scheibner, Piltz, Stieltjes), les
obscurités de cette question n'ont pas encore été complétement éclaircies.

[1] (p. 166). Ce mode d’existence de la fonction ¢(s) se reconnait en
se servant de la seconde forme de cette fonction

= —z)=L

ex—1

20 (s) =will(—s) / di,
Jw
1
=
vant les puissances ascendantes de z, ne contient que des puissances im-
paires.

" 1 " ;
el en remarquant, en outre, que A o dans le développement sui-
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2] (p. 171). L’énoncé de ce théoréme manque de rigueur. Les deux

équations traitées séparément comme il est indiqué, les limites d'intégra-
tion o, e se rapportant & loge, donnent

s [/,U,)i/,(}\)],

et, par conséquent, fournissent en premier lieu par leur somme la formule
du texte.

[3] (p- 173). La fonetion Li(z) doit étre définie pour les valeurs réelles
de @ qui sont plus grandes que 1 par intégrale

[‘r dx

<y

oi I'on doit prendre le signe supérieur ou bien le signe inférieur, sclon
s dans le
nent le dé-

que lintégration est prise relativement a des valeurs comple
sens positif ou bien dans le sens négatif. De 1a Uon déduit ai
veloppement donné par Scheibner (Sehlomilcl’s Zeitschrift, 1. V)

(loga)r

n.n.

@
Li(z) = loglogxz —T'(1) + 2

1,

qui est valable pour toutes les valeurs de @, et présente une discontinuité
pour les valeurs réelles négatives (comparer la correspondance entre Gauss
et Bessel). :

Si Pon poursuit le calcul indiqué par Riemann, on trouve dans la for-
mule log L an lieu de logZ(o). Il est trés possible que ceci ne soit qu'un
lapsus calami, ou une faute d’'impression, logé(o) au lieu de logZ(o); en
effet, (o) = 1.

SUR

LA PROPAGATION D’ONDES AERIENNES PLANES

AYANT UNE AMPLITUDE DE VIBRATION FINIE.

(Memoires de I’Académie royale des Sciences de Gottingen, t. VIIL; 186o.)
Traduit par M. Srourr, professeur i la Faculté des Sciences de Besancon.

Bien que les équations aux dérivées partielles d’aprés lesquelles
on détermine le mouvement des gaz aient éué établies depuis long-
temps, leur intégration n'a guére été elfectuée que pour le cas ot
les différences de pression peuvent étre considérées comme des
fractions infiniment petites de la pression totale, et I'on s’est con-
tenté, jusqu'a I'époque la plus récente, de tenir compte des pre-
miéres puissances de ces fractions. C'est sealement depuis peu
qu'Helmholtz a fait intervenir dans le calcul les termes du second
ordre, et expliqué ainsil’existence objective de sons accessoires(*).
Cependant, pour les cas ot le mouvement initial se fait partout
dans laméme direction, et ou la vitesse et la pression restent con-
stantes dans chaque plan perpendiculaire a cette direction, on
peut intégrer complétement les équations exactes. Le probléme a,
il est yrai, été traité jusqu’ici d’'une maniére parfaitement satis-
faisante pour P'explication des phénoménes constatés par Pexpé-
rience. Mais, par suite des grands progrés qu’Helmholtz a fait
faire tout récemment aux méthodes expérimentales en Acoustique,

(*) Le mol Combinationstine du texte allemand est celui méme employé par
Helmholtz dans ses Mémoires [Ueber Combinationstine (OEuvres complétes,
vol. I)]. — (Srourr.)

R. 12
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les résultats du calcul plus précis que contient ce Mémoire pour-
ront peut-étre, dans un temps qui n’est pas trop éloigné, fournir
quelques points d’appui & la recherche expérimentale. Ceci justi-
fiera la présente Communication en dehors de Dintérét théorique
qu’offre I'étude d’équations aux dérivées partielles non linéaires.

On deyrait admettre la loi de Boyle, comme relation ecntre la
pression et la densité, si les différences de température produites
par les changements de pression se neutralisaient asses rapide-
ment pour que l'on edt le droit de considérer la température du
gaz comme constante. Mais D'échange de chaleur par lequel ces
différences disparaitraient est probablement tout a fait négli-
ceable, et I'on doit en conséquence adopter, pour cette relation, la
loi d'aprés laquelle la pression du gaz change avec la densité
quand il ne recoit ni n’abandonne de chaleur.

D’aprés les lois de Boyle et de Gay-Lussac, si ¢ est le volume
de I'unité de poids, p la pression ct T la température comptée i

partir de — 273° C., on a
logp -+ loge = log T -+ const.

Considérons ici T comme fonction de p et de ¢; désignons
par ¢ la chaleur spécifique & pression constante, par ¢ la chaleur
spécifique & volume constant, loutes deux rapportées & I'unité de
poids; cette unité de poids, quand p et ¢ varient de dp et de dv,
gagne la quantité de chaleur

JT JT

cb;zl«'A—c 5

dp,

ou, comme
dlogT  0dlogT

dloge — dlogp —

)
T(cdloge ¢ dlogp). <
Si donc il n’y a aucun gain de chaleur, on a
(4] :
dlogp =— = dloge,
et, si on admet avec Poisson que le rapport des deux chaleurs
A ¢ i
spécifiques — = A est indépendant de la température et de la
¢

pression
logp =—klogy -+ const.
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D aprés les nouveaux essais de Regnault, Joule et W. Thomson
ces lois sont probablement vraies avec une trés grande approxima—,
tion pour l'oxygéne, l'azote, I'hydrogéne et leurs mélanges a
toutes les températures ct les pressions que présente la Pllysi ue

Regnault a prouvé que ces gaz suivent de trés pres les loiz de‘
Boyle et de Gay-Lussac et que la chaleur spécifique & pression
constante ¢ est indépendante de la température et de | :

ot ( a pression.
ur Lair atmosphérique, Regnault a trouvé, entre

— 3p° @ > 3
30° 6. et -+ 10°C,.... ¢ =0,2377
+ 10°C. et -+100°C =
f e ei=10,337g
+100°C. et 2150, ..., ¢= 0,;2376

Pou.r.dcs pressions variant de une & dix atmospheéres, il ne se
produisit non plus aucune variation sensible de Ia c]mleilr spéet
ﬁr]ue. kaCl_

Enoutre, d’aprés des expériences de Regnault et de Joule, I'hy-
I_zol,hc'-s? de Mayer adoptée par Clausius parait étre toul p;és Zle
l,exacl‘nludc, & savoir : un gaz se dilatant A température constante
n'absorbe que juste la chaleur nécessaire pour produire le travail

extéricur. Sile volume du gaz varie de d, la température restant
constanle, on a

dlogp=—dlogp:
la quantité de chaleur recue est T(c—c)dlogy, le travail effec—

Lus‘p(gv. Lette hypothése donne done, si A désigne I'équivalent
mécanique de la chaleur,

AT(c—c")dloge = p dp,
ou :

c—c =

>|‘cx
==

donc ¢ — ¢! est indépe i
2! esl indépendant de la pression el de la température.

D

e 5 ¢
apres cecl, k= = es siindé i
] I A - est aussi indépendant de la pression et de
a température. Suiy b S
[ atyant Joule, A égale 424¥™ 55; pour la tempé-

ratur oG 1 a
e de. 0°C., ce qui correspond a la lempérature absolue
T 100°C i
0,36

ces données rés — i
ulte &= 1,4101. La vitesse du son dans Iair sec

v a pour valeur, d'aprés Regnault, 7990™,267. De
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a 0° C. est par seconde
V;ggn‘“, 267 > g™, 8088 &

et serait trouvée, avec cette valeur, de & égale a 332™, 4140, tandis
que les deux séries complétes d’expériences de Moll et Van Beck,
calculées séparément, donnent 332™, 528 et 331™, 867, et réunies
33a™ 271, et que les expériences de Martins et A. Bravais four-
nissent, d’aprés leurs propres calculs, §3om 30k

g1

Il n’est pas nécessaire de faive tout d’abord une hypothése dé-
terminée sur la relation entre la pression et la densilé; nous sup-
posons donc la pression correspondant i une densité p égale a
o (p) et nous laissons la fonction o provisoirement encore indé-
terminée.

Introduisons un systéme de coordonnées rectangulaires @, y, 3,
'axe des z dans la direction du mouvement, et désignons par p la
densité, p la pression, u la vitesse des points matériels qui cor-
respondent & la coordonnée x au temps £ et par  un élément du
plan paralléle au plan des yz i la distance .

Le volume du cylindre droit ayant pour base I'élément o et de
hauteur dz est o dz, et la masse contenue dans ce cylindre wp d.
La variation de cette masse pendant I’élément de temps d¢ est

el :
égale 2 w )—f dt dx. On obtient une autre formule pour cetle va-

riation en remarquant qu’elle est égale & la valear algébrique de
la masse qui pénétre dans le cylindre pendant le temps: d¢, soit

- d(pue) AR 5 s
Ay dx dt. Daccélération d’une molécule matérielle du
P
cylindre est
du | 3 du
ot ' oz’

et la force qui l'entraine dans le sens des 2 positifs est

ap )
= wdr=—1¢'(p) 5 w dw,
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\ 1l e e L ]
ot ©'(p) dLSlgf]C la dérivée de ¢(z). On a done, pour p et pour u,
les deux équations aux dérivées partielles

dp :_?ﬁ’ ol du - duY .
e L w*“a;)z—?mr’
ou
du du dlogp
Ju L e gp
oat el & 2'(p) o
el
r)]gg;p L dlogp Sk L_’E
¢ 0w oz

e e ’ —_
Si P'on muliiplie la seconde équation par == /o'(5), qu'on
PR

103 P ", 189
Pajoute & la premiére, et qu’on pose, pour abréger,

(1) f\/?‘('9)4|0g9=.f<9)
et
() Slg)+u=2ar, Jo)—u=2s,

les équations prennent la forme plus simple

s ar - 1 dr
(3) ('ﬁz_["+‘/’€'(9)][;’5’ )'f.

ds —— g
B el
ol u et p sont des fonclions de 7 et de s déterminées par les équa-

tions (2). De I’équation (3) il vient

3 ). - it
(4 . dri= % fdw—[u—}— \/cp‘(g)] d{],
A ds 1

(5) r/s:()—];:d;v—[u*\/go’(p)Jdl(.

n / s s L . A
En supposant r;(p) positif, hypothése toujours vérifiée dans la
nalure, ces équations expriment que 7 reste conslant, quanda?
varie a / ; g 2 — o (
avec ¢ de telle sorte que daz = [u+ / 5/(p)] dt el que s veste
constant quand 2 varie avec ¢ de facon que dor = [u— Vol (p)] de
: = e A :
Le point géométrique de 'axe des a pour lequel 7, ou, ce qui
revient aumeéme, f(p) 4 u, a une valeur déterminée se meut done,
dansle sens des 2 positifs, avec une vitesse \/3;’(9) - u; un point
geomélrique correspondant & une valeur déterminée de s ou de

J(p) — u dans le sens des z négatifs avec la vitesse Vo' () — w
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Un point géométrique correspondant & une valeur déterminée
de 7 rencontrera donc successivement tous les point‘q géomé-
triques correspondant i des valeurs déterminées de s qui se trou-
vent d’abord avant lui sur axe des @, et sa vitesse dépend, &
chaque instant, du point géométrique s avec lequel il coincide.

§ II.

L'Analyse est maintenant préte i nous donner les moyens de
répondre & la question suivante : ot et quand le point géomé-
trique qui correspond & une valeur 7/ de » rencontre-t-il un point
géomélrique correspondantd une valeur s’ de s qui se trouve de-
vant lui? Cela revient & déterminer # et ¢ comme fonctions de 7
et de 5. Et, en effet, si 'on prend, dans les équations (3) du pa-
ragraphe précédent, r et s comme variables indépendantes, ces
équations deviennent des équations aux dérivées partielles li-
néaires par rapport & @ el ¢, et peuvent éire intégrées par des mé-
thodes connues. Pour la réduction des équalions aux dérivées
partielles & une équation linéaire, le procédé le plus avantageux
est de mettre les équations (4) et (5) du paragraphe précédent
sous la forme

‘ dri= DZ [rlax — |+ \/u (p)Jl

N [ dleg vaie) L Talog Vo' () |
~,726ll i (“D—“P—— 1 | -i-ds ‘Togp———l ‘[ 5

g i (n!).r—[t—x/?m] |
|
(

I dlov\/u o [ dleg e (o)
——!cls l ‘“—UW 1]—.—(1/[ d“logg —1|et).

On obtient alors, si l'on considére s et » comme variables in-
dépendantes, pour z et ¢ les deux équations linéaires aux dérivées
partielles

(1)

(2)

a _L“'"‘\/L.""‘P)]f{ _ | dlegve(e) 3
Js Tk dlorrw =l

ofa—[u—y/ '(P)]‘Ez r]logw/o(o) L
or dlrw'p s
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1l en résulte &Iue
Walietes L ey

est une différentielle totale exacte, dont I'intégrale w satisfait i
I'équation

92w i dlog yo'(p) __lr = dw | dw
drods dlogp = T )
o

I

2V (p)

m =

1log /o' (p) il
dlogp

et est, par suite, une fonction de r-+s. Si 'on pose

Jp)=r+s=g,

il vient
Ve = e
PP = Tlogs’
ct, cn conséquence,
da
m=— l ——-dlog z‘-
2 da

Dans I'hypothése de Poisson o(p) = aaph, et

- const.,

et sil'on prend la constante arbitraire égale & zéro

)

k-1

Vo (p) + u = v E=f e

e
8, V?'(P)*“¥T"+T~"

RN

1 c—3
mi= (5 _/C_——I); —

2(k—=1)(r+s)
Dans I'hypothése de la loi de Boyle, ©(p) = aw p, on obtient

S(p)= alogp,

Ve'(p)+u=r—s+a,

/g?m—zcs §—r+a,

n = —

valeurs que I'on peut déduire des précédentes en retranchant de
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ay'k
k—1

sa/k

v » et en faisant
e

J(p) la constante

» par suite de 7 et de s

cnsuite £ =1 ().

L'introduction de 7 et'de s comme variables indépendantes
n’est toutefois possible que si le déterminant fonctionnel de ces
quanlités par rapport & z et ¢, déterminant dont la valeur est

N Or 08 dr ds
o e 2l ! ¢
2/9'(p) 5% 7o’ Dest pas nul, donc que si 55 €l 5 sont tous deux

différents de zéro.
. or X i ey 5
Si — est nul, de 'équation (1) résulte dr — o: I'équation (2
- ) q ; Peg

montre alors que 22 — [—11 — \/ff’(p)] ¢t est une fonction de s. L'ex-
pression (3) est, par suite, encore une diflérenticlle exacte, et
est une fonction de s seulement.

s s 4
7 st nul, s, qui devient alors

constant par rapport & &, devient aussi constant par rapport i ¢,

Pour des raisons analogues, si

z—[u+ V@' (2)]¢ et @ deviennent de simples fonctions de r.
Qs or Js f
Si enfin 7o ©L 5. sont tous deax nuls, 7, s, w deviennent, en
vertu des équations aux différentielles totales, des constantes.

§ IIIL.

Pour résoudre notre probléme, il faut actuellement déterminer
 comme fonction de r et de s, de telle sorte qu’elle satisfasse &
Péquation aux dérivées partielles

W 0w dw 5, dw

Sl {1 3 S —_— =0

Jr s or ' os
el aux conditions initiales, ce qui la détermine & une constante
prés, qui peut évidemment lui étre ajoutée i volonté.

La fonction w élant supposée connue, 'époque et le lieu ol un
point géométrique, correspondant & une valeur déterminée de r,
rencontre un point géométrique correspondant a une valeur déter-

(') On prend les vraies valeurs pour & = 1. — ('STOUFE.)

i
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minée de s, s’obtiennent par I'équation

(2) :x-[u+%§'ﬁ]l{dr—fz‘—[u*\/m]t%ds:dw (1)

li-dessus on obtiendra finalement les quantités w et o comme fone-

tions de & et ¢ en joignant & 'équation précédente les équations
(3) Jle)=ru=ar, flp)—u=12s.

En effet, on obtient, comme conséquences de (2), & moins que
dr ou ds ne soient nuls le long d’un segment fini et, par suite,
r ou s conslants pour ce segment, les c’quations

S
(%) o —[u-+ Gl e =55
REST A
() o —[u—valpile =2

qui, joinles aux équations (3), permettent de trouver les expres-
sions de u et p en 2 et £.

Mais si, dans les circonstances initiales, » conserve la méme
aaleur 7 sur une élendue finie, les points géométriques qui ap-
partiennent a la valeur 7/ se déplacent avec le temps dans le sens
des z positifs. A Pintéricur de ce domaine, ot 7= 7', on ne peut
pas déduire de I'équation (2) la valeur de 2 — [zz+\/»77’(p)} L
car drest nul; et, en effet, la question : ot et quand un point cor-
respond-il & la fois a la valeur ' de 7 et & une valeur déterminée
de s? n’admet aucune réponse précise. L'équation (4) n’est alors
valable qu’aux limites de ce domaine et fait connaitre entre quelles
valeurs de & & une époque déterminée 7 prend layaleur constante s/,
ou aussi, pendant quel espace de temps r conserve cette valeur en
un point déterminé.

Entre ces limites, v et p s'obtiennent comme fonctions de z et
de ¢ a Paide des équations (3) et (5). On obtient ces fonctions
par une voie analogue si s garde la valeur s’ dans un domaine fini,
7 étant variable, aussi bien que dans le cas ot 7 et s sont constants

tous deux. Dans ce dernier cas, o et « prennent des valeurs con-

o I ) s
(') En remplagant dw par %Llr+ ‘Us— ds et égalant alors les multiplicateurs

de dr et de ds dans les deux membres de (2). — (Stourr.)
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stantes déterminées par les équations (3) entre certaines lmnlcs
déterminées par les équations (4) et (5).

§ IV.

Avant d'aborder I'intégration de I'équation (1) du paragraphe
précédent, il semble avantageux de faire quelques discussions
préalables, quine supposent pas que celte intégration ait été effec-
tuée. Relativement & la fonction 2(p) une seule hypothése est né-
cessaire, c’est que sa dérivée n’est pas décroissante quand p aug-
mente. Ce fait se présente stirement toujours dans la réalité; nous
faisons dés & présent une remarque qui sera appliquée plusieurs
fois dans le présent paragraphe : c’est qu'alors la quantité

o ) —w(psy !
%:j; o' [apy+ (1— &) py] dz,

si I'on ne fait varier que g, ou 22 Séparément, reste constante on
varie dans le méme sens que celle de ces deux quantités dont la
valeur change. Il en résulte aussi que la valeur de celte expres-
sion esl toujours comprise entre o' (p1) et o(pa).

Nous considérons maintenant le cas ot la perturbation initiale
de I'équilibre est limitée a un domaine fini déterminé par les iné-
galités @ <<z < b. En dehors, u ct p et, par suile aussi, 7 et s
sont conslants; j'emploie ces lettres affectées de lindice 1 pour
désigner les valeurs quand < a, et de l'indice 2 pour les valeurs
quand z > b. D’aprés le § 1, le domaine ot # est variable s’avance
peu a peu, sa limite postérieure avec la vitesse Vg’(g,) —+ wy, tan-
dis que la limite antérieure de la région ou s est variable recule

2 { S \ 2 B
avee la vitesse \/¢/(py) — ta. Aprés un espace de temps égal a

b—a

Ve'(p1) + '2)*““1'—”2)

les deux domaines se séparent, et entre eux se forme un intervalle
dans lequel s égale s, et ¢gale 7, et ou par suite les molécules
gazeuses sont de nouveau en équilibre. De la région débranlée
d’abord partent done deux ondes qui marchent dans des direc-
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tions opposées. Dans celle qui va en avant, s = s, ; la vitesse d’une

‘molécule matérielle w = f(p) — 252 y estdonc une fonction de la

densité p; un point géométrique correspondant a une valeuar dé-
terminée de p correspond aussi & une valeur fixe de « et s'avance
avec la vitesse constante

Vo'(e) +u= Vo (p) +F(p)— 2.
Dans Uonde qui recule a la densité p appartient la vilesse
—f(p)+2ry;

le point géométrique correspondant se meut en arriére avec la
vitesse

ve'(p) +flo)—2r.

Ces vilesses, qui sont les vitesses de propagation des deux ondes,
vont en croissant avec la densité, parce que ¢'(p) et f(p) croissent
avec P.

Si l'on prend p pour ordonnée d'une courbe correspondant &
I'abscisse #, chaque point de cette courbe se meut parallélement
A l'axe des abscisses avec une vitesse conslante et d’autant plus
considérable que son ordonnée est plus grande. Cette remarque
faitvoir facilement que les points dont les ordonnées sont les plus
grandes finiraient par dépasser les points 4 ordonnées moindres
situés d’abord en avant d’eux, de sorte qu’a une valeur de 2 ap-
partiendraient plusieurs valeurs de . Comme cela est impossible
dans la réalité, il doit se présenter une circonstance qui rende la
loi précédente inapplicable. En effet, pour obtenir les équations
aux dérivées partielles, nous sommes partis de 'hypothése que
et p sont des fonctions conlinues de x et ont des dérivées finies;
cetle hypothése cesse d’avoir lieu dés que la courbe des densités
devient en 'un de ses points perpendiculaire a Paxe des abscisses,
et, & partir de ce moment, la courbe présente une discontinuité,
une valeur de ¢ ¢tant suivie immédiatement par une plus grande.
Cette circonstance sera discutée dans le prochain paragraphe.

Les ondes condensées, c’est-a-dire les parties de 'onde ot la
densilé décroit dans le sens de la propagation, deviennent done
dans leur marche de plus en plus étroites et se transforment fina-
lement en condensations brusques; 1'amplitude des ondes dila-
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Lées croit au conlraire continuellement et proportionnellement au
temps.

On peut montrer facilement, du moins dans la loi de Poisson
(ou dans celle de Boyle), que, méme lorsque la perturbation ini-
tiale d’équilibre n’est pas limitée & une étendue finie, il se formera
toujours, dans la suite du mouvement, des condensations brusques,
excepté dans des cas tout & fait spéeiaux. La vitesse avec laquelle
avance un point géométrique 7 est, dans la loi de Poisson,

k-1 k—3
- P —— s
2

2

en moyenne les plus grandes valeurs de 7 auront des vitesses plus
grandes, et une grande valeur / en atteindra finalement une plus
petite 77, qui chemine devant elle, si les valeurs de s qui coin-
cident successivement avec 7/ ne sont pas inférieures en moyenne
aux valeurs de s qui coincidenl simultanément ayee 7 d’une quan-
Lité supérieure o

Dans ee dernier cas, s aurait une valeur négative infiniment
grande pour« égal a 'infini positif; donc, pour =, ou bien
la vitesse u serait - %, ou bien, mais seulement dans Ihypothése
de la loi de Boyle, la densité serait infiniment petite. Done, en
dehors de cas particuliers, le cas ot une valeur de 7 sera suivie
immédiatement par une plus grande, offrant avec la premiére une
différence finie, se présentera Loujours; par suite, 3—'] devenant in-

fini, les équations aux dérivées particlles perdront leur validité

et il se formera des condensations brusques se propageant en
0s

avant. De méme, presque toujours, — devenant infini, il se for-

mera des condensations brusques se propageant en arriére.

A . . dr Js
Pour déterminer les temps et les endroits auxquels = ou —= de-
ox o

viennent infinis et ot commencent des condensations brusques, on
obtient, a l'aide des équations (1) et (2) du § II, en y introduisant
la fonction w,

dlogp

e [dIOS’V?’(i.G) H] i

s dlogp ™

Pw | dlog \/L::'(p) e .
Wﬁ—[“—l—l ls-—l7
(
|
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§ V.

11 nous faut maintenant, puisque des condensations subites se
présentent presque toujours, méme quand la densité et la vitesse
varient partout d’une maniére continue dans les conditions ini-
tiales, rechercher les lois de la marche de ces condensations.

Nous supposons qu'au temps ¢ pour z =&, « et p varient brus-
quement, et nous désignons les valeurs de ces quantités ct.de celles
qui en dépendent au moyen de I'indice 1 pour 2 = £ — o, et au
moyen de l'indice 2 pour z=§+o0; désignons par ¢, et v, les
vitesses relatives avec lesquelles le gaz se meut dans le voisi-
nage du point de discontinuité, vilesses égales respectivement a

dt dt
= T Uy — T
temps d¢ un élément w du plan ayant pour équation & = £, dans

- La masse, qui traverse pendant I’élément de

le sens des @ positifs, est alors égale & ¢,p, 0 dt = pagaw di : Ja
force qui lui est appliquée [o(p,) — ?(p2)] o (') et l’augmeqta—
tion de vitesse produite par cette force ¢y — ¢;; on a, par suile,

[9(p1) —elpn)]wde = (0

v1) ey ey di,

ol

il en résulte

donc

I o2 9(p1) —9(p2)
(r) :T;:ILI:"_\/';: 2(p1) — ¢(pa) —

1 Pas=Pa

Pour une condensation brusque la différence p, — p; doit étre
de méme signe que ¢ et s, négative si cette condensalion se
propage en avant, positive si elle se propage en arriére. Dans le
premier cas, on doit prendre les signes supérieurs et p; est plus

(') 11 y a dans le texte [¢(p,) — (p,)] w d¢, ce qui ne correspond pas au sens
classique actuel du mot force. — ( Srourr.)
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grand que p,; par suite, d'aprés hypothése faite sur la fonction
©(p) au commencement du paragraphe précédent,

o e s 5 o
(2) ”1*"\/‘?’(?1)?‘ET;>”'-2+\/’,3'(.02)§

d’apres ces inégalités le point de discontinuité avance plus lente-
ment que les valeurs de 7 qui le suivent et plus rapidement que
celles qui le précedent; 7, ety sont done & chaque instant déter-
minés par les équations aux dérivées partielles applicables de part
et d’autre du point de discontinuité.

Comme les valeurs de s se meuvent en arriére avec la vitesse
\/m — u, 5, et, par suite, p, el w, s’obtiennent de Ja méme fa-

5 5 5 dt
con; mais cela n’a pas lieu pour s,. Les valeurs de s, et de - se
§ dt
déduisent sans ambiguité de celles de 7, 2, eL uy par les équa-

tions (1). En effet, 'équation

(3)  alri=r) = flon)—flp)+ |/ B0 — oo

L1z

n’est vérifiée que par une seule valeur de o, ; car le second membre,
quand g, croit de o, & I'infini, prend une fois et une seule toute
valeur positive, car f(p,), aussi bien que les deux facteurs

/o1 /92
V P2 P1

dans lesquels on peut décomposer le dernier terme, est constam-

Pi—ps

ment croissant, le dernier facteur pouvant aussi rester constant;
p1 €tant déterminé, on a également des valeurs tout a fait déter-
i
4

Aidop: d| ol I
minées pour u; el -2 par les équations (1).

Les condensations brusques qui se propagent en arri¢re don-
nent lieu 4 des conclusions complétement analogues.

§ VI

Nous venons de trouver que dans la marche d’une condensa-
tion brusque, entre les valeurs de « et de o de part et d’autre du
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point de discontinuité, existe toujours 1’équation

(12y— ws
PIP-z

Il y a maintenant lieu de se demander ce qui arrive quand on
se donne arbitrairement des discontinuités & un temps et & un
endroit donnés. Suivant les valeurs de w,, o4, ts, p2 du point de
discontinuilé peuvent partiv en sens opposés deux condensations
brusques, ou une seule en avant ou une seule en arriére. Il peut
aussi arriver qu’il ne s’en propage aucune de maniére que le mou-
vement ait lieu d'aprés les équations aux dérivées partielles,

Si I'on désigne a l'aide d’un accent les valeurs que prennent
et g en arriére d’une condensation ou entre deux condensations
au premier instant aprés lear entrée en mouvement, dans le pre-
mier cas p est supérieure & p; et A pa, et 'on a

( wh— =

(1) i

f Ve — e e I P Tyt

(2) uy—us = \(/

‘o' — pi) u(o)—u(:n)]

p'et

Donc, comme les deux termes du second membre de I'équation (2)
croissent tous deux avec g/, il faut que u, — u, soit positif et

(pa="pelll e — s

P12

(wg— ua)* >

ct, réciproquement, si ces conditions sont remplies il y a tou-
Jours un systéme de valeurs de «' et de p', el un seul, satisfaisant
aux équations (1). ;
Pour que le dernier cas se présente et, par suite, que le mou-
vement puisse se déterminer conformément aux équations aux
dérivées partielles, il faut et il suffit que et 5,2 ss, dong que
wy— uy soit négatif et (w, —wa)22[ f(p1) — f(p2)]?. Alors 7y et
8y Se séparcn[ 1'cspcclivemcnt de raiet de $y, parce que chacune

de ces valeurs va moins vite que celle qui la précéde dans son
mouvement, de sorte que la discontinuité disparait.
Lorsque ni les premiéres ni les derniéres conditions ne sont
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remplies, les conditions initiales conyiennent & une seule conden-
sation brusque, qui se propagera en avant ou en arriére suivant
que py est supérieur ou inféricur a p,. En effet, alors, si py>p.,
la quantité 2(r,— ra) ou f(pi) — f(pa) 4w, — wa est positive
(parce que

(g — ua)t < [fpr) — £ (pa)]2);

celle quantité est aussi inférieure ou égale a

(pr—rp2)[9(p1) — ¢ (p2)]
P1P2

Sle) = pa)+ |/

<PHI‘CC que
(p1 — p2) [o(o1) —a(p2)]\ 3
P12 )

(ty— w2)? S

On peut done trouver pour la densité g/, en arriére du point de
condensation brusque, une valeur satisfaisant ala condition (3) du
paragraphe précédent, valeur inféricure ou égale a p,. Par suite,
comme s' = f(o')—ry, s =f(pi)— 71, on a aussi 'S5y, de
sorte que le mouvement, en arriére de la condensation brusque,
peut s'effectuer conformément aux équations aux dérivées par-
tielles. L'autre cas, ol py <Z ps, ne différe évidemment pas d’une

maniére essentielle de celui-ci.

§ VIL

Pour élucider les théories qui précédent par un exemple simple,
ot le mouvement puisse se déterminer par les méthodes que nous
ayons acquises jusqu’ici, nous supposerons que la pression et la
densité dépendent I'une de I'autre par la loi de Boyle, et que,
dans les conditions initiales, la pression et la densité changent
brusquement pour z =o, mais restent constantes de part et
d’autre du plan des yz.

Draprés la discussion faite antérieurement il y a quatre cas a
distinguer : ;

L. Si wy — w, >0, donc si les deux masses gazeuses vont &

s fu— w2 (pi—pa)? -
la rencontre I'une de lautre, et si (%) S i)t g o
] P1p2
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forme deux condensations brusques se propageant en sens con-
< 1 . > . . . . T

traive. D’apres le § VI, équation (1), si Pon désigne \7‘4—1 par z et
P2

par 0 la racine positive de I'équation

la densité entre les deux condensations brusques ¢’ a pour valeur
00/ a1 pay ct, d’aprésle § V, ¢quation (1), on a, pour la condensc-
tion brusque qui marche en avant,

dt
dt

=t+ald=u 2
al

pour celle qui marche en arriére,

(15__” 0 : o
Pl

les valeurs de la vitesse et de la densité sont donc, aprés un es-

o ! & < i =
pace de. tcmp.s £y u'et o' pour les valeurs de 2 qui salisfont a la
double inégalité

(]
(‘ul—.a, ;) t< e <(uy+aud)t,

ty et oy pour les valeurs de z inféricures i la plus petite de ces
deux limites, u, et 22 pour celles qui sont supérieures a la plus
grande.

I — Si ) —u. < 0, et qulen conséquence les masses ga-
zeuses tendent 4 s’éloigner I'une de Iautre, et qu'en méme temps

on ait
G S
a ):( “os/

de lalimite partent, dans des sens opposés, deux ondes dilatées (1)
5 ; ;

dont 'étendue va peu a peu en augmentant. D'aprés le § [V on a,

entreelles, rr = r), 5= s, 1t =7, — 5. Dans celle (qui se propage

en avant, s =s,; & — (© +a) ¢ est fonction de r seulement, et

(') Deux ondes ot la densité croit dans le sens de la propagation. — (Stourr.)
R.

13
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cette fonction, d’aprés les valeurs initiales # = o, ¢ = o, se Lrouve
égale a zéro; pour l'onde qui se propage en arriére on ar =7y,
etz — (u—a)t=o.L'une des équations pour la détermination
de u et de p est done

@x
U=—0a -+ 7 £l
I)OHI‘
(m—ssta)t <z <(ug +a)t;
pour les valeurs de @ inféricures a (ry — sa—+ @)t, rr =ry, et pour
les valeurs de 2 supérieures & (s -+ a)t, r = ry; l'autre équa-
Lion est
Z
U= =
0
pour

(y —ayt<e<(ry—sy—a)t;

pour les valeurs de 2 moindres que celles-ci, s = s, et pour les
valeurs plus grandes, s — s,.

ITI. — Si aucun de ces deux cas ne se présente, el si p; > oo, il
se produitune onde dilatée qui marche en arritre, et une conden-
sation brusque qui se propage en avant. Pour cette derniére on
trouve, d’aprés le § V, équation (3), en désignant par 0 la racine

de I'équation

22— . 1
T 2logh+ 60— N

=005,, et d'apres le § V, équation (1),

dt

a
= =yl =u'4 =

dt 02

aprés un espace de temps ¢, on a, en avant de la condensation
brusque, ¢’est-d-dire lorsque & > (us -+ af)¢,
Ui thns P =015
en arriére de cette condensation on a » = ry ct de plus, pour
(y—a)t< o< (W —a)t,
x
U=l

pour les valeurs de & moindres que celles-ci w = w,, et pour les
valeurs plus grandes 1 — u/.
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IV. — Si enfin les deux premiers cas ne se présentent pas, el si
21<C 22, tout se passe comme dans le cas III : les phénomeénes pré-
sentent seulement une disposition inverse,

§ VIIIL

Pour résoudre notre probléme d'une maniére générale il faut,
d’apres le § 11, déterminer la fonction v de telle sorte qu’elle
satisfasse aux dérivées partielles

2w (z)w [)IV)
m -+ =0

) dros ar Os

\

ct aux conditions initiales.

Si Ton exclut le cas ot des discontinuités se présentent, le
temps et le lieu, ¢’est-a-dive les valeurs'de = et de ¢, pour lesquels
le point géométrique correspondant 4 une valeur déterminée 7/
de 7 rencontre le point géométrique correspondant A une valeur
déterminée s' de s, sont complétement déterminés si les valeurs
initiales de 7 et s sont données pour le segment de l'axe des z qui
s'étend entre les positions initiales des points géométriques 7
et s'; et si les équations aux dérivées partielles (3) du § T ont lieu
dans toute la multiplicité (S) qui comprend toutes les valeurs de
correspondant aux points intermédiaires entre les points 7 et s
pour chaque valeur de ¢. La valeur de w pour 7=/, s =/ est
done complétement déterminée, si v satisfait partout dans la mul-
tiplicité S & 'équation aux dérivées partielles (1), et si les valeurs
de %‘Tv et %'1: sont données pour les valeurs initiales de 7 et de s, ce
qui détermine pour ces valeurs initiales 4 une constante prés,
et si enfin cette constante a été choisie arbitrairement. En effet,
ces conditions onl un sens équivalent aux précédentes. Il.résulte
aussi du § Il que, si r garde une valeur constante 7 le long d’un

ST Lot ; 5 e
segment fini, 5 prend des valeurs présentant une différence finie
7

Us

. Jw 5 .
pour " —o et 7"+ o, mais que 5y varie partout d’une maniére

3 dep . .
contmue avec §; que, de méme, <5 ésteonlinu par rapport a r,
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et que la fonction w est continue partout & la fois par rapport a 7
etas,

Aprés ces préliminaires, nous pouvons aborder la résolution de
notre probléme, c’est-a-dire la détermination de v pour deux va-
leurs arbitraires 7/ et s’ de r et de s.

Pour représenter le phénoméne prenons @ et { comme abscisse
et ordonnée d’un point d'un plan et imaginons dans ce plan les
courbes 7 = const. et s = const. Nous désignerons les premiéres
par (1), les secondes par (s), et sur chacune d'elles nous consi-
dérerons comme positive la direction ol ¢ va en croissant. La
multiplicité (S) est alors représentée par une partie du plan,
limitée par la courbe (7'), la courbe (s) et la portion de I'axe
des @ interceptée entre ces deux courbes, et il s’agit d’obtenir la
valeur de ¢ au point d’intersection des deux courbes a l'aide des

dw  Ow y . ok
Valem‘s (]B 71)7’ T (]OI]I]IEOS sur ce d(}[‘n]ﬁ[‘ Segmcn[. NOUS I:L‘nel‘i\-
r ds 2

liserons encore un peu le probléme, et nous supposerons que le
domaine (8), au lieu d’&tre limité par ce segment, est limité par
une courbe arbitraire ¢, qui ne coupe pas plus d’une fois chacune
des courbes (7) et (s); on se donne pour les systtmes de valeurs
de 7 et de s, qui correspondent & chaque point de ¢, les valeurs

dw dw - 5 2
de == et de = Comme la solution du probléme le fera voir, ces
r §

valeurs de %‘:—) et de %%) sont seulement soumises 4 la condition de
varier d’'une maniére continue avec le point de la courbe, mais
peuvent étre prises d’ailleurs arbitrairement, tandis que ces va-
leurs ne seraient pas indépendantes les unes des autres, si la
courbe ¢ coupait plus d’une fois I'une des deux courbes (r)
et (s).

Pour déterminer des fonctions, qui doivent satisfaire a des
équations linéaires aux dérivées partielles et 4 des conditions
linéairves aux limites, on peut employer un procédé absolument
analogue & celui qui consiste, dans la résolution d’un systéme
d’équations linéaires, & multiplier toutes les équations par des
facteurs indéterminés, puis 4 les ajouter et a déterminer ensuite
ces facteurs de maniére & annuler les coefficients de toutes les in-
connues saul une.

Imaginons la partie (S) du plan partagée en parallélogrammes
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infiniment petits par les courbes (7) et (s), et désignons par &7 et
os les variations qu'éprouvent les quantités r et s, quand les élé-
ments d’arcs qui forment les cotés de ces parallélogrammes sont
parcourus dans le sens positif; soit, de plus, ¢ une fonction arbi-
traire de 7 et de s, qui soit partout continue et ait des dérivées
continues. En conséquence de I’équation (1), on a alors

[ [ 02w dw diw A
9 g o) | il 5 o0 i S
() el | oros = " < T ik T R

celle intégrale étant ¢tendue & toute la multiplicité (S). Il faut
ordonner le second membre de cetle équation par rapport aux

inconnues, ¢’est-d-dire ici le transformer & 'aide d’intégrations
par parlies, de sorte qu’il ne contienne plus, en dehors de quan-
tités connues, que la fonction cherchée, mais non ses dérivées.
Par cette opération I'intégrale se change en l'intégrale suivante,
étendue & la multiplicité S,

/‘ ( 9o dmy Omo\ o
e Cpipet — ) drcs
\Or ds or ds i

et une intégrale simple qui, & cause de la continuité de Z;" par
rapport & s, de celle de :% par rapport a r et de celle de w par
rapport & 7 et a s, n’est ¢tendue qu'au contour de (S). Si dretds
désignent les variations de r et de s dans un élément du contour
de S, ce contour étant parcouru dans une direction telle qu'en
chaque point du contour la normale vers I'tntérieur présente, par
rapport 4 cette direction, la méme disposition que la direction
positive des courbes (s) par rapport & la direction positive des
courbes (), cette intégrale curviligne est égale a

[ i S (()v NS
7t[ [v (})a‘ — mn) ds + o - /n() cll] A

L’intégrale étendue au contour entier de (S) est égale a la somme
des intégrales relalives aux courbes (¢), (s7), (#) qui forment ce
contour; dong, en désignant leurs points d’intersection par (¢, 1),
(¢;8"), (', §"), elle a pour valeur

055" st i
S ves s
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De ces trois parlics : la premiére ne contient, en dehors de la
fonction ¢, que des quantités connues; la seconde ne contient, ds
étant nul dans cetle intégrale, que la fonction inconnue ¢, mais
non ses dérivées; la troisieme peut, a I'aide d'une intégration par
parties, se transformer en ;

o
W

(0 )prsr— (000 )e 0+ /.

gt

[ dy
(dms +m v> ds,

de sorte que la fonction cherchée w s’y présente seule,

Apres ces transformations, Péquation (2) donne évidemment la
valeur de la fonction  au point 7/, s/ exprimée par des quantilés
connues, si I'on détermine la fonction ¢ conformément aux con-
ditions suivantes :

1° Partout dans S

02p dmy  dmp
— 4 —— =0
or ds Jar ar
2° Pour 7 = ;-
214

55 T =0;
3" Pour s = g’

de

ar

-+ me = 0;

4° Pour r=1/, s = ¢

On a alors

Gt diw oy
(4) wpe= (0w )c.r'—l—f [U (— — mw) ds + w (4 oy mc) r/r] i
’ i ds ar

Le procédé que nous venons d’appliquer réduit le probléme,
de délerminer une fonction @ par une équation lindaire aux dé-
rivées partielles et par des conditions linéaires aux limites, & la
résolution d’'un probléme analogue, mais beaucoup plus simple,
pour une autre fonetion ¢; ce qui est ordinairement le plus facile
pour obtenir la fonclion ¢, ¢’est de choisir un cas spécial du pro-
bléme primitif et de le traiter par la méthode de Fourier. Nous
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devons nous contenter ici d’indiquer la marche de ce calcul et de
démontrer le résultat par une autre méthode.

Si, dans I’équation (1) du paragraphe précédent, a la place de »
et dé s on introduit 7+ s = ¢ et »»— § = w comme variables indé-
pendantes, et si 'on choisit pour la courbe ¢ une courbe sur la-
quelle o soit constant, le probléme peut éire traité par les régles
de Fourier, et 1'on obtient, par la comparaison du résultat avec
Péquation (4) du paragraphe précédent, en posant r'—-s' =/,
r—s' =u,

]

[ cosple—u) % [a(o) bae) — ol a()] s
)

: . : ! 2eis i
ol Uy (5) et Uy(s) désignent deux solutions particuliéres de I'é-
quation différentielle

ﬂy” —am k‘(l—i— ‘U.‘U.L'{ =0,
telles que

: ; : : . :
Si 'on suppose applicable la loi de Poisson, on sait que, d’a-
pres cette loi,
i I 1 1
sy e

on peut alors exprimer §; et §, par des intégrales définies de ma-
niére & obtenir pour ¢ une intégrale triple, qui se réduit a

— i s'>] :

B e

11 est facile de prouver @ posterior: 'exactitude de ce résultat,
en montrant qu’il satisfait effectivement aux conditions (3) du
paragraphe précédent.

Si I’on pose

o
= / mdo
o

v=e - ¥

ces conditions deviennent, pour y,

oty = (ilg— 7;1,711.> ¥ =0,

Jar os d
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et y = 1 aussi bien pour 7=,/ que pour s = s'. Dans I'hypothese
de Poisson, on peut satisfaire & ces conditions en supposant que y
in =71 (s =—sY : X
U S RS O ; E 5
e e sealement. En eflet, si
Pon désigne par ) la quantité

est une fonction de z —

1 1
2, k=i
on a
PA
m= -,
done
dm
E — M = —
et
ohy
dsdr

Par suite

Yonpda Ja At 3 o 3 R 3
ou, d’aprés la notation introduite dans mon Mémoire sur la série
de Gauss, y est une fonction

0o —X o X
o >

\0 I+X o

v est la solution particuliére qui devient égale & 1 pour s =o
) 5 20y HiE :
D’apres les principes de transformation développés dans ce
Mémoire, y peut s’exprimer non seulement par les fonctions

P(o, 2k +1, 0),

mais encore par les fonctions

P <%, o, l—i—é), P (0, 7\—!—_:—4, P l);

2%

on ol)Llcn‘L par sutte pour y un grand nombre de représentations
par des séries hypergéométriques et des intégrales définies, parmi
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lesquelles nous remarquons sculement les suivantes

y=FQa+X% —% 1, 3)=(1—3)'F (~7\, — A 1,

\

=(1-_.z)71*7~F<1+7\, -0 1, _;_>’

s—1

qui suffisent & tous les cas.
Pourdéduire de ces résultats, trouvés pour laloide Poisson, ceux
qui conviennent pour la loi de Boyle, on doit, d’aprés le § 11, di-

ak

minuer les quantités », s, 7/, ¢ de = faire ensuite k£ =—1; on

obtient ainsi

et

1 @
P 'ﬁ{r—r—#.;—s) y (r
v=le
i,
0

nlnli(oa)??

§ X.

Si I'on porte expression trouvée pour ¢ dans le paragraphe
précédent, dans I’équation (4) du § VIIL, on obtient la valeur de

il 1 i e e e dw A dw it

pour 7= 7', s = s’ exprimée par les valeurs de w, 5= et o= sur la
5 v dp

courbe ¢; mais comme, dans notre probléme, les valeurs de T

L')% sonl toujours seules données immédiatement, et qu'il faudrait
en déduire s par une quadrature, il est convenable de transformer
Pexpression de o, ¢, de telle sorte que les dérivées de w figurent
seules sous le signe d'intégration.
Désignons les intégrales des expressions
— mpds + (3—: -+ mv) dr

@

(ﬂ -+ nw) ds — mp d'r,
ds

qui, & cause de 'équation

d¢  dme  dme

oros " dr ' os
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sont des différentielles exacles, par P et 3, el par o Iintégrale de

D ] At ) Y = A e 3 A o

Pdr - X ds, expression qui, & cause de
oP ox
— =y =
ds ar’

csl aussi une différentielle exacte.
o ; : FiEE :
Si I'on détermine dans ces intégrales les constantes d’intégra-

. e dw dw
tion de maniére que W e s'annulent pour =7/, s =4/, & sa-

tisfait alors aux équations

duwy dw ?w
=ty tp

S L =lp —— = — mp.
ar ds J or ds s

De plus on a, soit pour 7 = 7/, soit pour § —

w=0.
Enfin, remarquons-le en passant, o est complétement déterminé

par ces derniéres condilions aux limites et I’équation aux dérivées

partielles
02w Pl dw dw ot
aros " "M\gr T I>:O‘

R : : ;
SiI'on introduit w au lieu de ¢ dans Pexpression de w,¢, on peut,
en intégrant par parties, transformer cette expression en

e;8" §
. o dw dy dw Ow
(1 Wy ot = Wp b [ == e :
) st = Wey e [(Js +|) s ds 5 ([i:l.

Pour déterminer le mouvement du gaz d’'aprés son élat initial,
on doit prendre pour ¢ la courbe qui correspond i £ = o; sur celte
courbe on a
dw dw
e Us

= —z,
et l'on oblient, en intégrant par parlies,
A
0 gt = Wt [ (wde — & ds);
e

en conséquence, d’aprés les équations (4) et (5), § 111,

' Ow
7hst = X T (l.l‘,
4 dar
e

S X
? :r—a—[‘/g:’(p)—u]tg,n,y=m,.r~ [ E)%)dx;

}m — [y/c;:’(p) -+ u]t

NPT
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les équations (2) ne représentent le mouvement qu’aussi long-

lemps que

aw (dloa' Ve'le)
dr? dlogp

B) )
V108 Vole) ¢
dlogp +I,

02w (dlogy
T

restent différents de zéro. Aussitdt qu'une de ces quantités san-
nule, il se produit une condensation brusque et Péquation (1)
n’est applicable qu’en dedans de domaines situés tout entiers d’un
seul etméme cdLé par rapport i cette condensation. Alors les prin-
cipes développés ici ne suffisent pas, du moins en général, pour
déterminer le mounvement d’aprés I’état initial ; on peut, il estvrai,
a Paide de I'équation (1) et des équations qui, d’aprés le§V, con-
viennent A une condensation brusque, déterminer le mouyement,
si le licu de cette condensation est donné au temps ¢, ¢’est-a-dire
si £ est donné en fonction de £, Nous ne poursuivrons cependant
pas davantage ce sujet, ¢t nous renongons i Lrailer le cas ot 1.’:.131‘
est limité par une paroi fixe, le calcul ne présentant pas de diffi-
cultés, et une comparaison des résullats avec I'expérience n’élant

pas encore possible actuellement.

ANNONCE DU MEMOIRE PRECEDENT
Publiée par Riemann dans les Gottinger Naclrichten, n® 195 1859.

Cette étude n’a point la prétention de fournir a la recherche
expérimentale des résultats utiles; I'auteur désive seulement qu’on
la considére comme une contribution  la théorie des équations
aux dérivées partielles non linéaires. De méme que les méthodes
les plus fécondes pour Iintégration des équations linéaires aux
dérivées particlles n’ont pas €1é Lrouvées en développant Iidée
générale du probléme, mais ont tiré leur origine de P’étude de
questions de Physique particulicres, la théorie des équalions non
linéaives aux dérivées partielles parait surtout devoir obtenir ses
progees du traitement approfondi de problémes de Physique spé-
ciaux et d'une considération atlentive de toutes les condilions
accessoires de ces problemes; et, en effet, la solution de la ques-
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tion toute spéciale qui forme le sujet de ce Mémoire a exigé de
nouvelles méthodes et des conceplions ori

ginales, et nous a con-
duits & des résultats qui joueront probablement un réle dans des
questions plus générales.

La solution compléte de ce probleme permettrait de décider
d’une maniére plus préecise les queslions agitées avec vivacilé, il y
aquelque temps, entre les mathématiciens anglais Challis Airy et
Stokes (1), autant du moins que Stokes ne les a pas déja éclair-
cies (), ¢t de juger plus complétement le différend qui s’est élevé
sur une question relative au méme sujet dans la Société Impériale
et Royale des Sciences de Vienne, entre MM. Petzval, Doppler
et A. von Ettinghausen (7).

La seule loi empirique qu’il était nécessaire de supposer, en
dehors des lois générales du mouvement, est la loi d’apres laquelle
rarie la pression d’un gaz avec sa densité quand il ne gagne ni ne
perd de chaleur. L'hypothése déja faite par Poisson, mais repo-
sant alors sur une base fort peu solide, que la pression pour une
densité p est proportionnelle & of, & étant le rapport de la chaleur
spécifique a pression constante & la chaleur specifique a volume
constant, peul maintenant s’établic a l'aide des expériences de
Regnault et d’un principe de la Théorie mécanique de la chaleur.
Il a paru nécessaire de mettre cetie démonstration de la loi de
Poisson dans I'Introduction; car elle parait encore peu connue.
On trouve ainsi pour /£ la valeur 1,4ro1 tandis que la vitesse
du son 4 0° C, et dans lair sec serait, d’apres les expériences de

3302 37 S
—l—,,"— et fournirait pour 4 la

Martins et A. Bravais (), égale a
valeur 1,4095.

Bien que la comparaison avec Pexpérience ‘des résultats de nos
recherches, exécutée par I'observation, présente de grandes diffi-
cullés et soit a peine praticable actuellement, nous nous permel-
tons d’exposer ici ces résullats autant que cela est possible sans
prolixité.

Le Mémoire ne traite le mouvement de I'air ou d'un gaz que

Phil. mag., vol. XXXII, XXXIV et XXXV.
Phil. mag., vol. XXXIIL. p. 34g.

Sitzungsberichte der K.
Ann. de Chim. et de Phys., :

d.W.,vom 15 janv., 21 mai et 1°* juin 1852,
ér., t. XIII, p. 5.
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pour le cas oli, au commencement et, par conséquent, aussi dans
la suite, la direction du miouvement est partout la méme, et ol
Ja pression et la densilé restent constantes dans tout plan perpen-
diculaire & cette direction. Pour le cas ot la perturbation initiale
d’c’quvilibre est limitée 4 une étendue finie, et o, comme on le
suppose habituellement, les différences de pression 'sonL des
fractions infiniment petites de la pression totale, on sait que de
la région ébranlée partent deus ondes, dans chacune desquelles la
itesse est une fonction déterminée de la densité et que ces deux

- : - 7 :

ondes cheminent en sens contraire avec la vitesse \/:f (p), con

stante dans cette hypothése[o( ) estla pression pourla densité p

et o'(a) la dérivée de o(2)]. Il se passe aussi quelque chose de
7 Af )

vit

tout 4 fait analogue quand les différences de pression sont finies.
La région ol I'équilibre a été troublé se décompose de méme,
aprés un espace de temps fini, en deux ondes se propageant en
sens contraires. Dans celles-ci la vitesse, mesurée dans le sens de

la propagation,,est une fonction déLerminée,J\//?'(p)dlogla, de
la densité; la constante d’intégration pouvant étre différente dan?‘
les deux ondes. Mais dans chacune d'elles, prises séparément, a
la méme valeur de la densité correspond toujours la méme valeur
de la vitesse, & une plus grande valeur de la densité une valeur al-
gébrique plus grande de la vitesse. Les deux valeurs correspons
dantes se déplacent avec une vilesse constante. Leur vitesse com-
mune relative aux molécules du gaz est /o' (), lear vitesse absolue
s'oblient en ajoutant & cette quantité la vitesse des mc:léculcs Raz
zeuses, mesurée dans le sens de la |)1‘01)agalio|1. Sous 1 h?'pol_,hese,
toujours réalisée dans la nature, c[ue‘%:’(p) n‘cst. pa's decrt).lsseinf.
pour p croissant, les plus grandes densités s‘onl,'umm(’:cs d‘c V.ltesz-.é
plus grandes. 11 s’ensuit que les ondes dilatées, c’est-a-dire les
parties de Ponde olr la densité croit dans le sens de la propaga-
tion, croissent en amplitude proportionnellement au temps, les
Ondés condensées diminuent de largeur et se transforment né-
cessairement en condensations brusques. Les lois applicables
avant la séparation des deux ondes, ou convenanl uneA pertur-
bation d’équilibre s’¢étendant a tout I'espace, ne pcuventv étre dorf-
nées ici, a canse de la complication des formules qu elles exi-

geralent.
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Au point de vue de 'Acoustique, la recherche présente fait con-
naitre ce résultat que, dans le cas ou les différences de pres-
sion ne peuvent pas élre considérées comme infiniment petites,
il se produit un changement dans la forme des ondes sonores,
et, par conséquent, dans le son, pendant la propagation. Une vé-
rification expérimentale de ce résultat parvatt fort difficile, malgré
les progrés qu'Helmholtz a fait faire récemment a Panalyse du
son; car, aux pelites distances, le changement de son n’est pas
sensible, et aux grands éloignements il sera difficile de séparer
les causes variées qui peuvent modifier le son. 1l ne faut pas son-
ger 4 une application A la Météorologie, car les mouvements de
lair, éludiés dans notre Mémoire, appartiennent & ceux qui se
propagent avec la vitesse du son, tandis qu’au contraire les cou-

_rants atmosphériques ont, selon toute apparence, une vitesse
beaucoup moins grande.

— e

SUR

I'EVANOUISSEMENT DES FONCTIONS THETA.

OFEupres mathématiques de Riemann, 2* édition, page 212,

Laseconde Partic de mon Mémoire sur la Théorie des fonc-
tions abéliennes, parue dans le Journal de Crelle, contient la
démonstration d’un théoréme sur l'évanouissement des fonclions
théta, sur laquelle je me propose de revenir, en supposant connues
les méthodes employées dans ce Mémoire. Ce qui suit ici n’est
qu'une courte exposition des applications de ce théoréme, qui,
dans notre méthode fondée sur la détermination des fonctions a
I'aide de leurs discontinuités et de leurs infinis, doit, comme cela
se reconnait aisément, étre le principe de base de la théorie des
fonctions abéliennes. Quant au théoréme lui-méme, et a sa dé-
monstration, I'on n'y avait pas rendu compte de celle circon-
stance que la fonction théta peut s’évanouir idertiquement par
la substitution des intégrales de fonctions algébriques d’une va-
riable, ¢’est-a-dire pour chaque valeur de ces variables. Remplir
cette lacune est le but de "opuscule suivant ().

Dans les recherches ot I'on emploie la veprésentation des fonc-
tions I & nombre indéterminé de variables, le besoin se fait sentir
d’une abréviation d’écriture pour une suite telle que

iy P25 --0n Yy

Pexpression de ¢, se compliquant de v.

(') Pour le théoréme et sa démonstration, voir § XXIII et suivants du Mémoire
Sur les Fonctions abéliennes. — (L. L.)
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L’on pourrait imaginer un symbole tout analogue aux signes
somme et produit, mais une telle notation serait encombrante et
incommode a imprimer clairement sous le signe fonctionnel.

Je préfere désigner

Yay Poy sy P

(Fe)

Sy o005, #5)

par

et, par conséquent,

par

n

?J(i}(uv)\).

wn

I,

Lorsque dans la fonction J (¢4, ¢a, ..., ¢,) au lieu des p va-
viables ¢ 'on introduit les p intégrales w, — ey, s — ea, ...,
up —ep de fonctions algébriques de s, rvamifiées comme Dest
la surface T, on obtient alors une fonction de s qui varie d'une
maniére continue sur toute la surface T, sauf en les lignes &, et
qui, lors du passage du bord négatif au bord positif de la ligne b,,
est multipliée par le facteur

—ut—u e,
e iy X

Ainsi qu'il a é1é démontré au § XXII (foc. cit.), cette fonction,
lorsqu’elle ne s’évanouit pas pour toutes les valeurs de z, est infi-
niment pelite seulement en p points de la surface T et du pre-
mier ordre. Ces points ont été désignés par 7, 7, .. ., fip et la
valeur de la fonction uy au point 7y, Pétait par «ff. On a oblenu
alors pour les 2p systémes de modules (modules de périodicité)
de la fonction 7, la congruence

/l P P \
i 1 A = 2 2
(1) (enp€3y o0 vpep)= Z‘ocfllh-g—lx,, Za{}“—kl\:, Eorn Za;{”—i—kp 5
N7, 1 1

ot les grandeurs K dépendent des constantes additives, arbitraires
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encore pour U'instant, dans les fonctions «, mais ne dépendent ni
des grandeurs e ni des points 7.
Si Pon poursuit le calcul indiqué (loc. cit.) 'on trouve
w=p

- Q0 ot e . T
(2 2K, :2‘ = [(u.; -+ lt.,)llllv'—S-,ﬁL—\ Wy
0

o/

Dans cette expression lintégrale [(113’4— uy ) duy, doit éire

prise dans le sens positif le long de by, et dans la somme l'on
doit faire prendre & v/ toutes les valeurs entiéres de 1 jusqu’a p,
a I'exception de v; &, ==t1, sclon que U'extrémité de /, rejoint
le bord positif ou le bord négatif de a,, et &, ===1, selon que
cette méme extrémité rejoint le bord positif ou le bord négatif
de b,.

La détermination des signes est, d’ailleurs, seulement néces-
saire lorsque les grandeurs e doivent étre déterminées compléte-
ment, d’aprés les équations données an § XXII, & 'aide des dis-
continuités de logZ. La congruence précédeante (1) reste exacte,
quelque signe que 'on puisse choisir.

Nous nous en tiendrons d’abord & I'hypothése, faite pour sim-
plifierles choses, que les constantes additives dans les fonctions «
sont déterminées de telle sorte que les grandeurs K solent toutes
égalés & zéro. Pour lever cette restriction hypothétique et en d¢-
barra
suffirait seulement d'ajouter partout — K, —

ser les résultats quon obtiendrait alors, il est évident qu'il

5 s =3
aux arguments dans la fonction 3.
Par conséquent, lorsque la fonction

Tty —ey, Us—Csy ooy Up—e

s'évanouit pour les p points W1y Biay, - ey Np eLiTlE S ARG UL pas
identiquement pour chagque valeur de =, 'on a

[ p P P
Sy Wl
— o) 114 1),
(ery €3, oy €p)= by at, E af, ) )
1 1 1

Ce théoréme a lieu pour des valeurs absolument quelconques
des grandeurs e, et en faisant coincider le point (s, z) avec le
o} 2 I 3
R. v
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point 7, nous avons conclu que

/o =1 pi=1 p—1

- R i &Y ) LN

(T Y, T |
S 1 1

¢'est-a-dire, puisque la fonction F est paire, i

p—1 p—1 p—1 N
apd, Yo, .. i e
PN e Sl ’Eal' i )
1 2 1 /

quels que soient les points 4, o, « .oy Ap_y-

§ IL. :

La démonstration de cette proposition demande néanmoins a
&lre complétée, i cause de ce fait que la fonction

F(ur—er, Ur— €2, ..oy Up—€p) p

peul s’évanouir identiquement (ce qui a lieu, en effet, pour
certaines valeurs des grandeurs ¢) dans chaque systéme de fonc-
tions algébriques & mémes ramifications.

Eu égard a cette circonstance, I'on doit se contenter d’abord
de faive voir que le théoréme reste exact lorsque les points 7 va-
rient de position, indépendamment les uns des autres, entre des
limites finies. :

L’on conclut alors I'exactitude générale du théoréme d’aprés
ce principe qu'une fonction d'une grandeur complexe ne peut
s’annuler 4 intérieur d'un domaine fini 4 moins qu’elle ne soit
partout égale a zéro. :

Lorsque z est donné, les grandeurs ey, ey, . .., e, peuvent éire
choisies telles que

S
T(uy—ey, ur—ea, ..., Up—ep)

ne s’évanouisse pas; en effet, s'il en était autrement, il faudrait {3y

que la fonction F(vy, sy + 11y 0p) s'évanouisse pour toutes les
valeurs des grandeurs ¢ et, par suite, il faudrait que tous les coefl-
ficients soient nuls dans le développement suivant les puissances
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o

entiéres de ey, e, ..., e*p, ce qui n'est pas le cas. Les gran-
deurs ¢ peuvent donc varier indépendamment entre elles & 1'in-
térieur de domaines de grandeurs finis sans que la fonction

=
g

(g — e, uy— e, feay Up—ep)

s’évanouisse pour ceite valeur de z. Ou bien, en d’autres termes -
on peut toujours assigner un domaine de grandeurs Ed 2p dimen-
sions, 4 Uintérieur duquel le systéme de grandeurs e peut éire
mobile sans que la fonction

T(uy— ey, us— e, ceey Up—ep)

s'évanouisse pour cette valeur de z. Cette fonction sera donc infi-
niment petite du premier ordre seulement pour p positions de
(s, 2), et si lon désigne ces points Par My, Ma, <., np, ona

P

P P,
) Ul ) Al o
(1) (‘?hé’ve:-n:ﬂp)i(z‘ aiit), Z&;P", NG La;)f"“
i 1 1

A chaque mode de détermination du systéme des grandeurs ¢ 4
I'intérieur de E, ¢’est-a-dire a chaque pointde E, correspond alors
un mode unique de détermination des points 7 et 'ensemble de ces
déterminations forme un domaine de grandeurs H correspondant
au domaine de grandeurs E. Or, en vertu de I'équation (1), a
chaque point de H correspond aussi un point unique de E. Par
conséquent, si H avait seulement 2p — 1, ou un nombre moindre
de dimensions, E ne pourrait avoir 2.p dimensions; par suite, H a
bien op dimensions.

Les raisonnements sur lesquels se base notre théoreme restent
dong applicables, pour des positions quelconques des points 7, a
intérieur de domaines finis, et Péquation

p=r p—1 \

i/ 7
Lo e AP ({7 1
.J( Y ap, Yo o) ) =o
1 1 1 /

N

a done lien pour des positions quelconques des points ¢, a, ...,
Np_1y & Pintérienr de domaines finis, et, par suite, a licu d'une

maniére générale.
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§ IIL

11 s’ensuit que on peut toujours écrire que le systéme de gran-
deurs (e, ey, - - -, €p) est congru, et cela d’une maniére unique, &

on de la forme

7 AP
Y af”‘)
g \=

\

une expre:

N 1 /

P b - i :
lorsque S <v (tey— a,)) ne s'évanouil pas pour chaque valeur de z;
1
en effet, siles points 7y, 74, -+, 7p pouvaient étre déterminés de

plusicurs maniéres, de telle sorte que la congruence

(Vien) = (,1 (\21‘ o ) )

fat satisfaite, alors, d’aprés le théoréme qui vient d'étre démontré,

la fonclion

n 3
& <‘z ( 1y — c.,))
1
s'éyanouirait pour plus de p points sans étre identiquement nulle,
ce qui est impossible.

» g R x . s
Lorsque :’J(v(u., — 8-,)) s'évanouil identiquement, I'on doit,
1

= 22 iy ELAY Sy
afin d’obtenir <v (ev)> sous la forme précédente, considérer la
1
fonction

R
=} (v (y + a2l —ult) — e,,)),
1

et lorsque cette fonction s'évanouit identiquement pour toute
valeur z, &;, z,, 'on doit considérer celle-ci :

2

2

fr ; 3
(4 (g4} af —Z ulf) — ey \

: - .

7.
/
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Nous supposerons donc que

" m—1
P
= N pa—u)
=1 B =

; N ulr—w_ g
i Y i

\ 1

s’évanouil identiquement, mais que

m-1 m N
£ .
Sl (pH2—) A% (p—{)
T v ; oy — u, —del
! ( P v ‘ v ey
\ 1 /
\

1 i
| ne s’évanouit pas identiquement.

Cette derniére fonction, considérée comme fonction de 4,
s'évanoull pour £, 4, €, 5, ...y 5 m el, par conséquent, en
outre, s’évanouit encore pour p — m autres points ; désignons ces

derniers par 1, Ny +.., Np_m, 'O0 aura

/’, 7 P N ‘p pp—m N\
(3(- 2 zz,wﬂ)) :<(Z[>)
VN pme ) i i

et, pour qu’ils satisfassent a la congruence, ces points ne peuvent
étre déterminés que d’une maniére unique, sinon la fonction s’é-
vanouirait pour plus de p points. La méme fonclion, considérée
comme fonction de z,_;, s’évanouit, en sus des points

Tp+1y «'Q[z, caey Np—m41y
encore pourp — m — 1 autres points et, si I'on désigne ces der-

niers par
iy B2y eeey Epon—iy

p—2 [ p—mi—1 2
P TRl P :
Y (— }_‘ ulf — ey =y Z “«}L)) 3

1

I'on aura

et les points ¢y, €2y ..., £, pm_y seront complétement déterminés
par celle congruence.

Par conséquent, sous 'hypothése faite en (1), alin de satisfaire
aux congruences

7

(2) (’: ([a\,)) = (:4 (}I: af}“‘)\)
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et '
Fn=a i
() (S=e) = ff(}jur}“)),
\ 1 Sy

m d’entre les points 4 et me — 1 d’entre les points ¢ peuvent étre
choisis arbitraivement; mais, parcela méme, les points restants sont
déterminés. Il est évident aussi que la réciproque de ces propo-
sitions est également exacte, ¢'est-d-dire que la fonction s'éva-
nouit lorsque I'une de ces conditions est remplie. Par consé-
quent, lorsque la congruence (2) peut étre satisfaite de plus d’une
maniére, la congruence (3) peut aussi étre salisfaite, et lorsque,
parmi les points 1, m d’entre cux, mais non davantage, ﬁeuvent
8tre choisis arbitrairement, il en sera de méme des points ¢ au
nombre de m—1, et les points reslants sont, par cela méme,
déterminés, et réciproquement,

On reconnait d’une maniére toute pareille que, lorsque

¢ e)=(H(Z))
(em)=(1(Zw))
3 \ 1 7

admettent toujours des solutions; et aussi hien parmi les points 7
que parmi les points ¢, 7 d’entre eux peuvent éire choisis arbi-
trairement, et, par cela méme, les autres p — 1 — m points ves-
lants sont déterminés lorsque

/p ; m \
o Y () ()
(H (DB

S 1 1 AL

est identiquement nulle,

P g1 m+1 \
] v ( 2 ulf — E alltl r,,) )
1

N 1 4
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par contre ne l'étant pas, le cas m = o n’étant pas exclus, Ce
théoreme également admet une réciproque exacte. )

Par conséquent, lorsque parmi les points 7, m d’entre eux, et
pas davantage, peuvent étre choisis arbitrairement, I'hypothese
dont il s'agit est remplie, et, par suite, parmi les points &, m
d’entre eux, et pas davantage, pourront dire également choisis
arbitrairement. ¥

§ IV.

Désignons les dérivées premitres de

(1) T(01, 74, o 5 O
prises par rapport a ¢y par Jy, les dérivées secondes par rapport
a ¢y et vy par T, . ... ctainsi de suite; alors, lorsque

& e
= (‘/ (2l — ol 1'V>
1
\

s’évanouit identiquement pour chaque valeur de 3, et ¢, toutes les

o . £ AR 7 0 :
fonctions 3 (v ( r‘,)> sont égales a zéro. En cffet, I'équation
\ 1

7 : \
o <-; (uft) —aft) rv)) =0,
1

quand s, et =, différent infiniment peu de ¢, et ¢, se transforme
en I'équation
»

R
. ? '%P‘ (v (ry )) 4!0{{,_“ =0,
1
1 {

Supposons que l'on ait

ou(s =) d
= oF
ds

duy, =

alors cette expression, aprés sappression du facteur
dZ,
OF (a1, 41)

day
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se transforme en

P
N P
2 -%y ('}’ U'v)) Pulo1, tG)=o,

1

et, comme entre les fonctions 4 aucune équation linéaire & coef-
ficients constants n'a lien, il s’ensuil que toutes les dérivées pre-
miéres de J(¢y, ¢s; -« ., ¢p) doivent s’évanouir pour

b
viloy = 1% )
1

Pour démontrer la réciproque da théoréme supposons que

et v (c'., =

P
v (py=
1

soient deux systémes de valeurs pour lesquels la fonction T s'éva-

nouisse sans qu’elle s’évanouisse identiquement pour

P :
v (oy= il — alt 1),
1

P
v (vy = wfd — a7y ) et
1

et formons alors expression
i S - o
Ji <u (wlV) — ol + J'.,)) .7‘( ;/ (ot — ult) 7-.,))
\

() - : <

Dt s e )

=] ‘ll(u,v —a,,f—‘—l»,)). \lA(a:v-——u,.J +r,))
\

Considérons cetle expression comme fonction de z; 1'on re-
connait que c’est une fonction algébrique de 5, ct cela, fonction
rationnelle de sy et z,, puisque le dénominateur et le numérateur
sont continus sur (la surface) T” et acquitrent les mémes fac-
teurs 4 la traversée des sections Lransverses.

Pour z; =, et s, =a, le dénominaleur et le numérateur de-
viennenl infiniment petits du second ordre, de sorte que la fone-
tion reste finie; mais, quant aux autres valeurs, pour lesquelles le
dénominateur ou le numérateur s’évanouissent, elles sont, comme
il a été précédemment démontré, complétement déterminées par
les valeurs des

randeurs 7 et des grandeurs ¢ et, par conséquent,
sont tout & fait indépendantes de Maintenant, puisqu’une

fonction algébrique est déterminée, abstraction faite d’un facteur

SUR L'EVANOUISSEMENT DES FONCTIONS. THETA. 2]7‘

constant, par les valeurs pour lesquelles elle devient nulle et in-
finie, lexpression considérée est égale i une fonclion rationnelle
de sy et =y, 7.(s1, 51), indépendante de & et multipliée par une
constante, ¢’est-d-dire une grandeur indépendante de 5. Comme
I'expression esL symétrique relativement aux systémes de gran-
deurs (s, 1) et (a1, &), cette constante est égale & y (o1, &i)
multiplié par une grandeur A, indépendante aussi de €. Si Llon

pose alors o
VA5, 8)=p(s5,5)

on obtient, pour notre expression (2), la valeur
(3) plsi 51) plon L),

ol p(s, =) esl une fonction rationnelle de s et de z.
Pourla déterminer, il suffit de faire tendre , vers z, et oy vers sy.
On obtient ainsi

( Z%@,(v(lv)) zlu‘“:2

( lg‘%il,(v () )du‘ s

ou, en estrayant la racine carrée et supprimant le facteur

[p(s1, =) =

(4) p(s15 51) ===

=

ch (V{]V)Qp.(_shsl)
p7 = e eeenay
‘)_"‘3';( (/v))“u(ﬂy*l)
1

Eun vertu de cette équation, on tire de (3) et de (4) la sui-
vante,

i

W

; o e
(\;(u,-', — ) - ,.V)> 5<\,(a1‘ = +],v)>
3(‘*(;1“) it - ly))" (v (2l — ”—I-'lv))

5 2 (b)) suton 20 ES ($ ) eutento

D'U (" (t~/)> ‘3{1(5!: 31) "'QL (‘(1’, (W)) ‘?:J.(‘fl» 1)
1

:MW.:
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Il s’ensuit de cette équation que

o (v Ol iy Iu,))

doit, pour loute valeur de z, et i, ewe égal A zéro, lorsquo les
dérivées premiéres de la fonction S vp) s’éyanouis-
sent toules pour

:
V(o =),

§ V.
Lorsque
som m \
(1) ?( ( S‘ o — ¥ M 1'.,) )
dwead
\ ! 2

s'évanouit idenLir[nement cest-d-dive pour chaque valeur de
u.( ouy Cu) el de u. (45 5p), Pon reconnmait, ainsi qu'il a été indi-

qué lneccdemmenl,, en faisant tendre &, vers z,, et Tin, VELS Spyy
d’abord que les dérivées premiéres de la fonction & T4 Payaney Op)
s'évanouissent toutes pour

m——l m—1
7

7
Y 1',,; Z ) ﬁl.,),
1

7/

ensuite, lorsque Pon fait tendrc G — B BE Ty Sm_y vers

zéro, que pour
/ m—2 m—2 \

P
yori et () ()
vl vy= E o — N g
1 ( v v V. v
1 /

\. 1

toutes les dérivées secondes s'évanouissent également; et 1'on re-
connail encore, évidemment, que les du’lvccs d’ordre 2 s’éva-
nouissent toutes pour

nm—n

v m—n X
r O
T SR
1 ;

\ g 1 Vs

quelles que soient les valeurs des grandeurs s et des grandeurs .
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L on en conclut, sous Uhypothése (1) du paragraphe actuel, que
pour v (¢y=ry) toutes les dérivées de la fonction Si(ouy sy Pp)h
depuils les premiéres jusqu’aux mi*®, sont égales a '/.ém:
Pour montrer que la réciproque de. ce théoréme est également
vraie, démontrons d'abord que, lorsque

i m—1 m—1
)
S(C ( F alf — \! u“”—kl ))
1
1

X )
< o ;
s'évanouit identiquement ct que les grandeurs 5™ <: (1.,)) sonl

toutes nulles,

n
I C <> ol — y ult />
1

doit aussi s’évanouir identiquement, et dans ce but généralisons
I'équation (5) du § IV.
A cet effet, nous supposerons que

m—1 N

m—1
n
o} ( T —Tei-n) )
1
S 1 e

s'évanouit idenliquement, mais que
i ;om

ul
P -
L\

1

S

ne s'évanouit pas identiquement; nous conserverons, 1'elauvcmer.|l.
aux grandeurs ¢, Uhypothése faite précédemment, et nous consi-
dérerons 'expression

I v n |
V z A Z ‘*’»Hv) 3(\, (Z at}u!HZui,ua_;.rJ (

\’ L & %

/ s

’ S
=< H 3(;/ (uf,”’—u-'v"“—)-fv)) 3 <l‘

0. p'

(= '+ 1))

(2)

m

1) 5 (=g )3 (et 1)

. i fp 3 S e
Dans celle expression, sous les signes produit, 'on doit donne
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4 p, comme & o', toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a m, mais aua
dénominateur les cas oit p = o' doivent étre exclus.

Si nous considérons cette expression comme fonction de z,
nous voyons que, relativement aux sections transverses, clle est
affectée du facteur 1, et que, par conséquent, elle est fonction

algébrique de z,. Pour 5, =, et 5, =5, le dénominateur et le

numérateur deviennent infiniment petits du second ordrve, et la
fraction reste par conséquent finie; quant aux grandeurs restantes
pour lesquelles le dénominateur et le numérateur s’évanouissent,
ces grandeurs, comme il a été démontré précédemment au § 111,

n
sont complétement déterminées & I'aide des grandeurs u (s, Zu)y
el

des grandeurs ¢ et des grandeurs ¢, et sont, par suite, compléte-
ment indépendantes des grandeurs {. Maintenant, comme 'ex-
pression est une fonction symétrique des grandeurs z, elle jouit
¢galement des précédentes propriétés pour chaqu 2 5, quelconque;
c’est une fonction algébrique de sy, et les valeurs de cette gran-
deur zy, pour lesquelles clle devient infiniment grande ou infini-
ment petite, sont indépendantes des grandeurs . Elle est doné
égale a une fonction algébrique A (Bis Bay « oy &m) des gran-
deurs z, indépendante des grandeurs £, multiplice parun facteur
indépendant des grandeurs . Mais puisqu'elle reste invariable
lorsque I’on échange les grandeurs z et les grandeurs ¢, ce facteur
st égal a UG e e R multiplié par une constante A indé-

pendante des grandeurs 5 et des grandeurs {; et nous pouvons

ainsi, en posant

\/K YAGTTR

3 Bm) =U(51; By oey S ),

mellre notre expression (2) sous la forme
V(&1 Ba5 w- vy Bm) L By s Cnil)s
ot § (21, 3, ..., 5n) est une fonction algébrique des grandeurs z,
indépendante des grandeurs ¢, fonction qui, par suite de son mode
de ramification, doit étre exprimable rationnellement en IJ (S10y 5 )
Maintenant, si I'on fait coincider les points 7 avec les points &,

en sorte que les grandeurs ¢ Cu— 5y et les grandeurs gy — 8y de-

viennent toutes infiniment petites, 'on obtient, en désignant les

6y

SUR L'EVANOUISSEMENT DES FONCTIONS THETA. 221
: p 7
dérivées de S (v, 2y - . - ¢p) comme précédemment (r), § IV,

mn

»

SN Y gs(2 g
DS T (0 (7p) )du\“ dul?)....du
e

(4) (s, % vy Sm) =E = v=p mL

TLTT = (foo) ot

=t v=1

o les sommations au numérateur sont relatives a vy, va, -« .y Y
Il est & peine nécessaire de remarquer, el que le choix du signe
est indifférent puisqu’il n'a aucune influence sur la valeur de
U(z1, 5oy -1 Em) (G 2 ey Cm), et que Pon peut .mlrodmre
simultanément au numérateur et au dénominateur, aux lieu et place
des grandeurs dul, dul’, ..., du}’, les grandeurs o, (sy, 54),
@a(Sir Fu)r -+ o0 o (S z,) qui lenr sont proportionnelles.

De I'équation que U'on peut déduire de (2), (3) et (4) et qui
cacte pour le cas ot

est démontrée

77 m—1 m—1 A
(7 () N ) 2
.JK\:< 2‘ u.}‘—z a4y

1 1 4

est égal & zéro et ou

n \

2 e N
5 -
i (Y (E ufl— 3+ ’"’) )
- /

1 Ny

est différent de zéro, 'on conclut que

A ) m A
e RUITH) (1) -
g (*I/ ()_‘ il oy =1y

N 1 g

: = B
ne peut étre diflérent de zéro, lorsque les fonctions i) (l/ (1 v))
sont toules nulles.
p
Par conséquent, lorsque les fonctions : Zimt1) (v(r‘v)) sont toutes
1

égales A zéro, de l'exactitude de I'équation

r
& y (e
1

hS

w

Vz ’—‘—1‘,) =)
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pour iz =m, résulte son exactitude pour 7= m |- 1. Si Péqua-

: S s SRR
tion est donc exacte pour 7 =0, c’est-a-dire si 3<v (rvﬂ =0, ét
1 7/
5 . P
o dérivéd e S . . .
si les dérivées de la fonction & (1/ (\(-\,)), depuis les premiéres jus-

1 = imes 7/ i i
quaux m'*™M, s'évanouissenl toules pour v (¢, =r,), cela au con-
1

traire n'ayant plus lieu pour toutes les (7 1)iemes dérivées, alors
Péquation est exacte aussi pour toutes les valeurs plus grandes
de 7, jusqu’a .= m, mais ne lest plus pour n=m -1 ; en effer,
dans ce dernier cas, si 'on avait

//’ 1 m-1 s \
i 1] Yl :
SHOES ﬂ.,))::.),

1 1 b

N
il fandrait, comme nous 'avons déja trouvé, que toutes les gran-

»
o S 4 3 =
deurs J(mt1) <v (1'._,)) s’évanouissent.

1

§ VI

Réunissons ce qui vient d’étre démoniré aux proposilions pré-
cédentes, nous obtiendrons alors le résultat suivant :

SUGr e, 7p) =0, 'on peut délerminer (p — 1) points
Ny N2y - - oy Np_i, tels que

p=1 p=l \

w1 N L (.
Tt Jap,

1 1

(7179, ..

et réciproguement.
Lorsque, outre la fonction S(p,, v,

‘ - ¥p), ses dérivées éga-
lement, depuis les premiéres Jusqulaux mi*™es song toutes nulles
pour :

Vg =Ty, Va =7y, ceny Op = Tp,

cela au contraire n’ayant plus lieu pour toutes les (m - 1)emeed g
rivées, alors 72 d’entre ces points 7 peuvent étre choisis arbitrai-
rem ; 5 gr eurs 7 épr

ent, sans que les grandeurs 7 éprouvent de variation, et les
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J»— 1 — m poinls restants sont par cela méme complétement dé-

terminés.

Et réciproquement :

Lorsque parnﬁi les poinls 7, m, et pas davantage, peuvent étre
choisis arbitrairement sans que les grandeurs 7 éprouvent de va-
riation, alors, outre la fonction Z(ey, 0o, ..., 0p), ses dérivées
également, depuis les premiéres jusqu’aux m'®*, sont toutes
nulles pour

pe=="ig 9 =79, oy Vp = Fps
mais les dérivés (m—1)"¢ au contraire ne sont pas toutes nulles.

L'étude compléte de tous les cas particuliers, qui peuvent se
présenter lors de I’évanouissement d’une fonction 3, était néces-
saire, bien moins par rapport aux systémes particuliers de fonc-
tions algébriques a mémes ramifications, pour lesquels ces cas
se présentent, qu’a cause surtout du fait suivant : Sans celte étude
il y aurait des lacunes dans la démonstration des propositions
basées sur notre théoréme relatif & I’évanouissement d’une fonc-
tion théta.
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SUR

LA POSSIBILITE DE REPRESENTER UNE FONCTION

PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE,

Memoires de la Socicte¢ Royale des Sciences de Gittingue, t. XIIIL ('),
OFuvres de Riemann, 2° édit., p. 230.

(Traduction publiée dans le Bulletin des Sciences mathém. et astron., tome V;
juillet 1873.)

Le présent travail sur les séries trigonométriques se compose
de deux Parties essentiellement distinctes. La premiére contient
une histoire des recherches et des opinions des géométres sur les
fonctions arbitraires données graphiquement, et sur la possibilité

(') Ce Mémoire a éLé présenté par Pauteur, en 1854, & la Faculté de Philosophie
pour son habilitation a PUniversité de Gottingue, Bien que l'auntenr ne semble
pas Uavoir destiné & la publicité, cependant I'impression de ce travail sans aucun
changement de forme paraitra suffissamment justifiée tant par l'intérét considé-
rable qui s'attache au sujet, que par la maniére dont y sont traités les principes
les plus importants de PAnalyse infinitésimale.

Brunswick, juillet 1867, R. DEDERIND.
R. 15
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de les représenter par des séries trigonométriques. Le rapproche-
ment de ces résultats m’a permis de mettre & profit quelques in-
dications de l'illustre géométre (') & qui Pon doit le premier
travail sur cet objet. Dans la seconde, je soumets la représentation

d’une fonction par une série trigonométrique & un examen qui

embrasse des cas qui n’ont pas encore €ié traités jusquiici. Il a
été nécessaire de faire précéder cette étude d’une courte Note sur
la notion d’intégrale définie, et sur Tétendue dans laquelle cette
notion est applicable.

Histoire des recherches relatives a la représentation par une série
trigonométrique d’une fonction donnée arbitrairement. :

I.

o

Les séries trigonoméiriques, ainsi appelées par Fourier, c’est-
a-dire les séries de la forme

ay $in -+ as sinaz -+ ay sin 32 +

~+ 5 bo - by cos® + by cosax 4 by cos3z ...
Fl 3 ]

Jjouent un réle considérable dans la partic des Mathématiques ou
Pon rencontre des fonctions entitrement arbitraires; on est méme
fondé a dire que les progres les plus essentiels de cette partie des
Mathématiques, si importante pour la Physique, ont été subor-
donnés & la connaissance plus exacte de la nature de ces séries.
Dés les premiéres recherches mathématiques qui ont conduit a
la considération des fonctions arbitraires, s'est posée la question
de savoir si une fonclion entiérement arbitraire pouvait se repré-
senter par une série de la forme ci-dessus.,

Cette question a pris naissance vers le milieu du sitcle précé-
dent, a Poccasion des recherches sur les cordes vibrantes, dont
s'occupaient alors les plus célébres géometres. 11 serait difficile
d’exposer leurs vues sur ce sujet sans entver dans les détails du
probléme. ;

(') Lejeune-Dirichlet.
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Sous certaines hypothéses, qui s’accordent de trés prés avee la
réalité, la forme d’une corde tendue, vibrant dans son plar} (en
désignant par z la distance d’un quelconque de ses poinis a son
extrémité initiale, et par y la distance, au bout du temps ¢, dfe ce
point & sa position d’¢équilibre), est, comme on sait, déterminée
par I'équation aux différentielles partielles

2 étant indépendant de ¢ et, dans le cas d’une corde d’épaisseur
uniforme, indépendant de .

D’Alembert est le premier qui ait donné une solution générale
de cette équation différentielle.

Il a montré (') que toute fonction de z et de ¢ qui, mise a la
place de y, rend cette équation identique, doit étre contenue dans
la formule

J(& 4+ at) 4+ o(z —at),
ainsi qu’on le voit cn introduisant comme variables indépendantes
2+ ot, z — ot a laplace de z, ¢, ce qui change

ady
1 02y /{ d(w + at)
TR =

Outre cette équation aux différentielles partielles, qui résulte
des lois générales du mouvement, il faut encore que y satisfasse a
la condition d’étre constamment = o aux points d’attache de la
corde; on a donc, en faisant ponr I'un de ces points 2 = o, pour
Vautre z =/,

flat) =—o(—at), [fll+xt)=—0(l—ut),
et, par suite,
f(5)=—9(—s)=—¢ll—(l+3)] =f(2l+3),
y=flat+a)— flat—wx).

Aprés avoir poussé jusque-la la solution générf.de du probléme,

d’Alembert s’occupe, dans une suite a son Mémoire (*), de I'équa-

(') Mémoires de I’ Académie de Berlin, p. 2143 1747,
(*) Tbid., p. 220.
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lion f(s) = f(21~+ 5), c’est-i-dire qu'il cherche des expressions
analyliques qui restent invariables lorsque 5 croit de /.

(est le mérite essentiel d’Euler, quia donné, dans le Volume
suivant des Mémoires de Berlin (1), une nouvelle exposition de
ces travaux de d’Alembert, d'avoir reconnu plus exactement la
nature des conditions auxquelles la fonction J(=) doit satisfaire,
Il remarqua que, d’aprés la nature du probléme, le mouvement
de la corde est complétement déterminé sil'on donne, pour un
instant quelconque, la forme de la corde et la vitesse de chaque

o 5 oy ol g P U 5 .
point (c est-a-dire y et W) » et il fit voir que, si 'on imagine que
ces deux fonctions soient définies par des courbes tracées arbi-
trairement, on peut toujours en déduire, par une simple construc-
tion géométrique, la fonction J(z) de d’Alembert. Supposons,
en effet, que I'on ait, pour £ = o,

r=s@) o L_nay,

il vient, pour les valeurs de = entre o et 7,

(@) —fl=2)=g@), [fl@)+f(—a)= lf/z(:r)(h',

et, par suite, on obtient la fonction J(=) entre — Zet £. Or de 1A
on déduit la valeur de cette fonction pour toute autre valeur de z,
au moyen de I'équation f(z) = f (2l z). Telle est, en notions
abstraites, mais actuellement bien connues, la détermination due
a Euler de la fonction f£(z).

Cependant d’Alembert protesta contre cette exlension donnée

i sa méthode par Euler (%), parce que sa méthode supposait né-
cessairement que y pit s'exprimer analytiquement en ¢ et en 2.

Avant qu’Euler edt fait connaitre sa réponse, parut un troi-
sieme travail sur ce sujet, tout différent des deux premiers et di
& Daniel Bernoulli (?). Déja, avant d’Alembert, Taylor avait vu

(') Mémoires de I’ Académie de Berlin, p. 6y; 1748.

(*) dbid., p. 358; 1750, « En effet, on ne peut, ce me semble, exprimer y ana-
» lytiquement d’une maniére plus générale quen le supposant une fonction de ¢
» et de z. Mais, dans cette supposition, on ne trouve la solution du probléme
» que pour les eas ou les différentes figures de la corde vibrante peuvent étre
» renfermées dans une seule et méme équation, »

(%) Lbid., p: 1475 1
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que l'on a :
S

ds? ay? 3

>

-1

=
5

A X SN \ - :
et que, en méme temps, j est toujours egﬂl 4 0 pour £z =0 ¢
pour z ={, si 'on pose

. T nwat
Y =sin —— C0s 7 ?

!

en prenant pour 2 un nombre entier. Il expliquait ain§i 1[? fa{t
physique qu'une corde, outre le son fondamc?tal qui lui est
propre, peut encore donner le son fondar‘nenlal d urte corde a}:anr,
une longueur égale 4 3, §, +, - .- dela sienne (et..d une constitu-
tion d’ailleurs identique), et il regardait sa so]ul.lo.n pn.rucuhére
comme une solution générale, croyant que la vibration de la
corde, si le nombre entier 22 était déterminé d’ap.rés ].a hauteur du
son, serait représenléc, au moins trés ap[)romn.latlvement3 par
cette équation. I'observation qu’u‘ne (Eom']e Pouvalt donner sm}u]‘—
tanément ses différents sons conduisit mamlen.ant Bern.oulh A
cette remarque, que la corde (suivant la théorie) pouvait aussi

.

vibrer conformément a 1’équation

) . nTE
2 Qn'SI0 — cos

et, comme cette équation donnait 'explication (_le toutes les mo-
difications observées du phénomene, il la COIILSldéral.'. comme la
plus générale (*). A l'appui de cette opinion, il étu'dxa lcs.w])ra—
Vions.d'an Al tendu, sans masse, chargé en certains pc?mts de
masses finies, et fit voir que ces vibrations pouvaie.nt toujours se
décomposer en un nombre, égal au nombre des points, de vibra-
tions dont chacune est de méme durée pour toutes les masses. '

Ces travaux de Bernoulli furent I'occasion d’un nouveau Me’-
moire d'Buler, imprimé immédiatement a leur suite, da-ns les /][e:
moires de I'Académie de DBerlin (). Euler y soutient (*), a
Pencontre de d’Alembert, que la fonction peut étre complétement
arbitraire avec les limites — [ et - [, et remarque (*) que la so-

) Loc. cit., p. 157, ﬁrL. XII1.
?) Année 1753, p. 196,
3. Loc. cit., p2rk.

(
(
( =
(") Loc. cit., art, III-X.
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lution de Bernoulli (qu'il avait déja prouvé n’éire qu’une solution
particuliére) serait générale dans le cas, et seulement dans le cas,
ot la série

24T
l

@y s = ¢y Sin

~+ by cos

T f
% +~"_4_5])U+bg(205

3

pourrait représenter, pour Pabscisse 2, Pordonnée d’une courbe
enli¢rement arbitraire entre o et /. Or personne, a cette époque,
n’avait mis en doute que toutes les transformations que I'on pou-
vait faire subir 4 une expression analytique, qu’elle fit finie ou
infinie, ne fussent légitimes pour toutes les valeurs des quantités
indélerminées, ou du moins que, si elles devenaient inapplicables,
ce ne fiit sculement que dans des cas tout & fait spéciaux. Il sem-
blait done impossible de représenter une courbe algébrique, ou
généralement une courbe analytique donnée non périodigue par
P'expression périodique ci-dessus, et Euler croyait, en consé-
quence, devoir décider la question contre Bernoulli.

Cependant le débat entre Euler et d’Alembert n’était pas en-
core terminé. Cela engagea un jeune géoméire, encore peu connu
alors, Lagrange, 4 tenter la résolution du probléme par une voie
toute nouvelle, par laquelle il arriva aux résultats d’Euler. Il en-
treprit (') de déterminer les vibrations d’un fil sans masse, chargé

* d’un nombre indéterminé et fini de masses égales et équidistantes,
ct il rechercha ensuite comment varient ces vibrations lorsque le
nombre des masses croita Pinfini. Mais, quelque habileté, quelque
richesse artifices analytiques qu’il et déployée dans la premiere
partie de cette étade, le passage du fini & I'infini laissait encore
beaucoup & dédsirer; si bien que d’Alembert, dans un éerit qu'il
placa en téte de ses Opuscules mathématiques, put continuer &
réclamer pour sa propre solution le mérite de la plus grande gé-
néralité. Les opinions des plus grands géométres de cette époque
continuérent donc & rester divisées sur ce sujet; car, dans leurs
travaux ultérieurs, chacun conserva, au fond, son point de vue.

Pour résumer finalement les maniéres de voir qu'ils ont déve-
loppées a P'occasion de ce probléme touchant les fonctions arbi-

(') Miscellanea Taurinensia, t. I. Recherches sur la nature et la propagation
du son,
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traires el la possibilité de les représenter par une série. Lrigono-
métrique, Euler avait, le prem.ier .mltrodu’ll, ct:s.fonctxons d:;n.s
I’Analyse, et, s’appuyant sur I'intuition géométrique, leur mlalt
appliqué le Calcul infinitésimal. Lagrange (') lint pour exacts les
résultats d'Euler (sa construction géoméirique de la ‘co'urb'c L
vibrations); mais il ne trouva pas s‘atisf:aisant 16’5 procédés gﬂeumc—
triques d’Euler pour traiter ces fonetions. D I;Uemb.ert (-2,[2111[
contraire, admettait la maniére dont Euler envisageait l(f. Calcu
différentiel, et se hornait a contester la justesse de ses re.sultats,
parce que, dans le cas des foncliops enu.ér?men.l, al’lI)lll:all‘CS, on
ne pouvait pas savoir si leurs quotients dlfferm?l,l_els o;uucnh con-
tinus. Pour ce qui estde la solution de Bernoulli, ils s HC(‘)OI‘daICl.lL
tous les trois a ne pas la considérer comme générale; mais, tandis
que d’Alembert (%), pour pouvoir déc'larer la solullon' de ‘}Ber—
noulli moins générale que la sienne, était foreé de soutenir quune
fonction analytique donnée, méme périodique,.ne peut pas Lm[x—
jours étre représentée par une série trigonomdétrique, Lagrange (*)

croyait pouvoir démontrer cette possibilité.

§ 1L

Prés de cinquante anndes s'étaient écoulées sans. que la ql'les—~
tion de la possibilité de la représentation analytique des fonclions
arbitraires fit aucun progrés essenticl, quand une Temargue de
Fourier vint jeter un nouveau jour sur celb ob‘]c.t. Une noml'elle
ére s’ouvrit pour le développement de f:cth partie des Mathéma-
liques, et s’annonca bientdt d'une maniére écla’lanlc': par de gm'n—‘
dioses développements de la Physique mathématique. Fourier

remarqua que, dans la série LI‘]gO!lOl]]etI‘l(lHC

J(2) = a; sine + agsinaz ...+ LBy -+ by cosz - by cos2x . . .,

(') Miscellanea Taurinensia, t. 1L, Pars matll:, P 18} o

(*) Opuscules mathématiques, t. I, 1761, p. 16, “,L '\Hn\k.
. (Y) Opuscules-mathématiques, t. 1. p. 42, art. XXIV. e
(") Miscellanea Taurinensia, t. I, Pars math., p. 221, art. XXV.
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les coefficients se déterminent par les formules

Y=

ff(x)sinﬂ:cdx, b,,:’!t/ f(z)cosnz dz.

Il vit que cette détermination reste encore applicable lorsque la
fonetion f(2) est donnée tout A fait arbitrairement; il substitua
d’abord pour f(z) une fonction de celles qu’on nomme discon-
tinues (I'ordonnée d’une ligne présentant un point de rupture
pour certaines valeurs de 'abscisse &), et il oblint ainsi une série
qui, effectivement, donnait toujours la valeur de la fonction.

Quand Fourier, dans un de ses premiers travaux sur la cha-
leur, présenté 4 Académie des Sciences le 21 décembre 1807 (1),
¢énonca pour la premiére fois celle proposition, qu'une fonction
donnée (graphiquement) d'une manitre tout i fait arbitraire
pouvait s’exprimer par une série trigonométrique, cette assertion
parut & Lagrange si inallendue, que l'illustre vieillard la contesta
de la manicre la plus formelle. 1 doit exister encore (®) sur ce
débat une pitce éerite dans les Archives de I'Académie de Paris.
Malgré cela, Poisson, partout o il se sert des séries trigonomé-
triques pour représenter des fonctions arbitraires, renvoie (2)a
un passage des travaux de Lagrange sur les cordes vibrantes, ot
cette représentation doit se trouver. Pour réfuter celle allégation,
qu’on ne peut expliquer qu’en se rappelant la rivalité qui existait
entre Fourier et Poisson (+), nous sommes forcés de revenir en-
core une fois au Mémoire de Lagrange; car les Recueils publiés
par 'Académie ne contiennent rien sur cet objet.

On trouve effectivement, 4 l'endroit cité par Poisson (3), la
formule

Y =2f YsinXwdX X sinzr+ 2 YsinoXw dX >sinazn
+2fYsin3XndX < sindan 4. ..+ 2fYsinnXndX x sinnzr,
(') Bulletin des Sciences pour la Sacicte philomathique, v. 1, p. 112.
(*) D’aprés une Communication verbale du professeur Dirichlet.
(*) Notamment dans son Ouvrage le plus répandu, son Traite de Mécanique,
)

n° 323, t. I, p. 638.

(*) Le Gomple rendu dans le Bulletin des Sciences sur le Mémoire présenté
par Fourier & PAcadémie est de Poisson.

(°) Miscellanea Taurinensia, t. 111, Pars math., p. 261,

e e
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« de sorte que, lorsque 2 =X, on aura y =Y, Y étant 'ordon-
née qui répond & 'abscisse X. » . :
Cette formule a bien le méme aspect que la série de Fourier, et
peut, au premier coup d'wil, éire confondue avee elle; mais ce'ttc
apparence provient simplement de ce que Lagran-ge a 'employe le
signe ['(ZX la ol nous emploierions aujourd’hui le signe EAF'(.
Elle donne la solution de ce probléme : Déterminer la série finie

de sinus { ; o
@y SINZT —+ @3 SINQZET . ..+ @ SINRT T,

n

de facon que, pour les valeurs ﬁ—l 71-1—‘, gt de z, que
Lagrange désigne d'une fagon indétermi.néc.pzir 'X, elle prenne
des valeurs données. SiLagrange avait fait 7 infini da_ns cette f’or-
mule, il serait bien parvenu au résultat de Fo_uricr; mms,']u.rsqu on
lit complétement son Mémoire, on Vf)it 911’11 e.sL fOI,‘L e]mgnéA de
croire qn’une fonction tout a fait arhl‘lr:nre puisse réellement e4Lre
représentée par une série infinie de sinus. 1 ‘avml, au c‘ontrztlrei
entrepris tout son trayail, parce qu'il croyait que ces foncLlon‘s
arbitraires ne sont pas exprimables par une formule, et, quant &
la série trigonométrique, il pensait qu’elle peut r?p\'és?me.r -loute
fonction périodique donnée analytiquenient. AuAlourd‘hul, il est
vrai, nous avons peine & concevoir que Lagrange ne dit pas arri-
ver de sa formule de sommation a la série de Fourier; mais cela
s'explique par cetle circonstance, que le .délmt entre Eulez; ’eL
d’Alembert avait fait naitre dans son esprit une opinion arrétée
sur la voie qu'il fallait suivre. Il croyait que 'on delvaxt .commen—‘
cer par résoudre complétement le probléeme des vibrations pour
un nombre fini indéterminé de masses, avant d’employer les con-
sidérations de limites. Ces considérations exigent une ?’.t.ude
assez étendue (1), qui edt été inutile ¢’il avait connu la série de
Fourier. ! 5

(est Fourier qui a, le premier, compris d’l.me maqmer(f exitcl(?
et compléte la nature des séries lrigonom_é'trlqucsv()-). .(Jellea-m
ont été, depuis, employées de diverses maniéres en Physique ma-

(') Miscellanea Taurinensia, t. I, Pars math., p. _gax. ST el
(2) Bulletin des Sciences, t. I, p. 115. « Les coefficients &, «', @, ... €lan
ainsi déterminés, etc. »
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thématique pour la représentation des fonctions arbitraires, et,
dans chaque cas particulier, on sest aisément convaincu que la
séric de Fourier convergeail effectivement vers la valeur de la
fonclion; mais on est resté longtemps avant de pouyoir démon-
trer généralement cet important théoréme.,

La démonstration donnée par Cauchy dans un Mémoire lu, le
27 février 1826, & I’Académie de Paris(!), est msuffisante, comme
Dirichlet I'a fait voir (2). Cauchy suppose que, si, dans une fone-
tion périodique f(2), donnée arbitrairement, on remplace & par
un argument complexe &~ 37, cette fonction est finie pour loute
valeur de y-; mais cela n’a lieu que pour le seul cas ou la fonc-
tion est égale & une grandeur constante. 11 est cependant facile de
voir que cette supposition n'est pas nécessaire pour la suite des
conclusions. Il suffit que I'on aitune fonction o(x + yr), qui soit
finie pour toutes les valeurs positives de y, et dont la partie réelle
devienne égale, poury = o, alafonction périodique donnée f(z).
Si l'on admet préalablement celte proposition, qui est, en effet,
vraie (%), la voie proposée par Cauchy conduit alors au but,
comme, réciproquement, celle proposition peut se déduire du
théoréme de Fourier.

§ III.

En janvier 1829 parut, dans le Journal de Crelle (") un Mé-
moire de Dirichlet, ot la possibilité de la représentation par les
séries Lrigonumétriques s¢ trouvait établic en Loute rigueur pour
les fonctions qui sont, en général, susceptibles d’intégration, et
qui ne présentent pas une infinité de maxima et de minima,

I1 arriva & la découverte du chemin a suivre pour obtenir la so-
lation de ce probléme, par la considération que les séries infinies
se partagent en deux classes, suivant qu'elles restent ou non con-
vergentes, lorsqu'on rend tous leurs termes positifs. Dans les
premieres, les termes peuvent étre intervertis d'une maniére quel-

(') Mémoires de I’ Acadeémie das Seiences, t. VI, p. 6o3.
(*) Journal de Crelle, t. 4, p. 157 ot 158,

(*) La démonstration se trouve dans la Dissertation inaugurale de l'auteur.
(

I U P T

)
)
)
)

: NOMT: U, 29D
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- Tarde
conque; dans les autres, au contraire, la valeur dépend de lordre
des termes. Sil’on désigne, en effet, dans unc série de la seconde
classe, les termes positifs successifs par

Gy, Qay A3y oy
et les termes négatifs par

— by, —by, —by

il est clair que T, ainsi que X0, doit étre infinie; car, si ces deux
sommes étaient finies Pune et autre, la série serait encore con-
vergente lorsqu'on donnerait a tous les termes le méme signe;
si une seule dlait infinie, la série serait divergente. Il est clair
maintenant que la série, en plagant les termes dans un ordre con-
venable, pourra prendre une valeur donnc’(.: qnelconqu'e Q;'car, o
I'on prend alternalivement des termes positifs Fle la série Jusqu‘a
ce que sa valeur soit plus grande que C, puis des Ler'm‘(?s né-
gatifs jusqu’d ce que sa valeur soit moindre que G, la dlﬂcrence_:
eutre cette valeur et Cne surpassera jamais la valeur du terme qui
précéde le dernier changement de signe. Or les quan%ih;és ft,.ansm
bien que les quantités b, finissant Loujou.rs par devean infiniment
petites pour des valeurs croissantes de I'indice, }cs écarts entre la
somme de la série et C deviendront encore infiniment pcm?, lors-
qu'on prolongera assez loin la série, c’est-a-dire que la série con-
verge vers G,

(est aux seules séries de la premiére classe que l'on peut ap-
pliquer les lois des sommes finies; elles seules peuvent éire con-
sidérées comme Uensemble de leurs termes; celles de la seconde
classe ne le peuvent pas : circonstance qui avait échappé‘uux ma-
thématiciens du si¢cle dernier, principalement par la raison que
les séries qui procédent suivant les puissanccs' ascen‘dal}tcs‘d’,\me
variable appartiennent, généralement parlant (c’cst-a-fhm Al ?x—
ception de certaines valeurs particuliéres de celle variable), ala
premiére classe. ) ' .

La série de Fourier, évidemment, n’appartient pas nécessaire-
ment & la premiére classe; on ne pouvait done !')oint, comme
Cauchy avait vainement tenté de le faire ('), déduire sa conver-

s + 74 it de L
(') Diumerr, Jowrnal de Crelle, L. 4, p. 158 « Quoi qu’il en soit de cetle
premicre observation, ... & mesure que 72 croit. »
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gence de la loi suivant laquelle les termes décroissent. 11 fallait
montrer, au contraire, que la série finie

CRe g
f S(@) sina du sing
T i

= %
T
ﬂ——/‘f( a)sinozds sing o . geet / J (%) sinnz dasinna

o J_

/f(u)rlz—»—— f S (a)cosa dacosa

-7

™
~ 1 2
= f J(2)cosaaducosaz +. ., J(2)cosnadacosnz,

sin

s’approche indéfiniment de la valeur f(x), pour n croissant a
I'infini.

Dirichlet fonde cette démonstration sur les deux propositions
sulvantes :

1° Si 0 << ¢z, l'intégrale

/‘ o(p) Sk \m( n%”“dﬁ,

pour 7 croissant indéfiniment, tend vers la valeur ; ®(o);

); Pintégrale

20 Sio</;<c§

/“?(ﬁ) sin(o_ln +1)8 a8,
0

sinf
pour 7 croissant indéfiniment, tend vers la valeur z6ro ;

la fonction o(8) étant supposée toujours décroissante ou toujours
croissante entre les limites de ces intégrales.

A Taide de ces deux propositions, on peut évidemment, si la

REPRESENTATION D'UNE FONCTION PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE. 237

fonction ne passe pas un nombre infini de fois d’'une marche crois-
sante & une marche décroissante el vice versa, décomposer!in-

tégrale
w . 2n 41
g sin ——— (2 — =)
bep=i S(=2)

en un nombre fini de termes, dont I'un converge vers £ /(z +o0)(*),
un autre vers /' (x — o), et tous les autres vers o, lorsque 2 croft
a l'infini.

De 1a résulte que I'on peut représenter par une série trigono-
métrique toute fonclion se reproduisant périodiquement apres
I'intervalle 27, et

1° Qui est généralement susceptible d’intégration;

29 Qui n'a pas un nombre infini de maxima et de minima;

3° Qui, dans le cas ot sa valeur varie brusquement, prend la
valeur moyenne entre les valeurs limites prises de part et d’autre

e la discontinuité.

Une fonction qui jouit des deux premiéres propriétés, et non
de la troisiéme, ne peut évidemment pas étre représentée par une
série trigonométrique : car la série trigonométrique qui la repré-
senterait en dehors des discontinuités en différerait aux points
mémes de discontinuité; mais une fonction ne remplissant pas les
deux premiéres conditions peut-elle, et dans quel cas peut-elle
étre rveprésentée par une série trigonométrique ? Clest le point
que les recherches de Dirichlet laissent indécis.

Ce travail de Dirichlet a donné une base solide & un grand
nombre de recherches analytiques importantes. En mettant en
pleine lumiére un point sur lequel Euler sétait trompé, il aréussi
& éclaireir une question qui avait occupé, depuis plus de soixante-
dix ans (depuis I'année 1753), tant d’éminents géométres. En
effet, pour tous les cas de la nature, les seuls dont il s’agit ici, la

(') On démontre sans difficulté que la valeur d’une fonction f, qui n’a pas un
nombre infini de maxima et de minima, I'argument tendant, vers @, soit par des
valeurs décroissantes, soit par des valeurs croissantes, doit toujours ou conver-
ger vers les valeurs finies f(@--0) et f(@—o) (daprés la notation de Dirichlet,
Doye's Repertorium der Physik, t. I, p. r70), ou devenir infiniment grande [1].



238  DEUXIEME PARTIE. — MEMOIRES PUBLIES APRES LA MORT DE RIEVANN.

question ¢tait complétement résolue; car, si peu que nous sa-
chions comment les forces et les états de la matiére varient avec
le lieu et avec le temps dans les infiniment pelits, nous pouvons
cependant admettre en toute sécurité que les fonctions auxquelles
ne s'appliqueraient pas les recherches de Divichlet ne se rencon-
trent pas dans la nature. ]

Toulefols, ces cas non élucidés par Dirichlet semblent, pour
une double raison, mériter attention.

En premier licu, comme Dirichlet lui-méme le remarque i la fin
de son Mémoire, cet objet est intimement 1ié avec les principes du
Calcul infinitésimal, et peut servir 4 porter dans ces principes une
plus grande clarté et une plus grande précision. Sous ce rapport,
Pétude de cette question offre un intérét immédiat.

Mais, en second lieu, Papplication des séries de Fourier n’est
pas restreinte aux seules recherches physiques; on I'emploie aussi
maintenant avec succés dans une branche des Mathématiques
pures, la Théorie des nombres, et ici ce sont précisément les
fonctions dont Dirichlet n’a pas éludié la représentation en série
trigonométrique qui semblent éire les plus importantes,

A la fin de son Mémoire, Dirichlet promet bien de revenir plus
tard sur ces cas; mais sa promesse est restéejusqu’ici sans effet.
Les travaux de Dirksen et de Bessel sur les séries de sinus et de
cosinus ne fournissent pas ce complément; ils sont, au contraire,
inférieurs 4 celui de Dirichlet sous le rapport de larigueur et de la
généralité. Le Mémoire de Dirksen, publié presque en méme
temps que celui de Dirichlet (), dont évidemment Dirksen n’avait
pu prendre connaissance, suit en général une bonne marche ; mais
il contient quelques inexactitudes de détajl. Sans parler, en effet,
de ce que, dans un cas spécial (2), il trouve pour la somme de la
série un résultat faux, il s’appuie, dans une étude accessoire, sur
un développement en série (*); quin’est possible que dans des cas
particuliers, de sorte que sa démonstration n’est compléte que pour

les fonctions dont la premitre dérivée est toujours finie. Bessel )

(') Journal de Crelle, t. 4, p. 176.

(%) Loe, ¢it.,, formule (22).

(*) Loc. cit., art, 5.

(%) Scuvwacuer, Astronomische Nachrichten, n 374 (t. XVI, p.

294 ),
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cherche a simplifierla démonstration de Dirichlet; mais les modi-
fications apportées dans cette démonstration ne donnent aucune
simplification essentielle dans les conclusions, et seryent l.out au
plus a les revétir d’une forme plus habituelle, ce dont la rigueur
et la généralité ont notablement & souffrir. :

La question de la possibilité de rcprésen[CI: unc’.fo.ncuon par
une série trigonométrique n’est done résolue, jusqu’ici, que dans
ces deux hypothéses, que la fonction soit génjéralcmen.t suscep-
tible d’intégration et n’ait pas un nombre infini de maxima et de
minima. Si cette derniére hypothése n’est pas admise, les d-eux
théorémes d'intégration de Dirichlet ne suffisent p'lus pour (‘lémder
la question ; mais si la premiére hd\'polh‘ésle esL re,Jetee,ﬂl‘a régle de
Fourier pour la détermination des coefficients n es.L déja plus ap-
plicable. La voie que nous allons suivre pour étudier cetle ques-
tion, sans faire de suppositions Pﬂl“LiCUlif)l‘CS sur l.a nz\lu.rc .dc la
fonction, dépend de la, comme on le verra; une voie anamA(]lrecle
que celle de Dirichlet n’est pas possible par la nature méme du

probléme.

Sur la notion de Iintégrale définie, et sur I'étendue dans lagquelle
elle. est applicable.

§ IV.

L'incertitude qui régne encore sur quelques po'inls fondame.n«'
taux de la théorie des intégrales délinies nous oblige a placer ici
quelques remarques sur la ]_’lOI.i.OD de I'intégrale définie, et sur la
généralité dont elle est susceptible.

Et d’abord que doit-on entendre par

b
/f(.'t")([l‘l’
“a
Pour répondre & cette question, prenons entre @ et b une série
4 o ordn - o
de valeurs @y, @, ...; Zy_y, rangées par ordre de 51“:11’1(]8[:1,
o s e
depuis « jusqu’a b, et désignons pour abréger z,—a par 9,
Zy— &y par 8a, ..., b—wx,_y par ,; soienl, en oulre, ¢; des
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nombres positifs plus petits que I'unité. Il est clair que la valeur

de la somme
S =81 f(a+e8;) + Saf (@ +298y)

4+ 83 f (25 +2383) ...+ S f( @y - 28y )

dépendra du choix des intervalles § et des fractions . Si elle a la
propriété, de quelque maniére que les 3 etles ¢ puissent étre choi-
sis, de s'approcher indéfiniment d’une limite fixe A, quand les ¢
tendent tous vers zéro, celte limite s’appelle la valeur de Uinté-

b
grale définie [ Vil

Sila somme S ne tend vers aucune limite, la notation
?

b
[ Jiz)dz
Ja

ne peul avoir aucune signification. On a cependant cherché dans
plusieurs cas & conserver 4 ce signe une définition précise, et parmi
les généralisalions dela notion d’intégrale définie il en est une qui
a recu l'assentiment de tous les géométres. Si la fonction f(z)
devient infinie quand son argument x s’approche d’une valeur par-
ticuliére ¢, comprise dans I'intervalle (a, b), alors évidemment la
somme S, quel que soit le degré de petitesse attribué avx 3, peut
prendre une valeur quelconque : ellen’a donc aucune limite et le

b
signe f Jf(z) dz n’aurait, d'aprés ce qui pré

cation; mais, sil'expression

céde, aucune signifi-

e— b
/ S(z) de + Slz)dz

@ Yie 40

s’approche, lorsque o et z, deviennent infiniment petits, d’une
limite fixe, ¢'est cetle limite que I'on désigne par

b
[ Jl@)dz.

Drautres extensions, dues & Cauchy, de la définition de Iinté-
grale définie dans le cas o cette définition ne découle pas desno-
tions fondamentales qui précédent, peuvent éire commodes pour
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certaines classes de recherches, mais elles ne sont pas générale-
ment admises, et Uarbitraire qui préside aux définitions de Cauchy
suffirait seul a les empécher d’étre universellement acceptées.

§ V.

Recherchons maintenant I'étendue et la limite de la définition
précédente, et posons-nous cette question : dans quels cas une
fonction est-elle susceptible d’intégration? dans quels cas ne Pest-
elle pas?

Counsidérons d’abord la définition de I'intégrale dans son sens le
plus étroit, c’est-d-dire supposons que la fonction ne devienne pas
infinie, et que la somme S converge, quand tous les § tendent
vers zéro. Désignons la plus grande oscillation de la fonction
entre @ et &y, c’est-a-dive la différence entre sa plus grande el«sa
plus petite valeur dans cet intervalle par D, ; de méme, les plus
grandes oscillations entre @, et @, par Do, ..., entre z,_, et b
par D, ; alors la somme \

N IS
31Dy 18y - 6,Dp

doit devenir infiniment petite avee les quantités 8. Supposons que
la plus grande valeur que cette somme puisse prendre, quand tous
les & sont plus petits que d, soit A; A sera alors une fonction de o,
diminuant et devenant infiniment petite avee d. Maintenant, si la
somme tolale des intervalles pour lesquels les oscillations sont
plus grandes qu’une quantité s est s, le contribution de ces inter-

valles a la somme
8Dy 3Dy . 8Dy

sera dvidemment égale ou supérieure & ¢s. On aura donc
S ) A
g

o ~ Sk y
520, Dy +u. .+ 8,D, 24 d'ou 3

il

A 4 ; Ll ;
= peut d’ailleurs, sic est fixe et donné, étre rendu infiniment petit
par un choix convenable de d; il en sera donc de méme de s, et

l'on peut énoncer la proposition suivante :

Pour que la somme S converge, quand tous les § deviennent
R. 16
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infintment petits, il faut non seulement que la fonction de-
meure finie, mais encore que la somme totale des intervalles
pour lesquels les oscillations sont plus grandes que s, quel que
sott o, puisse étre rendue infiniment petite par un choiz con-
venable de d.

Cette proposition admet une réciproque :

Si la fonction f(x) est toujours finie, et si, par le décrois-
sement indéfini de toules les quantités 8, la grandeur totale s
des intervalles dans lesquels les oscillations de la fonction sont
plus grandes qu’une quantité donnée o peut toujours étre
rendue infiniment petite, la somme S convcerge quand tous
les 8 tendent vers zéro.

Car ces intervalles, dans lesquels les oscillations sont plus
grandes que &, apportent a la somme 8, D, 4+ 8,D, +...4+8,D,
une contribution plus petite que s multiplié par la plus grande os-
cillation de la fonction entre @ et b, oscillation qui est finie par
hypothése : les autres intervalles donnent dans la somme une
partie plas petite que o(b — @); on peut prendre évidemment =
aussi petit qu’on le veut, et, alors, par hypothése, on peut déter-
miner la grandeur des intervalles, de telle maniére que s soit aussi

petit qu’on le veut.

On peutdoncrendre 8, D +8,D54...+48,D, aussi peLit qu’on
le veut, et, par suite, renfermer la somme S entre des limites aussi
rapprochées qu’on le voudra.

Nous avons donc trouvé les conditions qui sont nécessaires et
suffisantes pour que la somme S converge, quand les intervalles &
tendent vers zéro, el, par suile, pour qu'il puisse étre question,
dans le sens restreint, de l'intégrale de la fonction /() entre les
limites @ et b [2].

Sil'on étend, comme nous 'avons indiqué plus haut, la notion
dintégrale aux cas ot la fonction devient infinie, pour que l'inté-
gration soit possible, il faudra encore que la seconde des condi-
tions trouvées ci-dessus soil satisfaite; mais a la place de la pre-
micre, & savoir que la fonction demeure toujours finie, il faudra
faire intervenir la suivante : que la fonction ne devienne infinie
que lorsque son argument s'approche de certaines valeurs parti-
culiéres, et que P'on obticnne une valeur limite parfaitement
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déterminée, quand les limites des intégrations s’approchent indé-
finiment de ces valeurs pourlesquelles la fonction devient infinie.

§ VL

Aprés avoir trouvé les conditions pour la possibilité d’une inté-
grale définie d'une manitre générale, ¢’est-i-dire sans hypothése
particuliére sur la nature de la fonction & intégrer, nous devons
en partie appliquer, en partic poursuivre cette recherche en par-
ticulier pour les fonctions qui, entre deux limites aussi rappro-
chées qu'on le veut, deviennent discontinues un nombre infini
de fols.

Comme ces fonctions n’ont pas encore été considérées, il sera
bon de partir d'un exemple particulier. Désignons, pour abréger,
par () l'excés de @ sur le nombre entier le plus voisin, ou zéro
si  est a égale distance des deux nombres entiers les plus voisins.
Soient d’ailleurs 7 un entier et p un entier impair, et formons la
série

S(@)=

Celte série converge, comme il est facile de le voir, pour toutes
les valeurs de 3 sa valeur, toutes les fois que l'argument tend
d’une maniére continue vers une valeur 2, soit par des valeurs
décroissantes, soit par des valeurs croissantes, tend vrrs une limite

fixe, et Uon a, si # = 2~ (p et n étant premiers entee eux
2n Z

F(% +0) = flm)— ‘—<1+ Ll +..,> — e

2722 9 25 1672’
; 1 e e Sl T
Sl u)_.f(x)(—.—m<r+6f25—y—...>—f(u¢)—‘m-

Pour toutes les valeurs de 2 qui ne sont pas de la forme ., on a
2

flE+o)=f(a), flz—o)=f(z). |,

Cette fonction est done discontinue pour toute valeur rationnelle
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de 2 qui, réduite & sa plus simple expression, a un dénominateur
pair; elle est donc discontinue un nombre infini de fois dans un
intervalle, sipetit qu'il soit, mais de telle maniére quele nombre
des variations brusques qui sont supériecures & une grandeur
donnée est toujours fini. Elle est pourtant susceptible d’intégra-
tion. Cela résulte, en effet, de ce que, outre qu’elle est une valeur

finie, cette fonction jouit des deux propriétés suivantes : que pour

chaque 'valear de z, il y a de part et d’autre une valeur limite
f(z + o) et f(z — o), et que le nombre des variations brusques
qui sont plus grandes qu'une quantité donnée s est toujours
fini. Alors, si nous appliquons les méthodes des articles précé-
dents, nous pourrons prendre d assez petit pour que, dans chacun
des intervalles qui ne renferment pas de ces variations brusques,
ies oscillations soient plus petites que &, et que la grandeur totale
des intervalles qui contiennent ces variations brusques soit aussi
petite qu’on le voudra.

Il importe de remarquer que les fonctions qui n’ont pas un
nombre infini de maxima et de minima (auxquelles d’ailleurs
n’appartient pas la fonction que l'on vient de-considérer) possé-
dent toujours ces denx propriétés la ou elles ne deviennent pas
infinies, et, par suite, qu’elles sont susceptibles d’une intégration,
comme il est facile de le montrer dircctement [3].

Si nous passons maintenant 4 U'examen détaillé du cas ol la
fonction & intégrer devient infinie pour une valeur particuliére de
«, nous pouvons supposer que cela ait lien pour z = o, et de telle
maniére que, pour  positif décroissant, la valeur de la fonction
dépasse toute grandeur donnée.

On démontre d’abord facilement que 2 /() ne peut pas, quand
x décroit a partir de «@, demeurer constamment supérieur i une
(uantité finie ¢; car on aurait alors

a “
[ f(x‘)dw>c[ —C@f,
Ja ol
et, par suite,

" 1z c Ini_ e o
LJ(‘T)(T>‘"<0°$ lO“a)

quantité qui croit indéfiniment quand # tend vers zéro : done, si
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la fonction n’a pas un nombre infini de maxima et de minima dans
le voisinage de # = o, il faut nécessairement que 2 () devienne

infiniment petit avec #, pour que la fonction f(z) soit susceptible
d’intégration. Si, d’autre part,

J@)du(1—a)
B

Flayas= ;
pour une valeur de o << 1, est infiniment petit avee x, il est clair
SOSTRAE B e
que l'intégrale converge, quand sa limite inféricure tend vers
zéro. 4
On trouve de méme que, dans le cas de la convergence de l'in-
tégrale, les fonctions

I flz)dr i

JS(=z)zlog
x
—dloglog =
_/'(m)mlog:—rloglogi = —L]TI, ol
— dloglog log =
1 I @) dz:
f(@)@log Zloglog *...logn— '; logn ‘; Lo Cufe)des

1
— dlogn+1 —
R

ne peuvent, lorsque & décroit & partir d’une limite finie jusqu’a
zéro, demeurer plus grandes ‘qu’une quantité finie, et, par suite,
que, si elles n’ont pas un nombre infini de maxima et de minima,
elles doivent devenir infiniment pelites avec qu’au contraire
Pintégrale converge, quand sa limite inférieure tend vers zéro,
toutes les fois que expression

1
=

flz)zlog .._logn——ll;<]0gu ! >“: M’)_,
ke &

T I—&
—d (log" ;)

pour o < 1, devient infiniment petite avec z.

Mais si la fonction f() a, dans le voisinage de zéro, un nombre
infini de maxima ¢t de minima, on ne peut rien déterminer sur
son ordre de grandeur dans le voisinage de zéro. En effet, suppo-
sons que les valeurs absolues de la fonction et, par conséquent,
son ordre de grandeur soient donnés. On pourra toujours dispo-
ser des signes de telle maniére que I'intégrale jf(.v) dx con-
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verge, quand salimite inférieure décroit. On peut prendre comme

exemple d'une telle fonction, qui devient infinie, et de telle ma-
A 1 . . T

niére que son ordre (l'ordre de = étant pris pour umté) soit infi-

niment grand, la fonction suivante :

[d cosz (e%)] : L !

> Lt ndsrs. =
= cose” + — e¢” sine”.
dx @

Nous nous contenterons de ce qui vient d’étre dit sur cet objet,
qui appartient & une autre branche de I'Analyse; nous allons
maintenant aborder le probléme spéeial que nous nous sommes
proposé : la recherche générale des conditions sous lesquelles une
fonction peut élre représentée par une série trigonométrique.

Etude sur la possibilité de représenter une fonction par une série
trigonométrique, sans faire aucune supposition sur la nature de
la fonction.

§ VIL

Les travaux que nous avons signalés sur cette question avaient
pour but de démontrer la série de Fourier pour les fonctions que
P'on rencontre en Physique mathématique; on pouvait donc com-
mencer la démonstration pour des fonctions tout a fait arbitraires,
et ensuite soumettre la marche de la fonction a des restrictions
quelconques, nécessaires pour la démonstration, si ces restric-
tions n’allaient pas contre le hut que I'on s’était proposé, et con-
venaient aux fonctions que U'on avait en vue. Dans notre pro-
bléme, la seule condition que nous imposerons aux fonclions,
c’est de pouvoir étre représentées par une série trigonométrique;
nous rechercherons done les conditions nécessaires et suflisantes
pour un tel mode de développement des fonctions. Tandis que les
travaux antérieurs élablissaient des propositions de ce genre : « si
une fonction jouit de telle et telle propriété, elle peut éire déve-
loppée en une série de Fourier », nous nous proposons la question
inversc : «si une fonction est développable en une série de Fou-
rier, que résulte-t-il de 1i sur la marche de cette fonction, sur la
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variation de sa valeur, quand I"argument varie d’une maniére con-
tinue? »

A cet effet, considérons la série

. 5 1
a sinw +~assinaz ...+ = by b cosz + by cosoz ...,
2

ou, si pour abréger nous posons
1 . .
;bQ:AO, aysinz + by cosz = Ay, @ysinaz -+ bycosaz = Ay, ...,

la série
R S e
que nous supposons donnée. Nous désignerons cette séric par Q,
et sa valeur par £ (), en sorte que cette fonction est déterminée
seulement pour les valeurs de 2 qui rendent la séric convergente.
11 est nécessaire, pour la convergence de la série, que ses termes
finissent par devenir infiniment petits. Si les coefficients a,, b,
tendent vers zéro pour n croissanta U'infini, les termes de la série ©
finiront par devenir infiniment petits, quel que soit z; sinon, ils
ne pourront le devenir que pour des valeurs particuliéres de 2. Les
deux cas doivent étre traités séparémént.

§ VIII.

Supposons d’abord que les termes de la série @ finissent par de-
venir infiniment petits, quel que soit .
Dans cette hypothése, la série

G+ Clo Ay

quon déduit de Q, en intégrant deux fois conséculivement chaque
lerme, sera convergente, quel que soit x. Sa valeur F(z) varie
d'une mani¢re continue avec @, et cette fonction F(z) est, par
suite, toujours susceptible d’intégration.

Pour reconnaitre a la fois la convergence de la série et la conti-
nuité de la fonction F (), désignons la somme des termes jusqu’a
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A,

= par N; le reste de la série, clest-i-dire la série
n? I 2 v

A n+1 -’\n-‘—?.

(1 (n+2)2 =

par R, et la plus grande valeur de A,,, pour m > n, par ¢, La va-
leur de R, quelque loin qu’on prolonge cette série, est évidem-
ment plus petite, abstraction faite du signe, que

1 T €
e A e 0 | | s
I:(H,A—I)E (n+2) ]\n1

et, par suite, R peut étre renfermé entre des limites aussi petiles
qu'on le veut, quand » prend des valeurs suffisamment grandes;
donc la série est convergente. De plus, la fonction F est continue,
c’est-a-dire que son accroissement peut étre rendu aussi petit
qu’on le veut, en assignant a 2 un accroissement suffisamment
petit; car Paccroissement de F(z) se compose de deux parties :
celui de N et celui de R; or on peut prendre d’abord n assez
grand pour que R, quel que soit 2, soit aussi petit qu’on le veut,
et, par conséquent, pour que accroissement de R, pour chaque
accroissement de 2, soit infiniment petit; et ensuite on peut
prendre 'accroissement de 2 assez petit pour que celui de N soit
au-dessous de toute quantité donnée.

Il sera bon de présenter maintenant, sur la fonction F(x), quel-
ques théorémes dont la démonstration interromprait la suite de
notre étude.

Tutoniwe 1. — Quand la série Q est convergente, I'expres-
sion

F(z +a+B)—F(z+a—f)— Flz—u+B)+ Fla—a—8§)
Gaf 2

ota et §sont des infiniment petits dont le rapport est fint, con-
verge vers la méme limite que la série.

En effet, on a
F(z-.Lot—:—.L’)——F(a‘—é—z—B)~F(.T~1+ﬁ)+F(m—a~{3)
4af

sinoa sinaf sinda sin3f
BRSNS R Someesnn SRR s
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ou, pour traiter d'abord le cas plus simple ot o = 8,

Wz - — 2 zi— sina 2 sinaa\?
F(z +20)—oF(z)+F(x '“‘):AO—Q—A, & ) —I—Ag( ) o

fo2 o 29
si la série infinie Ay + A+ Ay . .. est désignée par f(z), et
que 'on fasse

Ag+ Mg+ ..+ Ay = f(@)F oy

on doit pouvoir trouver, pour une grandeur donnée & volonté g,
une valeur m de n telle que, si n>>m, e, devienne plus petit
que 8. Prenons maintenant « assez petit pour que mo << =; trans-

formons, par la substitution

Ap=epey =2,
* .
A sinzz 2
2 e na
0

sin(n—1)x]2 (sinllz)EE
1[ (n—1)z ]— o i

¢t partageons cette série en trois parties, en réunissant :

la série

dans la snivante

S+
1

1° Tous les termes de rang 1 & m inclusivement;

2° Les termes de rang m + 1, jusqu’au plus grand nombre en-
. . . . Ll
tier, que nous désignerons par s, inférieur & =

3° Depuis s -1 jusqu’a I'infini.

La premiére partie se compose de termes variant d'une maniére
continue, et peut etre rendue, par conse¢quent, aussi voisine qu on
le voudra de sa valeur limite zéro, si 'on prend o suffisamment
petit.

La deuxi¢me partie, comme le facteur de ¢, est toujours po-
sitif, est évidemment plus petile, abstraction faite du signe, que

- sinma\ 2 sinsa\2
G T = -
o S%

Pour trouver enfin des limites entre lesquelles soit renfermée
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la troisiéme partie, décomposons son terme général en deux

parties,
= gin(n-—1)a’]? sin(n —1)a ]2
”2[ (n—1)a ]_[ na } $

i sin(n—1)al? sinna\? sin(2n —1)asing
Sl e e =ty ——
na \ na \ (ra)?

Sous cette forme, il est clair que le terme général est plus

2 ! : -+
| (—1)2a2  nta?

et, par suite, la somme depuis s -1 jusqu’a Pinfini est plus petite

que
L3 1
B(——!——-—- >
s s

et

petit que

valeur qui, pour « infiniment petit, sc transforme en

La série

y_ S[sin(n——l}a]‘l (sinna)\2)
-lbu( (n—1)a _( na > g

approche done, pour une valeur décroissante de «, d’une valeur
limite quin’est pas supérieure a

et, par conséquent, qui est nulle; et, partant, 'expression

F(xz +22) —9oF(2)+F(xr—2aa)
fa2

e o [sin(n—1)a]? sinn a2
Mf{'T)TZ'”)[ (n—1)n ]*( na ) §

converge, lorsque « décroit indéfiniment, vers la limite f(2) : ce
qui démontre notre théoréme pour o — B.

‘neé

Pour le démontrer dans le cas général, soit

Fl#z +a+f)—oF(2) +F(z —a—8) = (a-+BRLf(2)+ 8],
F(z+a—f) —2F(@)+F(2—a+8)=(a—B)2 [ f(z)+ &,
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d’ott
Flz+a+B)—F(z+a—f)—Flz—a+8)+Flz—a—§)
= faff(z)+ (2 B)2 81— (2 —f)2 0,

Par suite de la démonstration déja faite, 8, el 8, sont infiniment
petits quand « et 3 le sont : donc il en sera de méme de

=B
(0140(;)_0l

(a—py

.,’;a[i =

pourvu que les coefficients de 3, et de 3, ne deviennent pas infi-

nis, ce qui n’a pas lieu si le rapport B demeure fini; et, par suite
) @ bl bl 2

Fletat8)—Flz+a—B)— F(z—ait B)+ Bz —a—8)
428

converge vers f(z). G Q B D

Tatorime I1.

Flz—+2a)+F(z —2a)—2F(z)
20

est toujours infiniment petit avec .

sinna

. Mo o N2 s
Pour le démontrer, partageons la série ZA,,< - ) en trois

groupes, dont le premier contienne tous les premiers termes jus-
qu’a un certain indice m, a partir duquel A, demeure inférieur
a¢; le second, tous les lermes suivants pour lesquels na est plus
petit qu'une quantité déterminée ¢; le troisiéme, tous les autres
termes de la série. Il est facile de voir que, si « décroit, la somme
du premier groupe fini demeure finie, c’est-i-dire plus pelite
qu'une quantité déterminée Q; celle du second, plus petite que

¢2; celle du troisieme, plus pelite que s .
75 celle du troisieme, plus pelite qu ;E -
clno
Par suite,
F(z+2a)+F(e—oa)—aF(2)
y
2%

sinna\?
:zzzAn<—”T> s

ui esl égal a
q )
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2[Qd+z<c+£>];

dotr résulte le théoréme qu'il s’agissait de démontrer.

est inférieur a

Tatorime 1. — Si Lon désigne par b et ¢ deur constantes
arbitraires, dont la plus grande est ¢, et par A z) une fonc-

tion qui demeure finie entre b et ¢, et sannule auz deur

limites, dont la dérivée premicre ait les mémes Propriétés, et
dont la dérivée seconde r’ait pas un nombre infini de mazima
et de minima, Uintégrale

¢
p."-f F(z)cosp(z —a)d(z) dz,
b
quand u. croit indéfiniment, devient plus petite que toute
quantité donnée.

Remplagons T'(z) par son expression en série dans Pintégrale
précédente; nous obtiendrons pour celte intégrale la série

yﬁf (C—l—C’w—;—Au%z) cosp(z — a) () de
L 2

=i
_E%[ Apcosp(@ — a) M z) do.
- 7% ),

Apcosp(z—a) peut évidemment se décomposer en une somme
de quatre termes,

(®)

cos(p+n) (e —a), sin(p+ n)(z—a),

cos(p —n)(z—a), sin(p—n)(z— a);

ety si 'on désigne par B,,, la somme des deux premiers, et par
By, celle des deux derniers, on aura

Ancosp(z —a) =By, By—n,

dBy., i
hdau: i = — (p. == ll)szﬁ»n: —(%2” :“(P' i ’L)EB!*"”

et By, B, , deviendront infiniment petits, quand n croitra
indéfiniment.
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Le terme général de la série (@),

n?

—Ejf Ay cosp (o —a)h(z) da,
b

peut donc s’écrire

[ 2 c 7
i f d__BE"-*_")\(_;(r)(lx-r—~H—f Gt N
b b

NE( o 10)? da? ni(p—n)? da?

ou, en intégrant deux fois par parties, et considérant d’abord -
(), puis ¥ (z) comme constantes,

12 2

C:
[ Byin X (2) da
b

!
ni(p—+n)?

2
—_— Bi—n (@) dz,
(p—n) J, Wt

puisque A(z) et X (@) deviennent nuls aux limites de intégration.
o -
On s'assure facilement que f Bysy N () dz devient infiniment
b

petit, quel que soit 2, si p croit indéfiniment; car cette expression
est composée des intégrales

E

Si p.== n devient infini, ces intégrales deviennent infiniment pe-
tites; si, 7 devenant infini avec w, u == n reste fini, ce sont, au
contraire, les coefficients de ces intégrales dans B+, qui de-
viennent infiniment pelits. ‘

Pour la démonstration de notre théoréme, il suffira done éyi-
demment de montrer que la somme

C 1)
cos(p.=n) (2 —a) N (z)dz, / sin(p = n)(z—a)M(z) de.
b

)
)

étendue 4 toutes les valeurs entiéres de 7 qui satisfont aux condi-
tions

nL—iey < n<u—e"; peV<m,
pour des valeurs positives quelconques des quantités ¢, reste finie,
quand p. devient infini; car, en faisant abstraction des termes pour

lesquels
—d<n<e, p—d'<n<p+et,

qui sont en nombre fini et deviennent évidemment infiniment
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petits, il est clair que la série (@) demeure plus petite que la
somme précédente, multipliée par la plus grande valeur de

qui est infiniment petite.
Maintenant, si les quantités ¢ sont plus grandes que 'unité, la
somme

1
m
b
n) { n>2
m/ON R

prise entre les limites précédentes, est plus petite que intégrale

2

2 P o
n(u—n):

Lt dr
:J.J 2(1—a)2’

L, de

g
4 - ooj car si, en parlant do zéro, on sépare I’ mlcrvll]e entier de

étendue de — o a4 —

— %4 o en inlervalles de la grandeur de ! —> el que I'on rem-
:

place partout la fonction sous le signe ‘/'pnr sa plus petite valeur
dans lintervalle considéré, on obtient, puisque la fonction n’a
aucun maximum entre les limites de l'intégration, tous les termes
de la série.

Si lon effectue 'intégration, 'on trouve

. : L olog 2log(n 'c)> const
e e 2logexr — — onst.
@ % L—z % E i i

et, par suite, entre les limites déji indiquées, une valeur qui ne

devient pas infinie avec u [4].
I b

§ IX.

A Taide de ces trois théorémes, on peut énoncer les proposi-
tions suivantes, sur la possibilité de représenter une fonction par
une série trigonométrique dont les termes finissent par devenir
infiniment petits pour toute valeur de I'argument.
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I. Pour qu’une fonction périodique, ayant 2= pour période,
puisse éire représentée par une série triganométrique dont les
termes finissent par devenir infiniment petits pour toute valeur
de , il faut qu'il existe une fonction continue F(z), dont f(z)
dcpcnde de telle maniére que Uexpression

Fle+a+B)—Flo#+2—B)—F(z—a+B)+ F(z— 4
ju8

ott o et  sont des infiniment petits dont le rapport est fini, con-
verge vers f(z).
Il faut, de plus, que l'intégrale

[1.’3‘/‘ F(z)cosp(z—a)d(z)de,
b

lorsque A(z) et N (z) sont nuls aux limites b, ¢, et demeurent
finis entre ces limites, et que 2’(2) n’a pas un nombre infini de
maxima et de minima, devienne infiniment petite quand u. aug-
mente indéfiniment.

II. Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, il y a
une série trigonométrique, dans laquelle les coefficients finissent
par devenir infiniment petits, et qui représente la fonction toutes
les fois qu’elle est convergente.

Déterminons, en effet, les quantités C/; A, de telle maniére

que F(x)— C'z — A, — soit une fonction périodique, de pé-
riode 27, et développons cette fonction, d’aprés la méthode de
Fourier, cn la série trigonométrique

en faisant

[r(z)— i ;J di=C,

i
am o

1 el X A,
-_—_f [F(t)—C[—A0~ cosn (@ —t)dt = — =
T

alors, d’aprés ce qui précéde,
n? + T

Apy=—— [F(()—c'lﬁz\ —~] cosn(e—t)dt

—7
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deviendra toujours infiniment petit quand n croitra, et, par suite,

il résulte, du théoréme I de larticle précédent, que la série
Ag—+—Aq Ay 4.,

toutes les fois qu'elle sera convergente, aura pour somme f(x)[5].

HI. Soit & << & < ¢, et p(¢) une fonction telle que p(¢) et p'(¢)
aient, pour ¢ = et pour ¢ = ¢, la valeur zéro, et qu’elles soient
continues entre ces limites; que p"(¢) n’ait pas un nombre infini
de maxima et de minima, et que d’ailleurs, pour £ = z, on ait

plBy=u, i) =0, pie) =0,

" (t) et p™(¢) demeurant finies et continues; alors la différence
entre la série Ay 4+ A —+. .. A, et 'intégrale
fo)

(2n-t-1)(z—1t)
2

sin

sin

5 :
1 \
E<£ F(t)———W—p(t)dl

devient toujours infiniment petite, quand 2 croit indéfiniment.
La série sera done convergente ou divergente, suivant que U'inté-
grale précédente tendra ou ne tendra pas vers une limite fixe,
quand 7 croftra indéfiniment.

Pour établir cette proposition, remarquons que 'on a

oA L
A.+Ag—|—...—l—A,L:£f [F(t)—C’z~if’;[—] S—n?cusn(.z'—l)a’t,
3 ity

ou, a cause de
. (an+1)(r— 1)
P S

n

n
d*cosn(w—1)
b — n? cos x»-z:'.z — =
12 7 n( Vi=io T
1

1

Si"(_zn—t—()(m—l)
2

=

s 3 sin
N s f [Fu)— c'z_A‘Lf]

27 diz

REPRESENTATION D'UNE FONCTION PAR UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE. 257
Or, d’aprés le théoréme III du paragraphe précédent, I'intégrale
o on-+1)(z—1¢
anertlie o)

2
d? e
1 R 2 o L
— F(e)—Clt—Ay— | ——————————— A (t)dt
devient infiniment petite quand n croit indéfiniment, si % () de-
meure continue, ainsi que sa dérivée premiére, si A(¢) n’a pas un
nombre infini de maxima et de minima, et si, pour £ =a, on a

A(E)="0; Niey=.0; Mi(it)i='o,

W(£) et X*(¢) demeurant finies el continues [6]

Cela posé, sion prend %(¢) égal & 1, en dehors des limites b,
¢, et & 1 —p(¢), entre ces limites, ce qui est évidemment permis,
il résulte de 1a que la différence entre la série A ...+ A, et
Pintégrale

. (an+1)(2—1)
SN

e [rer—ci—x, —u

b

———— p(t)de

devient toujours infiniment petite, quand 7 croit indéfiniment.
On vérifie facilement, anu moyen d’une intégration par partics,

que le terme
(2n+1)(a—1)

sin
a2

sin

L e RS B R ]
be <u t+A, ﬂ) e o(t)de

tend vers Ay, quand 7 devient infini, d’ot résulte la démonsira-
tion du théoréme proposé.

on

X

Il résulte des recherches précédentes que, si les coefficients
P S A ' . 1

de la série Q finissent par devenir infiniment petits avec —, la
n

R. s
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conyergence de la série, pour une valeur déterminée de &, dépend
seulement de la maniére dont se comporte la fonction dans le voi-
sinage immédiat de cette valeur.

Pour reconnaitre si les coefficients de la série deviennent tou-
jours infiniment petits, on ne pourra pas loujours partir de leur
expression par des intégrales définies, et 'on devra avoir recours
a d’autres méthodes. Il importe cependant de considérer a part
un cas ol cette propriété résulte immédiatement de la nature de
la fonction, & savoir : celui ol la fonction f(z) demeure toujours
finie et est susceplible d’'intégration.

Dans ce cas, sil'on sépare I'intervalle complet de —= a4 4= en
petits intervalles de grandeurs 8y, 8., 83, ..., et si I'on désigne
par D,, Do, Dy, ... les plus grandes oscillations de la fonction
dans ces intervalles, la somme

81Dy 83 Da—+ 83Dy +.. .
devradevenirinfiniment petite, quand tous les ¢ tendront vers zéro.
Cela posé, sil'on partage 'intégrale

+ T
[ JS(@)sinn(r — a)dz,
e

o o 1 \ s .
qui représente, aw facteur — prés, les différents coefficients de la
7

série, ou, ce qui est la méme chose, l'intégrale

f mf(a:)sin n(rx—a)dz,

v

prise & partir de x = a, en intégrales particlles correspondant &

des intervalles égaux aTL‘, alors chacune d’elles fournit a la somme

une portion plus petite que % multiplié par la plus grande oscil-
lation dans son intervalle, et leur somme est plus petite qu'une
grandeur qui, d’aprés les hypothéses, devient infiniment petite
avee % N

&
En effet, ces intégrales sont de la forme

n:—rs—H)g
[ i S(@)sinn @ —a)daw.
'~11—&-sl~:
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Le sinus est positif dans la premiére moiti¢ de Vinter valle, et né-
gatil dans la seconde. Si done on désigne par M la plus grande
valeur de f(2) dans cet intervalle, par m la plus petite, il est clair
qu’on augmente I'intégrale si, dans la premiére moitié de Dinter
valle, on remplace f(z) par M, et dans la seconde moitié par nz,
et que l'on diminue Pintégrale si, dans la premiére moitié, on
remplace f(z) par m, et dans la seconde par M. Dans le premier
cas, on obtient :

2

= (M —m),
et, dans le second,

9

2 (m—M).

L’intégrale, abstraction faite du signe, est donc plus petite que
2 A
(M —m),
n i
el, par suite, l'intégrale

@27
f f(z)sinn(e—a)de

a

est plus petite que

2 2
= (My— my) -+ = (My— my) ...,

s 7 G :
si lon désigne par M, et nz la plus grande ct la plus petite valeur
de f(z) dans le s intervalle. Cette somme, puisque f(x) est
susceptible d'intégration, doit devenir infiniment petite toutes les
. . 2T
fois que Pintervalle == tend vers zéro.
1
Done, dans le cas que nous avons supposé, les termes devien-

. o . 1 .
dront infiniment petits avec = quel que soit 2.

§ XI.

Il reste encore & examiner le cas ot les termes de la série Q de-
viennent infiniment petils avec 111 pour une valeur de I'argument
sans que cela ait lieu pour toute valeur de cet argument. Ce cas
écédent.

peut se ramener au pr
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Si, dans les séries relatives aux valeurs de P'argument 2 ¢ et
2 —t, on additionne les termes de méme rang, on obtient la série

2Ap -+ 24, cost + 2A, c0528 ...,

dans laquelle les termes deviennent infiniment petits avec % pour
toute valeur de ¢, et & laquelle on peut, par conséquent, appliquer
les méthodes des articles précédents.

Désignons, pour cela, par G (¢) la valeur de la série infinie

cos2l cosdi

2 Ay — cees
4 9

; 2 [
C+Cza+Ay -|—A‘,:—A.

de telle maniére qm-wson égal & G(t) pour

toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles les séries qui représentent
F(z+t) et F(x — ) sont convergentes. On aura alors les pro-
positions suivantes :

1. Siles termes de la série @ deviennent infiniment petits avee

& pour toute valeur de x, alors la fonction
n
b
2 / G () cosp(t—a)h(t)dt,
2

)\(t) étant une fonction définie comme précédemment (§ IX), de-
vient infiniment petite quand p croit au deld de toute limite. La
valeur de l'intégrale se compose de deux parties

b

f F(x -+ t)cosp(t—a)r(t)dt,

e

7
f F(x—t)cosu(t—a)h(l)dt,
¢

toutes les fois que ces deux intégrales ont une valeur déterminée.
La valeur de D'intégrale est done rendue infiniment petite par la
maniére dont se comporte la fonction I en deux points situés sy-
métriquement au-dessus et au-dessous de . 11 faut d’ailleurs re-
marquer quil doil exister, dans le cas actuel, des points pour les-
quels chacune de ces parties, considérée en elle-méme, ne devient
pas infiniment petite; car, autrement, tous les termes de la série Q

e . . . - 1
finiraient par devenir infiniment petits avec 5 pour toute valeur
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de Pargument 2. Par conséquent, les valeurs correspondant & ces
deux points, situés symétriquement par rapport & z, doivent alors
se compenser, et cela de maniére que leur somme tende vers zéro
quand p croit infiniment. Il s’ensuit que la série @ ne peut étre
convergente que pour des valeurs de la quantité 2 pour lesquelles
les points ot

C
e f F(z)cosp(w — a)k(z)dz
b

n’est pas infiniment petit pour z infini sont situés symélrique-
ment. Sile nombre de ces intervalles symétriques est infiniment
grand, il résulte évidemment de ce qui précéde que la série trigo-
nomélrique pourra converger pour une infinité de valeurs de z,
sans que ses coeflicients deviennent infiniment petits avec ‘; pour
toute valeur de

Réciproquement, on a

:l cosnt dt,

. . . . . 1
el, par suite, A, deviendra infiniment petit avec —, loutes les
n
fois que

p? fﬂG(t) cosp(t—a)d(z)dt
b

deviendra infiniment petit quand . dépassera toute limite.

II. Si les termes de la série Q deviennent infiniment petits avec
T .
— pour la valeur « de I'argument, la convergence ou la divergence

de la série dépendra de la marche de la fonction G (¢) pour une
valeur infiniment petite de ¢ et la différence entre

Ag+Ag+...+Ay,
et l'intégrale

(2n—+1)¢

I 2

d? =

o

b Sin -

2

1 1
S fs0——— ety

e . AL 0 1 . i
deviendra infiniment petite. avec ~, si b est une constante aussi
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petite qu’on le voudra, comprise entre zéro et x, et p(¢) une fonc-
tion telle que p(¢), p/(¢) soient toujours continues, et soient
égales a zéro pour £ = b, et qu’en outre g”(¢) n'ait pas un nombre
infini de maxima et de minima, et que, pour £ = o, on ait

plt)=o0," p'(t)=0, P"(t)=o0,

0" () et (1) demeurant finies et continues.

§ XII.

Les conditions nécessaires a la représentation d’une fonction
par une série trigonométrique peuvent bien étre encore un peu
restreintes, el, par suite, nos recherches peuvent ére encore pous-
sées plus avant, sans qu'il soit fait aucune hypothése particuliére
sur la nature de la fonction. Par exemple, dans le dernier théo-
réme obtenu, la condition que o’(0) = o peut étre supprimée, si
I'on remplace, dans l'intégrale

A
Sin —

Wb
1 « 2 y
:i (z(z)————drp(t)dc,

G(¢) par G(¢) — G(0); mais on ne gagne ainsi rien d’essentiel.

Passons donc 4 la considération des cas particuliers, el propo-
sons-nous d’indiquer, pour le cas oula fonction n’a pas un nombre
infini de maxima ou de minima, les propositions complémentaires
qu’on peut encore ajouter au Lravail de Dirichlet.

Il a é1é remarqué plus haut qu'une telle fonction peut toujours
étre intégrée partout ou elle ne devient pas infinie, et il est évi-
dent qu'elle ne peut devenir infinie que pour un nombre limité
de valeurs de 'argument. Dirichlet démontre aussi que, dans les
expressions intégrales du 7" terme de la série et de la somme
des » premiers termes, la portion de I’ intégrale velative a tous les
intervalles, & l’cwephon de ceux ot la fonction devient infinie et
de Il'intervalle infiniment petit comprenant la valeur de Pargu-
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ment 2, devient infiniment petite, quand 7 croit indéfiniment, et

que

U1 =)

fﬁbf(z)‘. —__ S

ol 0 <C b<Cw, et ol f(¢) ne devient pas infini dans les limites de
'intégration, converge, pour 7 infini, vers = f (2 -+ o) et cette
«h-monshahon ne laisse rien & désirer, quand on supprime I’hypo-
thése inutile que f(x) soit continu. Il reste seulement & recher-
cher dans quels cas les intégrales relatives aux intervalles infini-
ment petits, dans lesquels la fonction devient infinie, deviennent
mfiniment petites, quand 2 augmente indéfiniment. Cette re-
cherche n’a pas été faite; mais Dirichlet a seulement fait voir, en
passant, que cela a lieu dés que 'on suppose que ]a_ fonction a
représenter est susceptible d’intégration; mais cette hypothése
n’est pas nécessaire.

Nous avons vu plus haut que, si les termes de la série Q de-

. . . . I
viennent infiniment petits avec ~ pour toute valeur de z, la fonc-
tion F(z), dont f(z) est la dérivée seconde, doit étre finie et
conlinue, et que

Flz +a)—aF(2)+ F(z -—a)
a

est toujours infiniment petit avec «. Si maintenant la fonction
F'(z +t)—F'(z— 1)

n’a pas un nombre infini de maxima et de minima, alors, quand ¢
deviendra nul, elle devra tendre vers une limite finie L ou devenir
infinie, et il est évident que

T

o A
! / [P (= t) — B2 —0)] di =

1"0

E(m+ a)—a2F(@)+ F(az—a)
24

devra de méme converger vers L ou vers linfini, et, par suite,
que cette expression ne deviendra infiniment petite que si

F'(2—+t)—F'(x—1t)

a zéro pour limite. D'aprés cela, si f(2) devientinfini pour z =a,
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il faut que 'on puisse toujours intégrer f(a—+¢) + f(a— 1)
jusqu’a ¢ = o. Cela suffit pour que

(L1

\! Y€

) dw f(z) cosn(x — a)

converge lorsque ¢ tend vers zéro, ¢t devienne infiniment petit
quand 7 croit. Comme d’ailleurs la fonction F () est finie et con-
linue, F'(x) doit étre susceptible d'intégration jusqu’a z = a, et
(# — a)F'(z) devenir infiniment petit avee 2 — a, si cette fone-
tioln n'a pas un nombre infini de maxima et de minima, d'ou il
suil que

d.(x—a)F' ()

= = (2 —a)f(2)+F(a),

et, partant, que (z — a) f(«) pourra aussi éire intégré jusqu’a
z = a. D’aprés cela, /j(a:) sinn (& — a) dz peut aussi éire in-
tégré jusqu'a & = a, et pour que les coefficients de la série finis-
sent par devenir infiniment petits, il suffira évidemment que 1’in-
tégrale B

=
[ Sf(z)sinn(z— a) dx,
Sy

olt b<< @ < ¢, devienne infiniment petite quand n croit. Posons

Fl@) (@ —a) = g(2);

alors, si cette fonction, comme on le suppose, n’a pas un nombre
infini de maxima et de minima, on aura, pour 7 infini,

/“f(:lr) sinn(z —a)de = /‘“ (‘;f)[ sinp(z—a)dz

= <

i o(a--0)-+o(a—o)
2 2

comme Dirichlet I'a prouvé. En conséquence,
gla+t)+o(a—t)=fla+t)t—fla—t)t
doit devenir infini ik
levenir infiniment pelit avee {, et comme

Sla+t)+f(a—1)
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peut étre intégré jusqu'a £ = o el que, par suite,
fla+t)t—+fla—1t)t

est infiniment petitavec ¢, on voit que f(a + ) Zel aussi f(a— &)t

doivent étre infiniment petits avec ¢ En faisant abstraction des

fonctions qui ont un nombre infini de maxima et de minima, nous

voyons qu’il est nécessaire et suffisant, pour la représentation

d’une fonction par une série trigonométrique dont les termes sont

infiniment petits avec ;ll’ que, si elle devient infinie pour & =a,
fla—+0)t et f(a—1t)¢ soient infiniment petits avec ¢, et que

fla-+t)+ f(a—t) puisse étre intégré jusqu’a ¢ = o.

Une série trigonométrique, dont les cocfficients ne finissent
pas par devenir infiniment petits, ne peul représenler que pour
un nombre fini de valeurs de z une fonction qui n’a pas un nombre
infini de maxima et de minima, parce que :

¢
2 / F(z)cosp(z—a)k(w)de
0
ne peut cesser d’étre infiniment petit, pour p infini, que pour un
nombre limité de valeurs de z. Il est donc inutile d’insister sur

cette hypothese.

§ XIII.

Pour ce qui concerne les fonctions qui ont un nombre infini de
maxima et de minima, il ne sera pas inutile de remarquer qu’une
telle fonction f(x) peut étre susceptible d'une intégration, sans
pouvoir étre représentée par une série de Fourier [7]. Cela aura
lieu, par exemple, si l'on a
d (a;" cos i) ;

Sl e o Uy < <<l _>
2

fl@)=—— o<

X

entre zéro et 2. Car, dans l'intégrale

2T
[ f(@)cosn (v —a)dz,
)
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quand 7 crott, Uinfluence de Dintervalle ou est Lrés voisin de

‘/;; finit par devenir infiniment grande, en sorte que le rapport

de cette intégrale 4

; 3 o=t 1—ay
- sin (z‘/}i—na -+ —:'—> s
conyerge vers l'unité, comme on le-trouvera en suivant une
marche analogue a celle que nous allons indiquer. Pour généra-
liser exemple précédent, ce qui fera mieux ressortir la nature
de la question, faisons

/‘f(:z.-) dz = ¢(z) cosY(z),

en supposant (z) infiniment petit et %(2) infiniment grand,
quand z tend vers zéro, ces fonctions étant d’ailleurs continues
avec leurs dérivées, et n’ayant pas un nombre infini de maxima
et de minima. On aura alors

S(z)=10/(2) cos(x) — o(@) ¢ () sind(z),
et ff(l')cos n(x —a)dz sera égal a la somme des quatre inté-
grales

% e'(z) cos[U(z) = n(z— a)] dz,

— %l/ﬂzp(:v)d(’(‘r) sin[d(z) =+ n(x—a)] de.
Y() élant supposé positif, considérons le terme

T ~ s
— ;/u(z‘) Y(@)sin[Y(z) + n(z— a)ldz,
et recherchons dans cet intervalle Ja place ou les changements de
signe du sinus se succedent le plus lentement possible. Si 1'on
pose

Y(2)+ n(z —a) =

: i oy :
cela aura licu dans le voisinage des valeurs de z on {—} = 0, et par
ar

suile
Y(a2)4+-n=o,

0444
el 5
REPRESENTATION D'UNE FONCTION PAEJ;NE"‘ @{@ﬁnﬂ}on

: ; : Za g gl L
pour le cas ot 2 estinfiniment petit pour n infini, et introduisons y

comme variable. Posons
Y(2) - n(z—a)=8;
alors on a, pour s suffisamment petit,

(z—ay

Fepry@E

et I (o) est positif, puisque Y(z) est infini positf pour  infini-
ment petit. On a d'ailleurs

gy = (2)(z—a) =22l (a)(y—8),
dz !

suivant que & — «.2 0, et

e é /‘OH“:(P(;,,) V(@) siny dx

Jo—¢g

. 8 Bt siny dy o(2) ¥ (2)

== o /y—B va2yl(a)

2 J(LU!JW)% “¥B T e
,w;l,%ﬁ

dy o(a) ()
e Iy e
S vy ol

0 "‘J (YZ)

a0 Sy a—
Si Pon fait décroitre la quantité ¢ pour 2 croissant, de telle m
niére que ' (o) ¢* devienne infini, alors, en supposant que
1

® dv
f sin(y+ﬁ)é:

it, & si )\l 1 ul, et
qui est égal, comme on sait, & sin ({'3 -+ f’,) \/=, ne soit pas nul,
1 ités négliges 5 ra
en faisant abstraction de quantités négligeables, on au
A% = 5%
—-’»J o(@) V(@) sin[Y(z) + n(2—a)]d
2 %—c i
r) ;/ﬁ.t?(m)ub'(a)'

Vali(a)

= —sin <ﬁ+

=
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Si donc cette dernitre grandeur ne devient pas infiniment pelite,
comme l'intégrale relative aux autres intervalles tend vers zéro,
27
le rapport de / S(z)cosn(z —a)dzr & celle méme quantité
“o
converge vers 'unité,

Si l'on suppose que o(x) et /() soient, pour 2 infiniment
petit, da méme ordre que certaines puissances de z, savoir, o(z)
de Vordre de v, ¥/(z) de celui de 2781, ot v > 0, p.2 0, alors,
pour 7 infini,

¢la) §'(=)
2 /¥ (a)

E

sera de ordre de o 2, ct, par suile, ne sera pas infiniment pelit
stz ay. Mais, en général, siz ¥/ (2) ou, ce qui est laméme chose,
$(=)
logw
toujours choisir ¢() de telle maniére que 29(x) soit infiniment
petit avec x, et que

st devientinfiniment grand pour 2 infiniment petit, on pourra

oy O e 2

AN e e S == ==
Vay'(z) HREE 1 1 1
\/ 2 ) \/—th-‘r“,‘i@

devienne infiniment grand, et, par suite, Pintégrale fj(r) dax
Sz

=y

o
27

peut étre prise & partir de zéro, sans que [ JSzx)cosn(z — a)da
“o
devienne infiniment petite quand 2 croit indéfiniment. Comme on
le voit, dans I'intégrale ff(x) dz, les accroissements de l'inté-
'

grale, quand @ tend vers zéro, se compeasent, quoique leur rap-
port i lavariation de « croisse trés rapidement pendant les rapides
changements de signe de la fonction’; par Pintroduction du fac-
teur cosn(x — @), on obtient ce résultat, que les accroissements
de l'intégrale s’ajoutent en valeur les uns aux autres.

De méme que nous venons de voir que, pour une fonction tou-
jours susceptible d’intégration, la série de Fourier peut n’étre pas
convergente, ¢t que les termes de celte série peuvent devenir in-
finiment grands avec 7, de méme aussi on peut indiquer des fonc-
tions quine sont jamais susceplibles d’intégration, el pour les-
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quelles la série @ converge pour une infinité de valeurs de z prises
entre deux valeurs aussi rapprochées qu’on le veut.
On a un exemple de ce nouveau cas dans la fonction représentée

&
z (nx)
2
n
1
ott (nz) a la méme signification qu’au § VI. Cette fonction existe
pour toute valeur rationnelle de «, et est représentée par la série

par la série

trigonométrique

@

Se[— (—1)0] .
E 20[= 1) sinanzn  [8],
n nm
1

ot 'on doit mettre a la place de 0 tous les diviseurs de n, mais
qui ne reste comprise entre des limites finies dans aucun inter-
¥ 2 2 o s () et f 3! =
valle, si petit qu’il soit, et, par conséquent, n’est susceptible d’au

cune intégration.
On obtient un exemple du méme genre lorsque, dans les séries

B @
E CpCOS N2, E cpsinnie,
o 1

on met, pour ¢, ¢y, Cs, + -y des quantités positives toujours dé-

croissantes et devenant infiniment petites, mais pour lesquelles
"
a

¢s devient infiniment grand. Car, si le rapport de 2 & a7 est
$

& 2 . . ’ e
rationnel, et §'il a pour dénominateur m, quand il est réduit & sa
plus simple expression, ces séries seront évidemment conver-
gentes ou divergentes, suivant que

m—1 m—1

E cosnta, 2 sinn?z

0 o
seront égaux & zéro ou différents de zéro. Les deux cas se pré-
sentent, d’aprés un théoréme connu de la division du cercle ('),
pour une infinité de valeurs de z, comprises enlre des limites

aussi rapprochées qu'on le veut.

(') Disquisit. arithm., p. 636, art. 356.
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La série Q peut aussi converger dans un intervalle aussi grand
qu’on le veut, sans que la valeur de la série

dA,
; dx
C'+Aja — —
n*
que l'on obtient par I'intégration de chaque terme de @, puisse
étre intégrée dans un intervalle aussi petit que Uon voudra.
Considérons, par exemple, U'expression

1 —log(1—gn)
Z El=gt)ley [T] ’

1

ot I'on prend les logarithmes de telle maniére qu'ils s’évanouissent
pour g = o, et développons-la suivant les puissances ascendantes
de ¢, en y remplacant ¢ par e¥i; la partie imaginaire du dévelop-
pement forme une série trigonométrique qui, différentiée deux
fois par rapport & x, converge un nombre infini de fois dans
chaque intervalle, tandis que son premier quotient différentiel
devient nul un nombre infini de fois.

Une série trigonométrique peut aussi converger un nombre in-
fini de fois dans un intervalle aussi petit qu’on le veut, sans que

A ” 5 . . . I
ses termes deviennent infiniment petits avec — pour toule valeur
n
de z. Un exemple simple est fourni par la séric

o i

E sin(n!) ax,

.n. Cette
série converge non seulement pour toute valeur rationnelle de z,
puisqu’elle est alors limitée, mais aussi pour un nombre infini de

ol n! désigne, comme d’habitude, le produit r.2.3. .

valeurs irrationnelles, dont les plus simples sont sint, cost, 2,
¢
et leurs multiples, et, en outre, les multiples impairs de ¢,

T
Pl e

de ‘, ete. [9].
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[4] (p- 254). Les grandeurs By, employées ici ont pour expression

T
Byin = 5 cos( i+ n) (v — a) (ay sinna + b, cosna)
s ! 3
B sin(p—+n) (x—a)(a,cosna— b, sinna),
B 1 .
- = = cos(p.—n)(x —a)(a, sinne + b, cosna)

s 3
— 5 sin(p— n)(z—a)(aycosna —b, sinna).
Pour compléter, il reste encore & démontrer que

C 3
gzzf <C +Clz+ A, ‘T—) cos
o 2

a aussi pour valeur zéro. On y arrive de la maniére la plus simple en
posant

—a)h(z)de

/ 22
LC + Oz + A, “%\) cosp(z —a)=—

e 3A 4 a2 : SRR
B = (L — Tz“ + Gz -+ Ay -9—) cos (2 — @) — 2(C/+ Agzy 2DHE — @)
) i

et en employant deux fois successivement Pintégration par parties.
Les intégrales telles que

{3 o
[ cosp(z—a) N (z)de, [ sinp(z —a) M (z)de
Sy Jy :
4

s'évanouissent pour p croissant indéfiniment; on peut le démontrer, soit
d’aprés la méthode de Dirichlet, soit encore plus simplement au u;m'en
du théaréme de la moyenne de Du Bois-Reymond; par conséquent Iors&uw
o (@) désigne une fonction qui n'esl jamais croissante ou jamais 7décr04 .
sante entre les limites & et ¢, et £ une valeur comprise entre b et ¢, I'on a

o E
Py = 4
[/(w)g(m)r].r:gc(b)/ J(@)de +ce(c) | fla)da.
b b Jx
[5] (1).4256). Les théorémes exposés au § II demandent un éclaircisse—
ment. Puisque la fonction f(2) est supposée posséder une période 27, la
fonetion )
E(2+2x) —F(2) = o(z)

doit avoir cette propriété que

j‘?('v_é_y‘_i'_?‘)*?(”"""“_13)—?(2'71—6—@)»!—&(.1:—-1—f,)
4af s 7
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sous les hypothéses faites dans le texte, devra tendre avee « et § vers la
limite zéro. Par suite, ¢(2) est une fonction' linéaire de @, ct les con-
stantes ', Ay peuvent done étre déterminées telles que

D () =T(2)—Clae—A,;

soit une fonction de @ possédant la période am.
Maintenant, relativement a4 la fonction F(z), 'on a encore fait cette
hypothése que, pour des limites quelconques b et e,

i f
b

tend vers la limite zéro pour p croissant indéfiniment, si A(z) satisfait
aux conditions posées dans le texte; d'ott il s'ensuit que, sous les mémes

(5

(@) cospu(xz —a) () dx

hypothéses,
c
2 / @ (z)cosp(z —a)\(z)dw
Jy

tend vers la limite zéro.
Soient maintenant

b< —m, € 21Ty

et supposons, ce qui est permis, que I'on ait, dans Pintervalle de — = 4 + 7,

NGE) = 1

il ’ensuit alors que

f. D (2)cosp(w—a)l(x)de

™

&
“?f D (z)cosp (e — a)h(@) de + p2
(2

T
< [L‘Zf D(z)cosp(z—a)dr

s
a aussi pour limite zéro, On peut maintenant, lorsque p est un nombre
entier n, en ayant égard & la périodicité de ®(a), remplacer cette somme
par

¢ T
n? [ fI>(_;r)<:05n(:z?—a))\l(m)dx-ﬁ—zz‘lf @ (z)cosn(x — a)de,

“h2m

quand, dans Pintervalle de & +~am a «, l'on a
() = Mz — 27),
et quand, dans Vintervalle de = & ¢, l'on a

Ai(2) = M),
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de telle sorte que, entre les limites b —+ 27 et ¢, Ay (@) satisfait aux hypo-
théses relatives a la fonction A(x).
Par conséquent, le premier terme de la précédente somme, pris séparé-

ment, a comme valeur limite zéro, et, par suite aussi, la valeur limite de

<+

y.'if ®(z)cosu(x —a)dzr
-7

est égale a zéro.

[6](p. 257). Ici, relativement & la fonction A(2), il semble que I'on de-
vrait ajouter cette condition : qu'aprés lintervalle 2= elle se reproduit
périodiquement (ce qui est compatible avee I'hypothése ultérieure). En
effet, 'intégrale en question, par exemple, ne tendrait pas vers zéro, si l'on
posait

F(/)—C’(f:)—Agz;:const. et N(t)=(z — o).

Au contraire, en admettant la périodicité de A(z), 'on prouvera facile-
ment que l'intégrale s’évanouit, en opérant explicitement la différentiation

20 —+ I

sin z—1
dd ———————
sin

dt*

en appliquant le théoréme ITl, § VIII, et en employant un raisonnement
analogue a celui de la Note [5].

Relativement aux Notes [5] et [6] qui, dans la premiére édition de Rie-
mann, portaient les numéros (1) et (2), M. Ascoli a élevé diverses ohjec—
tions dans un travail Sur les Séries trigonométriques (Accademia dei
Lince, 1880). Nous laissons d'ailleurs ces Notes sans y rien changer; on
pourrait cependant v ajouter encore ceci :

La démonstration du théoréme, d’aprés lequel la fonction désignée par
w(2) dans la Note [5] doit étre linéaire (je renverrai & ce sujet a un tra-
vail de G. Cantor dans le Journal de Crelle, t. 72, p. 141), présuppose
d’ailleurs que la fonction f(#) existe pour toute valeur de & (et, par con-
séquent aussi, est finie), Mais les numéros I, II du § IX me semblent, en
général, tout a fait admissibles quand on ne fait qu’admettre cette existence,
et alors il va de soi, comme le veut Ascoli, que la condition d’étre trans-

5 S 5 22 5
formée, par I'addition d’une expression — G'(2) — A, —, en une fonction
2

périodique fait aussi partie des conditions relatives a la fonction F(z). Si
I'on abandonne cette hypothese de existence générale de la fonction f(2),
il peut y avoir une infinité de fonctions diverses F(z) qui différent entre
elles par des expressions qui ne sont pas purement linéaires. Le § IX,
théor. III, conserve d’ailleurs encore son sens lorsque Uexistence générale

—_—
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de f(@) n’est pas présupposée, et lorsque, comme dans le § VIII, F(a)
est définie par la série :

Ay Ay Ay o

I 4 " ?)—

Relativement a la Note [6], il faut ajouter qu’il suffit, puisque la fone-
tion A(Z) ne se présente dans les formules du texte qu'entre Pintervalle
— ma -+ =, non de présupposer la périodicité de 2 (¢) et 2'(7), mais seu-
lement d’admettre les formules A(w) = A(— =), M (®) = N(—=) et, par
suite, d’admeltre non la périodicité proprement dite, mais la possibilité du
prolongement continu périodique.

Mais, puisque la fonction

L2 Ay
F(z)—C'(z)— > 2

est définie, page 255, par la série

5 g : : Ag oy o
alors 'hypothése en question que F(¢)— G/(£)— — ¢2 serail une con-
stante différente de zéro est parfaitement admissible.
Je dois aussi exposer avec un peun plus de précision le procédé que, par
analogic avee la Note [5], j’ai appliqué a la démonstration de I'évanouis-
sement de l'intégrale

T

(2—1)

e A

B ——an

-7

Si Ton pratique la différentiation sous le signe, on obtient une ex-
pression a plusieurs termes, dont un terme, si lon pose, pour abréger,
Qi -0

= p, sera
£

sinp (@ — ) dt

(R,

x'—

B,

t .
et &= a--7m,

ou, si l'on pose encore A(2) = hy(¢)sin

+ T
(_‘)np;f ®(t) k() cosp(a— ) dt.
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Choisissons maintenant b et ¢, de telle sorte que lintervalle de b 4 ¢
renferme lintervalle de — = A m, et déterminons dans le premier inter-
valle une fonetion A (¢), telle quentre — x et + = Pon ait

A(e)=21(2),

mais telle que X(¢) et 1'(¢) ’éyanouissent aux limites; déterminons ensuite
une fonction As(2) dans lintervalle de 6 - o7 a ¢, telle qu'entre & +ax
et = Pon ait

Nefit) = — X(t—2

et qu'entre = et ¢ on ait
da(e) = (1),

ce qui, par conséquent, présuppose que l'on ait

)\E(TI):'* l,(—’.r), )JZ(".T):—- )\’I (—m)

)e
Alors on obtient, comme dans Ia Note [8];

AT
;ﬁ/ P(L)hy(t) cosp(a—t)dt
Y—1

=

(g c
D(£)M(¢) cosp(a—t) dt— p2 [ D () Ry (2) cospla —t)de,
S

b 270

et les denx termes du second membre s'évanouissent, d’aprés le théo-
véme ITT, § VIII, pour w croissant indéfiniment. L'on procédera de méme
pour les parties restantes de lintégrale en question.

[7] (p. 265). On peut ici renvoyer aux travaux de P. du Bois-Rey-
mond, qui ont, aprés Riemann, fait faire des progrés essentiels 4 la théorie
des séries trigonométriques, 11 y est démontré par des exemples qu’il existe
des fonctions partout finies et continues, possédant une infinité de maxima
£t minima, et qui ne sont pas susceptibles de représentation par des séries
-Lrigonomr’:l.riques.

(]

[8] (p. 269). Parle syml)olcz
d’unités positives et négatives, telle qu’a chaque diviseur pair de 2 corres-
pond un terme négatif et a chaque diviseur impair de n un terme positif.
On trouye ce développement (par un procédé qui n’est pas tout a fait a
Pabri d’objections) en exprimant la fonction S (@) par la formule connue

(—1)®, 'on doit entendre une somme

¢ n

—— W) o 2MTEY
: (—1)msin 5
mw
1w

. nxr £ .
en portant cette expression dﬂns la somme E Q et en intervertissant
n

Pordre des sommations.

v A 3 : JE. 9
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[9] (p. 270). La valeur

ainsi que Genocchi le fait remarquer dans une Note relative & cet exemple
(Intorno ad alcune serie; Torino, 1875), ne fait pas partie des valeurs
pour lesquelles la série E sin (n! 2x) est convergente. Du reste, pour

1,2

la série, contrairement @ ce que dit Genoechi, n’est pas non plus conver-

gcnle.
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LES HYPOTHESES QUI SERVENT DE FONDEMENT

A LA GEOMETRIE.

Memoires de la Socicté Royale des Sciences de Gattingue, t. X115 1867 ().
. — (Traduction de J. HoUEL ).

CEupres de Riemann, 2° édit., p.

PLAN DE CETTE ETUDE.

On sait que la Géométrie admet comme données préalables non
sculement le concept de Pespace, mais encore les premiéres idées
fondamentales des constructions dans I'espace. Elle ne donne de
ces concepts que des définitions nominales, les déterminations
essentielles s’introduisant sous forme d’axiomes. Les rapports
mutuels de ces données primitives restent enveloppés de mystére;;
on n’apercoit pas bien si elles sont nécessairement liées entre
elles, ni jusqu’a quel point elles le sont, ni méme a prior: si elles
peuvent I'étre.

Depuis Euclide jusqu’a Legendre, pour-ne citer que le plus
illustre des réformateurs modernes de la Géométrie, personne,
parmi les mathématiciens ni parmi les philosophes, n'est parvenu
a éclaireir ce mystére. La raison en est que le concept général des
grandeurs de dimensions multiples, comprenant comme cas parti-

(') Ce Mémoirea éué lu par 'Autenr le 1o juin 1854 a Poccasion de ses ¢preuves
d’admission & la Faculté philosophique de Géttingue. Ainsi s’explique la forme
de son exposition, ou les recherches analytiques ne sont qu'indiquées. On trou-
vera quelques éelaircissements dans les Notes au Mémoire envoyé en réponse a
une question mise au Concours par Plnstitut de Paris. (Foir Riemann, 2° édit.,
p- 405). — (WEBER ¢t DEDEKIND. )

il
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culier les grandeurs étendues, n'a jamais été I'objet d’aucune
étude. En conséquence, je me suis posé d’abord le probléme de
construire, en partant du concept général de grandeur, le concept
d’une grandeur de dimensions multiples. 1l ressortira de la qu’une
grandeur de dimensions multiples est susceptible de différents
rapports métriques, et que U'espace n’est par suite qu’un cas par-
ticulier d’une grandeur de trois dimensions. Or, il s’ensuit de la
nécessairement que les propositions de la Géométrie ne peuvent
se déduire des concepls généraux de grandeur, mais que les
propriéiés, par lesquelles I'espace se distingue de toute autre gran-
deur imaginable de trois dimensions, ne peuvent étre empruntées
qu’a I'expérience. De 1a surgit le probleme de rechercher les faits
les plus simples au moyen desquels puissent s'établir les rapports
métriques de 'espace, probléme qui, par la nature méme de I'ob-
jet, n'est pas complélement déterminé; car on peut indiquer plu-
sieurs systémes de faits simples, suffisants pour la détermination
des rapports métriques de I'espace. Le plus important, pour notre
but actuel, est celui qu'Euaclide a pris pour base. Ces faits, comme
tous les faits possibles, ne sont pas nécessaires; ils n’ont qu'une
certitude empirique, ce sont des hypothéses. On peut donc étu-
dier leur probabilité, qui est certainement trés considérable dans
les limites de l'observation, et juger d’aprés cela du degré de
stireté de extension de ces faits en dehors de ces mémes limites,
tant dans le sens des immensurablement grands que dans celui
des immensurablement petits.

A. — Concept d’'une grandeur de » dimensions.

En essayant maintenant de traiter le premier de ces problémes,
relatif au développement du concept d’une grandeur de dimen-
sions multiples, je me crois d’autant plus obligé de- solliciter
l'indulgence des lecteurs, que je suis moins exercé dans les tra-
vaux philosophiques de cette nature, dont la difficulté réside
plutdt dans la conception que dans la construction, et qu'a 'excep-
tion de quelques bréves indications données par M. Gauss dans
son second Mémoire sur les résidus biquadratiques, dans les
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Gelehrte Anseigen de Geettingue et dans son Mémoire de jubilé,
ct de quelques recherches philosophiques de Herbart, je n'ai pu
m'aider d’aucun travail antérieur.

S

Les concepts de grandeur ne sont possibles que la ou il existe
un concept général qui permette différents modes de détermina-
tion. Suivant qu’il est, ou non, possible de passer de l'un de ces
modes de détermination A un autre, d’unc maniére conlinue, ils
forment une variété (') continue ou une variété discréte; chacun
en particulier de ces modes de détermination s’appelle, dans le
premier cas, un point, dans le second un élément de cette
variété. Les concepts dont les modes de détermination forment
une variété discréte sont si fréquents que, étant donnés des abjets
quelconques, il se trouve toujours, du moins dans les langues cul-
tivées, un concepl qui les comprend (et les mathématiciens élaient
par conséquent en droit, dans la théorie des grandeurs discrétes,
de prendre pour point de départ la condition que les objets
donnés soient considérés comme de méme espece). Au contraire,
les occasions qui peuvent faire naitre les concepls dont les modes
de détermination forment une variélé continue sont si rares dans
la vie ordinaire, que les lieux des objets sensibles et les couleurs
sont & peu prés les seuls concepts simples dont les modes de
détermination forment une variété de plusicurs dimensions,
Clest seulement dans les hautes Mathématiques que les occasions
pour la formation et le développement de ces concepls deviennent
plus fréquentes.

Une partie d'une variété, séparée du reste par une marque ou
* par une limite, s'appelle un quantum. La comparaison des quanta
au point de vue de la quantité, s'effectue, pour les grandeurs
discrétes, au moyen du dénombrement; pour les grandeurs con-
tinues, au moyen de la mesure. La mesure consiste dans une

(') Varietas, Mannigfaltigkeit. Voir GAuss, Theoria res. biquadr., t. 11, et
Anzeige sw derselben (Werke, t. 11, p- 110, 116 et 118), — (J, HovxL.)

o

HYPOTHESES QUI SERVENT DE FONDEMENT A LA GEOMETRIE. 283

superposition de grandeurs & comparer; il faut done, pour mesu-
rer, avoir un moyen de transporter la grandeur qui sert d’étalon
de mesure pour les autres. Si ce moyen manque, on ne pourra
alors comparer entre clles deux grandeurs, que si I'une d’elles
est une partie de l'autre, et encore, dans ce cas, ne pourra-t-on
déeider que la question du plus grand ou du plus petit, et non
celle du rapport numérique. Les recherches auxquelles un tel cas
peut donner lieu forment une branche générale de la théorie des
grandeurs, indépendante des déterrninations métriques, et dans
laquelle elles ne sont pas considérées comme existant indépen-
damment de la position, ni comme exprimables au moyen d’une
unité, mais comme des régions dans une variété. De telles
recherches sont devenues nécessaires dans plusieurs parties des
Mathémaliques, notamment pour Pétude des fonctions analytiques
a plusieurs valeurs, et ¢’est surtout & cause de leur imperfection
que le célebre théoreme d’Abel, ainsi que les travaux de Lagrange,
de Pfaff, de Jacobi sur la théorie générale des équations différen-
es. Dans cette branche géné-

tielles, sont restés si longtemps sté
rale de la théorie des grandeurs étendues, ot I'on ne suppose rien
de plus que ce qui est déja renfermé dans le concept de ces gran-
deurs, il nous suffira, pour notre objet actuel, de porter notre
étude sur deux points, relatifs : le premier, 4 la génération du con-
cept d'une variété de plusicurs dimensions; le second, au moyen
de ramener les délerminations de lieu dans une variété donnée a
des déterminations de quantité, et c'est ce dernier point qui doit
aire clairement ressorlir le caractére essentiel d’une étude de n

dimensions.

§ II.

Etant donné un concept dont les modes de détermination
forment une variété continue, si 'on passe, suivant une maniére
déterminée, d’'un mode de détermination & un autre, les modes de
détermination parcourus formeront une variété étendue dans un
seul sens, dont le caractére essentiel est que, dans cette variété, on
ne peut, en partant d'un point, s’avancer d’'une maniére conlinue
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que dans deux directions : en avant ct en arriére. Imaginons
maintenant que cette variété se transporte a son tour sur une autre
variété complétement distincte, et cela encore d’une maniére
déterminée, clest-a-dire tellement que chacun de ses points se
transporte en un point déterminé de P’autre variélé; lensemble
des modes de détermination ainsi obtenus formera une variété de
deux dimensions. On obtiendra semblablement une variété de
trois dimensions, si 'on congoit qu’une variété de deux dimen-
sions se transporte d'une maniére déterminée sur une autre com-
plétement distincte, et il est aisé de voir comment on peut pour-
suivre celte construction. Si, au licu de considérer le concept
comme déterminable, on considére son objet comme variable, on
pourra désigner cette construction comme la composition d’une
variabilité de 72 -+ 1 dimensions, au moyen d'une variabilité de n
dimensions et d’une variabilité d’une seule dimension.

III.

o“rn

Je vais maintenant montrer 1‘écipr0qucmenl comment une va-
riabilité, dont le champ est donng, peut se décomposer en une
variabilité d'une dimension et une variabilité d’un nombre de
dimensions moindre. Concevons, pour cela, une portion variable
d’une variété d'une dimension, comptée & partir d'un point fixe,
de facon que ses valeurs soient comparables entre elles; suppo-
sons que celle portion ait, pour chaque point de la variété donnée,
une valeur déterminée, changeant avec ce point d'une maniére
continue; ou, en d’aulres termes, imaginons, & Uintérieur de la
variété donnée, une fonclion continue du lieu, fonction qui ne soit
pas constante le long d’une portion de cette variété. Tout sysléme
de points, pour lequel la fonction a une valeur constante, forme
alors une variété continue d’un moindre nombre de dimensions
que la variété donnée. Ces variéiés, lorsqu’on fait varier la fone-
tion, se transforment d’une maniére continue les unes dans les
autres; on pourra donc admetire que Pune d’entre elles engendre
les autres, et cela pourra avoir lieu, généralement parlant, de telle
facon que chaque point de l'une se transporte en un point déter-
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miné de l'autre. Les cas d’exception, dont Pétude est importante,
peuvent étre ici laissés de coté. Par 13, la détermination de lieu
dans une variété donnée se raméne & une détermination de gran-
deur, et & une détermination de lieu dans une variété d’'un moindre:
nombre de dimensions. Or, il est aisé¢ de faire voir que cette der-
niére variété a n-—1 dimensions, lorsque la variété donnée en a n.
En répétant n fois ce procédé, la détermination de lieu dans une
variété de n dimensions se trouvera donc ramenée & n détermina-
tions de grandeur, et ainsi-la détermination de lien dans une
variété donnée, quand cela est possible, se réduit & un nombre
fini de déterminations de quantité. Toutefois il y a aussi des
variétés dans lesquelles la détermination de lieu exige, non plus
un nombre fini, mais soit une série infinie, soit une variété con-
tinue de déterminations de grandeur. Telles sont, par exemple,
les variétés formées par les déterminations possibles d’une fone-
tion dans une région donnée, par les formes possibles d’une
figure de l’bspacc, etc.

B. — Rapports métriques dont est susceptible une variété de
n dimensions, dans Vhypothése ou les lignes possédent une
longueur, indépendamment de leur position, et ou toute ligne
est ainsi mesurable par toute autre ligne.

Aprés avoir construit le concept d’une variété de n dimensions,
et trouvé pour caractére essentiel d’une telle variéié cette pro-
priété que la détermination de lieu peut s’y ramener & n détermi-
nations de grandeur, nous arrivons au second des problémes
posés plus haut, savoir & Pétude des rapports métriques dont
une telle variété est susceptible, et des conditions suffisantes pour
la détermination de ces rapports métriques. Ces rapports métriques
ne peuvent étve étudiés que dans des concepts de grandeur
abstraits, et leur dépendance ne peut se représenter que par des
formules. Dans certaines hypothéses, cependant, ils sont décom-
posables en rapports qui, pris séparément, sont susceptibles d’une
représentation géométrique, et par la il devient possible d’expri-
mer géométriquement les résultats du calcul. Ainsi, pour arviver
dun terrain solide, on ne peut, il est vrai, éviter dans les formules
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les considérations abstraites, mais du moins les résultats du caleul
pourront ensuite éire représentés sous forme géométrique. Les
fondements de ces deux parties de la question sont établis dans le
célebre Mémoire de M. Gauss : Disquisitiones gencrales circa
superficies curyas.

Les déterminations métriques exigent 'indépendance entre les
grandeurs et le lieu, ce qui peut se réaliser de plusieurs maniéres.
L’hypothése qui s’offre d’abord, et que je développerai ici, est
celle dans laquelle la longueur des lignes est indépendante de
leur position, et ol par suite chaque ligne est mesurable au moyen
de chaque autre. La détermination de lieu étant ramende & des
déterminations de grandeurs, et la position d’un point dans la
variélé donnée & n dimensions étant, par suile, exprimée au moyen
de n grandeurs variables z,, ., X3y vvey Xy, la détermination
d’une ligne reviendra & ce que les quantités  soient donndes
comme des fonctions d’une variable, Le probléme consiste alors a
élablir une expression mathémalique de la longueur d’une ligne,
et a cel effevil faut considérer les quantités 2 comme exprimables
en unités. Je ne traiterai ce probléme que sous certaines restrie-
tions, et je me bornerai d’abord aux lignes dans lesquelles les
rapports entre les accroissements dx des variables z correspon-
dantes varient d’'une maniére continue. On peut alors concevoir
les lignes décomposées en éléments, dans ’étendue desquels les
rapports des quantités da puissent étre regardés comme constants,
et le probléme revient alors & établir, pour chaque point, une ex-
pression générale de 'élément linéaire ds partant de ce point,
expression qui contiendra ainsi les quantités 2 et les quantités da.
Jadmetirai, en second lieu, que la longueur de I’élément linéaire,
abstraction faite des quantités du second ordre, reste invariable,
lorsque tous les points de cet élément subissent un méme dépla-
cement infiniment petit, ce qui implique en méme temps cue, si
toutes les quantités diz croissent dans un méme rapport, I’élément
linéaire varie également dans ce méme rapport. Ces hypothéses
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admises, I’élément linéaire pourra étre une fonclion homogéne

quelconque du premier degré des quantités dz, qui restera inva-

riable lorsqu’on changera les signes de toutes les quantités dz, et
dans laquelle les constantes arbitraires seront des fonctions conti-
nues des quantités 2. Pour trouver les cas les plus simples, je
chercherai d’abord une expression pour les variétés de n — 1 di-
mensions qui sont partout équidistantes de U'origine de 'élément
lin¢aire; c’est-a-dire que je chercherai une fonction continue du
lieu qui les distingue les unes des autres. Cette fonction devra ou
croitre ou décroitre dans toutes les directions & partir de Porigine;;
jadmettrai qu’elle croisse dans toutes les directions, et qu’ainsi elle
ait un minimum a lorigine. Il faut alors, si ses quotients différen-
tiels du premier et du second ordre sont finis, que la différenticlle
dupremicr ordre s’annule, et que celle du second ordre ne devienne
jamais négative; j'admetirai qu'elle reste toujours positive. Cette
expression différentielle du second ordre reste donc conslante,
lorsque ds reste constant, et croit dans le rapport des carrés,
lorsque les quantités da ct par suite aussi ds varienl loutes
ensemble dans un méme rapport; elle est donc = const. >< ds?,
et par conséquent s = la racine carrée d'une fonclion entiére
homogéne du second degré, toujours positive, des quantités du,
dans laquelle les coefficients sont des fonctions continues des
quantités z. Pour Uespace, si 'on exprime la position du point
en coordonnées rectangulaires, on a.ds = /¥ (dx)?; P'espace est
donc compris dans ce cas le plus simple de tous. Le cas le plus
simple aprés celui-li comprendrait les variétés dans lesquelles
Vélément linéaire serait exprimé par la racine quatriéme d’une
expression différentielle du quatriéme degré. L’étude de cette
classe plus générale n’exigerait pas des principes essentiellement
différents, mais elle prendrait un temps assez considérable, et ne
contribuerail pas beaucoup, relativement,  éclaircir la théorie de
Uespace, d’autant plus que les résultats ne pourraient s'exprimer
géoméiriquement. Je me bornerai done aux variétés dans les-
quelles 'élément linéaire est exprimé par la racine carrée d’une
expression diflérentielle du second degré. Une telle expression
peut étre transformée en une autre semblable, en remplacant les
n variables indépendantes par des fonctions de n nouvelles va-
riables jndépendantes. Mais on ne pourra pas, par ce moyen,
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transformer une expression quelconque en une autre expression
-+

- . 1 ~ e .
quelconque ; car 'expression conlient 7 —— coefficients, qui sont

des fonctions arbitraires des variables indépendantes; or, par Pin-
troduction de nouvelles variables, on ne pourra satisfaire qu’a
n relations, et par suile on ne pourra égaler que n des coeffi-
n

. A { (s ’ I .
cients a des quantités données. Les n coefficients restants

sont alors complétement déterminés par la nature méme de la
variété qu'il s'agit de représenter, et ainsi la détermination de
R—10

ses rapports métriques exige n fonctions du lieu. Les varié-

tés dans lesquelles I’élément linéaire peut, comme dans le plan

et dans Uespace, se ramenera la forme V2 (dx)?, ne forment done
qu’un cas particulier des variétés que nous étudions ici;
ritent-un nom spécial, et jlappellerai, en cons

all{es mé-

‘quence, les variétés
dans lesquelles le carré de 1’élément linéaire peut se ramener a
une somme de carrés de différenticlles complétes, variétés planes.

- Pour pouvoir maintenant passer en revue les diversités essentielles
de toutes les variétés susceplibles d’étre représentées sous la
forme considérée, il est nécessaire de laisser de coté les diversités
provenant du mode de représentation, et I'on y parvient en choi-
sissant les grandeurs variables d’aprés un principe déterminé.

§ II.

A cet effet, imaginons que, i partir d’un point donné, on ait
construit le systéme des lignes de plus courte distance qui passent
par ce point; la position d’'un point indéterminé pourra éire fixée
alors au moyen de la direction initiale de la ligne de plus courte
distance sur laquelle il se trouve, et de sa distance comptée sur
cette ligne & partir de Vorigine et, par conséquent, elle pourra
s’exprimer au moyen des rapports da’ des quantités da sur celle
ligne de plus courte distance, et au moyen de la longueur s de
cette ligne. Introduisons maintenant, au licu de dz?, des expres-
sions linéaires da, formées avec ces quantités, et telles que la
valeur initiale du carré de Iélément soit égale & la somme des
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carrés de ces expressions, de telle sorte que les variables indépen-
dantes soient la grandeur s et les rapports des quantités da; et
remplacons enfin les da par des quantités z, 2., . . ., 2, qui leur
soient proportionnelles, et dont la somme des carrés soit — g2, Si
I'on introduit ces grandeurs, alors, pour des valeurs infiniment

petites des z, le carré de I'élément linéaire sera = ¥ dx?; le terme

3

de Pordre suivant dans ce carré sera égal 4 une fonction homogéne

v n —
du second degré des n

grandeurs (z; dx,—zydx,),

(zydrey—xydzy), - .., cest-d-dire qu’il sera un infiniment petit
du quatriéme ordre; de telle sorte que l'on obtient une grandeur
finie en divisant ce terme par le carré du triangle infiniment petit

dont les sommets * correspondent aux systémes de valeurs

(0505 050054 )y (Ei's By @iy o o)y (diy ds, dzy, . . .) des variables,
Ce lerme conserve la méme valeur, tant que les quantités z
el dz sont contenues dans les mémes formes linéaires binaires,
ou tant que les deux lignes de plus courte distance, depuis les
valeurs o jusqu'aux valeurs el depuis les valeurs o jusqu’aux
valeurs dx, restent dans le méme élément superficiel, et il ne
dépend, par conséquent, que du lieu et de la direction de cet
élément. Ce terme est évidemment = o, lorsque la variété
représentée est plane, c’est-a-dire lorsque le carré de I'élément
linéaire est réductible & = da*, et il peut, par conséquent, étre
considéré comme la mesure de la quantité dont la variété s’écarte
de la planarité (') en ce pointet dans cette direction superficielle.
En le multipliant par — %, il devient égal a la quantité que Gauss
aappelée la mesure de courbure d’une surface. Pour déterminer
les rapports métriques d’une variélé a n dimensions, susceptible -
d’une représentation sous la forme supposée, on a trouvé tout a

=4

Pheure que 7 fonctions du lieu sont nécessaires; si donc on

2
. . Rl
donne, en chaque point, la mesure de la courbure suivant n T

divections superficielles, on pourra déterminer par leur moyen les
rapports métriques de la variété, pourvu seulement qu’entre ces
valeurs il n’existe pas des relations identiques, relations qui, effec-
tivement,. n'existent pas en général. Les rapports méiriques de

(') Ebenheit dans l'original. — (J. HoUEL. )
R. 19
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ces variétés, ot I'élément lindaire est représenté par la racine
carrée d'une expression différentielle du second degré, peuvent
ainsi s’exprimer d’une maniére tout i fail indépendante du choix
des grandeurs variables. On peut encore, dans ce but, suivre une
marche toute semblable dans le cas des variétés ou 1'élément
linéaire s’exprime moins simplement, par exemple, au moyen de
la racine quatriéme d’une expression différentielle du quatri¢me
degré. Alors I'élément linéaire ne serait plus, en général, réduc-
tible & la forme de la racine carvée d'une somme de carrés dlex—
pressions différenticlles, et par conséquent, dans 'expression du
carré de I’élément linéairve, 1écart de la planarité serait un infini-
ment petit du deuxiéme ordre, tandis que, dans les variétés con-
sidérées précédemment, cet écart élait un infiniment petit du
quatrieme ordre. Cette propriété de ces derniéres variétés peut
bien étre nommée planarité dans les parties infinitésimales. Mais
la propriété de ces variétés, la plus importante pour notre objet
actuel, et la seule en vue de laquelle nous avons étudié ici ces
variéiés, est celle qui consiste en ce que les rapports des variétés
de deux dimensions peuvent se représenter géométriquement par
des surfaces, et que ceux des variétés d’un plus grand nombre de
dimensions penvent se ramener & ceux des surlaces qu'elles ren-
ferment. Cela demande encore une courte explication.

§ III. ,

Dans la maniére de concevoir les surfaces, aux rapports mé-
triques intrinséques; dans lesquels on n’a & considérer que les
longueurs des chemins tracés sur ces surfaces, se méle toujours
I'idée de leur position relativement aux points placés en dehors
d’elles. Mais on peut faire abstraction des rapports extérieurs,
lorsqu’on fait subir A ces surfaces des changements tels que les
longueurs des lignes qui ¥ sont situées restent invariables, ¢'est-
a-dire ]orsqu’on les suppose {lexibles sans extension, et que I'on
considére comme de méme espéce Loules les surfaces ainsi oble-
nues. Ainsi, par exemple, des surfaces cylindriques ou coniques
quelconques seront 1'eg'ar(lées comme équivalentes a4 un plan,

p———
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parce qu’elles peavent s’y appliquer par simple flexion, leurs rap-
ports métriques intrinséques demeurant invariables, et toutes
les propositions qui concernenl ces rapports, ¢'est-i-dire toute
la planimétrie, continuant & subsister. Elles sont, au contraire,
essenticllement non équivalentes a la sphére, qui ne peut pas se
transformer sans extension en un plan. D’aprés la recherche pré-
cédente, les relations métriques intrinséques, dans une grandeur
a deux dimensions, lorsque I'élément linéaire peut s’exprimer par
la racine carrée d’une expression différenticlle du second degré,
comme cela arrive dans les surfaces, sont caractérisées en chaque
point par lamesure de courbure. On peut donner i cetle quantilé,
dans le cas des surfaces, une interprétation sensible aux yeux, en,
établissant quel est le produit des deux courbures de la surface
au point considéré, ou encore, que son produit par un triangle
infiniment petit, formé de lignes de plus courte distance, est égal &
lamoitié de exces de la somme des angles de ce triangle, évalués
en parties du rayon, sur deux angles droits. La premiére définition
supposerait ce théoréme, que le produit des deux rayons de cour-
bure reste invariable lorsque la surface subit une simple flexion;
la seconde supposerait que, pour le méme lieu, Pexces de la
somme des angles d’un triangle infiniment petit sur deux angles

droits est proportionnel a I'aive du triangle. Pour donner une re-

présentation sa able & la mesure de courbure d’une variété de
n dimensions en un point donné et suivant une direction super-
ficielle donnée passant par ce point, il faut partir de ce qu'une
ligne de plus courte, distance, parlaht d’un point, est compléte-
ment déterminée, quand on donne sa direction initiale. Dapres
cela, on obtient une surface déterminée en prolongeant, suivant
des lignes de plus courte distance, toutes les directions initiales
partant du point donné et situées sur I'élément superficiel donné,
et cette surface a, au point donné, une mesure de courbure dé-
terminée, qui est en ‘méme temps la mesure de courbure de la
variété de n dimensions au point douné et suivant la direction
superficielle donnée.
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§ IV.

Avant de passer aux applications & 'espace, il faut encore
présenter quelques considérations sur les variéiés planes en
général, c’est-a-dire sur les variétés dans lesquelles le carré de
I’élément linéaire peut &tre représenté par une somme de carrés
de différentielles exactes.

Dans une variété plane de » dimensions, la mesure de courbure
en chaque point et dans chaque direction est nulle; or, d’apres la
discussion précédente, il suffit, pour déterminer les rapports

métriques, de savoir qu'en chaque point elle est nulle suivant
e it

n directions superficielles, dont les mesures de courbure

sont indépendantes entre elles. Les variéiés dont la mesure de
courbure est partout —=o peuvent étre considérées comme un
cas particulier des variétés dont la mesure de courbure est partout
constante. Le caractére commun de ces variétés, dont la mesure
de courbure est constante, peut aussi s’exprimer en disant que les
figures peuvent s’y mouvoir sans subir d’extension. Car il est ¢vie
dent que les figures ne pourraient y éire susceptibles de transla-
tions et de rotations arbitraires, si la mesure de courbure n'était
la méme en chaque point et dans toutes les direclions. Mais,
d’autre part, les rapports métriques de la variété sont compléte-
ment délerminés par la mesure de courbure: donc les rapports
métriques autour d’un point et dans toutes les directions sont
exactement les mémes quautour d’un antre point, et par suile on
peut, 4 partir de ce point, exécuter les mémes conslructions, d’oi
il s’ensuit que, dans les variéiés ou la mesure de courbure est
conslante, on peut donner aux figures une position arbitraire

~quelconque. Les rapports métriques de ces variétés dépendent
seulement de la valeur de la mesure de courbure, et, quant i la
représentation analylique, nous remarquerons que, si l'on désigne
cette valeur par , on pourra donner A expression de 'élément
linéaire la forme

1 I,
—_— /S da?.

IR
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§ V.

Pour éclaircir ce qui précéde par un exemple géométrique,
considérons les surfaces de mesure de courbure constante. Il est
aisé de voir que les surfaces dont la mesure de courbure est con-
stante et positive peuvent toujours s'appliquer sur une sphére dont
le rayon est égal a I'unité divisée par la racine carrée de la mesure
de t;()lll'l)lll'e; mais, pour embrasser d'un coup d’eeil la variété

lout entiére de ces surfaces, donnons & l'une d’elles la forme
d’une sphére, et aux autres la forme de surfaces de révolation la
touchant suivant I'équateur. Les surfaces de plus grande mesure
de courbure que cette sphére toucheront alors la sph.ére inlé}-leu-
rement et prendront une forme semblable & la partie extérieure
d’une surface annulaire, la plus éloignée de I’axe de cette surface.
Elles seraient applicables sur des zones de sphéres d.e rayon
moindre, mais recouvriraient ces zones plus d’une fois. Les sur-
faces de moindre mesure de courbure positive s’obtiendront en
découpant, sur des surfaces sphériques de plus grand rayon, un
fuseau limité par deux demi-grands cercles, et unissant entre elles
les lignes de section. La surface de mesure de courbure nulle sera
une surface cylindrique ayant pour base I'équateur; les surfaces
de mesure de courbure négative toucheront ce cylindre extérieure-
ment et auront une forme semblable A celle de la partie intérieure
d’une surface annulaire, tournée vers 'axe. Si 'on considére ces
surfaces comnie le lieu OK‘I‘I)CUI‘ se mouvoir un segment superfi-
ciel, de méme que P'espace est le lieu ot se meuvent les corps, le
segment superficiel sera mobile sans extension sur toules ces sur-
faces. Les surfaces a mesure de courbure positive pourront tou-
jours recevoir une forme telle que les segments svnpcrﬁcic]s
puissent, de plus, s’y mouvoir sans flexion, et cette. forme sera
celle d'une sphére; mais cela ne se peul plus dans le cas de la
mesure de courbure négative. Outre cette propriéié des segments
superficiels d’¢tre indépendants du lieu, la surface d(—:. mesure de
‘de encore la propriété que la direction est

courbure nulle pos
indépendante du lieu, propriété qui n’existe pas chez les autres
surfaces.
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C. — Application a Tespace.
§L

Aprés cette é sur la déterminati
: p tte étude sur la (](;Lmnu.nal_lou des rapports métriques
d"une grandeur de 7 dimensions, on peut m |

° § aintenant indiquer les
< Ve i
condilions suflisantes et nécess :

aives pour la déterminali

| A g ation des
rapports métriques’ de Pespace, lors :
théses que les lignes sont indépend
S ==

Pélément lindaire est exprim

(Il]'On ﬂd”lct comme lJ\’lAl()-
antes de leur position, et que
able par la racine carrée d’

1 ‘ : > e carrée d'une expres-
sion différentielle 8, ¢’ A-di e
i ] > du second degré, c’est-a-dire que Despace est
e grandeur plane dans ses parties infinitésimales.
Elles peuvent d’abord s’exprimer

en (][’n]ﬂnd"ll]l. que sure
e g jue la mesure

b en chaque point soit nulle suivant trois directions
superlicie " sul 8 fri 5
d,lf ) l(,' CS,. et par suite les rapports melriques de [’esp;‘n‘e‘ sonf
elerminés 5 8 i : :
s, sila somme des angles d’un lriang

: ) le est par éoale
a deux droits. i

Sil'o 5 sec i

1 x(llsuppnse, en second lieu, comme Euclide, une existence

indépen a positi Sike
pendante de la position, non seulement pour les lignes, mais
encore pour les corps, il s’ i Rlarai
e Ps, 1l s'ensuit que la mesure de courbure est
partout constante, et alors la somme des '
dans tous les triangles, lorsqu’elle I’e
Enfin 'on pourr,

angles est déterminée
. st dans un seul.
b ait encore, en troisiéme lieu; au lieu d'admeltre
2 la longueur des lignes est indé - :
r[wl‘v : gucur des lignes est indépendante du lieu et de la dj-
sclion, supposer que leur lon i i
» Supposer que leur longueur cur -directi indé
e [ e ougugn et leur direction sont indé-
P ‘antes da liea. D’aprés ce point de vue
1eu ou les différences de lieu
exprimables

, les changements de
i ) . 5911L des grandeurs complexes,
au moyen de (rois unités indépendantes.

§ II.

Dans ec S e 4
ans ours des COl'lsldLl.lll squ y 15 res
AL10ns (que nous venor
I g L]CP csenler,

nous avons d’abord séparé
e s :1 (l.bOId séparé les rapports d'étendae ou de résion des
i 2 rég s
pports métriques, et nous avons trouvé que, pour les mémes
! s 5
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rapports d’étendue, on pourrait concevoir différents rapports mé-
triques; nous avons ensuite cherché les systémes de détermina-
tions métriques simples, au moyen desquels les rapports métriques
de Despace sont complétement déterminés, et dont toutes les
propositions concernant ces rapports sont des conséquences neé-
cessaires. 11 nous reste mainlenant & examiner comment, a quel
degré et avec quelle extension ces hypothéses sont confirmées par
'expérience. A ce point de vue, il existe, entre les simples rapports
d’étendue et les rapports mélriques, cetle diflérence essentielle
que, dans les premiers, ot les cas possibles forment une variété
discréte, les résultats de Uexpérience ne sont, a la vérité, jamais
complétement certains, mais ne sont pas inexacts; tandis que, dans
le second, ol les cas possibles forment une variété continue,
toute détermination de lexpérience reste toujours inexacle,
quelque grande que puisse ée la probabilité de son exactitude
approchée. Cetle circonstance devient importante lorsqu’il s’agit
d’étendre ces déterminations empiriques an dela des limites de
l'observation, dans limmensurablement grand ou dans I'immen-
surablement petit; car les seconds rapports peuvent évidemment
devenir de plus en plus inexacts, dés que 'on sort des limites de
observation, tandis qu’il n'en est pas de méme des premiers.
Lorsqu’on étend les constructions de Vespace & I'immensurable-
ment grand, il faut faire Ja distinction entre Villimité et 'infini;
le premier appartient aux rapports d’étendue, le second aux rap-
ports métriques. Que Uespace soit une variété illimitée de trois
dimensions, ¢’est la une hypothése qui s’applique dans toules nos
conceptions du monde extérieur, qui nous sert & compléter &
chaque instant le domaine de nos perceptions cffectives et & con-
ibles d'un objet cherché, et qui se trouve
éde

straire les lieux po
constamment vérifiée dans toutes ces applications. La propri
Pespace d’étre illimité posséde donc une plus grande certitude
empirique qu’aucune autre donnée externe de I'expérience. Mais
Iinfinité de 'espace n’en est en aucune maniére la conséquence;
au conlraire, si l'on suppose les corps indépendants du lieu, et

qu’ainsi 'on attribue & Pespace une mesure de courbure constante,
Pespace serait nécessairement fini, dés que cette mesure de cour-
bure aurait une valeur positive, si petite qu'elle fat. En prolon-
geant, suivant des lignes de plus courte distance, les directions
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initiales situées dans un élément superficiel, on obtiendrait une
surface illimitée de mesure de courbure constanle, c’est-a-dire une
surface qui, dans une variété plane de trois dimensions, prendrait
la forme d’une surface sphérique, et qui

serail par conséquent
finie.

§ III.

Les questions sur Pimmensurablement grand sont des questions
inutiles pour Pexplication de la nature. Mais il en est autrement
des questions sur I'immensurablement petit. Cest sur Pexactitude
avec laquelle nous suivons les phénomenes dans linfiniment
petit, que repose essentiellement notre connaissance de leurs rap-
ports de causalité. Les prog

3s des derniers siccles dans li con-
naissance de la nature mécanique dépendent presque sculement
de I'exactitude de la construction, qui est devenue possible, grice
a I'invention de lanalyse de Uinfini, et aux principes simples dé-
couverts par Archimede, par Galilée et par Newton, et dont se
sert la Physique moderne. Mais dans les Sciences naturelles, o
les principes simples manquent encore pour de lelles construc-
tions, on cherche & reconnaitre |
levs phénoménes dans étendue Lr
le microscope. Les

e rapport de causalité en suivant
¢s pelile, aussi loin que le permet
questions sur les rapports métriques de
"espace dans Pimmensurablement petit ne sont done pas des
questions superflues.

Silon suppose que les corps existent indépendamment du lieu,

la mesure de courbure est partoul constante, et il résulte alors
des mesures astronomiques qu’elle ne peat étre différente de
zéro; dans tous les cas, il faudrait que sa valeur réciproque fit
une grandeur en présence de laquelle la portée de nos téle

SCUIIGS
serail comme

nulle. Mais si cette indépendance entre les corps el
le lieu n'existe pas, alors, des rapports métriques reconnus dans
le grand, on ne peut rien conclure pour ceux de Pinfiniment
petit; alors la mesure de courbare de chaque point peul avoir
suivant trois divections une valeur arbilrair
bure totale de toute portion mesurable de
sensiblement de zéro: il

¢, pourvu que la cour-

Pespace ne differe pas
P

peul s'introduire des rapports encore

ghe
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S |

plus compliqués, lorsqu’on ne suppose plus que ]’élémen_t lmé_alil:c
puisse étre représenté par la racine carrée d'une expression dlﬂe.—
rentielle du second degré. Or, il semble que 1({5 concyep?s empi-
riques, sur lesquels sont fondées les dél.m-ml.nanons mélriques de
I’étendue, le concept du corps solide et celui du rayon lummemf,
sent de subsister dans Uinfiniment petit. I est done teés 1égi-
time de supposer que les rapports métriques de l’esPacc dan%
I'infiniment petit ne sont pas conformes aux hypothéses de la
Géométrie, el c’est ce qu'il faudrail effectivement :ndm.ettre, du
moment oit 'on obtiendrait par 14 une explication plus simple des

phénomenes. B : o s el

La question de la validité des hvv[ml,l'xeses de 11.1 ,l-f'Om.(llll() C g :
Pinfiniment petit est liée avec la question du prmm.l)c mumﬁel es
rapports métriques dans espace. Dans cette derniere ({Llibl:ion,7
que 'on peut bien encore regarder comme appartenant a la doc-

trine de P'espace,.on trouve l'application de ].z\ Temarque préc‘é—‘
dente, que, dans une variété discréte, le principe des rapp'o;n'a
mélriques est déja contenu dans ?e concept .de'ccltc .\'ur!u('a,l
tandis que, dans une variété conlinue, ce prineipe de \en]u
Qailleurs. Il faut done, ou que la réalité sur laguelle est fondé
I'espace forme une variéié discréte, ou que ]? fonde;nfu}t ‘(]P:s
rapports métriques soit cherché en dehors de lui, dans les forces
de liaison qui agissent en lui. . i s

La 1‘éponse a ces qllesl,ions ne peul %'obte’l?u-‘ qu 01;1 Pilli"l‘d.llt (&}
la conception des phénoménes, vérifiée jusqu’ici pa‘r 1 ex})euenc'c,
et que Newton a prise pour base, et en apportant a ?eLte (ioncep:
tion les modifications successives, exigées par les faits qu’elle ne
peut pas expliquer. Des recherches pz'u'lant de concepls g,:él:]z’:’ral:;x:«
comme I’étude que nous venons de faire, ne ]JCUV&[’!? avoir ale lf
utilivé que d’empécher que ce travail ne soit C.nu'ave par ’do.ls'\uc:
trop étroites, et que le progres dans la connaissance de la c'e:pe‘n'”
dance mutuelle des choses ne trouve un obstacle dans les préjugés
traditionnels. : :

Ceci nous conduit dans le domaine d’une aulre science, dan.s
le domaine de la Physique, oii lobjet anquel est destiné ce Lravail
ne nous permet pas de pénétrer aujourd’hui.
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variétés dont la mesure de courbure est constante. Celles-ci peu-
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(Note de RizMANN.)



DEMONSTRATION

DE CE THEOREME

QU'UNE FONCTION UNIFORME DE 7~ VARIABLES

A PLUS DE 270 PERIODES NE SAURAIT EXISTER.

Extrait d’une Lettre de Riemann a M. Weierstrass (Journal de Crelle, t. T1).

( OFuyres de Riemann, 2° édition, page 204.)

..... La démonstration de ce théoréme, quia derniérement fait
I'objet de notre entretien, qu'une fonction wuniforme de n va-
riables & plus de an périodes ne saurait exister, je ne I'ai pas
exposée d’une maniére toul a fait claire dans le cours de notre
conversation, el j'en ai seulement indiqué les idées de base. Je
vous en fais done part ici encore une fois.

Soait f une fonction 2 n-uplement périodique de 7 variables 2, ,
Ly, -.., Zy, el — je puis faire usage de mes notalions qui vous
sont bien connues — soit «, le module de périodicité de z, relatif
me

a la pitme période. L'on sail que les grandeurs & peuvent se mettre

sous la forme (1)

y-’:ill
Rl
Xy = 2‘ ('?;,Ezu
p=1
ol y=1, 2, ..., n, de telle sorte que les grandeurs & soient

(') Ce n'est pas toujours le cas; cela n'a lieu que lorsque les 22 équations qui
déterminent les grandeurs £ sont indépendantes entre elles. Mais les exceptions
sont faciles a traiter., — ( RIEMANN. )
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réelles. Si l'on fait maintenant prendre aux grandeurs £ les valeurs
comprises entre o el 1, une de ces valeurs limites étant exclue, le
domaine de grandeurs 2 7-uplement étendu ainsi formé jouit de
cette propriété que chaque systémg de valeurs des 7 variables est
congru a un seul et unique systeme de valeurs, a U'intérieur de
ce domaine de grandeurs, pour les 2 systémes de modules. Pour
abréger le langage dans ce qui suit, je désignerai ce domaine sous
le nom de systéme de grandeurs qui se reproduit périodique-
ment pour ces 2n systémes de modules.

Maintenant, si la fonction posséde encore un (27 - 1) sys-
téme de modules, qui ne peut étre composé au moyen des 27
premiers systémes de modules, on peuat alors ramener les sys-
témes de grandeurs, congrus 4 un systéme de grandeurs pour ce
(2 n--1)iéme sysieme de modules, a des systémes de grandears com-
pris dans ce domaine et congrus an systéme de grandeurs précé-
dent pour les 2n premiers systémes de modules; de la sorte, on
peut évidemment obtenir autant que I'on voudra de systémes de
grandeurs, compris dans ce domaine et congrus entre eux pour
le (2n - 1)%m systéme de modules, lorsque, parmi les systémes
de grandeurs congrus pour le (272 -+ 1) systéme de modules, il
n’en existe pas deux qui soient aussi congrus pour les 2n pre-
miers systémes de modules. En ce cas, entre les 27 - 1 systémes
de modules, auraient licu 7 équations de la forme

p=2n-+1

N v
2 ay my = o,

p=t

les grandeurs m désignant des entiers, et, par suile, comme je le
ferai voir plus loin, les 222 41 systémes de modules peuvent étre
composés a laide de 27 systémes de modules.

Partageons mainlenant, pour chacune des grandeurs &, 'étenduc
de o i 1 en g parties égales, de telle sorte que le domaine qui se
reproduil périodiquement pour les 272 premiers systémes de mo-
dules soit décomposé en g*?domaines, en chacun desquels les gran-

: 0 e
deurs £ varient seulement de 7. Hvidemment alors, si I'on a des

systemes de grandeurs, en nombre supérieur a ¢*2, qui sont con-

grus enlre eux pour les 2 n -1 systémes de modules et sont situds
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dans ce domaine, il y en a nécessairement deux qui tombent dans
la méme subdivision du domaine, en sorte que les valeurs de
la méme grandeur &, pour les deux systémes cn question, ne dif-

: it 1 L .
{erent entre elles jamais de plasde = La fonction, par conséquent,

s
: 1 5 o i

veste alors invariable, quand aucune des grandeurs £ n’a une
varialion supérieure a 5 et, par suite, comme ¢, lorsque la fonc-
tion est continue, peut dtre pris aussi grand que 'on veut, elle cst
une fonction d’expressions lindaires en nombre inférieur a n, des
grandeurs 2.

Maintenant, il s’agit encore de démontrer que 27 + 1 systémes
de modules, entre lesquels ont lieu les équations

=1

peuvent étre composés au moyen de 27 systémes de modules.
En premier lieu, on peul aisément démontrer que pour un
systeme de modules

2

"
v o
a my = by

p=1

ou les grandeurs m sont des nombres entiers sans diviseur com-
mun, on peul Lou_jours lrouver 272 — 1 autres sysl(‘emes de mo-
dules by, by, - «., bay, tels que la congruence pour les systémes
de modules « est identique & la congruence pour les systémes de
modules &. Soit(, le plus grand commuan diviseur de 2, et ny, et
soient =,  deux nombres entiers salisfaisant 3 I'équation

3 o ol
Llll; — oy = 0;.
Sil'on pose
ainy + atm, = el 0y
aay + Ra} =5
on a

Iy
Vo @Y 2 v Ve
(‘1’—\4“*7]‘52/” gl =

Par conséquent alors les systemes de modules a; et @, peuvent,

a0
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inversement, étre composés au moyen des systémes de modljlles
bay el ey, et, par suite, la congruence pour ceux-ci est équiva-
lente & la congruence pour ceux-li. On peut donc remplacer les
systemes de modules @, et @, par les systemes de modules ¢, et
byn. De la méme maniére, 0, désignant le plus grand commun di-
viseur de 0, et de m, on peut remplacer les systémes de mo-
dules ¢, et ay par le systéme de modules
1 ¥ y
0 (04 eY 4 myal) = ¢l

-
et par un systéme de modules

bypt.

En répétant ce procédé on obtient évidemment le théoréme a
démontrer. Le contenu du domaine qui se reproduit périodique-
: ] S TAITE GTE
ment sera pour les nouveaux systémes de modules & le méme que
pour les anciens.
A Paide de ce théoréme, dans les n équalions
2n+1
S @y =0
e BT
1
on peatremplacerles a7 premiers systémesde modu|'cs par 2z nou-
veaux systémes by, b, ... bay, en sorte que ces équations prennent

la forme
¥ N L
POl — qah =0,

p el g étant des nombres entiers sans di\".iSGl‘lI‘ Sgtaiiun, 51 l'on
désigne par vy, 8 deux nombres entiers satisfaisant & I'équation
L]
P8+gI=1,
il estévident que les deux systémes de modules by et @, peuvent
“étee remplacés par 'onique systéme de modules

Y V-
e

P q

VO] - Bay,yy =

; - i By
Tous les systémes de modules qui peuvent étre composés au moyen
des systémes de modules @y, @y, ..., @s,y peuvent aussi, par
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conséquent, étre composés au moyen des 272 systémes de modules
b i
Dby v ey 6L réciproquement.
p )

Le contenu du domaine qui se reproduit périodiquement pour
ces 27 systémes de modules est seulement la g™ partie de celui
relatif aux 27 premiers systémes de modules @. Si la fonction

maintenant, outre ces systémes de modules, en admet encore un
qui leur est lié par d

s équations semblables 4 coefficients numé-
riques entiers, on peul encore LIOUVEr 27 NOUVEaux systemes de
modules au moyen desquels on peut composer tous ces systémes
de modules, et le contenu du domaine qui se reproduit pério-
diquement sera ainsi de nouveau réduit & une partie aliquote,

Lorsque ce domaine devient infiniment petit, la fonction devient
une fonction d’expressions linéaires, en nombre inférieur 4 7.
des variables; ce nombre sera, par exemple, n — 1, ou n — 2, 0u
n— m, selon que une seule, ou deux, ou m dimensions de ce do-
maine de grandeurs deviennent respectivement infiniment pelites.
Mais, si ce fait ne doit pas avoir lieu, 'opération, par suite, doil
prendre terme, et Uon obtiendra alors, par conséquent, 27 sys-
ttmes de modules au moyen desquels peuvent étre composés tous
les systémes de modules de la fonction.

Gottingue, le 26 octobre 183¢.

SUR

LES SURFACES D’ATRE MINIMA

POUR UN CONTOUR DONNE (1),

OFuvres de Riemann, 2° édit., p. or.

§ I.

Une surface peut étre représentée, au seas de la Géométrie ana-
lytique, en assignant les coordonnées rectangulaires z, ¥, 5 dun
point mobile sur la surface comme fonctions uniformes de deux
grandeurs variables indépendantes p et ¢. Si p et ¢ prennent alors

“des valeurs constantes déterminées,  cetle combinaison des va-

leurs de p et ¢ correspond toujours un point unique de la sur-
face. Les variables indépendantes p et ¢ peuvent étre choisies
d’une foule de maniéres. Pour une surface simplement connexe
on ‘])rocédera commodément comme il suit. Le long du con-
tour total de l'encadrement on fera décroitre la surface d'une
bande dont la largeur est partout un infiniment petit du méme
ordre. En répétant indéfiniment ce procédé la surface décroitra
Jusqu'a ce qu’elle se réduise & un point. Les courbes d’encadre-
ment successives seront des lignes fermées revenant sur elles-

(') Ce Mémoire est tiré d’'un manuscrit de Ricmann, qui date, comme I'a dit
Riemann lui-méme, de 1860 & 1861 environ, La rédaction de ce manuscrit, qui
ne contient que les formules, sans aucun texte, me fut confiée par Riemann en
avril 1866. Jen tirai le Mémoire que je communiquai le 6 janvier 1867 i la
Sociélé Royale des Sciences de Geaettingue et qui fut imprimé dans le treiziéme
Volume des Mémoires de cette Société. Ce Mémoire est reproduil ici pour la
seconde (ois aprés avoir été soigneusement revu.

KaARrL HATTENDORT.
R. 20
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mémes, séparées dans leurs cours les unes des autres. On pourra
les distinguer en atiribuant & la grandeur p, relativement a chacune
d’elles, une valeur particuli¢re constante qui augmente ou di-
minue d’'un infiniment petit, selon que I'on passe de la courbe a la
courhe voisine qui lui est respectivement circonscrite ou inscrite.
Alors la fonction p a une valeur constante maxima sur le contour
de la surface et une valeur minima en ce point unique & l'inté-
rieur de la surface, ol cette derniére en décroissant continuelles
ment finit par se rétrécir tout entidre. On peut done se repré-
senter le passage d’un contour de la surface décroissante au contour
suivant, en déplacant chaque point de la courbe (p) en un point
infiniment voisin déterminé de la courbe (p + dp). Les chemins
décrits individuellement par les différents points forment un se-
cond systéme de courbes qui, partant du point a valeur minima
de p, poursuivent leur cours i l'instar de rayons pour aboulir &
Pencadrement. Sur chacune de ces courbes, on attribuera & g une

valeur constante particuliére, qui sera minima sur une courbe

choisie arbitrairement comme courbe iniliale, et cette valeur
croitra d’une manidre continue en passant de chaque courbe du
second systeme & la suivante, ces passages ayant lieu en suivant
le cours d’une des courbes (p) dans un sens déterminé. Lorsque
I’on passera de la derniére courbe (¢) a-la courbe initiale, ¢ va-
riera brusquement d’une constante. finie.

Pour traiter d’une facon tout analogue une surface multiple-
ment connexe, on pent auparavant la décomposer en une surface
simplement connexe au moyen de seclions transverses.

Ainsi, un point quelconque d'une surface peut étre représenté
comme lintersection d'une courbe déterminée du systéme (p)
avec une courbe déterminée du systéme (g). La normale en un
point (p, q) de la surface suit son cours a partir de celle-ci en
deux directions opposées, I'une positive, autre négative. Pourles
distinguer, il nons faut choisic une détermination pour la situation
relative de la normale positive croissante, de p croissant et de ¢
croissant. Sil’on ne fait pas d’antre convention, Pon peut, en se
plagant au point de vue des 2 positifs, supposer que I'on améne
par le chemin le plus court I'axe des y positifs & coincider avec
celui des 5 positifs, en opérant une rotation de droite & gauche.
Supposons ensuite que la divection de la normale positive crois-

5 3
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sanltc soit située, par rapport aux directions de p croissant et de ¢
croissant, comme |'axe des z positifs est situé par rapport & ceu;{
des y et 5 positifs. Le coté de Ja surface du cbté duquel est située
la normale positive deyra alors éire nommé le coté positif de la
surface. :

§ II.

=SS " L

Proposons-nous d’étendre au domaine de la surface une 1nté-
grale dont 'élément est égal & I'élément dp dg maltiplié par un
déterminant fonctionnel, ¢’est-d-dire I'intégrale

e
JJ g 3~ ag 5y )2 %

que, pour abréger, nous écrirons ainsi :

Sf o

Supposons f et g introduites comme variables indépendantes
¥ ’ e
intégrale se transformera en

Sfoas

ey A
et Pintégration pourra éire cffectuée par rapport & # ou par rap-
port a g. Mais U'introduction explicite de £ el ¢ comme variables
indépendantes présente des difficultés, ou du moins exige des dis-
53 3 1 i1
cussions d'une longueur pénible lorsque la méme combindison
de valeurs de / et g se présente en plusieurs points de la surface
ou le long d'une ligne. Elle est toul a fait mmpossible lorsque £
et g sonl complexes.
I il S :
: I est d()l,'ll’) co.mmodc, pour effectuer Pintégration par rapport
a f ou g, d'appliquer la méthode de Jacobi (Journal de Crelie
- X N\ i ’
(l]omc 27, p- 208), ot p el ¢ sont conservés comme variables in-
épendantes. Pour intégrer par r: R e it d’
penda el intégrer par rapport i f, on doit d'abord
metire le déterminant fonctionnel sous la forme
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et ’on obtient ainsi

G\
< odp ) 5
T dg = o,

puisque l'intégrale est prise le long d’une ligne qui se ferme en
revenant sur elle-méme. Quant a Pintégrale

\ dq/
i dp,

e . 3 e e
elle doit éire prise dans le sens de p croissant, c’est-d-dire &
partir du point minimum & lintérieur jusqu’au contour, le long

i 98, gest-a-dive la valeur
d'une courbe (g). On obtient alors f@, c’est-a-dive la valeur

que cetle expression prend sur le contour, puisque pour la limite
infért ntéorale og .
inféricure de I'intégrale on a =

On a, par suite,

- o
Jf(r[fdg)f[/i—)‘(_] dg = /fdg,

et P'intégrale simple du dernier membre doit étre prise le long du
contour dans le sens de ¢ croissant. D’autre part, en employant
les notations introduites, I'on a A

(dfdg) = — (dg df),
et, par suite,

intégrale simple du dernier membre devant étre également prise
le long du contour d’encadrement de la surface dans le sens de ¢

croissant.
§ III.
La surface dont les points sont déterminés par les systemes de

courbes (p), (¢) sera maintenant représentée sur une sphére de
rayon égal i I'unité de la maniere suivante : En un point (p, ¢)de
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la surface dont les coordonnées rectangulaives sont z, y, 5, éle-
vons la normale positive et menons-lui une paralléle passant par
Ie centre de la sphére. Llextrémité de cette paralléle au point on
elle coupe.la surface de la sphére est la représentation du point
(2, 5, %)- Sile point (2, ¥ 5)sur la surface a courbure continue
décerit une ligne connexe, la représentation de celle-ci surla sphére
sera aussi une ]ig‘ne connexe. De méme, on obtient comme repré-
sentation d’une portion de surface une portion de surface, comme
représentation de la surface entiére une surface qui recouvre sim-
plement ou multiplement la sphére ou une portion de la sphére,

Le point qui détermine sur la sphére la direction de laxe des
positifs sera pris pour pole, et 'on fera passer le méridien initial
par le point qui correspond a l'axe des y positifs.

La représentation du point (z, y, 5) sera alors délerminée sur
la sphére par sa distance polaire 7 et par Pangle o compris entre
le méridien du point et le méridien initial. Le signe de » sera choisi
tel que le point correspondant 4 l'axe des = positifs ait pour coor-
données

G
4
I
13

§ IV.

On obtient par suite, pour Péquation différentielle de la surface,
(1) cosr dz ~-sinrcosody +sinrsingp ds = o.

Siy etz sont les variables indépendantes, on obtient pour r et o
les équations
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ot 'on doit prendre simultanément ou bien tous les signes supé-
rieurs ou bien tous les signes inféricurs.

Un parallélogramme sur le coté positif de la surface, ayant pour
contour les courbes (p) et (p+dp), (q) et (¢ -+ dg), a pour pro-
Jjection sur le plan des yz un élément de surface dont Paire est
égale a la valeur absolue de (dy dz). Le signe de ce déterminant
fonctionnel est différent suivant que la normale positive au point
(py q) et l'axe des z positifs forment un angle aigu ou un angle
obtus. Dans le premier cas, en effet, les projections de dp et
de dg sur le plan des yz ont une situation relalive toute pa-
reille a celle qu’a P'axe positif des y par rapport A 'axe positif
des z, dans le second cas c'est tout Popposé. Parconséquent, dans
le premiercas, le déterminant fonctionnel est positif, dans le second

il est négalif; quant & l'expression o (dy dz) elle est toujours

087
positive. Elle donne l'aire du parallélogramme infinitésimal surla
surface. Par conséquent, pour obtenir laire de la sutface elle-
méme, on doit étendre Uintégrale double S :f,j oy dyds)
la surface tout entiére. R
Cette aire doit-elle étre un minimum, on devra derive alors

que la variation premiére de Iintégrale double est — 0. On ob-
tient ainsi

dz 08z  dx o3z

g i

— (idy-dz) =0,
L da 5

i+ () (%)

/ \

20

expression ou I'on doit prendre le radical affecté du signe supé-

rieur ou bien du signe inférieur, selon que (dy dz) est positif ou

bien négatif. Le premier membre de cette équation peut s’éerire
5 I 2|

comme il suit :
O 5 A
f/ & (—sinrcoso dz) (dy ds)

) ) sl %
-;—/ i (—sinzsing éz) (dy dz)

Uz

_‘/:/8[5;_ w‘.—sin/’cos?) (dy ds) |
Seecilh Chs A S s
__ffox = (—sinrising) (dydz).
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Les deux premiéres intégrales se réduisent a des intégrales

simples qui doivent étre prises le long du contour de la surface
dans le sens de g croissant, ¢’est-a-dire 3

fa;c (—sinrcosg ds+-sinrsing dy).

Cette expression a pour valeur o, puisque sur le contour 8z =o.
On a donc, pour condition du minimum,

/‘ v d(sinr coso) : d(sinrsing) (i)
. o | — T T (dy ds)=o:

Cette condition sera remplie lorsque

(2) —sinzsing dy —+ sinr cosg ds = dr

t une différentielle exacte.

§ V.

Les coordonnées 7 el o sur la sphére peuvent éire remplacées
par une grandeur complexe

P s 5
7 = tang 5 e?%;

dont I'interprétation géoméirique est facile a voir.

En effet, si 'on meéne un plan tangentau pole de la sphére, plan
dont le coté positif est détourné de la sphéve, et si du pole
antipode on méne une droite passant par le point (7, ©), cette
droite rencontrera le plan tangent en un point qui représente la
grandeur complexe 27. Au pole correspond 7 = o, au pole anti-
pode 1 = oo, Quant aux points qui fournissent les directions des
axes des y positifs et des s positifs, on a respectivement

% = SEThsety Siniee g
Si Pon introduit, en outre, les grandeurs complexes

3 S : 2 ;
7 = tang — e~%, S =Y+ 5, sSi=y—zi,
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les équations (1) et (2) sont alors transformées en les suivantes :
(1*) (t—uy')de +7' ds—+nds' = o,
(2) (1 +nr')dei—q'ds +qds' = o.
Ces équations peuvent éire relides ensemble par voie d’addition
et soustraction, L’on posera

r¥i=2X, & —xi =X,

de sorte que 'on aura inversement

+ X,

Notre probléme se trouve alors exprimé analytiquement par les
deux équations

(3) ds— ndX + = dX' =o,
. =

(4) ds’

Lax —yax—s
7

Si l'on regarde X et X/ comme variables indépendantes, et si
P’on établit les conditions pour que ds et ds' soient des différen-
tielles exacles, on trouve

Cela revient a dire que 7 nedépend que de X et que 4/ ne dépend
que de X/, et qu'inversement X est fonction seulement de 7 et
X' seulement de 7.

Par conséquent, le probléme est ramené i celui-ci :

Déterminer # comme fonction de la variable complexe X ou,
inversement, X comme fonction de la variable complexe 7, do
telle sorte qu ‘en méme temps les conditions relatives au contour
soient satisfaites. Si 'on connait 7 comme fonction de X, 7' est
connue par cela méme; on n'aura, en effet, qu’a rcmphcel' dans
le\precnon de 7 tout nombre complexe par son conjugué. On

a plus alors qu’a intégrer les t’(]udLlOl)S (3) et (4) pour ob-
tenir les expressions de s et de s'. De celles-ci finalement 'on
tire, par I'élimination de ¥, une équation entre z, 5, 5; c'est Ié-
quation de la surface minima.
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§ VI

Si les équations (3) et (4) sont intégrées, 'on obtiendra faci-
lement aussi Pairve de la surface minima elle-méme, c’est-a-dire

1407
ffa:“"* *ffl_” ) ’

Le déterminant fonctionnel (dy dz) sera transformé comme il

suit : s
dy 0z dy 0z
(zl)/(l,,)f(d?ufs— 55 d;,)(d sds’)
= 2 (dsds'")
i (12 1\ oz dz
== (\f.n— H’n'/} T (dn dn').
D’ou

b o dr dw Sl
2;5-—/[ z+qr,fﬁl)ﬁ rlvl‘(dr‘d/‘)
dxr dx ds ds' s
_f/ *on on " om on oy ,) e diw)
‘E f’f _J_J’ ’)_V'_, 0Z80% )((lrdn
0/] aq' oy dy ()r, dr y i

Pour transformer encore cette expression, I'on pent exprimer y.
au moyen de Y et Y/, 5 au moyen de Z et Z/, de méme que z est
exprimé au moyen de X et X’; I'on obtient ainsi les équations

()v

X E g
n

Y:fj%: d; f - d,
Z odr —f"“dn

= XX vl =X —X
r=Y4Y, fi= Y7
3 =2Z+ 7, 3b =L [1]
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On en conclut alors
s Lf [(dX dX') -+ (dY dY') - (dZ dZ%)]

(3) -
= iff[(dfd:) “(dy dy) + (d= db)].

§ VII.

La surface minima et ses représentations sur la sphére comme
sur les plans, dont les points représentent respectivement les gran-
deurs complexes 7, X, Y, Z, sont semblables en les plus petites
parties. Ou le reconnait de suite en exprimant le careé de 1élé-
ment linéaire sur ces surfaces. Cette expression est :

sur la spheve :
sinr2 dlogn dlogr/;
sur le plan des 7 :

dndn';

sur le plan des X :

sur le plan des Y :

sur'le plan des 7 :

> d dn';

sur la surface minima elle-méme

dz? - dy? 4 dz?

(dX 4 dX' 2t (Y 4+ dY')2 o+ (dE + ALY
= o.(dX dX'-+ dY dY'+- dZ. dz’)

ik {0z 17 = dy dy 0z 03 T 2
(\1)7‘07“( dn T—c-l?‘tT(" g

En vertu des équations (3) et (4);lorsque l'ony regarde 7 et 1/
comme variables indépendantes, 1'on a :

L 9% s o8
YT o L
GdX 0 s
Vdr = e
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d’oti :
dX? - dY? 4 d7? = o,
dX'? - dY'2 - dZ/2 = 0.

Le rapport de deux quelconques des précédents carrés d’élé-
ments linéaires est indépendant de dy et dv/, c'est-a-dire de la di-
rection de I'élément; or ¢’est précisément sur cela que repose la
similitude de la représentation dans les plus petites parties.

Puisque I'agrandissement linéaire dans la représentalion en un
point quelconque est le méme dans toutes les directions, Pon ob-
tient, pour 'agrandissement de la surface, le carré de Uagrandisse-
ment linéaire. Mais le carré de I'élément linéaire sur la surface
minima est égal au double de la somme des carrés des éléments li-
néaires correspondants sur les plans des X, des Y et des Z. Par
conséquent, I'élément de surface sur la surface minima est égal
au double de la somme des éléments de surface correspondants
sur ces plans. 1l en est de méme de toute la surface et de ses re-
présentations sur les plans des X, des Y et des Z.

§ VIII.

On peut encore tirer une conséquence de haute importance
du théoréme relatif i la similitude en les plus, pelites parties, en
introduisant une nouvelle variable complexe 7,, de maniere a
transporter le pole de la sphére en un point quelconque (n: o)
en choisissant arbitrairement le méridien initial. Alors 7, ayant
la méme interprétation dans le nouveau systéme de coordonnées
quen dans Pancien, on peut représenter un triangle infinitésimal
de la sphére sur le plan des x, aussi bien que surle plan des 7. Les
deux représentations ainsi obtenues sont alors aussi des représen-
tations I'une de l'autre semblables en les plus petites parties. Dans
le cas de la similitude directe, on reconnait de suite sans dis-

. (ITI - . 3 ' a4 »
cussion que :T) est indépendant de la direction du déplacement
1

de n, c'est-d-dire que 7, est une fonction de la variable com-
plexe 7. Le cas de la similitude inverse (symétrique) peut se ra-
mener au précédent en remplagant 7, par la grandeur complexe
conjuguée.



* 316 DEUXIEME PARTIE. — MEMOIRES PUBLIES APRES LA MORT DE RIEMANK.
Maintenant, pour exprimer 7, comme fonction de #, on doit
obseryver que 7,==o est le seul point de la sphéve ot 1=, et que
n, = o0 est le point antipode, c'est-d-dire en 7 — — a—:
De la résulte

Pour déterminer la constante ¢ on observera quc, lorsque
1y = P pour 7 =0, I'on a par cela méme 1, = — ? pour 7 = .

On a, par conséquent,

clest-d-dire

On en conclut c¢' = 1 et, par suite, ¢ = €% pour 6 réel. Les gran-
deurs o. el § peuvent prendre des valeurs quelconques; « dépend
de la position du nouveau péle et § de celle du nouveau méridien
initial. A ce nouveau systéme de coordonnées sur la sphére corres- ]
pondent les directions des axes d’'un nouvean systéme de coordon- i
nées rectangulaires. ‘

Dans le nouveau systéeme, zy, s, s pourront désigner la méme
chose que 2,5, s' dans I'ancien. On obtient alors les formules de
transformation

(14 ao') &,
(6) , (1-+o2') se—bi =
(1t aa)sp el =

o7
e
M

Des formules de transformation (6) nous tirons

('QTM\"O-FI 7y 0%
L dn ) Oy T o 9

ou

= (dlogn)? o |

(d1
(dlogn)* dlog

dl "q
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11 sera avantageux, par suite, d’introduire une nouvelle gran-
deur complexe u définie par 'équation

- S 0w 11
L) U = A e L
(7) \/ dlogn SR

et qui est indépendante de la situation du systéme de coordon-
nées (z,,2).Sil'on parvient alors & déterminer « comme f(onc-

tion de 7, 'on obtient

du \? [ da \2
— [( ) (/lu"'q+t/’(f —, ) dlogn';
logn \dlogn

est la distance du point correspondant & 4 de la sarface minima
dun plan mené par origine des coordonnées perpendiculaire-

(8)

ment a la direction 7 = o.

On obtient la distance de ce méme point de la surface minima
4 un plan passant par l'origine des coordonnées et perpendicu-
enremplacant 7 dans I’ (,quanon (8) par

lair

a lu direction n =«

A% 40 On adonc en particulier, pour o =1 et o —

1+a 'r,

L du T AT 0 ey TS B .
(9) ¥y= / Lllu"q) r——/[llr\ g J/\(mu"",,) </‘-;l,y)dlob'q,

Ilogn'.

i i dn N2 du'
(10) ":“2‘/(\;[1(;5’_7) (’]“")’“0 =7 /‘(dlo"

§ X.

Il s’agit de déterminer la grandeur # comme fonction de 7, c’est-
d-dire comme fonction uniforme du lieu sur la sarface qui, éten-
due sur le plan des 7, représente la surface minima en conservant
la similitude en les plus pelites parties. Avant tout se présente
alors la considération des discontinuités et des points de ramifi-
cation de cette représentation. Dans cetie recherche il convient de
faire une distinction entre les points & I'intérieur de la surface et
les points du contour d’encadrement.

Sagit-il d'un point a Pintérieur de la surface minima, l'on
choisira ce point comme origine du systéeme de coordonnées
(2, ¥, 5), laxe des & positifs coincidant avec la normale positive,
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le plan des y, =z étant par suite le plan tangent. Alors, dans le dé-
veloppement de 2, manquent le terme indépendant de z et les
termes multipliés par g et 5. En choisissant une direction conve-
nable pour I'axe des y et celui des z, on peut aussi faire dispa-
raitre le terme multiplié par yz. L’équation aux dérivées partielles
de la surface minima se réduit done dans ces hypotheses, pour des
valeurs infiniment petites de y et 3, &

P

93>

La mesure de la courbure est donc négative; les rayons de cour:
bure principaux sont égaux entre eux ct de signes opposés. Le
plan tangent partage la surface en quatre quadrants, lorsque les
rayons de courbure ne sont pas = w0. Ces quadrants sont situés
alternativement de part et d’autre au-dessus et au-dessous du plan
tangent.

Si le développement de 2z commence d’abord par des lermes
dordre 7, (n > 2) les vayons de courbure sont infinis, et le plan
tangent partage la surface en 2n secteurs, qui sont situés alter-
nativement au-dessus et au-dessous de ce plan, et qui sont partagés
en deux parties égales par les lignes de courbure [2]. :

Maintenant, si I'on veut regarder X comme fonction de la va-
riable complexe Y, 'on obtient, dans le cas des quatre secleurs,

logX = 2log Y + fonct. continue,
dans le cas des a7 secteurs

logX = nlogY -+ fonct. continue,
Et, comme on a, en vertu de (8) et (9),

dX  —on
Y 2

le développement de # dans le premier cas commence par la pre-
miére puissance de Y, dans le second cas par la (7 — r)iéme, Tn-
versement, lorsque Y doit étre envisagé comme fonction de 7, le
développement procédera done dans le premicr cas suivant les
puissances cnl’.iéres de 7, dans le second suivant les puissances

entiéres de #"~'. Clest-a-dire : ou bien la représentation sur le
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plan des 7 ne posséde pas au point en question de point de rami-
fication, ou bien y posséde un point de ramification (7 — 2 )-uple,
selon que c’est ou bien le premier ou bien le second cas qui se
présente.

Quant & u, 'on a
du du  dlogn

dlogY = dlogy dlogY’

et, par conséquent, en vertu de I'équation (g),

{ du ‘)?7 Q
\Tioey, B s e

: L :
On a donc, en un point de ramification (2 — 2)-uple de la re-
présentation sur le plan des 7,

i du
%8 dlogY

n >

— log Y + fonct. cont.,
2

c’est-a-dire

du n 3 o
log 5= (\! = 1) logY =+ fonct. cont.

§ XI.

Dans ce qui suit, nous bornerons d’abord notre étude au cas ot
le contour d’encadrement donné est formé par des lignes droites.
Alors la représentation de I’encadrement sur le plan des 1 peut
élre pratiquée effectivement. Les normales menées en des points
quelconques d'une ligne droite d’encadrement sont situées dans
des plans paralléles, et la représentation sur la spheére est, par
suite, un arc de grand cercle.

Dans I'étude d’un point situé sur une ligne droite d’encadre-
ment, prenons comme précédemment ce point pour origine des .
coordonnées, 'axe des 2 posilifs coincidant avec la normale po-
sitive. Alors toute la ligne d’encadrement est située sur le plan
des y, z. La partie réelle de X est done = o sur toute la ligne
d’encadrement. Par conséquent, lorsque sur la surface minima on
déerit autour de 'origine un circuil & partir d’un point du contour
pour revenir au contour par I'intéricur de la surface en un point
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qui suit le premier, Vargument de X doit varier de 2w, un mul-
tiple entier de . L’argument de Y variera simultanément de = On
a donc, comme précédemment,

logX = nlogY + fonct. cont.,

logm = (n—1) logY + fonct. cont.,
du n

log Y (“) = 1) logY =~ fonct. cont.

Au poinit considéré du contour correspond ainsi un point de
ramification (2 — 2)-uple de la représentation sur le plan des 7.
Dans cette représentation, la partie d’encadrement qui suit le
point fait avec celle qui le précede un angle égal & (n — 1) =.

XII.

wn

Quand on passe d’une ligne d’encadrement a la sulvanle, nous
devons distinguer deux cas : ou bien ces lignes se rencontrent en
un point d’intersection situé & distance finie, ou bien elles s'é-
tendent & U'infini.

Dans le premier cas, soit a= langle compris sur la surface mi-
nima entre les deux lignes d’encadrement. Si on prend comme
origine des coordonnées le sommet de cet angle, I'axe positif des
@ coincidant avec la normale positive, alors sur ces deux Lignes
de contour la partie réelle de X est — o. Quand on passe de la
premiére ligne d’encadrement 4 la suivante, Pargument de X varie
de mm, multiple entier de =, Pargument de Y de ox. On a donc

a d 2
— log X = log’Y¥ -+ fonct. cont.,
m "

/

Kl — — ) log X = logn -+ fonct. cont.,
m
du [ m
log — = { — — 1) log Y 4 fonct. cont.
S EY (\zoz ) S

Si la surface dans le second cas s’étend & Uinfini entre deux
droites d’encadrement successives, on prendra pour axe des x
positifs la ligne la plus courte qui joint ces deux lignes d’encadre-
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ment, parallele 4 la normale positive a Pinfini. Soit A la longueur
de cette plus courte droite, et soit an l'angle que remplit la pro-
jection de la surface minima sur le plan des yz. Alors les parties
réelles de X et ilogy, restent finies et continues 3 Vinfini et prennent
une valeur constante sur les droites d’encadrement. On a done
aimnsi (pour ¥ =o0, 5 =— o) :

logn -+ fonct. cont. |

logn -+ fonct. cont.,

- fonet. cont. [3].

Si l'on fait coincider l'axe 2, d’un systéme de coordonnées
avec une ligne droite d’encadrement, axe xy d’un autre systéme
avec la deuxiéme ligne d’encadrement, etc., sur la premiére ligne
logn,, sur la seconde log7., ete., sont des imaginaires pures, car
la normale est re

>clivement perpendiculaire a Paxe des 2l

5: 5 ol 5 o4 i

des z,, elc. Par conséquent, Lmesl, réel sur la premiere ligne
=it i

diry

1 g 2 iece S
d’encadrement, t hoin; I'est sur la seconde, ete.

B e 1 - = G QT ) P
Mais, puisque I'on a loujours aussi, pour un systéme quelconque
de coordonnées (2 ¥, 5),
dr /. oz /i 0z
dlogn, = foosnn Mo =
= g1 ‘/ Aoz logms =1 s

\‘(llog-qz‘/ LW

on reconnait que, sur chaque ligne droite d’encadrement,

S e

dui=— ‘

Ales dlogn

a des valeurs ou bien réelles, ou bien imaginaires pures.

§ XIII.

La surface minima est déterminée pourvu que 'on puisse expri-
mer une des grandeurs u, 7, X, Y, Z par'une de celles qui restent.
On peut y arriver en bien des cas. Parmi ceux-ci, I'on remarque

R.

2y
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. B ST 2 o
particuliérement ceux ol Jlogy oSt une fonction algébrique de 7.
o

Pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que la repré-
sentation sur la sphére et les prolongements symétriques et con-
gruents de cette représentation forment une surface fermée qui
recouvre simplement ou multiplement toute la sphere.

En général, il est difficile d’exprimer directement une des
grandeurs w, 7, X, Y, Z par I'une de celles qui restent. Mais, au
licu de cela, I'on peut exprimer chacune de ces grandeurs comme
fonction d’une nouvelle variable indépendante convenablement
choisie. Nous introduirons une variable mndépendante ¢ telle que la
représentation de la surface sur le plan des ¢ recouvre simplement
la moitié du plan infini, et nous choisirons le demi-plan ot la partie
imaginaire de ¢ est positive. Il est, en effet, loujours possible de
déterminer ¢ comme fonction de u (ou de I'une quelconque des
grandeurs restantes 7, X, Y, Z) sur la surface, de telle sorte que la
partie imaginaire soit = o sur le contour, et qu’en un point quel-
conque («==>).du contour la fonction soit infinie du premier

ordre, ¢’est-d-dire telle que I'on ait

const.
= — —+ fonet. eont. (= b).
uw—b !
J T ; ity W
L’argument du facteur de — est déterminé par la condition
e
que la partie imaginaire de ¢ soit = o sur le contour, et soit posi-

tive & l'intérieur de la surface. Il ne reste done d’arbitraire dans
Pexpression de ¢ que le module de ce facteur et une constante ad-

ditive.
Soient :
{=ay, da, ... pour les points de ramification i lintéricur de la

représentation sur le plan des 7;

t=10y, by, ... pour les points de ramification sur 'encadrement
qui ne sont pas des sommets;

t=cy, s, ... pour les sommets;

t=ey, es, ... pour les secleurs s'étendant 4 I'infini.
Pour simplifier, nous supposerons que toutes les grandeurs «,

b, ¢, e sont situées dans le domaine des grandeurs finies sur le
plan des ¢.
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On a alors :
pour { =a,
Ton du n
08 = log(¢ — @) -+ fonet. cont. ;
pour ¢ = b,
du n \ 3
lag o= (: —x’v) log(t— b) -+ fonct. cont. ;
pour t—=c¢,
A du m 3
lo —~=(_; LS 3
sz =5 r/) log(¢—-¢) + fonct, cont. ;

I)Ol.ll' L —-e,
Aa

W= ‘
2T

On peul borner la recherche au cas 7 — 3, m =1, c’est-a-dire

log(¢#— ¢) - fonct. cont.

au cas de points de ramification simples, et en déduire le cas gé-
néral en faisanl coincider ensemble plusieurs points de ramifica-
tion simples.

5 5 - y du
Pour former I’expression pour —, on observera que le long

du contour d¢ est véel, et du soit réel, soil imaginaire pure. Par
conséquent, (%)q est réel lorsque ¢ est réel. Cetle fonction peut
/

éwe prolongée d’une maniére continue au deli de la ligne des
valeurs réelles de ¢, si U'on ajoute cette donnéde que, pour des va-
leurs conjuguées ¢ et ¢ des variables, la fonction devra également
avoir des valeurs conjuguées. Alors <%)2est déterminé pour tout
le plan des ¢, et cela d’une maniére uniforme.

Soient af, ay, ... les valeurs conjuguées de a,, yy - .. et dési-
gnons le produit (¢— a,) (t—as)... par T(¢— @). On aura
alors

) e O(¢t—a)li(t—a’)[I(¢—b) const. dt
(11) u‘_cou:l. f\/ n(Z—c) H(t—e)'

Les constantes a, b, ¢, ... doivent &tre déterminées de telle
sorte que l'on ait

Ao
u= ‘/—— log(t — e) -+ fonet. cont.
2T

pour ¢ =e.
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Pour que # demeure finie et continue pour toutes les valeurs
de ¢, hormis a, b, c, e, le nombre de ces derni¢res valeurs doit
satisfaire i une relation. Il faul que la différence entre le nombre
des sommets et le nombre des points de ramifications situés sur
le contour surpasse du nombre 4 le double de la différence entre
le nombre des points de ramifications intérieurs et le nombre des
secteurs qui s’¢tendent & infini. Sil'on pose, pour abréger,

(t—a)U(i—a O (t—b) = o(1),

Ol —e) (T —'e)> =y (1),
clest-a-dire
du o)
— = st sy
= con \ }( ?)

alors la fonclion entitre ¢(¢) est de degré v — 4 lorsque 7.(¢) est
de degré v. Ici v désigne le nombre des sommels augmenté de
deux fois le nombre des secteurs qui s’étendent a I'infini.

§ XIV.

Il reste encore & exprimer 7 comme fonction de ¢. On n’y par-
vient divectement que dans les cas les plus simples. En général,
on adoplera la méthode suivante : Soit ¢ une fonction de ¢ que
P'on déterminera plus loin d’'une maniére plus précise, mais que
nous supposerons connue pour I'instant, Dans les équations (8),

du

e s 3 8 ¢ _au ) . &
(9), (10) il s’agit essentiellement de dlogs’ 49€ P'on peut aussi
8 du  de ! 5 4 3
écrire sous la forme —— —— . Le dernier (acteur peul étre envi-
dv dlogy

sagé comme le produit des deux facteurs

v Jav
=5 /f2='r| ‘/ e,

dq

(12) /.-1=‘//

dr’
qui satisfont & Péquation différentielle du premier ordre

dka
dy

_/‘42’;”"1 s

do ~

(13) fy
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ainsi qu’d celle du second ordre

(1%) Lk ik
ki do? ki de?

Par conséquent, réussit-on a exprimer un ou 'autre membre
de cette derniére équation comme fonction de ¢, on peut établir
une dquation différenticlle linéaire homogeéne du second ordre
dont %, et &y sont des intégrales particuliéres. Soit 4 Pintégrale

complete. Remplagons or Par lexpression équivalente
dv &2k dk dyp

di dt: T de dr

C Ao\ Y
()
et nous obtenons pour £ I'équation différentielle

(S ot

dy
dt der

(o) ey
Soient alors K, et K, deux intégrales particuliéres indépen-.
dfml.es entre elles connues de I"équation (15), dont le quotient
;-:IZ: H fournit sur la sphére une représentation du demi-plan
positif des ¢, encadrée par des arcs de grands cercles. La méme re-
présentalion peut éire alors pratiquée par I'entremise de chaque
expression de la forme
H—u

16) — b Lo,
(1) Hisig 1+ 2fH

olt 0 est réel et ot o, of sont des grandeurs complexes conjuguées.

La fonction ¢ doit éire choisie telle que, pourdes valeurs finies
5 oA 1 d2k ¥ ol
de ¢, les discontinuités de % Zpr D¢ solent pas situées aulrement
K ays 4
qu'en les points «, o, bidlie.

Si l'on pose

(17)

(l’" o
dr

/

- 5 1 d2k - . . .
la fonction > “X dans la région du fini n'est discontinue que
k dp?
pour les points «, &', b, ¢, et cela en devenant en chacun d'eux
infinie du premier ordre.
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On a notamment, pour ¢ = ¢,

ayfr=
O — Py = — »
V)
n— 7 = const. (£ — ¢)T.
Par suite
/dv 1oy
= ‘/‘ = const. (v — vg)
d'ot
| A T
% dvE g

. : g ah .
On  obtient des expressions analogues pour t—=a, a/, b en
3 e ! 3 9
remplagant ci-dessus ¢ respectivement par @, @', b et y par le
nombre 2.

Une recherche toute pareille nous apprend que pourt=ela

A 1 d*k ;

fonction T ds reste continue.
Pour t =0, 'on a

N

1 A2k [ v > v S
= = — =t — — ) 12V=6,
k do? k 5.2 (2 )

. 1 d2k ‘e ! SesTit
L’expression pour 7 7ot Se présentera done comme il suit :

L2k T

k dv? 4

: : 2 : it ; .
La sommation s’étend a tous les points g =a, @/, b, ¢, et, lors

qu'il s'agit de @, @ et b, l'on doit remplacer y par 2. F (¢) est une

fonction enti¢re de degré (2v — 6) ot I'on détermine les deux
premiers coefficients comme il suit : Mettons d¢ sous la forme
[—V-+h dl,f

dp = ———— = Vihdpy,
Vo
ou, pour abréger,
= o dps-

Alors on obtient, en différentiant,

1 = 1 o1 1
d? dg\ 72| d2 ﬂ)—ﬁ] e (_fli 2 g2 (a’ )
dv? (fl_v) w2 dv? |\ do dv,) dp?
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et, par suite,

\
\

= 1
dq\T de (d»o>"% g (AN (dn >-% _1ae(a?)
(&) @ l(@) == @) &) e

ou

1 & 1
dn\* d? dn\"2 S
=) & [(77) StE

%

d: 1?,{2 AN T2
() 2 ()

a2 (,11) =

a
R F () — o2
fa dap?

La fonction dans le premier membre est finie pour ¢—oo. Par
suite, au second memhre on doit écrire que les coeflficients res-
pectifs de £ et de ¢, dans les développements de ¢=2"TF (1) et de

203)

3 e
o2 =) sont égaux.
dp?

an calcul simple donne

A2 b e g
’ dt
Il reste done dans F(¢) encore 2y — 7 coefficients indéterminés.
Mais il est important d’ohseryer que ceux-ci doivent étre réels.
En effet, au § XII nous avons trouvé que du doit étre réel ou
imaginaire pure sur toutes les lignes droites d’encadrement de la
surface minima, et doit, par suite, I'étre de méme en chaque
point de 'encadrement des représentations. En vertu de I'équa-
tion (17), il en est de méme de do. On peut en déduire que, pour
les valeurs réelles de ¢, la fonction —;: % posseéde nécessairement
des valeurs réelles.
Pour en effectuer la démonstration, considérons la représenta-
tion sur la sphere de rayon 1 et prenons une portion quelconque
du contour, par conséquent un arc d’un certain grand cercle. Me-

nons & la sphére le plan tangent au péle de ce grand cercle et
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prenons-le ponr plan des 7,. Alors les grandeurs constantes o,
o, i peuvent étre déterminées de telle sorte que

et nous obtenons deux fonctions

[ dv

M=/ H=uy

qui sont des intégrales particuliéres de 1équation différentielle
(15). Nous avons, par suite,

(60 R o P

& der T R der

La portion du contour considérée est représentée sur le plan
des 7 par I'entremise de équation

2

=g
) S (] e T o o] o ' ki Ted
ety lorsque I'on porte. cette valeur en k%, Pon reconnait aisé-

o 1 1 P
ment que, sur la partie de contour en question, 7’,— % est réel
) de? g
a2k
dp?
ments peavenl s'appliquer & chacune des portions du contour,
1 d2k ‘

Fodon est néccssairen‘lcnl réel sur tout le contour.

p e 1 3 st a 1 1
Par suite, il en est de méme de 7 et, comme ces raisonne-

Mais maintenant, pour dp réel ou bien imaginaire pure, la fonc-

L @ :
Lion T dor ot alors aussi elle-méme réelle lorsque U'on pose

d’une maniére plus générale
B

s ful
m=prert,

en prenant le module o, constant.

Par conséquent, pour que I'axe des quantités réelles soit effec-
tivement représenté sur la sphere de rayon 1, le long d’arcs de
grands cercles, 'on doit en chaque partie d’encadrement avoir
pr=1. Cela fournit exactement, autant ‘équations de condition
qu'il existe de lignes différentes d’encadrement données.

Dans ces considérations I’on a supposé tacitement, comme dans
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le précédent paragraphe, que les valeurs «, b, ¢, ¢ sont toutes
finies. S'il n’en était pas ainsi, le traitement exigerait une légére
modification.

NOTE. &+ - .

Le probléme est ainsi formulé d'une maniére compléte. 1l ne reste plus
duns les cas particuliers qu'a établir ’'une maniére explicite I'équation dif-
férentielle (15) et a intégrer.

Il n'est pas sans importance d'aillenrs d'observer que le nombre des
constantes réelles arbitraires qui se présentent dans la solution est exac-
tement ¢gal a celui des équations de condition qui doivent étre satislaites
conformément a la nature du probléme et de ses données. Désignons les
nombres respeetifs des points a, b, ¢, e par A, B, €, E et remarquons gue

I'on a
2A B4 4=Ct+2E=yv.

Il se présente, dans I'équation différentielle (15), 2A+ B +4C+5E — 10
constantes réelles arbitraires; ce sont : les anglesy dont le nombre est G
les 2v — 7 constantes de la fonction F(¢); les grandeurs réelles b, ¢, e, a
trois desquelles on peut donner des valeurs quelconques en faisant éprou-
ver 4 ¢ une substitution linéaire & coefficients réels; enfin les parties
réelles et imaginaires des grandeurs a. A ces constantes arbitraives, il '=a
tion: notamment lorsque

ajoute encore dix par Peffet del'int

ce sont : les trois rapports complexes a:8:v:8 que l'on doit compter pour
six constantes réelles, un facteur de dw (réel ou imaginaire pur), et une
constante additive réelle dans chacune des expressions pour 2, y, 5. Mais
ces ¢onstantes doivent encore vérifier des équations de condition, qui
doivent étre satisfaites pour que nos formules représentent d'une maniére
effective une surface minima.

Parmi ces équations de conditions il y en a 2A + B qui sont relatives
aux points a, @', b; elles énoncent que, dans les développements des so-
lutions de Péquation différentielle (15), valables dauns le voisinage de ces
points, il n’entre aucun logarithme (comparer note [4]); il yen a G+ E
qui énoncent que les portions de I'axe des ¢ rvéels, comprises respective~
ment entre les dilférents points ¢, e, sont représentées sur la sphére de
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rayon 1 par C -+ E aves de grands cercles. Le nombre de constantes qui
restent encore indéterminées dans la solution est donc 3C + 4H.

Les données du probléme sont : les coordonnées des sommets angulaires
du contour et les angles qui déterminent les directions des lignes d’enca-
drement qui s’étendent & Uinfini.

Ces données s'expriment par 3 C—4E équations, et Pon a 4 sa disposi-
tion, pour y satisfaire, un nombre exactement pareil de constantes [4].

EXEMPLES.

§ XV.

Prenons pour contour d’encadrement deux lignes droites s’¢-
tendant indéfiniment et non situées dans le méme plan. Désignons
par A la longueur de la ligne la plus courte que I'on peut mener
de 'une & Pautre, et soit ax Pangle du secteur formé par la pro-
Jection de la surface sur le plan perpendiculaire & cette ligne qui
joint les deux droites.

Si P'on prend cette ligne la plus courte de jonction pour axe
des #, x posséde une valeur constante en chacune des deux lignes
d’encadrement. De méme @ est conslant en chacune de ces lignes.
A une distance infinie la normale positive relative a I'un des sec-
teurs est parallele a I'axe des « positifs, et celle relative a lautre
secteur a 'axe des x négatifs. L'encadrement est représenté sur
la sphére par deux grands cercles qui passent par les poles n=o,
7 =00 et qui comprennent entre eux [’angle o,

L’0on a done

iA
X=— " loc

207 loga,

A 7/ 1
S (71 )

2am 7
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et, par suite,

A e 2 . A 5 _.f\4
(a) r=— EEIOg(?)“_lza@th( s,),

on reconnait 1a 'équation de I'hélicoide.

§ XVIL

Prenons pour contour d’encadrement trois lignes droites dont
deux se coupent et dont la troisiéme court parallélement au plan.
des deux premiéres. .

Prenons pour origine des coordonnées le point d'intersection
des deux premitres droites, I'axe des 2 positifs coincidant avec la
normale négative ; alors le point d'intersection a pour représenta-
tion sur la sphére le point 1 = . La représentation des deux pre-
miéres droites sur la sphére sera formée par denx c'lemi-gran(%s
cercles allant de 1y = oo jusqu’en 7 = o. Soit oz l'angle’ compris
entre eux. La représentation de la troisi¢me ligne sera un arc de
grand cercle qui, partant de 1= o0, suit son cours jusqu’en un
certain point oti, changeant de sens, il retrace son propre cherfnn
pour revenir au point 7 = o. Soient — Br et yw les angles for-
més par cet arc avec les deux demi-grands cercles, en sorte que
et y sont des nombres pris en valeur absolue, et que I'on a

Feiie

Pour obtenir la représentation sur le demi-plan des ¢, supposons
t — oo pour 1 =, el supposons qu’au secteur infini entre la pre-
miére et la troisiéme ligne corresponde =0, qu'au secteur infini

entre la seconde et la troisiéme ligne corresponde = ¢, et qu'au
point ot change le sens de rotation de la normale sur la troisiéme
ligne corresponde ¢= a. Alors @, b, ¢ sont réels el ¢ > a >0,
A ces déterminations correspond 1= (¢— b)f (¢—¢)Y. La valeur &
dépend de b et de ¢. On a nolamment ;

dlogyq  f(t—ec)+y(t=0)
dt  — (t—b)(t—c)
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expression qui, pourle point ou change le sens de rotation de la 1
normale, doit étre = o; I’on a, par conséquent, i

On a ensuite, d’apfés les § XII et XI1I,

— 21
du= (/MBI Fry) (t—a)ide
\ 2T (t—=0b)(t—e)

ou bien, si l'on prend ¢ — b —

25
; n’u-_—.‘/g—_;_?,tﬂ-i‘tl{

(t—b)(t—ey
au 1
dlogn " ViBrmi=a)
fodu N2 dt
——— | dlogn = —
(»,(llog'r,) ey (t—b)(t—ec)

el, par suile,

frr=~~i /¥a’/‘ /“rlt’ﬁ.
J (E—=0b)(t—e) J =) (t—¢e)’

o e e By B e Y
2 ,_[,ﬁ,.,;l =l ) RGE eet )

odls 9.5 (t—b)
L= BB oy Y
O O 0, R e
2 (t'—b)(t'—c) al
vy /’(if//)ﬁ(ti—-c)‘r~!—(l~fi)vﬁ(l—C)_Yl
2 e = e

1 H— B)P (1 o)t Pl
_;/‘(ﬁ )" ( c)V + b)” “776)74111

§ XVII. g

Prenons pour encadrement trois lignes droites qui se croisent

(dans I'espace) et dont les plus courtes distances respeclives entre
elles soient A, B, C.

Entre chaque couple de lignes de contour la surface s'étend &
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infini. Soient ax, $, y= les angles formés par les divections sui-
vant lesquelles les lignes de démarcation des premier, second,
troisiéme secteurs s'étendent i l'infini.

Supposons que pour les trois secteurs de la surface minima 3
infini on ail respectivement pour ¢ les valeurs / = o, %, 1; on
obtiendra alors

du \/m T
dt = t(i1—1t)’

#(¢) est une fonction entiere du second degré. Ses coefficients
seront déterminés par ce fait que 'on doit avoir :

¢ pour {=o0:

du ,/AAg_
dlogt*\' a7’

pour ¢ —co:
dn 7
dlogt — VY

pour £=1:
du

dog=01 |

On obtient ainsi

2 Aa (O By
('U)=§r (r—1¢) + zﬁi—alu—u.

Selon que les racines de 'équation ¢(¢) == o sont imaginaires
ou réelles, la représentation surla sphére renferme i son intérieur
un point de ramification ou bien posséde sur le contour deux
points ot change le sens de rotation de la normale.

m:\/ﬁ,

ne sont discontinues relalivement aux trois secteurs que lorsque

Les fonctions

S
el

Pon prend
do ’
Tl
Et la discontinuité de k, est de telle nature que :

pour £ =o:

IR

i
b8

e

t Ky,
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pOlll‘t:OO'.
3 B

£ 2k,
pourt—1:

Lol
(1—1) ity ki,

sont uniformes et différents de o et oo. &, et &y sont des intégrales
particuliéres d’une équation différentielle lindaire homogéne du

; 3 - f 1 A2k iy e
second ordre, que I'on obtient en représentant - l'aide de
E ot
ses discontinuités comme fonction de ¢ et en introduisant ¢ au lieu

a2k < i k)
de ¢ en 2 comme variable indépendante. A-t-on obtenu I'inté-

Tt
grale particuli¢re £, 'on obtiendra &, & 'aide de I'équation dif-
férentielle du premier ordre

T dlk
(c) Rida i

e )i
Pr e

Désignons l'intégrale compléte de I'équation différentielle li-
néaire homogene du second ordre par

LG 3.9 B oty

‘3_5 TS s
(d) kE=1Q : 2y,
e B S

SRR 3 HE5 SaNis

Cette fonction satisfait essenticllement a des conditions toutes
pareilles a celles énoncées commie définition de la fonction P dans
le Mémoire Sur la série de Gauss T (=, 8, v, 2) ().

Elle ne differe de la fonction P que par ce fait que la somme
des exposants est ici égale & — 1 et non a 1 comme pour P.

On peut exprimer la fonction Q) & I'aide d'une fonction P et de
sa dérivée premiére. On a d’abord, en effet,

19 i
k=" 2(1—t)2 2Q¢ t .
e —a+=8—y—1 (

ST mTmEnE

2

(') Contribution a la Théorie des fonctions représentables par la série de
Gauss F(a, §,v,z), page 6r.
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Si I'on pose maintenant

GI== P _d_‘_;_ = t)\
oz

‘ 0 —rz—B-—Yf—x

on peut déterminer les constantes @, b, ¢ de telle sorte que.

AL U ds
e f =t 2=t 2 | (g D) et lr— ) 22
(e) (1=—1¢) [aa =08) 5 et (1—1) dt]
En effet, 'on n'a plus qu’a porter cette expression dans I'équa-
tion difféventielle (¢), et en ayant égard & Péquation différentielle

" du second ordre pour ¢, on obtient I'équation

17, dsy
‘F(!)~t‘"1(1~t)1—1( I‘dz =i dt‘)F([)‘

ol
F(t)=ala-+ Cd)(il-—t)—%((l%b)(a—(—b—-ﬂ"{)[

ar(x—t)(b—”;"larj Tl (1 “_877“' c‘).

= /

En vertu des propriéiés de la fonction ¢ on peut poser
. [, dFa sy
Ha(r— )iy o3, EO)
(1 ) < Ve 2 dt ) L5
et, par suite, ’on doit avoir
F(2) =0 (2).

A laide de cela on obtient trois équations de condition pour
@, b, ¢, qui prennent une forme trés simple lorsque 1'on pose

Ze=p, b——1' =g, a+b—=-c=—r.

o Glby A Y
2 2 - B

Les ¢quations de condition susdites sont alors

]

pl—a(ptgtr)= é—j

B
2 — B2 s )2 —
gisiBp gl

G~
ri— 2 (ptgbr)t=—L.

2T
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A l'aide de la fonction

e Si R S )
2 2 2 2
=P 7 s
! @ B S ‘
23 T

D 2 2 9 ]

dont les branches %, et X, satisfont a 'équation différentielle

s S ANy
—Ja

o i
Y dlogt “dlogt ;

on peut exprimer £ encore plus simplement; ainsi :
1 5 gl
) k=t [(,)Tl,,_,,.ﬂuf._,);ﬁ}.
Il ne serait pas difficile de représenter les diverses branches
de la fonction / sous forme d'intégrales définies. La méthode qui
v conduit est indiquée au § VII du Mémoire précité sur la fonc-
tion P.

Dans le cas particulier on les trois droites de contour courent
parallélement aux axes des coordonnées 'on a

1:‘3,7.[,7,'.

2

On obtient alors

(el by i e Ll

~.=p; §A T et o R
)

[ R

La branche % de cette fonction est égale &

PERS

{—1) TR S s
(—[——) \/13—~([—1)2.constl,
oz

d’ou 'on tire

1 0 T c
k= Vadt(e -0tV (t—1) [p+qtf7-
4

t(L- -|):|,

=l 1 i 1 =
lizz—w‘ll“(t—!)"\I/”%([;I)E [p+ql~%+?¢t(t—-l)J.

/

EN e
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A D'aide de ces deux fonctions, dX, Y, dZ peuvent étre expri-
mées comme 1l suit

dX = — ik

Ak
2

al = —

i

i — (4

X=i(ptg—rp ‘,ﬁi +(-—/)+(/.+1'_')3 ‘/

1
T SO ey

L

- ; (p+3qg+r)(p—qg=+r)log

L
5 Y= (p=g+riiet—(—p+q+r)t
—é(i/z-r([+‘51'>l_'/t+r/—r)|uf: :
i 1 — 2
sz:(})—(/»—1')‘-%:—!’;’5—;—(/:7—/1—I'},?(I—/‘

T - )
+ = (Bp g -En)—p=q-+7r) log
g f— =0
Lorsque p, g, r sont réels, les coelficients de ¢ dans les trois
grandeurs aux seconds membres, multipliés par deux, sont les
coordonnées rectangulaires d'un point de la surface.

§ XVIII.

Prenons pour contour d’encadrement les quatre droites qui se
coupent, que 'on obtient en supprimant dans un tétra¢dre quel-
conque deux aréles n'ayant aucun point en commun.

La représentation sur la surface de la sphére est un quadrangle
sphérique dont on peut désigner les angles par ax, fr, yx, 8x.

On obtient

Cdt Cdt

e e e T Ry

V(t—ay(t—b)t—o)(i—d) VA(E)
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lorsque les valeurs réelles ¢ = a, b, ¢, d désignent les points du
plan des ¢, qui sont la représentation des sommets du quadrangle.

Si I'on applique la méthode développée au § XIV pourla dé-
termination de 7, on a ici, en particulier,

oty =1, e =8¢

par suite,
w

T

el

kp— \
les fonctions 4y, k, satisfont & I'équation différenticlle

dhky . dky

i dv "t de

=i

ct sont des intégrales particuli¢res de 1'équation différentielle du
cecond ordre

§ &2k (=D (a) (82 —0)AD)
% dot t—a ' t—b

(32— 1) ald)

—+ h.
t—d ‘

La fonction F(¢) du § XIV est ici du second degré, mais les
coefficients de ¢* et ¢ sont égaux & zéro; par conséquent /2 est une
constante. On doit introduire £ comme variable indépendante dans

z e . ) .
le premier membre de la derniére équation, et I'on obtient
dl

i A e
‘A‘[A([)rffﬂ ;“’»’d:]

}' il 5 \ Ny 1 ]
M' (e "’,AL’”_,_ (B2—1)A'(D) i (12— DA (e) | (B2—])AUd)

-~h
t—a t—0b t—ec T, i

pour I'équation différentielle du second ordre que doit vérifier k.

Silon a exprimé d’une maniére eflective #, y, 5 comme fonc-
tions de ¢, il se présente encore dans la solution seize conslantes
indéterminées réelles, ce sont : les quatre grandeurs a, b, ¢, d
dont, comme ci-dessus, trois peuvent étre prises quelconques, les
quatre grandeurs o, 8, v, 5; la grandeur /, ensuile, six constantes
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réelles dans I'expression pour v, un facteur constant de du et une
constante additive pour chacune des expressions de «, y, =.

Pour la détermination de ces seize grandeurs, nous avons seize
équations de condition; 4 savoir, les quatre équations qui ex-
priment que les quatre lignes de contour dans le plan des 7 sont
représentées sur la sphére le long de grands cercles et les douze
13r|ualious qui expriment que x, y», 5ontaux quatre sommets des
valeurs données.

Dans le cas particulier du tétraédre régulier la représentation
sur la sphére est un quadrangle régulier dont chaque angle —

Les diagonales en ce cas se coupent par leurs milieux et & angle
droit. Les points sur la surface de la sphére diamétralement op-
posés aux sommels de ce quadrangle sont les sommets d'un qua-

drangle congruent au premier. Entre les deux sont sitt quatre
quadrangles é¢galement congruents au quadrangle primitif; ils ont
chacun deux-sommels en commun avee le quadrangle primitif et

deux avec son opposé diamétral. Ces six quadrangles recouvrent
une fois la surface totale de la sphére. Par conséquent, di%
est une fonction algébrique de 7. s

La surface minima cherchée peut étre prolongée d'une maniére
continue au deld de son encadrement primitif, en lui imprimant
une rolation de 180 autour de chacune de ses lignes d'encadre-
ment, prise comme axe de rotation. Le long d’une telle ligne la sur-
face primitive et son prolongement ont leurs normales en commun.
Si lonrépete cette opération sur les nouvelles portions de surface,
on peut en continuant ainsi prolonger indéfiniment la surface pri-
mitive.

Mais, quel que soit celui de ces prolongements que Uon envi-
sage, il est toujours représenté sur la sphére par un des six qua-
drangles congruents; et les représentations sur la sphére de deux
portions de surface ou bien ontun ¢oté en commun, ou bien sont
situées a 'opposite l'une de Iautre, selon que les portions méme
ont commune ligne de contour, ou bien sont situées le long de
lignes de contour opposées d’une portion de surface intermédiaire.
Dans ce dernier cas, les portions de surface en question peuvent
¢tre amenées i se recouvrir par un déplacement paralléle. Par con-

du

. Z 2 . . 1
séquent, (=) resteinvariable lorsque 'on remplace n par—: -
dlogn 7
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Si l'on prend pour pole (n=0) le centre d’un des quadrangles
et si le méridien initial passe par le milieu d'un des cotés de ce
quadrangle, on a, pour les sommets de ce dernier,

el

Les points auxquels correspondent des valeurs de 7, égales et de
signes contraires ont les mémes coordonnées . Par conséquent,

{u \2 G %
@) reste invariable. On ob-
dlogy

quand’on remplace 7 par —

tient alors

du. \%
dlogn ) g Vv
La constante G, doit éwe réelle afin que du? posséde des valeurs

réelles sur le contour.
On arrive au méme résultat de la maniére suivante :

'r.z—t—'q—?fuy/ﬁrf)a_ (lf—-x\?
T B

fournit surle plan des ¢ une représentation dont le conlour est

la substi-

tution

formé par une ligne fermée & courbure partout continue. Le cal-
cul montre que dlogt est imaginaire pure sur le contour. Par
conséquent, la représentation du contour sur le plan des ¢ est
une circonférence dont le centre est £ = o. Le rayon de celle cir-
conférence est égal 4 1.
Aux sommets ;
T
7= *tang el
correspond
L =T
aux sommets

ol

{4 -
w.==Ltang =e *
D‘z

correspond

(7)
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Lorsque sur la surface minima on décrit dans le voisinage d'un
de ces quatre points un chemin conduisant d’une des lignes de
a =. On peut

contour & la suivante, largument de d¢ varie de
denc, comme au § XIII, poser de méme ici

du in

& Te—v@sy

et C3 doit étre imaginaire pure, afin que du? soit réel sur le con-
tour. On trouve

G, :3\/3(]3[.

Cette expression coincide avec celle précédemment ¢tablie

du L 5 L
pour AGa) Pour simplifier encore posons
04 =22
el remarquons que
du \? N2 d)
tlogy = 79N
<(I']0g'ri) «108m ( x) dlo

Alors un caleul trés simple donne

du \2 3 ~ dw
S G 4oe e

\/m(r—l:m)(x— pim),

. Z |
S aiogg) (=) dosn = [
o/ N Soatard - ) v

(—w)(=ptw)’
; du \2 dw
Ty <M) ( —)dlogn=Cp
[ dlogy ) v ./ /(u(l¥(u)(l—pw)

ol p=— (i Ty 3) désigne une racine cubique de 'unité. La
constante réelle C= 1 C, sera déterminée par la longueur donnée
des arétes du téracdre

XIX.

wr

Pour terminer, nous traiterons encore le probléme de surface
minima pour le cas olt 'encadrement est formé par deux circon-
férences quelconques situées sur des plans paralléles. Tei Pon ne
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connait done pas la direction des normales au conlour, et I'on ne
.peut donc en opérer la représentation sur la sphére. Mais on ar-
rive a la solution du probléme en faisant 'hypothése que toutes
les sections planes, paralléles aux plans des deux circonférences
d’encadrement, sont également des circonférences. On démon-
trera que, sous cette hypothése, la condition du minimum peut
&ire satisfaite,

Sil’on prend 'axe des « perpendiculaire aux plans des circon-
férences de contour, I’équation de la courbe d’intersection déter-
minée par un plan qui leur est paralléle sera

() F=p%+ 22401y +af8s+y=o0,
et il s’agit alors de déterminer 2, 3, v comme fonctions de x. Po-
sons, pour abréger, x
/7 OFN\2 OF\ 2 o \ 2 I
el Rreie= =i
\" 01‘) oy ) g (753 n’
en sorte que
cos 7 nl)F in7r co LUF sin 7 sin 70F
= SIn7 Cosw = —_— S1 PEINY —= 2 —- v
: da’ T oy’ 7 Jdz

Alors la condition du minimum peut se mettre sous la forme

F 0 ] Bl
U(HL) L)(/Li) 0(11(——)
Rl o ] ay = 93/

oz dy ) 0z

ou, aprés avoir effectué les différentiations,

40 "1}17>‘3—_ JF o

2 [
Tt Dy B2 AN ==y e T 2 B2—-
U.ﬂ(r_'_m o ‘>+4< c)rr)r<r+a+' 1)

oz
+4.2(F +a2+ B2 —y)=o0.
Sil'on pose o + 2 — v = ¢, et si 'on observe que F=o, la
derniére équation se transforme en

2T F dg
{ § — — -— 4 2g =
(& 7 %o T2
ct 'on a, aprés une premiére intégration,

) /‘tlz‘
S — —=iconst. = o:
¢ dx 5 q
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La constante d’intégration est indépendante de . Si, d’autre
lddn ;

part, on prend ‘/ = indépendamment de y et z, la constante d'in-

orF

tégration doit étre une fonction linéaire de y et z, puisque — —
q i

est une telle fonction. On a, par conséquent,

1 oF

dz
5 E#—tz 7!—~-!—zay-v—'),/),:—i—con:‘l.:o.

Si l'on compare ce résultat avec celui donné par la différentia-
tion directe de F, ¢’est-a-dire

aF du d3 dy

—— =9y o5 4 =1,

da PO dw dx °
on obtient

e aq B bq

de ) A 7

et, si 'on pose / qdr=—m, il vient

2= —am-+d, 8= —bm+e;
d’on :

I 2t b a7

— = —oaqy—abgs -+,

o 7 4 dx

o2F dg Ldg iy

55 _—9_(1)/25—1[1‘ T +([—p?7

expressions qui doivent étre portées dans 1'équation (7). Aprés ré-
ductions, I'on oblient

¢ dg dy =
T dods 1=

équation qui est encore simplifiée, si 'on observe que

Y=g+ +B2=qg+f(m)= % + fm),

Slm)=(a2+b2)ym2—o(ad + be)m + d? + e2.

By
0y ::'T‘;’ 1'é-

quation différentielle qui exprime la condition du minimum se

0, " dvy
A Paide des valeurs que I'on obtient alors pour Z‘]v

transforme en la suivante

(42

dr

2
(m) ) +2g +2(a+0%)g =0
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Pour effectuer I'intégration, posons

dq
dr =B

et regardons ¢ comme la variable indépendante. On obtient alors
pour p?, regardé comme fonction de ¢, une équation différentielle

linéaire du premier ordre,

é q L{/{? =Pl 2g-+9(a? 6N gl=10
ou
ri“’(/‘_”i,ﬂ“’_('/i’ = [{7' ~.i(aﬂ+bﬁ)] dq.

-

Lintégration donne

—f(a*+b%)g+8e.

) L=

SJES

dz =

dm =

On obtient done

7

(0) i

¥ =am-—d4y—g ‘-‘»05"%

/s .
= bm —e +\—q sind.

On a ainsi obtenu z, y, 3, exprimées comme fonctions de deux
variables réelles ¢ et . Ces expressions, abstraction faite de termes
algébriques, sont des intégrales elliptiques avec la limite supé-
ricure ¢. D’apres la méthode générale précédemment développée,
on aurait obtenu 2, y, z sous forme de sommes de deux fonctions
conjuguées de deux variables complexes conjuguées. Il est donc
a présumer que ces expressions complexes peuvent étre chacune
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d’elles ramenées, 4 Paide du théoréme d’addition des fonclions el-
liptiques, & une unique expression intégrale de la variable g.

Clest ce qui est facile & établir. En effet, des formules relatives
aux coordonnées de direction 7 et © des normales, on tire

oF
e l)}’
i T

Ayant égard alors & I'équation qui définit ¢, clest-d-dire

(F+sitoe+Bi)(y—si+a—Bi)=—

on obtient
: 2 Al
(¥ +30) +(2+Bi)=(—g)Tn27n 2,
S
; F—si)+(a— i) =(—g)tn %y
On a ensuite

/Lj [p—2ag(y+2)—2bg(z—+8)]
=

[p—2ag(y-+a)—20q(z+8)]

/.

/=g

Dans le second membre on doit introduire, au lieu de Y+,
58, les expressions en 7 et 1/ trouvées précédemment. [é-

quation prend alors la forme suivante :

i
5=(~(1)‘ l'(ﬂ*b‘)(j) (a—bl)( >']*(—-q) %<¢f7—

Llcvons les deux membres de celte équation au carré et rem-

])Llf‘(]l]b ~ par sa valeur lirée de (n), on obtient, aprés réduc-

tlon,

1 1
—7) [(a -+ bi) <:r7")~— (e — bi) (5‘-)

(p)
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L’équation que nous avons aiusi trouvée, qui fournit la liaison
entre ¢, 1, 7/, peut étre regardée comme I'intégrale d’'une équa-
tion différentielle entre 0 et 7/, ¢ représentant la constante d’in-

tégration. En différentiant directement l'on obtient I'équation

différentielle sous la forme suivante

N2

y 1 1
£ e, N n! N2 4 2
) S (v/v.‘q’A«J )4\/*?[(11'*""?)(3’) ﬂ'“_b"\’(%) Jé

“ | V=1 V') o

hefmn

] 1
dil — — 1\, 4<'r"~ : "‘)2 E
i o et SN 4+ biy( L) —(a—0b - "
: 7‘,(‘/_q<vr,r,+\rm> V—q | (a -+ br) 7,) (a ”)(\"x |

Mais, & I'aide de 'équation primitive (p), l'on peut exprimer
o il dn (i
différemment les facteurs de ’[Tq elf_qq,-- 1l suffit d’écrire de deux

maniéres le premier membre de (p) sous forme d'un carré parfait
en lui ajoutant le double produit qui manque, la premiére fois po-
sitivement, la seconde fois négativement. On oblient ainsi

o-s0y/1]

\) +—q !\(a+[)f)"
2e 4—(1.14.—01')%4(0*&")7‘], ]

:T’:‘Z\/
1 )

=k 2\/ [1;0 + (e — bi) TI—, — (a =+ br) -,"l =
| =

Si l'on prend les racines carrées dvec les mémes signes, 1'équa-
tion différentielle se transforme en
dq

Q==

'l'f.\//zc—q—(a—‘rbi)%— (a—bi)y

(7)
4 f = dy'

|

Jn"/zc»k—{_a—bi)#~(a+ bi)'

Son intégrale sous forme algébrique est exprimée par I'équa-
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tion (p) ou, ce qui revient au méme, par les deux équations

T 2
7_‘_—“{/("‘"’/’:) = \q[(a@~+bi)+2cm —(a— bi)n?]

Gyt /0 [(@— bi) + 2c1/— (@ =+ bi)n2],

V=g lla+ bi)yqy'—(a—bi)g] = a[(@+bi) ~2cn— (@— bi)nE]

5

— Vlm [(e— bi) =+ 207 — (@ + b))

Sous forme transcendante, Pintégrale sera

const, = J i dn -]
20 [(@—+ bi) 4 2en — (a — bi)nt]

3

L
|

et la constante d’intégration peut étre exprimée par

dy

L‘Ol]Sl.:f ————— = e A
21+ 2cqg — (a®+ b2)q?]

conclusion facile a tirer de ’équation (7) quand on y fait soit z,
soit 7/ constant, et cela = o.

On reconnait ci-dessus le théoréme d'addition des intégrales
elliptiques de premicre espece.
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NOTES

DE M. H. WEBER.

La premicére édition du Mémoire Sur les Surfaces d’aire minima, pu-
bli¢e par Hattendorf dans les Mémoires de la Société des Sciences de Got=
tingue en 1867, était précédée d'une Introduction historique qui, de I'avis
méme de Hattendorf, malheureusement enlevé a la Science par une mort
prématurée, ne fut pas comprise dans la premiére édition des OEuvres de
fliemann, comme n’étant aucunement 'ouvrage de ce dernier. Nous ne I'a-
vons done pas davantage introduite dans eette seconde édition.

Il n’est pas sans intérét de remarquer que, tout a fait accidentellement,
Weierstrass s'occupa en méme temps que Riemann de ses recherches sur les
surfaces minima, dont les résultats pavurent dans les Monatsberichte de
UAcadémie de Berlin en octobre et en décembre 1866. Les travaux de
Weierstrass donnérent U'impulsion aux profondes études de H.-A. Schwarz,
dont la premiére communication sur ces sujets parut dans les Monats-
berichte de I’Académie de Berlin en 1865. La publication in extenso de
son Mémoire couronné : Détermination d’une surface minima particu-
liere, date de Pannée 1871. Le probléeme traité au § XVIII du Mémoire de
Riemann, dans le cas de la surface minima ayant pour contour un qua-
¢ dans ce Mémoire jusqu'a I'établis-

drangle régulicr de U'espace, est pous
sement effectil d’une équation entre les coordonnées z, 2, 5 de la surface.
On doit encore citer le Mémoire de Arthur Schandorff, couronné par la
Faculté de Gittingue en 1867, Mémoire qui se rattache aussi aux idées de
Riemann, et présenté a la Faculté philosophique de Géttingue sous le
tive : Sur la surface minima dont le contour est formé par un qua-
drangle doublement isoscéle de Uespace.

Dans cette deuxiéme édition le Mémoire de Riemann est reproduit avec
quelques corrections nécessaires d’aprés la derniére rédaction de Hatten-
dorf. Je donne quelques éclaircissements et suppléments dans les Notes
suivantes, ol j'ai employé quelques communications et indications que je
dois @ H.-A. Schwarz.

[1] (p: 318). 1 est & remarquer ici que, d’aprés (3) et (4),

dy 1N dX . dz I) dX
M — — = 2w — =7+ — ) —
dn ( ) n (‘ 0/ dn
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sont des fonctions de % seul et que, par conséquent aussi, Y et Z peuvent
étre considérées comme fonctions de 7 seul. Y/ et Z'sont alors les fone-
tions conjuguées qui ne dépendent que de .

[2] (p- 318). Pour des valeurs infiniment petites de 7 (et par consé-
quent aussi de 7), on a, en vertu de (1) et de (2),

dxz - dr . a

== = —SINrcosoe —— = —Ssinrsino,
dy i) dy i

dz 3 ; .

=== — SHL BN O SIN7 Cosw
dz Y 5

et, par conséquent,

dx ele dr dE

W g g

Il s'ensuit done que 2 X = > + /¢ est une fonction de y— iz, et, par con-
séquent aussi, que 2Y est une fonction de y — iz. Mais, puisque 3 est la
partie réelle de 2Y, I'on a aussi; pour 7 infiniment petit, lorsque 'on dé-
termine d’une maniére convenable une constante additive imaginaire pure
dans Y,

Sil'on détermine aussi la constante additive imaginaire pure dans X,
de telle sorte que X s'évanouisse avec 7, on obtient les développements
dont il est fait usage plus loin.

[3] (p. 321). Lorsque 'angle o= o, et que, par conséquent, deux lignes
d’encadrement sont paralléles entre elles, 3 la place de ces développe—
ments se présentent les suivants ;

‘A .
Y = — — logn —+ fonct. cont.,
2T

de\ 2
(z) =

X=—

- fonct. cont.,

7 + fonel, cont.

[4] (p- 330). La clef du § XIV se trouvera surtout dans les déyveloppe-
ments du fragment XXV, 2° édition, page 437. Dans la détermination de 7
comme fonetion de ¢, il s’agit de la représentation conforme sur le demi-
plan positif des ¢ d’une figure encadrée par des arcs de cercle dans le
demi-plan polaire des 7.

Si I'on pose )

(1) )'1=‘/~



350 DEUXIEME PARTIE. — MEMOIRES PUBLIES APRES LA MORT DE RIEMANN.
alors, d’aprés le fragment cité, ;

N, ey

Wi T s e

est une fonetion rationnelle de ¢ qui, pour les valenrs réelles de ¢, pos-
séde des valeurs réelles; yy, s sont deux solutions particuliéres de I'équa-
tion différentielle

d2y
5 .
(2) i

=G5

7 est le quotient de deux solutions particuliéres de cette ¢quation. On
peut transformer cette équation en multipliant yy, 7, par un seul et méme
facteur sans lui enlever cette propriété que le quotient de deux solutions
particuliéres donne la fonction 7. Si Pon pose, en désignant par f une
fonction de ¢ arbitraire pour l'instant,

(3) k=g i,

on obtient pour £ I'équation diffiérentielle

. A2k Hatys o P oy
(4) Yicmm s o= e,
ol
{5y Bt)= i 4T B (1) ]

16/

et, lorsque f est une fonction rationnelle 'de ¢, il en est de méme de P.
On obtient les formules du § X1V lorsque par f(¢) l'on entend la fonc-
tion entiére rationnelle de degré (av— 1)

SO=T(t —a)(t—a' )0t —D)I(t—c) (L —e)2,

et la considération des discontinuités donne

o S

lorsque F(¢) est une fonction rationnelle entiére de degré (2v— 6) & coef-
ficients réels. Pour trouver d’une autre maniére que celle exposée dans le
texte les coefficients des deux puiscances les plus élevées dans la fonction
F(t), 'on observera que, lorsque {=o est un point ordinaire de la sur-

3 b i .
face, le développement de — suivant les puissances descendantes de ¢

dt
commence par (=%, et que, par suite, le développément £y commence par

’-l,f+2
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Il faut aussi, par conséquent, que I'équation différentielle (4) puisse
¢étre intégrée par une série de la forme suivante

=

on doit porter cette série en (4) pour obtenir une formule de récurrence
pour 'évaluation successive des coeflficients ¢y,
Si I'on pose

i i
D(1) = Z Rgv=—i, | fry= 2 @ =i,

on tire de (4)

1 2 " ] ] ¢ . : ;
A—H:Ea,w')‘v~_i—l)t*’2 G (z— —l)t*': Z c;[-lzlz,'t“'.

En égalant les termes indépendants de ¢, on obtient

'I\
= (2—~
\ 3

¢l la comparaison des termes en ¢! donne

v
/11=a.,(|—7>(v73);
\ +

¢y et ¢g ne peuvent étre déterminés et la comparaison des termes plus éle-
vés fournit les coefficients e, ¢y, ...

D’une maniére toute pareille, on peut obtenir les équations de condi-
tions relatives aux points a, @', &, dont il est question dans la note 4 la
fin du § XIV.

Posons, en effet,

T=t—a, t—a', t—b,

Péquation différentielle ({) doit pouvoir étre intégrée par une série de la

forme
5

34—6‘
fo= Ecjt ey

0,=
Maintenant, si 'on a

LI):SI,-:PI, 5 Eas:“',
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on tire de I'équation différenticlle ( 4)

S e Sl |
\ —:—éZa,\-(SA—I):fzcs <s—%)-_5:25. 2[‘—"5'

La comparaison des termes indépendants de = donne, concurremment
avee la formule (6),

et les deux puissances suivantes de = donnent

Ll(\loﬁ“’{g >+f«n({1—‘—11\)

Il

( T ) 3 \

ey & — —zay )+ co /.2———7,‘12):0
(t—ge)+oo (=g :

d’ou résulte par élimination de ¢, ¢; une relation entre /Zy, ly, ls; ¢y ne

peut étre déterminé a l'aide de (7). Les termes plus élevés permettent de
déterminer les coefficients ey, €4, . ...

TROISIEME PARTIE.

FRAGMENTS POSTHUMES

DEUX THEOREMES GENERAUX

SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

A COEFFICIENTS ALGEBRIQUES.

LE 20 FEVRIER 1857

GEuyres de Riemann, 2 édition, page 379.

On sait que chaque solution d’une équation différentielle li-
néaire homogéne du 72*™ ordre peut s’exprimer lindairement au
moyen de 7 solutions particuliéres indépendantes entre elles &
coefficients constants. Si les coefficients de Péquation différen-
tielle sontdes fonctions rationnelles de la variable” indépendante z,
chaque branche des fonctions, en général multiformes, qui satis-
font & Iéquation, peut sexprimer lindairement avee des coeffi-
clents constanls au moyen de 7z fonctions uniformément déter-
minées pour chaque valeur de 2, mais qui doivent, il est vrai,
étre discontinues le long d’un certain systéme de lignes. Mais, si
les coefficients sont des fonctions algébriques de 2, qui peuvent
s'exprimer rationnellement 4 'aide de 2 et d’une fonction algé-
brique de 2 & p déterminations, 3 chaque branche de cette fone-

tion & P déterminations up]_)artjent un groupe de n solutions par-
R. a
a3
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ticulieres indépendantes entre elles, de telle sorte qu’en ce cas
chaque branche d’une solution de 'équation différentielle peut étre
représentée comme une expression linéairede fonctions uniformes,
en nombre au plus égal a pn, mais qui ne renferme jamais plus
de n de ces fonctions appartenant & un méme groupe.

D’aprés ces remarques préliminaires, puisque loute équation
différentielle linéaire non homogéne peut étre facilement trans-
formée en une équation homogene de I'ordre immédiatement su-
péricur, on reconnait que les propositions qui suivent s’élendront
a toutes les équations différentielles linéaires & coefficients algé-
briques.

Soient yy, ¥a, -« -, ¥r des fonctions de , qui, pour toutes les
valeurs complexes de cette grandeur, sont uniformes et finies,
sauf en @, b, ¢, ..., g, et qui, lorsque 2 décrit un circuil autour
d'une de ces valeurs de ramification, sé transforment en des fonc-
tions linéaires 4 coefficients constants de leursvaleurs précédentes,

Pour les déterminer d’une maniére plus précise, partageons
I'ensemble des valeurs complexes en deux domaines au moyen
d'une ligne qui se ferme en revenant sur elle-méme, et qui passe
successivement par toutes les valeurs de ramification dans Pordre
(g, -5 ¢, b, @), de telle sorte qu'en chacun de ces domaines les
fonctions aient un cours complétement séparé et continu, et re-
gardons comme donnée la valeur des fonctions dans le domaine
situé du coté positif de cette ligne.

Supposons que, par leffet d'un circuit positif de z autour de @,

¥ soit transformé en

i=n
E Af'“)‘f:
P i=1
Jaen
(2
A
Yn €

2 :\!,"'}’[:

que, d’une maniére toute pareille, par Ueffet d'un circuil positif

autour de b, yy le soit en

2 BY s,
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e R T s
el que, par 'effet d'un circuit positif autour de 2. ¥y le soit en

o
2 Gy

lDesngnons malntenant, pour abréger, par () le systéme des n

valeurs (¥, ya, - . < Yn), par (A) le systeme des n? coefficients

AL (1)
AI ) Az ? Sl »'\(n”v

A A A
A(lfl)’ Ag”, ‘A(’LH]:

gar 83) le systéme analogue des B, ..., ete., par (G) le systéme
es Gy et par (A) (34, yay ooy y0) = (A) () les valeurs suivantes

2 Ay, E ARy S E Ay,

lirées de () & Paide du systéme de coefficients (A).
Cela posé, entre ces systémes de coefficients a lieu Péquation

(1) (G)(F)...(B)(A)= (o),

si I'on désigne par (o) un systéme de coefflicients qui ne varie
pas, c’est-a-dire out les coefficients de la diagonale qui descend
vers la droite sont égaux a 1, tandis que tous les autres coefli-
clents sont égaux a o.

n el‘luh., si 2 décrit la ligne totale de contour de maniére A
passer toujours d'une valeur de ramification a la suivante, en sui-
vant le bord posilif et en tournant chaque fois dans le sens po-
sitif autour de cette valeur de ramification, les fonctions (y) se
transforment successivement en G(y), (G) (B9, enfin en

o N o 7 v : i
(())(I‘ )--+«(B) (A) (y). Mais le résultat est le méme quand 2 dé-
crit le bord négalif de la ligne de séparation, ¢’est-d-dire le con-
tour total du domaine situé : rd négaltif;
: . FHe: : le long du bord nﬁgdt'xf,'dans ce cas
)2 - yu) doivent reprendre leurs valeurs primitives, puis-
que, en ce domaine, ces fonctions sont partout uniformes.

'Uu systéme de 2 fonclions qui jouit des propriétés ainsi défi-
nies sera désigné par

DT L A
Q(A B S x)
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On considérera maintenant comme appartenant & une classe
tous les systémes pour lesquels les valeurs de ramifications et les
substitutions correspondant a ces derniéres ont des valeurs don-
nées satisfaisant a équation (1), ce qui, du reste, a lieu, comme
nous le reconnaitrons bientot, pour un nombre infini de sys-
témes. D’aprés un théoréme facile a démontrer, employé maintes
fois par Jacohi, toute substitution, d’une maniére générale, peut
étre décomposée en trois substitutions, dont la derniére est la
substitution inverse de la premiére et dont la substitution inter-
médiaire a tous ses coellicients, hormis ceux de la diagonale, égaux
4 zéro, de telle sorte que par cetle substitution chacune des gran-
deurs a laquelle on 'applique acquiert seulement un facteur. On
peut dong écrire, par exemple :

N5 0% e N 0
- ‘ 6y Hanl et J

(A)=(a){

o oher iy

(o)~' désignant la substitution inverse de («). Les grandeurs A
sont alors les n racines d’une équation de degré n, complétement
déterminée au moyen de (A). Dans le cas ol cetle équation aurail
des racines égales, on devrait modifier [égérement la forme de la
substitution intermédiairve ; mais, pour simplifier, nous excluerons
d’abord ce cas et nous supposerons qu'il ne se présente pas dans
la décomposition des substitutions (A), (B), ..., (G). La substi-
tution («), par la seule adjonction d’'une substitution comme fac-
teur, peut éire transformée en
k s i S ey
(“)'( 0t T et © ;

e R

sous cetle forme, comme le font voir les équations qui la déter-
minent, sont alors renfermées toules les valeurs possibles de cette
substitution.

Par Peffer d'un circuit positif de z autour de a, les valeurs des
fonctions () se transforment de (py, pay +.-, po) en (A)(p). Les
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valeurs des fonctions
51y 028y 0y 30) = (2)=1(0)s

formées par I'application de la substitution ()~ & (), se trans-
forment alors de

(@)1 (p)
en

Iy Oy oovy 0)

@@ ) =14 2 M 0 By,

o

¢’est-a-dire que .
(Z15 B35 =1 5n)
56 |1"r.l]']5lel‘lTl(.‘ en
(RaiZiy, Ao day o o5 AnEp)

Lorsqu’une fonclion z, par Ueffet d’un circuit positif de 2 autour
de a, acquicrt un facteur constant ), on peut, en la multipliant
par une puissance de (z — a), la transformer en une fonction
qui, dans le yoisinage de @, est uniforme. En effet, (z — a)¥, par
Ueffer d’un circuit positif de # autour de a, acquiert le facteur
et*wi. Si l'on détermine, par conséquent, p de telle sorte que

2—a) Pestune fonc-

e2w — 1) ou, si on pose u= l%f;; alors
tion uniforme pour 2 — a. Cette fonction peut donc étre déve-
loppée suivant les puissances entiéres de (2 — @), et 5 lui-méme
peut I'étre suivant des puissances dont les exposants ne différent
de p. que par des nombres entiers,

Par suite, =, ..y & sont développables suivant des puis-
sances de # — @, dout les exposants sont de la forme

logh, loghs

ot m désigne un nombre entier.

Nous ferons maintenant ’hypothése que les fonctions y ne de-
viennent jamais infinies d’ordre infiniment grand, en sorte que
ces séries doivent prendre fin du coté des puissances descen-
dantes, et nous désignerons par w, wa, ..., %, les plus petits
exposants dans ces sé ;

ies, de telle sorte que

sy —@)th, .,  sal@—a) e
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ont des valeurs finies, différentes de zéro. Tl est évident que la dif-
férence de deux quelconques des grandeurs iy Bay oan, he DE peul
jamais étre un nombre entier, puisque les valeurs des grandeurs
iy Ay ooy A, sont toutes différentes entre elles; au contraire les
valeurs des exposants correspondants dans deux systémes quel-
conques appartenant i la méme classe ne peuvent différer que par
des nombres entiers, puisque les grandeurs X, h, ..., A, sont
complétement détermindes par (A). Ces exposants peuvent donc
ainsi servir a distinguer entre eux les dilférents systémes de fonc-
tions de la méme classe ou encore i les grouper, et il suffit, lors-
qu’ils sont connus, d’assigner au licu de (A) la substitution (a),
puisque les grandeurs %y, %s, ..., A, sont déja détermindes par ces
exposants.

Nous allons donc comme caractéristique plus exacte du sys-
teme (g7, ¥ay .+, ) employer I'expression

[ a AN g

\m G
QUi i = Pi. @y

( P Ya Pn /

ol les grandeurs dans les lignes verticales relatives aux valeurs
de ramification b, ..., g ont par rapport a ces derniéres méme
signification que les grandeurs dans la premiére ligne verticale
par rapport & @. Il est alors hien clair que chaque systéme peut
étre considéré comme cas particulier d’un autre ou les exposants
correspondants sont-soit en parlie, soit tous ensemble plus petits.
Maintenant, il n’est pas difficile de démontrer que, entre chaque
combinaison de n -1 systémes, qui appartiennent i la méme
classe, a lieu une équation linéaire homogene dont les cocfficients
sont des fonctions enti¢res de 2. Nous distinguerons les grandeurs
correspondantes dans ces 2 + 1 systémes au moyen d’'indices su-
péricurs. Sinous supposons qu'entre ces grandeurs aient lieu les
n équations suivantes
Ay~ ayyi 4.+ anyiM=o,
() Qo ya+aryi 4. .. ayyi=o,

@oYnt iy ..ty yt=o0,

a
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les coefficients @y, @y, ..., @, devront étre proportionnels aux
déterminants des systémes que 'on obtient en supprimant suc-
i & = o re
cessivement, dans le systéme des n(n—-1) grandeurs y, la 1,
la ¢, ..., la (n+ 1) ligne verticale.
Un pareil déterminant

( ) An)
2 Ly,

lorsque @ décrit un circuit positil autour de @, acquiert le facteur
Dét. (A), et pour 2 = @ ne peut devenir infini d’ordre infiniment
grand. Il peut donc éire développé suivant des puissances de
o — a dont les exposants augmentent de 1. Pour déterminer le
plus petit exposant dans ce développement, on peut écrire ce
dérterminant sous la forme

Dl':t.(a)z

Dans ce dernicr déterminant, le premier terme

(n)

ut')-iru£4‘+...+g"

Sl i ey
s M=z —a)

est multiplié par une fonction qui, pour 2 =a, posséde une valeur
finie ct différente de zéro.

Le plus petit exposant dans le développement de ce terme sui-
vant les puissances de (2 — a) est donc

() 12) e 0y
[ T i R

et 'ondéduit de ce dernier, en y permutant les indices supéricurs,
les plus petits exposants dans les développements des termes res-
tants. Il est évident que I'exposant cherché est en général égal &
la plus petite de ces valeurs et certainement n’est jamais plus
petit, w

Désignons la plus petite de ces valeurs par u, la valeur analogue
pour la seconde valeur de ramification par 9, ... ct ainsi de suite,

Jusqu’a la derniére valeur analogue que I'on désignera par o; alors
2 0yl Ly (p—ay P (e —b) . (2 —g)P

est une fonction de z, qui, pour toutes les valeurs finies com-
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plexes, veste uniforme et finie et qui, pour 2=0c0, devient infini-
ment grande d’ordre au plus égal a

— (e )
c’est, par suite, une fonclion entiére de degré au plus égal a
e

Cette derniére grandeur doit donc, lorsque la fonction ne s’éva-
nouit pas 1denuqlwmen[ étre un nombre entier, non négalif.

Les déterminants partiels, auxquels les grandeurs g, ay, ..., a,
sont proportionnelles, se comportent donc comme des fonctions
entitres, multipliées par des puissances de 2 — a, 2 — b, =
« — g, dont les exposants dans les divers déterminants différent
entre eux par des nombres entiers, Par conséquent, les grandeurs
gy Ayy ovny @y elles-mémes se comportent comme des fonctions
entiéres et peuvent done élre remplacées dans les équations (2)
par de telles fonctions, ce qui nous fournit la proposition que
nous voulions démontrer.

Les dérivées des fonctions Yis Yay --e, ¥ par rapport a x
forment évidemment un systéme appartenant & la méme classe,
car les quotients différenticls des fonctions GAN i rase i Vil
en lesquelles sont transformés (Vi ey <3 57) lorsque & décrit
un circuit positif autour de @, sont égaux a

(:\.)(n' 1

puisque les coefficients dans (A)sont des constantes. A I'aide de
cette remarque, du théoréme déja démontré, on tire les deux
corollaires :

Les fonctions y d’un systéme satisfont & une équation diffé-
rentielle du n*me ordre dont les coefficients sont des fonctions
entieres de x.

Eir':

B > 4 ) .

(,/mque systeme appartenant & la méme classe peutsexpri-
mer linéairement avec des coefficients rationnels & Uaide de
ces fonctions et de leurs n— 1 premicres dérivées.
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Au moyen de cette derniére proposition, on peut former une
expression générale pour tous les systémes d'une classe, expres-
sion qui permeltra de reconnaitre aussitot que le nombre de tous
les syslémcs est infini, ainsi que nous I’avions déja affirmé ; toute-
fois, nous n’en fcrons ici l'application qu'a la recherche de tous
les systémes olt non seulement les substitutions, mais encore les
exposants aussi sont les mémes. Pour un systéme quelconque Y,

ay +++5 Y, & mémes substitutions et & mémes exposants que ¥,
Y2y +vey ¥uy on aura, d’aprés le dernier corollaire, en désignant
les dérivées suivant les notations de Lagrange, n équations li-

éaires de la forme

coYi=boyi +b1y) .- bu—r y PN,

co Yo = by s + by 75 B Y

co Yo =boyn—+biy;, - Dipq 01,

ou les coefficients sont des fonctions entiéres de 2. La fonction ¢,
ne dépend que des fonctions y; quant auw degré des fonctions b,
il ne dépasse pas un maximum fini, en sorte que ces fonctions
n’ont qu'un nombre fini de coefficients. Réciproquement, pour
que les fonctions Y, Y,, ..., Y, délinies par ces équations,
jouissent des propriétés requises, il faul que ces coefficients
soient tels que, pour les valeurs de ramification, leurs exposants
ne soient pas inféricurs a ceux des fonctions y, et il faut que, pour
toutes les autres valeurs de @, ces coefficients restent finis.

Ces conditions fournissent un systéme d*équations linéaires ho-
mogénes pour les coefficients des puissances de & dans les fone-
tions b.

La résolution de ces équations, lorsqu’elles sufﬁ:ent la déter-
mination des coefficients, donne, comme valeur la plus générale
des fonctions (Y); la valeur const.(y); mais, lorsque cela n’est
plus le cas, clle donne une expression de la forme

Yy =l hey Y e Y

VI‘ i i s ()
Yo =kyn+ kY3 ook Y

ky kyy o kposont des constantes arbitraives. On peut dé-
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terminer ces constantes une aprés I'autre, chacune comme fone-
tion de celles qui restent, en sorle que le premier terme dans
le déve|0ppeinent d'une des fonctions (o) EE ()= EY
(F)7'(Y) soit nul, ce qui a pour conséquence d’augmenter chaque
fois la somme des exposants au moins d’une unité; de la sorte la
somme des exposants est finalement augmentée au moins de n,
le nombre des constantes arbitraives étant alorf diminué exacte-

ment d’autant. De cetle manicre, de chaque systéme de n fone-

tions, on peul en lirer un aulre i exposants plus élevés qui est
alors complétement déterminé, a un facteur constant prés, com-
mun a Loutes les fonctions, au moyen des substitutions el des
exposants dans sa caracléristique. :

Maintenant ce factear aussi sera lui-méme déterminé par ce fait
quel'on égale a 1 le coefficient de la plus petite puissance de z —
dans le développement de la premiére des fonctions («)='(y),
ct ainsi les fonctions ) seront déterminées d’une maniére uni-
forme ().

[On n’a plus besoin que d'éLudier avec précision comment la
marche de ces fonctions varic avee la position d'une des valeurs
de ramification, @ par exemple, pour arriver & la proposition sui-
vanle : les grandeurs 3 forment un systeme analogue de fonctions
de @ aussi bien que de x, dont les valeurs de ramification sont
by eyd, ..., g, z, et dont les substitutions sont formées par com-
position des substitutions (AY (B, . = (EN

Au cas ot il est impossible de faire varier les fonctions avee a

de telle sorte que toutes les subslitutions reslent conslantes
(parce que le nombre des ¢constanles arbitraires qu’elles ren-
ferment serait alors plus petit que le nombre des conditions néces-
saires pour cela), on peul regarder le systeme comme un cas

(') Jusquici I'on n’a eu besoin que de suivre un manuscrit complétement ré-
digé par Riemann. A Tendroit ou se trouve le crochet on trouve éerit en marge
dans la suite du manuscrit de Riemann : partir d’ici wmezact. Néanmoins, je
wai pas eru devoir supprimer le passage suivant (entre crochets), car il contient
le germe d’un développement ultérieur des profondes théories, qui y sont indi-
quées. Sur quelques feailles du brouillon de Riemann on troave une esquisse
de ces développements. Je les ai veproduits, dans ce qui vient ensuite, en les mo-
difiant le moins possible. — (H. WEBER. )
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particulier d’un systéme a exposants plus pelits, systéme odl, pour
ces valeurs spéciales de @, b, ..., g, les coefficients de certains pre-
miers termes dans les développements en séries pour (#)~' (),
(BY "(>)s +-+y (3)' () s'évanouissent.

En vertu de cetle proposition, les grandeurs Vi Yoy eown Y Xe-
présentent des fonctions de p vaviables a, b, ..., g, 2, qui, lorsque
toutes les grandeuts variables reprennent leurs premiéres valeurs,
ou bien reprennent clles-mémes leurs valeurs primitives, ou bien
sont transformées en des expressions linéaires de ces valeurs pri-
mitives, expressions ayant un systéme de coeflficients conslants,
formé par une certaine composition des (p — 2) systémes (A),
(B), (C), #.., (I) donnés arbilrairement.

Je dois renoncer pourI'instant & poursuivre 'étude de ces fone-
tions & plusieurs variables et celle des méthodes auxiliaires que
fournit cette derniére proposition pour I'intégration des équations
différentielles linéaires; je remarquerai seulement encore qu’une
intégrale d’une fonction algébrique peut éire regardée comme un
cas spécial des fonctions traitées ici, et que, en appliquant ces
principes a une telle intégrale, on est conduit & des fonclions

que représentent les séries T générales & modules de périodicité
quelconques. |

DETERMINATION DE LA FORME DE I’EQUATION
DIFFERENTIELLE.

Le premier probléeme qui se présente dans la théorie des équa-
tions différenticlles linéaires, hasée sur ces principes, est la re-
cherche des systémes les plus simples de chaque classe, et, & cet
effet, on devra d’'abord déterminer avec plus de précision la
forme de I"équation différentielle.

Si nous entendons par les précédentes fonctions y (1, ), (..

es de la f(one-

7%, comme le fait Lagrange, les dérivées success
tion y, alors les équations (2) représentent I'équation différen-
tielle & laquelle satisfont ces fonctions. Le degré des fonctions en-
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lieres, qui peavent étre prises pour les coefficients, se détermine
comme il suit :

Chaque différentiation par rapport & # diminue d’une unité
tous les exposants de la caractéristique, lorsque Lon suppose
qu’aucun d’eux n’est un nombre entier; alors

D E G P (@ —a)y B (E— by~ g)F

reste partout fini et uniforme, lorsque I'on pose

- nin—r)
(1:2}.1;— e

i

Pour 2 =0, puisque les fonctions y restent finies el uni-
['ormes,z =y 4y Vestinfiniment petit d’ordre 72 (7 —1).
Le degré de la fonction enti¢re X, est donc

nin—

r=(m—2)

si 'on désigne par m le nombre des valeurs de ramification ¢t
par s la somme des exposants dans la caractéristique.

Lorsque dans le systéme des n(n - 1) grandeuars ¥, au lieu de
la derniére ligne verticale, c’est Ja (n 4+ 1—t)e que I'on sup-
prime, le déterminant ainsi formé doit étre, en général, multiplié
par des puissances de (z —a), (x—b), ..., (2 — g) dont les
exposants sont augmentés du nombre ¢; il sera, par suite, une
fonction entitre de degré r 4 (m—1)¢ [au cas seul ot ¢ = n, ce
degré sera » - (m — 2)n. |

L’équation différenticlle, si I'on désigne par o le produit
(z—a)(x—0)...(2—g), peut donc étre mise sous la forme

Xay + Xy g ¥ 4. Xoyn = o,

o les grandeurs X, seront des fonctions rationnelles entiéres de

degré » -4~ (m — 1) ¢ [X, serade degré r 4 (m — 2)n].
Cherchons maintenant quelles sont les conditions auxquelles

doivent satisfaire les coefficients de ces fonctions pour qu'une
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ramification se présente pour les seules valeurs a, b, ..., g et
pour que les exposants de discontinuité aient en ces ramifica-
tions les valeurs assignées. Une ramification ne se présente ja-
mais, et ¢’est le seul cas ot elle ne se présente pas, tant que toutes
les solutions de I'équation différentielle sont développables sui-
vant les puissances entiéres de Taccroissement de 2, ¢'est-a-dire
encore tant que le développement de yr, d’aprés le théoréme de
Mac-Laurin, renferme n constantes arbitraires. Cela est toujours
le cas lorsque e, est différent de zéro. Nous n’avons done qu’a
traiter le cas @, = o.
Si l'on écrit Péquation différentielle sous la forme

boy +bi(z—a)y'+=by(r —aPy' ...+ by(x—a)yyn =o,

il faut, pour que la fonction y, dans le voisinage de = a, ait le
caraclére prescril, que les quantités {uy, us, ..., 1, soient toutes
racines de I'équation

by+ 171[-’-+~—»’f /)H[J»({L—‘)'“(.u"—"‘+l):o'

Cela fournit n conditions pourles fonctions X; en outre, puisque
toutes les grandeurs p.sont finies et indgales entre elles, il est né-
cessaire que, pour £=da, b, ne soit pas égal i zéro. 1l en est de
méme pour les racines restantes b, ¢, ..., g de © = o. Par consé-
quent, X, = o0 ne peut avoir aucune racine commurie avec w=—o.

Maintenant, si (pour une racine de X,= 0) @, =0, et an
conlraire @,_; 7 o, alors (pour celle racine) y, 9, ..., y(n=2)
peuvent étre pris arbitrairement, mais y® 1) est déterminé par
Péquation différentielle

@y g PV ay =0,

de sorte que (n — 1) conslantes arbitraires se présentent dans les
(n — 1) premiers termes de la séric de Mac Laurin, la derniére
constante d’ailleurs se présentant au plus 16t dans le (n — r)ime,
Supposons qu’elle se présente d’abord dans le (n —+ &)™ terme.
Alors, si I'on élimine dans la dérivée 2 de Uéquation diffé-
rentielle
@ ) - (Rl apy) prh=0 4 = o,

les grandenrs p(Hr=2) . . 0= enire les dérivées précédentes
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et 'équation différentielle elle-méme, les coefficients de y(nth=1),
ylnm2 yln=s) .., y doivent tous s'évanouir, puisque ces gran-
deurs sont indépendantes entre elles. On obtient donc

' ]
hay+ ap1=0;

par conséquent, a,, est différent de zéro et 'on a en outre encore
n — 1 équations, et 'on obtient done 7 équations de condition
pour les coeflicients des fonctions X.

En second lieu, supposons que a, el @, , s’'évanouissent simul-
tanément, mais que @,_, reste fini, en sorte que les n — 2 pre-
miers termes de la série de Mac Laurin renferment n — 2 con-
stantes arbitraires, et supposons que la constanle suivante se
présente d’abord dans le (n + /i — 1) et la derniére dans le
(n ~ I'— 1)"¥me terme.

Alors, pour que y#th=2 ey ylnth
valeurs des dérivées d’ordre inférieur, on doit avoir les équations

_ay

soient indépendantes des

. Yo .
=0, ———ay+ ha, |+ ap_n=o0,

(h'—1)
2

k. i i —_
ap+ha, | +ap»=o0,

, par conséquent, a;, et @, , sont différents de zéro, et de plus
l'on a encore an — 3 équations. Par conséquent, deux [acteurs
linéaires de a, sont égaux & zéro, et l'on obtient 22 conditions
pour les fonctions X.

D’une maniére tout analogue, dans le cas ol @,, @, i, @y_» 8'é-
vanouissent simultanément, mais ot @,_; reste fini et ot les trois
derniéres constantes arbitraives se présentent d’abord dans les
(n—+h— 2)‘“’" (n—+h'— w)‘“‘“f (n—+ /z”— o)”'“t lermes, on
trouve les conditions suivantes :

al=0; a, =0, =10,

hilh—0) (h—2a) /7(/1—[)

T3 i 2 n-

T hah @y 3 =0,

et, de plus, pour 4, 2/, A", encove 3n — 6 équations, en sorte
que a, posséde trois et seulement trois racines égales, et que 3n
conditions doivent éwre satisfailes. En généralisant ces conclu-
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sions 'on reconnait évidemment que chaque facteur linéaire de X,
a pour conséquence n conditions entre les fonctions X (1),

Nous allons maintenant supposer qu’un des points singuliers,
par exemple g, est situé a Iinfini, et nous désignerons par o la
fonction de degré m — 1,

w=(zr—a)(z—20)....

Les déterminants d’ordre n, formés 4 'aide de la matrice

Fi Yh el i,
DAl W i R
=
Pt X e )”;,'”,
seront désignés par Ay, Ay, ..., A,, en sorle qUE sV ooy areets Ve
sont des solutions particulieres de I'équation dilférentielle

FA A A WA, =0

La fonction
vk+/l“1-i—l)
Ap(z—a)=Bp(z—b)v. .. 0 PRS0
est alors, ainsi qu’il a été déja remarqué, une fonction rationnelle
enticre de z, dont on obtient le degré au moyen de la considération
du point singulier @ = o0; ainsi, en désignant par 7, le degré de
X¢, on a
re =r—= (m—a)t
ol
n(n—ru)
il — ) ————i—
( s
est le degré de X, et ou
S=2p+Zy ...+

est un nombre entier.

) Quant & la maniére dont se comporte I'équation différenticlle pour des va-
leurs infinies de @, nous ne trouvons vien dans le manuserit de Riemann. Le
dénombrement des constantes est seulement indiqué. Ce qui suit a donc, autant
que possible, éLé supplémenté par I’Editenr. On a remarqué, dans la premiére
édition, qu'on obtient une simplification essentielle lorsque l'on transporte un
des points de discontinuité a Uinfini, Dans celte simplification, introduite pour
la premiére fois dans cette deuxiéme édition, nous corrigeons en méme temps
une erreur dans le dénombrement des constantes, qui s'était glissée dans la pre-
miére édition, et sur laquelle M. le D D. Hilbert a atliré mon altention.

( WEBER. )
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L’équation différentielle pour y peut alors s’ écrire sous la forme
mu_\'ov)‘-’m == =1 Xluy(n—ﬂ e L (v)x,,ﬂ\)"'—% x"}, =Tay

et, i cause des r zéros de X,, qui, par hypothése, ne font pas
partie des points singuliers, il faut, d’aprés ce qui précéde, que rn
conditions aient lieu entre les constantes renfermées dans cette
équation différentielle.

Par conséquent, il reste ainsi dans U'équation différentielle un
nomhre de conslantes dont on peut disposer (puisque un des coef-
ficients peat éire pris = 1) égal &

E (re+1)—1—rn=1r-+n-+(m—2) fﬂﬁ:,’j,
ou, s1l'on remplace 7 par sa valeur, égal A

—s+(m—2)n>+n;

et, dans un systéme quelconque de n intégrales particuliéres Y
Y2, +++y ¥Yu OU entrent encore n® constantes d’intégration, le
nombre de constantes indéterminées est alors

—S = (m —=1)n>+ n.

L¢ nombre des coefficients dans les substitutions (A), (B), ...,
(G) est mn?, et, par conséquent aussi, mn? conditions devraient
édtre satisfaites, lorsque ces substitutions sonl assignées arbitrai-
rement. ;

Or ces substitutions sont lides par la condition (1), en sorte

“que n2 des conditions précitées sont une conséquence identique
de celles qui restent. Il reste done ainsi (m — 1)n2 conditions, et
le nombre des constantes dont on peut encore disposer est 72— s.
Ce nombre doit étre au moins = 1, puisqu’un facteur commun A
tous les y doitrester arbitraire; on en conclut, par suite,

ST —I.

SUR

LE DEVELOPPEMENT DU QUOTIEN

DE DEUX SERIES HYPERGEOMETRIQUES EN FRACTION CONTINUE INFINIE (e

OFuyres de Riemann, »° édit., p. 424.
P

qui, pour des valeurs de & suffisamment petites, est convergenle
et représente la fonction f(«), on voit facilement que la mieme

P9 B (s 5 2 . g s
réduite est égale au quotient ‘;ﬂ de deux fonctions entiéres p, et
"

¢my toutes deux de degré n lorsque m = 2n -1 et de degrés n et
n—1 lorsque m = 2. La dillérence entre la réduite ct la fonc-
tion f(z), lorsque 2 est infiniment petit, est infiniment petite
de I'ordre me. Mais, pour que cela ait licu, autant de conditions
doivent étre satisfaites qu'il est renfermé de quantités arbitraires
dans la fonction fractionnaire égale a la réduite.

(') La rédaction de ce Mémoire, dont Porigine remonte au mois d’octobre 1863,
est duea M. H.-A. Schwarz. — (WEBER el DEDEKIND. )

Les § I et II sont en italicn. Le commencement du § IIT est encore en italien,
sauf les additions de M. Schwarz, entre crochets, qui sont en allemand; ensuite,
a partir de la remarque de M. Schwarz, p. 372, ligne 29, le texte est allemand et,
comme auparavant, tout ce qui est entre crochels estda a cet illustre Géométre.
)

R. of
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Par conséquent, la !¢ réduite peut étre déterminée au moyen
de la condition qu’elle coincide avec la fonction en les m pre-
miers termes du développement suivant les puissances de 2 en te-
nant compte des degrés du numérateur et du dénominateur, qui
sont tous deux égaux a n pour n =an-1, et égaux a n eln—i

])OIH‘ m=21n,
§ IL.

Cette maniére de déterminer la réduite conduit immédiatement
a lexpression de la réduite, lorsqu'il s’agit de développer le quo-

tient de deux séries hypergéométriques

p* ( . ; :,,' 7) —=p

I"‘< 'a Pv‘»‘yr \'( .T):'l
a'—1 g i

ot l'on fera usage des propriélés caractéristiques exposées dans le
Mémoire : Contribution i la théorie des fonctions représen-
tables par la série de Gauss F (o, 8, v, «), page 61.

5 S 3 5 S 2 ) e -
En effet, puisque, pour 2 infiniment petit, = — 2m (evient in-
é Q  gm

el

finiment petit de l'ordre m et Q¢q,, infiniment petit de l'ordre o,
Pexpression ¢, P— p,, Q devient infiniment petitede 'ordre m—-a,
et I'on démontre aisément que cetle expression posséde toutes les
propriétés caractéristiques d’une fonction développable en série
hypergéoméirique, en sorte que I'on a

1 %~ 24— 1 B—n ¥ A
Qo1 P — pag1Q = P( ; ;), 2 T)
) a'—1 Bt iy
S 3
(i) = " P( ; E' [: .T) =zt lasy,
a'—n—u 8 Y

e}
== X
GanP — pan Q = ; " :I.> il

Qi
f—n e

ou Py, Q, désignent ce que deviennent P et Q quand on rem-
place «, o' par o.—-n, 2'— . Or, si nous faisons varier d’une
.
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maniére continue z el les fonctions de 2 de telle sorte que Paffixe
de la valeur complexe 2 décrit un circuit entourant Paffixe de Iy
P €t ¢m reprendront les mémes valeurs, et P, B) (O S(:,‘
transformeront en d’autres branches de ces fonctions. :

Par conséquent, si nous désignons par P/, Q', Pl,, Q, les autres
branches correspondantes de ces fonctions, nous avons aussi

(2) (( ’]z«u—xr"‘[)zwrlQ':1‘"‘1’;14;1
{ D2n [,.__[)2" Q= znQ’.
Des équations (1) et (2) U'on tire
Piret _ PPoy, L PR,
Gravr QP —Q'P, 7
P PQ,—P'Q,

gen . QU100

. :
Par suite, pour trouver les valeurs de pour lesquelles £22 ¢y
Jan

P2t oonvergent | [

I ova , ! . :

Tt gent vers 5 il su fit de rechercher en quels cas T
"

o . : ; Al
et Q;, convergent vers zéro, pour 2 croissant indéfiniment.

[§ IIL.]

A cet effet, il convient d’introduire les expressions de P, et Q,
par des intégrales définies. Posant

[>— o—f—n'=aq,
—a—B—y = b,

S f—y =],

on peul exprimer P, par

) s
I:_Txf—nu — ) [ sEEL ([ — g)bin (r— as)e—n L/&‘]

Jy

et ) par

t
[(,vnu-n( t— @)Y / 5/:+1+H(, s S)/H'/l( [ Ll (]_\-] 3

0

Pour avoir la valeur générale des fonctions P, Q. on aurait
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besoin de multiplier les intégrales par des facteurs constants,
mais nous pouvons substituer les intégrales dans les équations (1)
en comprenant les facteurs constants dans les fonctions enliéres
Py Q- Quant aux valeurs des fonctions sous le signe d’intégra-
tion, les valeurs que 'on prendra sont indifférentes, pourvu que
dans chaque intégrale 'on prenne pour s¢, (1—s), (1—xs)e les
mémes valeurs.

[Maintenant les expressions pour % restent encore inaltérées
lorsque 'on remplace P/, Q', P, Q! par les mémes combinaisons
linéaires de ces grandeurs et des grandeurs P, Q, Py, Q%

AP+ BP!, AQ-+BQ, AP,+BP,,  AQ,+BQ,

ot A et B désignent deux constantes, la constante B n’étant ja-
mais nulle. On obtient de telles fonctions correspondantes, lorsque
les précédentes intégrales, au lieu d'étre prises de o a 1, le sont

depuis une quelconque des quatre valeurs o, 1, —> % jusqu’a une

quelconque de ces quatre valeurs, et cela toules étant prises le long
du méme chemin. |
Par suite, nous pouvons prendre pour P, Q) ces intégrales

F A b
prises I'une aprés I'autre autour de - -

Les intégrales [par lesquelles, en vertu de ce qui précede, sont
', Q, ne changent pas de valeur lorsque le
chemin d’intégration varie d’une maniére continue entre les limites

exprimés Py, Q,, P

indiquées], puisque le chemin d’intégration ne dépasse pas Paffixe

et nous pouvons disposer du chemin d’intégration, de telle

sorte que I'on puisse trouver plus facilement la limite vers laquelle
converge la valeur de Pintégrale, pour n croissant.
A cet effet

[Ici s’arréte le texte de Riemann; mais, a aide de.quelques
figures et formules employées par Riemann, on peut reproduire
les conclusions peut-étre de la manicre snivante :

Posons |
s(1—s)

A = oS,
1— &S
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[et considérons dans le plan de la grandeur complexe s les courbes
le long desquelles le module de e/() a une valeur constante. Pour
de trés petites valeurs de ce module, ces courbes entourent les
points o et 1, & peu prés comme le feraient des cercles concen-
triques de rayons assez petits. Pour de trés grandes valeurs du mo-
dule, ces courbes entourent le point 5 — ir et le point s =oc.

Dans les deux cas, les courhes sont donc formées de deux por-
tions séparées. Si 'on fait croftre le module en partant des petites
valeurs, les portions séparées qui entourent les points o et 1 et
qui correspondent & la méme valeur du module se rapprochent
toujours l'une de 'autre de plus en plus jusqu’a ce qu’elles ne
forment plus qu'une seule courbe qui posséde un point double.
Pour ce point double, f/(s) doit étre égale & zéro. La considéra-
tion pareille a lieu lorsque, partant de trés grandes valeurs, on
fait décroitre le module en question.
On obtient les équations suivantes : |

S(s) =log(1— s) —log ( :

o=t

| St ! 1

[Pour f'(s)=o0 on a, par conséquent]

E—a2s +—2s? =in, s ——@s)=1-—=5,

1

= Vi—z=1—2s,

[Maintenant on désignera par \/1— x cette valeur du radical
carré dont la partie réelle est positive, en excluant de nos consi-
dérations le cas ot z est réel et 21. Ensuite, on pourra désigner
par g, ¢’ les deux racines de I'équation quadratique

L2528 = 0

1 1
G = G — >

1+ Vi—2 L —yi—z

de telle sorte que le module de o est plus petit que le module
de o'

.



37./; TROISIEME PARTIE. — FRAGMENTS POSTHUMES.

On a alors
fio) 2 ( X
eSOl — gt — e

Sea =

ef:w:,'z:(" *‘/' L0 )
=i

Concevons maintenant que le point s = o soit joint au point

s =1 par une ligne passant par le point s =5 el telle que, en
cheminant le long de cette ligne, le module de e/ croisse conti-

nuellement sur le chemin conduisant de s = o jusqu’a s =, tan-

dis que surle chemin conduisant de s—=¢ Jusqu’d s=1 ce module -

décroisse continuellement. Une telle ligne peut servir de chemin
dintégration pour les intégrales prises de s — o jusqu’a s =1, in-
tégrales au moyen desquelles sont exprimées les fonctions P,,, O

D’autre part, pour ces intégrales qui peuvent remplacer les
£
fonctions P}, Q,, on peut employer un chemin d’intégration qui
conduit d’abord du point s== 1 jusqu’au point s=¢', et qui rejoint
: . . T
ensuile le point s =1 en lournant autour du points = =-Ce che-
min d’intégration peut étre choisi de telle sorte que le module de
e/) atteigne son maximum sur cette ligne seulement au point

Gl

Dans les fig. 13 et 14, dont on a trouvé Pesquisse faite par
Riemann méme, les chemins d’intégration sont indiqués par les
lignes ponctuées.

IFig. 13.

Il s’agit alors de tronver maintenant une expression qui donne
une représentation asymptotique de la valeur de I'intégrale

A1

/ SAER ([ gkl (| — g o= ol
o .
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pour les valeurs infiniment grandes de 7. On posera
st (1—s)b(1—as) =0(s);
on a donc & évaluer

1
[ enf(s) a(s) ds,

=0

pour 7 :

Ces portions du chemin d’intégration, qui ne sont pas situées
dans le voisinage de la valeur singuliére s= g, apportent & la
valeur de Pintégrale une contribution qui, pour les valeurs infini-
ment grandes de 7, est non seulement infiniment pelite, mais en-
core (i)uisque la partie réelle de n[ f(s) — f(s)], sous les l.]yI)O-
théses en question, croit an deld de toute mesure). esl inﬁnu_nent
petite par rapport a cette partie de lintégrale qui cst‘r.clauve a
une portion du chemin dintégration, située dans le vmsmage.de
la valeur s =o. De la résulte que pour Lrouver une expression
asymptolique de I'intégrale en question, valable pour limn = *,
il ‘suffit de restreindre la sommation & une portion du chemin

dintégration, située dans le voisinage de la valeur s = 7.
Posons dongc, /i désignant une grandeur, dont le module ne
peut prendre que de petites valeurs, |

s=as+h,
J00) = (o) 2 oy (o),
nf(s)=nf(s)-+n f”.‘fg)lz‘l—c‘/z(/ﬂ), :
—n —/E h =z,
2

dli=

)

3 v \’ &
Vo)

: o tim
[Maintenant, si I’on suppose que la portion du chemin d'inté-
gralion, située dans le voisinage du point s = o, est recliligne, et

enfis) = gnfio) ¢

et a(s)ds = enf@ o ot
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cela de telle sorte que I'angle droit, formé par les deux tangentes

i la courbe
mod. ef¥) = mod. e/ (@

au point s =g, est parlagé par moitié par ledit chemin, alors,
pour lim 7 = o, les limites de 'intégration relative a la variable =
convergent respectivement vers les valeurs — = et -0, et, par
suite, la contribution qu’apportent a la valeur de l'intégrale con-
sidérée les ¢léments de celle-ci qui sont sitnés dans le voisinage

de la valeur s = 3, est, pour de trés grandes valeurs de n, asym-
ptotiquement ega]e i

enta

enfi6lo (q) /*

= i e~ ds = fiE i
Vero siadlaiec
5 2

Maintenant, on a

1 2n
nfle) = g2n — [ — ] e e e B TS
: <,..4/l_.r'> ; T a(i—s) | ei—a)

N

i ana) 1 1

b+o
o(o)=mnlatd) (1 — ) 2 .

Par conséquent, la valeur asymptotique de

1

[ ens9) o (s) ds

<o

est égale &

b 1

(r—a)y 2 A

N\ 20+a+-b+1

V= i
7(—¢T

Par un raisonnement analogue, on trouvera que la valeur
asymptotique de
1
[e"f‘s’q(s)rls

o1

N 2r-tadfl bre 1

ﬁ d ) (1—w)T+“:.

f 1
Vi (g—\/t—z-
Sous.les ]1)'poll’1éses assignées, on obtient par conséquent, pour
le quotient P,: P}, la valeur asymptotique : |

2n-+a-+b+1

=T

aor, -
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[ Pour toutes les valeurs de #, & I'exception de celles qui sont
réelles et plus grandes que 1, et de méme a Dexception de la va-
leur # =1, le quotient P,: P, converge vers zéro pour n crois-
sant indéfiniment.

Lorsque I'on change @ en @ + 1, on trouve qu'il en est de méme
du quotient Q,: Q).

On a donc ainst démontré que les réduites de la fraction con-
tinue, de la forme donnée au § I sous laquelle peut étre développé

pe(% B 1)
G-

e[ T B NS
E . pr Tt
o—i ¢

convergent vers la valeur de ce quotient, quand I'indice est crois-
sant, pour toules les valeurs de 2 qui ne sont pas réelles et en

le quotient

méme temps 2 1. |



SUR

L’EQUILIBRE DE I’ELECTRICITE

SUR DES

CYLINDRES A SECTION TRANSVERSE CIRCULAIRE
ET DONT LES AXES SONT PARALLELES.

REPRESENTATION GONFORME DE FIGURES DONT LES CONTOURS
SONT DES CIRCONFERENGES (').

GBuvres de Riemann, 2° édition, page 4fo.

Le probléme qui consiste & déterminer la distribution ou de
I'électricité statique ou de la température a I'étal permanent sur
des conducteurs cylindriques infinis & génératrices paralléles, en
admettant, dans le premier cas, que les forces distribuées et, dans
le second, que les températures des surfaces soient constantes le
long de lignes droites qui sont paralléles aux généralrices, ce pro-
bléme, dis-je, est résolu dés que I'on a trouvé une solution a la
question mathémalique suivante :

Sur une surface S, plane, connexe, recouvrant simplement le
plan, mais ayant pour contour des courbes quelconques, déter-

(') Il n’existe ni pour ce Mémoire, ni pour les suivants, de manuscrits acheyés
dus & la plume de Riemann. Ces manuscrits ne consistent qu'en feuilles détachées
qui contiennent seulement quelgques indications et des formules.

Le sous e indique micux la portée générale de ce fragment que le premier
titre, d’application particuliére, seul employé dans lu premiére édition,— (WEBER.)
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miner une fonction « des coordonnées rectangulaires z, y, qui, &
Pintérieur de la surface S, satisfasse & I'équation différentielle
2w 02y
— =0,
2 ady? :
et qui sur le contour prenne des valeurs quelconques prescrites.
Ce probléme peut éire d’abord ramené a un autre plus simple :

On déterminera une fonction { =&+ 7¢ de l'argument com-
plexe 5 =z -~ y#, qui, sur tous les contours d’encadrement de S,
soit réelle, qui, en un seul point de chacun de ces contours, soit
infiniment grande du premier ordre, mais qui partout ailleurs sur
la surface S totale reste finie et conlinue.

Relativement & cette fonction, on peut démontrer aisément
qu’elle prend chaque valeur quelconque réelle une seale el unique
fois sur chacun des contours, et qu’a l'intérieur de la surface S elle
prend n fois chaque valeur complexe a partie imaginaire positive,
n désignant le nombre des contours de S, lorsque 'on a fait cette
Liypothése que € varie de — o0 d 40 quand on déeril Pun des
contours dans le sens positif.

Par l'entremise de cette fonction, I'on obtient, sur la moitié
supérieure du plan représentant la variable complexe ¢, une sur-
face T, & n feuillets, qui fournit une représentation conforme de
la surface S, et le contour de T sera formé par les lignes qui, sur
les n feuillets, coincident avec 'axe des quantités véelles. Comme
les surfaces S et T doivent avoir méme connexion, ¢’est-a-dire étre
toutes deux n-uplement connexes, il existe, a I'intérieur de T,
on — 3 points de ramifications simples (comparer Théorie des
Jonctions abéliennes, § VIL), et notre probléme est ramené au
suivant :

Trouver une fonction de l'argument complexe &, ramifiée comme
I'est la surface T, dont la partie réelle « soit continue a l'intérieur
de T, et qui prenne, sur les 2 lignes du contour, des valeurs quel-

conques prescrites.

Maintenant si 'on connait une fonction de §, » =/ +ig, ra-
mifide comme 'est la surface T, qui soit logarithmiquement in-
finie en un point quelconque ¢ a Iintérieur de T, et dont la partie
imaginaire, sauf au point ¢, soit continue sur T et nulle sur le
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contour de T, alors, en vertu du théoréme de Green (Disserta-
tion inaugurale, § X), on a

A s
i / w2 g
2T an
.

oi l'intégration s'étend & toutes les lignes du contour de 7T,

Mais la fonction g peut étre déterminée de la maniére suivante.
On prolongera la surface T sur tout le plan des &, en portant sur
le demi-plan inférieur (ou posséde une partie imaginaire néga-
tive) Pimage par réflexion da demi-plan supérieur.

On obtient ainsi une surface, recouvrant » fois tout le plan
des I et possédant 42— 4 points de ramification simples, et qui
appartient, par suite, & une classe de fonctions algébriques pour
lesquelles le nombre p est = n —1 (Théorie des fonctions abé-
liennes, § V11 et XII).

Maintenant la fonction g est la partie imaginaire d'une inté-
grale de troisiéme espéce, dont les points de discontinuité sont
situés au point e et en son conjugué ¢, et dont les modules de
périodicité sont tous réels. Une telle fonction est complétement
déterminée & une constante additive prés, et notre probléme est
alors résolu, si toutefois 'on parvient & trouver la fonction ¢ de z.

Nous allons traiter ce dernier probléme sous Ihypothése sui-
vante : le contour de S est formé par 7 circonférences. En ce cas,
ou bien tous les cercles peuvent éire situés extérieurement les
uns aux autres, et la surface S s’étend alors a I'infini entre les
cercles, oubien un des cercles peut renfermer tous ceux quirestent,
la surface S restant alors finie. Ces cas peuvent facilement étre
ramenés 'un a Pautre au moyen de la représentation pratiquée par
'entremise de rayons vecteurs réciproques.

Si la fonction € de 5 est déterminée sur S, elle peut étee pro-
longée d'une maniére continue au dela du contour de S, en pre-
nant relativement a chaque pointde S le pole harmonique de ce
point par rapport & chacun des contours circulaires, et en atiri-
buant en ce pole a la fonction ¢ sa valeur imaginaire conjugudée.
Le domaine S pour la fonction ¢ sera ainsi étendu, mais son
contour sera toujours formé par des circonférences auxquelles on
peut encore appliquer le méme procédé, et I'on peut répéterindé-
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finiment cette opération qui étend de plus en plusle domaine de
la fonetion ¢ sur tout le plan des z. J
o : 0 : ;
Dans ce qui suit, pour exprimer que deux grandeurs @ ct @
sont imaginaires conjuguées, nous emploierons la notation

d==a"

La liaison, exprimée ainsi entre deux grandeurs, ne cesse pas
d’avoir lieu lorsque I'on ajoule aux deux membres des grandeurs
imaginaires conjuguées, ou lorsque on multiplie ou divise ces
deux membres par des grandeurs de cetle nature; on peut aussi
extraire la racine des deux membres, en ayant soin de définir
exaclement ces racines.

Soit ==, et soient z, 5’ les valeurs qui correspondent aux va-
leurs ¢, {'; alors, 7 étant le rayon d'un des contours circulaires

de S et p la valeur de z au centre de ce cercle, on a

d’ott I'on tire

S
ci+0

olt &, b, ¢, o désignent des constantes. On en conclut

ad—bhe ds'
(ez'+-0)2 ac’

[ds

az

et si I'on désigne par y/, y; les valeurs que prennent y et
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i | . : ;
lorsque 'on remplace § par ¢ dans ces expressions, on obtient

()

d’ont

Maintenant de
(3) S

vésulte par différentiation

ou

(4)

el de méme

(5)

s est une fonction de § qui, pour des valeurs imaginaires conju-
guées de §, prend elle-méme des valeurs imaginaires conjugudes,
el qui, par conséquent, ne varie pas, lorsque surla surface T et sur
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son prolongement syméirique Pon revient au point de départ en
décrivant un chemin quelconque. Par conséquent, s est une fone-
tion algébrique de ¢, ramifiée comme Uest la surface T; y et
1 sont des solutions particuliéres de I'équation différentielle (7)
et  est leur quotient. Réciproquement, si 'on prend arbitraire-
ment sur T la fonction algébrique s, mais cela telle qu’en les
points conjugués elle prenne des valeurs imaginaires conjuguées
et, par conséquent, qu’elle soit réelle pour les valeurs réelles de ,
e, si 'on prend alors deux solutions particuliéres quelconques de

- . s " .
‘J" fournira une representation con-

I’équation (7), la fonction =

forme de la surface, T, qui aura pour contour des circonférences.
Les constantes indéterminées qui se présentent alors devront étre
déterminées par ceci : celte représentation ne doit pas admettre
a4 son intérieur de points singuliers et doit, par conséquent, re-
couvrir une portion du -plan des z d'une maniere simple, et les
contours circulaires doivent occuper des positions assignées.




XEMPLES

DE

SURFACES D’AIRE MINIMA

POUR UN CONTOUR DONNE ().

OFuyres de Riemann, »° éditition, page /

=
=
n

Premier exemple.

Proposons-nous de déterminer la surface d’aire minima qui a
pour contour trois droiles qui se coupent en deux points, de telle
sorte que la surface ait deux sommets angulaires sur le contour el
posseéde un secteur qui s’étend a I'infini.

Soient aw, =, y= les angles que forment entre elles les trois
droites. La surface cherchée aura pour représentation sur la sphére
un triangle sphérique dont les angles sont aw, 8=, y=, de telle
sorte que o — By > 1.

Désignons par @, b, ¢ les points qui, sur le plan de la variable
complexe ¢, correspondent aux deux sommets angulaires et au
secteur qui s’étend & Uinfini (Surfaces minima, § X111, p. 322).

(') Pourle premier de ces exemples, le résultat a é1é trouvé sous forme abrégée,
mais compléte, sur une scule feuille dans les papiers de Riemann.

Relativement au second exemple, on ne trouve guére plus que I'indication de
la possibilité de la solution. Ainsi I'liditeur (M. Weber) est responsable de 'ex-
position de cet exemple. Quelques cas particuliers du dernier probléme ont éLé
traités par M. H.-A. Schwarz. (Détermination d’'une surface minima particu-
liere; Berlin, 1871). — (WEBER et DEDEKIND.)
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On a alors

w = const. log -

Silon fait, ce qui est admissible, « = o0, b =0, ¢
suit que

-1, 1l s’en-

di
du = const, ———,
=8yt
— Ve
@ = consl. log Y
Tt ivE

et la derniére constante a pour valeur

quand G désigne la distance la plus courte entre les deux lignes
qui ne se coupent pas.

Maintenant si, conformément au § XIV du Mémoire déja cité,
on pose

ik //n’n :

Va
ces fonctions sont en tous les points du plan des ¢, hormis les
points o, o, 1, finics et uniformes, et si I'on recherche, d’aprés
les méthodes du § XIV déja cité, comment se comportent ces
fonctions dans le voisinage de ces points singuliers, on recon-
nait que %, et /. sont deux branches de la fonction

i Y o
i~ -
P (5
l"l *i’
el R
4 2 2

et pour 1 'on doit prendre le quotient de deux branches de cette
fonction P.
R.

o
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Deuxicme exemple.

Supposons que la surface minima cherchéé ait pour contour
deux polygones convexes rectilignes situés dans des plans paral-
léles, chaque polygone ayant un contour qui ne se rencontre pas
lui-méme. En ce cas, la surface sera doublement connexe, et elle
n'est transformée en une surface simplement connexe que sil'on

* pratique une seclion transyerse.

La représentation de la surface minima sur la sphére aura pour
contour deux systémes d’arcs de grands cercles, dont les plans sont
perpendiculaires a ceux des deux polygones du contour, arcs qui
se coupent tous, par Smlc, en deux pomls dlmnetl‘alemcnl.Oppo—
s6s de las phere. A chacun de ces deux points correspondent tous
les sommels des deux polygones de contour. Sur chaque coLé des
polygones se trouve un point oi la normale change de sens; ce
point correspond a l'extrémité de Parc de cercle correspondant.
La représentation de la surface minima recouvrira done simple-
ment et complétement toule la sphére

Si nous projetons la surface de la sphere sur le plan tangent
en un des points ol se réunissent les arcs de grands cercles cor-
respondant aux conlours, nous obtiendrons, comme représenta-
tion de la surface minima, un morceau de surface H, qui recouvre
.complétement le plan de la variable complexe 1. Le contour de H

st form¢, d'une part, par un systéme de segments rectilignes, is-
sus de Iorigine et aboulissant en certains points GG, G
formant ainsi une étoile, et, d’autre part, par un deuxiéme sys-
teme de segments rectilignes issus de certains centres G}, G}, ...,
(, etaboutissant au point a l'infini, et dontles prolongements, par

e

suite, se rencontrent tous & I'origine (n et m désignent respeclive-
ment ici les nombres des sommets des deux polygones donnés).

Cette surface doublement connexe, nous la représenterons
maintenant dans le plan d'une variable complexe ¢ sur une sur-
face T, vecouvrant dewz fois le demi-plan supérieur, de telle sorte
(qu'aux deux contours correspondent les valeurs réelles de z. Pour
.que cette surface soit doublement connexe, elle doit admetire
«eux points de ramification. Si nous adjoignons encore & la sur-
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face T son image par réllexion relativement a I'axe des quantités
réelles, nous obtenons une surface T, recouyrant deux fois le plan
total de la variable ¢, et dont les quatre points de ramification
correspondent & des valeurs imaginaires conjuguées de ¢.

En introduisant aux licu et place de ¢ une nouvelle variable 7/,
relide & ¢ par une équation quadratique par rapport aux deux va-
riables, nous pouvons arriver a faire correspondre les points de
ramification aux valeurs

k étant réel el <1, el en oulre & faire correspondre & une valeur
réelle quelconque de ¢ une valeur réelle donnée de ¢ sur Pun
des deux feuillets.

Nous deyons par conséquent déterminer ¢ comme fonction de la
variable complexe 7, de telle sorte qu’en chaque point de la sur-
face H elle ait une valeur déterminée, variant d’une maniére con-
tinue avec la position, valeur réelle sur les deux contours de H,
et, en un point de chacun des deux conlours, devenant infinie du
premierordre. Si I'on prolonge cette fonction au dela du contour
en lui attribuant en des points symétriques, de part et d’autre des
deux c¢btés de chaque ligne de contour, des valeurs imaginaires
conjuguées, alors, comme c’est facile & reconnaitre, la fonction
dlogq

A

méme des valeurs imaginaires conjuguées. Elle est, par consé-
quent, uniforme sur toute la surface T et continue, sauf en des
points isolés; elle doit étre par suite une fonction rationnelle de ¢
et de

- pour des valeurs imaginaires conjuguées de ¢ admetira elle-

A(l):y/(lf

Désignons les valeurs réelles de ¢ qui correspondent aux points
O iC GGl @ e Calipan oy, el o Wlen sl s
€y b les valeurs également réelles correspondant aux sommels
angulaires de la surface H, qui se réunissent respectivement a
origine el au point a Pinfini, par by, by, «ovy by by bYye o, b5

o dlogn , M AN 3 .
alors T[[i []OIL dC\'Cnll‘ infiniment ])et][. du pl‘emlcl‘ Ol‘dl‘c [)OUI‘

——cipv .’ . 4 & o
t=cy, cy Sy Cnj Cyy ' Cay <avy Copy
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et infiniment grand du premier ordre pour

e S SR (RN A e
et pour les valeurs de ramification
=it Sl

Nous pouvons done poser

dlogq

e

expression ot & désigne une fonction rationnelle de ¢ et de A(¢),
qui devient infiniment pelile aux points ¢, ¢/, infiniment grande
aux points &, 0/, et qui est ainsi parfaitement déterminée d un fac-
teur constant réel pres. D'ailleurs, pour qu'une telle fonction o
existe, entre les points ¢, ¢/, b, &' doit exister une équation de
condition en vertu de lacuelle un de ces points est déterminé parv
tous ceux qqui restent ( Zhéorie des fonctions abéliennes, § VIII,
p- 124). Outre cela, d’aprés la remarque précédente, 'un quel-
conque des points ¢, ¢, b, O/ peut étre pris arbitrairement. La
constante additive, relative i logn, est déterminée lorsque la va-
leurde 1 correspondant & I’'un des points ¢ est donnée ; désignons-
la par n,; nous obtenons ainsi

C e[t A(n]de

logn —logn, = /__ 5
= 22 Jo V(1) (1 k)

Dans cette équation, aprés que I'on a fixé 7, et ¢, il reste en-

core 2/ --2m constantes indéterminées, & savoir
D =R —D
prises parmi les valeurs ¢, ¢/, b, 0/, le module £, et un facteur
réel constant de o.
Relativement & ces constantes, nous avons d’abord deux condi-
tions qui énoncent que la partie réelle de 'intégrale
c el ACD] de
S (e 22
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prise le long d’un chemin fermé entourant les deux points de

& . 1R ¢ : 5 s GBS
ramification ¢, -, doit s’évanouir, et que la partie imaginaire de

(8

cette intégrale doit avoir pour valeur 2w/, Pourles an 4 am — »

conslantes restantes, on a ce méme nombre 21—+ am — o de
conditions; ce sont celles qui exigent qu’aux points ¢, ¢’ corres-
pondent les points donnés G, €/ sur le plan des 7.

Supposons maintenant que l'axe des # soit perpendiculaire aux
plans des deux polygones de contour; et proposons-nous d’opérer
la représentation de la surface minima suft le plan de la variable
complexe X, aprés avoir transformé ce plan en un plan simple-
ment connexe a 'aide d’une seclion partant de I'un des contours
pour aboutir & 'autre. La partie réelle de X est alors constante
sur chacun des deux contours et le long de chaque section de la
surface qui leur est paralléle. La partie imaginaire, lorsque I'on
décrit une telle section, éprouve un accroissement conlinu et
varie en totalité d’une grandeur constante.

Il ’ensuit que la représentation de notre surface sur le plan
des X a pour conlour un parallélogramme qui recouvre simple-
ment le plan et dont les deux cotés qui corvespondent au contour
de la surface sont paralléles a l'axe des imaginaires. Les deux
aulres coOlés qui correspondent aux deux bords de la section trans-
verse peuvent, il est vrai, éire curvilignes; mais ils viennent se
superposer, par I'effet d'une déformation, paralléelement a Paxe
des imaginaires.

Ce parallélogramme doit pouvoir éire représenté sur la moitié
supéricure Ty de la surface T, de telle fagon que les deux cotés
paralléles & I'axe des imaginaires correspondent aux deux contours
de Ty, et les deux autres cotés aux deux bords d’une section
transverse de T';. Une telle représentation sera. done opérée par
Pentremise de la fonction

ot la constante G est réelle, et ot G/ peut étre prise quelconque
lorsque l'on dispose a cet effet de la position de 'origine sur I'axe
des .

Soit 4 la distance entre eux des deux plans paralléles ot sont
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situés les contours primitifs; on aura

idl

Y+ &

\/(l -+
ce qui détermine la constante C.

Le probléme, abstraction faite de la détermination des con-
stantes, est donc résolu. On a, en effet, d’apres les formules du
§ IX du Mémoire Sur les Surfaces minima, p. 317,

Ll ifd.‘{ (q =

7Z=— __'ifdx ('r, -+ ;[;) B

G

ce qui donne la représentation des coordonnées x, ¥, = de la sur-
face minima comme fonclions de deux variables indépendantes.

Quant aux constantes qui se présentent en 7, I'on obtient en-
core deux conditions qui énoncent que les parties réelles des
deux intégrales qui expriment Y ¢t 7, prises sur le plan des 7 le
long d’une courbe fermée entourant 'origine, doivent avoir pour
valeur zéro.

Sil'on suppose données A et les directions des droites du con-
tour, nos expressions, abstraction faite des constantes additives
dans X, Y, Z, dépendent de 2~ m — 2 constantes indéterminées,
pour lesquelles on peut prendre les distances a I'origine des points
C, ¢/ sur le plan des 7, distances entre lesquelles, comme il a
6té déja remarqué, il existe deux relations. Mais le nombre de
constantes qui déterminent la situation relative des deux contours
polygonaux est aussi égal précisément & n - m — 2. On peut,
en effet, en fixant, pour déterminer l'origine des coordonnées,
deux cotés des polygones, faive éprouver encore & chacun des
n-f-m-—2 cOlés qui restent un déplacement paralltle dans leurs

plans.

Les vésultats prennent une forme plus simple lorsque 'on sup-
pose qu'il existe une certaine syméttic dans les rapports mutuels
des contours polygonaux. Dans ce qui suit, nous traiterons le cas
ott les deux polygones sont réguliers ct sont les bases paralleles

d’unc pyramide droite tronquée.
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Les points ot les normales changent de sens sont alors tous
situés au milieu des droites de contour et elles sont alors, par con-
séquent, situées respectivement par paires dans un méme plan
passant par I'axe de la pyramide.

Prenons I'axe des y perpendiculaire & I'une des droites de con-
Lour; alors sur le plan des 7 un point G et un point ¢/ seront si-
tués sur 'axe réel & des distances a I'origine que l'on peut dési-
gner par 1, et nj. Les points C et (! sont situés respectivement
sur deux circonférences concentriques sur lesquelles ils repré-
sentent respectivement les sommets de deux polygones réguliers,
de telle sorte qu'un point C et son correspondant C/ sont toujours
situés sur le méme rayon vecteur.

Maintenant, puisque, sur le contour de la surface T, un point
peut étre pris quelconque, on peut supposer qu’au point C situé
sur l’axe réel corresponde le point £ = o sur'un des deux feuillets
de T. Il s’ensuit, pour des raisons de symétrie, que la partie de
I'axe réel sur le plan des 7, comprise entre C et (7, correspond
sur T a une ligne partant du point t=osur le premier feuillet pour
aboutir en ¢ =7, et de la revenant sur le second feuillet au point
‘=0 lelong de l'axe imaginaire. Alors la fonction »[¢, A(£)],
pour des valeurs imaginaires pures de £, posséde elle-méme des
valeurs imaginaires pures, et au point €' correspond la valeur
¢ = o sur le second feuillet.

Maintenant la surface H, par Uentremise de la substitution
' =1,7,, est transformée en une surface H', représentation
congruente de la figure H, de telle sorte que les points G sont
transformés en les points C' et inversement ('ordre de la suc-
ion seul changé). On voit alors que, aux deux points de la

'
70 My

(6]

surface H, 7. et 7/ = » correspondent des points superposés

sur les deux feuillets de la surface T. Or, puisque U'on a
dlogn -+ dlogr' = o,

la fonction o[¢, A(¢)] doit ayoir la méme valeur en les points super-
posés surles deux feuillets et, par conséquent, elle est exprimable
rationnellement en ¢, et, d'aprés une remarque déja faite, est de
forme ¢4(¢2), 4 désignant une fonction rationnelle.

Cela nous conduit & opérer la représentation de la surface T sur
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une surface S par 'entremise de la substitution

de cette fagon la moitié supérieure de la surface T correspond 4 un
feuillet qui recouyre simplement le plan des s, et qui est fendu le
long de l'axe réel par des sections pratiquées entre les points

1 - 1
$=1 el s=  elenlre les points s =—=—1 et s = . Les bords
; R

de ces deux fentes correspondent aux contours de la surface H.
On obtient ainsi pour X I'expression

R
.X. = == ¥ —

4K U/ Y=
K désignant Pintégrale

1

[ \/(t—l

tandis qu’en méme temps 74 peut étre exprimée comme fonction
algébrique de s.

Pour un contour formé par des carrés, on trouve

/(1 — ms) (1 — nmd's)
'n:(“/ T L
(1 ms)(1-+m's)

aux sommels du carré d’un contour correspondent sur les deux

» 2 1 . A\
bords de la fente les points s = 77§ =3 aux poinls o les nor-

. 1
males changent de sens correspondent les points s =1, 5 = 7 et
i
5 U .
un point s =~ situé sur les deux bords de la fente, point quel'on

doit déterminer 4 I'aide de I’équation

dlogy
==Rll= oy
ds
et 'on a
I>m>n>m:

R

(') Les considérations précédentes peuvent s'étendre 4 beaucoup de cas ou les
deux polygones ne sont pas réguliers. L'expression précédente pour n reste va-
lable, par exemple, pour un contour formé par deux rectangles, dont les centres
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Pour des contours formés par des triangles dont les ¢6tés sont

égaux, on obtient
> 1

2
fr— g3 f1— ks\F
=) (=R

pour étudier, dans ce dernier cas, la possibilité de la détermina-

tion des constantes, on posera d’abord

S—3=ETr

d’oti on tire

et, par conséquent,

e

c=vute |/ R ( ‘.:J{?) S

\L ==

et, dans le cas parliculier ot les deux triangles sont des figares
congruentes,

o U L —
Ty = I, ¢ = T:

Aux sommets du wiangle formé par 'un des contours corres-

pondent les points s :% sur les deux bords de la fente, et le

5 1 o . .
point ;> en sorte qu'on doit avoir
R
k< m<r1.
Le premier point ot la normale change de sens se Lrouve en s =1
o . 1 s
les deux autres correspondent & un point § — - sur les deux bords

de la fente, en sorte que I'on doit avoir
k< n<<m.
Pour n I'on obtient d’abord, a 'aide de I’équation

dlogm
D

sont situés sur une ligne perpendiculaire & leurs plans, si Pon adopte 'hypothése
que le module de 7' posséde la méme valeur aux points ol les normales changent
de sens. Clest ce qui a lieu, par exemple, lorsque les deux rectangles sont con-
gruents. — (H. WEBER.)
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la détermination

_ km(m ok,

n?
om —+k

d’ott résulte que, pour chaque systéme de valeurs de /&, m, satis-
faisant & la condition

il se présente une valeur de n comprise entre 4 et m.
Mais on obtient encore entre m, n, & une deuxiéme équation

. . 1 ) - . v
qui exprime que, pour § ==, I'on doit avoir 4> = 13, Clest I'é-
quation suivante

t—m\* 11—k ('l‘l¥lll\i’n._./(
=T A e Doam £ S S
t=m/) 1--4 n—+ m.) n -k

et, lorsqu’on élimine 7 entre ces deux équations, 'on obtient la
velation suivante entre £ et m

[ L+ m2tamk \? ok -+ m\3
k ( S = ) =im )
AL+ m2) —om ) k- 2m

au moyen de laquelle on devra déterminer 4 en fonction de m.

Pour £ = o, le premier membre de cette équation s’annule et
% L =5 2
le second est égal a 5+ pour o= mla dillérence entre le premier

et le second membre est

(1—m2)

et elle est, par conséquent, positive pour m < 1. 1l existe donc,
pour chaque valeur de m qui est plus petite que 1, un nombre
impair de valeurs de & <2 m. Ensuite, comme l'on reconnait aisé-
ment que la fonction

Ft 2

ek =
logt [k(i+m

n’admet quun sewl maximum entre k=—o et k— m, 1l s’ensuit
que, pour chaque valeur # << 1,1%0n peut trouver wne, et seule-
ment une, valeur de / satisfaisant a nos conditions, et, par suite
aussi, 'on n'obtient de méme qu'une valeur correspondante de 7.

r
|
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Pour les deux limites
m=0 et m =1,

on obtient

I ===

Quant aux fonctions X, Y, 7, P'on lrouve, par suite, lorsque
I'on a disposé des constantes additives, les expressions

h .
] G !
h i
Y= L[ = .
8K Vi—s2)(1
i =)
LosmR) B

2 Uy L o

Les deux constantes qui restent encore, m et \/%,, seront dé

terminées par les longueurs données des cotés des triangles. Dé-
signons celles-ci par @ et b3 on obtiendra alors

Dans le cas particulier « = b, l'on a
/
Totg = 1y

: 1 v dé =
et il ne reste qu'une seule équation lranscendante, pour détermi

ner la constante m,

Lorsque, dans expression au second membre, l’ox-1 fait \‘ar.ier m
de 0 & 1, cette expression conserve des valeurs positives, mais de-
vient infiniment grande aux deux limites de cet intervalle. Elle
doit done, pour une valeur intermédiaire de nz, posséder un mini-
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mum. On en conclut, par suite, qu'il existe pour le rapport /i: une
limite inférieure en deca de laquelle le probléme n'admet plus de
solution, tandis que, pour chaque valeur de ;—: au deld de cette

limite, il existe deux valeurs de m et, par conséquent, deux solu-
tions du probléme. On doit présumer que c’est seulement 3 la
plus petite des deux valeurs de m que correspond un minimum
effectif de ’aire de la surface.

L

S

FRAGMENTS SUR LES CAS LIMITES

FONCTIONS MODULAIRES ELLIPTIQUES.

COEuvres de Riemann, 2° édition, Mémoire XXVIII, page 454.

Comme ces fragments sont écrits en latin, il a paru superflu de les tra-
duire. Ils consistent du reste surtout en formules.

Au contraire, il a semblé indispensable de tradunire le Commentaire de
M. Dedekind, Mémoire fondamental sur cette guestion,

..... « Les éclaircissements relatifs a ce fragment ont ¢été rédigés de
nouveau par M. Dedekind, et, sous cette forme complétement neuve,
facilitent davantage I'accés aux formules de Riemann. » (Préface de
M. Weber, OFuvres de Riemann, 2° édit., p. viL. )

COMMENTAIRE RELATIF AUX FRAGMENTS XXVIII

rar R. DEDEKIND.

(2° édition, page 467.)

L’époque ot a été composé le premier des deux fragments
(septembre 1852) rend trés probable que Riemann, & 'occasion
du Mémoire Sur les fonctions trigonométriques (p. 225-259),
cherchait alors des exemples de fonctions admettant une infi-
nité de discontinuités dans chaque intervalle; peut-éire aussi le
second fragment, qui se trouve écrit sur une feuille de papier i
peine lisible, devait-il servir au méme but. La méthode dont
Riemann fait usage ici, pour déterminer la maniére dont les fonc-
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tions modulaires qui se présentent dans la théorie des fonctions
elliptiques se comportent dans le cas ot le rapport complexe des

périodes

(1) Ul

tend vers une valeur rationnelle, fournit également une appli-
calion trés intéressante relative a la théorie dite des formes en
nombre infini des fonctions théta, a savoir : la détermination des
constantes qui se présentent dans la transformation du premier
ordre, qui a été ramenée, comme I’on sait, par Jacobi et Hermite
aux sommes de Gauss et, par conséquent, & la théorie des résidus
quadratiques. ;

’exposé de cette corrélation forme Pobjet du commentaire
suivant :

Le point central de la théorie de ces fonctions modulaires,
théorie que on peut aussi édifier indépendamment des fonctions
elliptiques, et qui, depuis la publication de la premiére édition des
OF ueres de Riemann, a fait I'objet de nombreuses recherches,

ce point, dis-je, est en un certain sens formé par la fonction .

10} 1

(2) (W) = 1% l I (o=—1ev)i=g B I I (=g},

olt I'on a posé, pour abréger,

£3m

i3

s et, par conséquent,

(
‘ =L
et ol le signe produit s’étend a tous les nombres naturels v.

Comme cette fonction de la variable complexe w = 2 —+ yi, 1'or-
.Blll'

donnée y étant toujours positive ne devient jamais 4 I'in
du domaine simplement connexe ainsi limité ni nulle ni infi-
niment grande, toutes les puissances de 7(w) a exposants quel-
conques el, de méme, logn(w) sont aussi des fonclions de
toujours uniformes, pourvu que leur valeur ait é1é fixée en un cer-
tain point déterminé. La fonction log7 (w) devra étre définie par

SRgReR

T Cre
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ce fait que, lorsque y croit au dela de toutes limites et que par
conséquent ¢ s’évanouit, 'on doit avoir

wT
(4) 10%")(&)*7?:(“

alors log7(w) est conjugué avee logr(— w'), o' désignant ici,
comme partout dans la suite, la grandeur conjuguée de o.
Maintenant on sait (Fundamenta nova, § 36) que
faw 14 ) A !
n(20)7 (3) nil— ) =17 (0),
2 (s

’,771(9“”)‘

et que, par conséquent, d’aprés la convention précédente,

oo Ly A

b /) 0\
logn(2w) + logi ( > &4 e

logk = log

les logarithmes des premiers membres (comme dans les Fun-
damenta nova, § 40) étant définis comme fonctions uniformes

de w, telles que les trois grandeurs

= logk — log4 Vg, loghk' et log —

loghk —logq —

deviennent infiniment petiteés avec ¢.
De cette manidre de se comporter des fonctions 'on conelut
maintenant, @ l'aide de la transformation du premier ordre des
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fonctions théta, leur mode d’existence étudié par Riemann, dans

le cas olt  tend vers une valeur réelle rationnelle, ce qui fait en

méme temps tendre ¢ vers une racine de 'unité déterminée ¢,.
Si I'on pose

- (s+
T &, ) :AZ 1

= amn(w)12sinsw I I (1— (0V+3) (1 —10v=3),

la sommation devant s’étendre & tous les nombres entiers s, on
aura, la dérivée prise parrapporta s élant désignée par un accent,
Fi(o,w) =amn(w)?.
Soient maintenant o, {3, v, § quatre nombres entiers satisfaisant
A la condition
(6) 2 2 —fy=r,

on sait que

%Bma—l’ﬁln):ﬂ

)7("/1 + .

F1[(z + Bw)z, ],

¢ désignant une racine huitieme de 'unité dépendantde o, 3, v, 8
et du choix de la racine carrée, racine dont la délermination a é1é
ramende par Hermite aux sommes de Gauss (Journal de Liou-
ville, 2¢ série, t. I11, 1838). Pour z = o on tire de la

3
-+ Bw)? 5'1 (0, w)

L
t = Bw)? n(w),

et de cette ransformation de 1 (w) on déduira celle de logy (w)
Le cas § = o se résout directement a Paide des définitions (2)
el (4) den(w), logn(w) et donne

(8) logn(1+ w)=logn(w)-

o
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ou, plus généralement, en désignant par » un nombre entier quel-
cfl]]ql]e,

nwi

(9) logg(n+w)=logn(w)~+"
Mais, si @ est différent de zéro, la grandeur ¢ r = —(o.+ Bow)?
n’est jamais négative, ct, par suite, 'on peut définir logy d'une
maniére uniforme de telle sorte que la partie imaginaire reste
tou_]ouls (‘omprlsc entre = m/, et que, par suite, & des valeurs con-
juguées de p correspondent aussi des valeurs conjuguées de logy;

alors, en vertu de (7), on a

) -—:logn(zx))~»—;l 108 [— (2 + Bo)?] -+ (2, B, 7, \ﬁ

Gw
(10) logm (r‘ém
expression (a, P, 7, 8) désignant un nombre entier compléte-
ment déterminé pav 2, B, v, 8, et qui reste invariable lorsque
ces quatre nombres sont multipliés par (—1). La détermination
compléte de ce nombre donne évidemment des résultats encore
plus détaillés que celle de Ta racine huitiéme précitée de 'unité ;
clest ce qui va faire essentiellement L'objet des recherches sui-
vantes.
“En premier lieu, (=, 3, v, &) peut se ramener 4 un nombre qui
ne dépend que de o, 3. En effet, si les nombres v/, & satisfont éga-
lement & la condition a8/ — By'=1, on sait alors que Y'=y+na,

d=84ng,n désignant un nombre entier quelconque; par suite

on a, d'aprés (g),

+ 3w | ¥+ 8 et B nwi
-——— ) =logn({n+t—r— ] =logn =g B
a—p—@m) Al o o 2 :4+@m) 12

d’ott Pon conelut, en vertu de (10), que

3 )
(e, .3"(,’ 6) — E‘ =(28,7,8)— ‘(TJ\
ne dépend que des deux nombres 2, §; on peut donc poser
(i1) Bl Bsyy 8) =a+ 8 —a(a,f)
et, par conséquent, aussi

o+ 8—n(a, f)

(12) logn (;%_;—) = logn(w) + L—; log[— (2~ Bw)2] -+ —= e T,
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expression ot 2(z, §)et, comme on le verra plus loin, («, 3)aussi

désigne un nombre entier, qui ne dépend absolument que des
G 2! A

deux nombres premiers entre cux o et §; on obtient en méme

temps
(13) (—a —B8)=— (2 B)

Maintenant, si I'on remplace tous les termes de 1 cqu.allonl(lz)
par les grandeurs conjuguées correspondantes, on obtient alors,

d’apres les précédentes remarques,
2 e}
S o-+8—a(x,8)
it S ’ 1 - o7 . G
logn (; é—_’:ﬁm,) :Iag‘q(—w’)—kZlog[—(‘x—k@m) ] e ;

N
et, puisque le premier membre en vertu de (12) peut ausst el.x‘e

représenté sous la forme

i,

on obtient

(14) (o, —P)= (= B)
et, en vertu de (13),

(13) (—a, )= —(«, §)-

Pour que le théoréme exprimé par I'équation (12) ait encore
1, on devra compléter la dé-

3
lieu pourle cas f=o0, a=0=
Rl 0 L 5 .
finition du symbole (=, ) & I'aide de la convention

I?

(16) (=1, 0) =

qui concorde aussi avee (13), (14) et (15).
De (15) résulte (0,25 1) = 0 s1 I'on pose done

5
o Bt IO =10,

le théoréme, exprimé par (12), est ramend au cas particulier de la
transformation complémentaire

o\ I
(17) . logy (——U)—T) =Iogn(w)—e—jlog(—w?),
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Maintenant, si I'on remplace dans le théoréme (r2) la gran-

deur © par 11w et par —

1§ & »
o et si Pon exprime de nouveau les
"

grandeurs
it (“{—t—-a—é—aw) e 5 —yw
7 S TR T € o e L
"t lat B e =

4 Faide du théoréme (12) au moyen de log7(w), on obtient ai-
sément, eu égard & (8) et (17), les deux théorémes suivants, va-
lables pour chague paire de nombres o, 8 premiers entre eux :

u (a+B, §)=(a, ),

i

(19) "Lz(Q’;3)+2B(pyq)ll+lq+ﬁ2—3(a§),

(2f) désignant la valeur absolue de 8. A l'aide de la derniére
proposition, qui est intimement lide avec la loi de réciprocité de
la théorie des résidus quadratiques, on peut aussi donner i 1'é-
quation (11) la forme

(20) (&, 8,7, 8) = 27(a, ) +23(8, &) — (ay + BB) = 3u3,

o les signes == doivent étre choisis de telle sorte que == afd soit
¢gal & la valeur ahsolue de #8; ainsi le nombre (0 B5 o) qut
entrait pour la premiére fois en (10), se présente de nouveau en-
core sous forme d'un nombre entier.

Maintenant, il est clair que les deux théorémes (18) et.(19)
non seulement renferment les propriétés définies parles formules
précédentes (13)-(16), mais encore suffisent & déterminer com-
pletement en chaque cas la valeur du symbole (, £) par un déve-
loppement en (raction continue, et cela comme nombre entier.
Ce résultat découle déja du théoréme

(21) (o5 @+ B) =i(e, B) — (B, a) L B—u (pour «8= a),

théoréme que Uon tire facilement de (18) et (19); réciproque-
ment, il est clair que ce théoréme (2r1) joint a (18), ¢’est-a-dire a

(22) (s B) = (2, B) [pour s’ =a (mod. B)],

renferme également la détermination compléte du symbole (o, ()
et fournit pour une table une méthode de

: calenl trés commode.
Il est enfin trés utile au but envisagé d’attribuer au symbole (o, 8)
un sens déterming, aussi dans le cas ott les nombres entiers o, B8
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ne sont pas premiers entre eux, mais ont un plus grand commun
diviseur quelconque (positif) p. Nous poserons, en ce cas,

A e
23 N (_ B

(23) (@, B) Ela .
parce qu'alors les deux théorémes (21), (22) ont évidemment lieu
sans changement, tandis que d’autre part, dans la proposition (19),
on n’a qu’a remplacer simplement le premier terme 1 du second
membre par p*; maintenant les deux théorémes (21), (22) ren-

ferment déja, sans aucune nécessité d’appeler (23) & notre aide,

la détermination compléte de (2, 8), et ils sont méme valables en-
core au cas « = {3 == 0, lorsque 'on pose:

(24) (lo; lo)i=0.

A laide de cette extension du symbole («, %) on peut sou-
vent l‘(!'l“_lil' en un l]ni(]ue énoncé d(‘S [)1‘(‘)[)05“;0[1‘4 lllli aulrement
deyraient faire l'objet d’une subdivision en cas dillérents [com-
parer les théorémes LXI)FH‘I]L& par (28), (_3{:)].

Bien que le symbole («, 2) soil maintenant complétement dé-
terminé parles propriétés (21), (22) pour chaque paire de nombres
ehtiers rationnels o, §, il serait cependant difficile d’en déduire

une expression générale pour le symbole. Mais, & 'aide de la mé-
thode appliquée par Riemann dans le second fragment, on arrive
a représenter une telle expression sous forme d’une somme finie
Cette méthode consiste en la recherche de la maniére dont se
comportent les fonctions modulaires lorsque w =z - yi tend vers

, H 3 i . A 4 —a
une fraction-rationnelle mise sous forme irréductible

8
approximation indéfinie a-t-elle licu de telle sorte que o B est
infiniment petit d’ovdre supérieur a y/y, alors 'ordonnée de la
grandeur, qui se présente dans le théoréme (12),

e L i
Wy = = = —
a+fo B Bz fw)

devient infiniment grande el positive; par suite, d'aprés (4),

logn (wy) — (»Util =0

— . Cette
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eb, par conséquent,

T : o s \ o(a, B)—a .
Sl 7 Lol (e oy = MBIz

logn(w)
ogn(w) o

Si, en vue de se rapprocher davantage des notations de Riemann,

on remplace =, 8 par — m, n, I’on peut énoncer ce théoréme

ainsi @ Silavariable w=—2 - yi tend vers la fraction irréductible
2:n, de telle sorte que 2z — m soit infiniment petit d’ordre

supérienr 4 \/, on aura en fin de comple

wi =2y ).

(25) logm (w) 4+ — Io —(rw—m)i] = ———— gy,
Jeleenit) l)n(nw—m) g[—( ol 125 %

Maintenant, si 'on soumet Papproximation 4 la condition plus
rigoureuse que nx — m soit infiniment petit d’ordre supérieur
a y*, alovs les parties imaginaires des second et ‘troisieme termes
du premier membre s'évanouissent simultanément, et, par suite,
I'on obtient par soustraction des grandeurs conJ uguées le théoréme
d’approximation

m—o(m, n)

(26) logn(w)— logn(—w)= o

A

théoréme qui, par suite de Pextension donnée précédemment ot
symbole (n2, 1), est encore valable lorsque les deux nombres en-
tiers m, n ont un diviseur commun quelconque.

Avant d’employer ces résultats a la résolution de notre pm—
bléme, remarquons d’abord ce qui suit : Soient @, o des nombres
entiers positifs et ¢ un nombre entier quelconque; si P'approxima-
tion suivant laquelle o tend vers savaleurlimite rationnelle satisfait
dladerniére condition plus rigoureuse, il en est encore évidemment

A . g s ¢+ dw
de méme de 'approximation suivant laquelle la grandeur &= 22
pp l a

cn o+ dm

tend vers la valeur et l'on aura encore, par suite, en

méme lemps que (26), lapproximation

i ¢ - 0w
el s lusie

Maintenant, lorsque p est un nombre premier, nous avons le
théoréme suivant, que I'on déduit aisément de la transformation

dm") cn—»—dm——l(cn—b—dm an)
— e e T [
A

Gan
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du pi*me ordre ou de 'expression (2),

. §$ W (p—1)mwi
(27) log'n(pwHE logq <T> = ﬂ,i)-v-(p4+ 1) logn(w),
24 i
ot dans la somme s doit prendre successivement les p valeurs o,
1,2, ..., (p—1). Side cette expression I'on retranche I'équa-
tion qui a licu lorsque 'on passe aux grandeurs conjuguées, Pon
oblient, en passant aux limites, le théoréme

(28) p(pm, n) 4—2 (m +ns,np) =p(p+1)(m,n),

ot s doit prendre successivement pour valeurs celles d’un systéme
quelconque complet de résidus (mod. p). De la proposition (27),
on peut de différentes maniéres déduire des théorémes plus

ge=
néraux, valables pour des nombres composés quelconques p, et de
chacun de ces théorémes résulte encore une proposition analogue
relative au symbole (m, n); mais nous ne pouvons considérer da-
vantage icices propriétés trés intéressantes par elles-mémes de la
fonction logy(w) et du symbole (m, ).

Pour passer maintenant a notre probléme, faisons usage de la
représentation suivante, tirée de (2) et de (4),

.
+E log(1—1wv),

ot v parcourt la suite de tous les nombres naturels et ot les loga-

(29)

rithmes au second membre s’évanouissent en méme lemps que
1©; 'on en tire
WV

log(r—10v) = — y

)

)

ol p parcourt la suite de tous les nombres naturels, et, si 'on ef-
fectue la sommation par rapport & v, on obtient (Fundamenta
nova, § 39) la transformation de Jacobi

(30) logn(w)= il _Z eSO

= 1op

et, par suile,

e N
logn(w) —logq(— w') = Q.L)“L _E

2
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ot 'on a posé, pour abréger,

ay =

ST

Maintenant supposons que l'ordonnée positive » de la gran-
deur © — 2 + 3¢ devienne infiniment petite, tandis que I'ab-
scisse o possede de prime abord la valeur constante rationnelle
m:n; de la sorte la précédente condition plus rigoureuse est
évidemment remplie. Les nombres m, n dans ce qui suit peuvent
avoir un diviseur commun quelconque, mais nous supposerons que
le dénominateur n est positif. Si nous posons, pour abréger I'é-
criture,

alors la constante 0 satisfait i la condition 0% = 1, et 7 désigne une
fraction variable positive plus petite que 1 qui tend en croissant
vers la valeur 1; on a en méme temps

I 1
ap=— o —————
; i— gt 1— Al

et il s’agit alors de déterminer la valeur limite de

mmi

N ' ay,
logn(w)—logn{—of) = *Z?

En réunissant chaque paire de numératears @, correspondant
S e
aux nombres p=sn—+v et p— (s = |)n. —— o OU OIS T,
I'on reconnait aisément que la valeur absolue de la somme

Ay =ajtra@s+...-~ay
v

reste pour toutes les valeurs de 7, y compris =1, inféricure a
une constante finie, indépendante de et de p; d'ot il vésulte, en
vertu d’un théoréme général ('), que la série

Zarrale )

lOl'S!/[/J? ses termes sont I'(lllgr}.? dans Uordre des valeurs crois-

(') DiricuLer, Legons sur la Theorie des nombres; Braunschweig, Vieweg und
Sohn, 2° édition, § 143.
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sanies de p, converge encore aussi pour r =1, el resle continue
en ce point; en sé reporlant au théoréme (26), on en conclut

‘ol

by =limay =o,

ou bien
I X:

P T

selon que I'on a 6* =1 ou non; mais, en appliquant la transfor-

malion
i 1
Do y al?,
T — g N,

ot o prend la suite des valeurs 1,2, ..., (n — 1), on obtient la
représentation suivante, valable pour zous les T

1
b= = (prHa-ipkah;
A nZ“J b )

représentation dont on déduit aussi trés facilement la somme de
notre série infinie, sans avoir a faire usage d’'intégrales définies.

Lorsque z est une valeur réelle quelconque, nous désignerons
ici, pour la clarté, cette différence entre z et un nombre enlier,
qui tombe entre —Let ! non par (z), mais par ((:)), mais, pour
les valeurs de z, situdes a égale distance de deux nombres entiers,
d’aprés Riemann (voir page 243 de la traduction et la page 457 des
Fragments XXVIII, 2¢ édit.) la fonction périodique ((z)), qui est
ici discontinue, est égale & zéro, et 'on peut alors éerire qu’elle
cest égale 4 la moyenne arithmétique des deux valeurs infiniment
voisines

(:r_':—\foj)")zf-é ot (:(;“o)"):_;, .

s

D’aprés un théoréme trés connu de la théovie des sérics trigono-
métriques, et qui peut étre aussi déduit directement de la série
pour la fonction logarithme, on a toujours

mi((3)) = 3 RO

| It
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ot u prend successivement les valeurs croissantes de la suite des
nombres entiers, et, par conséquent, on a

(31) 211{'((;—%)\):2 L:J‘!:!:p.-

d’ott

(myn) y 5 ((r:m r>>
G BN T

Gn e 11

on en conclut aisément, & 'aide d’une soustraction, 'expression

suivante

=3 (=) (2 -2)

ot 72 est pris positif et ot s prend pour valeurs celles d'un systéme
complet queleonque de résidus (mod. n). Cette expression, sous
forme d'une somme finie, pour le symbole (m, n) donne lieu &
de nombreuses transformations et simplifications que nous allons
maintenant considérer plus en détail. Cette expression est encore
valable lorsque les nombres m, 7 ont un diviseur commun quel-
conque (positif) p; ce dernier point s’établit aisément en se re-
portant a (23) et en se servant du théoréme suivant, d’aillears
important en soi !

S Al

\

ot désigne un nombre réel quelconque et ou p' parcourt les va-
leurs d’un systéme complet de résidus (mod. p).
Supposons maintenant que m, n soient des entiers premiers
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entre eux el posons, pour abrégcr,

L 1

R e S C=-log[—(nw—m)?
afn(nw—m) ST Al Pl
—)m
—

2 2

T—(—1)z
= )

on a
(1—p)(1—v) =0,

m=p, n=vy (mod.2),

et, du théoréme d'approximation (25)

m—o(m,n) .
logimuni=sm ==t iy g B
12

résulte en méme lemps

q m—(a2m,n)
logn(aw) = il

; N\ 2
7i—(4§—3v)B—C—+ - loga,
5508

G
, ]
[0) me==2(nvy2.n) " .. 2 7 = [— L
[n..’_"r,(ﬁ):*r*/———’ﬂt——(__i—.Sp.)B—(.t—l— —log,
\ 2/ 241 -
o A ) m4n—oao(m-+n,a2n) .
lug‘r,(— == 7y
{ vhn
: S Uiy
+(2—3p—3v)B—-C+ —— loga;
) 5 5

les symboles qui se présentent ici sont, en vertu de (28), relids
entre cux par la relation suivante, qui a toujours lieu,

(34) 2(2m,n)—+(nyon)+(m—+n,2n)==6(m,n).
De cela, en vertude (5), résultent en méme temps les approxima-
tions :

Sm—-o(m-—n,on) —4(2m,n)

logh =
P G

7w+ (29 —2) (12B—2loga),

(33) logh' = M%AM w4 (2w -y —2)(12B —2log2),

2K (m,n)—(m-+n,on £ :
log — :‘k———g—lr—m—’—— )—7:L+(_1—g.t~—v)(l'zB

2loga) —2G.

Lia comparaison de ces théorémes, avec les huit formules du se-
cond fragment, fait voir que Riemann n’a pas attaché une impor-
tance suffisante a la détermination des parties réelles infiniment
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grandes, renfermées dans les termes relatifs a B, C. Ces détermi-
nations sont inexactes en certains endroits et en d’autres manquent
complétement. Dans les parties imaginaires [formules (3), (4) et
(5)] on a trouvé quelques petites inadvertances que 'on a pu aisé-
ment rectifier déja dans la premiére édition, tandis que les parties
réelles ont été reproduites encore ici sans changement. L'identité
des formules de Riemann, quant & leurs parties imaginaires, avec
les théorémes précédents (35),ne se reconnait pas partout au pre-
mier coup d'eil, et la démonstration compléte de cetle identité
nous ménerait ici trop loin. Nous nous proposons cependant, car
le sujet est suffisamment important, de donner comme éclaircis-
sement les quelques remarques qui suivent.

Par dénominateur d’un nombre rationnel 2, nous entendrons
toujours le plus petit nombre entier 2 pour lequel le produit na
est également un nombre entier 7, et ce dernier nous le nomme-
rons alors le numérateur de @. Il ya ainsi toujours une infinité de
nombres 2z’ qui ont méme dénominateur, et dont les numérateurs

i

nt satisfont & la congruence

mm' =1 (mod. n);

chacun de ces nombres 2/ sera dit un associé de x (socius, com-
parez Gauss, art. 77, Disquisitiones arithmeticee). Si I'on con-
vient de dire, sans parler d'un module, que deux nombres sont
congrus entre eux lorsque leur différence est un entier, et si 'on
désigne ce fait par la notation 2= y, & chaque classe de nombres
congrus entre eux correspond une seule et unique classe de nom-
bres ', et, si p désigne un entier premier avec 72, on a

plpz) ==

Posons alors, pour abréger,

S(GE-9)(

Cette fonction, comme l'indique la précédente expression ou en-
core celles-ci : (18), (15), (12), (34), jouit des propriétés

Gy D) e

n

D(z)=D(x+1)=—D(—z)=D(z'),

(37 I\ = 3D ().
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Si l'on remplace dans les formules de Riemann la fonction E(x),
dont il se sert parfois, et quidésigne le plus grand nombre entier
contenu dans 2, par I'expression

(38) E(T):Z‘——E—((’J‘——;)):

dans laquelle, au seul et unique cas ott z est lui-méme un nombre
entier, on doit prendre au lieu de E(z) la moyenne arithmétique
2 — 4 entre E(# +0) et E(@ — o), alors, dans la plupart de ces
formules se présentent encore en définitive seulement des fonc¢-
tions de la forme

(39) Riz)= ¥ (o), . S@)=3, ((be— 1),

les sommations s’éiendant & tous les nombres v qui ne sont pas
négatifs et qui sont inférieurs i la moiti¢ du dénominateur de 2;
ces fonctions jouissent des propriétés

g R(z)= R{x—+1)=—R(—=x),
(4o) $ S(x)=8(z+1)=—8(—=x),
t R(z) —S(z) = R(a')—S(a') = LA,

/e désignant I'excés du nombre des termes positifs ((vz)) sur celui
des termes négatifs; ces fonctions ont, avec la fonction D(2), les
relations suivantes. On a, en général, en vertu de (36),

(41) 68(z")=D(22)—2D(x).
Lorsque le nombre #'a un dénominateur pair n, on a
1 )

\’ R(z)=—8(z)= Z[ h= -,l D(m.) - % Dtz z);

3

(42)

) =2R(x).

Mais, si le nombre # a un dénominateur impair n, les nom-
bres y, qui satisfont & la condition 27 = 2 et qui sont, par con-
séquent, = fx ou hien == { (z-}-1), se distribuent en deux classes
de nombres : ceux qui ont le méme dénominateur n, et que nous

désignerons par @y, et les autres qui seront désignés par z,; ces
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derniers ont le dénominateur 272, On a alors

(43) R(z:) = R(z) —S(2) = 2R(2)— S(22)

D (2) = 6R(ay)— 4R(2) — 4R(z),
D(22)= 6R(zs) —8R(2z)—aR(2),
Di(#y) = 6R{zs)—2R(z)=—8R(x),
D (@3) =6R(z:) —2R(z)—2R(z),

—~

et la condition précédente

(45) D(22) -+ D (1) - D(az) = 3D ()

est encore ainsi satisfaite. L'identité des Lrois premicres repré-
sentations dans (44) se reconnail en observant les premiéres pro-

priétés de R(z) et en ayant égard aux relations

=2y 4= (22); (2+4H)'=(4z)~

et réciproquement, 'on a

6R(z) =3D(z)—2D(2z)-— D(21)= D(z;)—D(az), -
(46) § 6R(a") =3D(x)— D(az) 2D(zy) = Dfazs)— D),
6R(#;) = 5D(2)—2D(22) —2D(@) = 2D(as) — D(z).
La déduction de ces formules, et d’autres relations nombreuses,

qui sont en rapport intime avec la théorie des résidus quadra-
tiques, nous devons la réserver pour une autre occasion.



FRAGMENT

SUR

I’ANALYSIS SITUS.

OB uvres de Riemann, 2° édit., p. §79.

Deux variétés & une dimension seront regardées comme faisant
partie du méme groupe, ou bien de groupes différents, selon que
'une peut étre transformée en P’autre d'une maniére continue, ou
bien ne le peut pas. G

Deux variétés A une dimension, qui ont pour frontiéres la méme
paire de points, forment par leur réunion une variété connexe a
une dimension, sans frontic¢res, et celle-ci peut ou non former la
frontiére complﬁ-Lé d’une variété & deux dimensions, suivant, que
lesdeux variétés primitives appartiennent respectivement au méme
groupe ou a des groupes différents.

Une variété, intérieure ('), connexe, sans frontieres, & une di-
mension, prise une fois, suffit pour former la frontiére totale d'une
variété i deux dimensions intérieure i cette frontiére, ou bien n’y
suffit pas.

Solent a,, o, ..., @y, m variélés, intérieures, connexes, fermées,

a n dimensions, qui, prises une fois, ne peuvent ni séparément

(') Pour respecter le texte on a traduit le mot « innere » par intérieure; le
mot « innere » tout seul n'a pas du reste en allemand une signification plus claire
quen francais. I semblerait que dans cette définition « innere » ou intérieure
signifie « 4 Pintérienr d’une variété a deux dimensions ». La phrase suivante est
encore moins claire. Peut-étre y pourrait-on dive : « Soient @, @, ..., @, m va-

riétés & lintéricur d’une multiplicité qui les renferme, ..., ete. ». — (L. L.)
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ni par lear réunion former la frontiére compléte d’une variété,
intérieure, & (n 1) dimensions, et soient by, ba, - .., by, m va-
riétés a n dimensions, définies de méme, dont chacune peut for-
mer par sa réunion avec une ou plusieurs des @ la frontiére com-
pléte d’une variélé, intérieure, a (n-i-1) dimensions; alors chaque
variété, intérieure, connexe, a n dimensions, qui, par sa réunion
avec les @, peat former la frontiére compléte dune variété, inté-
rvieure, d (n 1) dimensions, le pourra de méme aussi par sa réu-
nion avec les b, et réciproquement.

Lorsqu’une variété quelconque, intérieure, fermée, a 2 dimen-
sions forme, par sa réunion avec les @, la frontiére totale d’une
variélé, intéricure, a (n -+ 1) dimensions, alors, par suite de nos
hypothéses, les @ peavent éire éliminés successivement ot rem-
placés par les b. ;

Une variété A 4 n dimensions est dite transformable en une
autre B lorsque I'on peut former, par la réunion de A et de mor-
ceaux de B, la frontiére compléte d’une variété, intérieure, a(n—-1)
dimensions.

Lorsqu’a Pintérieur d’une multiplicité étendue d’une maniére
continue, chaque variété fermée & n dimensions forme f(rontiére
4 aide de la réunion de m morceaux fixes de variétés a n di-
mensions, ces morceaux pris séparément ne formant pas frontiére,
alors cetle multiplicité a la connexion (me 1) dans la pieme di-
mension. L

Une mualtiplicité connexe, étendue d’une maniére conlinue, est
dite simplement connexe lorsque la connexion est simple dans
chaque dimension.

On nomme section lransverse d'une multiplicité A fermée,
étendue d’une maniére continue, chaque multiplicité B & nombre
de dimensions moindre, connexe, comprise a U'intérieur de A, et
dont la frontiére est tout entiére située sur la frontiére de A.

La connexion d’une variété a n dimensions, par 'effet de chaque
section transverse simplement connexe qui est elle-méme une
variété a (n — m) dimensions, sera ou hien diminuée de 1 dans
la mi®™ dimension, ou bien augmentée de 1 dans la (m — 1)ime
dimension. ! :

La connexion dans la " dimension peut étre sculement mo-
difiée, ou bien si l'on transforme des variétés sans frontidres a
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¢ dimensions, ne formant pas fronticre, en variétés ayant des
frontiéres, ou bien si 'on transforme de telles variétés, formant
frontiére, en variétés ne formant pas frontiére; et le premier cas
a lieu parce\qn’il est ajouté ainsi de nouvelles portions a la fron-
tiére d'une variété a p. dimensions, et le second cas n'a lien que
parvce qu’il en est ajouté de méme a la frontiére d'une variété a
-1 dimensions.

Dépendance entre la connexion de la frontiere B d’ une multi-
plicité A, étendue d’une maniére continue, et la connexion
de la multiplicité A.

Les variétés 4 plusieurs dimensions, sans fronti¢res, ne formant
pas frontiére a intéricur de B, se distribuent en variétés qui, in-
Lérieurement @ A, ne forment pas frontiére, et en variétés qui,
intérieurement a A, forment frontiére. Recherchons d’abord com-
ment la connexion de B sera modifiée par I'effet d’une section
transverse simplement connexe de A.

Soient 2 la dimension de A, m cclle de la section transverse ¢ ;
soit @ une variété de dimension (n —1—m), enveloppant un
point de ¢ et ne coupant pas ¢, et enfin soit p la fronticre de g.

La connexion de A dans la (n—1-~m) " dimension sera aug-
mentée de 1 lorsque, a lintérieur de A’; @ ne forme pas frontiére;
dans la (n— m)me dimension elle sera diminuée de 1 lorsque, a
lintérienr de A’, @ forme frontiére (*).

N = (m—‘—r) quand, a Pintérieur de A’y @ ne forme pas
1 frontiére (a);
m quand, a Uintérieur de A, @ forme fron-
( ) tigre (8);

I

(') Ici se présente encore une certaine obscurité tenant & linsuffisance des dé-
finitions. Il semble que I'on doit par A entendre la surface primitive, et par A’
la surface A décomposée par la scction transverse. — (L. L.)

(*) Iei Uon trouve encore dans le manuserit quelques signes dont je n’ai pu dé-
chillrer le sens. — ( WEBER.)

i T A
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[ MODIFICATIONS

e de 4. de B.
@ intérieurement 4 A'ne formant pas fron-

tiére, @ intéricurement & B’ ne formant

pas frontiére, par suite p intéricure- ’”‘-LI‘) fn—m—rt. m
ment & B formant frontiére,........ .. +1 ) ( -+1 —+ 1, :

11.

@ intérieurement & A’ formantg frontiére,
@ intérieurement a B’ ne formant pas
frontiére, par suite / intérieurement a ( mA\ fR—m—i  m\
B formant frontiére.. 1 N “+1 )

/

111,

a intérieurement a A’ formant frontiére,
a intérieurement a B'formant frontiére,
par suite p intéricurement & B ne for- % (M—m m —1
mant pas frontiére ( > ( )

—T =1

Deux portions d'une variété a plusicurs dimensions (portions
d’espace) sontdites connexes ou formées d’une seule piéce, lorsque
d’un point intérieur & 'une on peut mener une ligne, passant par
Pintérieur de la variété a plusieurs dimensions (espace), jusqu’a
un point intérieur & autre.

Tutorives d’Analysis situs.

1. Une variété & nombre de dimensions inférieur i (n—1) ne
peut séparer les unes des autres des portions d’une variété a n
dimensions. Une variété connexe & 7 dimensions Jouit de la pro-
priété d’éive morcelée par chaque section transverse formée par
une variété & (n — 1) dimensions, ou bien elle n’en jouit pas.

Nous désignerons les variétés définies dans le premier de ces
deux cas par a.

Lorsqu'une variété i n dimensions, faisant partie des a, est,
par Peffet d’une section transverse, formée par une variété a
(7 — 2) dimensions, transformée en une autre variété, cette der-

R 27
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niére est connexe el elle fait partie des @ ou bien elle n'en fait
pas partie.

(Cles variétés @ & n dimensions, qui sont transformées par chaque
seclion transverse, formée par une variété a (n — o) dimensions, en
les variéLés qui ne sont pas du type a, nous les désignerons par ;.

9. Siune variété A & plusieurs dimensions est transformée par
I’effet d’une section transverse, formée par une variété & p dimen-
sions, en une autre A’; chaque section transverse de A ayant plus
de p.~+1 dimensions est aussi une section Lransyerse de A/, et ré-
ciproquement.

Si une des variétés @, 4 n dimensions est transformée par 'ef-
fet d’'une section transverse formée par une variété a (n— 3) di-
mensions, en une autre, celle-ci appartient alors aux @(2), mais
elle peut appartenir aux «,, ou bien elle ne le peut pas.

Les variétés du type @, qui, par Ueffet de chaque section trans-
verse, formée par une variété a (n — 3) dimensions, peuvent étre
transformées en les variétés qui ne sont pas du type @, : nous les
désignerons par a,.

Sil'on procéde ainsi successivement, 'on arrive enfin 4 une ca-
tégorie a,_» de variétés & n dimensions, qui embrasse celles des
y_s, quisont transformées par I'effet de chaque section lransverse,
formée par une variété & une dimension (linéaire), en celles qui
ne sont pas du type @, ;. Ces variétés a,_» & n dimensions se-
ront dites simplement connexes. Les variétés a, a n dimensions
sont, par conséquent, simplement connexes, en tant que I'on fait
abstraction de sections transverses & (n — w — 2) dimensions, ou
4 dimensions inférieures i ce nombre, et seront dites simplement
connexes jusqu’ala (n — p. — o)™ dimension ().

Une variété & n dimensions qui n’est pas simplement connexe
jusqu’a la (n— 1)itme dimension peut étre décomposée par une
section Lransverse, formée par une variété a (2 —1) dimensions,
sans étre morcelée par Ueffer de cette opération.

[a variété & n dimensions ainsi formée, lorsqu’elle n’est pas

(') Pour concorder avec ce qui suit, les variétés a, 4 n dimensions pourraient
plutot étre dites simplement connexes jusqua la (2 — p —1)*= dimension.
(' WEBER. )

o ok
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simplement connexe jusqu’a la (n— 1)" dimension, pourra en-
core étre décomposée de nouveau par une section transverse pa-
reille, et 'on peut évidemment procéder ainsi successivement tant
que I'on n’arrive pas i une variété simplement connexe Jusqu'a la
(n—1)i*me dimension.

Le nombre des sections transyerses, par Ueffet desquelles sera
effectuée une telle décomposition de la variété 4 n dimensions en
une variété simplement connexe jusqu’a la premiére dimension,
peut différer selon le choix de la décomposition, mais il est clair
que ce nombre est un minimum pour une certaine espece de dé-
composition ().

t i i b o { H
(") On doit ciler, concurremment avee ce fragment, un Mémoire de Betti [So-
pragli spasi di un numero qualunque di dimensioni (Annali di Mat.,2® sé
tome IV; 1871)], que je ne connais

)
itk ! ais pas encore lorsde la publication de la pre-
micre édition de Riemann, et qui renferme des conceptions et des développements
analogues. — ( WEBER. )




LA CONVERGENCE

SERIES THETA p-UPLEMENT INFINIES®.

OFuyres de Riemann, 2* édition, page 483.

I.’étude relative a la convergence d’une série infinie & termes
positifs peut toujours se ramener & P'étude d’une intégrale définie
grice au théoréme suivant ;

Soit

(s e L
une série & termes positifs décroissants, soit ensuite f(x) une
fonction qui décroit lorsque & croit, on a
o1
Fila)= [ S@)de > fla-+1),
o

el, par suile,

vl
J) + (1) .ot f(n) > [ S@)de > f(1) +f(2)+...= f(n+ 1),
Jo

La série

S(0) =+ f(1) - f(2)

converge ol diverge par COI]S(qulEHt en méme lemps que l'inlégrule

[.mf( Z)\dz:

Si, maintenant, f(rn) est positif et @, < f(n), la série

@y Gty —+ @y . ..

(') Ce Mémoire et le suivant font partie d'un Cours professé par Riemann
en 1861 et 1862. — La rédaction de ces travaux repose sur un cahier de notes
de G. Roch. — ( WEBER et DEDEKIND, )

s

.
]
1
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converge également, pourvu que cette intégrale converge. On
conclut de 12 le théoreme :

Si ay < f(z), quand nzz, la séricz a, sera convergente,
&
)Y -
pourvu que l'intégrale [ JS () dx soit convergente.
0,

Maintenant, si I'on pose

z=e(y)  F(@)=Fflen]=F(y),
on obtiendra

[ = (290 ar

Lorsque les deux variables 2, 5 décroissenl simultanément et
croissent simultanément (et cela jusqu’a I'infini), alors selon I'hy-
pothése adoptée, pour y croissant F(y) décroit, tandis que o(y)
croft.

Les conditions de convergence trouvées précédemment se trans-
forment par conséquent comme il suit :

La série E @, converge lorsque, pour 2 o(¥), an<<F(y) ou,
ce qui revient au méme, lorsque, pour @, 2F(y), n<<o(y) et que
I'intégrale

»
f[ F(r)e'(y)ar
converge. :

Maintenant, si @, > F(y), il en est de méme de @, @, .. -
@p_y. St on a done &, << F(y), nsera le nombre des termes de
la série qui sont supérieurs & F({y). Le théoréme s’exprimera
donc encore ainsi :

Si Von désigne par F(y), o(y) deux fonctions dont la pre-
mitre déeroit pour y croissant, et dont la seconde croit (jusqu’a
Pinfini), et si le nombre des termes d'une série & termes positifs,
qui sont égaux ou supériears & F(y) est plus petit que ¢ (), alors
celte série sera convergente quand l'intégrale

f[, F(y)¢(y) dy

converge.
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Nous nous proposons la recherche de telles fonctions, relative-
ment & la série I p-uplement infinie

2 & 2
L 2, a,m =2 L m, v,
1 E=1

4w
—®

mp=

o
"1

oll, sans porter atteinte a la généralité, nous supposerons d’abord
que les grandeurs @ et ¢ sont réelles.

Le terme général

est plus grand que e, lorsque

AR

Pour le but que nous nous proposons il est done nécessaire de
déterminer combien de combinaisons des nombres entiers m,
Moy o.ey 01y satisfont A cette inégalité.

Considérons, a cet effet, 'intégrale définie multiple

[[ [d.r,[{rz...clr/,,

dont le champ d’intégration est déterminé par U'inégalité

L’intégrale aura toujours une valeur finie au seul cas ou la
fonction homogéne du second degré

r B

¥ ¥y

e=l g'=1

est décomposable en une somme de p carrés positifs. En effet, si
Pon a

e el

TSR SRS
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le champ d’intégration de I'intégrale sera déterminé par I'inégalité
G-+t <,

et U'intégrale A sera représentée par

4 e dy oz dxz
R [ e ) :
j,, / ( ? S on T diydty. . .dtp.

L

Le déterminant fonctionnel est une constante finie, et aucune

des variables ¢, prise en valeur absolue, ne peut étre supérieure a 1.

D’autre part, si les ¢ n'étaient pas tous positifs, ousi quelques-
uns d’entre eux manquaient dans la forme transformée, il se pré-
senterait alors dans P'intégrale A des valeurs infinies de ¢, et in-

tégrale A elle-méme deyiendrait donc infinie.

Ces résultats n’éprouvent aucun changement, lorsque, au lieu
du champ d'intégration considéré de Dintégrale A, nous prenons

le suivant

e < 1,

les a. étant des grandeurs réelles quelconques. Si nous considé-
rons maintenant l'inégalité

=3
—_ V \ Qzzr Mg Mgy — 9, y vz Mz < h2,

@
Lk

il résulte d’abord que, pour chaque valeur finie de 7, il existe seu-
lement un nombre fini de combinaisons des nombres entiers 1,
Moy «.., My qui satisfont & cette inégalité; en effet, les 2 doivent
tous rester compris entre certaines limites finies, et entre de telles
limites il n’y a qu’un nombre fini de nombres rationnels & dénomi-
nateur donné /.

Soit done Zj, le nombre de combinaisons admissibles des nom-
bres entiers m.

Considérons ensuite la somme suivante étendue a toutes ces
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combinaisons
my+1 ma41 mp-+1
3 W i 7
E f dz, f daniiy f dap = 2h 5
S, ms Jmp h?
Mty i s

cette somme pour chaque valeur finie de / est elle-méme finie et,
pour /4 croissant indéfiniment, tend vers la limite A ; ornous avons
démontré que cette limite A est également finie lorsque la fonc-

. | i
tion —ZE (ee T e est représentable par (une somme de) p car-
E {2
rés positifs. Si l'on écrit que Pexpression 2 ...est égale d A%,
Pty

k est alors une grandeur finie et qui tend vers zéro lorsque / aug-
mente indéfiniment. On aura done

Zyp=(A -+ K) /L",

et c’est 1a précisément le nombre 2 des termes de la série théta
qui sont > ¢, On a d’aprés cela

(A -+ K)AP,

K étant une constante 4 laquelle on peut assigner une valeur aussi
petite que l'on veut, pourvu que 'on attribue une valeur suffi-
samment grande a la valeur /2 dont on part. Les fonctions F(y),
© () peuvent donc étre prises comme il suit :

F(p)=e’  oly)=(A+K)yp,

et, puisque I'intégrale
f e (A -+ K)pyr—tidy
b

est convergenle, il en est de méme, sous les hypothéses assignées,
de la série théta. On en conclut :

La série théta p-uplement infinie est convergente pour
toutes les valeurs des variables ¢y, 0oy .. ., vp, pourvu que la
partie réelle de la forme quadratique dans Uexposant soit
essentiellement négative.

————a—

}1‘

SRS SRS e

Y SETREES RS-

SUR LA THEORIE

DES

FONCTIONS ABELIENNES.

QFuvres de Riemann, »* édition, page 487.

Soit (4, €3, -+, €p) un systeme de grandeurs jouissant de la

propriété suivante

Ji(lenyeas -a9i ) =05

Dapres Uart. 23 du Mémoire Sur la Théorie des Fonctions
abéliennes [OEuvres de Riemann, »* édit., p. 134 (ici p. 151)],

la congruence
A

>4
1
p—2 -
l N V)
( S Z“‘v’)

N\ P P /

=3
L

(e1y €3y -1 €p) :(

1o

est sous cette hypothése satisfaite par certains points Ny, Ny - - o
: < i Sty U5 A
Nap_s, (UL SONL associés par Uentremise d’une équation ¢ = o. Si
: Tt
I'on désigne alors par u, et uj, les valeurs que prennent les inté-
grales de premiére espéce uy, pour deux systémes de valeurs indé-
8

terminés s, 5 et s,, 5, la fonction

Sy — u — €15 <oy Up—Up—Cp)s

considérée comme fonction de s, , s’évanouit pour (s,
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fe(f“li(zilz-nlzsczi—f Po;s]::s LITR TR o ’71,,‘1, eiconsidérée comme
' » %1, s'évanouit pour ($;,5) = (s, ) et pour les
P — L pOILS Np, ..., Tap_o. Par conséquent, si (fi, fs, Sy
est un systeme de grandeurs jouissant des mémes propriétés ¢ :e
(Cisien ity ep),la fonction 1

e r G
T —ul—er, )T (wy—uj+ey, ...)

e

F(wy—uy— fi, o) S(w—uy + f1, ...

(1)

qui est rationnelle aussi bien relativement a s, z qu’'a sy, 5y, est

i 5 - 3 b 2
]lnﬁmmcnl grande pour un systéme de points et infiniment petite
du premier ordre pour un autre systéme de points, chaque fois
associés par entremise d’une équation o = o; elle sera done re-
présentable sous la forme

P P

Z ey y(s, :.)E ey oy (81, 5y )
(2)

A :
ol les. coefficients b, ¢ sont indépendants de s, z et de s, z,

?\'Ialmlen.anl, lorsque les systémes de grandeurs e, £ ont la pro-
Priété, qui est définie par

— &1 = €35 v —€p);

— o=t ),

((31, Goiyalii

les points S ; ion ( 1

5 1 li en .Ietqlucls la fonction (1) ou (2) devient respective-
1ent nulle et infinie se réunissent par paires, et nous oblenons

ansi une fonction qui devient infiniment grande et infiniment pe
(i1 : y i :
; te d'u second ordre en p — 1 points seulement. Dlaprés cela, la

fonction o

/e ’
E Cypy (s, 5)2 ey @y (S1, 51)
1 1

7 lig
" R
/ E bv?v(»"y &) 2 byoy (s, 51)
1 1

est ramifiée Yagh o Nz ; 5
. fiée comme Test la surface T, et acquiert, a la trayersée
€s sections lransverses, des facteurs qui sont = = p,

SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ABELIENNES. 4oy
Les fonctions déterminées de cette maniére,
T

/Do
1

qui deviennent en p — 1 points infiniment petites du premier
ordre, sont dites des fonctions abéliennes.

Elles tirent leur origine des fonctlions o par la réunion par
paires des zéros el par Uextraction de la racine carrée. Leur
nombre est en général fini.

En effet, les congruences (3) exigent que les systémes de gran-
deurs e, f soient de la forme

(=

oil les ¢, ¢ désignent des nombres entiers qui peuvent étre ré-
duits & leurs résidus minima pour le module 2. La condition
. ¢p) = o ne sera en général satisfaite par un tel sys-

L

e = Ep g |
/

I
2

w| A

I
E zla.“+.,.+:€,,(l,m GOICEY

i=13
Tlelienis
téme de grandeurs que sculement lorsque 'on aura

(mod. 2).

,,a}, =17

(4) sy8) —+

Mais il existe de tels systémes de nombres ¢, ¢/, au nombre de
9P~ (9P — 1), et, par suite, tel est aussi, en général, lenombre des

fonctions abéliennes.
Le complexe de nombres

(e,
ksu

est dit la caractéristique de la fonction

o

[

‘
2

V/ > evnts, ),
1

el sera désigné par
8

el i

La caractéristique est dite tmpaire lorsque la congruence (4)

est salisfaite; au cas contraire, elle est dite patre.
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Le nombre des caractéristiques paires est aP~1 (2P 4-1), et, en
général, A ces derniéres ne correspondent pas des fonctions abé-
liennes.

Par somme de deux caractéristiques, on entend la caractéris-
tique formée par les sommes des éléments correspondants; les
€léments peuvent toujours ainsi étre réduits A 0 ou 1. La somme
et la différence de denx caractéristiques sont done identiques.

Il s’agit maintenant d’abord de ramener Péquation F(s, z) =o
a une forme symétrique par introduction de nouvelles variables.
Lorsque p£3, il existe au moins trois fonctions 2, linéairement
indépendantes entre elles, et I'on peut done transformer I'équa-
tion I'(s, z) = o par Pintroduction des variables

(& moins qu'’il n’existe une équation identique entre ces fonctions,
ce qui, en général, n’est pas le cas).

Si les fonctions @1, 92, @3 ne sont pas soumises a des conditions
particuliéres, & chaque valeur de & correspondent 2 — 2 valeurs
de 7, et réciproquement, puisque chacune des deux fonctions

£ >
Pr—5Pa) Po— %3

pour & 7 respectivement constants, s’dvanouit en ap — 2 points

L'équation résultante F(&,7)=0 est donc, par rapport a cha-
cune des variables, de degré ap — 2. D'ailleurs, puisque ce degré
doit étre conservé lorsque Ton fait éprouver a £, 7 une substi-
tution lindaire quelconque, aucun terme dans cette équation ne
peut surpasser la (2 — 2)%™e dimension par rapport a § et 7, pris
ensemble, Les fonctions % restantes, exprimées par £, 7, sont

transformées en foucl,iuns oll aucun terme ne peut surpasser la

dF

( 5 )ie 5 ¢ (U e ©
(2p — 5)me dimension, ce qui résulte de ce fait que i dq
of

- ) aed o/
doit rester finie pour des valeurs infinies de £ et 1.

Le nombre des constantes (ui se présentent dans une telle fone-
tion de degré op — 5 est égal a (p—2)(2p —3). Si parmi elles

o e

e
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on en délermine 7, en sorte que les fonctions p soient nulles
o

: i 3 0 Tl i
pour les r paires de valeurs (y, d) pour lesquelles e
nouissent simultanément, il doit rester encore p constanles, puis-
quiil ya p intégrales de premicre espéce linéairement indépen—
Y
dantes. On a donc ; 1 ‘
(p—2)(op—3)=p-=r,

et, par suite, j

i r=aip—0)(p—38).

La méthode suivante conduit au méme résultat :

4 3 3 < o, 5 . -, Y
La fonction QE— sera infiniment petite du premier ordre en
2 ) Lo
(2p — 2) (2p — 3) points; ce nombre (2p — 2)(2p—3) est égal
A w + 277, w étant le nombre des points de ramification simples.
¥ . Ior - \
D'autre part (Zhéorie des Fonctions abéliennes, §VIL, p. 122),

on a ; ‘
W =2 i(n-=p—1); n=2p —2,

=i

=23 pt—13)=
d’ou
r=(p—n)(2p—38)—1tw=a(p—1)(p—3).

e

i S ‘onctions o s intenant exprimées par ¢, 1
Si toutes les fonctions o sont mainte I I T

les deux équations

v
=
Il
6|6
A

©g
T3

doivent devenir des identités, et, par conséquent,

Eo Dy == 7 Ba.
@1 = 5P3y 3 =193

-8

11 doit done exister une fonction o5 qui, velativement a E 7, est
seulement de la (2p — 6)¥"* dimension. Par conséql}eut, celte
fonction s’évanouira pour (2p —2)(2p — 6) = a1 paires de Ava-
leurs £, 4 satisfaisant & I'équation F = o, et ne pourra donc étre
nulle qu'en les r paires de points (¥, 6):

Enfin, par lintroduction des nouvelles variables =

=

b S
] 1 gih2c acleur tion F=o est
et par l'adjonction de z#7=2 comme facteur, I'équa

transformée en une équation homogene de degré op — 2 4 trois
variables @, ¥, 5, i
F(z, 7, 2) =0
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(') Comme nous venons de le voir, parmi les fonctions o, il en
est une de degré 2p —6 par rapport a &, 1; désignons-la par ¢;
o . A . : ; ;
alors L2 pour g, 7 finis, est une fonction toujours finie qui, pour

» AT 5 & Q s
&y mﬁms, sera infinie du premier ordre. Recnproqucmcnt, toute
fonction qui jouit de ces propriétés peut étre représentée sous la
Q ’ . . . ~
forme = [ Théorie des Fonctions abéliennes, Art. 10 (OFueres
de Riemann, »* édit., p. 118), ici p. 129].
Les fonctions qui, pour des valeurs finies de &, 7, restent finies

: e s Al
et qui, pour §, 7 infinis, deviennent infinies du second ordre, sont
représentables sous la forme

LE )
s

ol (&, 1) est une fonction entiére de la (2p — 4)*"° dimension
en £, 7, qui doit s’évanouir pour les paires de valeurs (v, 8). La

fonction f(&, ) contient

(p—1)(2p—3)—r=3p—3

conslantes, et peut ainsi [Fonctions abéliennes, art. B (OE uvres
de Riemann, »° édit., p. 107), icl p. 115] représenter toute fonc-
tion jouissant de ces propriéiés. La fonction f(E, 1) sera, outre
en les r paires de valeurs (v, 8), encore infiniment petite du pre-
mier ordre en 4p — 4 points.

A ces fonctions appartient toute fonction du second degré aux

v (o] . o o
p — 1 variables 4> et une telle fonction renferme 2lpern) con-
Y 2

stantes. Mais, puisque la fonction générale Tf n’en contient que
o

3p — 3, entre les p — 1 variables LF doivent avoir lieu

PRSI g oa (P2 3)

2

équations du second degré, ou, ce qui revient au méme, entre les

(') Ce paragraphe a été introduit pour la premiére fois dans la o° édition des
CEuyres de Itiemann. 11 n'existe pas dans la premiére édition. — (L. L.)

e skl S

i
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p fonctions © doivent ayoir lieu

p—2)(p—3)

équations homogénes du second degré.

Pour le cas ot p = 3, I'équation F'(£, 1) =0 ou F(z, ,5) =0
est du quatriéme degré; on a = o et la fonction ¢ se réduit
A une constante. Aucune des fonctions ¢ ne peut étre d'un degré
supérieur au premier, et 'expression générale de ces fonctions est

@ =ct+¢'q+c

ou bien, lorsqu’il s’agit seulement des quotients de telles fonctions,
¢ ='ew - Y+ c'a,

¢, ¢, ¢ désignant des constantes.

Chaque fonction ¢ devient infiniment petite du premier ordre
en quatre points, et il existe en tout vingt-huit pareilles fonctions
dont les zéros coincident par paires. Les racines carrées de ces
fonctions sont les fonctions abéliennes, et nous devons recher-
cher quelles sont les caractéristiques respectives qui corres-
pondent a ces vingt-huit fonctions.

Si nous prenons pour variables 2, y, s trois pareilles fonc-
tions © qui deux fois deviennent infiniment petites du second
ordre, en sorte que \/, /7, /= sont des fonctions abéliennes, alors
I’équation résultante (2, , 5) = o jouit de la propriété de se
transformer en un carré parfait lorsque I'on faitz ou y ou 5 égal &

zéro. Soient done :

pour & =0 :

(y—az)(yr—a's),
pour y==o0:

pour 5 —o :
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.Si maintenant &, b, ¢ sont les coefficients de z%, y*, 5* dans

w’:i‘\/g’

F(x,y,%), ona

et, par suite,
(3) aa By = £ 1.

Connait-on par suite les grandeurs «, o/, 8, £, v, 7', on peut
former tous les termes de la fonction F (2, 3, ) qui ne renferment
pas le produit zyz, et, en outre; F ne contient plus qu’un terme
Zyst, ou £ est une fonction linéaire homogéne de z, y, =.

Maintenant, lorsque dans Péquation (5) c’est le signe supérieur
qui se présente, on peut toujours représenter la premiére partie
de F comme le carré d’une fonction homogeéne f du second degré
de z, y, 5. En effet, si 'on pose

J = @@ @sg Y2+ a3y 5 - 2@y Y5 + 331 5T + 2Q12TY,

on aura, pour déterminer les coefficients s, les équations

' Q33
gz = ——,
Qoo
RIS VY
BBi= =
: 3y
o Q3
=St

T 2

auxquelles on peul toujours salisfaire, lorsque I'on a
2! By = 1.
Dans cette hypothése, F = o devient par conséquent
(6) Jr—ayszt=o.

Si l'on fait ¢=o0, on tire de f2=o encore deux paires de
racines égales entre elles, et ainsi \/¢ sera aussi une fonction abé-
lienne, et cela telle que y/zys ¢ est une fonction rationnelle de z,
¥, & Alors si (@), (&), (¢), (d) désignent les caractéristiques de
V@, \ly, /3, V¢, on doit avoir

(a—i—b—i—c-—:—d):(;’ Z Z\),

B —

s

e T
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c'est-d-dire
(d)=(a+b+c).
Il faut, par conséquent, que la somme des caractéristiques des
trois fonctions \/, \/y, /s soit une caractéristique impaire.
Réciproquement, si cette hypothése est adoptée et si /2 est celte
fonction abélienne qui correspond a la caractéristique (& +b—+c),
¢y =t est une fonction qui varie d’une maniére continue i la tra-
versée des seclions Lransverses, et qui est par suite représentable
rationnellement par 2, ¥, 5; mais cette fonction ne peut ére de
degré supérienr au sccond, et, par suile, sous celte hypothése on
obtient toujours une équation de la forme (6). Cette équation ne

peut se réduire & unc identité lovsque 'z, \/y, /Z, y/Z sont des
fonctions abéliennes distinctes.

Puisqu’il existe vingt-huit fonctions abéliennes, 'équation F=o
peut étre ramenée de plusieurs maniéres a la forme (6). Nous nous
proposerons d'abord de rechercher si la paire de fonctions abé-

liennes \/E, \/t peut étre remplacée par une autre paire \/p, V.
Supposons done que, par introduction de @, ¥, p, ¢, F=o soit
ramenée a la forme
Y —aypg =o0;

il faut alors, un facteur constant étant convenablement déterminé,
que I'équation
fr—zyst={2—aypq

ait lieu identiquement, c'est-a-dire que 'on ait
(F—=9)(f+ ) =ay(st—pg).

Il faut donc que f— dou /1§ soit divisible par zy, et, comme
ces deux grandeurs sont du second degré, la combinaison corres-

pondante ne peut différer de @y que parun facteur constant, Sup-

posons que

(7) b —f=uawxy, a(b—+f)=—st-+pg,
d’ou
(8) b=caay+f, 20 f -+ atxy -+ st = pg.

Le premier membre de cette derniére équation doit, par consé-
R. 28
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quent, se décomposer en deux facteurs linéaires; si nous conce-
vons cette fonction développée sous la forme

Q11 &2+ Qaa Y2+ A3 3P - 203 5 - 2a3 58 + 2843 TY,

les coefficients a;; seront des fonctions du second degré en «; mais,

E E sy gy

doit s'annuler, 'on obtient une équation du sixiéme degré en o,
et il est facile de reconnaitre qu'elle admet les racines o —o et
et zy

comme le délerminant

2=, qui correspondent aux deux décompositions
Il reste donc encore une équation du quatriéme degré dont les
racines fournissent quatre paires de fouclions p, ¢ qui jouissent
de la propriété requise.
De la seconde équation (8) s’ensuit encore, en vertu de (6),

= (st +af)2,

Pgat =zt + aafalt + a2 f

en sorte que la forme cherchée de 'équation F = o peut étre aussi
représentée par les fonctions p, g, =z, £. Ainsi, si nous prenons
comme pointde départ deux fonctions abéliennes quelconques,

nous obtenons six paires de pareilles fonctions

V56 Voigy Vpags Vpsgs Vpege

jouissant de cette propriété qu'd laide de deux quelconques

:r:, V.

d’entre elles 'équation = o se raméne a la forme

0.

Jr—xyst =

Cees six fonctions doivent, i la traversée des sections transverses,
acqquérir les mémes facteurs, car, s'il n’en était pas ainsi, le pro-
duit de deux d’entre elles ne pourrait étre rationnel.

De six pareils produits de fonctions abéliennes, nous dirons
qu'ils appartiennent & un groupe. Comme les systémes de fac-
teurs relatifs aux sections transverses sont déterminés pour des
produits de fonctions abéliennes par les sommes des caractéris-
tiques, il s’ensuit que les caractéristiques de toutes les paires d’un
groupe doivent avoir la méme somme que 'on nommera la carac-
téristique du groupe.
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Des équations (8) et (6) résulte encore

— ¢ e P
of = ﬁ"T —azy =y Jal,

d'on

PG =Pay oy /5t + 5t
ou
(9) ; Voq = Vat +ay/zy;

d’ot I'on tire cette conclusion que chaque prodait d’un groupe
peul €tre exprimé linéairement par deux produits de cebméme
groupe.

Si l'on distribue par pair
liennes, on obtient

1 s toules les vingt-huit fonctions abé-
i 3 paires = (.63 paires qui se subdivisent
6 par 6 en 63 groupes. Chacune des 63 caractéristiques diffé-

rventes de (© 2 © ¢ ‘risti
o o o) Peutélre une caractéristique de groupe.

St ol e . . 5
Pour oblenu les carzcherlqunes des six paires d’un grou[)e

on devra donc décomposer la caractéristique du groupe en ques-
tion en deux caractér

stiques impaires de six maniéres, Le groupe

saractérist: o 980, J
dont la caractéristique de groupe est (0 o o) DOUS servira
\ 7.

d’exemple. Ainsi :

[0 o l\) e (1 o o o

(\0 (o A S T 0 0)
ORI 1 0\
i [_0 1 1 0/)
[ /AL T
e (1 0 o 0)
el 1 0
0N 1 o,)
e (.” ! L 0
TRl 1 o)
oS ("‘ o o o)
T 1 0/)'

Lorsque I'on connait trois paires de fonctions abéliennes, on
obtient éme g ol
e L'lcs paires restantes de ce méme groupe par la résolution
d'une équation cubique, et P’on peut & leur aide dérerminer
toutes les autres fonctions abéliennes restantes ainsi que leurs
caracléristiques.
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Pour l'effectuer supposons que V&, \yn. y/=E soient ces trois

paires d’un groupe, de sorte que £, 7, ¢ sont données comme
fonctions linéaires homogeénes de @, ), z.

Une détermination convenable de facteurs constants permet de

ramener I’équation (g) a la forme

(10) Vak v+
d’ot
2L =2k +ym
ou
(tr) fatyn =(s¢
de sorte que 'on a
(12) f=st—at—yn.

Pour obtenir toutes les paires appartenant au groupe &, \/y 1,
nous avons a résoudre, d’aprés ce qui précéde, une équation bi-
quadratique, mais dont une racine, celle qui correspond 4 la
paire /=, est déja connue. Le calcul sera done plus symélrique si
I'on cherche d’abord les paires du groupe /4, auquel appartient
aussi la paire y/y €.

Si \/ppq est une autre paire inconnue de ce groupe on a, outre
Iéquation (11), une autre équation qui lui est identique,

(13) hytpg =92,

lorsque [d’aprés (8]

o-=f+okyE,

ot k désigne une constante encore inconnue. A l'aide de (11) et
de (12), on en lire

pg=at+yn—st+ L+ hyk

pour 24y =o et s = o0, I'une des deux fonctions p, ¢, par

.

SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ABELIENNES. 437

exemple p, doit s'évanouir; d’ot il suit, y désignant encore un
coefficient inconnu, que l'on a

(14) p=ax Ly -+ pa,

~

: \
7 1

m=p<2+l)-—uz(£+i+ )

d’ot 'on conclul encore, puisque p et z ne sont pas identiques,

&l

(15 iy il C;f,,'z-
(15) E-)\F‘L~ 2p;

par conséquent, en vertu de (13),

£

az +aky - aps 42 4 L BT o,
a

ra ' pa

ou bien, si I'on remplace ha, pa par b, c,
n r

I

I3
6) - by ¢z + =
(16) ar -+ by +c + ey

+==0;

de la résulte par conséquent, puisqu’il n’est pas question d'un
facteur constant relativement & p et ¢,

pak r

= x4+ bytcs=— | >4 D3
p=ar-+ by —+c v(_u+[/_'c)
tbet . / 2
q:i‘~5+65:—/\(m+/)]’—{—é>~

Comme il y a quatre paires p, ¢, on peut déterminer quatre
systemes a, b, c.
Pour y parvenir, on observera qu’entre les six fonctions z, y,

SR PR . B . ieETe \
3, &, 1, il existe trois équations linéaires homogénes que nous

désignerons par w = 0, Uy = 0, uy = 0. Nous en déduirons une
combinaison- linéaire homogéne & coefficients indéterminés /,,

lanilats
g+ Ly + lguy= s+ 3y + vz + 2+ 8+ YL =0,

ou a, B, 7, @, &, v sont des expressions linéaires homogénes en
Ly, Uy, l5. Cetre relation prendra la forme (16) lorsque les condi-
tions

ant— BB
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sont remplies, ce qui donnera quatre systémes de valeurs pour
les rapports /2 ly: 5.

On arrivera au but cherché de la maniere la plus élégante en
supposant les fonclions &, 7, { données par trois équations de la
forme

E_+'q;lft_fo.
R e
(17) bR e
Eot s it
Fru e

Pour que, dans la premiére de ces équations, les coefficients
aient la valeur 1, on peut attribuer des facteurs constants a z, ,
5, & 1, €, ce qui en méme temps n’altére pas la forme de 'équa-
tion (10).

Comme conséquence identique des équations (17) on doit en
obtenir une quatriéme de méme forme

(18) o’z 4+ BTy s

Par conséquent, pour obtenir 2/, 8", v/, on devra déterminer
’ e
les coefficients ), X', 3" a I'aide des équations suivantes

N = Aa' = Ne 11, )‘7:)—\;4—5—:—“
a a o
DR
(19) ME = NB'+ XB+1, =
I i B B
A DR
Ay = Ny = Ny =1, == o= T
e i T

En multipliant deux a deux les équations correspondantes,
on obtiendra

e DR C e (s
o

7
i, _{—,>+)\<~(~:—_{>+1'('{’+ %)—}—1.

Si I’on élimine ) entre chaque combinaison deux a deux de ces

3
( “/) \
(20))( N2 X2 (—6—4- gl>+}.<§3-:— é) -»—)J(
/N 1
W= N2 A2 ( =

o e

SIS

S o,

.
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Bty : ; 1 I ; . ‘
trois équations, I'on obtient, pour 5 €l s, les deux équations li-
néaires

au moyen desquelles X et X' pourront éire évalués d’'une maniére
univoque.

A laide de I'une des équations (20) on obtient 2", abstraction
faite du signe, et, finalement, de (19) on tire of, B, v, chacun
(rodlelnenl; A un facteur == 1 prcs, qm est le méme pour tous, et
qui reste indéterminé comme le veut la nature de la question (*).

Ayant de cette maniére trouvé «f, 8/, 7', on obtient dans le
groupe /7, VI E les quatre paires de fonctions abéliennes sui-
vanles

Va+y—s, Vera— =,
— AR
oz By + vz \/;‘T‘E—]—'«u,
R X z
1 . o “’
Ve'z + Bly +vz, o +p,+(4,
Lol ;
Ve + By —+1 a”+ﬁ— s
(') Si I'on pose, pour abréger,
TARS TR T i LT
3w | = o Engel el e
GRS (% B A= R e
r * T r i
<A o By

|

on peut déterminer «”, 8%, v" a I'aide des équations
v P\ N AT
R = >(“’ ?"?)‘(Z’E")(E’?' %)‘

oo () o ) o)

et des équations analogues. — (WEBER. )
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De la méme maniére, on obtient dans le groupe y/z¢, \/zE les
paires

‘/&L‘—F_}'-?—Z, \/"‘f‘]’"}'S)

e A i L&
Vox -+ By + 15, \'/i—kp}’f:{;,

e
V4T

E
T+ :fm

V&t y -3 Lt 5

V/“J‘_‘p} +~r_" \//:z_z'—{—‘%—f—;i{a
PN e T i T T

Vo +By—+1s \/a’m i ;131 i ;
e A VT

Vo' a Y +y'z, ‘ A% o

en sorle que, outre les six fonclions abéliennes données, seize
autres encore se trouvent déterminées. Pour en déterminer les
caractéristiques, il suffit de remarquer que les trois groupes ici
considérés renferment quatre fonctions ahéliennes communes a
chacun d’eux. Si I'on forme, par conséquent, les groupes corres-
pondants des caractéristiques, ces groupes doivent avoir quatre
caractéristiques en commun, qui doivent étre attribuées d’une
maniére quelconque aux fonctions

e
Va'z—+ By, Vd'z+ By + "5

Les caractéristiques des fonctions abéliennes restantes sont
ainsi par cela méme complétement déterminées, car elles doivent
se répartir par paires dans les trois groupes, de méme que les
fonctions abéliennes correspondantes y sont elles-mémes distri-
buces. Ces caractéristiques peuvent étre représentées symétrique-
ment de la maniére suivante :

Désignons les caractéristiques des groupes \/y T, \/5&, /2, res-

s
|
|
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pectivement par (p), (¢), (), et par (d), (e), (f), (g) celles des

quatre fonctions

Vemy s, Vi By T

ey )

Voo By vz

et par (n -+ p) la cdlactulslxque de y/z. On obtiendra alors les
expressions sulvantes, pour les LaI‘dCLEI‘l:U(Iqu,

() = (n + p),
WE) = (n+q-+n),

(awy=s) =y
(Vaz+ By +—vz) =(e),

(Vy)=tn+q), V=) = (n-+r),

(1) (Voo BT 7E) = (s

(VE+r+1) =(g+d),

{/\/—E:+,By+?) =(g+e),

k\ - 'J"?—’f)“(7+f)

(\/ = =08 +%)—((1+§')1
7

Si nous prenons, par exemple,

way=(tod) W =(ira) WE=(i7)
VB=(tee) wi=(32)  vo=(15)

ce quiest admissible, puisque alors vk, oy, \/z< appartiennent
N 0D TN o g
au méme groupe » il s’ensuit que
& 000

(m:(:””:): (qll=(9°1:): (")=<Z

010

L) =)

=(p+=d) 2

W) =(r+r+p), WD=@+p+ais B
' 1
i

1]

A,
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Les groupes (p), (¢) complets sont

(’0 1 I‘) A% (1 o o‘> ("[ 11
(plirzo /S 6 \100)
(1 1 o') . (’1 o1
O/ N0l0T)
(’no l‘) & (/1 o 0")77(1 o1
01 0) 110/ 100,
3 ("I I 0") . ('1 171

el ey ARG

d’ou 'on tire

oln‘)
i

/
G

(le)=

1100
(

(';01>‘(110 _(010 ‘(001>
E\Thosoy TN T 1/ Vo lo T

@ (57 185}

e (r o 13 i [»'r

1o

_(’111

/T 10
T 1) = (j 0 lv,) i

), (f) =

1

('IT! (I()U
= e
5 0 g \I 0T,

(11 1\
(krr )> (&

1)/

SR e | ("o o 1‘)
11 1) \ 10 1/ 2
(’0:0) : (01 1
\o 11/ " \oor1

et les caractéristiques des fonctions représentées en (21) et écrites
dans le méme ordre sont

Io
o

o ©

— o —
ST T

- o

S o
c =~

=]
o i~

(11
\1 o
oI
10

o)

o

)2
0,

- =
N

-
~—

(8]
1

)

S

Sickio
e
\1 0 0/

(’ I 10\

)
I 00

s o ~o

° -

i

0
8
0
I

e o o0 O ©C

<

=}

= O A0 O
R

(=]

T

F

0/
0\

)

0.

—

S
8 .

i

[o)

AR e R S D

)

On a maintenant la proposition suivante, relative i trois fone-
tions abéliennes d’un groupe, lorsque deux quelconques d’entre
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elles n’appartiennent pas 4 une paire : la somme de leurs carac-
térisliques est toujours une caractéristique paire. En effet, consi-
dérons par exemple les trois fonctions \/z, \/y, \/z et exprimons
€, 7,  lindairement en «, y, 5, 'équation (10) peut étre alors
prise sous la forme

cls) =0,

Va(aw +by +ca)+yy(a'z-+by-+cz)+ys(a'z—+ by

Si nous posons successivement 2 == o, = 0, 5 = 0, nous obtien-
drons, pour les produits des racines des équations quadratiques
qui fournissent le rapport des deux autres variables, les valeurs
fs; @ b

==y

@

— — =

dont le produit est — 1. Mais cela, d’aprés les pages 432, 433, est
précisément le criterium pour que la somme des caractéristiques
des fonctions \/’E, y‘;v", \/ soit une caractéristique paire.

En s’appuyant sur ce théoréme, on peut démontrer que les
seize fonctions abéliennes que Uon vient de déterminer sont dif-
férentes des douze fonctions qui se présentent dans le groupe
VaE. En effet, si \/pq est une paire apparlenant au groupe y§,
les caractéristiques

(V=) + (vE) + (vp),

seront impaires et, d’aprés le théoréme qui vient d'étre démontré,

(vz) (V)

(V) +vn)+Wp), (Vs

\/p ne peut se présenter dans aucun des trois groupes

(V7E) = (yz7).

(Van)=(vyE), (v

= (Vst),

Ces seize fonctions abéliennes fournissent done toutes les fonc-

tions ahéliennes qui ne sont pas contenues dans le groupe VzE, et,
sinous cherchons Jes six fonctions de ce groupe qui manquent en-
core, nous aurons ainsi déterminé les vingt-huit fonctions abé-
liennes.

Pour les obtenir, posons
u=Et-+n--g

t=2+y-+23
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et partons de 'équation
(22) Vi = yan + VyE,

o ey
que I'on tire aisément de (10) et (17). Nous remplacerons par les
fonclions

: 4o gy ouow,
les fonctions

- E o
& Yy 5 & oM g

considérées précédemment, et nous ohtenons d’abord entre ces
variables I'équation
(23) t—2—y—u-+n-+t=o,
oulre laquelle doivent avoir encore lieu trois autres de la forme
(24) at 4+ bx + ey —+a'u—+ b'n-+c'E=o,
avec la condition
aa' = bb' = cc'.

A la place des groupes (p -+ g 1), (p),(q), () se présentent

alors les suivants

(VoE) = (r);
Vat) = (Vyn) = V3T = (p+g+r),
(V7E) = (Vuy)

'\/EQ) =(n+d+p-+r).

=(n+d-+qg+r),

A

e

5l
1l

Dans le premier de ces groupes, en (r), il se présente les paires
suivantes de caractéristiques :

(,I‘):(71-+1})+(11+r+[)_):1n+7)+(,;+r+([’)
=(d)+(r+d)=(e)+ (r+e)=(f)+(r+f)=(g)+(r+g)

et, a I'aide de I'équation (23), nous obtenons les fonctions abé-

liennes suivantes

ey e

V—u—w+t=VEry+t V—u+n—y=yVzrari

Vira+E=v—¢,

(,{Unt les car‘actéris.tiq.ncs sont (n -+ 7':), (n-+p+q) (g+d),
(p+d), qui se distribuent de la maniére qui suit dans les trois
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derniers groupes (25)

(p+g+r)=(n-+r)+(n+p+q),
(n-d-+qg-+r)=(n-tr)+(g-+d)

(n+d+p-+r)=(n-+r)+(p+d)

Les caractéristiques des fonctions abéliennes qui ne sont pas
encore déterminées doivent maintenant, comme il a été démontré
précédemment, étre contenues dans le groupe (p -+ g + 7).

Si nous désignons ces caractéristiques par (&), (£)), (k}), (k2),
(k,), (k3), U'on deyra, par suite, avoir

(P g 1) = (et el (R ) = (R ),

et ces caracléristiques ne se présentent pas dans le groupe (7).

Mais lacomparaison des groupes (25)avec les groupes (p—+g--r),
(p), (g), () enseigne que dans ces groupes doivent entrer toutes
les caractéristiques impaires existantes, et ensuite que les trois
paires encore restantes des groupes (p—+¢ 1), (n--d-+g+r),
(n~d—+p-+r) doivent chacune avoir en commun une méme ca-
ractéristique.

Maintenant la caractéristique (g -+ e) ne se présente ni dans le
groupe (), ni dans (p -+ ¢~ r); il s’ensuit donc que l'on peut
choisir (%), tel que I'on ait au choix soit

(ki+gq+¢e)=(rn-+d-+q-+rT),
soit

(ki+g+e)=(n-+d-+p-+r)
De la premiére hypothése, on tirerait

ky=(n-+r-+d-+e),

mais cela n'est pas possible, car, dans le groupe (p), nous avons

les paires

(n-+r1), (m=+r-+p),
(), (d+p),
(e)s (e+p)s

et, par conséquent, d’apres le théoréme précédemment démontré

d la page 443
Les ! (n—+r-—+d-+e)
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est paire. On aura donc
(k)=(rn+d+e+p-+qg-+r),
d’ou
(k) = (n+d-+e).
On conclut de méme
(A= (n+d = f+p-i-g 1), (ky) = (n+d+ F),
(D)= (n+d+ g-+-p+q-+r) (ky)=(n-+d-+ g),

et le groupe (7 - d + p -+ r) contient les paires
k)i g o)l (K g+ ) (KD (g4 &)

D’aprés les vésultats de la considération qui précédait, d'une
équation de la forme (24) on déduira les quatre fonctions abé-
liennes

V"[[[f_f[}‘[,- ey = y"— ( @ u —‘—70’7‘, = c’?).

‘/L?—U —br -+ ey — ‘/—:ngl —}—‘5"{]—4—-()"5),

Vat b F =y —(a'u-—+bz ¢ 2

‘/a( = b

— (@ u— b oy,
dont les caractéristiques sont respectivement
(k1) (k2), (p+e), (g—+e),

et notre probléme sera donc résolu, lorsque I'on sera parvenu &
déterminer les coefficients a, b, ¢, a', &/, .

Or la fonction, qui a (p —+ ¢) pour caractéristique, est déja dé-
terminée dans ce qui précede. Clest

et, sl nous posons

P=ax i+ ?-j
nous pouvons déterminer les cocfficients a, b, ¢, @/, i/, ¢ en sorte
que ¢ se présente sous la double forme qui suit

v=at £ b'ntcy =-—au—br— k.

~
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Nous y parviendrons comme il suit, au moyen de
u=Etmbs=—a—y =0

nous éliminerons entre les deux expressions de ¢ les variables 5
et g, il vient

Bl I oy R s
s B YR ) I 3

1— By 1— 8y a 1—fy

et de la méme maniére

ay mB—y a(B—1)

= Ry a—7
d'oti 'on tire

1—fy

toe Bla—ay) B
e e
a(B—y) T

R st A b
T ~ I

Nous pouyons done former maintenant les deux fonctions abé-
liennes

Vat—+bx +cy, au-br—cy.

Sil’on y remplace ¢ et w par leurs expressions en z, y, 3, &, 7, £,
on obtient, aprés suppression de certains facteurs constants, les
deux expressions suivantes pour la fonction qui correspond a la
caractéristique (£ ),

= =

e e
i—fy "1y =@ VaG—B) T a—= " =

et, pour la fonction qui correspond a la caractéristique (ks ),

¥ <

¥ & P A E G
e Y= ap)

£
V/aIT:Bﬁ T B—m y—ad)
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Quant aux fonctions qui correspondent aux caractéristiques
(ky)s (K,)5 (K)), (K), on les obtient immédiatement en rempla-
cant respectivement ci-dessus o, £, v par o/, §, 5oy B o, et de
cette maniére, seront déterminées toutes les fonctions abéliennes
avec leurs caractéristiques respectives. Dans Pexemple choisi pré-
cédemment les caracléristiques (Rei)y (ko )y (Ky)y (Fa)y (1) (K2) se
présentent sous la forme suivante :

&\

P (TR o (OVERO Sl ST
'7A[_] 10_,)’ (/ll"*(kwlo), (&) ;‘(oto)’
SINE AV ONTEON S e TR ON

te) = (._110,)’ (/‘2)_(\0!0/)’ (/'2";{.‘010)'

Maintenant puisque, ainsi quil a été précédemment démontré,
o o = TS 2

o', B, y' peuvent étre exprimés A I'aide de , B, Yo, By, toutes

les fonctions abéliennes, ainsi que toutes leurs liaisons algébriques,

sont exprimées & I'aide de 3p — 3 — 6 constantes, que l'on peut
regarder comme les modules de la classe pour le cas ot P13

FIN:

-
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