
4. Modelos de ondutania: modelo de Hodgkin-Huxley4.1. IntroduiónAunque las neuronas reales presentan un omportamiento extremada-mente omplejo y rio, a la hora de onstruir redes de estas neuronas,debemos modelar la atividad neuronal on modelos senillos que hagansenillo el tratamiento analitio y omputaional de estas redes.Una desripión más realista y ompleta de la atividad neuronal sebasa en ajustes analítios de experimentos de mediión de voltaje yorrientes iónias en la membrana elular (voltage and urrent lampexperiments). Dado que en general hay muhos tipos y antidad deorrientes iónias involuradas, hae que los modelos realistas de neu-ronas sean extremadamente omplejos. El modelo más simple de estetipo es el modelo del axón gigante del alamar de Hodgkin-Huxley [67℄.Aun en este aso el estudio de redes grandes on estas neuronas es ex-tremadamente omplejo. En el otro extremo estan los modelo binariosde neuronas (MCulloh-Pitts, Little o Hop�eld) que usualmente hansido utilizados para estudiar redes neuronales atratoras [68℄ dado quepermite haer estudios detallados del omportamiento de la red aunqueeliminan muha de la omplejidad biologia de la neuronas reales.Entre estos dos extremos existen otras desripiones omo los modelosde integraión y disparo[69℄ y el modelo de FitzHugh-Nagumo[70℄ quese onstruyen de forma fenomenológia para reproduir el omporta-miento observado en el modelo de Hodgkin-Huxley (HH) y en menormedida en las neuronas reales. En este apitulo y siguientes vamos aver omo partiendo del modelo HH llegar a los modelos binarios men-ionados anteriormente.4.2. El modelo de Hodgkin-HuxleyLas propiedades elétrias de las élulas y en partiular de las neuronaspueden ser desritas en términos de la densidad y tipo de anales iónios ensu membrana. Podemos representar la membrana de la élula por el siguienteesquema:La euaión básia que gobierna la dinámia de ualquier neurona on po-tenial de membrana onstante V está dada por la euuaión de onservaiónde la arga, 44



Figura 11: Ciruito equivalente a una membrana elular on anales iónios
C

dV

dt
= −F + Idonde C es la apaidad de la membrana elular (C = 1µF/cm2), F repre-senta las orrientes iónias de la membrana e I es la suma de la orrientesexternas y sináptias entrando en la élula, ada una de ellas por unidad deárea de la membrana elular ( Si el potenial no es uniforme es neesario in-luir un término laplaiano que hae el análisis más omplejo). En el modeloHH, el término F proviene de la onduión de iones sodio y potasio a travesde anales en la membrana uya apertura o ierre depende de V. Además seinluyen otras orrientes ionias mediante un término óhmio difusivo (lea-kage). F es una funión de V y tres ondutanias dependientes del voltaje,

m, h y n

F (V ; m; h; n) = gL(V − VL) + gKn4(V − VK) + gNahm3(V − VNa) (96)on gL = 0,3mS/cm2, gK = 36mS/cm2, gNa = 120mS/cm2, VL = −54,402mV,
VK = −77mV and VNa = 50mV. Las variables m, h y n dependen del volta-je y del tiempo y toman valores entre 0 y 1. Se aproximan asintótiamentea m

∞
(V ), h

∞
(V ) y n

∞
(V ) on onstantes de tiempo τm(V ), τh(V ) y τn(V )respetivamente,
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on τm(V ), τh(V ), τn(V ), m
∞

(V ), h
∞

(V ) y n
∞

(V ) obtenidas mediante ajustede datos experimentales. Se tiene:
τ(m;h;n) =

1

α(m;h;n) + β(m;h;n)

; (m
∞

; h
∞

; n
∞

) =
α(m;h;n)

α(m;h;n) + β(m;h;n)

(98)on
αm =

0,1(V + 40)

1 − exp[−0,1(V + 40)]
αh = 0,07 exp[−0,05(V + 65)]

αn =
0,01(V + 55)

1 − exp[−0,1(V + 55)]
βm = 4 exp[−0,0556(V + 65)]

βh =
1

1 + exp[−0,1(V + 35)]
βn = 0,125 exp[−0,0125(V + 65)]

(99)Las funiones m
∞

, h
∞

y n
∞

junto on las orrespondientes onstantes detiempo apareen representadas en la �gura 12 (Notar que τm ≪ τh, τn lo ualserá importante para reduir la dimensionalidad del modelo).
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Figura 12: Comportamiento on V de las onstantes de tiempo y valoresasintótios para las ondutanias ativas del modelo de HH46



Para I = 0, V permanee en el nivel de reposo a −65mV. Un pulso I > 0(su�ientemente grande y su�ientemente largo) produe una depolarizaiónrepentina hasta 50mV seguido de una hiperpolarizaión rápida por debajo delnivel de reposo y �nalmente una reuperaión lenta hasta el nivel de reposo(ver �gura 13). El resultado es un potenial de aión (PA). El reimientorápido del PA está produido por la variable m que iniia una orrientepositiva de sodio. El PA se aaba uando la variables h y n lentamente sevan ajustando a los ambios de V : a poteniales altos h empieza a dereer,apagando la orriente de sodio, y n empieza a inrementarse iniiando unaorriente de potasio que hiperpolariza la élula. El tiempo de reuperaióninvolura un reajuste de h y n a sus valores de reposo.Entones las prinipales araterístias que debe inluir un modelo dedynamia neuronal son:1. Un potenial de aión2. Un periodo refratario después de un PA, en el que la reuperaiónlenta de las ondutanias tiene un fuerte impato en las propiedadeselétrias de la élula.3. La habilidad del modelo para integrar apaitativamente los pulsos deorriente.Los dos últimos requisitios son neesarios para ontruir modelos que reaio-nen de forma apropiada a impulsos sináptios.
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5. Reduión del modelo de Hogkin-Huxley: mo-delo de Fitzhugh-NagumoEl espaio de las fases del modelo de HH tiene dimensión uatro (V, m, h, n)lo que hae hae muy di�il el visualizar y entender intuitivamente omo fun-iona. La ténia usual es tratar de reduir la dimensionalidad del modelo.Vamos a desribir aquí un proedimiento partiular de reduión de la di-mensionalidad.Primero debemos notar que la esala de tiempo asoiada a ambios en mes muho más orta que la asoiada a ambios en h y n. Entones m alanzarásu valor asintótio más rápidamente que las otras. Si nos restringimos aesalas de tiempo ortas podemos reemplazar m por su valor asintótio.
m ≈ m

∞
(V )y

F (V ; m; h; n) ≈ F (V ; m
∞

(V ); h; n) ≡ FPodriamos simpli�ar aún más si sustituyeramos h y n por sus valoresasintótios pero, si as� lo haemos, quitamos la posibilidad de generar po-teniales de aión (los poteniales de aión terminarían al mismo tiempoque se iniiaran). En vez de esto onsideraremos que estas variables van re-trasadas y alanzan su estado estaionario más lentamente. Esto se puedesimular introduiendo una variable auxiliar de voltaje U y reemplazando hy n por sus valores asintótios en el potenial U. La dinámia de U la haeretrasarse a V pero se aproxima a ella de forma asintótia:
h ≈ h

∞
(U) n ≈ n

∞
(U)entones

F (V ; m; h; n) ≈ F (V ; m
∞

(V ); h
∞

(U); n
∞

(U)) ≡ f(V ; U)Puesto que h y n son funiones monótonas el sustituirlas por sus valoresasintótios no es más que haer un ambio de variables. Sin embargo laaproximaión radia en sustituir dos variables (n, h) por una sola (U). Eneste sentido debemos de elegir U on uidado para minimizar los efetosde la aproximaión. La dependenia temporal de U en f debe inluir ladependenia temporal de h y n en F. Entones se tiene:
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y
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dt
≈ h

∞
(V ) − h

∞
(U) τn(V )

dn

dt
≈ n

∞
(V ) − n

∞
(U)Usando este resultado podemos resolver la dependenia temporal dU

dt
enfunión de V y U dando lugar a una versión bidimensional del modelo deHH:
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∂h
y ∂F

∂n
están evaluadas en h = h

∞
(U) y n = n

∞
(U). Notar que para

U = V se tiene g(V, U) = 0.Simulaiones de este modelo reduido muestran que es una buena apro-ximaión del modelo original (haerlo omo ejeriio). En la �gura 14 mos-tramos el espaio de las fases (U, V ) del modelo reduido. donde las lineasrepresentan las urvas isolinas, dV/dt = 0 y dU/dt = 0 para I = 0 (pa-nel de la izquierda) y para varios valores positivos de I (dereha). El punto
V = −65, U = −65 es el punto de equilibrio (potenial de reposo). Las�ehas indian los �ujos de las trayetorias haia las dos isolinas.Este modelo es similar al modelo de FitsHugh-Nagumo [70℄ (FN) quetambién involura dos euaiones difereniales:

dV
dt

= V − V 3

3
− U + I

dU
dt

= φ(V + a − bU)

(101)Sin embargo en el modelo FN, g(V, U) es lineal en U y V mientras que f(V, U)es úbia en V y lineal en U. La forma lineal para g no es una aproximaiónmala pero la forma para f distorsiona onsiderablemente la dinámia. Porejemplo, la amplitud de los PA en el modelo de HH y en este modelo reduido,deree uando la freuenia aumenta (omo onseuenia del inremento de49



Figura 14: Espaio de las fases del modelo reduido para I = 0 (izquierda) ypara valores positivos y reiente de Ila orriente inyetada, f. �gura 15) mientras que en el modelo de FN laamplitud es independiente de la freuenia de disparo. Además no existe unarelaión direta entre los parámetros del FN y los del modelo de HH.Podemos visualizar el omportamiento del modelo reduido dibujandoen el plano (U-V) las urvas isolinas dV
dt

= 0 y dU
dt

= 0 y viendo omoevoluionan las trayetorias uando inyetamos un pulso de orriente I. La�gura 16 muestra el espaio de las fases para I = 0 (trayetoria inferior) ypara un valor I > 0 (onstante) (trayetoria superior) que produe respuestarepetitiva omo muestra la apariión de un ilo límite. El írulo muestrael punto de reposo para I = 0 y es estable. Para un ierto I > 0 este puntode interseión de las dos isolinas ae dentro de la porión de dV/dt que espositiva y deja de ser estable iniiando entones un ilo límite.Otra forma de visualizar la dinámia del modelo reduido es viendo surespuesta a pulsos de orriente de diferente amplitud y duraión (f. �guras17 y 18) suponiendo que iniialmente se enuentra en el potenial de reposo(V = U = −65). La �gura muestran la trayetoria del potenial de membranaen el espaio de las fases en linea de puntos marados a intervalos de tiempoiguales y las �ehas indiando el sentido del movimiento. El panel de laizquierda de la �gura 17 muestra la respuesta a un pulso de orriente pequeño.El ambio produido en V es insu�ente para mover V fuera de la región
dV/dt < 0 (f. �gura 14) y el potenial se vuelve otra vez a su potenialde reposo. Los efetos sobre V son más dramátios que sobre U. El panelde la dereha muestra la respuesta a un pulso muho más grande y que50
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Figura 16: Respuesta del modelo reduido en funión de la orriente I.potenial vuelva a ir al potenial de reposo.La �gura 18 muestra lo que ourre uando el pulso de orriente es aúnmás grande. En este aso el pulso pone el potenial tan alejado de la línea
dV/dt = 0 que un inremento en U no puede llevarlo otra vez a la región
dV/dt < 0 y el �ujo lleva el sistema a la región de alto voltaje de la isolina
dV/dt = 0 y se produe la generaión de un PA. La �gura muestra quedurante la mayor parte del PA el potenial está era de la isolina dV/dt = 0.
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Figura 17: Respuesta del modelo reduido a diferentes pulsos de orrientegenerando un evento subumbral.

Figura 18: Respuesta del modelo reduido a diferentes pulsos de orriente ygeneraión de un potenial de aión.
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6. Modelo de Integraión y disparo y su redu-ión a neuronas binariasUn sistema on dos euaiones difereniales podemos simpli�arlo aúnmás ignorando una de ellas. La euaión para V re�eja las propiedades a-paitivas de la membrana elular que son responsables del omportamientointegrativo de la élula. Por otra parte la euaión diferenial para la U repro-due la dependenia temporal de la ondutania a través de la membranay es responsable del periodo refratario. Como veremos los modelos de inte-graión y disparo (IFM) ignoran la variaión temporal de la U e inluyen elperiodo refratario de una forma muy simple. Los modelos de neuronas bi-narias en ambio ignoran la euaión para la V y no simulan las propiedadesde integraión y de retraso temporal dadas por los efetos apaitivos. Sinembargo ambos modelos reproduen on bastante aproximaión el resto depropiedades dinámias.Un proedimiento estandar para reduir el sistema de dos euaiones (100)es tratar una de las variables omo instantánea. Por ejemplo, si dV
dt

≫ dU
dt

,
V se moverá rápidamente hasta un valor que hae dV

dt
= 0 momento en elque la dinámia vendrá dada por la ligadura −f + I = 0 y la dinámia lentaasoiada a la U. Esto ourre para la mayor parte del rango de V y U y puedeverse en la �gura 18 donde la trayetoria de un potential de aión tranurremuy era a la isolina dV

dt
= 0 (Esto se puede deduir viendo que |f | ≫ |g|que implia que V esté era de esa isolina durante la mayor parte deltiempo). Sin embargo para reproduir de forma preisa el patrón de disparoneesitamos restringir nuestro estudio a lo que ourre era del potenial dereposo y del umbral de disparo donde la situaión es más ompleja. Unainspeión detallada alrededor de U = −65 muestra que en esa región f y gson omparables (ver �gura 19). Por debajo del potenial de reposo f tiendea ser mayor. Así en esta región V puede ser onsiderado instantáneo y ladinámia está determinada por la ligadura −f + I = 0 y la equaión dU

dt
. Porotra parte para poteniales ligeramente superiores al potenial de reposo f esmenor que g. Esta región es esenial para disparar un potenial de aión ypor tanto ignorar los efetos apaitivos inorporados en dV

dt
es un error. Porlo tanto el reduir la dimensionalidad del modelo sugiere llegar a un auerdo.Si nos interesa la región entre el potenial de reposo y el umbral de disparoentones la dinámia más relevante es la de V. Esta es la aproximaión que seutiliza en los modelos de integraión y disparo. En ambio la aproximaión

dV
dt

= 0 es válida para la mayor parte de los valores de V exepto en la regiónumbral, y da lugar a los modelos binarios.54



Figura 19: Comportamiento de I = −f(V,−65) y g(V,−65) mostrando queson omparables.6.1. Modelos de Integraión y disparoLos modelos de integraión y disparo puede reproduir el omportamientoapaitivo de la membrana pero trantan los periodos refratarios de formamuy burda. Podemos derivar un modelo de IF del modelo reduido ignorandola dinámia de la U. En estas ondiiones el modelo no puede generar unPA. Para inluir esta posibilidad se asume que uando V exede un iertoumbral Vth se genera de forma instantánea un PA. La existenia de un periodorefratario se introdue ongelando el potenial V justo después del PA ydurante un determinado periodo de tiempo.Podemos eliminar la dinámia de la U de dos formas. Primero podemoshaer U = V haiendo dU
dt

= 0 quedando
C

dV

dt
= −f(V, V ) + IDe la �gura 20 izquierda se ve que f(V, V ) es asi lineal, aproximaión quese hae muhas vees obteniendo los modelos de IF lineales. En este aso setomando V = v − 65 se tiene:

C
dv

dt
= −

v

R
+ Ion R = 0,8kOhm cm2 (obtenido mediante ajuste de la urva f(V,V)).55



Figura 20: Comportamiento de I = −f(V, V ) en funión de V.La aproximaión U = V es bastante dramátia pues esa ondiión sólose umple era del valor de reposo. Una aproximaión más razonable esonsiderar U = −65. Entones V sigue la dinámia:
C

dV

dt
= −f(V,−65) + I.La urva f(V ;−65) ( ver Figura 20 dereha) es altamente nolineal y pasados vees por el zero. El valor más alto de V para el que f = 0 de�ne elumbral de disparo puesto que para poteniales mayores se tiene dV/dt > 0.Un ajuste de esta urva en la región relevante da el siguiente modelo deintegraión y disparo no lineal:

C
dv

dt
= −0,250v + 0,083v2 + 0,008v3 + Ion umbral vth = 2,5.6.2. Modelos binariosComo hemos visto antes el potenial V tiende a estar muy era de laisolina dV

dt
= 0 durante la mayor parte del tiempo en el espaio de las fa-ses. Así, otra aproximaión para reduir aún más el sistema es asumir quela membrana elular tiene una apaidad C tal que la euaión diferenialpara V puede reemplazarse por la ligadura f(V, U) = I. En otras palabras,asumimos que la apaidad es su�ientemente pequeña tal que los ambiosde V ausados por ambios en la orriente I y en U pueden onsiderarse ins-tantáneos. Podemos resolver entones la euaión de ligadura para V omouna funión de U. Para de�nir orretamente la funión inversa introduimosuna variable binaria S que india en qué parte de la urva estamos en ada56



momento. En la �gura 21 se muestra un nivel superior por enima del ual
S = +1 y una nivel inferior por debajo del ual S = −1. En esta �gura I = 0.Podemos relaionar esta variable binaria on las del modelo de Hop�eld dela siguiente forma: S = +1 uando el potenial de membrana toma valoresgrandes araterístios de un PA y S = −1 uando la élula no dispara y estáera de su potenial de reposo. La región entre S = +1 y S = −1 no neesitaser onsiderada puesto que V nuna entra en esta región. V salta instantá-neamente de la región S = −1. Esto es una una aproximaión instantánea delprinipio y �nal del PA resultado de ignorar la apaidad de la membrana.Esta es una buena aproximaión pues estos proesos son extremadamenterápidos. V puede ser eliminada en términos de S y U. Entones dU

dt
depende

Figura 21: Relaión entre el modelo reduido y el modelo binario.de U y S. Esto se muestra en el panel de la dereha de la �gura 21. Tambiénse muestra on linea ontinua un ajuste lineal de dU
dt

en la región S = +1y S = −1 que se puede utilizar para simpli�ar aún más el modelo. Unaorriente no nula se puede introduir notando que para S = +1 la orrienteno tiene apenas impato mientras que para S = −1 ambia efetivamente lavariable U (f. �gura 14). Se tiene:
dU

dt
= −0,3(U + 65 − 0,6I)para S = −1 y
dU

dt
= −1,3U − 50para S = +1. El punto débil de esta aproximaión es el heho que la euaióndiferenial para U es lineal en I uando en realidad la respuesta es nolinealsi la orriente es muy grande. 57



El modelo binario �nal involura dos euaiones, una para mantener elvalor de S y la otra la euaión diferenial para U obtenida por ombinaiónde las dos euaiones para dU
dt

dadas anteriormente. S ambia de −1 a +1uando U pasa −66 desde poteniales mayores y de +1 a −1 uando U pasa
−43 uando se inrementa. Introduiendo el ambio de variables:

U = 11,5u − 65 i = 0,03IEntones el modelo binario viene dado por
S = sign[S + 0,9 − u + (1 − S)i]on

du

dt
= −(0,8 + 0,5S)u + 1,5(1 + S) + 0,3(1 − S)i (102)La euaión para S es similar a la del modelo de Hop�eld a T = 0 on trespropiedades extras: 1) La presenia de S en el argumento del la funión signoorigina histéresis. 2) la variable u atúa omo un umbral dependiente deltiempo, euaión (102). 3) La orriente i solo se aopla uando S = −1. Elonsiderar estas tres propiedades hae que este modelo binario inluya, onla exepión de las propiedades apaitivas, la dinámia ompleta del modelode HH. La euaión para u es lineal por lo que se puede resolver senillamentey se pueden obtener resultados analítios.Una version disreta del modelo binario se puede haer en forma de mapaiterado:

S(t + ∆t) = sign[S(t) + 0,9 − u(t) + (1 − S(t))i(t)]
u(t + ∆t) = ū + (u(t) − ū) exp[−(0,8 + 0,5S(t))∆t]

(103)donde
ū =

1,5(1 + S(t)) + 0,3(1 − S(t))i(t)

0,8 + 0,5S(t)Sistemas de neuronas binarias pueden onstruirse usando
i =

1

2

∑

j

Jj(Sj + 1)para la orriente sináptia on Jj representando las intensidades sináptias.
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