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RESUMEN

Las investigaciones en didactica de las matematicas revelan la importancia del uso de
representaciones visuales y diagramaticas en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, asi como también la gran complejidad de factores relacionados con ellas. En
esta investigacion, en una primera fase analizamos la diversidad de objetos y procesos
implicados en la actividad matematica que se realiza con el apoyo de representaciones
diagramaticas; interpretamos el razonamiento diagramatico en términos ontosemidticos
mediante el analisis de la resolucién de un problema sobre fracciones, aplicando diversos
procesos resolutivos que involucran el uso de diagramas. Asimismo, la aplicacion del
marco tedrico del enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematicos, ha
permitido mostrar la relacion entre los lenguajes diagramaticos-visuales y los lenguajes
secuenciales presentes en la actividad matematica. Este analisis fundamenta la segunda fase
de la investigacion, en la cual iniciamos el disefio, implementacion y evaluacion de un
proceso formativo para desarrollar la competencia de analisis epistémico y cognitivo de
futuros profesores de matematicas, destacando el papel de los lenguajes visuales y
analiticos en la constitucion de objetos matematico, asi como las relaciones entre los
objetos ostensivos y no ostensivos. A lo largo de este proceso hemos identificado ciertas
dificultades en el reconocimiento y discriminacion de los tipos de objetos y significados

revelando la complejidad de las tareas propuestas.
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Une théorie n'est pas la connaissance, elle permet la
connaissance. Une théorie n'est pas une arrivée. C'est
la possibilité d'un départ. Une théorie n'est pas une
solution, c'est la possibilité de traiter un probleme.
(Morin 1990, p. 310)
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INTRODUCCION GENERAL

El razonamiento diagramatico, enmarcado por la teoria semidtica de Charles S. Peirce
(1839-1914) y el uso de visualizaciones, estan recibiendo una especial atencion en diversas
investigaciones en educacién matemaética (Bakker y Hoffman, 2005; Otte, 2006; Campos,
2007; Rivera, 2011). Para describir la actividad matematica, la aproximacion semioética
introduce la nocién de sistema semidtico “formado por el conjunto de signos, normas de
produccion de signos y estructuras de significado subyacentes” (Godino, Font, Wilhelmi y
Lurduy, 2011, p. 247).

El prop6sito de nuestro trabajo es indagar sobre la posicion ontosemidtica del razonamiento
diagramatico respecto a la naturaleza de los objetos matematicos que intervienen y que
emergen de las practicas matematicas. Esperamos que la nocion de configuraciéon de
objetos propuesta por el EOS, y la aplicacion de los procesos duales de materializacion -
idealizacion, particularizacion -  generalizacion, reificacion - descomposicion,
personalizacion - institucionalizacion, representacion - significacion, al andlisis de la
actividad matematica, puedan complementar la vision aportada por el razonamiento
diagramatico en el papel de la visualizacion en el aprendizaje matematico. Asimismo,
consideramos que el profesor de matematicas debe tener conocimiento, comprension y
competencia para discriminar los distintos tipos de objetos que intervienen en la practica
matematica escolar. Debe ser competente para disefiar y gestionar procesos de
materializacion e idealizacion de los objetos matematicos, junto con los correspondientes
procesos de particularizacion y generalizacion (Godino, Giacomone, Wilhelmi, Blanco y
Contreras, 2015b). Por tal motivo, pretendemos iniciar un disefio instruccional para
desarrollar la competencia de analisis epistémico y cognitivo en futuros profesores de

matematicas de educacién secundaria.

En el capitulo 1 se pone de manifiesto la problematica epistemoldgica, semiotica y
educativa que gira en torno del razonamiento diagramatico y la visualizacion, la cual ha
motivado nuestra investigacion; asimismo, se describen las herramientas teéricas que seran

utilizadas para alcanzar nuestros objetivos y la metodologia empleada. En el capitulo 2 se
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fundamentan aspectos propios de la visualizacion y el razonamiento diagramatico; este
desarrollo permitira avanzar en la seleccion de tareas prototipicas de visualizaciéon y
razonamiento diagramatico y su analisis mediante la nocion de configuracion de objetos y
procesos matematicos, que orientan nuestra perspectiva a traves del Enfoque Ontosemidtico
del conocimiento y la instruccion matematicos (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font,
2007). En el capitulo 3 describimos una experiencia de aula apoyada en el disefio de una
accion formativa orientado a promover la reflexion en los profesores de matematicas en

formacion sobre:

- las caracteristicas de la visualizacion y del razonamiento diagramatico y su papel en
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,

- reconocimiento de la diversidad de objetos y procesos implicados en tareas
matema@ticas realizadas mediante la aplicacion de visualizaciones y razonamiento

diagramatico.

En el ultimo capitulo se exponen las conclusiones de nuestra investigacion, las limitaciones

de la mismay las futuras vias de continuidad.
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CAPITULO 1.

PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1. AREA PROBLEMATICA

Los diagramas, y en general el uso de visualizaciones y materiales manipulativos,
desempefian un papel importante en la construccién y comunicacion de los distintos tipos
de objetos matematicos, y por lo tanto, su uso es fundamental en los procesos de ensefianza

y aprendizaje.

En diversas investigaciones sobre el razonamiento diagramatico, se asume que dichas
materializaciones constituyen representaciones de los conceptos matematicos y de las
estructuras en las cuales se organizan. Duval (2006), sefiala la importancia de las diferentes
representaciones y las transformaciones entre los registros de representacion semidtica,
considerandose fundamentales para la comprension y comunicacion de los objetos
matematicos. Aunque se advierte que los objetos matematicos no deben confundirse de sus
posibles representaciones materiales, las relaciones entre dichos objetos siguen siendo
conflictivas, tanto desde el punto de vista epistemologico como educativo (Godino,

Giacomone, Wilhelmi, Blanco y Contreras, 2015a, p. 1).

Dentro de las perspectivas semioticas usadas en educacion matematica para describir,
analizar y comprender los procesos de ensefianza y aprendizaje, destaca la aplicacion de la
semidtica peirceana, en particular, la caracterizacion del razonamiento diagramatico y la
abstraccion hipostatica, en donde el uso y manipulacién de varios tipos de diagramas
juegan un papel fundamental. Partiendo de presupuestos antropoldgicos y semidticos, el
Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccién matematicos aborda una

problematica similar aplicando herramientas conceptuales y metodoldgicas diferentes.
1.2. PROBLEMA ESPECIFICO DE INVESTIGACION
El problema que abordamos en esta investigacion surge de la constatacion de que algunos

trabajos sobre el razonamiento diagramatico, y en general sobre el uso de visualizaciones

13



en educacion matematica, no abordan de manera explicita, la naturaleza y diversidad de
objetos matematicos representados mediante los diagramas y demaés visualizaciones. Los
objetos matematicos son considerados como abstractos mientras que los diagramas lo son
como concretos o perceptibles, y se insiste en no confundirlos, pero las relaciones entre
ambos tipos de objetos no son abordadas de manera explicita. No es de extrafiar esta
situacion dado que clarificar los objetos abstractos y su relacion con el mundo empirico es
un problema filosofico y psicoldgico de primera magnitud que es abordado desde diversos
paradigmas y marcos teoricos (Godino et al., 2015a).

De acuerdo a la problematica planteada, consideramos que existen posiciones empiristas
ingenuas sobre el uso de artefactos manipulativos y visualizaciones en los procesos de
enseflanza y aprendizaje. Consideramos que es necesario superar dichas posiciones y
desvelar el entramado de objetos no ostensivos que intervienen en las practicas matematicas
y que son imprescindibles para la solucion de situaciones — problemas. Asimismo, este
analisis plantea un reto para el formador de profesores; dada una tarea matematica, el
profesor debe ser capaz de prever posibles soluciones de la misma, distinguiendo la
secuencia de practicas operativas y discursivas que el resolutor debe implementar en cada
caso. También debe poder identificar la trama de objetos ostensivos (lenguajes y artefactos)
y no ostensivos (conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) imbricados en las
practicas matematicas, asi como las relaciones potencialmente conflictivas entre los

diversos tipos de lenguajes puestos en juego y los procesos matematicos involucrados.

Este analisis epistémico y cognitivo es complejo y requiere el desarrollo de una
competencia especifica en los profesores, mediante intervenciones formativas especificas
(Godino et al., 2015b).

1.3. OBJETIVOS

La manera de entender los diagramas tiene importantes consecuencias para la educacion

matematica; en este sentido nos proponemos a continuacion dos objetivos.

O1.: clarificar las relaciones entre las representaciones visuales, diagramaticas o de

cualquier otro tipo, y los objetos matematicos no ostensivos que les acompafan
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necesariamente. Esto supone indagar sobre la posicion ontologica del razonamiento
diagramatico respecto a la naturaleza de los objetos matematicos que intervienen y

que emergen de las practicas matematicas.

Entre los marcos semidticos analizados no hay una posicion explicita y suficiente sobre la
naturaleza del objeto matematico, tanto para describir como para comprender la préactica
matematica. Creemos que la aplicacion de la nocién de configuracion ontosemiotica puede

enriquecer a estos marcos tedricos.

Esta problematica es clave ya que “cualquier teoria didactica, en un momento u otro (a
menos que voluntariamente quiera confinarse a si misma en una posicion ingenua), debe

clarificar su posicion ontologica y epistemologica” (Radford, 2008b, p. 221).

El reconocimiento explicito de los objetos y procesos implicados en las practicas
matematicas es una competencia que el profesor debe desarrollar y por lo tanto,
consideramos que el formador de profesores debe disefiar procesos formativos orientados al
desarrollo de dicha competencia. Para atender a esta cuestion, nos proponemos como

segundo objetivo:

O2: iniciar el disefio de una accién formativa para desarrollar la competencia de
analisis epistémico y cognitivo de futuros profesores de matematicas, destacando el
papel de los lenguajes visuales y analiticos en la constitucion de objetos

matematico, asi como las relaciones entre los objetos ostensivos y no ostensivos.

El logro del segundo objetivo esta direccionado al planteamiento de estrategias que
permitan reflexionar sobre las caracteristicas de la visualizacion, del razonamiento
diagramatico y su papel en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Asimismo,
favorece el reconocimiento, por parte del profesor, de la diversidad de objetos y procesos
implicados en tareas matematicas realizadas mediante la aplicacion de visualizaciones y

razonamiento diagramatico.
1.4. MARCO TEORICO

Para abordar la problematica planteada, consideramos el marco del enfoque ontosemidtico
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(EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos desarrollado por Godino y cols.
(Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007). El punto de
partida del EOS es “la formulacion de una ontologia de objetos matematicos que tiene en
cuenta el triple aspecto de la matemética como actividad de resolucion de problemas,
socialmente compartida, como lenguaje simbodlico y sistema conceptual ldgicamente
organizado” (Godino et al., 2007, p. 129).

De acuerdo con Godino et al. (2007) es preciso estudiar con amplitud y profundidad las
relaciones dialécticas entre las ideas matematicas, el lenguaje matemaético (sistemas de
signos) Y las situaciones-problemas, para progresar en el desarrollo de una ontologia y una
semidtica especifica que estudie los procesos de interpretacion de los sistemas de signos

matematicos puestos en juego en la interaccion didactica.

A continuacién sintetizamos, en primer lugar, la nocion de configuracion ontosemidtica de
practicas, objetos y procesos, que sera la herramienta tedrica para llevar a cabo el primer
objetivo (O1). Es importante destacar que las practicas matematicas tienen un rol
fundamental para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, y por ellas se entiende a
“toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por una persona (o compartidas
en el seno de una institucion) para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 334). Asimismo, pueden ser conceptualizadas como “la combinacién de
una préctica operativa, a través de la cual se leen y producen los textos matematicos y una
practica discursiva, la cual permite la reflexion sobre la practica operativa” (Font, Godino y
Gallardo, 2013, p. 104). Si son llevadas a cabo por una persona se considera un sistema de
practicas personales, mientras que si son compartidas en el seno de una institucion, se trata
de un sistema de précticas institucionales. En el capitulo 2 usaremos estas herramientas
tedricas para analizar el razonamiento diagramatico que se despliega en la resolucién de un

problema sobre fracciones.

En segundo lugar, mencionamos el modelo de conocimiento didactico matematico (CDM),
propuesto por Godino (2009), que serviran de apoyo para afrontar el segundo objetivo
(02).
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1.4.1. Configuraciones ontosemidticas

En el marco del EOS se postula que en las practicas matematicas intervienen seis tipos de

objetos matematicos primarios:

- lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, etc.);

- situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios);

- conceptos: pueden ser introducidos mediante definiciones o descripciones (recta,
punto, nimero, media, funcion);

- proposiciones (enunciados sobre conceptos);

- procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo);

- argumentos (enunciados usados para justificar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo).

Las situaciones — problemas son la razon de ser de la actividad matematica escolar; el
lenguaje es la parte ostensiva que representa las restantes entidades y sirve de instrumento
para la comunicacion y accion en el trabajo matematico; los argumentos justifican los
procedimientos y proposiciones que relacionan los conceptos entre si. La consideracion de
una entidad como primaria no es una cuestion absoluta sino gue es relativa, puesto que se
trata de entidades funcionales y relativas a los juegos de lenguaje (marcos institucionales y
contextos de uso) en que participan; a su vez estos objetos se organizan en entidades mas
complejas como sistemas conceptuales, teorias, etc. (Godino et al., 2007). Cuando un
agente realiza y evalUa una practica matematica se activa un conglomerado articulado por
estos tipos de objetos matematicos, los cuales son conectados entre si formando una

configuracién de objetos primarios.

Los objetos matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de
las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser contemplados desde
cinco pares de puntos de vista duales (figura 1) (Font et al., 2013); a continuacién se
describen de manera sucinta y méas adelante se aplican al caso del razonamiento

diagramatico.
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1. Ostensivo - no ostensivo. EI EOS concede un papel esencial a la ostension en la
practica matematica los cuales son entendidos, como objetos que se pueden mostrar
publicamente, visualmente o de algun otro modo perceptivo. Los objetos
institucionales y personales tienen una naturaleza no-ostensiva, esto significa, que
no son perceptibles por si mismos. Cada objeto matematico (abstracto, ideal,
general, inmaterial, no ostensivo) tiene una faceta ostensiva. Esta ostension puede
consistir en las inscripciones simbdlicas, necesarias para representar los objetos,
entendidos como un todo unitario, y poder "operar" con ellos en progresivos niveles
de generalidad, o bien visualizaciones iconicas o diagramaticas que muestren la
estructura del objeto, entendido de manera sistémica. Sin embargo, entre las facetas
ostensiva y no ostensiva de los objetos matematicos existen relaciones dialécticas

delicadas.

2. Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en el seno de
una institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”,
mientras que si estos sistemas son especificos de una persona se consideran como
“objetos personales” (Godino y Batanero, 1994, p. 338). La cognicién matemaética
debe contemplar las facetas personal e institucional, entre las cuales se establecen
relaciones dialécticas complejas y cuyo estudio es esencial para la educacion
matematica. La “cognicion personal” es el resultado del pensamiento y la accion del
sujeto individual ante una cierta clase de problemas, mientras la “cognicion
institucional” es el resultado del diadlogo, el convenio y la regulacion en el seno de

un grupo de individuos que forman una comunidad de practicas.

3. Extensivo-intensivo. En esta dualidad un objeto que interviene en un juego de
lenguaje como un caso particular (un ejemplo especifico, p. e., la funcion y= 2x +1)
también puede verse como una clase mas general (p. e., la familia de funciones y=
mx + b). Esta dualidad centra la atencién en la dialéctica entre lo particular y lo
general, que sin duda es una cuestion clave en la construccion y aplicacion del

conocimiento matematico.
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4. Unitario-sistétmico. Los objetos matematicos participan en algunas circunstancias,
como entidades unitarias (que se suponen conocidas previamente), y en otras,

intervienen como sistemas que se deben descomponer para su estudio.

5. Expresion — contenido. La actividad matemaética y los procesos de construccion y
uso de los objetos matematicos se caracterizan por ser esencialmente relacionales.
Los distintos objetos no se deben concebir como entidades aisladas, sino puestas en
relacion unos con otros. La relacion se establece por medio de funciones semidticas,
entendidas como una relacion entre un antecedente (expresion, significante) y un
consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o

institucién) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspondencia.

Por otra parte, las dualidades dan lugar a los siguientes procesos cognitivos / epistémicos:
institucionalizacion — personalizaciéon; generalizacion — particularizacion; analisis /
descomposicion — sintesis/reificacion; materializacion / concrecion — idealizacion /

abstraccion; expresion/representacion — significacion.

s
- wtnal

Figura 1. Configuracién de objetos y procesos.

La consideracion de las facetas duales extensivo/intensivo, ostensivo/no ostensivo y
unitario/sistémico permiten la delimitacion de los procesos de particularizacion y
generalizacion con respecto a los procesos de idealizacion y materializacion (Font y

Contreras, 2008) y de estos con los de reificacion y descomposicion. Se trata de una
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delimitacion importante que permite un analisis mas detallado de cada uno de estos
procesos Yy de su presencia combinada en la actividad matematica, y por tanto, clarificar la
naturaleza del “objeto matematico” usualmente considerado como una entidad abstracta o

ideal.

Un objeto abstracto (ideal o hipostatico) es entendido en el EOS como una entidad,

inmaterial (no ostensiva), general (intensiva), que se puede considerar de manera:

- unitaria (como regla), o sistémica (configuracién ontosemidtica de précticas, objetos
Y procesos),
- personal (mental), o institucional (sociocultural),

- antecedente (significante), o consecuente (significado) en una relacion semidtica.

El proceso de abstraccion mediante el cual emergen o se construyen los objetos abstractos
conlleva el concurso de otros procesos cognitivos - epistémicos mas basicos:
generalizacion, idealizacion (entendida como desmaterializacion), unitarizacién

(reificacion, cosificacion), significacion, representacion.

Esta manera antropoldgica de entender la abstraccion, esto es, la emergencia de objetos
generales e inmateriales que constituyen las estructuras matematicas, tiene importantes
consecuencias para la educacion matematica ya que el aprendizaje matematico debe tener
lugar mediante la progresiva participacion de los estudiantes en los juegos de lenguaje
matematicos realizados en el seno de comunidades de practicas matematicas (instituciones
0 grupos socioculturales). De esta manera, el didlogo y la interaccion social cobran un papel

clave, en contraposicion a la mera manipulacion y visualizacion de objetos ostensivos.

Se asume la vision antropoldgica de Wittgenstein segin la cual los conceptos,
proposiciones y procedimientos matematicos no son otra cosa que proposiciones empiricas
que han sido “cosificadas” socialmente como reglas. Sherry describe de manera clara y

sintética esta concepcion wittgeinsteiniana de los objetos matematicos:

Para que una proposicion empirica se cosifique (harden) como una regla, debe haber

un acuerdo abrumador entre las personas, no solo en sus observaciones, Sino
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también en sus reacciones ante ellas. Este acuerdo refleja, presumiblemente, hechos
bioldgicos y antropoldgicos sobre los seres humanos. Una proposicién empirica que
ha sido cosificada en una regla probablemente tiene valor practico, implicando

inferencias en el comercio, la arquitectura, etc. (Sherry, 2009, p. 66)

Las nociones de sistema de préacticas y configuracion de objetos y procesos permiten

abordar los andlisis epistemoldgicos y cognitivos en didactica de las matematicas segun el

marco del EOS. En particular, siguiendo el trabajo de Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y

Wilhelmi (2014, p. 170), permiten formular el problema epistémico (caracterizacion de los

conocimientos institucionales) y cognitivo (conocimientos personales) en los siguientes

términos:

¢Cudles son las practicas matematicas institucionales, y las configuraciones de
objetos y procesos activadas en dichas practicas, necesarias para resolver un tipo de

tareas matematicas? (Significado institucional de referencia).

¢ Qué préacticas, objetos y procesos matematicos pone en juego el estudiante para

resolver un tipo de tareas matematicas? (Significado personal).

¢ Qué practicas personales, objetos y procesos implicados en las mismas, realizadas
por el estudiante son validas desde la perspectiva institucional? (Competencia,

conocimiento, comprension del objeto por parte del sujeto).

Una vez que se dispone de herramientas para abordar las cuestiones epistémicas y

cognitivas se puede intentar responder cuestiones de disefio instruccional, relativas al

proceso pretendido y a las reglas que condicionan su desarrollo:

¢ Qué tipos de interacciones didacticas (entre las personas y los recursos) se deberian
implementar en los procesos instruccionales que sean idoneas para promover los

aprendizajes matematicos?

¢Qué normas condicionan el desarrollo de los procesos instruccionales, cémo se

establecen y pueden cambiarse para optimizar el aprendizaje matematico?
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Estas cuestiones, que tienen un caracter prospectivo (previo a la puesta en marcha), se
completan con otras que siguen a la implementacion (caracter retrospectivo), que de
manera genérica podrian enunciarse en los siguientes términos: ;Qué cambios se deberian
introducir en el disefio e implementacion de un proceso de estudio matematico para mejorar
el aprendizaje? Este analisis retrospectivo es comun a toda ingenieria y, mas en general, a
todo proyecto educativo, que tienen un caracter ciclico: la mejora se basa tanto en la

fundamentacion tedrica como en el contraste experimental (Godino et al., 2014).

1.4.2. Modelo de conocimientos didactico — matematicos (CDM) del profesor de

matematicas

Como ya hemos mencionado, el objetivo O2 esta apoyado en el modelo de conocimiento
del profesor de matematicas descrito en Godino (2009) como “conocimiento didactico -
matematico” (CDM), el cual desarrolla otros modelos existentes, en particular el MKT
(Ball, Lubienski y Mewborn, 2001; Hill, Ball y Schilling, 2008), mediante la aplicacion de
las herramientas conceptuales y metodoldgicas propuesta por el Enfoque Ontosemidtico
(EOS). Este modelo permite orientar el disefio de acciones formativas y elaborar
instrumentos de evaluacion; establece que el profesor debe ser capaz de prever posibles
soluciones de una tarea matematica, distinguiendo las posibles secuencias de préacticas
operativas Yy discursivas que el resolutor podria implementar en cada caso. También debe
poder identificar la trama de objetos ostensivos (lenguajes y artefactos) y no ostensivos
(conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) imbricados en las practicas
matematicas, asi como las relaciones potencialmente conflictivas entre los diversos tipos de

lenguajes movilizados y los procesos matematicos involucrados.

Las facetas epistémica y cognitiva son claves en este modelo, el cual postula para ellas un
punto de vista antropolégico y semiético: la matematica como actividad humana que
adquiere significados (Godino, 2009, p. 21). Especificamente, el estudio que aqui

presentamos se encuentra contenido en dichas componentes:

- la faceta epistémica: conocimientos matematicos relativos al contexto institucional

en que se realiza el proceso de estudio y la distribucion en el tiempo de los diversos

22



componentes del contenido (problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentos);
- la faceta cognitiva: conocimientos personales de los estudiantes y progresion de los

aprendizajes.

Es importante destacar que para proponer cambios fundamentados en un proceso
instruccional, el EOS introduce la nocion de idoneidad didactica; dicha nocion se concibe
como un criterio global de pertinencia, cuyo principal indicador empirico es el grado de
adaptacion entre los significados personales logrados por los estudiantes y los significados

institucionales pretendidos o implementados.

Las nociones tedricas del EOS deben ser vistas como herramientas de analisis y reflexion
sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje, y pueden ser utilizadas por los propios

profesores para indagar sobre su propia practica.

Desde el punto de vista de la ensefianza y el aprendizaje, el profesor debe ser capaz de
analizar la actividad matematica al resolver los problemas, identificando los objetos y
significados puestos en juego, con el fin de enriquecer su desempefio y contribuir al
desarrollo de sus competencias profesionales. Aplicadas al caso del profesor de
matematicas estas competencias generales y especificas se pueden concretar en lo que
podemos llamar competencia para realizar el “disefio y andlisis didactico”, esto es,
competencia para analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y
para sintetizar el complejo de conocimientos aportados por la Didactica de la Matematica,
para el disefio, implementacién y evaluacion de la practica docente (Godino, Rivas, Castro
y Konic, 2012, p. 3-4).

1.5. METODOLOGIA

Para alcanzar los objetivos planteados realizamos dos estudios combinados enmarcados en
un enfoque cualitativo, ya que se pretende profundizar y ampliar el tema de estudio y
obtener una riqueza interpretativa (Hernandez Sampieri, Fernandez-Collado y Baptista
Lucio, 2010, p. 17).

Estudio 1. Esta primera parte de la investigacion esta basada en la busqueda sistematica de
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fuentes documentales sobre visualizacion y razonamiento diagramatico en educacion
matematica y su analisis en términos ontosemidticos. Dichas nociones seran interpretados
como unas practicas matematicas especificas, operativas y discursivas, que se ponen en
juego ante determinados tipos de tareas. En tales sistemas de practicas intervienen y
emergen unos objetos matematicos especificos (lenguaje, definiciones, proposiciones,
procedimientos, argumentos) que caracterizan este campo de actividad; las redes formadas
por tales objetos y las relaciones entre los mismos constituyen configuraciones mediante las
cuales se describen los sistemas de préacticas. Las conclusiones obtenidas motivaron el

desarrollo del segundo estudio.

Estudio 2. Se describe el disefio de una accion formativa para el desarrollo de competencias
de analisis epistémico y cognitivo. La implementacion se lleva a cabo con futuros
profesores de matematicas que cursan el Master de Formacién de Profesorado de
Educacion Secundaria. Dicho disefio, se inscribe dentro del enfoque metodoldgico del
disefio didactico (Kelly, Lesh y Baek, 2008) o ingenieria didactica (Godino et al., 2013),
en el cual se distinguen cuatro fases en la investigacion: estudio preliminar, disefio

instruccional, implementacion y andlisis de resultados.

Esta experiencia de aula se realiza en las condiciones habituales, dentro de la asignatura de
Innovacion docente e iniciacion a la investigacion educativa en Matematicas; por lo tanto
se planifica un tiempo limitado para su desarrollo. En el capitulo 3 mostraremos el disefio
concreto propuesto para este estudio, su interés, objetivos y desarrollo previsto.

24



CAPITULO 2.

INVESTIGACIONES SOBRE VISUALIZACION Y RAZONAMIENTO
DIAGRAMATICO

2.1. VISUALIZACION EN EDUCACION MATEMATICA

De acuerdo con Zimmermann y Cunningham (1991), la visualizacion no es una invencion
reciente; diversos trabajos destacan la funcién y el uso de la visualizacion en la educacion
matematica. De manera general, estos autores, utilizan el término visualizacion para
“describir el proceso de produccion o uso de representaciones geométricas o gréaficas, de
conceptos, principios o problemas matematicos, ya sean dibujados a mano o por recursos
informaticos” (p. 1). “En matematicas, la visualizacién no es un fin en si mismo sino un

medio para un fin, que es la comprension” (p. 3).
Arcavi (2003) describe la visualizacion como:

la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, uso y reflexion
sobre retratos, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con
herramientas tecnoldgicas, con el prop6sito de representar y comunicar
informacion, pensar y desarrollar ideas previamente desconocidas y comprensiones

avanzadas. (p. 217)

Asimismo, este autor considera que la matematica, como creacion humana y cultural que
trata con objetos y entidades muy diferentes de cualquier fenémeno fisico, se apoya
fuertemente sobre la visualizacion en sus diferentes formas y niveles, no solo en el campo
de la geometria. Mediante la visualizacién cualquier organizacion puede ser sindpticamente
comprendida como una configuracién, haciendo visible todo lo que no es accesible a la
vision y aportando una aprehension global de cualquier organizacion de relaciones (Duval,
2002).
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La visualizacion al servicio de la resolucion de problemas, puede desempefiar un papel
central para “inspirar a toda una solucion, mas alla de lo meramente procedimental”
(Arcavi, 2003, p. 224). Asi mismo, puede acompafiar a un desarrollo simbdlico, ya que una
imagen visual, en virtud de su concrecion, puede ser "un factor esencial para la creacion del

sentimiento de evidencia e inmediatez " (Fischbein, 1987, p. 101).

Duval (2002), distingue entre vision y visualizacion. La vision es la percepcion directa de
un objeto espacial; la percepcidon visual necesita exploracion mediante movimientos fisicos,
del sujeto que ve, o del objeto que se mira, porque nunca da una aprehension completa del
objeto. Entiende la visualizacion como representacion semiotica de un objeto, una
organizacion bidimensional de relaciones entre algunos tipos de unidades. Mediante la
visualizacion cualquier organizacion puede ser sindpticamente comprendida como una
configuraciéon haciendo visible todo lo que no es accesible a la vision y aportando una
aprehension global de cualquier organizacion de relaciones (Godino, Cajaraville, Fernandez
y Gonzato, 2012, p. 111).

Reed (2010), argumenta que la visualizacion “trata de todas esas maneras en que fotos,
imagenes visuales y metaforas espaciales influyen en nuestra manera de pensar” (p. 3);
“ofrece un método de ver lo invisible" (Arcavi, 2003, p. 216). Este “ver” puede ser
puramente mental y entonces involucra objetos no-ostensivos, o puede estar relacionado
con una representacion fisica y entonces ser objeto perceptible (Godino et al., 2012, p.
111).

Para Guzman (2002) el proceso de visualizacion, estd basado en gran parte, en la
interaccion con muchas personas, en la inmersién y la inculturacion en el contexto histérico
y social de las matematicas. Por lo tanto “[visualizar] no es una vision inmediata de las
relaciones, sino mas bien una interpretacion de lo que se presenta a nuestra contemplacion,
que s6lo podemos hacer cuando hemos aprendido a escribir adecuadamente el tipo de

comunicacion que nos ofrece” (p. 4).

En este trabajo sostenemos que el rol de la visualizacion en la actividad matematica escolar
es complejo y por lo tanto no debe ser vista como una simple herramienta para justificar

una practica, ya que se ponen en juego objetos visuales “los cuales interaccionan no solo
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con las inscripciones simbdlicas, sino también y principalmente con el entramado de
objetos conceptuales, procedimentales, proposicionales y argumentativos que se ponen en

juego en las correspondientes configuraciones” (Godino et al., 2012, p. 127).

Godino et al. (2012) analizan la nocion de visualizaciéon aplicando las herramientas del
enfoque ontosemidtico del conocimiento matematico (EOS) y proponen distinguir entre
"précticas visuales" y "préacticas no visuales" o simbolico/analiticas. Fijan la atencién en los
tipos de objetos linglisticos y artefactos que intervienen en una préactica los cuales son
considerados como visuales si ponen en juego la percepcion visual. Aunque las
representaciones simbdlicas (lengua natural o lenguajes formales) consisten en
inscripciones visibles, no consideran dichas inscripciones como propiamente visuales, sino
como analiticas o sentenciales. Los lenguajes secuenciales (por ejemplo, logicas
simbolicas, lenguajes naturales) usan solo la relacion de concatenacion para representar
relaciones entre objetos. Por el contrario en los diagramas se hace uso de relaciones

espaciales para representar otras relaciones.

La idea es que los lenguajes sentenciales estan basados en sefiales acusticas que son
secuenciales por naturaleza, y por ello deben tener una sintaxis compleja que lo
compense para expresar ciertas relaciones - mientras que los diagramas, siendo
bidimensionales, son capaces de mostrar algunas relaciones sin la intervencion de

una sintaxis compleja. (Shin y Lemon, 2008, sec. 3)

Estos tipos de lenguajes son analizados en diversas investigaciones. Skemp (1993), por
ejemplo, distingue entre tipos de lenguajes visuales y verbales considerando que para la
representacion de los conceptos matematicos estos lenguajes pueden darse en forma
conjunta. Por lenguaje verbal, entiende el uso de palabras, en forma oral o escrita; por
lenguaje visual, al uso de gréaficos y dibujos, pero también se refiere a aquellos estimulos
perceptibles que dan la idea de una figura. “Los simbolos visuales se ejemplifican con
claridad por medio de diagramas de todas clases, en particular figuras geométricas”
(Skemp, 1993, p. 100) y el lenguaje algebraico, referido a la notacion matematica, es

interpretado como una taquigrafia verbal, “que puede leerse en voz alta, o comunicarse
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incluso sin tomar una forma visual” (p. 101). En su trabajo describe el lenguaje visual en
oposicion al verbal — algebraico y analiza tanto los diversos contextos en los que se utilizan
como las complementariedades entre ambos. Rivera (2011, p. 6) recoge estas ideas (tabla
1).

Tabla 1
Comparacion entre lenguajes

VISUAL VERBAL - ALGEBRAICO

Posee propiedades espaciales abstractas Posee propiedades abstractas que son
como la formay la posicion independientes de la configuracion
espacial como el nimero

Es més dificil de comunicar Es més facil de comunicar

Puede representar un pensamiento de Puede representar un pensamiento mas
forma mas personal socializado

Es integrativo (muestra la estructura) Es analitico (muestra el detalle)

Es simultaneo Es secuencial

Es intuitivo Es logico

Guzman identifica distintos tipos de visualizacién de acuerdo al grado de correspondencia
entre la situacibn matematica y la forma concreta de representacion: isomorfa,
homeomorfa, analdgica y diagramatica. La diagramética es considerada como un tipo de
visualizacion, en la cual “nuestros objetos mentales y sus relaciones mutuas, relativas a los
aspectos que son de interés para nosotros, son representados por diagramas que constituyen

una ayuda util en nuestros procesos de pensamiento” (Guzman, 2002, p. 8).
2.2. DIAGRAMAS
2.2.1. Clasificacion de los signos

Un punto esencial para el aprendizaje de las matematicas, refiere al problema del
significado de los signos utilizados en matematicas (Dorfler, 2000). Considerando la
semidtica como la teoria de los signos, el problema radica en que existen diferentes
tradiciones en semidtica que derivan de una gran variedad de disciplinas con intereses
especificos, como la filosofia, linguistica, psicologia, etc. (Hoffmann, 2003; Bakker y
Hoffmann, 2005).
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Para Peirce, “un signo es algo que al conocerlo nos hace conocer algo mas” (CP 8.332); sin
embargo, el signo no existe si no actda en una relacion triadica con su objeto. Por lo tanto,
cualquier accion del signo implica una relacion conectada por: el signo, su objeto y su
interpretante (figura 2); estos tres elementos estan explicitos en la definicion que hace

Peirce de signo:

un signo, o representamen es algo que estd por algo para alguien. Se dirige a
alguien, es decir, crea en la mente de esa persona un signo equivalente, o tal vez un
signo mas desarrollado. Ese signo que crea es lo que llamo el interpretante del

primer signo. El signo significa algo, su objeto. (CP 2.228)

interpretante

signo objeto

Figura 2. Proceso semidtico

Bakker y Hoffamann (2005) consideran este interpretante como una reaccion a un signo o,
el efecto en la actuacion, sentir y pensar; en otras palabras, "el significado" del signo (p.
336). “Lo que Peirce quiere decir exactamente como interpretante es dificil de precisar. Es
algo como una mente, un acto mental, un estado mental, o una caracteristica o cualidad de
la mente; de cualquier modo el interpretante es inexcusablemente mental” (Burch, 2010, p.
9).

Para Peirce, los signos se clasifican segln la relacion que mantengan con su objeto. Esto
significa, en el contexto de “la division mas fundamental de los signos, en iconos, indices y
simbolos” (CP 2.275), que a su vez, coinciden con las relaciones de similitud, contigtiidad y

convencion.

Los iconos mantienen una relacion de similitud con el objeto que representan. La relacion

con aquello a lo que se refieren es directa, por ejemplo: pinturas, retratos, dibujos
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figurativos, mapas, etc.

Cada imagen es esencialmente una representacion de ese tipo. Asi es cada diagrama,
incluso aunque no haya ninguna semejanza sensorial entre este y su objeto, sino
solamente una analogia entre las relaciones de las partes de cada uno.
Particularmente digno de notificacion son los iconos en los que la semejanza es

ayudada por las normas convencionales. (CP 2.279)

Por lo tanto, “algunos iconos tienen semejanza estructural con sus objetos, mientras que

otros tienen semejanza pictorica” (Legg, 2008, p. 208).

Los indices tienen una relacién de contigiiidad con el objeto que representan respecto a la
realidad, ya sea de caracter causal o intencional. Por ejemplo una huella (indice de alguien

que pasoé por ahi), un rayo (es indice de tormenta), etc.

Los simbolos son signos que estan relacionados con su objeto a través de una relacion
puramente convencional. Representan al objeto designado en virtud de un héabito o regla
que es independiente de cualquier cualidad fisica, o de contigliidad contextual con el

objeto. Por ejemplo: palabras, logotipos, escudos de armas, sefiales de trafico.

Para Peirce todo nuestro pensamiento se realiza en los signos de algln tipo u otro, ya sea
imaginado o en la realidad percibida, “sin embargo, para transmitir el significado de un

signo, hay que transformarlo en algo perceptible” (Otte, 2006, p. 13).
2.2.2. Caracteristicas de los diagramas

En las investigaciones analizadas en el campo de la educacion matematica se proponen
diferentes concepciones sobre el uso de diagramas. Arcavi lo incluye como un recurso
visual mas que articula con la visualizacién; pero segun la literatura sobre razonamiento
diagramatico, los diagramas, entendidos en el marco de la semiética peirceana (Dorfler,
2005; Bakker y Hoffmann, 2005; Rivera, 2011), constituyen un recurso esencial del
razonamiento matematico, asi como en otros campos y disciplinas cientificas (Shin y
Lemon, 2008).
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Encontramos que dichas investigaciones presentan una doble concepcidn sobre la nocion de
diagrama. Una concepcion amplia en la que casi cualquier tipo de inscripcion que hace uso
del posicionamiento espacial en dos o tres dimensiones (derecha, izquierda; delante, detras;
arriba, abajo; inclusion, interseccion, separacion; acumulacion, ...) es un diagrama (figuras
geométricas; graficos cartesianos; matrices; grafos; mapas conceptuales; organigramas;
croquis y mapas, ...). Otra concepcién mas restringida requiere poder realizar con dichas
representaciones determinadas transformaciones, combinaciones y construcciones segun
ciertas reglas sintacticas y semanticas especificas. Las partes constituyentes de un diagrama
pueden ser cualquier tipo de inscripcion como letras, numerales, signos especiales o figuras

geomeétricas.

Peirce (CP 4.418) define los diagramas como un signo, que es predominantemente un icono
de las relaciones, el cual debe llevarse a cabo en un sistema coherente de representaciones
basado en una Unica y sencilla idea basica. Conforme a esta sintaxis, a partir de la creacion,
y por medio de la observacién de ese diagrama, es posible sintetizar y mostrar las
relaciones entre los elementos que antes parecian no tener ninguna conexion necesaria
(Batt, 2007, p. 246-247). Por lo tanto, un diagrama es un signo complejo que incluye
iconos, indices y simbolos. Campos (2007) recoge esta idea peirceana, de que Somos
capaces de representar “este mundo puramente hipotético” (también llamado “ojo de la
mente”) a partir de signos; de manera mas precisa, “debemos representar un mundo
matematico puramente hipotético por medio de lo que Peirce llama un diagrama”. “Un
dibujo o modelo se puede emplear para ayudar a la imaginacion, pero la cosa esencial a
realizar es el acto de imaginar” (Peirce, NEM 4:219). Un diagrama, entonces, es un signo
que representa en nuestras mentes objetos y relaciones que conforman a nuestra hipotesis
(Campos, 2007, p. 474).

Peirce incluye en la nocion de diagrama a las formulas algebraicas ya que las entiende
como iconos de relaciones entre sus elementos constituyentes. Las formulas algebraicas
pueden ser manipuladas, “y mediante la observacion de los efectos de tal manipulacion se
descubren propiedades” (CP 3.363). Precisamente, una caracteristica que distingue a los
iconos es que mediante la observacion directa del mismo se pueden descubrir otras

verdades relativas al objeto distintas de las que son suficientes para determinar su
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construccién. Esta capacidad de revelar verdades no esperadas es precisamente en lo que
radica la utilidad de las férmulas algebraicas, por lo que su caracter iconico-diagramatico es
el que prevalece. Asi, por ejemplo, la expresion y = x? — 2x +1, es una parabola; la mera
expresion informa de las propiedades esenciales de dicho objeto matemético. Sin embargo,
las letras de las expresiones algebraicas, tomadas de manera aislada, no son iconos, sino
indices: cada letra es un indice de una cantidad. Por el contrario, los signos +, =, /, etc., son
simbolos en el sentido de Peirce. "En las expresiones algebraicas encontramos, por tanto,
ejemplo de la imbricacion de los tres tipos de signos en la escritura matemaética: las letras
funcionan como indices, los signos de las operaciones, igualdad, desigualdad, etc. son
simbolos, mientras las expresiones como un todo funcionan como un icono” (Filloy, Puig y
Rojano, 2008, p. 47).

Las figuras geométricas, como los cuadrados también son diagramas porque encarnan esas
mismas relaciones que el objeto que representa, (relaciones entre sus lados y angulos,
conllevan inscripciones simbolicas por convencion, etc.). Goodman (1976, p. 170)
argumenta que “la mera presencia o ausencia de letras o figuras no hace la diferencia. Lo
que importa en un diagrama, como con la cara de un instrumento, es como lo leemos”; en
un sentido wittgensteniano, lo importante es observar el sentido con el que se utilizan los
diagramas. La diversidad de diagramas reflejan la amplia gama de usos, por ejemplo, los
que demuestran pruebas matematicas, los que ilustran los pasos de ensamblaje de objetos,
los que describen los sistemas fisicos, los que organizan e interpretan datos, los que
representan identidades corporativas, y los que representan la solucién de problemas
(Novick, 2006, p.1827). En un intento de comprender mejor esta importante coleccion de
objetos, Novick propone una amplia clasificacion de diferentes diagramas y distingue tres
aspectos del uso experto de diagramas para el razonamiento y la resolucién de problemas
(Novick, 2006, p. 1828).

Investigaciones recientes (Bakker y Hoffmann, 2005; Novick, 2006; Rivera, 2011)
demuestran empiricamente que en educacion matematica, para poder desarrollar conceptos,

los estudiantes necesitan aprender a razonar con diagramas.
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2.3. CARACTERISTICAS DEL RAZONAMIENTO DIAGRAMATICO

“Lo primero que descubri fue que todo razonamiento matematico es diagramatico y
que todo razonamiento necesario es razonamiento matematico, no importa lo simple
que puede ser” (Peirce, NEM 4:47).

Peirce relaciona el razonamiento con la experimentacion: “Euclides, habiendo construido
un diagrama de acuerdo a una prescripcion, dibuja una linea adicional, con lo cual su mente
observa nuevas relaciones que no se encuentran entre aquello prescrito” (CP 6.568). No es
suficiente con observar; es necesario poner en practica un plan de accion. Pero el punto més
importante del arte “consiste en la introduccion de abstracciones convenientes. Con esto
quiero decir, una transformacion tal de nuestros diagramas, que los caracteres de un
diagrama puedan aparecer en otro como cosas” (CP 5.162). En este sentido, el

razonamiento diagramatico “es una herramienta para generar conocimiento” (CP 4.571).

Para Hoffmann (2011) la funcion principal del razonamiento diagramatico es facilitar los
procesos de pensamiento, individuales o sociales, en situaciones que son demasiado
complejas para ser afrontadas exclusivamente por medios cognitivos internos. Tal
facilitacion debe ser posible, dadas ciertas caracteristicas del razonamiento diagramatico,
que le permitan al sujeto “la toma de decisiones y la gestion de conflictos por medio de
representaciones externas, en la resolucion individual y colaborativa de problemas” (p.
193).

Dorfler (2003, p. 41) identifica algunas de las caracteristicas de los diagramas y el

razonamiento diagramatico:

- las inscripciones diagramaticas tienen una estructura consistente en una disposicién
espacial especifica de sus partes y elementos y relaciones espaciales entre ellos;

- dada esta estructura diagramatica, se realizan operaciones guiadas por reglas sobre y
con las inscripciones mediante transformacién, composicion, descomposicion y
combinacion de las mismas (calculos en aritmética y algebra, construcciones en

geometria, derivaciones en logica formal);
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- otro tipo de reglas convencionales gobiernan la aplicacion e interpretacion del
diagrama dentro y fuera de las matematicas, esto es, lo que se puede considerar que
diagrama designa o modeliza;

- las inscripciones diagramaticas tienen un carcter genérico que permite la
construccién de ejemplares arbitrarios del mismo tipo de diagrama;

- el razonamiento diagramatico es una manipulacion de diagramas basada en reglas,
inventiva y constructiva, para investigar sus propiedades y relaciones;

- el razonamiento diagramético no es mecénico o puramente algoritmico, méas bien es
imaginativo y creativo;

- en el razonamiento diagramatico el foco estd en las inscripciones diagramaticas
cualquiera que pueda ser su significado referencial. Los objetos del razonamiento
diagramatico son los propios diagramas y sus propiedades previamente establecidas;

- el razonamiento diagramatico eficiente y exitoso presupone una experiencia intensa
y extensa con la manipulacién de diagramas. Un amplio “inventario” de diagramas,
sus propiedades y relaciones apoya y ocasiona el uso creativo e inventivo de
diagramas.

El razonamiento diagramatico implica tres pasos (Bakker y Hoffmann, 2005, p. 340): en
primer lugar, construir uno o varios diagramas mediante un sistema de representacién; en
segundo lugar, experimentar con los diagramas; y en tercer lugar, observar los resultados de
la experimentacion y reflexionar sobre ellos. Cualquier experimentacion con un diagrama
se ejecuta dentro de un sistema de representacion “y es una regla o habito” situado dentro
de una practica. A partir de esa experimentacion y observacién, Peirce destaca que se
pueden "descubrir relaciones inadvertidas y ocultas entre las partes de un diagrama™ (CP
3.363). En este sentido, Rivera, destaca que:

con la ayuda del razonamiento diagramatico, el foco cambia hacia la deteccion,
construccion y establecimiento de regularidades y relaciones invariantes que
eventualmente toman la forma de conceptos y teoremas que son en Ssi mismos

diagramas en algun otro formato. (Rivera, 2011, p. 229)
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2.4. REGISTRO DE REPRESENTACION Y DIAGRAMAS

Duval (2006) atribuye un papel esencial no solo al uso de diferentes sistemas de
representacion semidtica (SRS) para el trabajo matematico, sino al tratamiento de los
signos dentro de cada sistema de representacion, como asi también, a la conversion entre
diferentes SRS:

El papel que los signos juegan en matematicas no es ser sustituidos por otros objetos
sino por otros signos. Lo que importa no es la representacion sino sus
transformaciones. Contrariamente a otras areas del conocimiento cientifico, los
signos Yy la transformacion de los signos y las representaciones semidticas son el
corazon de la actividad matematica. (p. 107)
Dorfler (2005), reconoce que los diagramas pueden constituir un registro de representacion
autbnomo para representar y producir conocimiento matematico en ciertos campos
especificos, pero no es completo. Necesita ser complementado por el lenguaje conceptual-
verbal para expresar nociones como continuidad y diferenciabilidad; imposibilidad de

existencia de determinados objetos; o situaciones de uso de los cuantificadores “para todo”,

“cada uno” y “existe”.

Las relaciones entre los objetos fisicos, los diagramas y demas visualizaciones usadas en el
practica matematica y los objetos matematicos (conceptos, proposiciones, procedimientos,
argumentos) son conflictivas. Duval (2006, p. 129) concibe el objeto mateméatico como “el
invariante de un conjunto de fendmenos o el invariante de alguna multiplicidad de posibles
representaciones”, e insiste en no confundir el objeto matematico con sus diversas

representaciones. Esto le lleva a plantear la paradoja cognitiva del aprendizaje matematico:

El problema crucial de la comprension matematica para los aprendices, en cualquier
nivel del curriculo, surge del conflicto cognitivo entre estos dos requerimientos

opuestos: como pueden distinguir el objeto representado de la representacion
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semidtica usada si no pueden tener acceso al objeto matematico sino por medio de

las representaciones semioticas. (Duval, 2006, p. 107)

Shin y Lemon sefialan un problema con relacién al uso de diagramas en el paso de lo

particular a lo general:

Una cuestion central, si no el problema central, es el problema de la generalidad. El
diagrama que aparece en una demostracion de Euclides proporciona un ejemplar
anico del tipo de configuraciones geométricas a las que se refiere la demostracion.
No obstante las propiedades que parecen cumplirse en el diagrama son tomadas
como que se cumplen en todas las configuraciones del tipo dado. ¢Qué justifica este

salto de lo particular a lo general? (Shin 'y Lemon, 2008, sec. 4.1)
2.5. DIAGRAMAS Y OBJETOS ABSTRACTOS

Otros autores (Bakker y Hoffmann, 2005), siguiendo a Peirce, ademéas de asignar un papel
central a las operaciones realizables sobre inscripciones diagramaticas, asumen una
concepcién de los objetos matematicos condensada en la abstraccion hipostatica, segun la
cual una cierta caracteristica de un conjunto de objetos es considerada como un nuevo
objeto; se asigna un nombre a un predicado concreto creandose de ese modo un objeto
abstracto. “En matematicas, una coleccidon es una abstraccion hipostatica. Y los niimeros
cardinales son abstracciones hipostaticas derivados del predicado de una coleccion”
(Peirce, CP 5.535).

Pensar en los objetos matematicos como cualidades de colecciones de objetos, o invariantes
de un conjunto de fendbmenos o representaciones, que son convertidas en nuevos objetos
(abstractos) por el mero hecho de ser nombradas con términos especificos es adoptar una
posicion no exenta de problemas filoséficos, cognitivos, y por tanto, educativos. Supone no
tener en cuenta la revolucion linglistica que aportdé Wittgenstein sobre la actividad

matematica y el producto resultante de dicha actividad.
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En Godino et al. (2015), se analiza la perspectiva antropologica adoptada por Sherry (2009)
sobre el papel de los diagramas en la argumentacion matematica, la cual es diferente a la
semidtica Peirceana. En el marco de Peirce, los diagramas son un medio indispensable en el
proceso de abstraccion hipostatica. En cambio, Sherry analiza el papel de los diagramas en
el razonamiento matematico (geométrico y numérico - algebraico) sin recurrir a la
introduccién de objetos abstractos, apoyandose en una perspectiva Wittgeinsteiniana sobre
la matematica. “Reconocer que un diagrama es uno mas entre otros objetos fisicos es el
paso crucial para comprender el papel de los diagramas en la argumentacién matematica”
(Sherry, 2009, p. 65). La posicion de este autor se basa en observar la manera en como las
matematicas se aplican a los objetos concretos. La experiencia con diagramas, debe
proporcionar a los estudiantes la oportunidad de ver la relacion mutuamente determinante
entre la construccion de una regla inferencial y el desarrollo del conocimiento matematico.
Se trata de evitar el recurso a los conceptos abstractos concebidos de manera empirico-
realista (abstraccion hipostatica) para entenderlo como reglas gramaticales, consensuadas
socialmente, sobre el uso de los lenguajes mediante los cuales describimos nuestros
mundos (material o inmaterial). “He enfatizado que el razonamiento diagramatico
recapitula habitos del razonamiento matematico aplicado. Bajo esta vision, los diagramas
no son representaciones de objetos abstractos, sino simplemente objetos fisicos que a veces

se usan para representar otros objetos fisicos” (Sherry, 2009, p. 67).

2.6. CONFIGURACIONES ONTOSEMIOTICAS IMPLICADAS EN EL
RAZONAMIENTO DIAGRAMATICO

Detras del razonamiento diagramatico, del uso de visualizaciones y manipulativos para
facilitar el aprendizaje matematico, existe la adopcion implicita de una posicion empirico -
realista sobre la naturaleza de las matematicas, que no concede el papel esencial al lenguaje
y la interaccion social en la emergencia de los objetos matematicos. En cierta manera se
supone que el objeto matematico “se ve”, se abstrae de manera hipostatica de cualidades
empiricas de las colecciones de cosas. Frente a esta posicion proveniente de la
epistemologia y semiotica Peirceana se encuentra la concepcion antropoldgica de las
matematicas segun la cual los conceptos y proposiciones matematicas se deben entender,

no como abstracciones hipostaticas de cualidades perceptibles, sino como regulaciones de
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las préacticas operativas y discursivas realizadas por las personas para describir y actuar en

el mundo social y empirico en el que vivimos.

En trabajos previos de Godino y cols. se viene desarrollando una técnica de analisis
semiotico de las practicas matematicas mediante la cual se trata de desvelar la trama de
objetos matematicos que se ponen en juego en dichas préacticas. Asi, en Godino (2002) se
realiza una primera aproximacién a dicha técnica analizando una leccién de un libro de
texto sobre la mediana y en Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011) se analizan las

respuestas de un nifio a una tarea relacionada con el aprendizaje de la decena.

En esta seccion se muestra una version del andlisis semidtico que consideramos mas
operativa y eficaz para analizar el papel del lenguaje diagramatico en la préctica
matematica. Utilizamos esta técnica para desvelar los tipos de practicas, objetos y procesos!
que se ponen en juego en la resolucion de un problema sobre fracciones aplicando tres
procedimientos que involucran el uso de razonamiento diagramatico. Se tratard de mostrar
que acompafando al lenguaje visual — diagramatico es necesario el concurso del lenguaje
secuencial — analitico, y que junto a los objetos ostensivos, consustanciales con ambos tipos
de lenguajes, esta siempre presente una configuracion de objetos abstractos que participan
de la practica matematica. Asi mismo, mostraremos que la resolucién del problema implica
la realizacion de procesos de particularizacién de objetos abstractos previamente

compartidos y procesos de materializacién (construccion y manipulacién de diagramas).
2.6.1. Andlisis de una tarea prototipica de visualizacion y razonamiento diagramatico

En esta seccion analizamos el enunciado y resolucién de la siguiente tarea aplicando

nociones del EOS:

Un Martini es un céctel que se hace con 5 partes de ginebra y 1 parte de vermut.
Supongamos que 2/5 de la ginebra es alcohol y que 1/6 del vermut es alcohol. ¢Qué
porcentaje de alcohol lleva un Martini?

! Solo mencionamos los procesos de significacion y de particularizacion.
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2.6.1.1. Resolucion 1: Uso de un diagrama de areas para representar las fracciones

La secuencia de diagramas de areas que se muestra en la figura 3 es explicativa del proceso
de resolucion para alguien que conozca las convenciones asumidas, asi como los conceptos
y procedimientos implicados. Sin embargo, la justificacion y explicacion de la solucion
requiere realizar una secuencia de practicas discursivas y operativas, como la que se

muestra a continuacion.

1) La cantidad unitaria de Martini se representa mediante un cuadrado, (figura 3A).

2) El cuadrado se divide en 6 partes iguales verticalmente, (figura 3B).

3) La fraccion de ginebra son los 5/6 del cuadrado unidad, (figura 3B, color rojo).

4) La fraccion de vermut son 1/6 de dicho cuadrado, (figura 3B, color blanco).

5) El rectangulo blanco que representa la cantidad de vermut se divide en 6 partes
iguales de las cuales 1 parte corresponde a la cantidad de alcohol (1/6 de 6), (figura
20C).

6) La cantidad de alcohol de la ginebra se representa por las dos barras azules de la
figura 3D, (2/5 de 5).

7) Las cantidades de alcohol en la ginebra y el vermut se deben expresar en la misma
unidad de medida, para lo cual los dos rectangulos azules que representan la
cantidad de alcohol en la ginebra se debe dividir horizontalmente en 6 partes iguales
(figura 3E).

8) La cantidad total de alcohol en el Martini serdn 12 + 1 = 13 cuadraditos (figura 3E).

9) La cantidad total de Martini representada por el cuadrado inicial se debe medir
también con la misma unidad que se mide las cantidades de alcohol, para lo cual se
prolongan las seis lineas horizontales (figura 3F).

10) La fraccion de alcohol del Martini sera 13/36 (figura 3F).

11) Puesto que la proporcién (tanto por uno) de alcohol del Martini es 13/36 =~ 0,3611,

el porcentaje (aproximado) sera del 36,11%.
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Figura 3. Diagramas de &reas para resolver el problema del Martini

En términos de la teoria de los registros de representacion semidtica de Duval se comienza

pasando del registro secuencial de la lengua natural (enunciado de la tarea) al registro

grafico (diagramas de &reas); dentro de este registro se realizan determinados tratamientos

para finalmente pasar de nuevo al registro secuencial: La fraccion de alcohol del Martini es

13/36. Pero como se muestra en la secuencia de préacticas 1) a 9) el registro secuencial

acompafia necesariamente al registro grafico. Asi mismo, las practicas operativas y

discursivas puestas en accion estan guiadas por la trama de objetos y procesos no ostensivos

que desvelamos en la tabla 2. En la tercera columna de dicha tabla indicamos el papel (rol o

funcién) que desempefia cada préactica en el proceso resolutivo asi como su intencionalidad.

Tabla 2

Configuracion de objetos y significados

Préacticas operativas y
discursivas textualizadas

Objetos no ostensivos (conceptos,
proposiciones, procedimientos,
argumentos)

Uso e intencionalidad de las
préacticas

Enunciado

Un Martini es un coctel que se
hace con 5 partes de ginebray 1
parte de vermut.

Concepto: Un todo unitario de
volumen.

Procedimiento: Composicién de un
todo unitario a partir de partes
iguales.

Describe la composicién del
Martini.

Supongamos que 2/5 de la ginebra
es alcohol y que 1/6 del vermut es
alcohol.

Concepto: fraccion como parte de
un todo unitario que se divide en
partes iguales de las cuales se
individualiza una parte. Se
particulariza para el caso de la
composicién fraccionaria de la
ginebra (2/5) y el vermut (1/6).

Fija la fraccion de alcohol en
la ginebra y el vermut como
dato.

¢ Qué porcentaje de alcohol lleva
un Martini?

Conceptos: Todo unitario; fraccion,
parte de un todo dividido en partes
iguales; porcentaje.

Enuncia la cuestion
problemética de la tarea.

Resolucién

1) La cantidad unitaria de Martini
se representa mediante un

Concepto: cantidad unitaria.

Particularizar y materializar
el concepto de cantidad
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cuadrado, (figura 3A).

unitaria.

2) El cuadrado se divide en 6 partes
iguales verticalmente, (figura 3B).

Procedimiento: division de la
unidad en partes iguales.

Accion requerida para
representar de manera
ostensiva (diagramatica) la
composicién del Martini en la
siguiente practica, teniendo
en cuenta el enunciado.

3) La fraccién de ginebra son los
5/6 del cuadrado unidad. (figura
3B, color rojo).

Concepto: fracciéon como parte de
un todo dividido en partes iguales.
Convencidn: la fraccion se expresa
de dos maneras equivalentes, con
un diagrama aritmético (5/6) y un
diagrama gréfico.

Expresar fraccionariamente la
cantidad de ginebra en el
Martini.

4) La fraccién de vermut son 1/6 de
dicho cuadrado (figura 3B, color
blanco).

Concepto: fraccion como parte de
un todo dividido en partes iguales.
Convencidn: la fraccion se expresa
de dos maneras equivalentes, con
un diagrama aritmético (1/6) y un
diagrama gréfico.

Expresar fraccionariamente la
cantidad de vermut en el
Martini.

5) El rectangulo blanco que
representa la cantidad de vermut se
divide en 6 partes iguales de las
cuales 1 parte corresponde a la
cantidad de alcohol (1/6 de 6)
(figura 3C).

Procedimiento: divisién de una
unidad en partes iguales.

Concepto: fraccion como operador.

Expresar fraccionariamente la
cantidad de alcohol en el
vermut.

6) La cantidad de alcohol de la
ginebra se representa por las dos
barras azules de la figura 3D (2/5
de 5).

Concepto: fraccion como operador.

Expresar fraccionariamente la
cantidad de alcohol en la
ginebra.

7) Las cantidades de alcohol en la
ginebra y el vermut se deben
expresar en la misma unidad de
medida, para lo cual los dos
rectangulos azules que representan
la cantidad de alcohol en la ginebra
se debe dividir horizontalmente en
6 partes iguales (figura 3E).

Concepto: unidad de medida;
medida.

Procedimiento: medir un area con
una unidad dada.

Hacer posible la medida de
todas las cantidades con una
misma unidad. Se trata de
usar la aritmética natural.

8) La cantidad total de alcohol en
el Martini seran 12 + 1 =13
cuadraditos (figura 3E).

Concepto: magnitud volumen
(sumable).
Procedimientos: conteo y adicion.

Medir la cantidad de alcohol
del Martini con nimeros
naturales (13 unidades)

9) La cantidad total de Martini
representada por el cuadrado inicial
se debe medir también con la misma
unidad que se mide las cantidades

Procedimiento: medir un area con
una unidad dada.

Concepto: producto cartesiano de
nlmeros naturales.

Hacer posible la medida de
todas las cantidades con una
misma unidad. Se trata de usar
la aritmética natural.
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de alcohol, para lo cual se prolongan
las seis lineas horizontales (figura

3F).
10) La fraccion de alcohol del Concepto: fraccion como parte de un Respuesta fraccionaria a la
Martini sera 13/36 (figura 3F). todo. cuestién planteada.

Proposicion: La fraccion del alcohol

en el Martini es 13/36.

Argumentacidn: esta formada por la

secuencia de pasos 1) a 10), apoyada

en el uso de los diagramas

aritméticos y de areas y del lenguaje

secuencial natural.
11) Puesto que la proporcion (tanto  Conceptos: nimero racional; Respuesta al problema y su
por uno) de alcohol del Martinies  proporcionalidad; fraccion; justificacion en términos de
13/36 = 0,3611, el porcentaje aproximacion decimal y porcentual.  expresion porcentual.
(aproximado) sera del 36,11%. Procedimientos: obtencién de la

expresién decimal mediante el
cociente del numerador y
denominar; paso a la expresién
porcentual.

Ademas de los procesos indicados en la tabla 1 el sujeto que resuelve el problema basando
su razonamiento en el uso de diagramas de areas realiza procesos de materializacién de los
conceptos y operaciones con fracciones implicadas en el enunciado y de composicion de los
resultados parciales que va obteniendo. La solucion la encuentra finalmente mediante un
procedimiento aritmético de conteo de las fracciones unitarias que ha representado en el
ualtimo diagrama mediante un proceso de idealizacion (la razon del nimero de cuadraditos

azules al numero total de cuadraditos es la fraccion de alcohol del Martini).

Resulta importante destacar que el analisis de cada una de las practicas individualizadas en
esta tabla, como en las siguientes, se puede hacer méas detallado. Por ejemplo, en la primera
unidad del enunciado, la aplicacion sistematica de la nocion de configuracion ontosemiética
de practicas, objetos y procesos nos lleva a reconocer que el sujeto que lee el enunciado
debe hacer un proceso de interpretacion (semiosis o atribucion de significado) del diagrama
(figura 3), identificando el “concepto de fraccion” entendido aqui desde un punto de vista
institucional como una regla socialmente convenida: una totalidad unitaria se descompone
en partes iguales y se individualiza una o varias de dichas partes. Luego debe realizar un
proceso de particularizacion al caso: el todo unitario se divide en 5 partes iguales y se

consideran aparte 2.
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2.6.1.2. Resolucion 2: Uso de un diagrama jerarquico

El diagrama en arbol de la figura 4 es explicativo del proceso de resolucion para alguien

que conozca las convenciones asumidas, asi como los conceptos y procedimientos

implicados. Sin embargo, la justificacion y explicacion de la solucion requiere realizar una

secuencia de préacticas discursivas y operativas, como la que se muestra a continuacion.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

El diagrama construido en la figura 4 expresa en el primer nivel la descomposicion
de una cantidad unitaria de volumen de Martini en dos partes, ginebra y vermut,

indicando en cada conector la fraccién correspondiente.

En el segundo nivel se expresa la descomposicion de las partes de ginebra y vermut,
que ahora son consideradas como cantidades unitarias, en dos partes, alcohol y no

alcohol, indicando en cada conector la fraccion correspondiente.

La fraccién de alcohol de la ginebra son los 2/5 de la cantidad de ginebra; como esa
cantidad es los 5/6 de la cantidad de Martini, la fraccion de alcohol en el Martini

procedente de la ginebra sera la “fraccion de la fraccion”, esto es,

2 5 10

— X — = — ==

5 6 30 3

La fraccién de alcohol del vermut son los 1/6 de la cantidad de vermut; como esa
cantidad es 1/6 de la cantidad de Martini, la fraccion de alcohol en el Martini

procedente del vermut serd la “fraccion de la fraccion”, esto es,

La fraccion total de alcohol en el Martini seran la suma de las fracciones de alcohol
procedentes de la ginebra y del vermut, esto es,

1 1 13

3736 36
Dado que la fraccion de alcohol del Martini es 13/36 =~ 0,3611, el porcentaje

(aproximado) sera del 36,11%.
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576 6 6 36
GINEBRA VERMOUTH
36,11%

25 N 35 16 506
NO ALCOHOL NO
ALCOHOL ALCOHOL ALCOHOL

Figura 4. Solucién de la tarea usando un diagrama en arbol

La tabla 3 incluye la configuracion de objetos y procesos puestos en juego en la solucion

del problema mediante el uso de diagrama jerarquico de la figura 4.

Tabla 3
Configuracion de objetos y significados

Préacticas operativas y
discursivas textualizadas

Objetos no ostensivos:
conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos

Uso e intencionalidad de las
practicas

Enunciado
(igual al anterior)

Resolucién

1) El diagrama construido en la
figura 4 expresa en el primer
nivel la descomposicién de una
cantidad unitaria de volumen de
Martini en dos partes, ginebra 'y
vermut, indicando en cada
conector la fraccion
correspondiente.

Conceptos: primer nivel de un
diagrama, conector, cantidad
unitaria y fraccion.
Procedimiento: descomposicion
de un todo en partes iguales.
Convenio de representacion: las
fracciones sobre los conectores
refieren a la relacion fraccionaria
entre las cantidades conectadas.

Expresar en forma diagramatica
y fraccionaria la cantidad de
ginebra y vermut en el Martini.

2) En el segundo nivel se expresa
la descomposicién de las partes
de ginebra y vermut, que ahora
son consideradas como
cantidades unitarias, en dos
partes, alcohol y no alcohol,
indicando en cada conector la
fraccion correspondiente.

Idem préactica 1)

Expresar fraccionariamente la
cantidad de alcohol presente en
la ginebra y en el vermut.

3) La fraccion de alcohol de la

Conceptos: multiplicacion de

Expresar fraccionariamente la
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ginebra son los 2/5 de la cantidad

de ginebra; como esa cantidad es

los 5/6 de la cantidad de Martini,

la fraccion de alcohol en el

Martini procedente de la ginebra

sera la “fraccion de la fraccion”,
5_10 1

2
estoes, - xX-= =-
576 30 3

fracciones (fraccion de una
fraccion); cantidad unitaria.
Procedimientos: multiplicacion de
fracciones; cambio de unidad al
pasar del primer al segundo nivel
del diagrama (el volumen de
ginebra y vermut son ahora
consideradas como nuevas
unidades que se fraccionan).

cantidad de alcohol en el Martini
que proviene de la ginebra.

4) La fraccion de alcohol del
vermut son los 1/6 de la cantidad
de vermut; como esa cantidad es
1/6 de la cantidad de Martini, la
fraccion de alcohol en el Martini
procedente del vermut sera la

“fraccion de la fraccion”, esto es,
1.1 1

6 6 36

Idem practica 3)

Expresar fraccionariamente la
cantidad de alcohol en el Martini
que proviene del vermut.

5) La fraccién total de alcohol en
el Martini serdn la suma de las
fracciones de alcohol procedentes

de la ginebra y del vermut, esto
1 1 13

es, - +—=—
3 36 36

Conceptos: suma de fracciones.
Procedimientos: suma de
fracciones con diferente
denominador.

Proposicion: la fraccion de
alcohol en el Martini es 13/36.
Argumentacidn: esta formada por
la secuencia de pasos 1) a 5),
apoyada en el uso de los
diagramas aritmético y jerarquico
y del lenguaje secuencial natural.

Respuesta fraccionaria al
problema.

6) Dado que la fraccién de
alcohol del Martini es 13/36 =
0,3611, el porcentaje
(aproximado) sera del 36,11%.

Conceptos: nimero racional;
fraccion; aproximacion decimal y
porcentual.

Procedimientos: obtencién de la
expresion decimal mediante el
cociente del numerador y
denominar; paso a la expresién
porcentual.

Respuesta al problema y su
justificacién en términos de
expresion porcentual.

En las dos primeras unidades de la resolucion 2, el sujeto debe realizar un proceso de
descomposicion del sistema de elementos que componen el diagrama (figura 4),
distinguiendo en el mismo: tres niveles jerarquicos, las unidades que constituyen el todo
unitario en cada nivel, los conectores, las fracciones y operaciones con fracciones que

deben realizarse. También debe realizar un proceso de composicion de los célculos
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parciales realizados en cada rama del arbol para obtener la fraccion del alcohol del Martini
y de materializacion de los calculos en la expresion diagramatica - aritmética,
13

5+1 1
X=+=-X—=—
6 6 6 36

ull N

El resto de las practicas discursivas y operativas realizadas, necesariamente apoyadas en el
uso del lenguaje secuencial — natural, son imprescindibles para establecer la conexion entre
ambos tipos de diagramas y explicar que en las condiciones del problema la fraccion de
alcohol del Martini es 13/36.

En el diagrama jerarquico se muestra de manera iconica la estructura del sistema de
practicas que hay que realizar para resolver el problema. La fraccion de fraccion
(multiplicacion de fracciones) se refleja en la composicion de los dos niveles inferiores del
diagrama (arriba, abajo) mientras que la suma de fracciones resultantes queda reflejada en
la disposicion lateral de las dos ramas (izquierda, derecha).

De acuerdo al tipo de diagrama que se ponga en uso para la resolucion de la tarea, se
movilizan diferentes significados del concepto de fraccion: en el diagrama de areas (figura
3), la fraccion interviene como operador de una cantidad de area mientras que en el
diagrama en arbol (figura 4), la fraccion es la razon entre las partes de un todo genérico que
se divide en partes iguales y las partes que se individualizan. Distinguimos que el
procedimiento basado en diagramas en areas tienes rasgos de menor generalidad que el

jerarquico.

2.6.1.3 Resolucion 3: Aritmética fraccionaria

El problema se puede resolver también sin usar diagramas de tipo grafico, aunque el uso de
la expresion fraccionaria, (que en la semidtica de Peirce es también un diagrama) es
inevitable. La siguiente secuencia de practicas operativas y discursivas establece la
justificacion y explicacién de que la fraccién de alcohol en el Martini es 13/36.

1) La fraccion de ginebra que contiene el coctel es 5/6, porque la unidad de volumen
de Martini se ha dividido en 6 partes iguales y 5 corresponden a la ginebra.

2) Por igual razon la de vermut sera 1/6.

3) El alcohol contenido en la ginebra es una fraccion de la fraccion de ginebra, en este
caso, 2/5 de 5/6.
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2 5 10
4) Osea, —X=-=—=
5 6 30

5) El alcohol contenido en el vermut es una fraccion de la fraccion de vermut, en este

caso, 1/6 de 1/6.

1 1 1
6) Osea, -X-=—
6 6 36

7) La fraccion de alcohol en el Martini serd la suma de las fracciones de alcohol
aportado por la ginebra y por el vermut.

8) Esto es, Iy1=2
3 36 36

9) Dado que la fraccion de alcohol del Martini es 13/36 =~ 0,3611, el porcentaje
(aproximado) sera del 36,11%.

En la tabla 4 incluimos la configuracion de objetos y procesos que se ponen en juego en la

solucion del problema mediante aritmética fraccionaria.

Tabla 4

Configuracion de objetos y significados

Préacticas operativas y
discursivas textualizadas

Objetos no ostensivos:
conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos

Uso e intencionalidad de las
practicas

Enunciado

(igual al anterior)

1) La fraccion de ginebra que
contiene el coctel es 5/6, porque
la unidad de volumen de Martini
se ha dividido en 6 partes
iguales y 5 corresponden a la
ginebra.

Concepto: fraccion, como parte de
un todo.

Proposicion: la fraccion de
ginebra en el coctel es 5/6.

Argumento: porque el Martini se
ha dividido en 6 partes iguales y 5
corresponden a la ginebra.

Expresar en forma fraccionaria la
cantidad de ginebra presente en el
Martini a partir de los datos del
problema.

2) Por igual razén la fraccion de
vermut sera 1/6.

Idem préctica 1)

Expresar en forma fraccionaria la
cantidad de vermut presente en el
Martini a partir de los datos del
problema.

3) El alcohol contenido en la
ginebra es una fraccion de la
fraccion de ginebra, en este
caso, 2/5 de 5/6.

Concepto: fraccion de una
fraccion (multiplicacion de
fracciones).

Establecer la relacion de alcohol
presente en la ginebra para
justificar la practica 4.

2 5 10 1
4)0sea, - X-=—==
5 6 30 3

Proposicion: La fraccion de
alcohol en la ginebra es 1/3.

Argumento: porque el nuevo todo
unitario (5/6) se divide en 5 partes
iguales y se toman 2.

Procedimiento: multiplicacion de

Expresar en forma fraccionaria la
cantidad de alcohol presente en la
ginebra.
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fracciones; simplificacién de
fracciones.

Conceptos: nimero racional;
fraccion irreducible.

5) El alcohol contenido en el
vermut es una fraccion de la
fraccion de vermut, en este caso,
1/6 de 1/6.

idem préactica 3)

Establecer la relacion de alcohol
presente en el vermut para
justificar la practica 6).

1 1 1
6) Osea,- X -=—
6 6 36

idem practica 4)

Expresar en forma fraccionaria la
cantidad de alcohol presente en el
vermut.

7) La fraccion de alcohol en el
Martini seré la suma de las

fracciones de alcohol aportado
por la ginebra y por el vermut.

Concepto: suma de fracciones.

Interpretar los datos obtenidos en
las précticas anteriores, en
términos de la respuesta
fraccionaria a tarea, para justificar
la practica 8).

8) Estoes,1+i=E
3 36 36

Proposicion: la  fraccion de
alcohol del Martini es 13/36.

Argumento: Ese es el resultado de
la suma de las fracciones obtenido
aplicando el procedimiento
correspondiente (suma de
fracciones de diferente
denominador).

Respuesta fraccionaria al
problema.

9) Dado que la fraccién de
alcohol del Martini es 13/36 =
0,3611, el porcentaje
(aproximado) sera del 36,11%.

Conceptos: nimero racional;
fraccion; aproximacion decimal y
porcentual.

Procedimientos: obtencion de la
expresion decimal mediante el
cociente del numerador y
denominar; paso a la expresion
porcentual.

Respuesta al problema y su
justificacién en términos de
expresion porcentual.

Consideramos que la solucién aritmética fraccionaria es mas dependiente del lenguaje
secuencial, tal como se pone de manifiesto en las practicas 1), 2), 3), 5) y 7). Atribuyendo
caracteristicas espaciales a las representaciones fraccionarias y a las transformaciones que
se realizan con ellas (el namero que esta abajo divide, el que estd arriba multiplica; se
multiplican los denominadores que estdn abajo y los numeradores que estan arriba), la
solucion aritmética fraccionaria también pone en juego razonamiento diagramatico como se

muestra en las practicas 4), 6) y 8).
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2.6.2. Poder heuristico de las resoluciones: particularizacion versus generalizacion

Ademas de las soluciones estudiadas en los apartados anteriores, se pueden elaborar otras
que implican el uso de distintos grados y modalidades de visualizacion, o soluciones mixtas
que combinan las resoluciones diagramaticas con la aritmética fraccionaria. Como ejemplo,

proponemos una variante de la solucién aritmética fraccionaria.

1) Supongamos que preparamos 36 litros de Martini.

2) La cantidad de ginebra sera (°/s) 36 = 30.

3) La cantidad de vermut, 36 - 30 = 6.

4) La cantidad de alcohol en la ginebra serd, (*/s) 30 = 12.
5) La cantidad de alcohol del vermut, (*/s) 6 = 1.

6) La cantidad total de alcohol del Martini sera, 12 +1 = 13.
7) Luego la fraccion de alcohol en el Martini sera de *3/z6.

La expresion de las fracciones incorpora un elemento visual nuevo, ya que la disposicion
del numerador y del denominador indica el papel diferente que desemperfia cada uno en la
practica matematica. Con excepcion de esta nueva situacion, el resto de las practicas
matematicas se apoyan en el lenguaje secuencial natural. EI razonamiento est4 basado, no
obstante, en la participacion esencial del concepto de fraccidbn como operador y como

relacion parte - todo.

Una variante del enunciado de la tarea que requiere un cambio sustancial en la modalidad

de diagramas utilizables es el siguiente:

Supongamos que el cActel de Martini se puede preparar con distintas proporciones
de ginebra y vermut. Deseamos elaborar una regla (férmula) que permita
determinar la fraccion de alcohol del Martini para cada posible composicién. Se
supone que las fracciones de alcohol de la ginebra y del vermut no cambian (2/5 y
1/6, respectivamente).

En este caso se espera realizar la siguiente secuencia de précticas operativas y discursivas

apoyadas en el uso de diagramas algebraicos:

1) Supongamos que g/m indica la fraccion de la ginebra en el Martini;
2) lafraccion de vermut sera (m-g)/m;
3) lafraccion de alcohol del Martini sera
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2 1 m-— 7g+5m 7 1
A=2x2y 1m0 _ 79 =—(£)+—
5 m 6 m 30m 30 \m 6

Consideramos que la generalidad que se logra con los diagramas algebraicos no se puede
conseguir con otro tipo de diagramas, lo que explica el uso tan extendido del razonamiento
algebraico en la practica matematica. Sin embargo, la explicacion y consiguiente
comprension de los conceptos y procedimientos generales, requiere el concurso de otros
diagramas (con mayor grado de visualizacion y particulares), en las etapas previas del

aprendizaje matematico.
2.6.3. Sinergia entre los lenguajes diagramaticos y secuenciales

En este trabajo hemos mostrado que existe una estrecha imbricacion entre los objetos que

intervienen en la actividad matematica, especificamente entre,

- los lenguajes diagramaticos - visuales y los lenguajes secuenciales,
- los objetos ostensivos (materiales) y los no ostensivos (inmateriales),
- los objetos extensivos (particulares) y los intensivos (generales).

El uso de diagramas en la practica matematica debe ir acompafiado de otros medios de
expresion no visuales para lograr la justificacion y explicacion de las tareas matematicas y
las practicas operativas y discursivas implicadas en su realizacion. En consecuencia, entre
ambos tipos de lenguajes hay cooperacion para llevar a cabo el trabajo matematico
considerando que el componente diagramatico-visual aporta “un papel clave en la
comprension de la naturaleza de la tarea y en el momento de formulacidén de conjeturas,
mientras que el componente analitico lo sera en el momento de generalizacion vy

justificacién de las soluciones.

Dado el analisis que hemos realizado, pusimos en evidencia que los medios de expresion
son “artefactos” empiricos que conllevan el uso implicito de un sistema de objetos no
ostensivos, cuya naturaleza conceptual, proposicional, procedimental y argumentativa
constituyen la esencia de la actividad matemaética realizada, junto con el apoyo de los
objetos ostensivos. También hemos desvelado algunos procesos de particularizacion,
generalizacion; descomposicion, composicidn; materializacion, idealizacién que se ponen

en juego en el proceso demostrativo — explicativo realizado.
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Nuestro analisis concuerda y apoya la posicion de Sherry sobre el uso de diagramas en el
trabajo matematico: lo que importa mas que construir un diagrama preciso es el
conocimiento matematico implicado, el cual no esta visible por ningln sitio; no esta en los
propios diagramas. “Cuando los estudiantes son incapaces de reconocer el conocimiento no
es por deficiencias en los diagramas construidos sino en su incapacidad para comprender el
sistema de relaciones conceptuales relevantes” (Sherry, 2009, p. 68). Este autor resume en

dos aspectos el papel de los diagramas en el razonamiento matematico:

En primer lugar, un diagrama sirve de fundamento para sintetizar una regla
matematica a partir de conceptos y reglas de inferencia existentes. EI segundo papel
de un diagrama geométrico es garantizar posteriores inferencias en virtud de sus

caracteristicas empiricas simples. (p. 69)

El diagrama apoya o hace posible el necesario proceso de particularizacion de la regla
general; hace intervenir al objeto conceptual para participar en una practica de la que
emergera otro objeto conceptual nuevo (en nuestro ejemplo, la fraccién que constituye la

respuesta al problema planteado).
2.7. CONCLUSIONES

Este trabajo complementa a otros realizados previamente en el marco del EOS donde se
analiza el papel de las representaciones en educacién matematicas y la potencial utilidad de
tener en cuenta la trama de objetos no ostensivos implicados en el uso de tales
representaciones (Font, Godino y Contreras, 2008). En este caso usamos también la nocion
de configuracion ontosemidtica de préacticas, objetos y procesos para dialogar con las

investigaciones realizadas sobre el razonamiento diagramatico y el uso de visualizaciones.

Esta vision ontosemidtica de las practicas matematicas (antropoldgica y pragmatista) ayuda
a tomar conciencia de gue tales objetos inmateriales no proceden de un mundo inaccesible
sino que son de este mundo social en que vivimos y estan implicados en nuestra practica

cotidiana. Radford (2008a, p. 15), lo expresa a partir de las ideas de VVoloshinov (1973):
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El signo es una creacién entre los individuos, una creacion dentro de un medio
social. Por lo tanto el elemento en cuestion [el elemento al que un signo se referird]
primero debe adquirir importancia interindividual, y sélo entonces puede

convertirse en un objeto para la formacién de signos.

La visualizacion (en general la materializacion) es atil y necesaria en la préactica
matematica, sobre todo si tiene un caracter diagramatico y refleja, por tanto,
metaféricamente, las estructuras conceptuales matematicas. Pero esta capa de objetos
materiales no debe impedir ver la capa de objetos inmateriales que propiamente constituyen
el sistema conceptual de las matematicas institucionales. Ambas capas estan entrelazadas y
en cierto modo son inseparables. Entre los objetos ostensivos y no ostensivos existen
relaciones dialécticas complejas ya que la actividad de produccién y comunicacion

matematica no se puede realizar sin el concurso sinérgico entre ambos tipos de objetos.

El profesor de matematicas debe tener conocimiento, comprension y competencia para
discriminar los distintos tipos de objetos que intervienen en la practica matematica,
apoyada en el uso de diversos sistemas de representacién y siendo consciente de las
relaciones sinérgicas entre los mismos. Debe ser competente para disefiar y gestionar
procesos de materializacion e idealizacién de los objetos matematicos, junto con los

correspondientes procesos de particularizacion y generalizacion.

Consideramos que esta técnica puede estar al alcance de los profesores de matematicas y
puede ayudar a que tomen conciencia de la sinergia entre los diversos tipos de lenguajes y
sus relaciones con los objetos y procesos matematicos. Ello requerira, no obstante, el
disefio, implementacion y evaluacion de procesos formativos especificos. El inicio de una
investigacion experimental sobre formacion de profesores, orientada al desarrollo de
competencias de andlisis epistémico y cognitivo de tareas matematicas, que involucran
visualizaciéon y razonamiento diagramatico, es el objetivo del siguiente capitulo de este

trabajo.

52



CAPITULO 3.

DISENO DE UNA ACCION FORMATIVA DE FUTUROS
PROFESORES DE MATEMATICAS DE EDUCACION SECUNDARIA

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo abordamos el segundo objetivo, planteado en el capitulo 1, para dar
respuesta a la cuestion, ¢qué tipo de acciones formativas seria necesario implementar en la
formacion de profesores de matematica para desarrollar la competencia de analisis

epistémico y cognitivo?

Como se ha mencionado en el capitulo 1, este estudio se inscribe dentro del marco
metodoldgico de la ingenieria didéctica entendida en el sentido generalizado propuesto por
Godino y cols. (2013) y fue aplicado por el profesor del curso (Juan D. Godino) a 54
alumnos del Master en Educacion Secundaria (curso 2014-2015) de la Universidad de
Granada como parte de la asignatura “Innovacion docente ¢ iniciacién a la investigacion

educativa en Matematicas”.

La fase de estudio preliminar ha sido abordada en el segundo capitulo, guiada por la nocion
de sistema de préacticas operativas y discursivas gque se usan como referencia, para elaborar

el significado pretendido en el proceso de instruccion.

Consideramos que la formacion de profesores de matematicas debe contemplar el
desarrollo de competencias instrumentales especificas que les permitan realizar el tipos de

analisis que hemos presentado en el capitulo 2.

En las siguientes secciones describiremos el disefio del proceso de instruccion, su
implementacion y algunos resultados obtenidos. Fundamentaremos aspectos especificos
que podrian ser modificados en circunstancias similares y finalmente destacaremos el

interés del estudio realizado y las implicaciones para la formacién.
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3.2. DISENO INSTRUCCIONAL
3.2.1. Descripcion del disefio

En este apartado se describira con detalle el proceso de instruccion en este estudio piloto;
en el anexo | se presenta la unidad tematica completa. Para la seleccion y disefio de
situaciones-problemas, hemos considerado 2 tareas prototipicas de las cuales, la primera se
llevé a cabo en el contexto de aula y la segunda se aplicé como instrumento de evaluacion.
Los estudiantes fueron iniciados con la lectura de un articulo, previamente al comienzo de
la primera etapa, con el fin de que todos tuvieran un conocimiento inicial del tema.
Asimismo, la lectura resulta un recurso fundamental que orienta el desarrollo de las tareas
propuestas. Los contenidos didacticos — matematicos abordados son: conocimientos
implicados en la conceptualizacién y uso de diagramas y recursos manipulativos, que

impliquen procesos de visualizacion y de razonamiento diagramatico.

Para desarrollar esos contenidos, el disefio instruccional se orienta al logro de los siguientes

objetivos:

- caracterizar la visualizacion y el razonamiento diagramético y analizar su papel en
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas;
- identificar y describir los objetos y procesos implicados en tareas matematicas

mediante visualizacion y razonamiento diagramatico.
Se propone la siguiente metodologia instruccional:
Primera etapa — Trabajo de aula —
1. Lecturay discusion del articulo

Godino, J. D., Giacomone, B., Wilhelmi, M. R., Blanco, T., Contreras, A. (2015).
Configuraciones de préacticas, objetos y procesos imbricadas en la
visualizacion espacial y el razonamiento diagraméatico. Departamento de

Didactica de la Matematica. Universidad de Granada. (Trabajo en revision)
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2. Trabajando en equipos de 3 0 4 estudiantes realizar las siguientes actividades
2.1. Resolver la tarea 1 incluida en el Anexo |.

2.2. Identificar los conocimientos matematicos puestos en juego en la resolucion,
distinguiendo los lenguajes visuales y analitico, asi como los objetos matematicos

no ostensivos implicados.
3. Presentacion y discusion de resultados
Segunda etapa — Evaluacion —

4. Resolver la tarea 2, incluida en el Anexo I, de forma individual y entregarla en

la fecha indicada

En este proceso de estudio, se tiene en consideracion los siguientes momentos didacticos:
- presentacion de las consignas,
- exploracién personal,
- trabajo cooperativo en equipos para elaborar una respuesta compartida,
- presentacion y discusion,

- institucionalizacion por el profesor, explicitando los conocimientos pretendidos.

3.2.2. Analisis a priori

El anélisis a priori consistira en la formulacién de soluciones esperadas para cada una de las
tareas; asimismo se tendra en cuenta el reconocimiento de objetos matematicos puestos en
juego en la solucién y los tipos de lenguaje involucrados. EI mismo fue realizado

conjuntamente en el seno del equipo de investigacion.

A continuacion se muestra la Tarea 1 disefiada para el proceso de instruccién y su

respectivo analisis a priori.
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Tarea 1. Construccion de un cuadrado con GeoGebra

La secuencia de pasos indicados en la figura 5 es el procedimiento seguido por un

estudiante para construir un cuadrado con Geogebra.

1 2 2 3 4
m
@
A
\_\-‘ . 5
& B
a) Represento un b) Trazo unarectam | c¢) Trazo una e) Trazo unarecta r
segmento AB. perpendicular al circunferencia de centro A | paralela al segmento AB
segmento AB porel | yradio AB. haciendo que pase por el
punto A. punto C.
d) Llamo C al punto de
interseccion entre la
circunferencia trazada y la
recta m.
5.
f) Trazo una recta perpendicular al k) El cuadrilitero ABCD es un
segmento AB por el punto B. cuadrado.
g) Llamo D al punto de interseccion de
larectanylarectar.

Figura 5. Procedimiento de construccion
A) Justifica que, en efecto, el cuadrilatero ABCD es un cuadrado.

La justificaciobn matematica de que la figura ABCD es un cuadrado requiere explicitar
determinados pasos que conforman la practica matematica, en la cual se movilizan objetos
ostensivos (lenguajes y artefactos) y no ostensivos (conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos). El resolutor toma decisiones para garantizar la eficacia de la

practica, en su resolucion o para su comunicacion. Asi, en el contexto de la formacion
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inicial de docentes de Educacién Secundaria, se espera una secuencia de practicas

operativas y discursivas en la parte A), como la que se muestra a continuacion.

1)

2)
3)

4)

5)
6)

7)
8)

Con el término cuadrado designamos a un cuadrilatero que tiene sus cuatro lados
congruentes y sus cuatro &ngulos interiores rectos.

El &ngulo en A es recto porque la recta AC se ha trazado perpendicular a AB.

El lado AC es congruente con AB porque es el radio de la circunferencia con centro
Ay radio AB.

ry mson perpendiculares porque r es paralela a AB y m es perpendicular a AB.
Por tanto, el angulo en C es recto.

El &ngulo en D es recto porque r y n son perpendiculares.

El lado CD es congruente con AB porque r y AB son paralelas (segmentos
paralelos comprendidos entre rectas paralelas son iguales).

DB es congruente con AC porque m y n son paralelas.

Luego los cuatro lados de ABCD con congruentes y los cuatro angulos son rectos.

Consideramos necesario reconocer que existen definiciones alternativas de cuadrado, las

cuales pueden se utilizadas en la préactica 1. A continuacion, exponemos 5 posibles

definiciones:

Region del plano delimitada por una linea poligonal cerrada formada por cuatro
segmentos congruentes y sus angulos interiores son rectos (0 también que son
congruentes).

Paralelogramo cuyos cuatro lados son congruentes y sus cuatro angulos interiores
rectos.

Rectangulo cuyos lados son congruentes.

Rombo cuyos &ngulos interiores son rectos.

Poligono de cuatro lados cuyas diagonales son iguales, perpendiculares y se cortan

en el punto medio.

B) lIdentifica los conocimientos que se ponen en juego en la construccion y
justificacion del cuadrado con el Geogebra. (Enumera la secuencia de précticas

que se realizan para resolver la tarea, los objetos implicados y sus significados)
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Las respuestas esperadas en esta parte de la tarea, las presentamos en la tabla 5 mostrando
en la primera columna, los medios de expresion de los objetos matematicos a partir de las
practicas textualizadas; en la segunda columna mostramos los objetos mateméticos no
ostensivos, los cuales constituyen el contenido (o significado) de las palabras o expresiones

que conforman las préacticas.

Dada la complejidad de este tipo de tareas, no hemos incluido en el disefio instruccional un
analisis mas completo de la trama de funciones semidticas implicadas en el sistema de
practicas, tanto de tipo referencial (un objeto refiere a otro objeto) como operacional (uso
pragmatico de los objetos), como el ejemplo que hemos analizado en el capitulo 2.

Asimismo, es preciso sefialar que en todo el proceso explicativo — demostrativo analitico
los procesos de particularizacion (concrecién de los conceptos a las figuras particulares) y
generalizacion (las figuras concretas son representantes de la clase de figuras semejantes)

estan presentes.

Tabla 5
Configuracion de objetos y significados
OBJETOS OSTENSIVOS OBJETOS NO OSTENSIVOS (SIGNIFICADOS)
(Medios de expresion) (Conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos)
Procedimiento del estudiante
a) Represento un segmento AB Conceptos: segmento (general); puntos extremos de un segmento.
Procedimiento: trazado de un segmento con Geogebra
Particularizacién: segmento fijo delimitado por los puntos Ay B.
b) Trazo una recta m Conceptos: linea recta; punto de un segmento; recta perpendicular a
perpendicular al segmento AB un segmento por un punto; angulo recto.
por el punto A. Procedimiento: trazado de una recta perpendicular a un segmento por
uno de sus extremos con el Geogebra.
Proposicion: dos rectas perpendiculares cuatro angulos rectos.
Particularizacion: caso de las figuras dadas.
¢) Trazo una circunferencia de Conceptos: circunferencia, centro y radio.
centro Ay radio AB. Procedimiento: trazado de una circunferencia con Geogebra.
Proposicion: todos los radios de una circunferencia son congruentes.
Particularizacion: (idem)
d) Llamo C al punto de Concepto: interseccion de circunferencia y recta.

interseccion entre la
circunferencia trazada y la recta m
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e) Trazo una recta r paralela al
segmento AB haciendo que pase
por el punto C.

Concepto: recta paralela a un segmento que pasa por un punto dado.
Procedimiento: trazado de una recta paralela a un segmento con
Geogebra.

Proposicion: si una recta es paralela a otra y ésta es perpendicular a
una tercera la primera y la tercera son perpendiculares.

f) Trazo una recta perpendicular
al segmento AB por el punto B.

(IDEM b)

g) LIamo D al punto de
interseccion de larectany la
rectar.

Concepto: punto de interseccion de dos rectas.

h) El cuadrilatero ABCD es un
cuadrado

Proposicion: ABCD es un cuadrado.

Justificacion

1) Con el término cuadrado
designamos a un cuadrilatero que
tiene sus cuatro lados congruentes
y sus cuatro angulos interiores
rectos.

Conceptos: cuadrado, cuadrilétero, lados congruentes, angulos
interiores de un poligono y angulo recto.

2) El angulo A es recto porque la
recta AC se ha trazado
perpendicular a AB.

Proposicion: El angulo A es recto.
Argumentacion: por la definicion de rectas perpendiculares.

Particular — general: las figuras del diagrama refieren a “cualquier
figura” que cumpla las condiciones.

3) El lado AC es congruente con
AB porque es el radio de la
circunferencia con centro Ay
radio AB.

Concepto: congruencia de segmentos; circunferencia, centro y radio.
Proposicion: AC es congruente con AB.

Argumentacidn: justificacién de la proposicién basada en que un
radio de una circunferencia es congruente con cualquier otro.
Particular — general: (idem)

4) ry m son perpendiculares
porque res paralelaa ABy mes
perpendicular a AB. Por tanto, el
angulo en C es recto.

Proposicion 1: r y m son perpendiculares.

Argumento 1: porque r es paralela a AB y m es perpendicular a AB.
Proposicion 2: el angulo en C es recto.

Argumento 2: por la definicion de rectas perpendiculares.

5) El &ngulo en D es recto porque
ry nson perpendiculares.

Proposicion: el &ngulo en D es recto.
Argumento: por sus lados son perpendiculares.

6) El lado CD es congruente con
AB porque r y AB son paralelas.

Proposicion: CD es congruente con AB.
Argumento: porque segmentos de paralelas comprendidos entre
paralelas son congruentes.

7) DB es congruente con AC
porque my n son paralelas.

Proposicion: DB es congruente con AC.
Argumento: porque segmentos de paralelas comprendidos entre
paralelas son congruentes.

8) Luego los cuatro lados de
ABCD con congruentes y los
cuatro angulos son rectos.

Proposicion: tesis que se queria demostrar.
Justificacion: secuencia de pasos 1) a 7).
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El andlisis incluido en la tabla 5 corresponde al sistema de préacticas realizadas para resolver
la tarea por un sujeto epistémico y constituye, por tanto, un andlisis de tipo institucional. El
andlisis de las respuestas concretas dadas por estudiantes caracterizaria el significado
personal atribuido (andlisis cognitivo). La tabla 5 muestra en particular que existe una
estrecha imbricacion entre los lenguajes diagramaticos y secuenciales, los objetos
ostensivos y no ostensivos y los objetos extensivos (particulares) y los intensivos

(generales).

Nuestro andlisis ha revelado que el uso de diagramas apoya la formulacion de conjeturas,
pero la intuicion y visualizacion debe completarse con el reconocimiento de la trama de
objetos matematicos no ostensivos implicados en la deduccion de las proposiciones
geométricas. Asi mismo, el uso de diagramas en la practica matematica debe ir
acompafado de otros medios de expresiébn no visuales para argumentar (comunicar,
justificar y explicar) el desarrollo de las préacticas y el progreso en la tarea. Es preciso
observar como ya hemos mencionado, que los medios de expresion son “artefactos” (Lasa,
Wilhelmi y Belletich, 2014) que conllevan el uso implicito de un sistema de objetos no
ostensivos, que dotan de significado a la actividad matematica concretada en los objetos

ostensivos.

Consideramos que el profesor de matematicas debe tener conocimiento, comprension y
competencia para discriminar los distintos tipos de objetos, sistemas de representacion y
sus relaciones sinérgicas en la practica matematica escolar. Ademas, debe ser competente
para disefiar y gestionar procesos de materializacion e idealizacion de los objetos

matematicos, junto con los correspondientes procesos de particularizacion y generalizacion.

A continuacion se muestra la Tarea 2 implementada como instrumento de evaluacion del

proceso de instruccion y su respectivo analisis a priori.

Tarea 2. Teorema de Pitagoras

A) ¢Qué relacion existe entre las areas de las figuras sombreadas de la parte A 'y B?
Describir el procedimiento seguido, indicando las acciones que se deben realizar y las

explicaciones necesarias que justifican la respuesta.
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En la practica matematica se movilizan objetos ostensivos (lenguajes y artefactos) y no
ostensivos (conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos). El resolutor toma
decisiones para garantizar la eficacia de la practica, en su resolucion o para su
comunicacion. La resolucion esperada de la tarea imbrica lenguajes natural, diagramatico y
algebraico, segun estandares de idoneidad (epistémica, cognitiva, instruccional vy
ecoldgica). Asi, en la formacion inicial de docentes de secundaria, se espera la siguiente

secuencia de préacticas operativas y discursivas en la tarea A):

1) Se supone que las figuras trazadas en A y B son cuadrados y triangulos rectangulos

cuyos lados tienen como medidas de longitud las indeterminadas a, b, y c (figura 6).

A B
Figura 6. Hipdtesis métricas necesarias

2) Los cuadrilateros formados por los segmentos exteriores de las figuras en A y B son
cuadrados congruentes porque sus lados tienen igual longitud (a + b).

3) Los triangulos rectangulos trazados en A y B son congruentes porque sus lados son
iguales.

4) Las figuras sombreadas tienen igual area porque se obtienen quitando a dos cuadrados
de igual area cuatro triangulos iguales.

5) EIl area sombreada de la figura A es la suma del area de los cuadrados de lados a y b,
respectivamente, a®+ b2,

6) El area sombreada en B es el area del cuadrado de lado c, c2.
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7) Las regiones sombreadas se interpretan como las areas de los cuadrados cuyos lados

son los catetos e hipotenusa del triangulo rectangulo, respectivamente (figura 7).

£

al'la ' =gt

Figura 7. Determinacion del Teorema de Pitagoras

8) Luego el area del cuadrado de la hipotenusa es la suma de las areas de los cuadrados de

los catetos: ¢? = a2 + b2

B) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la solucidn de la tarea. (Enumera
la secuencia de préacticas que se realizan para resolver la tarea, los objetos implicados y sus

significados)

Como sintesis de la respuesta esperada a la parte B), en la primera columna de la tabla 1,
incluimos, de manera abreviada, las practicas textualizadas 1) a 8) mencionadas con el
correspondiente enunciado de la tarea. En la segunda columna mostramos los objetos
matematicos no ostensivos, los cuales constituyen el contenido (o significado) de las

palabras o expresiones que conforman las practicas.

Tabla 6
Conocimientos implicados en las préacticas

Objetos no ostensivos: conceptos, proposiciones,

Practicas operativas y discursivas textualizadas o
procedimientos, argumentos

¢ Qué relacion piensas que existe entre las areas de  Conceptos: area; suma y comparacion de areas;

las figuras sombreadas de la parte Ay B? ... figura geométrica.

1) Aceptacion de que las figuras trazadasen Ay B Conceptos: figuras geométricas; cuadrado; triangulo
son, respectivamente, cuadrados y tridngulos rectangulo; lado; longitud; cantidad indeterminada.
rectangulos de lados indeterminados a, b, y ¢

(figura 6).

2) Los cuadrilateros formados por los segmentos Conceptos: cuadrilateros; figura geométrica;
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exteriores de las figuras en A y B son cuadrados
congruentes porgue sus lados tienen igual longitud
(a+h).

segmento exterior de una figura; congruencia de
cuadrados; lados; comparacion de longitud.
Proposiciones: Los cuadrados exteriores (triangulos)
son congruentes.

Argumentos: Los cuadrados exteriores tienen el
mismo lado (a+b); los triangulos son rectangulos y

tienen los mismos lados.

3) Los triangulos rectangulos trazados en Ay B son

congruentes porque sus lados son iguales.

Conceptos: tridngulos rectangulos, congruencia,
lados, comparacion de lados.

Proposiciones: Los triangulos son congruentes.
Argumentos: los tridngulos son rectangulos y tienen

los mismos lados.

4) Las figuras sombreadas tienen igual &rea porque
se obtienen quitando a dos cuadrados de igual area

cuatro tridngulos iguales.

Concepto: &reas, comparacion de areas, adicion de
areas.

Proposicion: dos areas son iguales si representan la
misma extension de superficie, aunque las

superficies tengan distinta forma.

5) El &rea sombreada de la figura A es la suma del
area de los cuadrados de lados a y b,

respectivamente, a?+ b2,

Concepto: &reas, adicion de &reas, cuadrados, lados.
Proposicion y su justificacion (basada en la
aditividad del area y en el procedimiento de calculo
del area del cuadrado a partir de la longitud del lado)

6) El area sombreada en B es el area del cuadrado

de lado ¢, c2.

Concepto: cuadrado y su area.
Procedimiento: célculo del area del cuadrado a partir

de su lado

7) Las regiones sombreadas se interpretan como las
areas de los cuadrados cuyos lados son los catetos e
hipotenusa del triangulo rectangulo,

respectivamente (figura 7).

Conceptos: cateto, hipotenusa y area de un triangulo
rectangulo.

Proposicion: es posible establecer una relacion entre
las &reas de los cuadrados de lados el tridngulo
rectangulo (c2= a%+ b?)

Argumento: grafico a partir de los diagramas Ay B.

8) Luego el area del cuadrado de la hipotenusa es la
suma de las areas de los cuadrados de los catetos: ¢?

= a2+ b2

Concepto: triangulo rectangulo.
Proposicion: Teorema de Pitagoras.
Argumento: relacion entre medidas de areas de

figuras geométricas y valores numéricos de longitud.
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El andlisis incluido en la tabla 6 corresponde al sistema de practicas realizadas para resolver
la tarea por un sujeto epistémico y constituye, por tanto, un andlisis de tipo institucional. El
andlisis de las respuestas concretas dadas por estudiantes caracterizaria el significado
personal atribuido (analisis cognitivo).

3.3. DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION

En este apartado describimos la implementacion de cada trayectoria didactica
implementada, destacando aspectos relevantes en términos de idoneidad didactica local de

las facetas y componentes que caracterizan este proceso de estudio.
1) Etapal

La lectura propuesta juega un rol fundamental para el desarrollo idoneo del trabajo
pretendido de los estudiantes. La misma contiene el marco tedrico interpretativo y
situaciones-problemas introductorias similares a las tareas que se proponen en este disefio y
que serviran de guia para orientar las respuestas esperadas en las demas tareas. Dada su
complejidad, se planificé que los alumnos comiencen esta etapa con una vision amplia de la
tematica propuesta; para ello, la lectura fue enviada con anticipacion a todos los estudiantes
del curso. Esta descripcidn es un indicador positivo de idoneidad epistémica.

Al inicio de clase, se presentaron los objetivos y la metodologia de trabajo. Durante la
primera sesion de clase, el profesor actudé de manera que los estudiantes se involucraran en
el andlisis de la lectura; se proponen situaciones de problematizacion y discusién profunda
de las mismas. A partir de interacciones magistrales, se destacd el rol central de las
entidades linguisticas para indagar sobre la presencia y emergencia de los conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos implicados en las préacticas operativas y
discursivas realizadas, como asi también, sobre el papel que desempefian en la propia

actividad matematica.

A partir del intercambio activo con los alumnos, se discutieron las distintas formas de
resolver el problema presentado en el articulo, el papel de los lenguajes diagramaticos y

secuencial y las relaciones complejas entre los objetos ostensivos y no ostensivos.
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En la segunda sesion, el profesor entrega la tarea 1, explica las consignas y se les pide a los
estudiantes que se organicen en grupos de trabajo. El tiempo destinado para la realizacion
de la tarea es estipulado, ya que el profesor es consciente de la poca disponibilidad horaria
de la asignatura.

Durante el desarrollo de la tarea (aproximadamente media sesion), el profesor recorre los
grupos y realiza las intervenciones necesarias; su actuacién estd motivada por la
identificacion de conflictos y las observaciones de avances que van logrando los grupos, los

cuales orientaran la puesta en coman.

Pasada la media sesion de clase se procede a la puesta en comun; el profesor utiliza como
recurso para agilizar el intercambio una serie de diapositivas, mostrando el analisis a priori
de la tarea en cuestion. El hecho de que las practicas empleadas por cada grupo no sean
Unicas, moviliza un dialogo continuo comparando los significados que se ponen en juego y

los resultados obtenidos. Estos son indicadores positivos de idoneidad interaccional alta.
2) Etapa?2

Se complementa el cierre de la actividad instructiva con la aplicacién del instrumento de
evaluacion. Dado el poco tiempo destinado a esta actividad, por las condiciones naturales

de clase, se les dio 15 dias para la realizacion y entrega de la misma.

La tarea presenta una estructura similar a la anterior, por lo tanto, con el fin de que el
analisis epistémico de todos los estudiantes se realizara sobre la misma secuencia de
précticas, se discutieron en el seno de la clase diversas maneras de abordar la justificacion
visual del teorema de Pitagoras, pedida en el inciso A). Los estudiantes propusieron
practicas que tenian sentido para ellos y a partir de las interacciones se adopto la secuencia
que se analizd en la seccion anterior. Asimismo, se toma conciencia de la libertad que tiene
cada alumno de identificar otras posibles practicas que den respuesta al problema y que

respondan a sus intereses.

De esta manera, se implementa una accion formativa para desarrollar la competencia de
analisis epistémico y cognitivo de los futuros profesores de matematicas, en la cual se tiene

conciencia que el tiempo empleado no fue suficiente para la ensefianza pretendida. El
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disefio fue aplicado en las ultimas sesiones de la asignatura; en este tiempo, los alumnos
estaban realizando practicas docentes. Consideramos que esto afecto el rendimiento y la

motivacion. Estas cuestiones atienden a un bajo grado de idoneidad mediacional-afectiva.

Desde un punto vista interaccional, las trayectorias didécticas permitieron identificar
conflictos semidticos potenciales, los cuales se han podido detectar a priori; asimismo,
durante el proceso de instruccion, la actuacion docente permitio resolver los conflictos en la
puesta en comun. Las interacciones activas permitieron distinguir respuestas de los
estudiantes y sirvieron al profesor de validacion interna. Estos son indicadores de una

idoneidad interaccional alta.

El proceso de estudio implementado ha revelado dificultades que indican que la idoneidad
cognitiva a posteriori del proceso de estudio no ha sido adecuada; se registraron
confusiones comunes de los estudiantes en el analisis de los resultados. Asimismo,
consideramos que “los estudiantes necesitan tener oportunidades frecuentes para formular,
enfrentar y resolver problemas complejos que requieren mucho esfuerzo” (NCTM, 2000, p.
51). Esto nos lleva a pensar que seria necesario incluir una fase de discusion de los
resultados de la evaluacion mostrando ejemplos claros sobre los distintos tipos de objetos

matematicos implicados.

Las respuestas de los estudiantes obtenidas de la segunda etapa se analizaron y contrastaron
con las respuestas pretendidas. En la siguiente seccion se muestra algunos ejemplos
prototipicos de respuestas y la interpretacion de los resultados.

Es necesario, no obstante, tener en cuenta que el disefio e implementacion de procesos de
estudio con alta idoneidad didactica requiere el concurso de factores sobre los cuales el
docente no tiene control, como es el caso del factor tiempo asignado al estudio, que en este
caso, ha jugado en contra dada la poca disponibilidad horaria de la asignatura y de los

tiempos de escritura del TFM.
3.4. INTERPRETACION DE RESULTADOS

En este apartado presentamos ejemplos concretos de respuestas obtenidas a partir del

instrumento de evaluacion, (tarea 2 — anexo). Dichas respuestas permiten interpretar el
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grado de competencia de andlisis epistémico - cognitivo que se logr6 como consecuencia

del proceso formativo implementado.

Como se ha mencionado en la etapa de implementacion, las précticas operativas y
discursivas realizadas en el inciso A) fueron acordadas a partir de la interaccion entre los
alumnos y el docente; sin embargo es preciso sefialar que se han encontrado casos en los
que han adoptado otros tipos de practica. Algunas de éstas presentan inconsistencias en la

resolucion del problema y otras se encuentran bien fundamentadas.

Las respuestas que los futuros profesores dieron a la tarea, respecto de los tipos de practicas
objetos y procesos que se ponen en juego, sefialan que exhiben ciertas dificultades para
realizar este tipo de analisis. Dada la naturaleza interpretativa que adoptamos, no
realizamos un analisis cuantitativo de los resultados, sino que exponemos a continuacion
algunas respuestas prototipicas que permiten iniciar una comprensién mas profunda de la

situacion. Los ejemplos seran escritos tal como figuran en las respuestas de los alumnos.
1) Nocidn de concepto

La mayoria de los estudiantes alcanza un nivel concordante con los conceptos

contemplados en el anélisis a priori. Por ejemplo, si consideramos la practica 1:

“Aceptacion de que las figuras trazadas en A 'y B son, respectivamente, cuadrados y

triangulos rectangulos de lados las indeterminadas a, b, y c (figura 2)”
una respuesta 6ptima es la siguiente:

Conceptos: figura geométrica, cuadrado, tridngulo rectangulo, lados, medida de

longitud de lados.

Sin embargo, encontramos casos que manifiestan una confusién con el significado del

término. Por ejemplo, distinguimos dos casos.

Caso 1. Frente a la préactica textualizada: “Explica la relacion que existe entre”, una
respuesta indica que “relacion entre varias cosas” €S un concepto.

Caso 2. Frente a la practica textualizada: “En primer lugar identificamos mediante
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las primeras letras (...)”, unarespuesta indica que “identificar” es un concepto.
2) Nocion de proposicion

Las respuestas revelan casos concretos en los que se muestran confusiones con la nocion de
proposicion. Se la considera como un supuesto del que se parte, en vez de interpretarla
como un enunciado sobre conceptos, que toma valores de verdad o falsedad. Ejemplos de

respuestas tomadas de la practica textualizadal) son los siguientes:

Caso 3. Proposicion: “se parte de que ya tienes las figuras”

Caso 4. Proposicion: “partimos de que son cuadrados y triangulos”
3) Nocidn de procedimiento

Observamos que los estudiantes son capaces de reconocer el procedimiento contemplado en
el andlisis a priori. Las confusiones que se observan estan asociadas a una funcion
explicativa o justificativa del uso que se pretende hacer de la préctica textualizada
involucrada; un claro ejemplo de este caso lo observamos en la practica enunciativa de la
pregunta de la tarea: “;Qué relacion piensas que existe entre las areas de las figuras

sombreadas de la parte Ay B?”, para la cual destacamos dos tipos de respuestas:

Caso 5. Procedimiento: “Vamos a ver la relacion entre las dreas de las figuras
sombreadas mediante sus expresiones y las figuras interiores que intervienen”.

Caso 6. Procedimiento. “Se suman las dreas”
4) Nocién de argumento

Como mostraremos en los ejemplos siguientes, la nocion de argumento resulta conflictiva.
En general, no se utiliza para justificar o explicar una proposicion o un procedimiento, sino
que se refieren a explicaciones sobre la propia practica textualizada. Este rasgo se hace muy
presente cuando un estudiante utiliza la palabra justificacion. Los siguientes casos

ejemplifican esta problematica.

Caso 7. Frente a la préctica textualizada: “En primer lugar identificamos mediante

las primeras letras del alfabeto a los lados en cuestion a, b, ¢”, una respuesta indica
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que: “Para afrontar el problema es necesario identificar todos los elementos que
intervienen para la resolucion, para ello utilizamos las primeras letras del
alfabeto” es una justificacion.

Caso 8. Frente a la primera préctica textualizada: “Aceptamos el supuesto que las
figuras trazadas en A y B son cuadrados y triangulos (...)”, se indica como

argumento: “en las figuras A y B hay cuadrados y triangulos rectangulos”.

La confrontacion de este analisis con el andlisis a priori permite identificar conflictos y
guiar futuros procesos de instruccion. Asimismo, le permite a los futuros profesores tomar
conciencia del entramado de objetos no ostensivo que intervienen y emergen

necesariamente de las practicas matematicas como constructo social al que pertenecen.

La reconstruccion de la configuracién de objetos y significados que se muestra en la tabla
6, para las distintas practicas reconocidas en la resolucion de la situacion-problema, es
necesaria para que el profesor decida sobre posibles institucionalizaciones de los
conocimientos puestos en juego. El reconocimiento y gestion de los conocimientos en la
realizacion de las tareas “requiere que el futuro profesor, tras la realizacion de las
actividades, analice los objetos intervinientes y emergentes en la resolucién, y los

significados que se les atribuye en el contexto especifico” (Godino, 2013, p. 8).

El analisis se puede completar con la identificacion de los procesos matematicos
intervinientes, especialmente para esta tarea, de particularizacion. A continuacion,

sefialamos algunos conflictos identificados en las respuestas de la tarea 2.
5) Nocidn de particularizacion

Se observan algunas confusiones respecto al significado de esta nocién, asignandole una

funcion argumentativa.

Caso 9. Frente a la practica “en ambas figuras el area de las zonas sombreadas se
obtiene por sustraccion de las dareas de los cuatro triangulos rectangulos (...)", se
identifica como proceso de particularizacion: “las &reas de las zonas sombreadas se

obtienen por sustraccion”.
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3.5. UTILIDAD E IMPLICACION EN LA FORMACION INICIAL DE DOCENTES

Los resultados revelan la complejidad de las tareas propuestas; el disefio instruccional
descrito, basado en el andlisis de précticas, objetos y procesos, supone un reto para los
profesores en formacion, resultando conflictiva la identificacion y discriminacion de los
tipos de objetos y significados, ya que usualmente supone un cierto nivel de actividad

metacognitiva a la que no estan habituados.

La actividad de resolucion de problemas se complementa con el analisis epistémico —
cognitivo provocada por las consignas: ¢Qué matematicas se pone en juego en la resolucion
del problema? ;Qué matematica ha puesto en juego el alumno? La respuesta a estas
preguntas es apoyada mediante el uso de las herramientas tedricas del “enfoque
ontosemidtico”, concretadas en este caso en la nocion de configuracion de practicas,

objetos y procesos.

El tipo de andlisis que hemos descrito en este capitulo deberia ser una competencia
instrumental del profesor de matematicas al permitirle reconocer la complejidad de objetos
y significados puestos en juego en las actividades matematicas, prever potenciales
conflictos, adaptarlas a las capacidades de sus estudiantes y a los objetivos de aprendizaje.
Se trata de disefiar e implementar situaciones didacticas para la formacién de profesores
cuyo objetivo central sea el meta-analisis (Jaworski, 2005) de un componente clave de la
ensefianza: la actividad matematica entendida tanto desde el punto de vista institucional (o

socio-epistémico) como personal (o cognitivo).

CAPITULO 4.

SINTESIS, LIMITACIONES Y CUESTIONES ABIERTAS
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4.1. INTRODUCCION

En este capitulo incluimos en el apartado siguiente una sintesis de las aportaciones
obtenidas en esta investigacion. Para ello se recuperan los dos objetivos planteados
indicando el logro de los mismos. Ademas, mencionamos algunas limitaciones del trabajo

con el fin de identificar futuras lineas de continuidad.
4.2. SINTESIS

En este trabajo nos hemos propuesto en primera instancia clarificar las relaciones entre las
representaciones visuales, diagramaticas o de cualquier otro tipo, junto con los objetos

matematicos no ostensivos que les acompafian necesariamente (objetivo 1).

El capitulo 2 esta orientado al logro de este objetivo. Con dicho fin, hemos interpretado las
investigaciones encontradas en bases de datos sobre el uso de diagramas y razonamiento
diagramatico en educacion matematica, concluyendo que existen posiciones empiristas un
tanto ingenuas sobre el uso de artefactos manipulativos en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. No obstante, logramos desarrollar una descripcion sobre la posicion
ontoldgica de estas nociones.

El andlisis ontosemidtico realizado complementa la vision aportada por el razonamiento
diagramatico en el papel de la visualizacion en el aprendizaje matematico y enriquece la
postura sobre las nociones estudiadas. Para esto, hemos avanzado en el desarrollo de una
técnica de andlisis ontosemidtico que nos permitié desvelar la trama de objetos
intervinientes en las practicas matematicas y mostrar cobmo estas nociones pueden facilitar
la descripcion y comprension de los sistemas semidticos implicados en la ensefianza vy el
aprendizaje de algunos conceptos. Al final del capitulo 2 presentamos nuestras

conclusiones sobre el primer estudio abordado.

La busqueda de literatura revela que existe una amplia informacién sobre el uso de
diagramas y razonamiento diagramatico destacando su importancia en la educacién

matematica; sin embargo, apenas existen trabajos que aborden la tematica propuesta desde
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la formacion de profesores de matematica. Las investigaciones en educacion matematica
enfatizan la importancia del uso de la visualizacion para favorecer los procesos de
ensefianza y aprendizaje. Nuestro trabajo, que continua la reflexion ontosemiética iniciada
en Godino et al. (2012), sugiere que junto con los objetos visuales participan una trama de
objetos no visuales (conceptuales, procedimentales, argumentativos, ...), de los cuales hay
que tomar conciencia en los procesos de aprendizaje matematico. Es importante que tanto
los estudiantes como los profesores no confundan las representaciones materiales y visuales
con los propios objetos matematicos. Esto plantea un reto para la formacion de profesores
la cual debe contemplar como un objetivo importante que los profesores de matematicas
discriminen la diversidad de objetos que intervienen en la actividad matematica y de las

relaciones dialécticas entre los mismos.

Esta es la razén por la cual hemos iniciado el disefio e implementacion de una accion
formativa orientada al desarrollo de la competencia de analisis de los objetos y procesos

que intervienen en la practica matematica (objetivo 2).

Como bien se ha sostenido en el desarrollo del capitulo 3, el reconocimiento explicito de
los objetos y procesos implicados en las practicas matematicas es una competencia que el
profesor debe desarrollar y por lo tanto, consideramos que el formador de profesores debe

disefiar procesos formativos orientados al desarrollo de dicha competencia.

El disefio implementado se puede entender como una estrategia para reflexionar sobre las
caracteristicas de la visualizacion, del razonamiento diagraméatico y su papel en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Asimismo, favorece el reconocimiento, por
parte del profesor, de la diversidad de objetos y procesos implicados en tareas matematicas
realizadas mediante la aplicacion de visualizaciones y razonamiento diagramatico. El
andlisis de las tareas, junto con los distintos modos de abordarlas, es una accion necesaria
para poder comprender las dificultades en el aprendizaje. De esta manera, el profesor de
matematicas puede obtener informacion para el disefio de sus propias tareas, como asi

también para la gestion de las mismas en el ambiente de clase.

4.3. LIMITACIONES Y CUESTIONES ABIERTAS
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Como hemos indicado, en el capitulo 2 de este trabajo se ha iniciado el estudio de las
caracteristicas del razonamiento diagramatico y de su interpretacion en términos del EOS.
Este estudio no se puede dar por concluido siendo necesario, en particular, estudiar con mas
profundidad las relaciones entre el razonamiento diagramatico, la teoria de los registros de
representacion semidtica (Duval, 1995) y su analisis mediante la nocion de configuracion
ontosemiotica. Sera cuestion de analizar la sinergia existente entre dichas herramientas y la
posibilidad de avanzar en la complementariedad de los marcos teoricos teniendo en cuenta
los resultados de trabajos recientes que ya han avanzado en esta direccion, como el iniciado
por Pino-Fan, Guzman, Duval y Font (2015). El andlisis de las transformaciones entre
registros, tratamientos y conversiones, es un aspecto clave de la teoria de los registros de
representacion semiotica que podria ser enriquecido mediante la consideracion de la
variedad de objetos y procesos matematicos que se ponen en juego en dichas

transformaciones.

En la fase siguiente de nuestra investigacion, describimos un primer ciclo exploratorio de
una investigacion de disefio orientada al desarrollo de competencias de analisis epistémico
y cognitivo de profesores de matemaéticas, usando tareas que involucran la visualizacion y
el razonamiento diagraméatico. Como es propio de este tipo de investigaciones es necesario
implementar nuevos ciclos que permitan mejorar el disefio, la implementacion y la
evaluacion realizada en el primer ciclo. El andlisis retrospectivo realizado en la primera
fase aqui descrita revela la necesidad de ampliar el tiempo dedicado al proceso instructivo,
incluyendo nuevas tareas de reflexion, seguidas de fases de negociacion de significados,
como también desarrollar nuevos instrumentos de evaluacion del grado de logro de la

competencia pretendida.
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ANEXO: UNIDAD TEMATICA COMPLETA

Aam . UNIVERSIDAD DE GRANADA Curso de posgrado:

: m b Innovacién docente e iniciacion a la
; epartamento de ) ) . ) o

Diddctica de la Matemdtica InVEStlgaCIOH educativa en Matematicas

Profesor: Juan D. Godino 2014 - 2015

PRACTICA 2: Reflexion sobre las caracteristicas del razonamiento visual y
diagramatico

EQUIPO:

OBJETIVOS:

1) Reflexionar sobre las caracteristicas de la Visualizacion y el Razonamiento
Diagramatico (VRD) y su papel en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas.

2) Reconocer la diversidad de objetos y procesos implicados en tareas matematicas
propias de educacién secundaria realizadas mediante la aplicacion de
visualizaciones y razonamiento diagramatico.

CONTENIDO:

1) Conceptos de visualizacion, diagramas y razonamiento diagramatico

2) Uso de diagramas, visualizacién y recursos manipulativos en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas

3) Conocimientos implicados en la visualizacion y el razonamiento diagramatico.

METODOLOGIA:
1) Lecturay discusion del articulo,

Godino, J. D., Giacomone, B., Wilhelmi, M. R., Blanco, T., Contreras, A. (2015).
Configuraciones de practicas, objetos y procesos imbricadas en la visualizacion
espacial y el razonamiento diagramatico. Departamento de Didactica de la Matematica.
Universidad de Granada. (Trabajo en revision)

2) Trabajando en equipos de 3 0 4 estudiantes realizar las siguientes actividades:
2.1. Resolver la coleccidn de tareas incluidas a continuacion.

2.2. ldentificar los conocimientos matematicos puestos en juego en la resolucion,
distinguiendo los lenguajes visuales y analitico, asi como los objetos matematicos
no ostensivos implicados.

3) Presentacion y discusion de resultados
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TAREAS SOBRE VISUALIZACION Y RAZONAMIENTO DIAGRAMATICO

EQUIPO:

Tarea 1.
La secuencia de pasos indicados a continuacion es el procedimiento seguido por un
estudiante para construir un cuadrado con Geogebra.

1. 2. 2 3.
m
C
A
\\ H .
& B
a) Represento un b) Trazo una recta m ¢) Trazo una circunferencia | €) Trazo una recta r paralela
segmento AB. perpendicular al de centro A y radio AB. al segmento AB haciendo
segmento AB por el que pase por el punto C.
punto A. d) Llamo C al punto de
interseccion entre la
circunferencia trazada y la
recta m.

5.

f) Trazo una recta perpendicular al k) El cuadrilitero ABCD es un
segmento AB por el punto B. cuadrado.

g) Llamo D al punto de interseccion de

larectanylarectar.

A) Justifica que, en efecto, el cuadrilatero ABCD es un cuadrado.
B) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en el procedimiento realizado por el
estudiante del cuadrado con el Geogebra y la justificacion que has elaborado.
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(Enumerar la secuencia de practicas que se realizan para resolver la tarea y completar la
tabla incluida a continuacion, afiadiendo las filas necesarias)

OBJETOS OSTENSIVOS
(Medios de expresion)

OBJETOS NO OSTENSIVOS (SIGNIFICADOS)
(Conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos)

Procedimiento del estudiante:

a)

b)...

Justificacion:

1)

2) ...

ESTUDIANTE:

Tarea 2.

A) ¢Qué relacion existe entre las areas de las figuras sombreadas de la parte Ay B?
Describir el procedimiento seguido, indicando las acciones que se deben realizar y las
explicaciones necesarias que justifican la respuesta.

B

b) Identificar los conocimientos que se ponen en juego en la solucion de la tarea.
(Enumerar la secuencia de practicas que se realizan para resolver la tarea y completar la tabla
incluida a continuacion, afiadiendo las filas necesarias)

OBJETOS OSTENSIVOS
(Medios de expresion)

OBJETOS NO OSTENSIVOS (SIGNIFICADOS)
(Conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos)

Enunciado:

Resolucion:
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