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Prodlogo

Este libro expone los contenidos de la asignatura Geometria II del titulo
de Grado en Matemdticas de la Universidad de Granada, que esta progra-
mada como asignatura semestral de primer curso. El autor ha impartido esta
asignatura los segundos semestres de los cursos 2010-11, 2011-12 y 2012-13,
y quiere reflejar aqui esta experiencia docente.

En la asignatura Geometria I del primer semestre de primer curso, se
ensenan los conocimientos basicos de espacios vectoriales, sistemas de ecua-
ciones lineales, matrices y aplicaciones lineales. La materia de este libro es,
pues, una continuacion de aquella en la ensenanza de la geometria vectorial
bésica. En estas paginas, esencialmente, se hace el recorrido que va desde la
diagonalizacién de endomorfismos de un espacio vectorial hasta la clasifica-
cion de las isometrias de un espacio vectorial euclideo.

Quiero agradecer a los profesores del Departamento de Geometria y To-
pologia de la Universidad de Granada que me han mostrado su apoyo en este
trabajo, a mi hermano y a los estudiantes que con sus indicaciones me han

hecho mejorar los contenidos de este libro.

Granada, Febrero de 2014

Ignacio Sanchez Rodriguez






Tema 0

Preliminares y notaciones

En este capitulo preliminar daremos las principales notaciones que usa-
remos a lo largo del curso, y de paso recordaremos algunos conceptos de la

asignatura Geometria I.

Sobre espacios vectoriales.

Nosotros trabajaremos, en general, con espacios vectoriales sobre el cuer-
po de los nimeros reales R y de dimension finita, salvo alguna excepcion
que se indicaria llegado el caso. Los espacios vectoriales los denotaremos
usualmente con las letras V, U o W. Escribiremos dim(V) o dim V para la
dimensién de V.

Los elemento de un espacio vectorial, llamados vectores, los denotamos
con letras mintusculas y con barrita encima, v € V y, en particular, el vector
cero se escribird 0 (en algtin caso usaremos la flecha encima ¥ para referirnos
a los vectores de la geometria elemental del plano o del espacio).

Las bases de un espacio vectorial V de dimensién finita, dim'V = n, se
denotaran tipicamente con letras caligraficas mayusculas, B,C,... Asi po-
demos representar una base de V por B = (by, .., b,); como es un conjunto
de vectores ordenado hemos elegido representarlo entre paréntesis en vez de
entre llaves.

Para un subconjunto S C V, designamos con L(S) al subespacio vectorial
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generado por S; es decir, L(S) C V son los vectores que se obtienen por
combinacién lineal finita de vectores de S. Cuando S = {u, ..., v} consta de un
nimero finito de vectores, L(S) se puede designar también por <{a,..., v} >.
De ahora en adelante la igualdad o equivalencia de notaciones la indicaremos
con tres rayitas; en este caso: L(S) =<{a,.., 0} >.

Para cada n € N, tenemos el espacio vectorial real R", cuyos vectores
son las llamadas n-tuplas de numeros (zy,%s,..,2,), con z; € R. A una
2-tupla la llamaremos par y a una 3-tupla la llamaremos terna. Para la
base estandar de R™, llamada también base usual o canonica, reservamos la
notacién B, = (& = (1,0,..,0), ... ,&, = (0,..,0,1)).

Sobre matrices.

Al conjunto de matrices reales de orden m X n, es decir, con m filas y
n columnas lo denotamos por M,, ,,(R), o simplemente M, ,,. Sabemos que
con las operaciones suma de matrices y producto de escalares por matrices,
M0 (R) es un espacio vectorial sobre R de dimensién igual a mn.

Frecuentemente usaremos letras maytusculas para denotar a una matriz,

A € M., , y escribiremos

a1; Qa2 -+ Q1p

Q21 Q22 -+ Q2p
A=

m1 Am2 -~ Omn

Abreviadamente usamos la notacién A = (a;;); pero no hay que confundirla
con a;; (sin paréntesis) que representa el nimero de la casilla de A que estd en
la fila ¢ y en la columna j.
Considerad que una matriz fila, (21 22 .. z,) € My, (sin comas), es un
objeto diferente de una n-tupla, (x, z,..,x,) € R™ (con comas).
Denotamos el rango de una matriz A por r(A) o rango(A) y la matriz

traspuesta de A por A’.

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



Sobre matrices cuadradas.

Denotamos con M,,(R), o M,,, al conjunto de las matrices reales cuadra-
das de orden n, es decir, con n filas y n columnas. Denotamos a la traza de
A e M, por tr(A) o traza(A), y al determinante de A por det(A).

Al igual que las matrices rectangulares, las matrices cuadradas M, (R)
forman un espacio vectorial real, con dim M, = n?. Dos subespacios vecto-

riales importantes de M,, son:
e El subespacio vectorial de las matrices simétricas, denotado por S,,.
e El subespacio vectorial de las matrices antisimétricas denotado por A,,.

Cualquier matriz A € M, se obtiene de manera unica como la suma de
una matriz simétrica A, y de una antisimétrica A,; para probarlo basta con
definir A, := 3(A+ A") y A, := 3(A — A"). Se obtiene que M, es igual a la
suma directa S, ®© A,,.

La notacién “:=" la usaremos frecuentemente para indicar que el término
del lado de los dos puntitos se define con el término del otro lado de la
igualdad.

Por otra parte, el producto de matrices de M,, sigue siendo de M,,, es
decir, que el producto de matrices es una operacién interna en M,,. Entonces,
si consideramos el subconjunto de las matrices requlares o invertibles de orden
n, es decir, las matrices A con det(A) # 0, resulta que este subconjunto con la
operacién producto de matrices es un grupo, llamado el grupo lineal general
y se designa por Gl(n,R) o, simplemente, por Gl,. El elemento unidad del
grupo es la matriz identidad de orden n, denotada por I,, y la matriz inversa
de A se designa por A1,

Algunos subgrupos importantes de Gl(n, R) = Gl,, son:

e GI' := {4 € Gl, : det(A4) > 0}.
e El grupo lineal especial, Sl(n,R) = Sl,, := {A € G, : det(A) = 1},

e El grupo ortogonal, O(n,R) = O(n) =0, :={A e Gl,: A~ = A}
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Sobre aplicaciones lineales.

Para una aplicacion lineal f entre dos espacios vectoriales V 'y W escri-
bimos el diagrama:
fr vV — W,
v — f(v) =w,
donde V es el espacio inicial o dominio de fy W el espacio final o codominio
de f.

Preferentemente, denotamos al nicleo de f por ker f, pero se puede usar
N(f); v para la imagen de f usamos indistintamente las notaciones f(V) =
im f. Recordemos que rango(f) := dim(im f) y nulidad(f) := dim(ker f) y
que el teorema de las dimensiones para una aplicacion lineal asegura que
dim V = dim(im f) 4 dim(ker f).

El conjunto de aplicaciones lineales de V en W, con las operaciones suma
de aplicaciones lineales y producto de un escalar por una aplicacién lineal,
resulta ser un espacio vectorial real, que denotamos por £(V, W), cuya di-
mensién es igual al producto (dim V)(dim W).

El espacio dual de V es el espacio vectorial V* = £(V,R); un elemento
@ € V* es, pues, una aplicacién lineal ¢p: V. — R y se le llama una forma
lineal sobre V.

Una aplicacién lineal f también se la conoce como un homomorfismo de
espacios vectoriales. Si f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva decimos, res-
pectivamente, que se trata de un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo
(de espacios vectoriales).

Una aplicacién lineal f: V. — V decimos que es un endomorfismo de
V, y al conjunto de todos ellos se lo denota por EndV = L(V,V). Si f es
ademas biyectiva decimos que f es un automorfismo de V, y al conjunto de
todos ellos se lo denota por Aut V.

Si f € EndV, decimos que un subespacio U C V es un subespacio
invariante por f si se verifica que f(U) C U. En ese caso, a la restricciéon
de fa U, flu: U— V|, se le puede cambiar el codominio con el propio U,

obteniéndose un endomorfismo de U que lo denotamos por f;: U — U.
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Las aplicaciones lineales de R"” en R™.

El conjunto de las matrices de M, ,(R) se puede poner en corresponden-
cia biyectiva con el conjunto L(R™ R™) de las aplicaciones lineales de R™ en
R™ de la siguiente forma:

Dada una matriz A = (a;;) € M, ., existe una unica aplicacién lineal

h .

Al R" — R™

(1,0, n) > h (1, 20) = (Y1 s YUm)

que esta determinada por la ecuacién matricial

1 ailr ai2 -+ Qain 1 Y1
(0.1) A2 )= o oo =%
Tn am1l Gm2 ** Gmn Tn Ym

Notad que cada columna j de la matriz A son las componentes de la m-tupla

h,(e;), 7=1,..,n, siendo B, = (€1, .., €&,) la base estdandar de R".

Y viceversa, dada una aplicacion lineal h: R* — R™, existe una tni-
ca matriz A, € M,,, cuya columna j son las componentes de la m-tupla
h(ej), j=1,..,n.

Ademsés, la aplicacién A — h, establece un isomorfismo de espacios vec-
toriales entre M,, ,(R) y L(R",R™); y se verifica que la inversa de este
isomorfismo aplica h — Ap,.

Es bastante frecuente identificar M,,,, = L(R™,R™), y se suele escribir

la aplicacién h, simplemente como A, quedando:

T — Az =1, escribiendoa‘:z(ii),zj:(yl).

Ym
Nota: En la ecuacion matricial nosotros hemos representado matri-
cialmente los vectores de R™ (o de R™) como matrices columna. Algunos
autores prefieren usar la representacion matricial de los vectores de R™ como
matrices fila. En este caso, la ecuacion matricial que define a la aplicacién
lineal, que hemos llamado £, es la ecuacion traspuesta de la ecuacion ;
quedarfa (z1 ... 2,)A" = (y1 ... Ym) y se consideraria, en este caso, que A’ serfa

la matriz que representa o se identifica con la aplicacion lineal £, .
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Nosotros en este curso, cuando en ecuaciones matriciales usemos vectores

de R™, los representaremos generalmente con matrices columna.

Coordenadas en un espacio vectorial.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con dim'V = n. Si da-
mos una base B = (by, ..., b,) de V entonces obtenemos una biyeccién de V
con R™ que asigna a cada vector v € V sus coordenadas respecto a la base
B; dichas coordenadas son las componentes de la n-tupla (xi, zs, ..., x,) que
estan determinadas por la ecuacién vectorial © = 1by + - - - + ,,b,,. Denota-
remos a esta n-tupla de R™ por v, = (x1, 2, .., z,,) € R™; es decir, v, son las
coordenadas de v en la base B.

Si llamamos ¢, a la biyeccién que asigna a un vector sus coordenadas

respecto a una base B, resumimos la aplicacion en este diagramas:

vV — R”

v o U, = (21, T2, ., Ty)

Resulta, ademds, que ¢, es un isomorfismo; y estd determinado por las n
condiciones ¢, (b;) = €;, j = 1,..,n, siendo B, = (€1, ..., &,) la base estdndar

de R"™.

Cambio de coordenadas en un espacio vectorial.

Si ahora damos en V otra base, B’ = (b),..,b), entonces obtenemos
una nueva asignacion de coordenadas y, por tanto, un nuevo isomorfismo
Ly V—=R" 09, = (2],..,2,). Nos interesa conocer la aplicacién

pP: R* — R"
U, Uy
que a partir de las coordenadas de v respecto a B’ nos da las coordenadas de

v respecto a B. Podemos ver esta aplicacion dentro del siguiente diagrama:

Iv _ _
V——V D ——>7
L T
R L. Rn T, U
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donde I, es la aplicacién identidad de V.

Nota: Se dice que es un diagrama conmutativo porque los dos “caminos”
dan igual resultado; como en este caso, Pot,, = t,01,. Generalmente todos
los diagramas que usamos son conmutativos.

Resulta que esta aplicaciéon P es un isomorfismo de R"™ y, por tanto, se
puede identificar con una matriz regular, denotada igualmente por P, que es
la llamada matriz de cambio de base (o de coordenadas) de B’ a B. Algunas

notaciones alternativas para esta matriz son
P=MB,B)=B,.

La notaciéon P = B/, se justifica porque sus columnas son las coordenadas de
los vectores de B’ respecto a la base B; es decir, la columna j de P son las
componentes de (Z_);) s- oegun lo que veremos en el apartado siguiente sobre la
expresion en coordenadas de una aplicacion lineal, también se podra escribir
M(B',B)=M(,,B,B).

En resumen, la ecuacién matricial del cambio de coordenadas es:

(0.2) M(B',B) (xl1> = (9-[{%) o, si se prefiere, B 0, = 0,.

/ B B/
Ty, Tn

Nota: Si usaramos las matrices fila para representar matricialmente los vec-
tores de R™ habriamos obtenido una ecuaciéon matricial traspuesta de la an-
terior, considerandose en ese caso que P! serfa la matriz de cambio de base
de B a B.

Es facil probar que la matriz de cambio de base de B a B’ es:

P =B, =M®BB).

B

.~ = RN 5 =
Si B” es una tercera base de V obtenemos que v, = B v, y que v, =

Bg, v,,. Sustituyendo v, de esta tltima ecuaciéon en la ecuaciéon 1) se
: !/l = _ / /B 213 3 n
sigue que B v,, = B BB/ v,,. Como esto es vdlido para todo v,, de R", se

deduce que

B! =B, B;’, o, si se prefiere, M(B",B) = M(B',B) M(B",B').
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Expresion matricial de una aplicacion lineal.

Sea f una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V. 'y W, con
dimV =n y dim'W = m. Escribimos:
f: V. — W
v — f(v)
Dadas una base B = (by,..,b,) de V y una base C = (¢i,..,¢y) de W,

obtenemos el siguiente diagrama (que es conmutativo porque ¢, o f = Aoty):

v—IL.w v——> f(v)
R" - R™ Oy — f(0),

donde, por definicién, A es la aplicacién que a partir de las coordenadas de
v en la base B, v, = (x1,..,%,), nos da las coordenadas de f(v) en la base
C, f(©)e = (Y1, Ym)-

La matriz A € M,,,, decimos que es la matriz asociada a f, o que repre-

senta a f, en las bases B y C y la denotamos por
A=M(f,B,C)= f(B),.

Podemos escribir la ecuacién matricial de f en coordenadas asi:
1 Y1
(0.3) M(f,B,C) (gf?) = (?’f‘f ) o, si se prefiere,  f(B), v, = f(?),,
Tn Ym
La notaciéon A = f(B), se justifica porque sus columnas son las coordenadas
de la imagen por f de los vectores de la base B respecto a la base C; es decir,
la columna j de A son las componentes de (f(b;)).-
De las ecuaciones ((0.2)) y (0.3)) se deduce facilmente que la matriz A" que
representa a f en dos nuevas bases, B’ de V y C’ de W, se obtiene mediante

la ecuacién escrita asi:
A'=f(B), =C, f(B), B, otambién asf:
A'=M(f,B,C")=M(C,C)M(f,B,C)M(B',B).

Estudiaremos esto mas detenidamente en el caso de los endomorfismos.
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Expresion matricial de la composicion de aplicaciones lineales.

Sean U, V y W espacios vectoriales con dimensiones p, n y m, respecti-
vamente. Sig: U — Vy f:V — W son dos aplicaciones lineales, entonces
la composicién de aplicaciones fog : U — W es también una aplicacién

lineal y esta definida por

(fog)(u) := f(g(a)).

Si A, By C son bases de U, V y W, respectivamente, entonces (represen-

tando matricialmente los vectores de RP™°™ como matrices columna) resulta

facil probar que
M(fog,AC)=M(f,B,C)M(g,A,B), o escrito asi:

(fog)(A)c = f(B)c g(A)B'

Esto se resume en el siguiente diagrama, donde D = M (g, A, B) = g(A), y
A= M(f,B.C) = (B,

/fi\
v v—.-w
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Tema 1

Diagonalizaciéon de

endomorfismos

Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V, lo que escribimos asf:
f € End V. Esto, por definicién, significa que f: V — V es una aplicacion
lineal. Suponemos que V es de dimensién finita, dim'V = n.

Dada una base B = (by,...,b,) de V, hay un endomorfismo de R™ que
representa a f en la base By que, por definicién, es la aplicacién que a partir
de las coordenadas de u nos da las coordenadas de f(u), ambas respecto a
la base B. Dicho endomorfismo de R" se identifica con una matriz cuadrada

de orden n que la denotamos por

A= M(f.B) = f(B),.

Segun el convenio adoptado de como tratar los vectores de R™ en las ecua-

ciones matriciales, sabemos que Vu € V,

(1.1) f(@)y = M(f,B) ty,

donde u, y f(u)

respecto a B, puestas como matrices columna.

s son, respectivamente, las coordenadas de u y de f(u)

13
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La situacién que tenemos la resume el siguiente diagrama:

v-l.v ur——s f(u)
R - R" Uy f (1),

Recordemos que una matriz diagonal es aquella que fuera de la diagonal
principal solo tiene ceros; por ejemplo, como esta: (8 " 8)'
El problema de la diagonalizacién de endomorfismos se puede

enunciar de la manera siguiente:

Dado f € EndV, saber si existe alguna base de V tal que la
matriz que representa a f en esa base sea una matriz diagonal.
Si existen tales bases, decimos que f es un endomorfismo diago-

nalizable. El siguiente paso es encontrar una base C de V tal que
M(f,C) sea diagonal.
En general, si tenemos una nueva base C = (¢4, ..., ¢,) de V, obtenemos

una nueva matriz asociada

D= M(f,C) = f(C),

y un nuevo diagrama:

V[—f)vl TMM
R" —~R" Uy f(ﬂ)c

Consideremos la aplicaciéon P que envia las coordenadas respecto a C de
cada vector de V a sus coordenadas respecto a B. La aplicaciéon P es un

automorfismo de R™ y se identifica con la matriz regular P = C, = M(C, B);

podemos escribir:
pP. R* — R”

Ue r Ug
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Usando las aplicaciones A, D y P obtenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo:
R" —>R" Uy = [ (1),
I |
R —=~R" e — f ().

Puesto que P es un isomorfismo, podemos usar P!, y reescribir el dia-

grama asi:

Rr A Rn Pi— AP7%
S
A T—> D7 = P APz

donde, en el cuadro de la derecha, hemos aplicado a un vector arbitrario
x € R”, partiendo desde la esquina inferior izquierda, los dos “caminos” del
diagrama.

Se demuestra facilmente que si Dz = P~'APZ, VZ € R", entonces
D =P AP

En resumen, la ecuacion matricial que relaciona las matrices que representan

a un endomorfismo f € End 'V en dos bases B y C de V, se escribe asi:

(1.2)  M(f,C) = M(B,C) M(f,B) M(C,B), o ast: (C), =B, f(B),C,

C

Por gusto, y sin animo de liarnos demasiado, podemos juntar todos los
diagramas y obtenemos el siguiente diagrama, algo mas complicado, que re-

sume la situacion del cambio de coordenadas para un endomorfismo f:

f

V-V ur——- f(a)
o) s |
e Rr —A, Rr e U, — f(),
. [ ]
R* 2. R" . — f(1),

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez
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Observamos, pues, que el problema de la diagonalizaciéon de una aplica-
cién lineal f es equivalente al siguiente problema de diagonalizacién de

matrices:

Dada una matriz A € M, saber si existen una matriz diago-
nal D y una matriz regular P tales que se verifique la ecuacion
D = P7'AP; en caso de que existan, encontrar tales D y P que
la verifiquen. Si esto sucede decimos que A es una matriz diago-

nalizable.

Recordemos que A y D € M, son matrices semejantes si existe una
matriz regular P tal que D = P~1AP. Asi el problema de diagonalizacién de

matrices (“por semejanza’ se anade a veces) es el siguiente:

A € M, es diagonalizable si y solo si A es semejante a una

matriz diagonal.

1.1. Valores y vectores propios. Subespacios
propios

Damos el concepto de endomorfismo diagonalizable en la siguiente defi-

nicion.

Definicién 1.1. Sea f € End V. Decimos que f es un endomorfismo diago-
nalizable si existe una base de V tal que la matriz que representa a f en esa

base es una matriz diagonal.

Este concepto se puede expresar de otra manera equivalente segin nos

indica el siguiente resultado.

Lema 1.1. Sean f: V — V una aplicacion lineal y B = (by, ..., b,) una base

de V. Se verifica que:

AL O - 0
(1.3) M(f,B) = (0 A2 0) , con A\ €R,
0 0 -« A

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez
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sty solo si
(1.4) f(b) = Aiby,  f(ba) = Moo, ..., f(by) = Aubn, N €R.

Demostracion. La existencia de B verificando (1.3)) es la definicién de que
f sea un endomorfismo diagonalizable. Veamos que = . Como
dijimos en la ecuacién , f(u), = M(f,B)u,, Vu € V. Ahora, puesto
que by = 1by + 0by + - - - + 0b, se sigue que 1_718 = (1,0,...,0). Procedamos a

hallar las coordenadas de f(b;) respecto a la base B:

- ~ AL O - 0 1 A
F(br)y = M(f.B) by = (0 h 0) (0) _ (0) |
0 0 -« A 0 0

es decir, f(b1), = (\1,0,...,0), lo cual significa que

f(b1) = Aiby + 0by + -+ + 0b,, = A\iby.

El mismo razonamiento, hecho para ¢ = 1, nos vale para ¢ € {2,...,n} y

asi nos queda:

Mo 0 e 0 0 0
£ = MU, B, = ( e :@:) (:@:) _ () ;
0« 0 -« Ap 0 0

es decir, que f(b;) = \ibs, Vi € {1,..,n}.

Veamos que = . Si f(b;) = A\;b; entonces en coordenadas es
f(b;)s = (0,..,Aj,..,0), con \; en la posicién j-ésima. Como la columna
j-ésima de la matriz M(f,B) son las coordenadas de f(b;) respecto a la
base B, se obtiene inmediatamente la expresién diagonal de la matriz
M(f,B). O

El lema anterior nos dice que la matriz que representa a f en la base B
es una matriz diagonal cuando la imagen por f de cada vector b; de B es
proporcional a sf mismo; esto es, b; v su imagen estdn en la misma recta vec-
torial. El hecho de que un vector, @, y su imagen por un endomorfismo, f(),
sean proporcionales es, como vemos, muy relevante; por ello lo destacamos

en la siguiente definicion.
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18 Tema 1. Diagonalizacion de endomorfismos

Definicién 1.2. Sea f un endomorfismo de V.

1. Decimos que A € R es un wvalor propio o autovalor de f si existe un

vector @ € V, con u # 0, tal que f(u) = \u.

2. Decimos que @ € V, con 4 # 0, es un wvector propio o autovector de f

correspondiente a un valor propio A € R si f(u) = Aa.

Notad que f(0) =0 =£k0, Vk € Ry V f € EndV; es decir, el vector 0
y su imagen por un endomorfismo son siempre proporcionales; por ello no es
conveniente incluir al 0 en la anterior definicion.

Otra manera de decir cuando un endomorfismo es diagonalizable nos la

da la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.2. Un endomorfismo f: V — V es diagonalizable si y solo

si existe una base B de V' formada por vectores propios de f.

Demostracion. Es una consecuencia del Lema y de la Definicién [I.2] O

Si aplicamos esta Definicién [I.2]al caso V = R", y teniendo en cuenta que
cada endomorfismo de R" se identifica con una matriz A € M,,, obtenemos la

siguiente definicion, similar a la anterior, pero ahora con matrices cuadradas.
Definicién 1.3. Sea A € M, (R).

1. Decimos que A € R es un walor propio o autovalor de A si existe un

vector T € R", con 7 # 0, tal que AT = \Z.

2. Decimos que T € R", con T # 0, es un vector propio o autovector de

A, correspondiente al valor propio A € R, si AT = A\Z.

Como ya dijimos, representamos los vectores £ € R"™ con matrices co-
lumnas en las ecuaciones matriciales. Explicitamente, la ecuacién matricial

AZ = AT es:

aix aiz - Qip X1 X1

a21 Q22 -+ Q2n X2 X2
(1.5) =\

Ap1 Ap2 - Ann Tp Tp
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El siguiente resultado relaciona las definiciones y

Lema 1.3. Sean f € EndV y una base B de V. Sea A= M(f,B) € M,, la

matriz que representa a f en la base B. Se verifica:
(1.6) fu) =Xt <= Au, =M\u,,

Demostracion. La ecuacién ([1.1) nos dice que f(u), = Au,; por otro lado,

es elemental que (Au), = Au,; y el resultado se sigue inmediatamente.  [J

Proposiciéon 1.4. Dado f € EndV y dada una base B de V, los valores
propios de M(f,B) son los mismos que los de f; y los vectores propios de

M(f,B) son las coordenadas de los vectores propios de f respecto a B.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema y de las defini-

ciones anteriores. O

Vamos a estudiar, ahora, el conjunto de vectores propios correspondientes

a un valor propio.

Lema 1.5. Sea f € EndV. Para todo A € R el conjunto Vy = {u € V :

f(u) = Au} es un subespacio vectorial de V.

Demostracion. Sean u,v € V y k € R; tenemos que

flu+0) = f(u)+ f(v) = Au+ Ao = A\(u + 0)
f(ku) =kf(u) =k u = Aku
entonces 4+ v € Vv ku € Vy; lo cual termina la prueba. O

Definicién 1.4. Sean f € End'V y A un valor propio de f. Definimos
V,:={ueV:f(a)=u}
como el subespacio propio de f correspondiente al valor propio .

La siguiente proposicion resume algunas propiedades de los subespacios

propios.
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20 Tema 1. Diagonalizacion de endomorfismos

Proposiciéon 1.6. Sea f € EndV, con dim'V = n. Si X\ es un valor propio

de f entonces:

(a) dimV, > 1.

(b) Vy = ker(f — AL,).

(c) dimV = n — rango(f — AL,).
(d) det(f — AL,) = 0.

Demostracion. (a) Si A es un valor propio es porque V) contiene algiin vector
distinto de 0, luego la dimensién de V) es mayor que 0, lo que prueba (a).

(b) Probemos primero que V, C ker(f — AlL,,). Si u € V), se sigue que

f(a) = Au; luego

F@) = N = (f = AL )(@) =0,
es decir que u € ker(f — AL,). Probemos ahora que ker(f — AIL,) C V,. Si
u € ker(f — ML) entonces (f — ML, )(u) = 0; luego, f(u) = A\u y, por tanto,
u € V,. Y asi hemos probado (b).

(c) El teorema de las dimensiones para un endomorfismo g € End'V
nos asegura que dim V = dim(im g) 4+ dim(ker g). Si esto se lo aplicamos al
endomorfismo g = f — AL, y usamos (b) queda la formula en (c).

(d) Si A es valor propio entonces por (a) y (b) ker(f — AL,) # {0}. Luego
f — AL, es un endomorfismo no inyectivo, y por tanto no es un isomorfismo;

entonces necesariamente det(f — A\I,,) = 0. O

Si aplicamos esta proposicion al caso V = R", como cada endomorfismo
de R™ se identifica con una matriz A € M, obtenemos una proposicion
similar para matrices. Notad que A es un valor propio de A si existe un
T = (r1,..,7,) € R", T #0, tal que T € ker(A — A\I,,) o, equivalentemente,

(A — AL,)z = 0, que explicitamente queda:

a;; — A a2 te a1n X1 0
(1.7) (A —AL)7 = (21 agp— A -+ Q2n T2 | 0
an1 An2 te Ann — )\ Tp O

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



1.1. Valores y vectores propios. Subespacios propios 21

Fécilmente se prueba que equivale a la ecuacién ((1.5)). Resumiendo tenemos:

Proposiciéon 1.7. Sea A € M,,, A un valor propio de A y Vi C R” ¢l

subespacio propio de A correspondiente a A. Se verifica:
(a) dimV, > 1.

(b) V, = ker(A — AI,) C R™.

(¢) dimVy = n — rango(A4 — AL,).

(d) det(A — AL,) = 0.

Los resultados de las Proposiciones y son equivalentes cuando
A= M(f,B), siendo B una base de V; segun se deduce del Lema y de la
Prop.[1.4

Estudiamos ahora qué sucede con los subespacios propios correspondien-

tes a valores propios diferentes.

Proposicion 1.8. Sea f € EndV y sean A, .., \. valores propios de f,
distintos entre si. Si Uy, ..., u, son vectores propios correspondientes, respec-
tivamente, a Ay, .., \. entonces se verifica que {uy,..,u,} son linealmente

independientes.

Demostracion. Hacemos la demostracion por induccion. Sir = 1 es inmedia-
to porque un vector distinto de 0 es por sf mismo linealmente independiente.

Supongamos cierto el resultado para r — 1 vectores. Partimos de la ecua-

cién:

(1.8) kit + - + ki, = 0

y hemos de probar que k; = --- =k, = 0. Multiplicando por A\; queda
(1.9) Mkitiy + Mkotis + - - - + Mkt = 0.

Por otra parte, aplicando f a ambos lados de la ecuacion (1.8]) queda

(1.10)  f(kty + -+ + kotty) = ko f (1) + -+ + ko f(@,) =
= ki MUy + kodotiy + - - + kN2, =0
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Restando a la ecuacién ([1.9)) la tltima ecuacién en (1.10) queda
kg()\l - )\2)’112 + o+ kr<)\1 - )\,,)ﬁr == (_]

Como {ug, ..., 4, } son r—1 vectores propios correspondientes a valores propios
distintos entre si, entonces, por la hipdtesis de induccién, seran linealmente
independientes; y se sigue que ka(Ay — A1) = 0,..., k(A — A1) = 0. Puesto
que los autovalores son distintos entre si, esto implica que ky = 0,... k., =
0; sustituyendo estos valores en , queda kiu; = 0 lo que implica que
también k; = 0, puesto que u; # 0. Asi finaliza la prueba. O]

Nota sobre la definicion de suma directa.

Recordemos que si dos subespacios vectoriales U y W de V verifican que
UNW = {0} se dice que la suma de U y W es suma directa, y se escribe
U+W =U@®W. En particular, si V=U+W y UNW = {0} se dice que
V es suma directa de U y W, y se denota por V=U & W.

Este concepto se generaliza de la siguiente manera: Sean Si, ..., .S, subes-
pacios vectoriales de V. Decimos que la suma S; + --- + .5, es suma directa
si se verifica .

S;n Y Si={0}, Vje{l, . ,r}
i=1,i#j
y escribimos S1 4+ ---+ S5, = 51 @ - @ S,. Teniendo en cuenta lo dicho,

introducimos la siguiente definicién:

Definicién 1.5. Sean Sy, .., S, subespacios vectoriales de V. Decimos que
V es suma directa de Sy, ..., S, y escribimos V = S1® - - - @ S, si se verifican

las dos condiciones:
(a) V=S +---+5,

<b) Sj A Z::l,i;éj SZ - {6}7 vj S {17~-~7T}’

El resultado fundamental sobre sumas directas es el siguiente:
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Proposicion 1.9. Sean Sy, .., S, subespacios vectoriales de V. Cada vector
u € V se expresa de manera unica como U = Uy + - -+ + U,, con u; € S;, Sty

solosiV=S&---&85,.

Demostracion. (=) Por hipétesis, es inmediato que V. = S 4 --- + S5,.. Para
probar (b) de la Def. , lo hacemos para j = 1, y se procederia igual para
otro valor de j, sin mas que reordenar los subespacios.

Siu e SnNY._,S, entonces, por un lado, @ € S; y obtenemos la
expresion:

t=u+0+--4+0€S +S+---+ 5,

y por otro lado, ya que u € Z:ZQ S;, obtenemos esta otra expresion:
=0+4dy+ -+ €S+ S+ +8S,.

Como la expresién de u en sumandos de .S; ha de ser tinica entonces necesa-
. _ = r =
riamente % = 0. Con esto hemos probado que S; N ) ., 5; = {0}.

(<) Dado u € V, si suponemos que tenemos para % dos expresiones:
U=U +Us+ -+ U =V +V2+ -+ U,
con u;, v; € S;, entonces
Uy =0y = (O —Ug) + -+ + (0 —Uy) €Sy 4+ 5;

resultando que @ —0; € S1NY._, S;; luego, la condicién (b) aplicada a j = 1
nos dice que 4, — v; = 0 y, por tanto, %; = ;. Por andlogo razonamiento se
llega a que u; = v; para los demds valores de j; y se sigue que la expresion

=1+ -+ u,, con u; € S;, es unica. O

Proposicion 1.10. Sean Sy, ..., S, subespacios vectoriales de V y suponga-
mos que V=51 & ---®.S,. Si tomamos una base B; de cada S; y unimos las
bases en un solo conjunto ordenado de vectores B = (By,...,B,) entonces B

es una base de V y dimV =dim S; + - - - + dim S,.
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Demostracion. Notad primero que, por la condicién (b) de la Def. , sit #£j
entonces B; N B; = J; esto es, como conjuntos son disjuntos. Escribamos
B = (by,...,b,) ordenado de forma que primero estdn los vectores de By, a
continuacion los de By, y asi sucesivamente. Puesto que V=5 +---+ S5, y
cada B; es una base de S;, es claro que B es un sistema generador de V.

Veamos que B son vectores linealmente independientes. Partiendo de la
ecuacion 0 = x1by + --- + 2,b,, v sumando por separado los vectores de
cada base, obtenemos que 0 = ©; + -+ + ¥,, con ¥; € S;. En particular,
tendriamos v; = x;,b;, + -+ + x;,bi,, siendo B; = (b, .., b;, ) (con iy, .., i
digitos consecutivos). Pero, por la Prop., la descomposicién en sumandos
de Si,.., S, del 0 es tnica, luego 7; = 0; ademds, como B; es una base, se
verifica también que z;, = --- = x;, = 0. Puesto que esto es verdadero para
todo ¢ = 1,..,r, entonces todos los escalares x1,...,x, deben ser 0. Luego
bi, ..., b, son linealmente independientes y B es una base de V.

Habiendo probado que B = (By,...,B,) es una base, la férmula de la

dimension de V es ahora evidente. O

Dicho esto sobre las sumas directas de subespacios vectoriales, volvamos

a las propiedades de los subespacios propios de un endomorfismo.

Proposiciéon 1.11. Sea f € EndV, sean Ai,..,\. valores propios de f,
distintos entre st, y llamemos V 5, .., Vi, a los correspondientes subespacios

propios. Entonces se verifica:

(1.11) Vi, N Z Vi, = {0},

i=1,i#j

para cada j € {1,..,1}.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Supongamos
que para algun j es falsa la igualdad . Sin perdida de generalidad,
supongamos que para j = 1 no se verifica . Eso significa que existe un
vector 7 # 0 tal que o € V,, N>\, V,, es decir, que ¥ es vector propio para

A1y quev =uUg+---+uU, conty € Vy,,..., U € Vy ;entonces {v, Uy, ..., U}
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serian vectores propios de valores propios distintos entre si y linealmente

dependientes, lo cual esta en contradiccion con la Proposicion [1.8] O

Con tanta generalidad no se nos vaya a pasar algo importante:

Corolario 1.12. Si f € EndV, y A1 y Ay son valores propios de f, con
A1 # Ay, entonces Vy, + Vi, =V, ® V), (es decir, Vi, NV, = {0}).

Demostracion. Es por la Prop.[1.11| para r = 2, y por la definiciéon de suma
directa. ]

El siguiente resultado nos da un importante criterio para saber si un

endomorfismo es diagonalizable.

Teorema 1.13. Sea f € EndV y sean A1, .., A, todos los distintos valores
propios de f, cuyos subespacios propios correspondientes son Vy,, ..., V.. Se

verifica:
f es diagonalizable <<= V =V, @& ---®V, .

Demostracion. Si f es diagonalizable, por la Prop.[l.2] entonces existe una
base B de vectores propios de f, cada uno de los cuales pertenecera a algin
V,,. Sin pérdida de generalidad, consideremos que la base B = (by, ..., b,)
esta ordenada de forma que primero estan los vectores de V), a continuacién
los de V,,, y asi sucesivamente. Por tratarse de una base, cada u € V se puede
expresar como @ = x1by + - - - + ,b,; sumando por separado la combinacién
lineal de los vectores de cada V,, obtendremos que @ = 4; + - -+ + 4,, con
u; € V,. Esto prueba que V.=V, +---+V, . Por la Def.[L.5]y la Prop.[I.11],
se concluye que V=V, @&---dV, .

Probemos el reciproco. Por la Prop.[1.10]si tomamos una base B; de cada
V,, y las unimos en un solo conjunto ordenado obtenemos una base B de V.
Como B esta formada por vectores propios de f, se sigue de la Prop.[I.2] que
f es diagonalizable. n
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1.2. Polinomio caracteristico. Multiplicidad

En todo esta seccion, V es un espacio vectorial real con dimV = n.

Veamos la siguiente sencilla proposicion.

Proposicién 1.14. Sea f € End V. Se verifica que:
A es un valor propio de f <= det(f — A,) =0.

Demostracién. La implicacién directa (=) se demostré en la Prop.[L.6[(d).
Para demostrar el reciproco: si det(f — AI,,) = 0 entonces el endomorfismo
f — AL, no es un automorfismo, por tanto no es inyectivo. Esto quiere decir
que ker(f — AIL,) # {0}; luego, existe u # 0 tal que (f — AL, )(u) = 0, es
decir, tal que f(u) = Aa. O

Si aplicamos esta proposicién al caso V = R", y teniendo en cuenta que
cada endomorfismo de R" se identifica con una matriz A € M,,, obtene-
mos la siguiente proposicién, similar a la anterior, pero ahora con matrices

cuadradas.
Proposicién 1.15. Sea A € M,,(R). Se verifica que:
A es un valor propio de A <= det(A — \L,) =0.

Nota: Decimos que la traza y el determinante son invariantes de un en-
domorfismo porque, si bien se suelen calcular con la matriz que representa
al endomorfismo en una base determinada, cuando cambiamos de base, los
valores de la traza y del determinante de la nueva matriz que representa al

endomorfismo no varian. Asi, si f € End 'V,
tr(f) =tr (M(f,B)), y det(f)=det(M(f,B))
para cualquier base B de V.

Corolario 1.16. Sea f € EndV y sea A = M(f,B), la matriz que representa
a f en una base B de V. Para A € R, se verifica que

A es un valor propio de f <= det(A — \I,) = 0.
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Demostracion. Como M (f, B) — AL, es la matriz que representa al endomor-
fismo f — AL, en la base B, se tiene que det(f — AL,) = det(M(f, B) — AL,).
Luego el resultado se sigue de la Proposicion [1.14] O

Vemos pues que, conocida A = M(f, B), los valores propios de f son las
soluciones de la ecuacién det(A — AI,) = 0. Con la notacién A = (a;;), la

ecuacion queda:

aj; — A 12 s Q1n
a Aoy — A -+ Qon,
(1.12) det(A— ML) =| % o=,
an1 an2 e Anp — /\

donde consideramos a A como la incégnita. Desarrollando el determinante,
vemos que se trata de un polinomio de grado n con coeficientes reales en la
indeterminada A.

Introduzcamos la siguiente definicion.
Definicién 1.6. Sea f € End V. Diremos que:
(a) El polinomio caracteristico de f es det(f — AI,).

(b) La ecuacion caracteristica de f es: det(f — A,) = 0.
La definicion correspondiente para matrices cuadradas es:

Definicién 1.7. Sea A € M,,. Diremos que:

(a) El polinomio caracteristico de A es det(A — AI,,).

(b) La ecuacion caracteristica de A es: det(A — AIL,) = 0.

Con esta definicién, se puede afirmar que las raices del polinomio carac-
teristico de una matriz A, o lo que es lo mismo, las soluciones de la ecuacién
caracteristica de A, son los valores propios de A.

El resultado que viene a continuacién es bastante claro, puesto que se
puede considerar que dos matrices semejantes representan a un mismo endo-

morfismo en diferentes bases.
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Lema 1.17. Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteris-

tico y, por tanto, la misma ecuacion caracteristica.

Demostracién. Supongamos B = P7YAP, con A, B, P € M,, y det(P) # 0;

esto nos dice que A y B son matrices semejantes. Se obtiene que
B— A, =P 'AP - AP 'I,P =P (A )\L,)P

luego A — AMI,, y B — AL, son matrices semejantes. Como sabemos que dos

matrices semejantes tienen el mismo determinante el resultado se sigue. [

Nota sobre las raices de un polinomio con coeficientes reales.

Para estudiar en profundidad las raices del polinomio caracteristico, que
tiene coeficientes reales, conviene conocer parte de la teoria de polinomios
con coeficientes complejos, en particular, el llamado Teorema Fundamental

del Algebra, que daremos sin demostracion.

e Un polinomio de grado n en una indeterminada, x, con los coeficientes

a; en K (aqui K serd R o C), es una expresion como esta:
2
p(z)=a,+a, v +a,z°+ -+ a,z",

estando dados los a; € K, para j = 0,1,..,n, y con a, # 0. Diremos
que dos polinomios son iguales si todos los coeficientes del mismo grado

son iguales.

e Una raiz del polinomio es un valor a € K tal que
pla) =a,+a,a+ - +a,a"=0.

Para que « sea una raiz de p(x) es necesario y suficiente que exista
un polinomio ¢(z) de grado n — 1 tal que p(z) = (z — a)q(z). Ahora,
si 3 es raiz de g(z), existe un polinomio s(z) de grado n — 2 tal que
p(z) = (x —a)(z — 5)s(x). Se sigue que un polinomio de grado n tiene,

como maximo, n raices.
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e Dada una raiz a de un polinomio p(z) se llama orden de multiplicidad
de o al mayor nimero natural k tal que p(x) = (z—a)*q(x), para algin
polinomio ¢(z). Si oy, ..., @, son todas las raices de p(z) y ki, ..., k. sus

respectivos 6rdenes de multiplicidad entonces

k1 ky

plx) = (x =)™ - (z — ap)"q(),

donde ¢(z) es un polinomio que no tiene raices en K.

e Teorema Fundamental del /[lgebm: Todo polinomio p(x) de gradon > 1

con coeficientes en C tiene al menos una raiz o € C.

e Se sigue que todo polinomio con coeficientes complejos se puede escribir
como:
pla) = c(z —a)™ - (z — o)™
con ¢ € C el coeficiente del término de mayor grado, con aq, ..., qa, € C
todas sus raices y con ki, .., k., € N sus respectivos 6rdenes de multi-

plicidad. Obviamente, se verifica que grado(p(z)) = k1 + -+ + k.

e Si consideramos R C C, se puede aplicar el resultado anterior a un
polinomio p(x) con coeficientes reales; y éste puede tener raices reales
y complejas. Pero, como afirma el siguiente teorema, si un nimero
complejo es una raiz de un polinomio con coeficientes reales entonces

resulta que también es raiz el nimero complejo conjugado.

e Teorema para polinomios con coeficientes reales: Todo polinomio p(x)

con coeficientes en R se puede escribir como:
p(x) = c(z —a)™ - (& — o) (@ + bz 4 )" - (a? + byx + )"

con ¢ € R el coeficiente del término de mayor grado, con aq, ..., a, € R
todas sus raices y con kq, ..., k. € N sus respectivos 6rdenes de multipli-
cidad, y donde cada polinomio x? + b;x + ¢; tienen dos raices complejas
conjugadas (que no se considerardn raices de p(z) pues, en este caso,
solo consideramos raices reales). Obviamente, se verifica que el grado
de p(z) esigual a ki + -+ k, +2hy + - -+ + 2hs.
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Volviendo al polinomio caracteristico de una matriz A, obtenemos facil-

mente algunos términos del polinomio caracteristico:

Proposicién 1.18. Sea A € M,,. Se verifica que:
(1.13) det(A — AL,) = det(A) + - + (=1)" " tr(A)N" 4+ (=1)" A"

Demostracion. Si calculamos el determinante det(A — AI,,) se observa (ver la
férmula ) que los términos de grado n y n—1 estan en el sumando obte-
nido de multiplicar los términos de la diagonal principal: (a3 —A) - - - (@pn—A);
de aqui resulta facil deducir los términos (—1)" "1 tr(A)N""! + (=1)"\" del
polinomio caracteristico. También se observa en el desarrollo del determinan-
te det(A — AL,), que la suma de todos los términos que no multiplican a A
nos da precisamente el det(A), siendo éste, pues, el término independiente

del polinomio caracteristico de A. O

Asociados a cada valor propio de un endomorfismo nos han aparecido dos
nimeros naturales: el orden de multiplicidad en el polinomio caracteristico
del endomorfismo y la dimension del subespacio propio correspondiente al

valor propio. Esto sugiere la siguiente definicién.
Definicion 1.8. Sean f € EndV y A\, un valor propio de f. Diremos que:

(a) La multiplicidad aritmética de A, es el orden de multiplicidad, k, , de A,
0

como raiz del polinomio caracteristico de f, p(A) = det(f — AL,).

(b) La multiplicidad geométrica de A\, es la dimensidn, d, = dimV, , del

subespacio propio correspondiente.
La misma definicién para matrices, formulada ligeramente distinta:
Definicién 1.9. Sean A € M,,(R) y A, un valor propio de A. Diremos que:

(a) La multiplicidad aritmética de A, es el orden de multiplicidad, k,,» de A,

como raiz del polinomio caracteristico de A, p(A) = det(A — AI,,).

(b) La multiplicidad geométrica de A, es d, =n-— rango(A — A I,).
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Consultad la Prop. para entender el apartado (b). Se verifica que la
multiplicidad aritmética de un valor propio es mayor o igual que su multipli-

cidad geométrica; veamoslo:

Proposicién 1.19. Sean f € End'V y A\, un valor propio de f. Se verifica
que d, <k,

Demostracion. Elijamos una base (by, ..., by), del subespacio propio V,, CV,
correspondiente a A,. Claramente, d = dAO = dim V,, . Completemos la base
elegida (by,...,b4) de V) , hasta obtener una base B = (b, ..., b4, .., b,) del
espacio vectorial V. Entonces, la matriz que representa al endomorfismo f

en esta base B serd necesariamente una matriz de M,,(R) de la forma

AL | P
e = (A2,

Para calcular el orden de multiplicidad de A, escribamos el polinomio carac-

teristico de f, que no es otro que:

det(M(f, B)—AL,) =

‘ (AN | P = (A, —A)*det(Q—A,—q),

0 QM. 4

donde ya se observa que el orden de multiplicidad de la raiz A\, es como
minimo d = d*o; pudiendo ser de una multiplicidad aritmética mayor, si
A, fuese también raiz del polinomio det(Q) — Al,_4). En cualquier caso la

desigualdad se verifica. ]

1.3. El teorema fundamental de la diagonali-
zacion

Supongamos que tenemos un endomorfismo f € End 'V del cual conoce-
mos todos sus valores propios distintos Aq, ..., A, con multiplicidades aritméti-

cas k‘Al , -,k y con multiplicidades geométricas olAl ,..,d, , respectivamente.

3 Y
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32 Tema 1. Diagonalizacion de endomorfismos

Veamos qué pasa si suponemos que f es diagonalizable. Entonces, por el
Teorema V=V, & ---®V,, siendo cada V,, el subespacio propio
correspondiente a cada \;.

Aplicamos ahora la Prop.[I.10} Tomamos una base B; de cada V, y uni-
mos las bases en un sélo conjunto ordenado B = (By,...,B,), que resul-
ta ser una base de V formada por vectores propios de f. Ademds, como
dim V,, = d, , se obtiene que dimV =d, +---+d, .

Si procedemos como en el Lema se verificard que la matriz M (f, B)
sera una matriz diagonal n x n con la diagonal principal completa con los
nimeros:

d d d
)\la '%\'17A17A27 ")\'27)\27 7>\7"a "A'T)A'r

Restando A en la diagonal y haciendo el determinante, el polinomio carac-

teristico de esta matriz M(f, B) sera:
(A= NP (g = N)D2 (A = A,

con lo cual necesariamente d, es el orden de multiplicidad de la raiz \;, es
J
decir, dAj = kkj para cada j.
Este resultado, con su reciproco, se conoce como el Teorema fundamental

de la diagonalizacion de endomorfismos que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.20. Sea f € End 'V, con dim'V = n. Sean Ay, ..., \, todos los dis-
tintos valores propios de f, con multiplicidades aritméticas k, ...k, y con
multiplicidades geométricas d, , ..., d, , respectivamente. La condicion nece-

saria y suficiente para que f sea diagonalizable es que se verifiquen las dos

condiciones siguientes:

(a) ky, +---+k, =n. Esdecr, el polinomio caracteristico de
f tiene n raices, si contamos cada una de ellas tantas veces
como indique su orden de multiplicidad.

(b) &

multiplicidad de cada valor propio como raiz del polinomio

= dkj, para cada j € {1,..,r}. Es decir, el orden de

Aj

caracteristico es igual a la dimension de su correspondiente

subespacio propio.
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Demostracion. Hemos demostrado, antes del enunciado del teorema, que si
f es diagonalizable se verifica (a) y (b). Probemos que (a) y (b) implican que
[ es diagonalizable. Por Teor. [I.13] basta probar que V.=V, &--- @V, .
Ahora bien, por la Prop.[L.11] se verifica la propiedad (b) de la definicién de
suma directa, Def.[1.5] Llamemos W :=V, +---4+V, =V, &---dV, .
Nos falta probar la propiedad (a): que W = V. Pero por la Prop.[1.10} como
el subespacio vectorial W es suma directa, su dimension sera igual a la suma
de las dimensiones de todos los Vy ; pero segiin (a) y (b) esta dimensién es
n; luego W = V. ]

Como corolario de este teorema, surge un resultado analogo para matrices
A € M,(R), en cuanto éstas se identifican con endomorfismos de R”. Se
deja al estudiante, como ejercicio, redactar el enunciado de lo que seria el
Teorema fundamental de la diagonalizacion de matrices y, apoyandose en
las proposiciones precedentes, probar que un endomorfismo f verifica las
condiciones (a) y (b) del Teorema si y sélo si la matriz que representa
a f en una base B verifica las correspondientes condiciones (a) y (b) del

teorema fundamental de la diagonalizacion de matrices.

1.4. Ejercicios del Tema 1.

1. Denotemos al plano vectorial por Vj. Sea f: Vo, — V5 un endomorfis-

mo del plano vectorial de entre uno de los siguientes casos:

e Simetria respecto a una recta vectorial.

e Simetria central.

Giro de 90° alrededor del origen.

Giro de angulo « alrededor del origen.
e Proyeccion perpendicular sobre una recta vectorial.

e Homotecia de razén k > 0 (esto es, f(u) = ki, V).

Para cada uno de los casos:
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Tema 1. Diagonalizacion de endomorfismos

a. Razonad graficamente (con regla y compés) que f es una aplicacién

lineal.

b. Elegid alguna base B = (0, @) de V3 y hallar la matriz M (f, B) que

representa al endomorfismo.

c. (Podéis encontrar un vector ¥ tal que (7, f(7)) sea una base de V5?

Hallar, en esos casos, la matriz que representa a f.
d. Analizad fo f con ayuda de alguna matriz que represente a f.

e. Discutid los casos en que f es un endomorfismo diagonalizable.

. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V. Probar quesi fo f =

I, (la aplicacién identidad de V) entonces los unicos nimeros que

pueden ser valores propios de f son el 1y el —1.

. Sea f € End V. Demostrar que si A es un valor propio de f y damos

un numero real k entonces kA es un valor propio del endomorfismo k f.

. Sean f,g € EndV y sean ¢,k € R. Supongamos que @ es un vector

propio de f y de g. Probar que @ es también vector propio de cf + kg.

. Siendo f un endomorfismo de V, demostrad que el 0 es un valor propio

de f siy solo si f no es una aplicacién inyectiva.

. Calcular los valores propios de la matriz

A:QQ.

. Calcular los valores propios de la matriz

A:G —01>.

. Calcular los valores propios del endomorfismo

h:R* 5 R? h(z,y) = (z+y,7y)

y determinar los correspondientes subespacios propios.
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9.

10.

11.

12.

Sea Py = {p(t) = a, + a,t : a,,a, € R} el espacio vectorial de los poli-
nomios de grado < 1 con coeficientes reales. Hallar los valores propios

y los correspondientes subespacios propios del endomorfismo
f: Pl — Pl) p(t) — tp,(t)v
donde p’ es la derivada de p.

. Para qué valores a € R es diagonalizable la matriz
A = (Cf)s a —sin a)
sina cosa

y para cuales no lo es?
Calcular los valores propios del endomorfismo

fiR* = R*  f(z,y) = (v — 2y, —27 + 4y)
y determinar los correspondientes subespacios propios.
Calcular los valores propios del endomorfismo

g:R* - R*  g(x,y) = (—x+y,—z — 3y)

y determinar los correspondientes subespacios propios.
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Tema 2

Formas bilineales y formas

cuadraticas

El concepto general de aplicacion bilineal es el siguiente: Supongamos que
tenemos tres espacios vectoriales U, V y W y una aplicacién del producto

cartesiano U X 'V en W:
UV:UxV — W,
Si fijamos un vector v, € V podemos considerar la aplicacion:
U(-,0,): U—W, ur— V(u,u,);
igualmente, si fijamos un vector %, € U podemos considerar la aplicacion:
U(ty, -): V—W, 0+ U(u,,?).

Decimos que ¥ es una aplicacion bilineal si V(- ,v) y W(a, - ) son aplicaciones
lineales Vo € V y Vu € U. Bien entendido lo anterior, se puede decir que
VU: UxV — W es bilineal si es “lineal en cada factor”.

Damos a continuaciéon algunos ejemplos de aplicaciones que son bilineales,

como podréis facilmente comprobar.

Ejemplos 2.1. 1. Pongamos U =V = W = R, considerando R como espa-

cio vectorial de dimensién uno. Fijado un k£ € R, definamos la aplicacion:

U: RxR—R, (x,y)— Yy(x,y) = kzy.
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38 Tema 2. Formas bilineales y formas cuadrdticas

2. Dado un espacio vectorial real V, recordemos que una forma lineal sobre
V es una aplicacién lineal p: V — R. El espacio vectorial que forman es-
tas formas lineales es denotado por V*, el espacio dual de V. La siguiente

aplicacion es bilineal:

T :VxV* — R
(U, ) > V()=o)

3. La aplicacion producto de matrices también es bilineal:

UV My XMy, — My,
(A, B) s W(A,B) = AB.

4. El producto vectorial en R?, como aplicacién (7, ¢) — 7 x ¢/, es bilineal:

R x R3 — R3

(($1,$27$3)7(91792793)) L ( gg ?gg y iil% ??jil‘s "gé g; )

Una extension del concepto de bilinealidad es el siguiente concepto de
aplicacion r veces lineal. A una aplicacion del producto cartesiano de r es-

pacios vectoriales Vi X --- X V. sobre un espacio vectorial W,
U:V;x---xV,— W,

que sea “lineal en cada factor”, se le llama aplicacion r-lineal o multilineal.
Un ejemplo de aplicacion multilineal surge del concepto usual de deter-
minante de una matriz. Podemos definir la aplicacion determinante en R"™

por

det: R"x 7 xR" — R, det(zy,...,Z,) := det(A),

siendo A = (a;;) € M,,(R) la matriz cuyas n columnas son las coordenadas
de los n vectores Ty, ..., Tp; es decir, T; = (ay;, ... , @yj). La aplicacion determi-
nante en R”, asi definida, es n-lineal; ello se sigue de una de las propiedades

de los determinantes de matrices (concretamente ;de qué propiedad?).
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2.1. Formas bilineales. Expresion matricial y

congruencia

En este Tema 2 vamos a ocuparnos de un tipo sencillo de aplicaciones bili-
neales, llamadas formas bilineales, que tienen gran importancia para equipar
de nuevas e interesantes estructuras geométricas a un espacio vectorial. En

esta seccién, V serd un espacio vectorial real de dimension n.
Definicién 2.1. Una forma bilineal v sobre V es una aplicacién
Yv: VXV —R

tal que, dado cualquier u € V| se verifica:

=
|
+
&
S
I

(2.1) Yo, 0) +9(@,9) Vo, w eV, Ya eR,

Y(av,u) = ap(v,a)

<
=
Sl
_l’_
é
Il

Y(u,v) + (U, w)
v(u,v

(2.2) Vo,weV, YaeR.

~—

=
&
o
3
Il
Q

Se dice que v es lineal en el primer factor del producto cartesiano V x 'V
porque, dado @ € V| las férmulas (2.1)) son equivalentes a que sea lineal la
aplicacion

¢('7ﬂ)3V—>R> 6’_>¢(,D7ﬂ);

e igualmente, se dice que v es lineal en el segundo factor porque, dado u € V,
(2.2) equivale a la linealidad de la aplicacién

v(a,-): V—R, 0+ (u,0).

Pensad que, fijado @, tanto ¢ (-, @) como ¥ (@, -) son formas lineales sobre

V, es decir, son elementos del espacio V*, dual de V.
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Las formas bilineales como espacio vectorial.

Se define de manera natural la suma v+’ de dos formas bilineales sobre

V y el producto de un escalar por una forma bilineal, a1, del siguiente modo:
Vu, v € VyVaeR,

(23) W+ ¢)(w,0) =¢(@0)+¢'(@o), ()@, v):=ay(u,v).
Con estas operaciones resulta que:

Proposiciéon 2.1. El conjunto de formas bilineales sobre V es un espacio

vectorial real, que denotamos por Lo(V,R), cuya dimension es n.

Demostracion. Planteamos como ejercicio, al final del Tema 2, probar esta

proposicién. O

Pensad que el elemento “cero” de L£2(V,R) es la forma 1,, definida por
¥, (u,v) =0, Yu,v € V. Llamaremos a 1, la forma bilineal nula.

El espacio vectorial de las aplicaciones bilineales £,(V,R) es isomorfo al
espacio vectorial £(V,V*) de las aplicaciones lineales de V en el dual V*

mediante el isomorfismo definido en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2. La siguiente aplicacion es un isomorfismo:

(2.4) Lo(V,R) — L(V,V*), o —s 1),

donde 1;: V — V* se define por {/;(ﬁ) =(-,u); es decir, Y(u)(v) = (v, a).
Demostracion. Dejamos como ejercicio para el final del tema la prueba de
esta proposicion. O
Expresion matricial de una forma bilineal.

Recordad que cada aplicaciéon lineal esta determinada si se conoce como
actia sobre los vectores de una base. Demostremos que lo mismo sucede con

las aplicaciones bilineales.

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



2.1. Formas bilineales. Expresion matricial y congruencia 41

En concreto, si tenemos una forma bilineal ¢ sobre V y una base B =
(b, ..., b,) de V, entonces (i, v) estd determinado si conocemos los valores
@Z)(l_)i,l_)j) € R, Vi,7 =1,..,n, y las coordenadas de u y v respecto a la base
B. Vedamoslo:

Sean @, 0 € V, con &t =Y r x;:b; y U = > y;b;. Para calcular ¢(i, )
usamos repetidamente las igualdades (2.1)) y de la Def.y obtenemos:

Y(u,v) = w(aan + Zoby + -+ 4 Tpby , y1by + Yyabo + - -+ + yan) =

= 219(by , D) + 2910 (by , V) + -+ - + 2,0 (b, V) =
(2.5) = 2191 (b1, br) + 2120 (br, ba) + w2y1th(ba, by)+

+ $2y2¢(52, 62) +---+ xnyn¢(6na Bn) = Z Ty WZ% BJ)

ij=1
La ecuacién asf obtenida, ¥ (u,v) = szzl z3y; ¥(bi, b)), la podemos expresar

como una ecuacién matricial. Para ello, definamos la siguiente matriz:

Definicién 2.2. Sean una forma bilineal 1) sobre V y una base B = (by, ..., by,)
de V. Definimos la matriz asociada (o que representa a) v en la base B como
la matriz de M,,(R) dada por:

Podemos escribir simplificadamente M (¢, ) = (1/1(1_)Z-,l_)j)). Incluso, es

frecuente denotar w(l_)i,gj) por 1;;, cuando no hay confusién respecto a la

base que estamos usando. En resumen:
M, B) = (4(bi, bj)) = (¥35)-

Con ayuda de esta matriz, obtenemos en la siguiente proposicion la lla-

mada expresion matricial de la forma bilineal 1) respecto a una base.
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Proposicién 2.3. Sean una forma bilineal b y una base B de V. Se verifica:
Y(a,v) = a; M, B) v, Vi, v €V,

donde u, y v, son las coordenadas de u y v respecto a B, expresadas como

. _t . —
matrices columna () es la matriz fila, traspuesta de ).

Demostracion. Como hicimos previamente a la ecuacién ([2.5), pongamos
B = (by,..,b,) y demos dos vectores 4 = Y »_ x;b; y ¥ = > i y;b; de V.

Escribamos las coordenadas de 4 y v respecto a B como matrices columna:

_ 1 _ 1
ne() v (D)

Entonces, la ecuacion (2.5)) se puede escribir como la ecuacién matricial:

—— W(b1,b1) ... Y(b1,bn) v\ g _
26) )= (am) (0 ) () = uk M. B,
lo cual se comprueba en un fécil ejercicio. O

Proposicién 2.4. Dada una base B de V, la aplicacion

es un isomorfismo. Ademds, respecto al isomorfismo de la Proposicion|2.2

se verifica que
(2.7) M, B) = My, B, B),
stendo B* la base dual de B.

Demostracion. La prueba de que la aplicacién dada en la primera parte de
esta proposiciéon es un isomorfismo, la dejamos como ejercicio propuesto al
final de este Tema 2.

Probemos la igualdad de matrices . Dada una base B = (by, ..., by)
de V| recordamos que la base dual de B es la base B* = (i, ...,&,) de V¥,

donde cada forma lineal &;: V — R esta determinada por las condiciones:
1 sii=yj,

0 siij;
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esta d;; es la llamada delta de Kronecker.
Teniendo esto en cuenta, dada una forma lineal ¢ € V*| es sencillo calcu-
lar sus coordenadas respecto a la base B*, que son (¢),. = (¢(b1), ..., ¢(by)).
La aplicacion lineal 7:/; € L(V,V*), definida en la Prop., se representa
por la matriz M (zz, B, B*). Como sabemos que la columna j de esta matriz son
las coordenadas de la forma lineal {E(Bj) respecto a la base B*, calculemos
dichas coordenadas segin lo dicho en el parrafo anterior. Entonces queda,

usando la definicién de zZ, que la columna j de M(@Z, B, B*) es:

~ = $(b;)(b1) P(b1,b))
b- = = e N
(¢( ]))B* (1;(5])(5”)) <T/J(bn:bj)> ’

y se ve que esta columna es igual a la columna j de M (v, B).

Como esto es cierto V j, entonces la ecuacion (2.7) se verifica. O

La expresion matricial de una forma bilineal ante cambios de base.

Matrices congruentes.

Dada otra base C = (¢4, ...,¢,) de V, obtenemos otra matriz asociada a
la forma bilineal ¢ que denotamos por M (¢,C) = (w(éi, Ej)). Representando

las coordenadas de u y v en C por

¢ zh, Y ¢ Y

queda, andlogamente a (2.6, la expresién matricial de ¢ en la base C:

(28)  0(@0) = (o) (V) () —al M, 0)

V(En,e1) o U(Enen) ) \
Veamos en la siguiente proposicion cémo se transforman las expresiones

matriciales de ¢ en las dos bases By C.

Proposiciéon 2.5. Sea v una forma bilineal sobre V. Dadas dos bases B y

C de V, existe una matriz reqular P € M, tal que
(2.9) M(4,C) = P' M(, B) P.

Concretamente, tomando P = M(C,B) se verifica la ecuacion (2.9)).
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Demostracion. Consideremos la matriz de cambio de base P = M(C,B) =

C,. Dados u,v € V, obtenemos que 4, = C,u, y v, = C,7,, 0 bien

B “C?
denotando:
XE@B:<2>, YE@B:<§-:;>, X' =u, = (j}), Y'=19, = <z/1),
nos queda:
(2.10) X =PX', Y = PY’.

Ahora, llamando A = M(¢,B) y A’ = M(y,C), de las ecuaciones (2.6]) y
(2.8) se sigue la ecuacién X'AY = X'*A’Y’. Sustituyendo X e Y segin

(2.10)) obtenemos:
X/tPtApyl — X/tA/Y/t.

Como esto tltimo es cierto para todo X’ e Y, si lo aplicamos a X'! =
(0..1..0), con 1 en la casilla i-ésima, y a Y'* = (0..1..0), con 1 en la
casilla j-ésima, resulta que la casilla ‘75 de la matriz P*AP y la casilla ‘ij’
de la matriz A’ son iguales.

Como esto es cierto Vi,7 = 1,..,n, se sigue que A’ = P'AP. Ademés,

como es sabido, P = M(C,B) = C, es una matriz regular. O

Definicién 2.3. Dadas dos matrices A, A" € M, (R), se dice que A es con-
gruente con A’ si existe P € M,,(R), con det(P) # 0, tal que A’ = P'AP.

La relacion de congruencia en M, (R) se define asi: Dadas A, A" € M,,,
A~ A" siysolosi A es congruente con A

La relacién de congruencia es una relacion de equivalencia; la prueba de ello
se deja como ejercicio al final de este Tema 2.
Con esta definicién y la Prop.[2.5] anterior se sigue inmediatamente el

siguiente resultado.

Corolario 2.6. Las matrices asociadas a una forma bilineal ) en dos bases

B y C son matrices congruentes.
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Formas bilineales simétricas y antisimétricas.

Definicién 2.4. Sea 1) una forma bilineal sobre V. Diremos que 1) es una

forma bilineal simétrica si

Y(u,v) =(v,u), VYu,v€V,
y diremos que ¥ es antisimétrica si

v(u,v) = —(v,u), Yu,v€ V.

Proposicién 2.7. Una forma bilineal 1) sobre V es simétrica (respectivamen-
te, antisimétrica) si y solo si la matriz M (v, B) asociada a v en una base

cualquiera B de V es una matriz simétrica (respectivamente, antisimétrica).

Demostracion. (=) Sea una base B = (by, ..., b,) de V. Si la forma bilineal
b;) = (bj, b;); luego M (3, B) =
bi,b;) = —(b;,b;); de aqui se

1 es simétrica entonces, en particular, 1(b;, b;
M (¢, B)'. Y si 9 es antisimétrica entonces 9 (
sigue que M (¢, B) = —M (1, B)*.

(<) Usemos la expresién matricial de ¢ en una base B dada en Prop.[2.3,
Supongamos que M (¢, B) = A es simétrica, es decir, A = A’; por la ecuacion
, y llamando X = u,, Y = v,, la prueba de que 9 es simétrica nos queda
asi:

Wi, 7) = XLAY = XTAY = (YIAX) L YPAX = o(0, ),
donde la igualdad (*) se sigue de que la matriz Y*AX es de orden 1x 1, es decir

un escalar. Igual se prueba la antisimetria de v si partimos de A = —A" [

Proposicion 2.8. Cada forma bilineal v se descompone de manera unica en

la suma de una forma bilineal simétrica Vs y una antisimétrica V., es decir,

¢:¢s+¢a-

Demostracion. Conviene saber ya que la parte simétrica y la parte anti-

simétrica de 1) se definen asi:

<

Us(1,
Va(t,

<

) = %(w(ﬂﬂj)"i_w(@:a))
) =}
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aunque la prueba completa de este resultado se propone al final del tema en

los ejercicios. O]

Las formas bilineales segiin sean simétricas o antisimétricas tienen aplica-
ciones geométricas muy diferentes. Por ejemplo, el determinante de matrices
de orden 2, considerando las columnas de la matriz como vectores de R?, es

una forma bilineal antisimétrica:
det: R?xR? — R
(Z,9) > %] =21y — 221 .
Por otra lado, el producto escalar estdndar en R? es una forma bilineal

simétrica:
RZxR? — R

(7,9) +—— -y =z1y1 + Too.

2.2. Métricas y formas cuadraticas. Clasifica-

cion

En este curso estamos interesados en las aplicaciones a la geometria de las
formas bilineales simétricas, que llamaremos abreviadamente métricas (de un
espacio vectorial). De ahora en adelante, nos centraremos en el estudio de
las formas bilineales simétricas. En esta seccion, seguira siendo V un espacio

vectorial real de dimensién finita.

Definicién 2.5. Una métrica g de un espacio vectorial 'V es una forma

bilineal simétrica sobre V,
g: VXV —R,;

y decimos que (V,g) es un espacio vectorial métrico. Denotamos por Sy(V)

al conjunto de todas las métricas de V.

Damos a continuacion algunos ejemplos de métricas en espacios vectoria-
les reales; comprobar que cada una de ellas es una forma bilineal simétrica

es un buen ejercicio.
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Ejemplos 2.2. 1. El producto escalar estandar en R"
R*"xR* — R
(f7g> I fg:xlyl—i__'_xnyn’

es una métrica que se llama la métrica euclidea estandar de R™.

2. Para cada par (s,t) € N x N, con s+t < n, definimos la métrica g*' de
R™ dada por

g&t(fv g) = —T1Y1 — " — Tsls + Ls+1Ys+1 + -+ LsttYs+t-

Cuando (s,t) = (0,n) obtenemos la métrica euclidea estdndar. Cuando
(s,t) = (1,n — 1) obtenemos la llamada métrica lorentziana estindar de
R". En R*, la métrica del tipo (s,t) = (1,3) (6 (3,1) si se prefiere) es la

que usa la Teoria de la Relatividad Especial.

3. En el espacio vectorial M,, de matrices reales cuadradas, se puede definir
la métrica:
g: M,xM, — R
(A, B) — g(A, B) = tI‘(At B) = ZZ]’:I aijbij.

4. En el espacio vectorial Py de los polinomios de grado < k con coeficientes
1

reales, la expresién g(p(x), q(x)) = / p(t)q(t)dt define una métrica sobre
0

Pj.. También se puede definir la misma métrica en el espacio vectorial

C([0,1]) de las funciones reales continuas en el intervalo [0, 1], aunque este

espacio no es de dimensién finita.

Si g es una métrica de V y tenemos un subespacio vectorial U de V,
entonces la restriccion de g a U x U, sigue siendo bilineal y simétrica; por
tanto, g induce una métrica en cada subespacio U. Asi lo establecemos en la

siguiente definicion.

Definicién 2.6. Sea (V,g) un espacio vectorial métrico y sea U un subes-

pacio vectorial de V. La métrica g, definida por

g,: UxU—R, g,(u,0):=g(uv), Vuvel.
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es llamada la métrica inducida en U y (U, g, ) es el subespacio métrico in-

ducido.

Sabemos que el producto cartesiano U x V de dos espacios vectoriales es
un espacio vectorial, llamado espacio vectorial producto de U por V, con las

operaciones siguientes: Vu,u € U, V0,7 € V, Va € R,
(@,0) + (@', ") = (u+d,0+7), a(a,v) = (au,av).

Proposicién 2.9. Sean (U,h) y (V,g) dos espacios vectoriales métricos.
Se define la aplicacion b: (U x V) x (U x V) — R dada por:

b((a,v), (@,7")) := h(a,v') + g(v,v).

Entonces se verifica que (U x 'V, b) es un espacio vectorial métrico, llamado

el espacio métrico producto de (U, h) por (V,g).
Demostracion. La prueba es un ejercicio facil de hacer. O]

Igual que el conjunto de las formas bilineales, £5(V,R) (ver Prop.[2.1)),
el conjunto de las métricas sobre V es un espacio vectorial (en realidad, es
un subespacio vectorial de L£5(V,R)), donde la métrica nula no es otra que

la forma bilineal nula .

Proposicién 2.10. El conjunto So(V) de las métricas de 'V tiene estructura

n(n+1)
2

de espacio vectorial real de dimension , stendon =dim'V.

Demostracion. La demostracion se propone en los ejercicios del final de este
Tema 2. ]

Ortogonalidad respecto a una métrica.

Estudiamos ahora el concepto de ortogonalidad en relacion con la defini-
cién de métrica, dada en la Def.[2.5]
En la geometria elemental del plano o del espacio y, en general, en la

geometria vectorial euclidea que estudiaremos en el Tema 3, el concepto
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de ortogonalidad se corresponde con la nociéon de perpendicularidad: “for-
mar angulo recto”. Advertimos que, en cambio, en otros espacios vectoriales
métricos la nocién de ortogonalidad a veces no se corresponde con esta idea

intuitiva de perpendicularidad.
Definicién 2.7. Sea (V,g) un espacio vectorial métrico. Diremos que:
e 4,0 € V son vectores ortogonales (respecto a g) si g(u,v) = 0.

e Dos subespacios vectoriales U, W C V son subespacios ortogonales

(respecto a g) si, Vu € Uy Vo € W, @y ¥ son vectores ortogonales.

Lema 2.11. Sean (V,g) un espacio vectorial métrico y U un subespacio

vectorial de V.

(a) El conjunto Ut := {v € V : g(a,v) = 0, Yu € U} es un subespacio

vectorial de V.

(b) Si U = L({ty,..,4,}) entonces v € Ut si y solo si se verifican las

ecuaciones g(uy,v) =0, ... ,g(a,,v) = 0.

Demostracion. Si v, w € Ut v a, € R, entonces, Vi € U, se verifica
g(t,av + pw) = ag(u,v) + Pg(u,w) = 0; luego av + fw € UL, lo que
finaliza la demostracién de (a).

Como tenemos que {1, .., 4.} es un sistema generador (eventualmente,
podria ser una base) de U, entonces los vectores de U son las combinaciones
lineales de 1y, ..., 4,. Con esto, resulta facil probar (b), usando la definicién
de U' y la bilinealidad de g. ]

Con esta proposicién demostrada, podemos definir con coherencia lo si-

guiente.
Definicién 2.8. Sea (V,g) un espacio vectorial métrico.

e Dado un subespacio U de V, se define el subespacio ortogonal a U

como el subespacio vectorial U+ := {v € V : g(u,9) = 0, Vu € U}.
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e En particular, se define el subespacio ortogonal a u € V como el subes-

pacio vectorial L(u)* := {v € V : g(u,v) = 0}.

Notad que el vector 0 es ortogonal si mismo y a todos los demds vectores
de V. Pero hay también ciertas métricas de V, para las que hay vectores
no nulos que son ortogonales a si mismos e, incluso, ortogonales a todos los
vectores de V. Por ejemplo, en R? con la métrica gi' del ejemplo .2 el
vector ¥ = (1,1) es ortogonal a si mismo: g'!(#,Z) = 0. Y también en R?
pero con la métrica g®' el vector € = (1,0) es ortogonal a todo vector:
gt (e, v) =0, V7 € R%

Proposicién 2.12. Sea (V,g) un espacio vectorial métrico. Si existe u € V

que verifica g(u, u) # 0 entonces
(2.11) V =L(a) @ L(a)*.

Demostracion. Sea un vector 4 € V tal que g(u,u) # 0. Demos un vector

g(ﬂ,’f}) 3
a(aa) Se verifica que

cualquiera v € V y escribamos v = ku + w, siendo k =

Sl

g(ﬂ, ﬂ)) - g(ﬂ,l_) - kﬁ) - g(ﬂ,l_)) - kg(ﬂv Q_L) = g(ﬂ, U) - g(l_t,l_)) =0,

es decir, que w € L(u)*t. Asi, hemos descompuesto un vector arbitrario ¥ en
suma de ki € L(u) y w € L(u)*. Veamos que esta descomposicién es tnica:

Si v = Ku+w, con w € L(u)t, entonces, haciendo g(i,v) = g(u, k'u + @'),

obtenemos que k' = % = k, y de aqui se sigue que W' = w. Luego el
resultado es consecuencia de la Prop.[1.9 ]

Nota: En los espacios vectoriales métricos lorentzianos, como en el estan-
dar lorentziano de R" (ver Ejem..Q), existen vectores @ # 0 tales que
g, (u,u) = 0. Para estos vectores, llamados vectores de tipo luz, no se
verifica la ecuacion . Se verifica, en cambio, que L(#) C L(%)*; aunque
si sigue siendo valido que dim (L(ﬁ)l) = n—1 (si queréis, tratad de probarlo

cuando n =2 6 n = 3).
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Forma cuadratica asociada a una métrica.

Las formas cuadraticas siempre estan asociadas a formas bilineales. Si 1 es
una forma bilineal, la forma cuadratica asociada es la aplicaciéon Fy,: V — R,
dada por Fy(a) = v¢(u,u), Vu € V. Ahora bien, la forma cuadratica F, sélo
depende de la parte simétrica de 1, respecto a la descomposiciéon de una
forma bilineal en parte simétrica y parte antisimétrica: 1) = 1)s + 1), puesto
que Ya(u,u) = 0, Yu € V. Por lo tanto, las formas cuadraticas se pueden

definir asociandolas sélo a formas bilineales simétricas, es decir, a métricas.

Definicién 2.9. Sea V un espacio vectorial real. Una forma cuadratica sobre

V se define como una aplicacién F': V — R que verifica:
(a) F(au) = a*F(u), Va € R, Vu € V.

(b) La aplicacién g,: V x V — R es una métrica de V si definimos:

g, (4,0) := L(F(u+v) — F(u) — F(v)), Vu,v€ V.

N[ —=

Las formas cuadraticas que aqui tratamos se llaman reales porque estan
definidas sobre un espacio vectorial real y estan valuadas en R. Notad que

g, estd univocamente determinada por F'. Se suele decir que la forma polar

de F es la métrica g,.. (Probad como ejercicio que (a) implica que F'(0) = 0.)

Proposicién 2.13. Sea g una métrica de V. La aplicacion Fg: V — R,
Fy(u) = g(u,u) verifica:

(a) Fy(am) = a?Fy(a), VYa€R, VaeV.
(b) g(u,v) = 3(Fg(u+ v) — Fg(u) — Fg(v)), Vu,v€ V.

Demostracion. Probemos (a): Fy(au) = g(au, au) = a’g(u, 1) = o*Fy(u).

Para probar (b), procedemos as:

5(Fg(i+0) — Fy(u) — Fg(v)) = 5(g(u+ 0,0+ 0) — g

La ultima igualdad se sigue del hecho de que g es simétrica. [
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Con esta proposicién se ha probado que Fy es una forma cuadratica sobre

V y que su forma polar es g. Introducimos esto en forma de definicién.

Definicién 2.10. Sea g una métrica de V. Definimos la forma cuadrdtica

Fy asociada a g como la forma cuadratica sobre V:

Fe: V. — R

u — Fg(u):=g(u,u).

La férmula (b) de la Prop.[2.13| se llama la descomposicion polar de g.
Por dicha proposicién, se ve que toda forma cuadratica es siempre la forma
cuadrética asociada a una métrica. La aplicacién F' +— g, es una biyeccién
entre las formas cuadraticas y las métricas, y es facil ver que su inversa aplica
g — Fg; con lo cual serd equivalente el estudio de las métricas al estudio de

las formas cuadraticas sobre V.

Proposicion 2.14. El conjunto F(V) de todas las formas cuadrdticas sobre
V, con las operaciones naturales de suma y producto por escalares, es un
espacio vectorial real. Ademds, la aplicacion entre las formas cuadrdticas y

las métricas dada por:
F(V) — S(V), Fr—g,
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. La demostracién se os propone en dos ejercicios al final del
Tema 2. ]

Clasificacion de las métricas y de las formas cuadraticas.

Las métricas y, por consiguiente, las formas cuadraticas pueden clasifi-

carse siguiendo ciertos criterios que resumimos en la siguiente definicion.

Definicién 2.11. Sea g una métrica, no nula, de un espacio vectorial V.

Diremos que:
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A) g es una métrica no degenerada si se verifica que:
g(u,v) =0, Vo € V, implica que @ = 0.
Equivalentemente, g es no degenerada si se verifica que:
g(u,v) = g(@',v), Vo € V, implica que @ =1u'.
B) g es una métrica degenerada si:

Ju eV, conu #0, tal que g(u,v) =0, Vo € V.

(Notad que A es lo contrario de B.)
Si g es no degenerada, diremos que:

A1) g es definida positiva si: Yu € V con u # 0, g(u,u) > 0.
A2) g es definida negativa si: Vi € V con @ # 0, g(u,u) < 0.

A3) g es indefinida no degenerada si: Ju € V con g(u,u) >0y
30 €V con g(v,0) < 0.

Si g es degenerada, diremos que:

B1l) g es semidefinida positiva si: Yu € V, g(u,u) > 0.

B2) g es semidefinida negativa si: Yu € V, g(u,u) < 0.

B3) g es indefinida degenerada si: Ju € V con g(u,u) > 0y
30 €V con g(v,v) < 0.

A las métricas definidas positivas se las denomina métricas euclideas y
nos ocuparemos de ellas en el Tema 3.

Esta misma clasificaciéon sirve igualmente para las formas cuadraticas:
Diremos que una forma cuadrédtica F', no nula, es no degenerada (definida
positiva, definida negativa o indefinida no degenerada) o degenerada (semi-
definida positiva, semidefinida negativa o indefinida degenerada) segin lo sea

la correspondiente métrica asociada g,
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Recordad lo dicho para formas bilineales en la Def.[2.2] y la Prop.[2.3] Lo

mismo se aplica para las métricas, siendo ahora:

g(b1,01) g({?h{b) g(?l,?n)
Mg, B) = g(by,b1) g(b2,b2) g(b2, by) = (g(,,b,))
g@m[;l) g(EmEZ) g(l;ml_)n)

Se suele escribir (g;;) = (g(f)i, Bj)) si se sobrentiende la base que se emplea.

Proposiciéon 2.15. Una métrica g, no nula, sobre V, con dim'V = n, es
degenerada si y solo si det (M(gJS’)) = 0, para cualquier base B de V. Por
tanto, g es no degenerada si y solo si det (M (g, B)) # 0.

Demostracion. Sea B una base de V y denotemos A = M(g, B) (matriz
no nula por hipétesis). Si B’ es otra base de V y denotamos A’ = M(g, B),
entonces, segin la ecuacién de la Prop., A" = P'AP, con det(P) # 0.
Se deduce que det(A’) = (det(P))2 det(A), por lo cual, si la proposicién es
cierta para una base, es cierta para cualquier base.

Supongamos que g es degenerada. Por definicién, g es degenerada si y

solo si
(2.12) Ju # 0 tal que g(u,v) =0, Vo € V.

Representando las coordenadas en B de los vectores u y v, como matrices

columna, por 4, = X y v, =Y, la condiciéon ([2.12)) es equivalente a:
(2.13) JX #0 tal que X*AY =0, VY.

Puesto que J = X'A es una matriz fila e Y es una matriz columna, se verifica
que: JY =0, VY, siysélosi J=(0---0). Por ello, la condicién es
equivalente a:

JX #0 tal que X*A=(0---0).

Si desarrollamos la ecuacién matricial X*A = (0 --- 0) en las ecuaciones de

sus componentes, obtenemos un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



2.2. Métricas y formas cuadrdticas. Clasificacion 25

con n incégnitas, cuyos coeficientes son las componentes de la matriz A y sus
incognitas son las componentes de la matriz columna X, digamos x4, ... , ;.
Este sistema lineal homogéneo tendrs alguna solucién X # 0 si y solo si
det(A) = 0. Asi que g es degenerada si y solo si det M(g,B) = 0y, por

tanto, g es no degenerada si y solo si es M (g, BB) es regular. O

Segtn esta proposicion, también podemos decir que g es no degenerada
si y sélo si rango M (g, B) = dim V; profundicemos un poco mas en esto del

rango.

Lema 2.16. Dada una métrica g de V, el rango de la matriz M (g, B) es el

mismo para cualquier base B de V.

Demostracion. Se sigue del hecho de que A = M(g,B) y A" = M(g,B),
con By B’ bases de V, son matrices congruentes; es decir, existe una matriz
regular P tal que A’ = P!AP. Como P! es también regular, resulta que A
y A’ son equivalentes, es decir, que son apropiadas para representar a una

misma aplicacion lineal; por tanto tienen el mismo rango. O
El lema precedente nos permite la siguiente definicién.

Definicién 2.12. Se define el rango de una métrica g de V como el rango
de cualquier matriz representativa de g en una base de V. Llamamos nulidad

de g a la diferencia entre dim'V y el rango de g. Se define también
Ng :={ueV:g(uv)=0,VveV}

llamado el nicleo de g o de su forma cuadrdtica asociada.

Proposicion 2.17. Dada una métrica g de V, se verifica:

(a) Ng es un subespacio vectorial de V.

(b) Ng = {0} siy solo si g es no degenerada.

(¢) dim Ny es igual a la nulidad de g

Demostracion. La prueba se deja aqui como ejercicio. O

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



56 Tema 2. Formas bilineales y formas cuadrdticas

Ley de inercia de Sylvester.

El teorema que se conoce como Ley de inercia de Sylvester establece
que dada una métrica g de V, cualquier matriz diagonal que represente a g
en cierta base de V tendra en su diagonal principal un nimero de términos
negativos y un nimero de términos positivos, cuya cantidad es independiente
de cual sea la base que consiga diagonalizar a g. Por ello se dice que ese par
de nimeros naturales es un invariante de las métricas y se conoce como
la signatura de g. Pero antes nos aseguraremos que para cualquier métrica

existen bases que la “diagonalizan”.

Proposicién 2.18. Todo espacio vectorial métrico (V,g), admite una base
B = (by,..,b,) tal que M(g,B) es una matriz diagonal. Es decir, existe una

base B de vectores ortogonales entre si; esto es, g(Bi,Bj) =0, Vi#j.

Demostracion. Si g = 1,, la métrica nula, entonces en cualquier base la
matriz de ¢, es la matriz nula que es diagonal. Supondremos que g # v,
y vamos a probarlo por induccién sobre la dimensiéon de V. El resultado
es trivial para dimV = 1 Hagamos la siguiente hipotesis de induccién: la
proposicion se verifica para métricas en espacios vectoriales de dimension
n— 1.

Sea (V,g) un espacio vectorial métrico con dim'V = n. Como g no es
nula, la correspondiente forma cuadratica Fg tampoco es nula y, por tanto,
existird u € V tal que Fy(u) = g(u,u) # 0. La Proposicién nos daba la

formula (2.11)):
V =L(a) & L(a)*;

y como dim(L(z)) = 1 entonces dim (L(z)*) = n — 1. Entonces, por la
hipétesis de induccién aplicada a (L(u)*, o ), que es el subespacio métrico
inducido de (V,g) (recordad la Definicién [2.6)), existird una base (by, ..., b,)
de L(u)* formada por vectores ortogonales entre si. Ahora, de la férmula
y por las propiedades de la suma directa es inmediato verificar que
B = (@ = by, by, .., b,) es una base de V de vectores ortogonales entre si y,

por tanto, M (g, B) es una matriz diagonal. O
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Teorema 2.19 (Ley de inercia de Sylvester). Sea (V,g) un espacio vectorial
métrico con diim'V = n. Entonces para cualquier base B de 'V tal que M (g, B)
es diagonal, las cantidades de numeros positivos, de negativos y de ceros que

hay en la diagonal principal de M(g, B) son siempre las mismas.

Demostracion. Sean B = (by,..,b,) y C = (&1,...,¢,) dos bases de V tales

que la matriz de g correspondiente sea diagonal, es decir:

gbi,br) 0 0
M(g,B)=| 0 sgbzb)— 0 ],
n)

0 0 - g(bn,b
g(c1,c1) 0 0
Mig.o)= (0 e 0
0 0 g(Enyén)

Por la Prop.[2.1§ tales bases existen. Por el Lema [2.16, ambas matrices
tienen el mismo rango y por tanto la misma cantidad de ceros en la diagonal
principal; entonces bastara probar que la cantidad de nimeros negativos es
la misma.

Supongamos que ambas matrices tienen los términos estrictamente nega-
tivos colocados en primer lugar, reordenando las bases si fuera necesario, de

tal modo que:

gler,a) <0,.., (&, &) <0, g(Cr41,641) 2
Consideremos los subespacios vectoriales U = L({by,..,bs}) y W =

L({¢+1,..,¢}). Siu € UNW entonces:
(i) @ = a1by +- - - +ayb,, para algunos as, ..., o, € R; y por la bilinealidad,

se obtiene que
(2.14) g(u,u) = ZO‘? g(bi, b;) <0;

(H) u = ﬁr-ﬁ-lér-i-l + o+ Bnéna para algunos ﬁr-ﬁ-la“'?ﬁn € R; y por la
bilinealidad, se obtiene que

g(u,u) = Z B g(@,c) > 0.

i=r+1
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Entonces g(u, u) = 0. Esto, llevado a (2.14]), implica que a; =0, Vi =1, ..., s,
luego 4 = 0. Hemos probado que UNW = {0}, luego su suma es suma directa

y las dimensiones quedan:
n>dim(UeW)=dmU+dmW=s+n—-—r = s<r.

Considerando ahora U’ = L({éy, .., &.}) vy W' = L({bsy1, .., b,}), y repi-
tiendo el razonamiento, concluimos que r < s. Por tanto, s = r, y el teorema

se sigue. []

Definicién 2.13. Sea g una métrica de V, con dim'V = n. Llamamos la
signatura de g al par (s,t), siendo s el niimero de términos negativos y ¢ el

nimero de términos positivos de una matriz diagonal asociada a g.

El rango de g es necesariamente igual a s+¢; y la nulidad de g sera igual
n—s—t. Notad que s+t < n, y que se dara la igualdad si y solo si la métrica
es no degenerada.

Supongamos que la métrica g es de signatura (s,t) y B = (b, ..., b,) es

una base que diagonaliza g, por ejemplo ordenados de tal forma que

Entonces de B puede obtenerse otra base C = (¢1, ..., ¢,) tal que la matriz

que representa a g en C sea una matriz diagonal que sélo tenga —1, +1 6 0 en

VIg(b:, i)

la diagonal principal. Basta para ello tomar ¢; = para cualquier

1, con 1 <i<s+1tyqueda

. )
M(g,C) = 0 |L,|lo | eM,.
0|0

Definicién 2.14. Las bases que diagonalizan g con s6lo —1, +1 6 0 en la
diagonal principal las llamaremos bases ortonormales del espacio vectorial

métrico (V,g).
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2.3. Ejercicios del Tema 2. 29

Consecuencia de la Prop. y de lo que acabamos de decir es el resultado

siguiente:

Corolario 2.20. Todo espacio vectorial métrico (V,g) admite bases orto-

normales.

La manera de ordenar que hemos elegido, primero los negativos y a con-
tinuacién los positivos, es una eleccion convencional.

La denominacion de “base ortonormal” que usamos mosotros, general-
mente, se utiliza solo en el caso de métricas no degeneradas.

Os propongo como ejercicio que digais, suponiendo dim 'V = n, qué debe
cumplir la signatura (s,¢) para cada uno de los tipos de métricas (A1, A2,
A3, B1, B2, B3) de la Definicién [2.11]

2.3. Ejercicios del Tema 2.

1. Sea P; el espacio vectorial de los polinomios de grado < 1. Probar
que la aplicacién ¢: Py x Py — R, dada por ¥(ag + ait, co + c1t) =

aoCo + agc1 + aico, es una forma bilineal sobre P;.

2. Hallar la forma bilineal 1) sobre P, cuya matriz asociada en la base
B, = (1,t,t%) es

2

0 1:;

-1

M1, Bo) =

N O =
o = O

es decir, hallar 1(ag + a1t + ast?, co + c1t + cot?).

3. Probar que el producto escalar estdndar de R® es una forma bilineal

con la matriz I como matriz asociada en la base estdndar.

4. Hallar la matriz A asociada al producto escalar estandar de R? en la
base B = ((17 1), (2, 0)) Hallar la féormula que expresa la congruencia

entre A e I,.
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10.

Tema 2. Formas bilineales y formas cuadrdticas

Hallar la forma bilineal v/ sobre R?® cuya matriz asociada en la base

estandar es

-1 2 =2
M@W,B)=10 0 1
1 1 2

Probar que si f: R? — R es una aplicacién lineal y bilineal entonces
flz,y) =0, Y(z,y) € R%

. Probar que es una relacién de equivalencia la relaciéon en M,,(R) defi-

nida por: “A ~ A’ si y sélo si A es congruente con A",

Sea 1 una forma bilineal sobre un espacio vectorial V.

a. Probar que 9%, definida por *(@, v) := (v, @), es una forma bilineal
sobre V.

b. Probar que g := %(@/J + %) es una forma bilineal simétrica y que

Vg 1= %(w — %) es una forma bilineal antisimétrica.
c. Probar que ¢ se expresa de manera tinica como suma de una forma

bilineal simétrica y una antisimétrica.

Sea Lo(V,R) (S2(V) vy Az(V), respectivamente) el conjunto de for-
mas bilineales (simétricas y antisimétricas, respectivamente) sobre V.
Demostrar que:

a. Lo(V,R) es un espacio vectorial sobre R de dimensién n?.

b. S(V) es un subespacio vectorial de £5(V,R) de dimensién =5

Es decir, las métricas de V forman un espacio vectorial.
c. A2(V) es un subespacio vectorial de Lo(V,R) de dimensién =

d. L2(V,R) = S(V) & A (V).

Dada una base B de V, probad que la aplicaciéon

es un isomorfismo.
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2.3. Ejercicios del Tema 2. 61

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Probar que si F'y F’ son formas cuadraticas sobre V y k € R, entonces
las aplicaciones F'+ F' y kF son también formas cuadréaticas. Probar
que el conjunto F(V) de todas las formas cuadraticas sobre V, con

estas operaciones, es un espacio vectorial.

Probar que la aplicacion entre las formas cuadraticas y las métricas
dada por:
o F(V) — S(V)
F o g,

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Probar que el producto escalar estandar de R" es una métrica no dege-
nerada y definida positiva. Se la conoce también como métrica euclidea

estandar de R".

Encontrar algiin vector de R?, distinto de 0 y ortogonal a sf mismo con

respecto a la métrica g, cuya matriz asociada en la base estandar es

Sea (R? g) el espacio métrico cuya métrica en la base estdndar es
M(g,B,) = (V). Hallar dos vectores @,v € R? no proporcionales
y ortogonales a si mismos (es decir, © # av, Va € R, y g(u,u) =

g(v,0v) =0). {Son @ y v ortogonales entre si?

Probar que la métrica g de R3, con matriz asociada:

M(g,B,) =

S O =

0 0
1 11,
11

es degenerada. Encontrar un vector no nulo de R?, ortogonal a todos

los demaés.
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17.

18.

19.

20.

Tema 2. Formas bilineales y formas cuadrdticas

Demostrar que la aplicacién h: My x My — R, dada por h(A, B) =
tr(A" B) es una métrica en el espacio vectorial de las matrices cuadradas

2 x 2. Hallar la matriz asociada a h en la base estandar de M.

Sea P el espacio vectorial de los polinomios reales de grado < 2. Usan-

do las propiedades de las integrales, probar que

define una métrica en P,. Hallar la matriz asociada a g en la base
B=(1+z,1—z,2*) de Ps.

Dada una forma bilineal i) sobre V.
a. Probar que ¢(-,u) € V* y, también, que ¢(u, -) € V* Vu € V.
b. Demostrar que la aplicacién ¢: V. — V*, @ — (-, ), es lineal.

c. Dada una base B de V y la correspondiente base dual B* de V*,
;qué relacién hay entre las matrices M (1, B) y M (¢, B, B*)?

d. Probar que la aplicacién ¢ — 1 establece un isomorfismo entre
Lo(V,R) y L(V, V7).

Clasificad, segin la definicién [2.11] las diferentes métricas g®! de R”
del Ejemplo 2.22, segtin los valores de n, sy t.
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Tema 3

Espacios vectoriales euclideos

Las métricas de un espacio vectorial que son definidas positivas son las
mas importantes pues son la base para comprender las nociones intuitivas
y formales de la geometria de Fuclides. Con ellas, conceptos intuitivos tales

como angulo y distancia podran ser rigurosamente construidos.

3.1. Meétrica euclidea. Norma, angulo. Bases

ortonormales

Definicién 3.1. Una métrica g de un espacio vectorial V es una métrica
euclidea si es definida positiva. Un espacio vectorial euclideo (V,g) es un

espacio vectorial dotado de una métrica euclidea.

Una métrica euclidea se llama también un producto escalar. Es frecuente
denotar g(u,v) por (u,v), o por @ - U; y se lee: el producto escalar de @ por
v, o simplemente: u por v.

Para una métrica lorentziana se suele emplear el nombre de producto
escalar lorentziano.

La definicion incluye que g: V x V — R es una forma bilineal,

simétrica, no degenerada y definida positiva. El que g sea definida positiva
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64 Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

equivale a que, Vu € V:
(3.1) u#0 = g(u,u) > 0.

Probad que (3.1]) implica que g es no degenerada (ver Def.[2.11}A).

Ejemplos 3.1. 1. Algunas métricas que dimos en los Ejem.[2.2] del Tema 2
son euclideas: Lo es la métrica euclidea estandar de R", que denotaremos
por g,(Z,¥9) = -y = Y ., x;y;. La métrica de M,,(R) del Ejem..3,
g(A, B) = tr(A' B) = >, aibi;, también es euclidea.

2. También obtenemos una métrica euclidea en un espacio vectorial V de di-
mension finita si fijamos una base B y, para cada @, v € V de coordenadas

n .
Uy, 7, € R", definimos

g, (U, V) =1y, - Uy ;

es decir, la métrica euclidea estandar aplicada a las coordenadas de u y
v en la base B. Mas adelante veremos que todas las diferentes métricas

euclideas de V se pueden obtener por este procedimiento.

Recordemos del Tema 2 que, en un espacio vectorial métrico cualquiera,
se define el concepto de ortogonalidad entre vectores o entre subespacios
vectoriales (ver Def.. Veiamos alli ciertas propiedades del concepto de
ortogonalidad en el Lema [2.11] y en la Proposicién Ahora, al considerar

métricas euclideas, obtenemos nuevas propiedades de la ortogonalidad.
Lema 3.1. En un espacio vectorial euclideo (V,g) se verifica:
(a) El dinico vector ortogonal a si mismo es el 0.

(b) Silos vectores uy, ..., ux, son no nulos y ortogonales entre si entonces son

linealmente independientes.

(¢) Si Uy,.., Uy son subespacios vectoriales de V ortogonales entre si en-

tonces su suma es suma directa.
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3.1. Métrica euclidea. Norma, angulo. Bases ortonormales 65

Demostracion. El apartado (a) se sigue inmediatamente de que g es definida
positiva, viendo la equivalencia (3.1)) que se da en un espacio euclideo.
Para probar (b), partimos de la ecuacion: oy +- - - oy = 0; si hacemos

el producto escalar por #; a ambos lados de esta igualdad, nos queda:
glantiy + - + agliy, ;) = o g(Ur, U;) + - - - + au, gy, Ui) = o g(U;, U;) = 0;

donde la segunda igualdad se sigue por la hipdtesis de que g(u;, @;) = 0, si
j # i; y la tltima igualdad se sigue de que si @; # 0, por , tenemos que
g(u;, u;) # 0, y entonces o; = 0. Como esto es cierto Vi € {1, ..., k}, entonces,
se deduce que uyq, ..., 4 son linealmente independientes.

Para probar (c), hay que probar la propiedad (b) de la Def.[1.5]de la suma
directa: Vj € {1,..,r},

,
U;n ) U ={0}.
i=1,i%j
Lo probamos, por reduccién al absurdo, para 7 = 1 (igual se probaria para
otro j, reordenando y renombrando los subespacios U; convenientemente).
Supongamos que existe ¥ # 0 tal que v € U; N Zf:z U;; esto significa que
v e Uy yque ¥ = aglip + -+ + iy con s € U,y, ..., u, € Ug. Si hacemos

el producto escalar por v a ambos lados de la anterior igualdad, nos queda:

g(v,0) = glaptliy + - - + oy, V) = g g(U2,0) + - - - + 0y g(Up, ) ;

como v € Uy y el subespacio U; es ortogonal a U;, Vi € {2, ..., k}, entonces
g(u;,v) = 0; asi queda que g(v,v) = 0. Pero por hipdtesis v # 0, lo que
estd en contradiccién, de nuevo por , con que g es definida positiva.
Entonces debe ser U; N Y5, U, = {0} O

También es propio de una métrica euclidea que la métrica inducida en un

subespacio vectorial (ver Definicién [2.6)) siga siendo una métrica euclidea.

Lema 3.2. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo y sea U un subespacio
vectorial de V. Si g, es la métrica inducida por g en U entonces (U, g,) es

un espacio vectorial euclideo.
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66 Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

Demostracién. Consideramos probado, acorde a lo dicho antes de la Def.[2.6]
del Tema 2, que g, es una métrica en U. Como por definicion de métrica
inducida:

gu (ﬂ,f}) = g(ﬂ, T))’ Vﬂ,f) € U7

es inmediato ver que si g es definida positiva entonces g, lo es también. [

En cambio, en un espacio vectorial lorentziano (V,g), dependiendo del
subespacio U C V, la métrica inducida g, puede ser euclidea o lorentziana,

o incluso degenerada.

Norma de un vector en un espacio vectorial euclideo.

La forma cuadratica Fy asociada con una métrica euclidea g verifica que
Fy(u) = g(u,u) > 0, V@, con lo cual se puede extraer la raiz cuadrada de
Fy(u), y se obtiene lo que se llama la norma (también llamado el mdodulo)

del vector u.

Definicién 3.2. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. La norma (asocia-

da a g) de un vector u € V se define por
lallg :=+v'g(u,u).
Escribiremos ||u|| en vez de ||a||g si no hay confusién posible.
Algunas propiedades que tiene la norma son los siguientes:
Lema 3.3. La norma asociada a una métrica euclidea g de 'V verifica:
(a) |lal| >0, Yu € V;ademds, ||u] =0 siysolosi u=0.
(b) ||aul = |a|||u|, VaeR, Vue V.

Demostracion. Se obtiene (a) de que g es definida positiva, usando la equi-
valencia (3.1). Para probar (b), basta hacer g(au, au) = o?g(u,u) y tomar

la raiz cuadrada positiva en ambos miembros. O
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Nota sobre vectores unitarios: Un vector u € V se dice que es un vector
unitario si ||| = 1. Notad que si © # 0 entonces ﬁ vy ﬁ ¥ son los tnicos
vectores unitarios proporcionales a v. El subconjunto de vectores unitarios
de un espacio vectorial euclideo (V,g) es la llamada esfera unidad o esfera
de radio uno. En el caso de R con la métrica euclidea estandar (ver Ejemplo
2.211) la esfera de radio uno la denotamos por

Sti={¥e RPFL . 12| =1} = {(z1, .., Tns1) : (x1)2 + e+ (l’n+1)2 =1}

Proposicién 3.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (V,g) un espacio

vectorial euclideo. Se verifica
(3.2) lg(@, )] <l o], VvV, veV.
La igualdad en (3.2)) se obtiene siy solo siu yv son linealmente dependientes.

Demostracién. Si @ = 0 entonces se verifica trivialmente la igualdad en (3.2))
y @y v son linealmente dependientes. Supongamos que u # 0. Se tiene que,
Vr € R,

(3.3)  0<|zu—0|* =g(ra—v,2u —v) = ||u||*>* — 2g(a, v)z + ||v]]*.

La derecha de la desigualdad es un polinomio de segundo grado en la indeter-
minada z. Como, segun (3.3)), el polinomio toma valores positivos Vx € R,
el polinomio tiene a lo sumo una raiz real y, por tanto, el discriminante del

polinomio es negativo o cero; es decir, que el discriminante queda
(3-4) 4g(a,v)* — 4 al*|o)* < 0;

dividiendo por 4 y pasando el término negativo a la derecha de la desigualdad
queda g(u,v)* < ||ul|?||v]|?; y tomando raices cuadradas positivas se obtiene
la desigualdad .

Veamos la segunda parte. Cuando 4 # 0 se verifica que: % y ¥ son lineal-
mente dependientes si y sélo si v = pu, para alguna g € R. Pero si v = fu

se obtiene la igualdad en (3.2)) porque:

lg(a, pu)| = |Bg(a, w)| = |B] al* = ||a] || sal.
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Y viceversa, si se verifica la igualdad |g(u,v)| = ||ul| ||7|| es que se anula el
discriminante ([3.4); luego el polinomio en (3.3)), supuesto que u # 0, tiene

una raiz r, € R y nos queda:
_ 2
0= [lzyu — ol
Por tanto, debe ser v = z,u; es decir, @ y v son linealmente dependientes. [l

Nota: También puede razonarse a partir de la férmula (3.3)), tomando el
valor 2 = 829 Probad asf la desigualdad 1' como ejercicio.

l[al®

Proposicién 3.5 (Desigualdad triangular). Sea (V,g) un espacio vectorial

euclideo. Se verifica la siguiente desigualdad, llamada desigualdad triangular:
(3.5) lla+o| <|al + 7], Va, v € V.
Demostracion. Hagamos el siguiente desarrollo:
la+o|* = g(a+v,a+0) = ||all* +[|o]|* + 2g(a, v).
Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz queda:
1o+ ol1* < [lall® + [[9]1* + 2llall o]l = (lall + [1o])*;

que es (3.5 al hacer la raiz cuadrada a los dos extremos de la desigualdad. [J

Nota sobre espacios vectoriales normados y espacios métricos.

La definicién general de una norma en un espacio vectorial V (sobre R
o C, de dimensién finita o infinita) es la de una funcién ||-||: V — R que

cumple las siguientes propiedades:
(a) |la]| >0, Vue€ V;ademds, ||u]| =0 siysolosi u=0;
(b) llaall = |afl|lul, VaeR, Vue V;

(c) lla+ol <llal +oll, va, veV;
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y un espacio vectorial normado (V, || -]|) es un espacio vectorial sobre el que
se ha definido una norma.

La norma de un espacio vectorial real V de dimensién finita asociada
a una métrica euclidea, definida en Def.[3.2] verifica estas tres propiedades
seguin el Lema y la Proposicién 3.5 luego es una norma segin esta defi-
nicion general; aunque pueden darse otras normas en V que no estén cons-
truidas a partir de una métrica euclidea.

Una funciéon d: X x X — R, donde X es, en principio, solamente un

conjunto, se dice que es una distancia en X si se verifica:
(a) d(x,y) >0, Vz,y € X;cond(x,y) =0 < z=y;
(b) d(z,y) = d(y,z), Vz,y € X;

(¢) d(z,2) <d(z,y)+d(y,2), Va,y,z € X.

Se dice que (X, d) es un espacio métrico si X es un conjunto con una distancia
d en él definida. Notad que en un espacio métrico no hay definidas en X, a
priori, ninguna operacién y los ntimeros reales s6lo aparecen para asignar
valores a las distancias: X es un mero conjunto sin estructura algebraica. La
materia que estudia los espacios métricos es la Topologia.

En un espacio vectorial normado (V| - ||) se puede definir una funcién

distancia por la férmula:
d(u,v) := ||v — al|, Vu, v € V.

En particular, en un espacio vectorial euclideo (V,g) se define la distancia
euclidea entre u y v como ||v — ullg; pero este concepto es mas propio de
la llamada Geometria Afin Euclidea y nosotros apenas lo usaremos en esta

asignatura.

Angulo en un espacio vectorial euclideo.

En un espacio vectorial euclideo puede introducirse la nociéon de angulo

entre dos vectores de la siguiente forma. Debido a la desigualdad de Cauchy-

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



70 Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

Schwarz, para cualesquiera % y © no nulos, obtenemos que:
g(u,v)

= el el

Este cociente, al ser un nimero entre —1 y 1, identifica un tnico angulo

0 € [0, 7] tal que cos@ sea igual a dicho cociente. Esto es debido a que la

funcién coseno establece una biyeccién entre los intervalos [0, 7] y [—1,1].

Recogemos esto en la siguiente definicién, denotando al angulo 6 entre dos

—

vectores u y v por 6 = u,v.

Definicién 3.3. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. El dngulo entre

dos vectores U, v € V, con i # 0 y 0 # 0, se define como

.0 = arccosg_(u—’ii) € [0, x].
]| [|]]

De esta definicion se deduce que

g(a,v) = |al |0 cosu, .

Por la simetria de g se verifica que @, v = 0, 4. Més adelante introduci-
remos la nocién de dngulo orientado entre dos vectores u, v, (ver Def.,
que podré tomar valores en el intervalo [0, 27); para ello, se determinard un
sentido preferente de recorrer la abertura entre dos vectores, distinguiéndose

entre el dngulo (orientado) de w a v y el de v a u.

Ejemplo 3.2. En R? con el producto escalar estandar, tomemos @ = (0, 2)

y ¥ = (1,1). Calculemos el dngulo (no orientado) entre 4 y ¥y entre 4 y —-

—;—»

== Uu - 1 T
U, U = arc cos ———— = arccos — = — = 45°,
|| 1| 7] N
=, —1 3
U, -0 = arccosﬁ =7 = 135°
Si @ y v son no nulos y ortogonales, se deduce que cosu,v = 0; luego,
7,0 = Z = 90°. De aqui que, en espacios vectoriales euclideos, sea apropiado

decir que dos vectores, no nulos, son ortogonales si son perpendiculares, es

decir, si forman un angulo de 90°.
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Si @ y v son ambos no nulos y linealmente dependientes entonces v =
au. Si, ademas, a > 0 entonces u,v = 0; y si @ < 0, entonces u,v =

(comprobadlo como ejercicio).

Bases ortonormales y el grupo ortogonal.

En un espacio vectorial euclideo (V, g), con dim V = n, la signatura de la
métrica g, que se definfa en Def.[2.13 del Tema 2, es (0,n). Esto quiere decir
que si B es una base tal que M (g, B) es una matriz diagonal, entonces todos
los niimeros de la diagonal principal son estrictamente positivos. Necesaria-
mente, por ser M (g, 3) diagonal, dos vectores de B distintos son ortogonales
entre si.

La definicién [2.14] aplicada al caso euclideo nos da la siguiente definicién.

Definicién 3.4. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Una base ortonor-

mal (respecto a g) es una base B = (b, .., b,) de V tal que
g(B“B]) =0 con 1 7&]7 y HBng = 17 VZ,j € {Lan}

Dicho de otra manera, B es una base ortonormal si M(g,B) = I, o

equivalentemente, si g(b;, b;) = d;; (la delta de Kronecker).

Proposicion 3.6. Cualquier espacio vectorial euclideo de dimension finita

tiene alguna base ortonormal.

Demostracion. En realidad es un corolario de la Prop.[2.18, Basta notar que

si en una base {by,..,b,} de un espacio vectorial euclideo, cuyos vectores

son ortogonales entre si, reemplazamos cada b; por ﬁ b; o ﬁ b;, entonces
1 1

obtenemos una base ortonormal. O]

Resulta muy interesante memorizar que las coordenadas de un vector

% € V en una base ortonormal B = (by, ..., b,) son:

(36) azg = (g(ﬁ, bl)a e g(ﬂ, bn)) , O que: u = g(ﬂ, 61)61 +-- —I—g(ﬂ, Bn)bn

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



72 Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

Esto es muy facil de comprobar haciendo el producto escalar por b; a ambos
lados de la igualdad u = 210y + - - - + x,b,,; usando la bilinealidad de gyla
Definicion [3.4] os quedard x; = g(, b;).

Ademas, dados @, v € V, cuyas coordenadas en una base ortonormal son
Uy = (T1,.., &) ¥ Uy = (Y1, -, Yn), podemos calcular matricialmente g(u, v),
siguiendo la ecuacion del Tema 2. Para ello, si representamos u, y v,

como matrices columna, nos queda:
37) g(@0) = (s1.20) (1 » °> (?’3 ) — 4l Uy = 21y e+ Tl

Esto significa que cuando trabajamos en coordenadas respecto a una base
ortonormal de (V,g), la métrica euclidea g opera como la métrica euclidea

estandar de R".

Ejemplos 3.3. 1. La base estandar de R™:

B, = (é1,...€,) = ((1,0,..,0),..,(0,..,0,1))

es una base ortonormal de R™ con la métrica euclidea estandar.

2. En el Ejemplo[3.1]2, la base B es una base ortonormal respecto a la métrica
g, alli definida.

Recordad que el grupo lineal general, Gl(n,R), es el grupo que forman
las matrices invertibles de orden n, con la operacion producto de matrices
(releed el apartado “Sobre matrices cuadradas” del Tema 0: Preliminares y
notaciones). El grupo ortogonal O(n,R) = O, es el subgrupo de Gl(n,R)
de las matrices P tales que P! P = I, o, equivalentemente, P~! = P! y se
las llama matrices ortogonales. Probad que O,, es un grupo y que P € O,,

verifica que el determinante de P es 1 6 —1, es decir, | det(P)| = 1.

Lema 3.7. Dada P € Gl(n,R), las n columnas de P son las coordenadas de
los n vectores de una base ortonormal de R™ con la métrica euclidea estandar

sty solo si P € O,,.
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Demostracion. Sea P = (a;;) y sean los vectores v; = (ay;, ..., anj) de R”, con
j de 1 a n. Entonces la matriz P tiene por columna j las coordenadas de
y los vectores (071, ..., ¥,) forman una base de R™ porque P es regular.

Notad que si P* = (d;;) entonces d;; = aj;. Llamemos (¢;;) = P'Py
hagamos el producto de matrices; y queda:

n

Cij :Zdikakj :Zakiakj:gi'ﬁja Vi, j€{l,..,n}
k=1 k=1
Luego B = (14, ...,7,) es ortonormal, es decir, ¥; - U; = d;; (la delta de Kro-
necker) si y solo si P* P =1, = (0;5). O

Fijaros en el lema, que por el mero hecho de pertenecer a O,, la matriz
P = Bp, es una matriz de cambio de base entre bases ortonormales (ver
Ejem..l). Lo mismo se obtiene si en el lema se cambia columnas por filas;
es decir, las n filas de una matriz ortogonal forman, como las columnas, una
base ortonormal del espacio vectorial euclideo estandar (R", g,).

Este lema es un caso particular del siguiente resultado: En cualquier espa-
cio vectorial euclideo, las matrices de cambio de base entre bases ortonormales

son las matrices ortogonales.

Proposicién 3.8. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo de dimension n
y sean B y C dos bases ortonormales. Entonces la matriz de cambio de base
es una matriz ortogonal; es decir, B, € O,,. Ademds, si D es base de V y

D, € O,, entonces D es base ortonormal.

Demostracion. Por ser B'y C bases ortonormales, M (g, B) =1,y M(g,C) =
I,,; por tanto, por de la Prop., la matriz P = M(B,C) = B, verifica
I, = P'I,P; y asi P € O,. Ademés, como M(g,B) =1,y D, € O, se
deduce, también de , que M(g, D) =1,,; luego D es ortonormal. ]

Corolario 3.9. Dado un espacio vectorial euclideo (V,g), existe una corres-
pondencia biyectiva entre el conjunto de bases ortonormales y el grupo O,,,

conn=dimV.
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Demostracién. Por la Prop.[3.8| si C es una base ortonormal respecto a g
entonces estd bien definida la aplicacién B +— B, entre el conjunto de bases
ortonormales de (V,g) y el grupo ortogonal O,,. Es facil probar que es una

biyeccién, y se deja como ejercicio. O]

Nota sobre estructuras geométricas en un espacio vectorial.

En todo este apartado, serd 'V un espacio vectorial real, con dim'V = n.
Planteemos la siguiente cuestién: dada una base cualquiera, ;para qué métri-

cas euclideas, si existen, es una base ortonormal? Demos la respuesta:

Proposicién 3.10. Dada una base B de V, existe una unica métrica euclidea

g tal que B es una base ortonormal respecto a g.

Demostracion. El resultado es inmediato porque la condicion M (g, B) = I,
determina una uinica métrica euclidea g y, respecto a ella, B es base ortonor-
mal. Esta métrica g es la g, dada en el Ejemplo [3.1]2. ]

Ademas, por la Prop.[3.§ cualquier otra base cuya matriz de cambio de
base con B sea de O,, es también ortonormal respecto a la misma g.

Desarrollemos esta idea con un enfoque més general, que resultara bastan-
te natural e interesante por el caracter unificador de conceptos geométricos
bastante dispares. Este desarrollo nos sera de utilidad para introducir otras
estructuras geométricas que necesitaremos, como es la orientacion de un es-
pacio vectorial.

Una estructura geométrica sobre un espacio vectorial (por ejemplo, una
métrica) la vamos a caracterizar por un subconjunto de bases (en el caso
de la métrica, las bases ortonormales). M&s concretamente, consideremos el
conjunto de todas las bases de V, que denotaremos por FV; una estructura
geométrica sobre V va a ser definida por una clase de equivalencia de bases
respecto a una relaciéon de equivalencia en el conjunto FV.

Sabemos que las matrices de cambio de base entre las bases de V son las
matrices de Gl(n,R). Escojamos un subgrupo cualquiera G de Gl(n,R) e

introduzcamos la siguiente relacion entre las bases de V.

Geometria I — Ignacio Sdnchez Rodriguez



3.1. Métrica euclidea. Norma, angulo. Bases ortonormales 75

Definicién 3.5. Sea G un subgrupo de Gl(n,R). Definimos en el conjunto
FVv = {B: B es base de V} la relacién:

BL¢C =" M(B,C)=B. €G.

Lema 3.11. Dado un subgrupo G de G1(n,R), la relacién & es una relacion

de equivalencia en el conjunto FV de las bases de V.

Demostracion. La prueba se apoya esencialmente en el hecho de que GG es un
grupo respecto al producto de matrices. Escribamos B,C,D € FV.
(i) Propiedad reflexiva: Como I, € Gy M(B,B) = 1,,, entonces B < B.
(ii) Propiedad simétrica: Como para cada P € G se tiene que P! € G, si
M(B,C) € G entonces M(B,C)~* = M(C,B) € G; es decir, BLC = C K B.
(iii) Propiedad transitiva: El producto de matrices P-Q € G, si P,Q € G.
Luego, si M(B,C), M(C,D) € G entonces M(C,D)-M(B,C) = M(B,D) € G
(para esta igualdad, ved el final del apartado “Cambio de coordenadas en un

espacio vectorial” del Tema 0: Preliminares y notaciones). Hemos probado
que BLCyCR D =BLD. ]

Como en toda relacion de equivalencia, se obtiene el conjunto cociente
FV/; formado por las distintas clases de equivalencia. La clase de equivalencia
a la que pertenece una base B la denotamos por [B], y consiste en todas las

bases relacionadas con B por < ; podemos escribir:
B, ={CeFV:BR(C}={CeF'v:B, G},
sin olvidar que [B], es un elemento de FV/q. Obviamente,

BXC siysolosi [B], =I[C]..

En este contexto introducimos la siguiente importante definicion:

Definicién 3.6. Sea V un espacio vectorial. Una G-estructura vectorial sobre

V es una clase de equivalencia [B], € FV/s.
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Diremos que un automorfismo f € Aut 'V, conserva la G-estructura vec-
torial [B], si M(f,B) € G, lo cual es equivalente a que f lleva bases en [B],
a bases en [B]...

Aplicado al concepto de métrica euclidea, ésta se corresponderd con una
O,,-estructura vectorial. Si denotemos por S$* (V) al conjunto de todas las

métricas euclideas sobre V, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.12. Eziste una biyeccion natural entre las métricas euclideas
de 'V y las O, -estructuras vectoriales sobre V. Concretamente, la siguiente

aplicacion es biyectiva:

§3“(V) — FV0,, g+ [Blo

n

siendo [B], el conjunto de bases ortonormales respecto a g.

Demostracion. El conjunto de bases ortonormales respecto a una métrica
euclidea es, por la Prop., una clase de equivalencia de F"/oNn7 luego la
aplicacién estd bien definida. Ahora, si dos métricas euclideas g y g’ com-
parten una base ortonormal B es porque M (g, B) = M(g', B) = 1,,, entonces

g = g'; luego la aplicacién es inyectiva. Por otro lado, si [B],, € FV/o, enton-

o

ces, por la Prop.[3.10] existe una métrica euclidea g tal que B es ortonormal

respecto a g; luego la aplicacion es sobreyectiva. O

Los automorfismos de V que conservan una O,,-estructura vectorial, seran
las isometrias lineales de la métrica que estudiaremos en la Seccién [3.4]
Veamos otro ejemplo de G-estructura vectorial, que nos sera de utilidad

en lo que sigue. Recordemos que otro subgrupo del grupo lineal general es

Gl := {A € GI(n,R) : det(A) > 0}.

Definicién 3.7. Una orientacion O de V es una Gl}-estructura vectorial
sobre V. Elegida una orientacion O de V|, se dice que V es un espacio vectorial

orientado.

Proposicion 3.13. Un espacio vectorial V admaite dos y solo dos posibles

orientaciones.
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Demostracion. Sea una base B = (by,..,b,) de V. Si C es otra base de V
pueden darse dos casos: o bien det(B,) > 0y en ese caso C € [B]g,+; o bien
det(B.) < 0, en cuyo caso [Clg+ # [Blar- En este segundo supuesto, si D
es otra base de V, tomando determinantes en la igualdad B, = D, B,,, como
det(B,) < 0, se deduce que det(D,) > 0 o det(B,) > 0; es decir, D € [C]qt

0 D € [Blgy; luego solo puede haber dos elementos en FV/_ .. Tomando

C = (=by,ba, .., b,), se tiene que B, = (})1 Iil) y det(B,) = —1 < 0; luego

efectivamente hay dos y solo dos clases de equivalencia en FV/_ . ]

Las bases pertenecientes a la clase de equivalencia elegida se llaman de
orientacion positiva y las bases de V pertenecientes a la otra clase se llaman
de orientacion negativa. Se puede decir también que B define la orientacion
O = [Blgt de V.

Dada una métrica euclidea y una orientacién de V, el conjunto de ba-
ses ortonormales de orientacion positiva constituye una clase respecto a la
relacién de equivalencia, segin la Def.[3.5] que prescribe el llamado grupo
ortogonal especial, SO, := O, N GL.

Otra cuestion que resuelve la idea de G-estructura vectorial es la siguien-
te: | Qué estructura geométrica implementar en un espacio vectorial para
medir volimenes n-dimensionales? Veamos primero qué entendemos por un
paralelepipedo n-dimensional o n-paralelepipedo de V, con dim'V = n, pa-
ra definir después la medida de su volumen (n-dimensional) respecto a una
métrica euclidea.

Sin = 1, (un paralelepipedo 1-dimensional) es un segmento coincidente
con un vector no nulo. Si n = 2, (un paralelepipedo 2-dimensional) es un
paralelogramo (un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos) con un
vértice en el origen y un par de lados coincidentes con una base del plano
euclideo estandar. Si n = 3, es un paralelepipedo (un sélido limitado por
seis paralelogramos, cuyas caras opuestas son paralelas) con un vértice en
el origen y tres aristas coincidentes con una base del espacio tridimensional
euclideo estandar. Un paralelepipedo n-dimensional (n-paralelepipedo) deter-

minado por una base P de V se define, por analogia con el paralelogramo y el
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paralelepipedo, como la extensidn delimitada por los (n — 1)-paralelepipedos
paralelos determinados por los n vectores de la base P.

En el plano euclideo estandar, el area de un paralelogramo es igual al valor
absoluto del determinante de la matriz de las coordenadas, respecto a una
base ortonormal, de dos vectores que sean lados contiguos del paralelogramo.
En el espacio euclideo estandar, el volumen de un paralelepipedo se halla
tomando el valor absoluto del determinante de la matriz de las coordenadas,
en una base ortonormal, de tres vectores que sean aristas del paralelepipedo
que concurren en un mismo vértice. Procediendo por analogia, parece natural
introducir la siguiente definicién. Seguimos suponiendo dimV = n en todo

este apartado.

Definicién 3.8. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. El volumen (res-
pecto a g) de un n-paralelepipedo determinado por una base P de V es el valor
absoluto del determinante de la matriz de las coordenadas de los vectores de

P, respecto a una base ortonormal.

Veamos que esta definicién no depende de la base ortonormal respecto a
la cual se tomen coordenadas de los vectores de P: Si By C son dos bases
ortonormales de (V,g) y P es una base cualquiera de V, obtenemos que
P, =C,P,. Tomando determinantes y el valor absoluto a ambos lados de la

anterior igualdad, como det(C,) = %1, se sigue que
| det(Py)] = | det(Cy)| | det(P,)| = [ det(P,)]-

Ahora bien, para definir el volumen de un n-paralelepipedo no es ne-
cesaria una métrica euclidea (hay muchas métricas euclideas diferentes que
“miden” el mismo volumen para cualquier n-paralelepipedo). Realmente es
suficiente una G-estructura vectorial mas amplia para obtener un medi-
dor de voltimenes; bastara considerar el subgrupo del grupo lineal general
SIF := {A € Gl(n,R) : |det(A)] = 1} (probad que es un subgrupo que

contiene a O,,).
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Definicién 3.9. Un medidor de volumen de un espacio vectorial V es una
SIF-estructura vectorial w sobre V. Definimos el volumen medido por w

del n-paralelepipedo determinado por una base P de V como la cantidad

| det(P,)], siendo B € w.

Esta definicién no depende de la base B € w respecto a la cual se tomen
coordenadas de los vectores de P. Comprobadlo: se hace igual que la compro-
bacién posterior a Def. . Es facil probar también que dos Slff—estructuras
vectoriales diferentes, w # w', dan lugar a volimenes diferentes para iguales

n-paralelepipedos.

Proposicion 3.14. Una métrica euclidea g de un espacio vectorial V deter-
mina un unico medidor de volumen de V dado por wg = [B]SIi’ siendo B

una base ortonormal respecto a g.

Demostracion. Sea [B], el conjunto de bases ortonormales respecto a gy

on
sean By C dos de esas bases. Como | det(B,)| = 1, entonces B y C pertenecen
or = (Bl
estd bien definida. O

al mismo medidor de volumen en V. Luego, la aplicacién [B]

Corolario 3.15. Para cualquier n-paralelepipedo determinado por una base
de 'V, su volumen respecto a una métrica euclidea g y su volumen medido

por wg son iguales.

Demostracion. Sean B una base ortonormal de (V,g) y una base C € w,;
entonces | det(C,)| = 1. Dado el paralelepipedo determinado por una base P,
su volumen respecto a g es igual a |det(P,)| y su volumen medido por wg
es igual a | det(P,)|. Pero

| det(P,)| = [det(Cy)| | det(P,)| = | det(P, )],
luego el resultado se sigue. ]

Otro caso de G-estructura vectorial que nos interesa estudiar, se obtiene
con el grupo lineal especial, S1(n,R) = S1, := {A € Gl(n,R) : det(A) = 1}.
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Definicion 3.10. Un medidor de volumen orientado w® de V es una Sl,,-
estructura vectorial sobre V. Definimos el volumen orientado (respecto a w®)
del n-paralelepipedo determinado por una base P de V como det(P,), siendo

C € we.

Veamos que esta definicion no depende de la base C € w©® respecto a la
cual se tomen coordenadas de los vectores de P: Si B,C € w® y P es una
base cualquiera de V, obtenemos que P, = C, P.. Tomando determinantes
a ambos lados de la igualdad, como det(C,) = 1, se sigue que det(P,) =

det(P,); luego la definicién no depende de la base elegida en we.

Lema 3.16. Un medidor de volumen orientado w® de un espacio vectorial
V determina una orientacion O de V y un medidor de volumen w. Ademds,

como subconjuntos de bases de V, se verifica que w® = w N O.

Demostracion. Sea w® = [Blg, € FV/s, un medidor de volumen orientado
de V. Veamos que la orientacién dada por O := [Blg,+ solo depende de
w®: si C '~ B, quiere decir que det(C,) = 1, entonces det(C,) > 0, y por
tanto C € [B]g,+. También, el medidor de volumen definido por w := [B]g+
solo depende de w®, porque |det(C,)| = 1, y por tanto, si C ™ B entonces
Ce [B]s1$-

Asi, las bases de w©® pertenecen a la orientacién O y al medidor de vo-

lumen w. Luego, las aplicaciones [Blg, > [Blgr v [Blg, = [Blg estdn

Sl
bien definidas y univocamente determinadas; y w® C w N O. Por ltimo,
siC € wnN O entonces det(C;) > 0y |det(C,)| = 1; luego det(C,) = 1y
w N O C w°. Se concluye que w® = w N O. O

Proposicién 3.17. Una métrica euclidea g y una orientacion O de un es-

pacio vectorial 'V determinan un medidor de volumen orientado wg de V.

Demostracion. Sea [B] el conjunto de bases ortonormales orientadas po-

SOn

sitivamente y sean By C dos de esas bases. Como det(B,) = 1, entonces By
C pertenecen al mismo medidor de volumen orientado. Luego, la aplicacion

Blso, = B

s, = wg esté bien definida y univocamente determinada. [
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Nota: De entre todas las G-estructuras vectoriales tratadas en este apar-
tado solo las O,,-estructuras poseen la propiedad de inducir una O,,-estruc-
tura en los subespacios vectoriales, no nulos, de dimensiéon m < n; esto
se prob6 en el Lema En los casos G = Gl SO,, Sl,f o Sl,, las G-
estructuras vectoriales sobre V no inducen la misma clase de G-estructura
vectorial sobre los subespacios no impropios de V.

Para entender mejor la siguiente proposicién, releed antes la introduccion

al Tema 2.

Proposicion 3.18. Dado un medidor de volumen orientado w® de V se

define la aplicacion:
detyo: Vx 7 XV — R,  detyo (01, ..,7,) := det(A),

siendo A = (a;;) la matriz cuyas n columnas son las coordenadas de vy, ..., Uy,
en una base B de V en la clase w®. FEsta aplicacion es multilineal y es
independiente de la base B € w®. Ademds, si w® y wo son medidores de

volumen orientado de V diferentes, entonces detyo # det 5.

Demostracion. Se demuestra que det,o es una aplicacion multilineal por la

propiedad de los determinantes que nos dice que:

aip - Qb an, a1 - QA1 - Q1p aipr - by o am,
= +
Qpy - a'nz+bm = App An1 - Qpi - Gpp <275 S bnz = Anp
ayy - kay o a ayxr - A1 - G1p
=k
Anp1 - k Qpj - App Ap1 - Qps - Gpp

Veamos que det, o esta bien definido, es decir, es independiente de la ba-

se B en la clase w®. Si {vy,..,0,} son linealmente dependientes entonces
detyo (01, ..., U,) = det A = 0, cualquiera que sea la base perteneciente a w©

que tomemos para hallar A.
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Si {91, ..., U, } son linealmente independientes entonces D = (vy,...,0,) €s
una base de V. Si ahora tomamos B,C € w®, es decir que det(C,) = 1,y
tenemos en cuenta que D, = C, D, se sigue que det(D,) = det(D,). Luego
det,o estd bien definido.

Por tltimo, si B € w® y B’ € w®, con w® # we, entonces det(B),) # 1.
Si D es una base de V, como D, = B, D,,, debe ser det(D,) # det(D,,) v,
por tanto, det,o # det 5. O

La funcién det,o verifica, ademas de la multilinealidad, la propiedad
antisimétrica: detyo (..., Uiy .., V), ... ) = —detyo (., Uj, o, Uiy ), VI F ]

Una aplicacion Vx * xV — R que verifique la multilinealidad y la
antisimetria se le llama una funcion determinante en V. Es facil demostrar
que cada funcién determinante en V, no nula, se obtiene a partir de una Sl,,-
estructura vectorial, como en la Prop.[3.18 Se demuestra, ademds, que hay
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de funciones determinante

en V y el conjunto de medidores de volumen orientado de V.

Angulo orientado.

Un plano vectorial euclideo (V,g) es un espacio vectorial euclideo con
dimV = 2. Sean (V,g,0) un plano vectorial euclideo orientado, wg su
medidor de volumen orientado (Prop.|3.17)) y detwgo la funcién determinante
asociada (Prop.|3.18)).

Lema 3.19. Se verifica que

(3.8) (det,o (@, )" =

Demostracion. Las coordenadas de @y © en una base ortonormal B = (by, by)
de (V,g), por (después de Prop., son i, = (g(u,b),g(u,by)) y
Uy = (8(0,b1), 8(0,2)).

Por un lado, tomando B € wg, por la Prop., queda:

det o (4, ) =
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si elevamos al cuadrado nos da:

(detwgo (a, 77))2 = g(@,b1)?g(0,b2)* + g(u, bs)’g (v, b1)*—

Por otro lado,

Y la ecuacion queda demostrada. O

Proposicion 3.20. Dados u,v € V, no nulos, se verifica que

g(@,v)?  (det,o(a, 7))

(3.9) — - — — =1,
[[al*{]]? > [|o][?
por tanto, existe un unico p € [0,2m) tal que
g('L_L, ?_)) detwgo (l_jﬁ Q_})
COSP = ~—r—r> SENP = —— =1
[[all o] [l |7

Demostracion. La ecuacién (3.8)) desarrollada es:
__\\2 2= .
(detye (@,0))" = l[al* |7]* - g(a, v)".

De aqui, dado que @ y © no son nulos, la ecuacién (3.9) es una consecuencia
inmediata. El resto se sigue de que si z,y € R verifican la ecuacién z%+y* = 1

entonces existe un p unico en [0, 27) tal que cosp = x y senp = y. O

Definicién 3.11. Sea (V,g) un plano vectorial euclideo orientado. Dados

u,v € V, no nulos, el adngulo orientado de u a v se define como el inico valor

u,0° € [0,2m) tal que

Y U, v detwgo (u,v)
U,V = arccos ———- = arcsen ————
[l |7 [l o]
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Ejemplo 3.4. En R? con el producto escalar estdndar y con la orientacién
estandar, que es la que define la base estandar ((1, 0), (0, 1)), retomemos el
ejemplo Calculemos el dngulo orientado entre @ = (0,2) y ¢ = (1,1); y

entre 4y —u-

a.0° = a,lrccosi = au"csen_—1 = 7_7r = 325°
’ V2 V2o 4
— —1 1 3

H,—v?o — ArCCOs —= — arcsen —— — -~ = 135°.

V2 V2 4

Si representamos el plano R? con el eje OX horizontal, con los valores
x > 0 a la derecha, y el eje OY vertical, con los valores y > 0 en la parte
superior, el angulo orientado entre @ y U es la abertura recorrida de @ a v en

el sentido contrario a las agujas del reloj.

Producto vectorial y producto mixto.

Actualicemos para las métricas euclideas, un resultado sobre formas bili-
neales que vimos en el Tema 2 (repasad la Prop.[2.2]y el Ejer. [19| al final del

Tema 2, aplicadas a g, que es una forma bilineal simétrica).

Lema 3.21. Dada una métrica euclidea g en 'V, con dim'V = n, la aplica-

cion
(3.10) g:V—V", uvr— g(a, )
es un isomorfismo.

Demostracion. Por (2.7)) de la Proposicién , dada una base B de V, tene-

mos que

M(g, B) = M(g, B, B7)

con B* la correspondiente base de V* dual de B. Como g es no degenerada
entonces (ver Prop.[2.15) det (M (g, B)) = det (M (g, B, B*)) # 0 luego g es

un isomorfismo. OJ
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Notad, por la demostracion de la proposicién, que g es un isomorfismo
para cualquier métrica g no degenerada, en particular, también para las
métricas lorentzianas.

Con el lema precedente, podemos definir el llamado producto vectorial del
espacio euclideo tridimensional usual de la siguiente manera. Sea (V,g) un
espacio vectorial euclideo orientado de dimension 3, con orientacion O. Sean
wg el correspondiente medidor de volumen orientado y det,o su funcién

determinante.

Definicién 3.12. Dados @, v € V definimos el producto vectorial de u por v

COomao:
(3.11) ux0:=g '(det,e(a,0,-)) €V

Notad que, al ser detwgo una aplicacién trilineal, entonces es lineal en cada
factor y, en particular, detwgo (u,v, -) € V*. Luego, por el anterior Lema @,
la féormula (3.11]) esté correctamente definida y nos da un tinico vector de V,

que denotamos por 4 X v.
La férmula (3.11]) es equivalente a

(3.12) gluxv,-)=gluxno)= dety,0 (u,v, -)

Hallemos las coordenadas de @ X ¥ respecto a una base ortonormal B =
(b1,b2,b3) de (V,g), respecto a la cual: 4, = (z1,72,73) ¥ U5 = (Y1, Y2, Y3)-
Por (3.6]) (después de Prop., y usando coordenadas en B para el calculo
de det,,p (Prop., obtenemos:

Il
—
09
—~
|
X
4]
|
sy
LY
I~}
X
<
(=]
(V)
t_/
Y
|
X

(@ x 0),

= (detwgo (1, 0,b1), dety,o (@, 0,0 wg
z1y1 1 z1 Y1 0 z1 y1 0
_ _ (|22 Y2 z1 Y1 z1 Y1
_<x2y20,:c2y217w2y20)_<‘x353,— x3537z252|)7
z3 y3 0 z3 y3 0 z3 y3 1

que es el resultado del producto vectorial estandar (xy,z2,x3) X (Y1, Y2, Y3)

en R3.
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Recordad que el producto mixto de tres vectores Z,y,Z en el espacio
euclideo estdndar R3 es (#x ¢)-Z. Consecuentemente de esto, como la férmula
(3-12) nos da que g(u x v,w) = det 0 (u,v,w), podemos adoptar la siguiente

definicion.

Definicién 3.13. Sea un espacio vectorial euclideo orientado (V,g) de di-
mension 3. Dados u, v, w € V, definimos el producto mizto de u,v y w por el

valor det,o (u,v,w) € R.

Las propiedades del producto mixto se deducen de las propiedades de los

determinantes, pero no nos detendremos aqui en ello.

Procedimiento de Gram-Schmidt.

Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, con dim'V = n. Sabemos, por
Prop.[3.6, que todo espacio vectorial euclideo admite bases ortonormales.

El siguiente teorema nos da un procedimiento constructivo para obtener,
a partir de cualquier base de V, una tnica base ortonormal de (V,g) de
tal forma que: (a) el subespacio vectorial, Uy, generado por los primeros k
vectores de la base de partida es el mismo que el subespacio generado por los
primeros k vectores de la base ortonormal obtenida; y (b) la base del espacio
vectorial Uy que forman los primeros k vectores de la base de partida y la que
forman los primeros k vectores de la base ortonormal obtenida pertenecen a
la misma orientacién de Uy. Este procedimiento de obtencién de una base

ortonormal a partir de una base dada se conoce como procedimiento de Gram-
Schmidt.

Teorema 3.22 (Procedimiento de Gram-Schmidt). Sea C = (uy, ..., 4,) una
base cualquiera de un espacio vectorial euclideo (V,g). Entonces existe una

tinica base ortonormal B = (b, .., b,) tal que, Vk € {1,..,n}, se verifica:

(a) Uy = L({an, ... a}) = L({D1, .., b))

(b) (@1, ..., 1) y (by, ..., by) son bases de Uy que definen la misma orientacion

de Uk
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Demostracion. A partir de los vectores 4y, ..., u, de la base C y la métrica
euclidea g, definamos los vectores vy, ..., 0, de la siguiente forma:
U1 = U
o glug,vy)
Vg =U2 — —F—— U1
g(vh 'Ul)
- glug,v) . glus,0a) _
V3 = Uz — —— U1 — —— U2
g(/Ul,/Ul) g(v2702)
(3.13)
_ _ g(ug, 01) g(tg, Up—1) _
Vp = U — 1 — = - Vk—1
g(v1, 1) g(Vk—1, V1)
-1,
gl T)
Up = Up — ——\ Ui
2 g (0. )

La definicién es correcta si g(v;, v;) # 0, es decir, como la métrica es euclidea,
siv; #0,Vi € {1,..,n—1}. Esto se prueba por un razonamiento de induccién
finita: (1) ; # 0 porque @, pertenece a una base. (2) Supongamos que o; # 0,
Vi € {1,..,k — 1}, lo que implica que vy estd bien definido. Veamos que
v # 0. Si fuese v, = 0 entonces 1, serfa combinacién lineal de vy, ..., Ujp_1
y, por tanto, wu; seria también combinacion lineal de gy, ..., ux_1, lo cual no
es posible pues 1y, ..., U, forman parte de una base; entonces v, # 0. Luego
U1, ..., U, estan bien definidos por (3.13)).

Probemos, por induccién finita, que los vectores v; son ortogonales en-
tre si: (1') Comprobamos que g(v;,7;) = 0 (como ejercicio, comprobad
que g(v1,03) = 0y g(va,73) = 0). (2) Supongamos que g(v;,v;) = 0,
Vi,j € {1,..,k— 1} con i # j; entonces es facil comprobar que g(vy, ;) = 0,
Vi e {1,..,k —1}. Luego g(v;,v;) =0, Vi,j € {1,..,k} con i # j.

Asi, aplicando la induccién hasta k& = n, se deduce que g(v;,7;) = 0,
Vi,j € {l,..,n} con i # j.

Ahora, por el Lema (b), como son ortogonales entre si vy, ..., 7, son

linealmente independientes; y por tanto, D = (v, ..., U,,) es una base de V de

vectores ortogonales entre si. Reemplazando cada v; por b; = U;, obtene-

[[o:]
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88 Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

mos una base ortonormal de V:

(3.14) B = (bi,...by) = (727 01,y 7 V).

o] " onll

Veamos que cumple las condiciones del enunciado: (a) Son inmediatas las
igualdades L({b1, .., bx}) = L({01, .., 01 }) = L({ty, .., 4z }); la primera igual-
dad porque b; y ¥; son proporcionales, y la segunda por las ecuaciones .
(b) Si despejamos los u; de observamos que la matriz de cambio de
base de (g, ..,ux) a (01, ..,7x) es una matriz triangular con solo unos en la
diagonal principal, por tanto, su determinante es 1 > 0. Ademas, la matriz de
cambio de base de (by, ..., b;) a (91, ..., U ) es diagonal con valores positivos en
la diagonal principal, por tanto también tiene determinante positivo. Luego
las tres bases definen la misma orientacién en L({by, ..., bx}).

La unicidad se prueba por induccién sobre la dimensién de V: (1”) Para
n = 1, dado @, # 0, el vector unitario b; = Ha_lluﬂl es el unico que verifica
(a) y (b). (2”) Supongamos que en todo espacio vectorial de dimensién n — 1
se verifica el teorema, que incluye la unicidad. Ahora, dada la base de V
C = (uy,..,uy), aplicamos el teorema a la base (41, .., u,_1) del subespacio
W = L({ty,..,%,_1}), obteniendo la base ortonormal (bi,..,b,_1) de W
que, por la hipdtesis (2), es la unica que verifica (a) y (b) para cada k €
{1,..,n—1}. Esta base es parte de la base B, dada en . Se obtiene que
L(b,)t =W yqueV =L(b,) W (ver Prop.; luego solo hay dos bases
ortonormales que verifican (a) para k < ny (b) para k < n — 1, que son las
bases By B' = (by, ..., by—1,—b,). Como det(B,) = =1 < 0, By B son de

diferente orientacion; y solo B define la misma orientacién que C. O

El siguiente resultado recuerda al Teorema de ampliacion a una base que
afirma que, dados unos vectores linealmente independientes, existe una base
que los contiene. Aunque es un corolario del proceso de Gram-Schmidt, se

puede denominar el Teorema de ampliacion a una base ortonormal.

Corolario 3.23. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Si iy, ..., U son
vectores unitarios y ortogonales entre si entonces existe una base ortonormal

B = (ﬂl, ey ﬂk, ﬂk_,_l, ,ﬂn) de V.
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Demostracidn. Sabemos, por el Lemal[3.1|(b), que {@, ..., 4} son linealmente
independientes; luego, por el teorema de ampliacién a una base, existe una
base (1, ..., Uk, Vg+1, -, V) de V. Aplicando a esta base el procedimiento de
Gram-Schmidt, obtenemos una base ortonormal en la cual sus k primeros

vectores no se modifican; y asi se obtiene la base que se afirma. ]

Proyecciones y simetrias ortogonales.

En la linea del Lema 3.1 podemos afiadir el siguiente resultado.

Lema 3.24. Para cualquier subespacio vectorial U de un espacio vectorial
euclideo (V,g), el subespacio ortogonal UL (ver Def verifica

UpUt=V.
Ast, en el caso euclideo, se llama a Ut el complemento ortogonal de U.

Demostracion. Por el Lema (C), la suma de U y U es una suma directa
y tenemos que U@ UL C V. Veamos que dim(U@U") = dim V y habremos
acabado. Sea (@, ..., ux) una base ortonormal de U, que sabemos que existe,
por Prop. aplicado a (U, g,) (ver Lema . Ahora, por Cor., la
ampliamos a una base ortonormal (1, ..., Ug, Ugt1, - , Uy) de V. Es claro que
Upt1, ..., Up son linealmente independientes, y que pertenecen a Ut ya que

son ortogonales a una base de U; entonces dim U+ > n — k. Pero ademss,
dim(U @ Ut) = dim U + dim U™ = k + dim U+ < n,

entonces dim U+ < n — k. Luego, ha de ser dim U+ = n — k, y por tanto,
dim(U & Ut) = n. O

Este resultado permite la descomposicion univoca de cada vector de V en
suma de dos vectores, uno de U y otro de Ut. Veamos dos interesantes tipos
de endomorfismos de un espacio vectorial euclideo, que se pueden definir en
base a esta descomposiciéon de vectores. Pero antes, recordemos un concep-

to del que hablamos al final del apartado “Sobre aplicaciones lineales” del
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Tema 0: Preliminares y notaciones: Dado un endomorfismo f: V. — V, un
subespacio vectorial U de V es un subespacio invariante por f si f(U) C U.
En lo que sigue, (V, g) es un espacio vectorial euclideo y U es un subes-

pacio de V.

Definicién 3.14. La proyeccion ortogonal sobre U es la aplicacién
p': V=V, pU(®) =1, siendov=u+wconuecUyweU™

La aplicacién estd bien definida porque la descomposicion de un vector
respecto a una suma directa es tnica.

Veamos sus propiedades.
Proposicién 3.25. La proyeccion ortogonal sobre U wverifica:
(a) pY es una aplicacion lineal.
(b) kerpv = Ut, impv = U.
(c) U y Ut son subespacios invariantes por pY.

(d) pvopV = pV.

Demostracion. (a) Sean 0,0 € Vya eR. Siv=u+wy v =u + @,
con 4,4 € Uy w,w € Ut entonces v + 0" = (u + @) + (0 + ') y
at = ati+aw. Puesto que U y U™ son subespacios vectoriales, a+u/, at € U

y w4+ w', cw € U™t; y entonces:

demostrandose asi que pv es lineal.

(b) Veamos que ker pv = U, Si pY(%) =0, como 0 — pY(v) = w € U+,
entonces v € Ut; luego, kerpv € U*t. Ahora, si w € U*, como w = 0 + w,
entonces, por la unicidad de la descomposicién de la suma directa, pv(w) = 0

luego, Ut C ker pV.
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Veamos que im pY = U. Por definicién de pY, im pY C U; por otro lado,
siwe U, pY(a) =, luego, U C impY.

(¢) Como ya hemos dicho, si u € U entonces pV (1) = u; luego p?(U) = U
y resulta que U es invariante por pU. Por otro lado, si w € U+, hemos visto
va en (b) que pU(w) = 0; luego, pv(U*) = {0} C Ut y obtenemos que Ut
es invariante por pY, segin la definicién de subespacio invariante.

(d) Siv =u+w, conu € Uy w € Ut resulta inmediato verificar que
pY (pu (1)) = pv () = i = pU (7). .

Puesto que la descomposicion de un vector respecto a una suma directa

es Unica, la siguiente aplicacién también esta bien definida.
Definicién 3.15. La simetria ortogonal respecto a U es la aplicacién
sU: V-V, sU(t)=u—w, siendov=u+wconuecUymweU™
Proposicion 3.26. La simetria ortogonal respecto a U wverifica:
(a) sY es una aplicacion lineal.
(b) sY es un isomorfismo.
(c) U y Ut son subespacios invariantes por sv.
(d) sYosY =1,.

Demostracion. (a) Con el mismo preambulo a la demostracién del apartado

(a) de la Prop. se obtiene que

concluyendo asi que sV es lineal.

(b) Sea v € kersY y © = i + w, con & € Uy w € U'; entonces sY(v) =
2 —w = 0. Luego 4 = w € UNU*; pero como UN UL = {0}, u = w = 0.
Concluimos que v = 0 y que kersU = {0}; es decir, sU es un endomorfismo

inyectivo. Por tanto, sU es un isomorfismo.
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(c) De la definicién de sV se sigue que que si a4 € U entonces sY(u) = u;
y que si w € Ut entonces sV(w) = —w. Luego sV(U) = U y sv(U*t) = U+,
y ambos subespacios son invariantes.

(d) Dado © € V, descomponemos ¢ = %+ w, con 4 € Uy w € Uty

calculamos:
sU(sV(v)) =sY(u—w) =sY(u) —sY(w) =u— (—w) =u+w = 0;
lo que prueba que sYosV =1, O

La siguiente proposiciéon es muy practica para resolver ejercicios donde

intervienen proyecciones o simetrias ortogonales.

Proposicién 3.27. Si (by, .., b;) es base ortonormal de U y (bpi1,..,bn) es

base ortonormal de Ut entonces, Yo € V :
pU (1_]) k)l_)k )
sv (ll_)) = g(Q_}, 61>Bl et g(177 Bk)Bk - g(i_}, Bk+1)6k+1 - g(f_), Bnﬂ;n .

S

g<177 Blﬂ_)l + - g<@7

Demostracién. El resultado se sigue inmediatamente de la expresién (3.6)),
de las coordenadas de un vector en una base ortonormal, y de las definiciones

de pY y sU. O]

3.2. Endomorfismos autoadjuntos y su diago-
nalizacion

Los endomorfismos autoadjuntos respecto a una métrica euclidea, llama-
dos también endomorfismos simétricos, son una clase interesante de endomor-
fismos: La proyeccion ortogonal sobre un subespacio es un tipo particular de
endomorfismos autoadjunto; y las cuestiones sobre la diagonalizacion de los
endomorfismos autoadjuntos desempenan un papel importante para resolver
la diagonalizacién de cualquier métrica o forma cuadratica.

Aunque en esta seccién nos ocuparemos principalmente de las métricas
euclideas, el siguiente resultado es cierto para el caso mas amplio de las

métricas no degeneradas.
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Proposicion 3.28. Sea g una métrica no degenerada en un espacio vecto-
rial V. de dimension finita. Dado f € EndV, existe una dnica aplicacion

eV =V que verifica
(3.15) g(f1(a),0) = g(a, f(v)), Vu,v€V,
Ademds, f1 es lineal; es decir, f € EndV.

Demostracién. Veamos primero que si f1 es una aplicacién que verifica (3.15))

entonces necesariamente f1 es lineal. Dados @, w € V, se obtiene que Vo € V,

g(ff(a+w),v) =gla+w, f(v) = ga, f(0)) +g(w, f(v)) =
= g(f1(@),v) + g(f(w),v) = g(f(@) + fN(w),v);
como g es no degenerada, de Def.[2.11] A se sigue que
fa+w) = fH(@) + fi(w).
[gualmente, dados £ € Ry u € V, se tiene que Vv € V,
g(fi(ka),v) = g(ku, f(0)) = ke(a, f(0)) = ke(f'(a),v) = g(kf1(a),v);
y como g es no degenerada, se sigue que
fi(ku) = kfi(a).
Por tanto hemos probado que f1 es lineal.

Veamos que existe algin endomorfismo verificando (3.15)). Como V es de
dimensién finita, dada una base B de V, existen las matrices A = M (f, B)
y N = M(g,B). Como g es no degenerada, por la Prop.[2.15| existe N~!
y podemos definir C = NAN~'; consideremos el endomorfismo fT univo-
camente definido por la condicion M(fT,B) = C!. Comprobemos que fT
verifica (3.15]): Denotando las coordenadas de los vectores @ y ¥ como ma-
trices columna por i, = X, v, =Y, queda: ff(a), = C'X y f(v), = AY;
entonces

g(fi(a),v) = (C'X)'NY = X'CNY =
= X' (NANY)NY = X'N(AY) = g(u, f(v)).
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Por 1ltimo, veamos la unicidad de fT. Supongamos que h € End V tam-
bién verifica g(h(u),v) = g(u, f(v)), Ya,v € V. Entonces, Vu € V, obtene-
mos

g(h(w),v) = g(f!(a),v), Vo€V,

y, como g es no degenerada, debe ser h(i) = f7(u). Luego, h = fT. ]

Hemos visto que si una métrica es no degenerada entonces la propiedad
permite definir un endomorfismo f7 a partir de un endomorfismo f
dado. Continuaremos el tema solo para las métricas euclideas que es el caso
que utilizaremos, aunque la teoria podria desarrollarse con pocas diferencias
para métricas no degeneradas de diferentes signaturas.

En el resto de esta seccién (V,g) serd un espacio vectorial euclideo, con
dimV = n.

Definicién 3.16. Dado f € EndV, la aplicacién fT que verifica (3.15)) se
denomina el endomorfismo adjunto de f respecto a g. Si sucede que fT = f,

es decir, si

(3.16) g(f(u),v) =g(u, f(v)), VuveV,
decimos que f es un endomorfismo autoadjunto respecto a g.

Dada una base B de V, consideremos las matrices M (f,B) y M(g,B), y
denotemos las coordenadas de los vectores @ y © como matrices columna por
u, =X, v, =Y, entonces la identidad se escribe en coordenadas as:
VXY e M, 1(R),

(3.17) X' M(f,B) M(g,B)Y = X' M(g, B) M(f.B)Y.
Esto nos lleva al siguiente resultado:

Lema 3.29. Dada una base B de V, f € End'V es autoadjunto respecto a

g sty solo si

(3.18) M(f,B)" M(g,B) = M(g, B) M(f,B).
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Demostracion. Por un argumento similar al empleado en otras ocasiones, si
en la igualdad consideremos sucesivamente, Vi, j, las matrices columna
X =E;,Y = Ej, (siendo E;, Vi, la que tiene un 1 en la fila ¢ y un 0 en las
demas filas) entonces se deduce facilmente la ecuacién . El reciproco,

que también es facil, lo podéis hacer como ejercicio. O

El resultado que sigue establece una correspondencia biyectiva, depen-
diente de una base ortonormal elegida, entre endomorfismos autoadjuntos y

matrices simétricas.

Proposiciéon 3.30. Sean B una base ortonormal de un espacio vectorial
euclideo (V,g) y f € End V. Se verifica que f es un endomorfismo autoad-

Junto si y solo si M(f,B) es una matriz simétrica.

Demostracion. Puesto que para una métrica euclidea M(g, B) = 1,,, el resul-
tado se sigue de la férmula (3.18) del Lema [3.29] O

Es decir, la ecuaciéon (3.18)) respecto a una base ortonormal es:
M(f,B)'L, =1, M(f,B)

lo que implica que M(f,B)" = M(f,B), esto es, la simetria de M(f,B).
Esto no sucede para métricas indefinidas no degeneradas pues, en ese caso,
las bases ortonormales B dan lugar a que M (g, B) sea una matriz diagonal,
distinta de I, (con algiin —1 en la diagonal principal); lo cual hace que la
ecuacion , para un endomorfismo autoadjunto f respecto a una métrica

indefinida, no implique la simetria de M(f, B).

Diagonalizacién de endomorfismos autoadjuntos.

Hemos visto que la Proposicién |3.30| establece una estrecha relacion en-
tre endomorfismos autoadjuntos respecto a una métrica euclidea y matrices
cuadradas reales simétricas. Probaremos aqui que cualquier endomorfismo
autoadjunto respecto a una métrica euclidea es diagonalizable. Esto impli-

card que cualquier matriz simétrica es diagonalizable.
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Analicemos primero qué podemos afirmar de los autovalores de una matriz

simétrica.

Proposicién 3.31. Toda matriz simétrica de M, (R) tiene n valores pro-
pios (reales), contando cada uno tantas veces como indique su multiplicidad

aritmética.

Demostracion. Sea A € M, (R) una matriz simétrica. Por el teorema fun-
damental del dlgebra, su polinomio caracteristico p(A) = det(A — AL,) tiene
n-raices complejas contadas tantas veces como indique su orden de multipli-
cidad. Supongamos que A, = a + bi € C es una raiz de p(\); por ser éste
un polinomio de coeficientes reales, también serd raiz el complejo conjugado
A, = a — bi. Bs decir, det(A — A\, I,) = det(4 — \I,,) =0
Como el determinante de un producto es el producto de los determinantes,
la matriz producto C' = (A—\,I,)(A— ) L,) verifica que det(C) = 0. Ahora,
desarrollemos C'"
C = (A=(a+bi)L,))(A—(a—0bi)],) =
= A*—2aA+ (a+bi)(a—bi)l, =
= A% —20A +d°L, + 01, = (A — al,)* + VI, =
= (A—al,)(A—al,) + 0L, [pues A= A"y al, = (al,)")].
Nos ha quedado que C' es una matriz de M,,(R). Como det(C') = 0, si pen-
samos C' como la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo, concluimos que existird una solucién real X = (; > £ 0 tal que
CX = 0. Dada una X # 0 verificando esta ecuacién, obtenemos que:
0=X'0CX =X"(A—al,)(A—al,)X +V¥’X'X =
=((A—al,)X)'((A-al,)X)+0’X'X = Y'YV +0’X'X
siendo Y = (A —al,,) X.
Pero cualquier matriz Y = (i) verifica que Y*Y = >"" (y;)? > 0; y en
particular, como X # 0, se verifica X' X > 0. Asi que necesariamente b = 0.

Es decir, que las raices A\, € C de p(\) no tienen “parte imaginaria” y, por

tanto, A\, € R: las n raices son reales. O
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Corolario 3.32. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, con dim'V = n.
Un endomorfismo autoadjunto respecto a g tiene n valores propios (reales),

contando cada uno tantas veces como indique su multiplicidad aritmética.

Demostracion. Es inmediato como consecuencia de la existencia de bases

ortonormales y de las proposiciones y [3.31) [

Es decir, que un endomorfismo autoadjunto verifica la condicién (a) para
ser diagonalizable que establecia el Teorema fundamental de la diagonaliza-
cion de endomorfismos (Teor. del Tema 1). Después del siguiente lema
y el posterior teorema, veremos que necesariamente también se verifica la
condicién (b).

Dado un subespacio U de V, vimos en el Lema|3.2|que (U, g, ) es también
un espacio vectorial euclideo. Recordemos asimismo que, dados f € EndV y
un subespacio U invariante por f, se obtiene el endomorfismo f,, € End U,
dado por f,(v) := f(v), Vv € U.

Lema 3.33. Sea f € EndV un endomorfismo autoadjunto respecto a g. Si

U es un subespacio invariante por f entonces:
(a) f, es un endomorfismo autoadjunto respecto a g.

(b) U™ es también un subespacio invariante por f.

Demostracion. (a) Trivialmente, si f verifica la propiedad sobre los
vectores de V, entonces f; la verifica también sobre los vectores de U. Luego
fu es autoadjunto.

(b) Dado © € U+, se tiene que g(#, %) = 0, Vu € U. Por definicién, si U es
invariante entonces f(u) € U, Vu € U; luego, usando que f es autoadjunto,

queda:
0=g(f(u),v) =gl(u, f(v)), Vu € U;

lo que implica que f(7) € UL. Concluimos que U~ es invariante por f. [

Teorema 3.34. Todo endomorfismo autoadjunto de un espacio vectorial eu-

clideo (V,g) es diagonalizable.
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Demostracion. Sea f € EndV, autoadjunto respecto a g. Sean Ai,.., A\,
todos los distintos valores propios de f; consideremos W : =V, @&---@&V, |
siendo V), el subespacio propio correspondiente al autovalor \; (que la suma
es directa es consecuencia de la Prop|l.11|). Por el Teorema m, para probar
el resultado basta ver que W =V,

Procedamos por reducciéon al absurdo: Supongamos que W # V. Por
el Lema obtendremos que W+ # {0}. Como, por construccién, W
contiene todos los vectores propios de f, en W+ no puede haber ningin
vector propio de f.

Por otra parte, siu € W, se escribird 4 = t;+- - -+u, € W, conu; € V),

y entonces

fla) = fluy +---+a,) = f(a) +---+ f(u)
= \Nu; + -+ \u, € W.

Luego, W es un subespacio invariante por f. Ahora, por el Lema m(b),
como f es autoadjunto respecto a g entonces W+ es también subespacio
invariante por f. Aplicando a W+ el Lema W(a) queda que f_ esun en-
domorfismo autoadjunto respecto a g . Como W+ £ {0}, por el Corolario
3.32] existird algin valor propio A de fw .y, por tanto, algin vector propio
v € W tal que foyr (0) = Av. Pero, como [ (v) := f(v), tendrfamos que v
pertenece a W+ y es vector propio de f. Llegamos asi a una contradiccién.

Luego W =V y concluimos que f es diagonalizable. O]
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3.3. Diagonalizacion ortogonal de las matri-

ces simétricas

Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, con dim'V = n. Hemos visto
que, por la Prop.[3.30] si B es una base ortonormal y f es un endomorfismo
autoadjunto entonces M (f, B) = A es una matriz simétrica. Probaremos en
esta seccion en primer lugar, que podemos encontrar otra base ortonormal C,
formada por vectores propios de f. Deduciremos entonces que M(f,C) = D
no es solo una matriz simétrica sino que es una matriz diagonal.

Recordemos que, por la Prop.[3.8) si B y C son bases ortonormales, la
matriz de cambio de base C, = P es una matriz ortogonal, es decir, P € O,;
lo que significa, por definicién, que Pt = P~!. De esta manera, por la férmula
del Tema 1 sobre el cambio de base para un endomorfismo, queda

M(f,C) = B, M(f,B) C

s » 0 equivalentemente:

D = P'AP = P 'AP.

Se obtiene, pues, que una matriz simétrica es diagonalizable usando como
matriz regular de cambio de base una matriz ortogonal P € O,,. Esto se
expresa diciendo que se ha obtenido una diagonalizacion ortogonal de A.
Con ello, se consigue que, simultaneamente, A sea semejante a D y A sea
congruente con D (ver Def.[2.3)).

Proposicion 3.35. Si f es un endomorfismo autoadjunto de un espacio

vectorial euclideo (V,g) entonces:

(a) Dos vectores propios de f de valores propios distintos son ortogonales en-
tre si. Por tanto, dos subespacio propios de [ de valores propios distintos

son ortogonales.

(b) 'V admite una base ortonormal de vectores propios de f.

Demostracion. (a) Sean u,v € V, con f(u) = Auy f(v) = fu. Usando que

f es autoadjunto, queda

(A —B)g(u,v) = g(Au,v) — g(u, Bv) = g(f(u),v) — g(u, f(v)) = 0;
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y si suponemos \ # f3, implica que g(u,v) = 0.

(b) Sea V.= V; @ --- @&V, la descomposicién de V en suma directa
de subespacios propios de f. Cada V; es un espacio vectorial euclideo con
la métrica 8v,; bor tanto, admite una base ortonormal, que estara formada
por vectores unitarios y ortogonales entre si para g. Uniendo estas bases
obtenemos una base de V de vectores propios de f, que, por el apartado (a),

es base ortonormal de V respecto a g. O]

Por ganar en perspectiva, damos el resultado equivalente a la Proposicion
3.35|(a), para el caso de las matrices simétricas, demostrandolo en lenguaje

matricial.

Proposicién 3.36. Sea A € M, una matriz simétrica y sean X e Y dos

matrices columna de vectores propios de A, correspondientes a valores propios
distintos. Entonces X'Y = 0.

Demostracion. Tenemos que AX = AX y AY = pY, con A # p. Multipli-

cando la primera ecuacién por la izquierda por Y y trasponiendo queda
(YIAX) = (\WY'X) < X'AY = )\X'Y;
y multiplicando la segunda ecuacién por la izquierda por X' queda
X'AY = uX'Y.
Como A = A!, queda
AXY =p XY & (A—p)XY =0;
Como \ # pu se sigue que XY = 0. m

Como sabemos del Tema 1, f es diagonalizable si y sélo si A = M(f, B) lo
es. Se podra, pues, afirmar que toda matriz real simétrica es diagonalizable
si y solo si todo endomorfismo autoadjunto respecto a una métrica euclidea
cualquiera es diagonalizable.

Probaremos que esto es lo que sucede: que cualquier matriz simétrica es
diagonalizable; ademas probaremos que en el proceso de su diagonalizacién

se puede utilizar una matriz regular P del grupo ortogonal O,,.
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Teorema 3.37. Sea A € M,,. 51 A es una matriz simétrica entonces existe
una matriz reqular P, con P~ = P!, tal que D = P7'AP es una matriz

diagonal.

Demostracion. Sean (V,g) un espacio vectorial euclideo, con dimV = n,
y B una base ortonormal de V. Consideremos el tinico f € EndV tal que
M(f,B) = A. Entonces, por la Prop., f es autoadjunto respecto a g.
Ahora, por la Prop.[3.35(b), existe una base ortonormal de vectores propios
de f, llamémosla C; y por tanto, M(f,C) = D es diagonal.

Por la férmula del Tema 1, del cambio de base para un endomorfis-
mo, queda

D=M(f,C)=8B, M(f,B)C,

Como C y B son bases ortonormales de (V,g), por la Prop. , C, €0,y
el resultado queda probado. O

Este importante resultado me dice que una matriz real simétrica A tiene
n valores propios reales, contando cada uno tantas veces como indique su
multiplicidad, y que A es semejante a la matriz diagonal D constituida con
sus valores propios.

Por otro lado, como consecuencia de que A es una matriz simétrica, A
puede considerarse la matriz asociada a una métrica h en cierta base. El
teorema me dice entonces que la matriz diagonal D, al ser congruente con
A, es la matriz asociada a la métrica h en alguna base; es decir vuelve a

ofrecerse un resultado que ya demostramos de otra manera en el Tema 2 (ver

Prop.:

Corolario 3.38. Sea h una métrica de V. Existe una base B de V tal que

M (h, B) es una matriz diagonal.

Ya vimos en el final del Tema 2 que la afirmacién de este corolario puede
mejorarse, pues se puede encontrar una base de tal forma que la matriz
asociada a la métrica h sea una matriz diagonal que sélo llena la diagonal

principal con —1, 1 o ceros.
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3.4. Isometrias lineales. Resultados de clasi-
ficacion

Una isometria lineal entre dos espacios vectoriales métricos es un isomor-
fismo que verifica que el valor de la métrica del espacio inicial sobre cada par
de vectores se conserva igual al valor de la métrica del espacio final sobre las
imagenes de dicho par de vectores. Si existe una isometria lineal entre dos
espacios vectoriales métricos, ambos espacios pueden considerarse equivalen-
tes, tanto desde el punto de vista vectorial, como desde el punto de vista
propiamente métrico (de la medida de distancias y dngulos).

Aunque en esta ultima seccion nos ocuparemos de los espacios métricos
euclideos, principalmente, damos aqui la definicién de isometria lineal para

espacios métricos en general:

Definicién 3.17. Una isometria lineal (o simplemente isometria) entre dos
espacios vectoriales métricos (V,g) v (W, h) se define como un isomorfismo

f: V.= W que conserva las métricas, es decir, que verifica:
(3.19) g(u,v) =h(f(a),f(v)), VYu,veV

Si existe una isometria lineal entre (V, g) y (W, h) decimos que son espacios

1S0métricos.
Se deja como ejercicio la demostracién del siguiente resultado:

Proposiciéon 3.39. La composicion de isometrias es una isometria y la in-

versa de una isometria es una isometria.

Veamos una condicion necesaria y suficiente para que un isomorfismo sea

isometria:

Proposicién 3.40. Un isomorfismo f: V. — W entre (V,g) y (W,h) es
una isometria si y solo si f conserva las formas cuadraticas, es decir, si se

verifica:

(3.20) Fg(u) = Fun(f(u)), Vue V
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Demostracion. =) Por ser f una isometria se verifica, Vu € V|

<) Por hipétesis, f es un isomorfismo. Por la Prop.[2.13(b) se obtiene

que, Vu,v € V:
g(,0) = §(Fg(u + ) — Fg(u) — Fg(v)) = (por (3:20))
= L(Fu(f(@+1)) — Fu(f(a)) — Fu(f(0))) = (porque f es lineal)
= L(Fu(f(@) + f(0)) — Fu(f(w) — Fu(f(0))) = h(f(a), f(v)),

luego f conserva las métricas y, por tanto, es una isometria. ]

Se sigue facilmente que una isometria conserva también la signatura de

las métricas (ver Def.[2.13)).

Como prueba de la fuerza que tiene la condicién (3.19)), damos el siguiente
resultado sobre las condiciones suficientes para que una aplicacién sea una

isometria, en el caso de métricas no degeneradas.

Proposicién 3.41. Sean dos espacios vectoriales métricos (V,g) y (W, h),
con g y h métricas no degeneradas. Si f: V — W es una aplicacion sobre-

yectiva que verifica:
g(u,v) = h(f(a), f(v)), Vu,veV
entonces [ es una isometria.

Demostracion. Se trata de probar que, bajo las hipotesis de la proposicién,

f es lineal e inyectiva. Probemos que f es lineal: Vu,v,w € V,

h(f(u+0), f(w)) = glu+0,w)=guw)+gv,wv)
= h(f(u), f(w)) +h(f(v), f(w)
= h(f(u) + f(9), f(w))

de aqui que, como f es sobreyectiva, resulta cierta la igualdad:

h(f(a+),d)=h(f(a)+ f(v),d"), Vi € W;
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y entonces, como h es no degenerada (ver Def.[2.11]A), se obtiene:
fla+v) = f(u) + f(0).

[gualmente, se prueba que h(f(ku),u') = h(kf(u),d’), Vu' € W,y de nuevo,
por ser h no degenerada: f(ku) = kf(u), Vk € R. Concluimos que f es lineal.

Para ver que f es inyectiva, si u € ker f obtenemos que, Vv € V,
g(u,v) = h(f(a), f(v)) = h(0, f(v)) =0
y como g es no degenerada, 4 = 0; por tanto, ker f = {0} y entonces f es

inyectiva. O

Isometrias entre espacios vectoriales euclideos

A partir de ahora nos ocuparemos solamente de las isometrias entre espa-
cios vectoriales euclideos, que es el objetivo final de este curso, aunque algunos
de los resultados que demos siguen siendo vélidos, o facilmente adaptables,
para métricas més generales.

Veamos primero algunas propiedades de las isometrias entre espacios

euclideos.

Proposicién 3.42. Sean (V,g) y (W, h) espacios vectoriales euclideos. Un
isomorfismo f: 'V — W es una isometria si y solo si f conserva las normas,

es decir, si se verifica:
(3.21) lally = @), VaeV

Demostracién. Aunque es un corolario de la Prop[3.40] pues la forma cuadré-
tica asociada y la norma elevada al cuadrado son iguales en el caso euclideo,
volvemos a hacer la demostracion para afianzar el concepto de norma euclidea
y SU Uso.

=) Por ser f una isometria se verifica, Vu € V, g(u,u) = h(f(a), f(a));
tomando la raiz cuadrada positiva en ambos miembros, se obtiene la igualdad

entre las normas.
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<) Como f es lineal y conserva las normas, por la Prop.2.13|b), se

verifica:

g(u,v) = 5(lu+ ol — al; —lIv]7) =
=s(If@+a)l; = If @I = @) =
= 5(If @) + f@I = IF @I = [1f @)I3) = h(f (@), f(2)),
y ya que f es un isomorfismo, el resultado queda probado. ]

Las isometrias conservan el angulo entre dos vectores (Def.|3.3) en el si-

guiente sentido:

Proposicién 3.43. Sean (V,g) y (W, h) dos espacios vectoriales euclideos y
f: V. — W una isometria. Entonces f conserva los dngulos (no orientados);

es decir, se verifica:

—
—

uv = f(u),f(v), Vu,veV
donde el primero es el dngulo en (V,g) y el sequndo es el dngulo en (W h).

Demostracidn. Se sigue inmediatamente de la Def.[3.3]y de que una isometria

conserva las métricas y las normas. ]

Recordad que una base ortonormal es una base de vectores unitarios y
ortogonales dos a dos. Caractericemos las isometrias por su actuaciéon sobre

las bases ortonormales.

Proposicién 3.44. Sean (V,g) y (W, h) dos espacios vectoriales euclideos,
f: V. = W una aplicacién lineal y B = (b, .., b,) una base ortonormal de
V. Se verifica que [ es una isometria si y solo si C = (f(Bl), ...,f(Bn)) es

una base ortonormal de W.

Demostracion. La parte directa (=) se sigue inmediatamente de la Def.
y de que una isometria conserva las métricas y las normas. Para demostrar
el reciproco, es claro que f es un isomorfismo pues la imagen de una base,

B, nos da una base, C; luego, basta ver que f conserva las normas. Como B
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es una base ortonormal, si @ = x1b; + - - - + x,b, entonces, por la férmula
(3.7) (anterior a Ejem.[3.3), queda ||| = 3 + --- + 22. Ahora, puesto que
f es lineal, se sigue que f(@) = x1f(b1) + -+ 2, f(b,); y como C es base
ortonormal se obtiene, también por (3.7), que || f(@)| = 2? + -+ - + 22; 0 sea
que || f(@)]| = [l O

Recordemos que dos espacios vectoriales son isomorfos si y solo si tienen
la misma dimension. En particular, si V es un espacio vectorial real de di-
mension n entonces es isomorfo a R”. El siguiente resultado contintia en esta

linea, cuando se introduce la métrica.

Teorema 3.45. Todo espacio vectorial euclideo (V,g), con dim'V = n, es

isométrico a (R™, g,), siendo g, la métrica euclidea estindar.

Demostracion. Dada una base ortonormal B = (by, ..., b,) de (V,g) (la cual
siempre existe por la Prop., definimos el isomorfismo ¢,: V. — R" de-
terminado por las condiciones ¢, (b)) = é1,...,t,(b,) = &y, siendo B, =
(€1, .., €,) la base estandar de R™. Como B, es una base ortonormal para la
métrica euclidea estandar (ver Ejem..l), la Proposicion nos dice que

L. €s una isometria. O

B

Probad que la aplicacién ¢, : V — R", determinada segun la demostracion
anterior, es la misma que la ¢, dada en el apartado “Coordenadas en un
espacio vectorial” del Tema 0: Preliminares y notaciones.

Daros cuenta que aunque V y R"™ son isométricos, la isometria que he-
mos obtenido depende de la base ortonormal elegida en V y que, por este

procedimiento, cada base nos daria una isometria posiblemente diferente.

Corolario 3.46. Dos espacios vectoriales euclideos son isométricos si y solo

st tienen igual dimension.

Demostracion. Dos espacios vectoriales que tienen distinta dimension no pue-
den ser isomorfos, luego no pueden ser isométricos. Si, por el contrario, dos
espacios vectoriales euclideos tienen dimensién igual a n, entonces, por el

anterior teorema, los dos son isométricos a (R™, g,). Como la composicién
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de isometrias es una isometria y la inversa de una isometria también es iso-
metria (Prop.[3.39)), resulta inmediato que se puede construir una isometria

entre ambos espacios. [

Isometrias de un espacio vectorial euclideo.

Nos centraremos a partir ahora en las isometrias lineales de un espacio
vectorial euclideo (V,g) en si mismo. Adaptemos, pues, la Definicién a

este caso:

Definicién 3.18. Una isometria lineal de un espacio vectorial euclideo (V,g)
(o simplemente, isometria de V) es un automorfismo f: V. — V que conserva

la métrica, es decir, que verifica:

(3.22) g(u,v) = g(f(u), f(v)), Vu,veV.
Denotamos al conjunto de las isometrias de V por O(V, g).

Por lo visto previamente, dado un espacio vectorial euclideo (V,g), una
isometria de V se caracteriza por conservar la norma (o la correspondiente
forma cuadratica); también conserva el &ngulo (no orientado). Las isometrias
de V se caracterizan también porque son los endomorfismos que aplican bases
ortonormales en bases ortonormales.

Recordemos como los automorfismos de un espacio vectorial adquieren
la estructura algebraica de grupo. Dado un espacio vectorial V, el conjunto
Aut'V forma un grupo con la operacion composicion de aplicaciones. En
efecto, si f,h € Aut'V entonces foh, I,, f~' € Aut V y las propiedades de
grupo se prueban facilmente. Ademas, fijada una base B de V, con dim'V =

n, la aplicacion:

AutV — Gl(n,R)

(3.23)
[ — M(f,B)

es un isomorfismo de grupos. En efecto: basta notar que esta aplicacion es

biyectiva y que se cumple (lo cual es facil de probar):

M(foh,B)=M(f,B)M(h,B) y M(f™".B)=M(fB)".
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Proposicién 3.47. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo con dim'V =n

y sea B una base ortonormal de V. Se verifica:

(a) El conjunto O(V,g) de isometrias de (V,g) es un subgrupo de Aut'V.

(b) La aplicacion f — M(f,B) establece un isomorfismo de grupos entre

O(V,g) y el grupo ortogonal O,,.

Demostracion. Para probar (a), basta ver que si Ay f conservan la métrica

entonces foh y f~! también la conservan. En efecto, dados @, w € V,

g(u,w) = g(h(w), h(w)) = g(f(h(w)), f(h(w))) = g((fh)(@), (fh)(W));

y ahora, llamando f(u') =uy f(w') = w, tenemos que

g(a,w) =g(f(@), f(@) = g(@, @) =g(f (@), [(@))

Demostremos (b). Como la aplicacién es un isomorfismo de grupos,
si la restringimos a un subgrupo seguird siendo un isomorfismo sobre su ima-
gen. Probaremos que la aplicaciéon ®: O(V,g) — Gl(n,R), f — M(f,B),
tiene por imagen, precisamente, a O,, y habremos terminado.

Sea B = (by, ..., b,) una base ortonormal de V. Probemos que im(®) C O,:
Si f € O(V,g) entonces C = (f(b1), .., f(bn)) es también base ortonormal,
y resulta evidente que M(f, B) = C,; luego, por la Prop.3.8 M(f,B) € O,.
Probemos ahora que O,, C im(®): Dado A € O,, existird f € Aut'V tal que
A= M(f,B),y existira cierta base D tal que A = D,; como B es ortonormal
y A € O, por la Prop.3.8, D es también base ortonormal. Luego, f aplica
la base ortonormal B en la base ortonormal D y, por tanto, f € O(V,g).

Luego im(®) = O,,, como querfamos demostrar. O

Como se hizo en el apartado “Las aplicaciones lineales de R™ en R™” del
Tema 0: Preliminares y notaciones, identificando cada matriz de M,,(R) con

un endomorfismo de R", se obtiene:

Corolario 3.48. El grupo de isometrias del espacio vectorial euclideo estan-
dar (R",g,) (ver Ejem.B.1]1) se identifica con el grupo ortogonal O,,. Dicho

de otra manera: A € O, siy solo si A es una isometria de (R™,g,).
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Demostracion. Si una matriz A € M,,(R) la identificamos con la aplicacién
R™ — R", T — AZ, entonces la imagen por A de = = (1, ..,2,) € R" es el
vector ¥ = (y1, .., Yn) € R" tal que A (Zi) = (5;) Entonces A = M(A, B,).
El resultado se obtiene, pues, como corolario de la Prop.(b).

También es interesante que veamos esta otra demostracion mas directa:

Si A € O, entonces, VZ,zZ € R",
g, (AZ, Az) = (A7) (Az) = T'A'Az = 71,2 = g, (%, 2);

luego A es una isometria. Ahora, si A es una isometria, por la anterior cadena
de igualdades, debe ser 7' A'Az = 7'1,z, VI,z € R", lo que implica que
A'A =1,, y entonces A € O,,. N

Lema 3.49. Sea f una isometria de un espacio vectorial euclideo (V,g). Se

verifica:
(a) [det(f)] =1.
(b) Los posibles valores propios de f son 1 y —1.

Demostracidn. (a) Si B es base ortonormal, por Prop.[3.47, M(f,B) € Oy;
y sabemos que las matrices del grupo ortogonal tienen determinante 1 o —1
(lo cual se deduce de la igualdad P'P =1,,).

(b) Si u es un vector propio de f correspondiente a un valor propio A, se
tiene que

g(f(a). f(a) = g(\a, \a) = N’g(a, u) = g(a, @),

donde la tultima igualdad se da porque, por hipdtesis, f es una isometria
(férmula (3.22))). Como @ # 0, ya que es un vector propio, se tiene que
g(u,u) >0 (ver ) y, dividiendo por g(u, @) en la ultima igualdad queda

A2 = 1; de aqui que los posibles valores propios de f sean 1 o —1. O

Como anunciamos en el apartado “Nota sobre estructuras geométricas en
un espacio vectorial” del Tema 3, las isometrias lineales de (V,g) son los

automorfismos de V que conservan la O,,-estructura vectorial equivalente a
la métrica euclidea g (ver Def.[3.6]y Prop.[3.12).
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Si elegimos ahora una orientacién O (ver Def.[3.7) de las dos posibles
que tiene V, el que f € Aut'V conserve la orientacion depende sélo de que
det(f) > 0, y no de la orientacién elegida. En efecto, si f € Aut'V entonces
la imagen por f de una base B es otra base C, que verifica claramente:
M(f,B) = C,. Entonces det(f) = det (M(f, B)) = det(C,); luego, det(f) >
0 siysolosi det(C,) > 0siy solosi By C pertenecen a la misma orientacion.
En cambio, si det(f) < 0 entonces el automorfismo f cambia la orientacion

de las bases.

Definicién 3.19. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Decimos que f
es una rotacion o isometria positiva de (V,g) si f es una isometria tal que

det(f) = 1. Si det(f) = —1 diremos que f es una isometria negativa.

Por lo dicho anteriormente y el Lema [3.49(a), las rotaciones son las iso-
metrias que conservan la orientacion; y las isometrias negativas son las que

cambian la orientacién.

Isometrias del plano euclideo.

Una recta vectorial euclidea, (V,g) con dimV = 1, tiene solo dos iso-
metrias: I, y —I,, (jprobadlo!). En un plano vectorial euclideo hay dos tipos
de isometrias, segin el signo de su determinante; estudiemos primero las

rotaciones.

Proposicién 3.50. Sea (V,g) un plano vectorial euclideo. Dada una rota-

cion f, para cualquier base ortonormal B se verifica:

cosf —send

(3.24) M(f,B) = < > ,  para cierto 0 € [0, 2m).

senf cos@

Si elegimos la orientacion O, que declara a B de orientacion positiva,

entonces 0 es el angulo orientado de u a f(u), es decir, § = m) O, Vi #0

(segtn la Def.[3.11)).
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Demostracion. Sea B una base ortonormal. Por la Proposicién [3.47, como f

es una isometria, se verificara:

b 1 0
M(f,B) = @ c €0y, < “ R
b d c d b d 01
(a2+b2:1
= cA+d®=1
\ac—i—bd:O

Estas tres ecuaciones nos dicen que ((a,b), (¢, d)) es una base ortonormal de
(R%, g, ), lo cual ya se sabia por el Lema . Pero también podemos deducir de
las tres ecuaciones que los vectores (a,b) y (d, —c) son unitarios y linealmente
dependientes, lo que implica que (a,b) = (d, —c); pues la otra posibilidad,
(a,b) = (—d, c), hace que det(f) = —1, lo que contradice la hipdtesis de que
f es una rotaciéon. Ademés, de a® + b?> = 1 deducimos que existe un tinico
0 € 10,27) tal que a =cosf y b=senf. Queda asi probada (3.24]).

Para la segunda parte, por la Def.[3.11], tenemos que probar que: dado
u# 0,

g(u, f (1)) _ ety (@, f(u)

cosf = ———"= vy senf

[l {I.f ()] ~ llallf @)l

Como f conserva la norma, por ser una isometria, solo hay que probar que:

|l cos§ = g(a, f(@) y [la]|*send = det,p (a, f(@)).
Sea B una base ortonormal de orientacién positiva. Llamando @, = (z,y)
nos queda:
fa), =M(f,B)u, = (rcosf —ysend, xsenf + ycosb).
Usando que B es base ortonormal, calculemos:
o 10 xcosf —ysenb
g(a, f(a)) = (z y) = (2° +y*) cos 6.
01 xsenf + ycosf

Como B es ortonormal y define la orientacion O, entonces B € wg (ver la
demostracién de la Prop.[3.17)); ahora, por la Prop.|3.18, podemos calcular:

xr xcosf —ysenl

det,o (u, f(1)) = = (2 + y°) sen 6.

y xsenf + ycosh
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Como B es ortonormal, [[a]* = [la,|g = 2° +y?, y el resultado queda
probado. O

Llamamos a @ el angulo de la rotacion f segun la orientacion O. Probad
que el angulo de la rotacién f segin la orientacién opuesta (ver Prop.[3.13)
es 2m — 0, si 6 # 0.

Probad que una rotacion en el plano no tiene valores propios, salvo para
0=0660=m.

Veamos ahora que las isometrias negativas del plano vectorial euclideo
son las simetrias ortogonales respecto a rectas vectoriales (también llamadas

simetrias axiales).

Proposicién 3.51. Sea (V,g) un plano vectorial euclideo. Dada una iso-
metria negativa f, existe una unica recta vectorial U C 'V tal que f = sY;

esto es, f es la simetria ortogonal respecto a la recta vectorial U (segin

Def.. Por ello, existe una base ortonormal B = (51, 52), con by € U, tal
que M(f,B) = (5 %).

Demostracion. Por la Prop.[1.18] el polinomio caracteristico de un endomor-
fismo f en dimensién 2 es igual a p(A) = \> = TA+ D, con T = tr(f) y
D = det(f). En este caso, queda el polinomio p(\) = A2 — TA — 1, cuyo
discriminante es T2 + 4 > 0; por tanto, p()\) tiene dos raices distintas, que
son 1y —1 necesariamente, por el Lema m(b); es decir, f tiene dos valores
propios simples, 1 y —1. Por tanto, f es diagonalizable y los subespacios pro-
pios correspondientes verifican (ver Teor. V =V; & V_;. Si tomamos
U = V, observamos que Ut = V_;; en efecto, Vi € Uy Vw € V_y,

g(u,w) = g(f(w), f(w)) = g(v, —w) = —g(v,w), = g(u,w)=0.

La igualdad entre fy sU se sigue de la definicién de sV (Def.[3.15) y de que si
= u+w,conu € Vyyw € V_q, entonces f(0) = f(u+w) = f(a)+ f(w) =

<

U — W.
Por 1ltimo, tomando una base C = (u,w) de vectores propios de f, con
u€V,=UyweV_y labase B:= (b 1= L

=1, by :=7=rw) es ortonormal
l[all [[]]
y cumple las condiciones. O
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Ejemplos 3.5. 1. Consideremos (R?, g, O,), el plano vectorial euclideo es-
tdndar orientado por O, = [B]qy. La rotacién de dngulo 57/3 es la

aplicaciéon f: R? — R? f(z,y) = (2/,), dada por:

x’ _ cos%7T —sen%7r r) _ ‘/75 x
Y sen%’r cos%r Yy - % Y

2. En (R%* g,), consideremos la isometria f: R* — R? f(z,y) = (¢/,7),

| o=
B

dada por la simetria respecto a la recta vectorial U = L({(1,1)}). Sea
la base ortonormal B = ((\%,\%),(’—;,\%)), con (\%,%) e U,y lla-
memos (s,t) y (s',t') a las coordenadas en la base B de (z,y) y (2,7/),

respectivamente. Entonces f viene dada, en la base B, por:
! 1 0 ! 0 1
)= ° ; v en la base B, por: T = v .
t 0 —1) \t¢ Yy’ 1 0/ \y

Clasificacion de las isometrias de un espacio vectorial euclideo.

En los teoremas de clasificacién de aplicaciones lineales juegan un papel
muy destacado los subespacios invariantes (definicién dada al final del apar-
tado “Sobre aplicaciones lineales” del Tema 0: Preliminares y notaciones).
Por ejemplo, para clasificar los endomorfismos usando valores propios, son
necesarios los subespacios propios, que son subespacios invariantes: los vec-
tores propios de f € End V, para un valor propio A, verifican f(u) = Au,
luego f(V\) C V..

Destaquemos las siguientes propiedades, que podéis probar como ejercicio,

de los subespacios invariantes por f:
(A) Si U es invariante por f, un vector propio de f,, € End U lo es de f.
(B) Si Uy W son invariantes por f, también lo son U+ W y UN'W.

(C) U es invariante por f si y solo si, para una base (by,..,b;) de U,

f(l;l)7 ) f(Bk:) e U.
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El siguiente lema descompone un endomorfismo de un espacio vectorial en
producto de endomorfismos cuando el espacio es suma directa se subespacios
invariantes. Este resultado, interesante en si mismo, lo usaremos posterior-

mente.

Lema 3.52. Sea f € End 'V, con dim'V = n. Si existen U y W, subespacios
invariantes por f, tales que V.= U® W, podemos definir f,; ., fiw € EndV
por: Yv €V,

fou(V) = f(@) + o,

2
BB) @) = a+ f(@)

siendo v =u+w, conu € U yw e W.

Entonces se verifica:

(a) f - fU,I © fI,w = fI,w © fU,I'

(b) SiB = (By,By) esuna base de V, donde sus primeros k vectores forman
una base By, de U y sus ultimos n — k vectores forman una base B, de

W, entonces

M(fy,. B) = M<f‘5’B‘J) Iok ) ,
NI
M(fI,WvB)_ 0 ‘M(fW,BW) >7
_ M(fU’BU)‘ 0
MB) = 0 | M(fy.By) )

Demostracion. (a) Al ser V.= U @ W, la descomposicién de un vector de
V en suma de uno de U y otro de V es tnica; luego, por (3.25) y por la

invariancia de W, se prueba que
(fU,I ° fI,w)('w = fU,I(a + f(?f))) = f(ﬁ) + f(w) = f<6)§

igual se prueba, por (3.25) y por la invariancia de U, que (f;y o fy,)(0) =
f(v),VveV.
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(b) Tomando By, = (by,..,b), By = (bki1,--,bn) v, por tanto, B =
(b, ..., by), es facil comprobar que las matrices M(fy.,B) y M(f,w,B) son
como se afirma. La matriz M (f,B) se obtiene de (a), con la férmula del

producto de matrices por “cajas”. ]

En un espacio vectorial euclideo (V,g), recordemos (Lema3.33)) que si U
es un subespacio invariante por un endomorfismo autoadjunto, f, entonces
también U' es invariante por f y, ademds, el endomorfismo f, € End U es

también autoadjunto.

Lema 3.53. Sean (V,g) un espacio vectorial euclideo y f una isometria. Si

U es un subespacio invariante por f entonces se verifica que:
(a) fy es una isometria de (U, g,) (ver Def.[2.6).

(b) U™ es invariante por f.

(c) f+ f7' es un endomorfismo autoadjunto respecto a g.

Demostracion. (a) Si U es invariante, f(U) C U; ademds, como f es un
isomorfismo, f(U) = U; luego, f,, € Aut U. Como f es isometria entonces
f, conserva la métrica g;.
(b) Tomemos w € U™, lo que significa que g(v,w) = 0, Vo € U; como
f es isometria se tiene que g(f(v), f(w)) =0, Vv € U; y como f(U) = U,
llegamos a que g(, f(w)) = 0, V@ € U, demostrandose asf que f(w) € UL.
(c) Probemos que f + f~! cumple la condicién de la Def. para ser

autoadjunto:

g((f + 1) (@),0) = g(f(@) + f~(@),0) = g(f(@),7) + g(/*(w),7) 2

=g(a, f71(0)) +g(a f(v)) = g(a, f(0) + f(0)) = g(a,(f + f1)(D)),
donde para el paso (x) se ha aplicado la férmula (3.22)) al primer sumando

para la isometria f~!, y al segundo sumando para la isometria f. ]

Demos ahora el teorema de clasificacién de isometrias en toda su genera-

lidad para espacios vectoriales euclideos de dimension finita.
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Teorema 3.54. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo, con dim'V = n.
Dada una isometria f € O(V,g), existen una base ortonormal B y nimeros

enteros: p, q, r > 0, con p+ q+ 2r = n, de tal forma que se verifica:

IL,] 0 0
0| -1, 0 0 0
(3.26) M(f,B)y=| 0] 0 |R(6) 0 ,
0 0 0 0
0 0 0 | R(6,)
cosf; —senb,;

con R(6;) = (

> para ciertos 0; € (0,m) U (m,27).

senf; cosb;

Demostracion. Dada una isometria f: V. — V, definamos V; := {u € V :
flu) =u} y V_;:={ue€ V: f(a) = —u}, que son los tnicos subespacios
propios que puede tener una isometria f, segin el Lema [3.49(b). En el caso
de que 1 (6 —1) no fuera un valor propio de f entonces serfa V; = {0}
(6 V_; = {0}), y corresponderfa a p =0 (0 a ¢ = 0).

Sea U := V; & V_;, que es una suma directa segin el Corolario [1.12]
Como V7 y V_; son subespacios invariantes por f, también lo es U; y por
el Lema m(b)7 U+ es invariante por f, al tratarse de una isometrfa. Por
tanto, f , € Aut U+ estd bien definido, es isometria y no tiene vectores
propios, ya que los vectores propios de f pertenecen a U, y UN UL = {0}
(Lema [3.24).

Si fuese UL = {0} entonces V = V; & V_,, y serfa r = 0; y habrfamos
terminado, pues tomando una base C de V, formada uniendo una base de
Vi y una de V_;, y aplicando Gram-Schmidt a C (Teor., obtenemos
una base en las condiciones del teorema (probadlo usando que V; y V_; son
ortogonales, como se obtuvo en la demostracion de la Prop..

Supongamos U™ # {0} y definamos h := f_, + fUil € End U*. Por el
Lema m(c), h es un endomorfismo autoadjunto; por tanto, h es diagonaliza-
ble. Sea w € Ut un vector propio de h, es decir, h(w) = Aw = f(w)+ f ' (0);
aplicando f a la dltima igualdad, y despejando, queda f(f(w)) = Af(w) —w,
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lo que implica que W := L({w, f(w)}) es un subespacio invariante por f.
Ademads, dim W = 2; pues si dim W = 1 entonces w seria un vector propio
de f en Ut y no en U. Asf (ver Lema , (W, g,,) es un plano vectorial
euclideo y, por el Lema m(a), fw €s una isometria sin vectores propios.
Necesariamente, por las Props. y , fw €s una rotacién de angulo
0 € (0,m)U (m,2m).

Llamemos U’ := U® W, que es una suma directa pues W C U*. Si fuese
Ut = {0} entonces V = U & W, y serfa r = 1; y habriamos acabado, pues
tomando una base ortonormal de U, se amplia a una una base ortonormal
de V (segin Cor. y se obtiene una base en las condiciones del teorema
(jprobadlo!). Si suponemos que Ut # {0}, con los mismos pasos que en el
péarrafo precedente, encontraremos otro plano vectorial euclideo, W’ C U+,
invariante por f y tal que f_, es una rotacién sin valores propios. Si fuese
V =U& W @& W' entonces seria el caso r = 2 y llegarfamos, como antes, a
una base ortonormal en las condiciones del teorema.

Este proceso se repite hasta obtener una descomposiciéon de V en suma

directa de subespacios invariantes por f, ortogonales dos a dos, quedando:
Vle@V_l@W(l)@--'@W(T).

Uniendo ordenadamente los vectores de una base ortonormal de cada
subespacio, se obtiene una base ortonormal de V que cumple las condiciones

del teorema. W

Isometrias del espacio euclideo tridimensional.

En este apartado, (V,g) es un espacio vectorial euclideo, con dim'V = 3.
Para este caso, resulta instructivo analizar directamente la clasificacién de las
isometrias. Luego, compararemos el resultado con la aplicacién del Teorema
[3.54] a la dimensién n = 3.

Si f es una isometria de (V, g), como V es de dimensién impar, f tendrd al
menos un valor propio que serd 1 6 —1 (Lema M(b)), por tanto, habrd al

menos una recta vectorial U = L({u}) invariante por f, generada por un
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vector propio u, perteneciente a V; o a V_;. El plano vectorial Ut, per-
pendicular a dicha recta, también es invariante por f (Lema [3.53(b)). Como
V =U® U* (Lema podemos expresar la isometria f como la compo-
sicién de dos isometrias (siguiendo el Lema m —que es aplicable no solo a

endomorfismos de V sino también a isometrias de (V,g)—):

(327) f = fU,I o fI,UJ- — fI’UJ_ o fU,I'

Se pueden dar los siguientes casos:

(A) Si U C V; entonces f, =1

\%

(B) Si U C V_, entonces f,, es una simetria ortogonal respecto al plano

UL (Def.5.15).

A esta tultima isometria se le llama también una reflerion. En general, se
define una reflexion como una simetria ortogonal respecto a un hiperplano.

Por otra parte, f;y1 tiene dos posibilidades, segin que fy1 corresponda
a una rotacién (Def.3.19) o a una isometrfa negativa del plano vectorial
euclideo (U™, g, ):

(C) Si frur es una rotacién decimos que fyy1 es un giro alrededor del eje
U; pues, en este caso, fy1 es una rotaciéon en un plano (ver Prop.|3.50)),

mientras que los vectores de la recta U permanecen fijos por f; ..

(D) Si fiur es una isometria negativa entonces fiy1 es una simetria or-
togonal respecto al plano Vi (reflexion); pues en este caso fyi es una
isometria negativa en un plano y entonces (ver Prop. existe una
recta de vectores fijos W C U+, verificandose que V, = UU W.

Desde este analisis, siguiendo la férmula , podemos interpretar una
rotacién de (V,g) bien como un giro alrededor de un eje (caso A con C) o
bien como una composicién de dos reflexiones (caso B con D) —probad que
en R? la composicién de dos reflexiones es igual que un giro alrededor de un

eje—; y una isometria negativa de (V, g), o bien es una reflexién (caso A con
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D), o bien es la composicién de una reflexién con un giro alrededor de un eje
(caso B con C).

Veamos que esta clasificacion esta de acuerdo con el teorema general de

clasificacién de isometrias. Segun el Teorema |3.54] para n = 3, tenemos:

(D

(IT)

Si f es una rotacion, los casos pueden ser: (p = 3,q = 0,s = 0),
p=1,9g=2,s=0)y (p=1,¢g =0,s = 1), todos los cuales se
pueden interpretar como un giro alrededor de un eje. El caso (p =
3,q =0,s =0) es la identidad en V, que trivialmente es un giro de 0
grados alrededor de cualquier eje. El caso (p = 1,¢ = 2,5 = 0) es un
giro de angulo 7 alrededor del eje V; se le llama también una simetria
axial respecto al eje V1, pues es una simetria ortogonal respecto a la

recta Vj.

Si f es una isometria negativa, los casos son: (p = 2,q = 1,5 = 0)
que es una reflexién, y (p = 0,g =3,s =0)o (p =0,g=1,s = 1)
que ambos son la composicion de una reflexion y un giro. El caso
(p =0,g =3,s =0)es —I,; es la llamada simetria central, que se
puede obtener, si se quiere, como resultado de una reflexién respecto a
cualquier plano elegido, compuesta con un giro de angulo 7 alrededor

del eje perpendicular a ese plano.

Ejemplos 3.6. Sea (R3,g,,0,) el espacio vectorial euclideo orientado con

0O, =

(B, (Def. —la base estdndar B, es de orientacién positiva—.

1. Laisometria f: R — R3, f(z,y,2) = (2/,v/,2'), que es un giro de dngulo
47 /3 alrededor del eje OY', viene dada por:

4 4 -1 V3
x cos3 0 —sen T 5 0 % T
y | = 0 1 0 y| = 0 1 0 Y
4w 4w V3 -1
2 sen 3 0 cosF z -5 0 5 z

En el plano IT = {(x,y,2) : y = 0}, 47/3 es el angulo de la rotacién f
segun la orientacion O = [((1, 0,0), (0,0, 1))]G12+.
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2. La simetria axial respecto al eje U = L({(0,1,1)}), expresada en la base
ortonormal B = ((0, \/Li’ \/ii), (0, \’/—%, \%), (1,0,0)) es la funcién f(r, s, t) =
(r',s',t'), dada por:

r’ 1 0 0 T x -1 0 0\ (=

s -1 0 s|l;yvyenByes: [y |=]0 01 Y

t 0 0 -1 t 2’ 0 10 z
3.

Una reflexién de R3? respecto al plano II = y 4+ 2z = 0, expresada en

Y
la base ortonormal C = ((O,&—%, \%), (1,0,0), (0, \/Li’ \%)) es la funcién
f(r,s, t) = (1", s, t'), dada por:

/

r 1 0 0 r x 1 0 0 T
s1=101 0 s|;yenBes: | 0 0 -1 y
t 00 -1 t 2z 0 -1 0 z

3.5. Ejercicios del Tema 3.

1. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Probad que se verifica:

g(@,0) = 3(lu+ol* — llal* - [o]*), VYa,veV.

2. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Probad el teorema del coseno
que afirma:

@ —ol* = llall* + [o]* = 2]l o] cosa,v, Vau,veV.

Deducir lo que seria el teorema de Pitagoras: Si 4 y v son ortogonales
entonces

17 —a]l* = [lal* + [|9]]*

Describid graficamente ambos resultados para V = R? con la métrica
euclidea estandar.
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3. Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Probad que se verifica la lla-

mada identidad del paralelogramo:
2(llal® + 191" = lla + ol + la — o], V&, veV.

Describid graficamente dicho resultado para V = R? con la métrica

euclidea estandar.

4. En el espacio vectorial euclideo (Ms, g) de las matrices reales cuadradas
de orden 2, con la métrica g(A, B) = tr(A" B), hallar:

a. El dngulo que forman C,D, con C = () yD=(8%).
b. Una base del subespacio A+, siendo A = ({}).

c. Una base ortonormal del subespacio U+, siendo:

U=L{(?5).(s9}).

5. Utilizar el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal

de (P2, g) a partir de la base usual B, = (1, x, 2?), siendo:

6. En R? con la métrica estandar, hallar una base ortonormal por el pro-

ceso de Gram-Schmidt a partir de la base

B=((1,-1,0),(0,2,-1),(3,1,1)).

7. Sean (V,g) un espacio vectorial euclideo y U un subespacio vectorial.

Probad los siguientes apartados:
a. (UHt =1,

b. pv 4+ pv = I,,

c. 2pY —sY =1,,.

d. pv es autoadjunto.
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8.

10.

11.

12.

Tema 3. Espacios vectoriales euclideos

Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Si (by, ..., by) es una base orto-
normal de un subespacio U y (bp,1,...,b,) es una base ortonormal de
U+. Probad que B = (by, ..., b,) es una base de vectores propios de la

proyeccién pY y de la simetria sV. Hallad M (pY,B) y M(sY, B).

Considerad (R3,g) con la métrica euclidea cuya matriz en la base es-

tandar es
3 -1 1
M(g,B,)=|-1 1 0
1 0 1

a. Halla una base ortonormal de U+, siendo

U= {(z,9,2) eR*: 2 +y+2=0}
b. Halla la proyeccién ortogonal del vector (2, 1,0) sobre el plano U.
c. Halla la matriz de la simetria ortogonal sV en alguna base de R3.

Sean (V,g) un espacio vectorial euclideo, f,h € EndV y k € R. En

cuanto al endomorfismo adjunto, probar que:

a. (f+ 1) =f1+n, d. (SN =7,
b (kf)f =k fT, S .
c. (foh)T = flohf, f. fofT es autoadjunto.

Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo. Probar que si f es un un
endomorfismo autoadjunto y fof = f entonces f es la proyeccion

ortogonal sobre U = im f.

En R? con la métrica euclidea estdndar, consideremos la aplicacién

lineal
f:R* =R f(z,y) = (v +2y,2x + 7).

;Existe una base ortonormal de R? respecto a la cual la matriz de f es

diagonal? En caso afirmativo, calcula una de esas bases.
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13.

14.

15.

16.

Sean (V,g) un espacio vectorial euclideo y B = (b1, ..., b,) una base or-
tonormal. Sea f € End V con M(f, B) = (a;;) tal que a;; = g(f(b;), b;).

Probar que f es autoadjunto.

Sea (V,g) un espacio vectorial euclideo y sean f,h € End 'V autoad-
juntos. Probar que foh es autoadjunto si y solo si foh = ho f.

En un espacio vectorial euclideo orientado (V,g, Q) de dimensién 3,
consideramos la operacién producto vectorial (ver Def.|3.12) descrita

por la aplicacion:
X :VxV—=V, (4,0)—uxo0.
Probar los siguientes apartados:

a. La aplicacion “x” es bilineal y antisimétrica.

b. Los vectores & y 4 X v son ortogonales.

c. Los vectores u y v son linealmente dependientes si y solo si 4 xv = 0.
d. Siaxv#0,laterna (u,v,u X v) es una base de V de orientacién

positiva.

En un espacio vectorial euclideo orientado (V,g, Q) de dimensién 3,

sean u,v € V dos vectores linealmente independientes.

a. Aplicar el procedimiento de Gram-Schmidt a la base C = (u, v, ux 0)
para obtener una base ortonormal B de V de orientacién positiva.

b. Calcular la matriz de cambio de base M (C,B) = C,.
c. Usar la formula (3.12) y el determinante det(C,) para probar que

15 x o]|* = [lal*||o]]* — g(a,v)*.

d. Si @0 € [0,7] es el dngulo entre @ y T, segin Def., probar,
usando (c), que

la x ol = Jlal o] senw, v.
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