Nota: Parte de los resultados han sido obtenidos
en colaboracion con Laiachi El Kaoutit v F.
Javier Lobillo.

Coanillos semisimples

José Gomez Torrecillas
Universidad de Granada

22 de marzo de 2002



Coanillos.(Sweedler, 1975) Sea A un anillo.
Un A—coanillo es una terna (€, Ag, €¢) que con-
siste en un A—bimddulo € y dos homomorfis-
mos de A—bimddulos

A¢:€—>¢®A€ GQ::Q:—>A (1)
tales que los diagramas
¢ d CRyC
Ay COAe
AeRC
CRyC A CRACER g C
\%
¢ A“et@Aet ¢ A¢€®A€
o Q:(i)ee: o 6@:%(’:
Q:@AA A@AQ:

conmutan.



Ejemplo.Coanillo canonico de Sweedler. B <
A un subanillo.

Bimodulo:

A®p A, a(a’ R a//)a/// — ad’ R aa"
Comultiplicacion:

AA@BA—>A®BA®AA®BA

a®a aR1R1Rd
Counidad:

e:AQpA—A, a®adr—ad

Ejemplo. Coanillo idempotente.

Bimodulo: | Ideal bilatero I tal que I2 =1 vy
AA/I o A/I, plano.

Comultiplicacion:| Isomorfismo candnico I =
1 XA 1.

Counidad: | Inclusion I C A.




Ejemplo. Coanillo para una estructura entre-
lazante (Brzezinski-Takeuchi)

(A, C), estructura entrelazante sobre una anillo
conmutativo K, con A una K-algebra, C una
K—coalgebray o : C Qg A - AR C el mor-
fismo de estructura.

Bimodulo: | AQx C, a(a’' @ c)a’ = ad'p(c®ad").

Comultiplicacion: | la composicion

ARA
K

A®C N CRCZARCRARC
K K K K A K

Counidad: A®K€C’ ) A(X)KC—)A(X)KK%A




Categorias de comodulos. Dado un A—coanillo
¢, la categoria M€ de los ¢—comaddulos por la
derecha se define como sigue.

Objetos: | pares (M, pps), con M4 un modulo,
Yorv M — M€ un morfismo de A—maodulos
tales que los diagramas

P MK CE PM M & ¢E
M A M——— A
PM M%AQ = M(%)ec:
PR
M@cC AMRCERCE M®A
A A A A
conmutan.

Morfismos:|un morfismo f : (M, ppr) — (N, pn)
es un morfismo de A—modulos f : M — N tal
que conmuta el diagrama

f

M N

PM PN

fC
MRXIC A NQC
A A




Curiosidad: Nuestras ‘“viejas’ categorias A— gr
de modulos graduados para un anillo graduado
por un grupo A son ejemplos de categorias de
comodulos sobre ciertos coanillos.

MY es una categoria aditiva con limites induc-
tivos, pero no es abeliana en general (fallan los
nucleos).

MC el funtor subyacente U

gl |- tiene un adjunto por la
4 derecha —®4¢€

M4

Teorema. Son equivalentes

(i) M% es una categoria abeliana y U es exacto;
(ii) MY es una categoria de Grothendieck y U
es exacto,

(iii) 4€ es un modulo plano.

Observacion. M¢ puede ser abeliana sin ser
A€ plano.



MY semisimple =
abeliana 4+ todo ob-
jeto semisimple

Teorema. Son equivalentes:

(i) M% es semisimple;

(ii) 4€ es plano y €s es semisimple;
(iii) €M es semisimple;

(iv) €4 es plano y &€ es semisimple;

(v) M% y €M son ambas semisimples, y ¢ y
¢4 son proyectivos.



¢ simple = sin||J C ¢ sub-

sub-bicomaodulos bicomodulo =

no triviales AJ)CIRENERT
A A

Teorema. Un coanillo € es semisimple si y
solo si € = @, para €, simples semiarti-
nianos con 5<,, €, 4 pProyectivos.

objeto semiartiniano
= todo factor propio
contiene un simple




Teorema. Supongamos 4& y &y proyectivos.
Son equivalentes:

(i) € es simple y semiartiniano,

(ii) € es simple y contiene un ¢—subcomodulo
simple por la izquierda;

(iii) € es semisimple con un unico tipo de sim-
ple por la izquierda;

(iv) € es simple y contiene un ¢—subcomodulo
simple por la derecha;

(v)€ es semisimple con un udnico tipo de simple
por la derecha;

(vi) €C=3X*®p 3, para p>X 4 un bimodulo con
24 finitamente generado y proyectivo, y D un
anillo de division.



Coanillos de Comatrices “infinitas”
Sea 2 4 un B — A—bimodulo; suponemos 2 4
finitamente generado y proyectivo. Conside-

ramos >* = Hom 4 (X, A4); es un A—B—bimaddulo.

Tomamos {e},e;} C X* x X base dual.

Bimddulo: | Z* @5 X, alp @ u)a' = ap ® ua’.

Comultiplicacion:

SHrRpY L TrRpY QA4S QT

Y Rp U YipRpe;ae; Qpu
Counidad:
S*Rp XA, ¢ @B u—p(u)

Son “comatrices” porque
(Z*@pX) = End(gX),

como anillos.



Un teorema de estructura.

Teorema. Si g2 4 €s un bimodulo con % 4
finitamente generado y proyectivo, y B e€s un
anillo artiniano simple, entonces >*®pg3 es un
A—coanillo simple semisimple.

Teorema. Sea € es un anillo simple semisim-
ple, y sea > “el” ¢—comodulo simple por la
derecha, y sea D = End(Xy) su anillo de di-
vision de endomorfismos. Entonces existe un
isomorfismo de A—coanilos € = 3>X*Qp X.

Teorema. Un A—coanillo € es semisimple si
y soOlo si existe una familia 2 de A—modulos
por la derecha proyectivos de tipo finito, y un
anillo de division Dy C End(X 4) para cada . €
Q tales que € = PycaX” ®py 2, COMO A—
coanillos.
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