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TEMA 4. Cálculo deductivo. Deducibilidad

Qué es una deducción
La deducción es como un juego en el que existen ciertas reglas que definen las “jugadas” permisibles para llegar a cierta meta. La meta es obtener una determinada fórmula, llamada conclusión, a partir de otra u otras fórmulas, llamadas premisas. Las reglas que definen las jugadas se conocen como reglas de inferencia. Si somos capaces de llegar de las premisas a la conclusión aplicando reglas permitidas, diremos que la conclusión se deduce o se deriva de las premisas.

En realidad estamos captando la misma idea, explicada respecto a los argumentos válidos y a la consecuencia lógica, de que una cosa “se sigue” de otra. En este caso estamos delimitando la noción “seguirse de” de manera sintáctica: no hacemos referencia a propiedades semánticas, como el valor de verdad, sino que nos limitamos a manipular la forma de las fórmulas lógicas. Una deducción constituye una cadena de pasos o líneas de derivación, en la que cada línea ha sido obtenida aplicando alguna de las reglas. De ese modo vamos transformando la forma de las premisas, hasta llegar a obtener la conclusión que se nos pide. Nuestras reglas serán las siguientes:

Reglas de inferencia primitivas

	Doble negación: DN
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	Modus ponens: MP
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	Eliminación del conjuntor: EC 
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	Introducción del bicondicional: IB
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	Eliminación del bicondicional: EB
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	Introducción del disyuntor: ID
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	Eliminación del disyuntor: ED 
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	Reducción al absurdo: RA 
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	Introducción del condicional: ICd
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Reglas de inferencia derivadas

	Simetría del conjuntor: SC
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	Simetría del disyuntor: SD
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	Simetría del bicondicional: SB
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	Eliminación del disyuntor por negación: EDN 

( ( (

( ( (
¬(

¬(
_____

_____

(

(

	Modus tollens: MT
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	Negación del conjuntor al disyuntor: NCD
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	Negación del disyuntor al conjuntor: NDC
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	Negación del condicional al conjuntor: NCC
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	Definición del condicional por el disyuntor: DCD
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Las cuatro últimas reglas derivadas (NCD, NDC, NCC y DCD) no son sino variaciones sobre las leyes de De Morgan.

Lo que nos dice cada regla es que si encontramos línea(s) con la forma que aparece por encima de la raya, estamos autorizados a obtener una nueva línea con la forma que aparece debajo. Hay reglas que se aplican sobre una única línea (como la regla ID), sobre 2 líneas (como la regla IC), sobre 3 líneas (como ED) o sobre un número indeterminado de ellas, como son las dos reglas “especiales” de Reducción al Absurdo e Introducción del Condicional.

Nótese que las reglas están definidas sobre metavariables, y que es preciso sustituir ( y ( por fórmulas. El arte de derivar descansa en ser capaz de reconocer la forma de una línea, para aplicar una u otra regla de inferencia. Por ejemplo, estas fórmulas:

¬p ( ¬r

¬(r ( ¬q) ( ¬(p ( (q ( ¬r))

responden ambas al esquema ¬( ( ¬(. Por tanto podríamos aplicar en cualquiera de ellas la regla NCD, obteniendo respectivamente:

¬(p ( r)

¬((r ( ¬q) ( (p ( (q ( ¬r)))

Algunos consejos sobre la deducción
La deducción tiene un poco de arte, y como tal requiere cierta práctica. No podemos proporcionar un método para realizar deducciones, i.e., un método para decir qué regla es apropiado aplicar en cada momento. Una misma deducción se puede realizar de maneras diferentes, algunas más largas que otras. Lo principal es tener siempre en cuenta cuál es la fórmula-conclusión que se quiere obtener, y manipular las fórmulas por medio de las reglas hasta obtener la conclusión deseada.

Lo siguiente son algunos consejos muy generales para evitar algunos errores típicos a la hora de derivar.

1. Diseña una estrategia
Dos problemas típicos al empezar una derivación son el bloqueo mental y la precipitación. El bloqueo consiste en que uno se encuentra ante la deducción que se le pide y no sabe por dónde empezar. La precipitación es lo opuesto: uno empieza a aplicar reglas al tuntún sobre las premisas que se le dan. Contra estos problemas el antídoto es diseñar una estrategia para atacar la deducción:

a) Fíjate en la forma de la conclusión. Ésta a menudo te va a dar una pista de qué estrategia es apropiada. Ejemplos:

· Se trata de una conyunción: |- ( ( (. En este caso, si podemos obtener cada uno de los conyuntos ( y (, por separado, habremos logrado el objetivo, pues bastará con aplicar IC. Inténtalo con este ejemplo (con los números se indican las premisas, y con ├ la conclusión):

1 (p ( q) ( r

|-  r ( ¬q

2 r ( ¬q

3 p

· Se trata de una disyunción: ├ ( ( β. En este caso, bastaría con obtener uno cualquiera de los disyuntos, ( o β, para obtener la conclusión, pues bastaría con aplicar ID. Ejemplo:

1 ¬q ( (r ( p)

|- r ( q

2 s ( ¬q

3 ¬s

· Se trata de un condicional: |- ( ( (. Aquí podríamos intentar introducir en algún momento como hipótesis el antecedente (, y ver si podemos obtener el consecuente β. Si lo conseguimos, cerraremos el proceso aplicando Icd. Ejemplo:

1 p ( (r ( q)

|- p ( (s ( ¬t)

2 r ( s

3 q ( ¬t

· Se trata de un bicondicional: |- ( ( ( Aquí necesitaríamos obtener dos condicionales, ( ( ( y ( ( (. Ejemplo:

1 q ( (r ( p)

|- p ( r

2 p ( (¬q ( r)

· Se trata de una negación: ├ ¬(. Habrá que fijarse en la conectiva principal de la fórmula, y habrá que pensar que la RA (poniendo ( como hipótesis) puede ser una buena estrategia. Ejemplo:

1
r ( (¬q ( p)

|- ¬ (r ( p)

2
p ( (r ( q)

b) Fíjate en la forma de las premisas. Intenta ver si los elementos que componen la conclusión se encuentran como partes en diferentes premisas. Hay algunas partes de las fórmulas que serán más fáciles de obtener que otras. Vete obteniéndolas de manera que salte a la vista la posible aplicación de nuevas reglas.

c) Manipula la conclusión antes de empezar a derivar. Supongamos que se te pide derivar ├ ¬(p ( ¬r). Escribe en sucio alguna de sus posibles equivalencias: (¬p ( r), ¬(¬p ( ¬r), ¬(r ( p) (esta última es menos evidente, pero fíjate en ella). Si puedes obtener desde las premisas alguna de esas fórmulas, tendrás la conclusión en el bolsillo.

2. ¡No inventes reglas!
A veces uno intenta obtener líneas de derivación que ninguna regla autoriza. Un ejemplo típico es eliminar gratuitamente el disyuntor:

1 p ( ¬q

2 p (???)

No hay ninguna regla que permita pasar de 1 a 2. El disyuntor nos dice que al menos uno de los disyuntos es verdadero, pero no nos dice cuál. No hay que confundir este paso erróneo con el paso lícito de:

1 p ( ¬q

2 p

EC 1

El conjuntor sí que nos permite obtener cualquiera de los conyuntos, pues afirma la verdad de ambos.

Otro ejemplo típico ocurre al intentar eliminar el disyuntor:

1 ¬p ( q
Premisa

2 ¬p

Premisa

3 q

EDN 1, 2 ????
Para poder llegar a q necesito la negación del otro disyunto ¬p, la cual es p (o lo que es lo mismo: ¬¬p)

Otro problema viene de confundir o mezclar las reglas relacionadas con las leyes de De Morgan. Por ejemplo: de ¬(( ( () se sigue ( ( ¬(, pero no ( ( ¬(
3. Ojo con los negadores fuera de paréntesis
Sabemos que ¬(p ( q) es equivalente a ¬p ( ¬q, y que hay. Del mismo modo ¬(p ( q) es equivalente a ¬p ( ¬q. Tenemos reglas que me permiten ir de una de esas fórmulas a su equivalente, eliminando (o añadiendo, según el caso) el negador externo al paréntesis. Pero no hay que confundirlas con los siguientes pasos ilícitos:

1 ¬(p ( q)




1
¬(p ( q)

2 ¬p ( ¬q (???)



2
¬p ( ¬q (???)

Al eliminar el negador externo, hay que cambiar la conectiva del paréntesis.

4. El poder del absurdo

La regla RA es una de las más socorridas. Pero uno tiene que fijarse bien en cuál es la conclusión que se pide, para colocar su negación como hipótesis de partida. Si se nos pide |- ¬p ( q   su negación será: ¬(¬p (q)  y no: (p ( q).

A partir de ahí, uno tiene que intentar llegar a una contradicción. La contradicción puede venir expresada con constantes proposicionales: p ( ¬p Pero también puede ser una contradicción que involucre fórmulas más largas: (p ( ¬r) ( ¬(p ( ¬r). La cuestión es que la contradicción se ajuste al esquema ( ( ¬(.

La RA, junto con la Introducción del Condicional, es una regla que se puede usar para demostrar teoremas sin necesidad de partir de premisa alguna. Supongamos que queremos demostrar que ( es un teorema: podemos partir primero de su negación, ¬(, como hipótesis; si a partir de ahí llegamos a una contradicción, entonces hemos demostrado que ( es teorema.

Ejemplo: Demuestra por medio de RA que ¬(p ( ¬(q ( p)) es un teorema.

5. Vuelve la vista arriba
Cuando se llevan obtenidas varias líneas de derivación, a veces uno se centra demasiado en las últimas líneas y se olvida de las líneas de más arriba. Pero es conveniente echar la vista atrás: mira las primeras líneas y pregúntate si se pueden combinar con alguna de las que acabas de obtener. Sobre todo, fíjate en si hay alguna premisa  que aún no has utilizado. Normalmente (aunque no siempre), cuando se dan varias premisas es porque vamos a tener que “jugar” con todas ellas tarde o temprano.

6. No te saltes la barra
Cuando introducimos hipótesis, lo indicamos marcándola a la izquierda con una barra. Todo aquello que obtenemos dentro de la barra tiene carácter “provisional”. Solamente cuando sacamos una fórmula fuera de la barra (de todas las barras que hayas abierto) podemos decir que se sigue de las premisas. Para ello hay que cerrar la barra y esto sólo se puede hacer de dos maneras, repito, sólo de dos maneras: por introducción de un condicional o por reducción al absurdo. Todas las siguientes “derivaciones” son incorrectas:
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En la primera sólo podemos obtener otra vez p ( q (ICd 2-3)

En la segunda podríamos obtener p ( ¬r (ICd 2-4)

En la tercera podríamos obtener ¬p ( ¬r (ICd 2-6). Nótese que ¬r es una conclusión correcta por RA de 3 a 5, pero no es conclusión por RA, ni por ninguna otra regla, de 2 a 6.

7. Las 3 (meta)reglas fundamentales
Recuerda, son las mismas que para el ajedrez:

(i) Cuidadosamente

(ii) Cuidadosamente

(iii) Cuidadosamente
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