Ejercicios de Analisis Matematico
Series numericas

1 1
1. Estudia la convergencia de las seriesya)}——— y b log(1+-).
9 r;n(n+l) y ),; g( n)

1 k+D—k_1 1 :>Z Lo, ]
k(k +1)  k(k+1) k k+1 k=1k(k+1)_ n+1

Solucion. a)

1 1 1
Luego _ =1l - — 1, es decir la serief ———— es convergente y su
gr;n(n+l) { n+l}_) ;n(n+l) gentey

suma es igual &.

1 k+1 . 1
b) Iog(l + E) =log = log(k + 1) — Iogk:>kX=:l log (1 + E) =log(n + 1).

1 1
Luego) log(1l+ — ) ={lo 1 , es decir la seri — es positivamente
9 ; g( +n) {log(n + 1)} > +00 §n(n+l) p
divergente. ©

2. Justifica las igualdades:

a)i ! ! + ! ! =log2

—\4k -3 4k-2 4k-1 4k =109<
1 & 1 1 log2

b) - — | ===
)2];(21(—1 Zk) 2

o \4k =3 4k-1 2k =799~

Solucion. a) y b) Sabemos que la serie armdnica alternada es convergsntsuma es igual

o
—1)nt! ., . . . .
a log2. Z =D = log2. También sabemos que una serie obtenida asociando térerinos
n

n=1

una serie convergente también es convergente y con la misme $as series en a) y en b) se
obtienen de la serie arménica alternada asociando térm@osn4 o de2 en2 respectivamente,
lo que justifica las igualdades en a) y en b). Finalmente,reasgue la serie en c) se obtiene
sumando las series en a) y en b). ©

3. Demuestra que si los términos de la serie arménica attasempermutan de tal modo que a cada
grupo dep términos positivos consecutivos le siga un grupg dérminos negativos consecuti-
vos, entonces la nueva serie asi obtenida es convergenseznigual a log + % log(p/q).

1)k+1

n
Solucién.Pongamoss, = Z (T
k=1

samente la serie que se obtiene asociando términpstde en p + ¢ en la serie del enunciado.
Si dicha sucesidn es convergente se sigue que la serie deliada también es convergente y su

. Consideremos la sucesi§f,(p+q)} .y QUE €S preci-

neN
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n
. ] 1 :
suma es igual ’?Lrigo Su(p+¢)- Llamando, como de costumbig, = E o tenemos que:

k=1
o O 1
S = — _— = — —H =
AT D DE e D DE D D T e LY
k=1 k=1 k=1
1 1 1
= H2pn—1 - Ean + % - Ean:
Ly + log(2 1) 1 Io() 1 1|o()
= — - n—1)—— n - nq)=
2np Y2pn—1 a(zp ~3 g(np > g(ng
1 1 1 2np—1 1 2np—1
2np + Y2pn—1 — 5Ynp Ean IOg + 3 log -
1 2p 1 p
—I02 —log— =log2 + = log =—.
— 5109 + 509 p g2+ 509 p
4. Estudia la convergencia de las siguientes series dondéy o €R.
(n)? (n+1)" T
Ay D) ¢)y n T
n=1 n=1 n=1
(n+1)" 1 /n\n 1 logn
d T (= -
); 3l e);n!<a) f)’; log(n + 1)
log Iogn 2 n?
n 7 J—
9 )Z(.ogn),, 0y (e=(t+ 1/
n=1 n=l1
(DO CCENECD N (B DY (Y
/ n?+n+1
n=1 n=l1 n=1
3
n 0 1 "
Lj=11/i 1/n—~n sen—
m)Za J n)Zn vn+ /n n) O)Z(I’l P

n=1 n=1 n=1

(2n)v log(n + 1) n'e
r) Zz6n(nl)6 9) Z (( logn ) 1) & ZW
5) Z log (n sen%) ) Z (Cos%)3 u) Z#’;l

n=1 n=1 n=2

Solucién. Salvo una excepcién, son todas series de términos posiBaoa estudiar su conver-

gencia aplicaremos los criterios que acabamos de estudiar.

()~ ')2

a) Pongamosg,, = pYE . Aplicaremos el criterio del cociente:

apr _ (D)2 27 4+ 1) Inl4on 41
= — — — O
ay 2(n+1)2 (n!)2 22n+1 2 4n

La serie es convergente.
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(n+1)"

b) Pongamosg, = T

Apliquemos el criterio del cociente:

an+1_(7’1+2)n+1 n"t2? _ n—+2 3 n " n? _
apn  m+ D3 w4+ \n+1 n+1) m+22

1 n+3 1 n nz 1
—(1+— - Se-=1.
n+1 n+1) n2+4n+4 e
An+1

Ademas—— < 1, por tanto el criterio del cociente no proporcionainforiasobre la conver-
a

gencia de esta serie. Cuando esto ocurre igual sucede cdtegbale la raiz. Esto nos indica
que la serie no es comparable con una serie geométricaté&iade Raabe no parece facil de
aplicar. Podemos intentar el primer criterio logaritmibenemos que:

— — log -2
Iog(a,,): nlog(n+1)+(n+2)|ogn=n 977 Lol
logn logn logn

Por tanto la serie es convergente. Este criterio nos dicéaggerie) _ a, es comparable con una
serie de Riemann de exponeate 2. Que efectivamente esto es asi es facil de comprobar. Si nos

N (n+1)" . .
fijamos ena, y recordamos que la sucesn(n—) es creciente y converge a e, enseguida
n

nos damos cuenta de lo que sigue:

_(n+1)"_(n+1)” 1 _e

a, = — < —
pht2 n n2

lo que permite concluir, por el criterio de comparacion, lguserie es convergente. ©

Observacion.Antes de empezar a aplicar criterios de convergenciae fijegn en la forma que
tiene el término general de la serie e intenta relacionancadguna sucesion conocida. O

1 /n\® . o .
e) Pongamosg, = - (—) . Apliquemos el criterio del cociente:
n. a

An+1 1 n+ 1)\ a\" n+1Y" a
= n! (—) =a - —.
an (n+ 1! a n n e
Deducimos que 9 < a < e la serie es convergenteasi> e la serie es divergente. Para= e
el criterio no proporciona informacion. Ni el criterio ded®e ni el primer criterio logaritmico

parecen faciles de aplicar. Cuando no queda otro recursqumyntentar aplicar el criterio de
comparacion. Supuesto que= e, tenemos que:

n" 1 n" n! 1 1 1 1 1

=—— > — = > — > —.
e T WA )T T (14 a1 ent 1 5n

Donde hemos usado que para tddeN es e< (1 + %)kH: (%)Hl, de donde se sigue que
paratodo: e N:

n k+1 |
LI I1 (L) "
e i k+1 (n+1)"

Concluimos, por comparacion con la serie armonica, que l&e ses divergente para
a=e. ©

1
Pongamosy, = [ ——
/) ¢ : (Iog(n +1)
porque no hay factores que se simplifiquen al calcular elecdeide un término al anterior.

El criterio de la raiz puede aplicarse, pero no proporciof@aimacion sobre el caracter de la

logn
) . Aqui no es apropiado aplicar el criterio del cociente
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serie porque, como debes comprobgt, — 1y %/a, < 1. Podemos aplicar el primer criterio
logaritmico.
—log(an)
logn

La serie es convergente. Deducimos que se trata de una ser@qverge mas rapidamente que
cualquier serie de Riemann y menos rdpidamente que cualguie geométrica.

=log(log(n + 1)) — +oo.

logn
n . . . . .
h) Pongamos, = ———. Es apropiado aplicar el criterio de la raiz.
(logn)™
logn (logn)?
n n e n
Yay = = -0

logn logn

La serie es convergente. ©

i) Pongamos, =e—(1+ 1/n2)”2. Observa que comd + %)k < e paratodd € N, se tiene que
a, > 0. Los criterios del cociente, de la raiz, de Raabe y los Itg#rds no parecen apropiados
para estudiar esta serie. Cuando esto sucede hay quelirsglintar un criterio de comparacion.
Si recuerdas el limite, que hemos visto varias veces:

1
e—(1 x e
im 824 +0~ _ e

x—0 X 2

se deduce que $ix,} — 0 se verifica la equivalencia asintética-€l + x,)!/*n ~ Zxn. Por

tanto: .
2 e
an=e—(14+1/n%)" ~ =,
" ( /%) 2 n?
y deducimos que la serie converge por el criterio limite degaracion. También podemos usar

o -, - k+1
el criterio basico de comparacion usando que paratod® se verifica que e< (1 + %) A
Con ello se tiene:

2

1 n2 1 ﬂ2+1 1 n2 1 n 1 e
an:e_(1+n—2) <(1+n—2) —(1+n—2) =(1+n—2) I’l_2<n_2

j) Pongamosg, = (¥/n— 1)%. Trata de aplicar algunos criterios de convergencia. Lasssgue
cuesta mas trabajo estudiar son aquellas en las que lasowitel cociente, de la raiz, de Raabe
y los logaritmicos no sirven para estudiar su convergepaiaea porque los limites que hay que
calcular son dificiles o porque dichos criterios no promran informacion. Cuando esto ocurre
hay que aplicar un criterio de comparacién. En nuestro easanos que:

logn lo lo ¢
Yio1=e 1~ g”:>a,,~( 9”) .

n n
Deducimos que la serie converge si, y solask; 1. ©
/) Pongamos, = n 1 n"‘_ 1 " 3 Después de pensarlo un poco, parece
g "\n24n+1) n24+n+1/) ° P P poco. p

apropiado usar el primer criterio logaritmico. Tenemos que

—log(a,)  n“ oa (1 n n% n no!
logn ~ logn g n?4+n+1 lognn?2+n+1 logn
Por tanto: )
- —log(an) 400, Sia>1;
lim —— = .
n—00 Iogn 0, Sl o < 1.
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. . . . 1
La serie converge &i > 1 y no converge sk < 1. Parax = 1 se tiene quéa,} — s y por tanto
la serie no converge porque su término general no converge a ©

m) Pongamos, = aXi=11/] Es evidente qgue & > 1 se tiene que, = 1y, por tanto, la serie
no es convergente porg¢ee, } no converge &. Podemos aplicar el criterio del cociente.

a 1
ntl =qn+tl — 1.

An

Este criterio no proporciona informacién sobre la convecigede la serie. Intentemos el criterio
de Raabe.

Deducimos que si-loga > 1, es decirg < é la serie converge, y siloga < 1, es decirg > %
la serie no converge. En el caso en que % se tiene que:

=1 =1 1 1 et
R,,:n(l—en+1)s1<:>en+121——<:>es(1+ 1) .
n n—

Esta Gltima desigualdad es cierta porque para fod® es e< (1 + %)kH < (l + %)kﬂ.
También podemos hacer este ejercicio recordando la gga&tecon lo que:

n .
ay = aXi=11/J — gyntlogn _ jvnglogn _ v ,logn

También puede aplicarse el primer criterio logaritmico. ©

n) Pongamos,, = n“( Yn+1/n— ’(/ﬁ) Tenemos que:

log (1+ - log (142
anznaW("\/1+lTl)~n“<exp<7g( ”'))—l)wnaig( ) ~n*3,
n n n

Por el criterio limite de comparacion la serie converge sglg si,x —3 < —1, esto esy < 2. ©
3

n
o) Pongamog, = (n sen—) . Aplicaremos el criterio de la raiz.
n

2

1 n
Ya, = (n sen—) .
n

Se trata de una indeterminacion del tiig8. Aplicamos el criterio de equivalencia logaritmica:

n% 6
. senx —x 1 -1 .
porque, como debe sabemz)l — 0 T Luego /a, — €% < 1Yy la serie es conver-
xX—> X
gente. ©
(em)’ o .
p) Pongamosg, = W Aplicaremos el criterio del cociente porque hay muchotofas
n:
que se van a simplificar.
airi  (@n+2Y) 291N 2n+1)2n 420 @n+ 1)
ap,  25nF6((n + 1))6 ((2n),)3 N 26(n 4 1)6 C 8(n+1)3
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Como este criterio no proporciona informacién sobre la eogencia de la serie, aplicaremos el
criterio de Raabe.
2n +1)* 12n3 + 18n% + 7 3
R, — 1_(n+) _ n’ 4+ 18n° + 7n 3.1
8(n + 1)3

TRt 24l +24n+8 2

La serie converge. ©

n!e . o .
r) Pongamosg, = —Ta Apliguemos el criterio del cociente.
n

a n \'( n \“
n+1:e — 1.
ay n+1 n+1

Este criterio no proporcionainformacion sobre la convecggede la serie. Apliguemos el criterio
de Raabe en su forma alternativa.

an \" 1 (na TR D\ 1\
Ap+1 _e" n - e n
1

n+ 1\ 5 (1+5H" . .
Tenemos qu¢ —— — €*, La sucesior, = e es una indeterminacior,
n

por tanto{z,} — e’ dondeL es el limite de:

n<(1+%)”_1):l(1+5)”—e 1
e 1

n
a 1
( n) — 72,
Ap+1

La serie converge i — % > 1, esto e > % Yy NO converge para < % Parac = 3/2 la serie
no converge; de hecho se verifica que:

n+%
Rn:n(l—e( " ) )sl
n+1

pero esta desigualdad no parece que sea facil de probar. ©

Por tanto:

s) Pongamos, = log (n sen%). Después de pensarlo un poco te daras cuenta de que hay que
aplicar un criterio de comparacién. Tenemos que:

sen!
a, =log : .
n

Observa que, < 0 porque para > 0 es serx < x. Esto lleva a considerar la funcion:

senx
S (x) =log—.
X
Parax — 0 tenemos las siguientes equivalencias asintoticas:
senx senx —x -1
SO~ == — 1=~ =¥
X X
Deducimos que:
1 11
—Ay = — — ~ ——.
g / (n) 6 n?
Por el criterio limite de comparacion se sigue que la sgile-a,) = —>_ a, es convergentey,

por tanto,> " a, es convergente.
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5. Estudia la convergencia de las siguientes series dengleR.

P 1
1/n2 _ ). 3 T— 3mioal -
a) ;m ) b) };m +1- ) og(—n
2:4-6---(2n) \* o “1
C);(S-T--(Zn—i-S)) d);” eXp( ﬁkg:j)
Solucion.a) Pongamog, = n'/"* _ 1. Tenemos que:

logn logn
ay = en?2 —1 ~

n?
Por el criterio limite de comparacidn, la serie es convergen

b) Pongamosg, = (¥/n + 1 — ¥/n) Iog(”ni). Tenemos que:

1 1 11 11
=Ynl1+-—1log(1+=)~ni-==-—.
an ﬁ( +- ) g( +n) (AT iat e

Por el criterio limite de comparacion, la serie es convergen

2:4-6--(2n)

o
m) . Aplicaremos el criterio del cociente.

¢) Pongamos, = (

dng1  (2:4:6--2m)Q2n+2) \* (5:7---Qn+3)\* _ [(2n+2\"
an _(5-7---(2n+3)(2n+5)) (2-4-6~--(2n)) _(2n+5)

Este criterio no proporcionainformacién sobre la convecigede la serie. Apliquemaos el criterio
de Raabe en su forma alternativa.

n an
ay _ 2n+5 N e%a '
ap41 2n+2
Por tanto, s > 1, 0 seap > £ la serie converge, y sjo < 1, 0 seap < 2 la serie no

2 . . . _rge
converge. Para = 3 la serie no converge, pero este caso requiere un estudicigspeue no
vamos a hacer.

Vamos a hacer este ejercicio con otro tipo de técnica quédtaaswy conveniente para series
cuyo término general es parecido al de la serie que nos ocupa.
Estrategia. Consideremos una serie del ti@:(cn)“ dondec, = b2t Pn y pj.qj son

=1 q192 - qn
ndmeros enteros positivos. Ademgses de la formg, = p, + k dondek es un entero positivo
fijo. En el ejemplo que nos ocupa @s = 2n Y ¢, = 2n + 3 = p, + 3. Observa que para
que{c,} — 0 es necesario que > 0. Una estrategia bastante buena para estudiar estas series
consiste en acotar directamenteusando la desigualdad (valida por ggr< ¢y):

Pn_ Ptk an
4qn Qn+k Qn+k'

Para que esta estrategia pueda aplicarse se necesitart@ubigodamos relacionar con facilidad
¢n + k conp,. Lo usual es que se tenga una relacion deldipé k = p,, 1. En nuestro ejemplo
esqn, +3=2n+6=2(n+ 3) = py+3. Supuesto que esto es asi, tenemos que:

Pr B

qn Pn+k
En nuestro ejemplo es:

2n 2n+3

1)

< .
2n+3 2n+46
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Una vez dada la idea general, por comodidad, vamos a seguinastro ejemplo.
Usando la desigualdad (1) para=1, 2, ..., tenemos que:
2-4---(2n) 24 n 57 m+3
5.7.--2n+3) 57 2n+3 810 2n+6
B 5-7---(2n+3) B 2:4-6 1
C8-10---2n)2n +2)2n +4)2n+6) (2n +2)2n+4)2n+6)cy
Observa que, aplicando la desigualdad (1) a los factorefogmeanc,, obtenemos una desigual-

Cn =

: 1, . ) .
dad que relaciona, con —; ésta es la idea en la que se basa esta estrategia. De laali@atju
C

anterior deducimos que: "
48

2 <
" 2n+2)2n+4)(2n + 6)
Supuesto que > 0 (condicién necesaria para la convergencia) se sigue que:

NIR

o 48
¢, <
2n+2)2n+4)(2n+06)
Teniendo en cuenta que:

( 48 )7 g
2n+2)2n+4)(2n + 6) 3

deducimos, por el criterio basico de comparacion con l& skriRiemann de exponerge que
si2a > 1, 0 seap > £ la serie es convergente.
Esto ya lo sabiamos por el estudio hecho previamente. Laladwgene ahora. Se puede repetir

el mismo proceso anterior para acataipor abajo, o sea, para minokgr. La idea es la misma.
Si has entendido lo anterior lo que sigue debe estar claro.

NIR

)

Usaremos ahora la desigualdad:

2 2n —
n - n—3 @)
2n+3 2n
Usando esta desigualdad para: 2,3, ..., tenemos que:
2:4-6-8---2n—2)2n) 2468 2n—2 2n

Cn _——_ ..

= = . >
5.7-9-11---Qn+1)2n+3) 57911 2n+12n+3
2135 2n—52n—3

> —_—
5468 2n—2 2n

6 2 5:7--(2n=3)2n—1)Q2n+D2n+3)
T 5@n—-1)Q2n+ 1)(2n +3) 2-4-6---(2n) -
12 1 1

T 5 @n—-D)C2n+ D2n+3) e

De donde, al igual que antes, se sigue que:

NIR

o (12 1 12\2 1
" 52n—1)2n+1)(2n+3) 5 e’
Deducimos, por el criterio basico de comparacién con l&skriRiemann de exponerge que
si2a =1, 0seap > £ (en particular para = ) la serie no es convergente. ©

[ S8}

n
d) Pongamog, = n® exp(—ﬂZ%). Tenemos que:

k=1

a n+1\* __s

ntl _ + e n+tl — 1.
an n
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Aplicaremos el criterio de Raabe en su forma alternativa.

(a,, ):( n )naeﬂﬁae‘“eﬂzeﬂ_“.

an+1 n+1

Por tanto, si8 —«a > 1 la serie convergey $§§ — a < 1 la serie no converge. El caso en que
B —a = 1 no queda resuelto con este criterio.

Otra forma de proceder es aplicando la estrate@idenemos que:

1
nb—o’

n
an = n” exp (‘ﬂZ%) = n® g Ploan—bvn —y g=Blogn g=bvn _ v yoay—b — by
k=1

Por el criterio limite de comparacion, la serie converge silo si,f — o > 1. ©

6. Estudia la convergencia de las series.
"n!

a);%5-8-11---(5+3n)
b) D (a~Vay(a— Ya)-- (@~ Ya) (a>0)

n=1

p!

§W5-8-11---(5+3n)

Solucién.a) Pongamos,, . Tenemos que:

dny1 3 + 1)) Im5-8-11---(5+3n)
an ImF15-8-11---(5+3n)(5+3(n+ 1)) 3np!

1
n \3*3m+3
— -1
n+1 3n+8
El criterio del cociente no proporciona informacion solednvergencia de la serie. Aplicare-
mos el criterio de Raabe en su forma alternativa.

an \"  (n+1\3 [(3n+8)" )3 5\
= =14+ - 1+ — €3 @3
An+1 n 3n+3 n 3n+3

La serie converge.
b) Pongamos,, = (a — /a)(a — ¥/a)---(a — %/a). Tenemos que:

Wl

=e.

Ap+1
=a— "a—a-1.
7

Por tanto, st — 1 < 1, 0 seal < a < 2, la serie converge;y 8&i— 1 < 1 0 seaz > 2 la serie
no converge. Para el caso en que 2 el criterio del cociente no proporciona informacion sobre
la convergencia de la serie. Aplicaremos el criterio de Raab

n(l—a”+1)=n("+i/§—1)—>|ogz<1.

An
La serie no converge. ©

7. Sea{a,} una sucesioén creciente de numeros positivos. Dar condisigne garanticen que la

serieZ —— es convergente.
apdzds---dp

n=1

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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L 1 . , : .
Solucién.Pongamos,, = ——— . Si {a,} no esta mayorada, como es creciente se tiene
aidxds---dy
quef{a,} — +oo. Por tanto, hay un nimefkoe N tal que para tode > k se verifica que, = 2.

Deducimos que para= k se verifica que:

1 2k 1 1 11
a1z Ag—10Ag41 - +Adn  A1d2--Af—1 2% agagyy---ap 2k 2n= 2"

2k _ : :

Donde hemos puesid = ——— que es una constante independiente.deoncluimos

apdzds---dg—1
que la serie es convergente por comparacion con la serieégecade razéon /2.
Si {a,} estd mayorada, como es creciente se tiene{gpe — L dondeL > 0. Si L > 1,
podemos tomar un nimeiotal quel < A < L, con lo que podemos asegurar que hay algun
k €N tal quea, = A paran = k. Podemos ahora repetir el razonamiento anterio2carstituido
por A y concluimos que la serie converge por comparacion con ia geométrica de razory A.
Si0 < L <1, entonces comb < a, < L, se tiene qué® < a, < 1 paratodor € N, lo que
implica quex, > 1 por tanto{x,} no converge @, lo que implica que la serie no converge.

También puede aplicarse el criterio del cociente.

Xn+1 1 1
= —_ —
Xn An+1 L

dondef{a,} — L eR* U{4o00}. PorloquesiL > 10siL =400, se tiene queLL < lylaserie
converge. SL < 1 la serie no converge, y i = 1 tampoco converge porque enton€§§i >1.
©

. : . - 1
8. Dar ejemplos de sucesiongg,} — 1y decrecientes tales que la seE ———seaen
aydzds---dp
n=1

un caso convergente y en otro caso divergente.
Solucion.La sucesién, =1 + % = ”ni decrece y convergela Tenemos que:

_2.34--(n41)

aiay...a, = T2 3. n+1.

La correspondiente serie es divergente.
La sucesiom, = 3!/" es decreciente y converge aTenemos que:

1 \NZi=1 7
S
ajaras---dy 3

Esta serie es convergente porque aplicando el criterio dbdrabtenemos:

nt1] 1 1
" 1—xn+1 —nl1- +i/j _)_|09_:|Og3>1
X 3 3

. a
9. Seau, >0 paratodo: € N. Prueba que las serids_a, y »  —— ambas convergen o ambas
1+ ay,
. n=1 n=1
divergen.
L a . . :
Soluciéon.Pongamo$,, = I ~ . Comol +a,>1,ladesigualdad, <a, prueba que si la serie
An

> a, es convergente también es convergente la 3ertg. Reciprocamente, si la sef€ b, es
convergente entonces debe &gr} — 0, por lo que hay alguk € N tal que para tode = k es
by < % esto es2a, < 1 + a, por lo quea, < 1. Lo que implica que < a,, y obtenemos que

2a . . o
a + a, < 2a, de dondez, < " =2b,. De esta desigualdad se sigue, por el criterio de
Anp
comparacion, que la serje a, también es convergente. ©
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10. Sed_ a, una serie de términos positivos convergente. ¢ Qué pueisalde las seried_ a2y
Z Andny1?
Solucion.Como{a,} — 0, hay un nimer& € N tal que para toda > k es0 < a, < 1, l0
que implica qué < a2 < a, y deducimos, por el criterio de comparacion, que la sgtie? es
convergente. Como

1
2 2
Vanln+1 < E(an + an+1)7
se sigue, también por el criterio de comparacion, que la 3€rj/a,a,+ es convergente. ©

Jan

11. Sea)_ a, una serie convergente de términos positivos. Prueba qmuag ~_— es conver-

. . Ja
gente sie > 1/2. Da un ejemplo de una serje a, convergente tal que la serE —\/_" sea
n

divergente.

L. . . 1
Solucion.Recuerda la desigualdad < %(a2 + b?). Sustituyex por \/a, y b por - y resulta

que:
Jan - 1 11

~

PR L

Como2«a > 1 la serie}’ n% es convergente. Comp_ a, es convergente por hipétesis, de la

desigualdad anterior se sigue, por el criterio de companague) ‘ﬁi’j" es convergente.

es divergente. ©

La serie}” W es convergente perp —n(,gg,,)

12. Estudia la convergencia de las sucesiones:

logk  (logn)?
k 2

a)xn—z__z\/_ b) yn =

k=1

Sugerencia. Estudia la convergencia de las respectivias ser diferencias consecutivas.
Solucion.a) Tenemos que:

1 1 2
X — Xy = —2vn+142y/n= — =
T 1 vn i+l Jn+n+1
Jn—/n+1 -1

R TN RN RN e TN RSV o

Puesto que
sucesion:

1 ey 1
"F([%/F)Z —7z laserie}” NS Tt convergente. Por tanto, la

n
Xt 4 Y (kg1 = Xk) = Xnp1
k=1

es convergente.
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b) Usando que log + 1) = log (n(1 + 1)) =logn + log(1 + 1), tenemos que:

_log(n +1) N (log(n +1))*>  (logn)* _
n+1 2 2

2
log(n + 1) ('09” +log (1 + %)) (logn)?
— + _ —
n+1 2 2
log(n + 1)

11 1)’
= ni_kl+Iognlog(1—i—Z)—i-E(Iog(l—i—Z)) =

_logn  log(1+1) 1 1\
T a4l n+1 +§(log(l+2))_

=logn (Iog(1+l)— ! )— log (1 + ) +l(log(1+%))2.

n n—+1 n—+1 2

Yn—DrVn+1 =

como™ ) 11 s 108(1 4 ) b
OMO—57™ ~ 7D ™ a2 asenezﬁ es convergente. También es conver-

n=1

2 2
gente la seriez (Iog (1+ %)) porque(log (1+ %)) ~ -5. Usando la desigualdad que ya
n=1

debes saber de memoria:

;<Io (l—i-l)<l
n+1 g n n’

se sigue que:
1 1

< 9
n+1 nm+1)

1
O<Iog(1+;)—

_ 1 .
de donde se deduce que la S&E logn (Iog (1 + —) - ) es convergente. Concluimos
n

n+1

n=1
que la serie>_(y, — yu+1) €S convergente por ser suma de tres series convergentésntota
sucesion:

n
1= Y (k= Ykt1) = Ynt1
k=1

es convergente. ©

13. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia solaa de las siguientes series.

1 —1)"
a) Z(—l)"m, (@ €R) b) Y log (1 + ( n) )

n=1 n=1

L1535 @n—1))? _pyerif ntl
S e R R

2:4.6---2n
n=l1 n=1

L 1 . .
Solucioén.a) Pongamos,, = W Sia < 0 entonceda,} no converge @ y la serie no
n —
converge. Supondremos en lo que siguegue(. Tenemos que:

1 1

ne 4+ (=1)n ~ ne

ap =

Deducimos que st > 1 la serie converge absolutamente. Consideremo$ gue < 1. Ponga-

mos: 1 1y 1
D =

TN AT T D)
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14.

Por el criterio de Leibniz, la serig’ (_nlo,)" es convergentey(> 0). Como0 < b, ~ n% por el
criterio limite de comparacion, la sef}€ b, es convergente si, y solo &,> 1/2. Concluimos
quela serieij(—l)” m converge sit > 1/2. En resumen, la serie converge absolutamen-

n=1

te sia > 1y converge no absolutamentelg$2 < « < 1. La serie no converge paga< 1/2. ©

(=D"
n

b) Pongamosg, = log (1 + ) Observa que, = (—1)"x, dondex,, = |a,|. Probemos

quexs,+ 1<%, <X2,—1, de donde se sigue qge,} decrece &. Usaremos la desigualdad (que ti
debes comprobar), valida para< x < 1, log(l — x) < —x. Tenemos:

log|1 —1 log|1 ! > ! >1 > lo 1+l
— = — — = — — | =X
I\ W\ 1)1 7 08 Ty, ) T

Luegox,, < xy,—1 paran = 2. Por otra parte:

log (14— log (2" og (2" 1) Ziog (14
xn _ — = — = = e :xn
antl I\ N+ I\ I\'*2 2

Concluimaos, por el criterio de Leibniz, que la s€e¥itq, es convergente. Puesto que:

log (1 + (—nl)”)‘ ~ %

X2n—1 =

lan| =
la serie no es absolutamente convergente. ©
. . . 1-3-5---Q2n—D\* _.
¢) Estudiaremos primero la convergencia absoluta.aSea( W 6( n2 )) .Sia <0
. . oo n

entoncega,} no converge @ y la serie no es convergente. Supondremos en lo que sigue que

o« > 0. Tenemos que:
Anit 2n+ 1\¢
= — 1.
dy 2n+2

El criterio del cociente no proporciona informacion sol@ebnvergencia absoluta de la serie.
Aplicaremos el criterio de Raabe en su forma alternativa.

ay n 2n+2 an 1 an o
= =1+ — ez,
An+1 2n + 1 2n + 1

Por tanto, si§ > 1, o seax > 2 la serie converge absolutamentegsi< 1, 0 seax < 2 la
serie no converge absolutamente. El caso enogae2 requiere un estudlo particular (ver mas
adelante). Nos queda por estudiar lo que ocum@esiv < 2. Observa que paka> 0 es evidente
que la sucesioia,} es decreciente. Lo que no es evidente es que convé@rj®ara aplicar el
criterio de Leibniz a la seri® " (—1)"*!a, hay que probar quéz,} — 0. Esto puedes hacerlo
comprobando que la sucesion (ag) — —oo. Esto es facil y te lo dejo para que lo hagas tu. Yo
1. --(2n — 1)
2:4.6---2n

VOy a seguir otro camino. Aplicando la estrate@®a la sucesion, =
obtiene facilmente que:

1 1 1 1
— < < — < <—
2n S a1 ez ST a1
Desigualdad que implica q4e,} — 0 para todax > 0. Ademas esta desigualdad nos dice que

paraa = 2 esa, > % lo que implica que la serie no converge absolutamentegata®. En
resumen: hay convergencia absoluta para 2 y hay convergencia no absoluta para o < 2.

Estudia, segun los valores@e R, la convergencia absoluta y la convergencia no absoluta de |

serie . |
oyl [ T h—
Z( )" n ( p, Iog( p )) .

n=2
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Solucién.Pongamos, = (—1)"1n* ( —log ( )) Estudiaremos primero la convergencia
absoluta. Tenemos que:

—x —log(l —x) 1

1
Ifm 5:>f(X)’\’§X2

x—0 x2

y por tanto|z,| = n"‘f( 1) o 1_ . Por tanto, la seri§_ z, converge absolutamente si, y slo

si,2—a > 1,0seax < 1. SI2 —a <0, 0 seax > 2, entoncegz,} no converge & y por
tanto la seri€)_ z, no es convergente. Queda por ver lo que ocurre cudnda < 2. Para
dichos valores de se tiene qu€z,} — 0. Probaremos quéz,} es decreciente. Pongamos
f(x) =x"%(—x —log(1 — x)) donded < x < 1. Observa que, = (—1)"*! £(1/n). Tenemos
que:

xa+1
S'@) = T +ax*! (—x —log(l - x)).

recordando que-x — log(l — x) > 0 para0 < x < 1, se sigue qug’’(x) > 0 para0 < x < 1.
Por tanto/" es estrictamente creciente J8n1] y, en particular, es'(;47) < f(3). El criterio
de Leibniz nos dice que la sef)€ z, es convergente paila< o < 2.

15. Calcula la suma de las siguientes series.

1 n—+2
a)r;4n3—n );(n+l)\/—+n\/ﬁ ZZ""(""‘U
2n-1 2t —n+1 "
d); T+t 9 ;(_1) 315! /) ’;(_1)

Solucion.a) Haremos la descomposicién en fracciones simples de dziﬁimmcionalﬁ
— X
Tenemos quéx® —x = x(4x?—1)=x(2x + 1)(2x — 1). El denominador tiene tres raices reales
simples. Escribamos:
1 A B C

—+ + :
4x3—x x  2x+1 2x-—1
Facilmente se obtiend = —1, B = C = 1. Por tanto:

L S S

43—k k2k+1 " 2k—1
Observa que cuando sumemos nos van a quedar expresioneedfeenps relacionar con la
serie armonica alternada por lo que conviene sumar desdehastak = 2n. Como ya es usual
ponemosH, = >y _, % y usaremos la estrated?® que ya debes conocer.

2n 2n 2n

1 1
;41«3 __sz ZZk—i—l Z it X o

=1 =n+1 =n+1

2n+1 )k+1

_—1+Z(

1 1 1
+2( H. — —-H,, — H. - H, e
( an+1 = 5 Hon 2n+1 + 2 n) + 1

2n+1 (_ )k+1 1
=-1+ Z +2 (Iog(4n + 1)+ Vans1 — EUOQ(Z”) + van)—

1
~10g(2n + 1)~ ans1 + 5 ogln) + yn)) b o

— —1 41092 +log2 =2log2 — 1.

o0
1
Lue OE =2log2 —1. ©
¢ n=14n3—n g
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b) Basta observar que:
(n+D)Vn+nvn+1)((n+ Dv/n—nvn+1)=nn+1).
De donde se obtiene facilmente que:

1 _n n+1
n+1)/n+nv/n+1 n n+1°

Deducimos que:
n 1 o0

’;(kﬂw“‘“m:l_ T M W N

1 n+42
c) Pongamos, = — ———. Tenemos que:
2" n(n + 1)
1 k+2 1(2 1 ) 1 1
a = - = — —_ — = —_ .
K=ok kk+ 1) 22 \k k+1) 21k 2Kk + 1)

Deducimos que:

n o0
1 1 n+2
:1—7 —_—_— —
k;‘”‘ 2+ 1) ;Z”n(n+l)

d) Tenemos que:

2k-1 42kt 1
(14 25)(1 4+ 2k=1) (1 42K)(1 4+ 2k=1) 1 42k=1 ] 42k’

Deducimos que:

(o]

" 2k—1 1 1 on—1 1
> EREE=TY
— +25)1+2k-1) 2 142n (212 2

e) Es una serie de la formzp( n) o " dondep(n) =n3 —n+1yx= —%. Pongamos:
n=0 !

n—n+l=ag+amn 4+ an(n—1) + asn(n—1)(n —2).

Hacienda: = 0 se obtienery = 1; haciendo: = 1 se obtiener; = 0; haciendo: = 2 se obtiene
a; = 3y haciendo: = 2 se obtiener; = 1. Por tanto:

> P mn+l S+ 3nmn—1)+nn—1)n-2) (—1)"

Z(_l) 3"n! :Z n! (T) -
=01 e ~1 [N —-1\""?

:ZZ( ) Z(n 2)'( ) ﬁ,;(n—z)!(T) B

1_’_l 1 _356_%
3 27) 27

f) Es una serie de la formg p(n)x" dondep(n) =n?>—ny x = % Se trata, pues, de una serie
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o0

aritmético-geométrica. Pongam8s= Xz(n2 —n) (_Tl) . Tenemos que:
n=2

oo 1 n [e.9] 1 n+1

- 2 - 2 - —
S——S—Z(n —n) (T) —Z(n —n) (T) =

n=2 n=2

oo —1 n+1 0 -1 n+1
=XXM+DmeH»(;) —Elﬁ—m(T) =

1

n=2

n+1
((n+1)* —(n+1)— (n* —n)) (_Tl) =

+(3)

Pongamoss; = Zz( ) Hemos probado que:

3
Il
©

I
ol \olwﬁ
+
w| L M8
YT

_ | 1
sote_2, e st g
3 g T3 T T

Calcularemos ahor§; . Tenemos que:

-1 oo} -1 n 00 -1 n+1

n=2 n=2
(o] —1 n+1 o -1 n+1
n=1 n=2
4 1 & 1\ 4 2 /-1Y
= — - 2 1)-2 =_-Z — ) =
532 Q0+ ”)(3) 9 32(3)
n=2 n=2
4 21 7
9 312 18
Deducimos queS; = 5. y, portanto,§ = § — 1.1 = 5. ©
16. Estudia la convergencia de las series:
. 1 . cosn +i sem . cosn + i sem
i o ——— ii —_— il _—
) Z(l + )" ) Z n ) Z n?
n=0 n=1 n=1
) cosZ +i sent Q2+ (B+4i)
V)Y " )Z(1+21)” )Zzz(4+3z)ﬂ+7
n=1 n=1
. 1 1" 1\" .
Solucion.i) — | = -| = —=) .Laserie es absolutamente convergente. Observa
(140" 1+ V2
. - 1
que se trata de una serie geométrica de raz-enl—,. ©
1

.. |cosn +1i sem . . .

i) | ——— |=—. La serie no es absolutamente convergente. Para estudiamargencia
n n

no absoluta aplicaremos el criterio particular de Diritlfg®rolario??). Pongamo®, = % y

a, = cosn + i senm = €", Tenemos québ, } es mondtona y convergelaAdemas:

n n j(n+1 j
Zak Zezk Z -)k _ % —
k=1 k=1
|ez(n+1)_ez| |ez(n+1)| + |e‘| 2
e < le—1] Je-1]
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Puesto quﬁm es una constante independientengel criterio particular de Dirichlet nos

dice que la serie es convergente. ©

... |cosn+i sem 1 ,

iii) ——— | = - Laseriees absolutamente convergente. ©
n n

) . cos7
iv) La serie de las partes real€y,

n=1

cos% 1 )

~ —. Luego la serie no converge. ©

n n
240" 1 24" 1 1 . .
V) ( ) —| = | | —— = —. La serie no converge absolutamente.Para estudiar la con-
(1+2i)*n [1+2i"n n
vergencia no absoluta podemos aplicar el criterio pagicdé Dirichlet. Pongamas, = % y
S\ .

ap = 12:215) . Tenemos quégb,} es monotona y convergeta Ademas, poniende = %

tenemos que:

n . _‘wn+1_w‘_ |wn+1_w| |w|n+l+|w| 2
p w—1 |lw— 1] lw—1]  |w-=1|
Como | 0 es una constante independientendel criterio particular de Dirichlet nos dice
w j—

que la serie es convergente.

Observa que el criterio particular de Dirichlet implica dag serie de nimeros complejos de la
formaz b, donde{b,} es una sucesion de nimeros reales monétonay convergentees

n=1
un numero complejo de moduloy distinto del, (z#1, |z|=1), son convergentes. Naturalmente
si|z| < 1 tales series convergen absolutamente. ©

vi) Es facil comprobar que el término general de la serie mveme a cero y, por tanto, la serie
no es convergente. ©

o0 o0
17. SegeR con|p| < 1y ¥ eR. Calcula los Iimitesz,o" cognd)y Zp" sennd).
n=0 n=0
Sugerencia. Llama a la primera suma ¥ a la segunda. Calculd + i B.

Solucién.Observa que por sép| < 1 las dos series son absolutamente convergentes. Tenemos

que:
o
1
_ i»
A+iB= ,,Z;)p cogn?d) + i ser(n®)) _Z=: (p€?) b
1—pe™ 11— pcosy , psend

T 14 p?—2pcos? 1+ p2—2pcosd T+ p? —2pcosy’
Deducimos que:

— pcost
+ p2 —2pcost’

psend
+ p% —2pcost’

A= Zp cognd) =

n=0

o0
B = n =
Y;p sennd) T
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