Ejercicios de Analisis Matematico
Integrales. Aplicaciones del calculo integral

e* senx

1. Seaf(x) =
Osfolf(x)dx <e-l.

Solucion.Como0 < senx < x para todax € [0, 1], se sigue qué < f(x) < e* <e para todo

x €]0, 1]. En consecuencia la funciofi esta acotada y es continua[énl] \ {0}. Concluimos
que f es integrable efd, 1]. Alternativamente, podemos definik0) = 1 con lo que cual resulta
continua en todo el interval6, 1]. Finalmente, como la integral conserva el orden, tenemes qu

. Justifica quef es integrable er0, 1] y se verifica la desigualdad

1 1
0< f(x) <& Vxelo,l] = Osff(x)dxsfe"dx:e—l
0 0

©

2. Seaf una funcion continua y positiva g, b] con fabf(x) dx = 0. Prueba quef(x) = 0 para
todox € [a, b].
Solucién.Seax € [a, b]. Pongamogabf =["f+ Lff. Como f(¢) = 0 para toda € [a, b],
se verifica quq"ff = 0, por lo qued = jabf > [¥ f = 0. Deducimos qug’ f = 0. Como f
es continua effw, 5], la funcion F(x) = jaxf es derivable efu, b]y F'(x) = f(x) para todo
x € [a, b]. EvidentementeF”’ es la funcién nula, lueg@(x) = 0 para todox € [a, b].
Alternativamente, Iafunciéﬁ(x):faxf(z) dr es derivable co’(x)= f(x)=0, lo que implica
querF es creciente eja, b]. ComoF(a) = F(b)=0, deducimos qué’(x) =0 paratodox €a, b],
lo que implica quef es la funcién nula efa, b]. ©

3. Justifica las desigualdades:

2 1
1 dx 1 1 x% dx 1 1 n+1 1
- < <-=; b < < —; <lo < —.

) Oflo—f-x 5 9 0 Oflo—f-x 0 gy ST <y

Deduce de la tltima desigualdad que &m (1 + %)n

Solucién.El resultado obtenido en el ejercicio anterior nos dice gyeées una funcién continua,

positiva y no idénticamente nula en un intervalob], entonces se verifica qq’§ f(x)dx > 0.
Las desigualdades propuestas son todas consecuencia desedtado.

1 .
_ = — — son continuas,
0 1052 VYT 0 &2

positivas y no idénticamente nulas[én2], Iuegojo2 f(x)dx >0y fozg(x) dx > 0. Esto prueba
las desigualdades pedidas.

a) Parad < x < 2 las funcionesf'(x) =

. 1 11
c) Dadon e N, para todor € [n,n + 1] se tiene que? < — < —. Razonando com antes, se
n X n

sigue que:
n+1 n+1
1 n+1 1 1
dx<j;dx—log <f;dx——.
n n

n n

1 n+1 1

n+1: f n+1
n

Lo que prueba la desigualdad del enunciado. Multiplicaratolicha desigualdad se obtiene:

n+1 n+1\"
< nlog =log < 1.
n

n

n
+1
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

n
Por el principio de las sucesiones encajadas, deducimobgléé%) — 1, lo que implica,
n
tomando exponenciales, que-¢im (1 + %) . ©

4. Calcula los limites de las siguientes sucesiones expiet#s como sumas de Riemann.

1a+2a+...+na
na+1

n+1+n+2+ n n-+n

n24+1 n2+4 n2 4 n2

. ((Zn)!)””
i)xp,=
nln"

1 k\“ . .
a) Tenemos que, = — > j_, (—) gue es una suma de Riemann de la funcign) = x“
n n

a) x, = . (@>0)

e) x, =

Solucién.

L . _k
para la particion dil interval@, 1] dada por los puntos; = 5 (0 < k < n). Pues, claramente,

se tiene quer, = Z S (xr)(xk — xx—1). Comoa > 0, la funcion f es integrable efo, 1], y

k=1
deducimos que:

e) Podemos escribir:
n

+k 1 14 &
RO e YT

2
k=1 =11+ (%)
gue es una suma de Riemann de la fundgfén) = 11;“;‘2 para la particién del interval6, 1] dada
por los puntosc; = % (0 <k <mn). Como la funcién/ es integrable ef0, 1]y A(P,) = % — 0,

deducimos que:

1 1 1
; 1+ x 1 X
At =) l—f——yﬂdx_ofl xzdx+0f1+xzdx—

+
1 b4
=arctgl + S log2= 7 + log v/2.

i) Tomando logaritmos tenemos que:

log(x,)= % (log((2n)!) —log (n!n™)) = % (log (n!(n + 1)---(2n)) — nlogn — logn!)=
= l(Iog(n + 1)+ log(n +2) +---+ log(2n) —nlogn) = 1 Zlogn +k:
n n n

k=1
- ( k)

:—E log({ 1+ —|.
n n
k=0

Por tanto, la sucesion, = log(x,) es una suma de Riemann de la funcion(log x) para la
particion del intervaldo, 1] dada por los puntos;, = % k=0,1,...,n. Aplicando el corolario
citado al principio, deducimos que:

X
14+ x

1 1
lim{y} = [ log(1 +x) dr = [“ oo x)} = xlog(1 + )|~ |
0 0

dx =2log2—1.

Luego{x,} — 4. ©

e
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Ejercicios de Analisis Matematico 3

5. Considera la funcion/ : [0, 1] — R definida porf(x) = 1/x — E(1/x) para0 < x <1,y
f(0) = 0. Prueba que:

1 1
1 1
jf(x)dx = Iimf(——E(—)) dx =1-—y,
o t—0 / X X
dondey es la constante de Euler.

Solucién. La funcién f es continua en todos los puntos[éiel] excepto er) y en los puntos
de la forma# donden € N. Claramentd < f(x) < 1. Por tanto, en cada intervallg 0] con
¢t > 0 la funcion /" es integrable por estar acotada y tener en dicho intervatgiorero finito de

discontinuidades. Fijadd < ¢ < 1, sean = n(¢) eN tal que# <t< % Tenemos que:

-1

N

ff(x)dx.

=1_1
k

1 h
[ reoyde = [ reeyde +

b

1
Paraz;7 < x < 7 se tiene queZ(1/x) = k. Luego, poniende(r) = [,” f(x) dx , tenemos:

1

1 n—1 K
[rorde—ew+ Y [ (5-k)ar=

k=1_1_
K+T

n—1 | |
=a(r) + (IOg(k+1)—Iogk—k(——_))=
,; k  k+1

n—1 n
1 1
:a(t)+logn—k§=1k—+1:a(z)+l—(E %—Iogn)

k=1
Puesto que para— 0 = n(t) - 400,y 0 < f(x) < 1, se sigue que:

Osa(t)s(%t)—z) = tll'_r:?)(x(t)zo.

Concluimos que:

n

1
. , 1
tlmtjf(x)dx =1- lim (ZE—Iogn) =1—1.

k=1

6. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

x3

1
a) G(x) = fcos(zz) dr b) G(x) = fese”’ dr
22+x 1 xez"
) G(x) = e dr d) G(x) = 1jsemogz) dr

Jx
S5 du

X y2 u
1 1
6>G<X>=f(lmd’)dy A e e T

0

x3

Solucion.a) La funciénG(x) = j cogq?) dr puede expresarse como la composicion de la fun-

0
X

cién F(x) = fcos(ﬂ) dr con la funcioni(x) = x2. Por el teorema fundamental del célculo,
0
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Ejercicios de Analisis Matematico 4

sabemos qué&’(x) = cogx?). Por la regla de la cadena, tenemos que:
G'(x) = (Foh)(x) = F'(h(x))h'(x) = F'(x*)2x = 2x cogx*).

¢) Observa que en este ejercicio debes considerar gué. Pongamos:

x24+x x24+x 1 Jx 1
G(x) = ——dr = d — | ———=dr.
JL 2+ V12 Oj 24 V12 sz+i/z—2

1
———dr, g(x) = V/x, h(x) = x* + x. Tenemos que
2+ V12

G(x) = F(h(x)) — F(g(x)) = (Foh)(x) = (Fog)(x).

X
DefinamosF(x) = f
0

1 1
ComoF’'(x) = ———, g'(x) = ——=, h'(x) = 2x + 1, deducimos, al igual que antes, que:
24+ V/x? 2Vx
2x +1 1 1

G'(x) = F'(h(x)h'(x) — F'(g(x))g'(x) = PV s pree A SRV eE Sk

e) DefinamosH (y) dr . Entoncesi(x) = IH(y) dy . Como la funcionH (y)

2
_ f !
N | 1+ sert: J
es continua, de hecho es derivable, se sigue&ie) = H(x).

Sefu du . Tenemos qué&(x) = (F o h)(x). Como las
u

0 1

derivadas d&' y de/ son conocidas podemos calcular la derivad&d&enemos que:

1 senx
h(x)? + sert h(x) x

G'(x) = F'(h(x)h'(x) =

7. Prueba que para todoe [0, /2] se verifica la igualdad:

cox serfx

j arccosvzdr + f arcsen/f:%
0 0

cox serfx
Solucion.DefinamosF (x) = f arccosyr dt + f arc sen/tr. Tenemos que:
0 0

F’(x) = —2senx cosx arc co$cosx) + 2 senx cosx arc seifsenx) = 0.

Donde hemos tenido en cuenta que para [0, 7/2] se tiene que sen=>= 0 y cosx = 0 por

lo que vsert x = senx y v/cog x = cosx. Ademas, sabemos que arc@amnx) = x para

x € [-m/2,7/2] y arccogcosx) = x parax € [0, x]. Por tanto ambas igualdades son vélidas
parax € [0,/2]. Hemos probado asi que la derivadafdes nula en el intervalf®, /2], lo
que implica queF’ es constante en dicho intervalo.

Para terminar, bastara comprobar que algun valoF dss igual ar/4. Para ello, recordemos
que arcsewr + arccosc = /2 para todax € [—1, 1]. Como cod(r/4) = sert(n/4) = 1/2,
obtenemos facilmente qué&(x/4) = = /4. ©
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Ejercicios de Analisis Matematico 5

8. Seag una funcién derivable eR y dos veces derivable én siendo adems(0) = 0. Estudia la
derivabilidad de la funciénf : R — R definida por:

=20, =14 «zo.
0

¢Esf de claseC!'?
g( )

Solucion.Pongamo%(x) = =—= parax # 0. Como

tim h() = tim E97EQ _ 1),

x—0 x—0
definiremog:(0) =g’ (0). Con ello, la funciérk es continua ei®. Deducimos quég’ es derivable
enR \ {0} y:

x g(x) * g yf X X g(t) dl
= g0y

X
La derivada def es claramente continua &\ {0}. Comprobaremos qug es continua el y
que su derivada tiene limite ®nlo que implica quef es de clas€'!. Para calcular el limite de
f en0 podemos aplicar la regla de L'Hdpital.

g()

x2

I|m f(x)= I|m g0 = Iirrl)f(x)zf(O).
X—>
Lo que prueba qug es continua efl y, por tanto,f es continua efk. Para calcular el limite de
f’(x) en0, comog es derivable, podemos aplicar la regla de L'Hépital.
"(x) — &X) Cvo!

Iim f/(x) = lim W7 ) X = _—|im 7g(x) e (x).

x—0 0 2x x—0 2x2
Este ultimo limite no puede calcularse por la regla de L'itdigiorque no sabemos gi es
derivable. Pensando un poquito, nos damos cuenta de quenpsedmlcularlo como sigue. La
idea es conseguir utilizar la hipétesis de gues dos veces derivable én

gx) —xg'(x) _ g(x) —xg'(0) + xg'(0) —xg'(x) _ g(x) —xg'(0) g'(x)—g'(0)
2x2 a 2x2 a 2x2 2x ’

Para calcular el limite de la primera fraccion@podemos aplicar L'Hépital (o el teorema de
Taylor — Young) y tenemos:

g(x) —xg’(0)

g —-g'©® 1

[im = lim "(0).
x—>0 2x2 x—0 4x 4g ©)
! —-2'(0 1 1
Y Ii%w 28 g"(0). Concluimos quen‘n f'(x) = ”(0) Concluimos quef es
xX—> X

1
derivable erd con f/(0) = ”(0) y, por tanto,f’ es continua en, luego /' es una funcion de
claseC! enR. ©
9. SeaF : [0, +oo[— R definida porF(x) = sz —* d . Estudia los extremos relativos y abso-

lutos deF, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de infleyiéalcula el limite deF’
en—+oo.

Solucién. Observa que todo lo que se pide en este ejercicio depend@mdetimiento de la
funcién derivada d&" que podemos calcular facilmente.

PoniendoF (x) = Zx e’ dr — € e'* dr, deducimos que:

Fiix)=2e* —e* =g (267" 1) (x=0)
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Ejercicios de Analisis Matematico 6

10.

El signo deF’ es el mismo de e3** _1. Tenemos que:

1 log2
26 _1>0 = e =5 & 3x? <log2 <= |x| < ,/%

Como consideramos que= 0, obtenemos qué’”’(x)= parax € [0, "’%2] y F'(x) <0 para
X = "’%2 Por tantoF' es creciente eft), "’%2] y es decreciente ¢ 'C’%Z +oo[. Deducimos
que enxgy = 4/ "’%2 la funcién F alcanza un valor maximo absoluto gn-+oo[. No hay otros

extremos relativos, ademas dg porque la derivada solamente se anulagn

Por su definicién, se tiene qug(x) > 0 para todax > 0, puesF es la integral de la funcion
continua positival—:f2 en elintervaldx, 2x]. ComoF'(0) =0, resulta queF alcanza el un valor
minimo absoluto.

Calculemos la segunda derivada.
F'(x)=—l6xe ™ 42xe™ =2xe™ (1-8e7) (x = 0)

Se obtiene facilmente quB”(x) < 0 parax € [0, /log2]y F”(x) = 0 parax = /log2. Por
tanto, F es céncava ej9, ,/log2]y convexa e /log2, +oo[. Deducimos qué tiene un Gnico
punto de inflexion enr; = /log2.

Finalmente, como:

2x 2x
2 —y2 —y2
OsF(x):fe" dr sfex df =xe ™,
X X

y lim x e~ =0, obtenemos que ith F(x) =0. ©
x—>+00 xX—>+00
Calcula los siguientes limites.
)Cz X )Cz
2 2
fser(\/f)dt xfe‘ d f(e" —e ) adr
0 . 0 0
a) lim b) lim ——— ¢) lim
— 3 -0 % -
))Cc>(()) * X0 fel‘2 sent df ))cc>(()) xﬁ
0
x2+1 et X 2 X
f - dr (f e’ dt) f(senz + cost — 1) dr
dy lim +——— lim =2 lim 2
) x—0 x2 ¢) x—>+00 fez,Z » x—0 x2
dr
0
Solucion.Todos ellos se calculan aplicando las reglas de L'Hbpital.
x2
ser(«/t) dt
. Oj . 2xsenvx?) . 2sen(|x|) . 2senx 2
alm-—m——m——=1Im————=lim-———=1lim-—— = .
x—0 X x—>0 3x x—0 3 X x—>03 X 3
x>0 x>0 x>0 x>0
x2
j sen(+/1) dt
2 . . . L
Observa queiim 073 = ——, por tanto, no existe el limite énde dicha funcion.
W= :
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e) Se trata de una indeterminacion del tfgo

2
2 2
) (foxet dl) e retdr 2 freldr
||m X A0 4 - ||m I E— - ||m > =
x—+00 IO e2t” dt x—+00 e2x x—+00 ex”
- 2e” 1
= lim > = lim —=0
x—>+o00 Qx X~ xX—>+00 X
©
11. Estudia la convergencia de las siguientes integralpsojonas y calculalas cuando sean conver-
gentes.
+o00 dx +o0 5 +o00 1
a _ ) xe ¥ dx ¢ ——dx
) lfx«/4x2+x+1 ) oj oj Vx(1+x)
+o0 4 1 +oo
I+ x log x 1
N e N e RN [ e

Sugerencias. Ea) hacerx = 1/t y end) x =tgz.

Solucion. En todos los casos, salvg y d), podemos calcular una primitiva inmediata que se
puede usar para calcular la integral y, de paso, comprobzorstergencia. Antes de haceery
d) estudia las técnicas de calculo de primitivas.

+o0 u
1 1
c ———dx = lim | ———dx =2 lim arct =.
)Oj NI u—>+ooojﬁ(l+x) v =2 lim arcigyu =
d) La funcién que se integra se hace infinita en los extremiaatgevalo—1y 1.

1
dx = Ilim dx + lim

[ f¥ j#dx_
2 ,/1_x2 t—)—lt */1—)62 t—>10 «/1_x2

=— lim arcsen + limarcsen = 7.

t—>—1 t—>1
1 ’ 9 ,
e)f—dx = lim | ——dx :—tll_r)rg)i(logz) = —00. ©
0

12. Estudia la convergencia de las siguientes integralesoioias.

1l—COSx ! X +oox+5
a)fiﬂﬁ dx . b)fix_senxdx ) fx3+xdx
0 0 0

Sugerencia. Usa los criterios de comparacion.

Solucién.
1 — cosx

x2/x

La funcién f(x) es positiva y asintéticamente equwalemg?: parax — 0. Comojol % dx
X

a) Pongamog'(x) = . Se trata de estudiar la convergencia de la integrgl da]o, 1].

1 . . T
es convergente, por ser de la forg%axia dx cona = % < 1, deducimos, por el criterio limite

de comparacion, que la integrﬁlf(x) dx es convergente.

x+5 . - :
3 . Es una funcién positiva parsa= 0. Se trata de estudiar la conver-
X X

gencia de la integral d¢ en]0, +o0o[. Para ello estudiaremos la convergencia de las integrales

¢) Pongamog'(x) =
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13.

14.

de f en]0, 1]y en[l, +oc[. Tenemos las equivalencias asintoticas:

x+51 5 x+51 1
e o 0), ) =22 L (x = +00)
l+x2x x x+1xr x?

S(x) =

Comola integraﬁ”’"}%2 dx es convergente, se sigue que la integrafdm|1, +oo[ es conver-
gente.

Como la integraU"o1 % dx es positivamente divergente, se sigue que la integrgl dalo, 1] es
positivamente divergente. Por tanto la integralfden]0, +oc[ es positivamente divergente?)

Estudia la convergencia de la integral

+o0
- f o X + senx
X —senx
Segun los valores dec R.
o X 1 senx

Solucion. Pongamosf'(x) = x . Como|senx| < x paratodax > 0, se sigue que

f(x) > 0 paratodax > 0. Se trata de estudiar la convergencia de la integrgf @a]0, +oof.
Para ello estudiaremos la convergencia de las integralgsad0, 1]y en[1, +oo[. Tenemos las
equivalencias asintoticas:

1
X +senx ~2x y x—senx~§x3 (x = 0)= f(x) ~6x*2 (x = 0)

Comola integra[o1 x*"2dx es convergente si, y sélo &i,—2 > —1, deducimos que la integral
de 1 en]o, 1] es convergente si, y solo &i,> 1.

Tenemos también la equivalencia asintotitax) ~ x* parax — +oo. Como la integral
1+°°x°‘ dx es convergente si, y sélo si, < —1, deducimos que la integral dé en[l1, +oo[
es convergente si, y solo &, < —1. Por tanto, la integral d¢' en]0, +oo[ no converge para

ningun valor dex.

Prueba que la integrﬁoo sex dx es absolutamente convergente para 1, es convergente

xP

pero no absolutamente convergente flaka p < 1 y no es convergente paya< 0.
Sugerencia. Paitd< p < 1 usa el segundo teorema de la media.

Solucién.Pongamos/ (x) = 2%, Como| f(x)| < > y, parap > 1 la integralj"froo Ldx es

convergente, se sigue, por el criterio de comparacic')n,aqinietgralj’froo 22 dx es absoluta-
mente convergente paya> 1.

Supongamos qué < p < 1. Entonces podemos aplicar el segundo teorema de la medjagor
la funciénxip es decreciente g, +oo[. Dadosv > u > 1, dicho teorema afirma que hay algin
¢ € [u,v]tal que:

v C v

senx 1 1

f =7 dx = u—pfsenxdx +v—pfsenxdx.
u C

u
Teniendo en cuenta QL~I§ab senx dx ‘ = |cosa — cosb| < |cosa| + |cosh| < 2, deducimos que:

2 2
<

Tup o pp’

j” senv

xP
u

sent

De esta desigualdad se deduce que la fungitn) = J"lx =% dr satisface la condicion de Cauchy

2
en+oo. Pues, dade > 0, basta tomar, > 1 tal que—; < % (lo que puede hacerse por ser
Ug
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15.

p > 0) para obtener que para todos- u > u, es:

senx 2
dx +
xP

< _
< Up

2
— <E.
upb

|F(u) — F(v)| = ‘f

Concluimos que la funcioi'(x) tiene limite finito erH-oo, esto es, la integrf;ﬂ;roo S dx es
convergente.

Para probar que la integral no es absolutamente convergara® < p < 1 podemos razonar
como sigue. Observa que ser: 1/+/2 parax < [r/4,3m/4]y, por la periodicidad del seno,
también sera sen=> 1/+/2 parax € [2kx + /4, 2kn 4+ 37/4], dondek =0, 1,2, ... Tenemos
que paratoda € [2kw + /4, 2knw + 3w /4] es:

|sen>c|> 1 1 - 1 1 - 1 1
xP T 2 Qkr +3x/4)P T 2Rk +1)PaP T 2pp /2 (k +1)P’

Deducimos que:

2k 3m/4
o |senx| .7 1

x > :
xP 4r /2 (k + 1)P

2kn+m/4

Tenemos que para toaos N;

2nw+3m/4 |Senx| n 2kn+3n/4 |Senx| - n 1
j 5 dx = Z j 5 dx = Z YL
1 * k=1 2knpm/s 4P 2 o (k+ 1)

Como0 < p < 1setiene quék + 1)? <k + 1, luego:

- 1 S
Yo =) = Hun -
= (k+ 1P k=1k+1
donde{H,} = {1 +1/2+---+ 1/n} es la serie armonica. Sabemos ¢uif,} — +oo, por lo
que de las dos desigualdades anteriores se sigue que:

2nw+3w/4 t
i |senx| B
lim f dx = +c0 — lim f
n—o00 xP
1

t—>-+o00
1

|s

enx
| dx = +o0.
xP

Luego la integral no converge absolutamente patap < 1.
Finalmente, sip < 0 se comprueba que la funcid(x) no verifica la condicion de Cauchy en

+o00, por lo que no existe el limite d&(x) en +oo, es decir, la integrajfroo 22 dx no es
convergente. ©
Estudia para qué valores@g 8 son convergentes las integrales siguientes.

+o0 +o0
a) f x¥ef* dx  b) j
1

0

1

1
a1 _ y)B
(1P dx o) Ofx (1—=x)"dx

Sugerencia. Utiliza el criterio limite de comparacién.
Solucion.Son integrales de funciones positivas y podemos usar ligsios de comparacion.
a) Sabemos que para tosio< 0 es Im x* € =0 cualquiera sea € R. Pongamos/(x) =

xX—>+00
x®ef* Sip <0, seas = /2. Tenemos que:
im LY i s e =,
x—>+o0 X x—+00
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Por tanto, hay algum, > 1 tal que paratode >u, se verifica que% <1, estoesf(x)<e™.

Comos < 0la integralffroo e** dx es convergentey, por el criterio de comparacion, deducimos

que la integraj[’1+°° x® ef* dx también es convergente.

Si B > 0 unrazonamiento parecido al anterior, prueba que la integ@ositivamente divergente
paratodax € R. Finalmente, sB = 0 sabemos que la integral converge si, y sola:si —1. ©

16. Justifica que hay una funciéfi: R — R derivable cuya derivada et’(x) = ser(1/x) para
todox #0,y f'(0) =0.
Solucion.Como la funciér(x)=sern(1/x), h(0)=0 es continuay acotada & y tiene una uni-
ca discontinuidad e, el Teorema Fundamental del Calculo implica que la funciémiR — R
definida para toda € R por:

f(x) = fser(l/z) dr
0
es continua ef® y derivable en todo punte # 0 con derivadaf ' (x) = ser(1/x). Queda probar
gue f es derivable ef con f/(0) = 0. La derivada def en0 viene dada por el limite:

lim IN ser(l/z)dz'

x—0 X

Dicho limite es una indeterminacioén del tiﬁc(siempre es asi cuando calculamos la derivada de
una funcién continua). No puede aplicarse L'Hopital pateudar dicho limite porque el cociente
de las derivadas es justamente(d¢m) que no tiene limite ed. Como queremos probar que
dicho limite es0 el camino obligado es tratar de acotar la integral. Para ellmos a hacer
primero un cambio de variable. Suponemos en lo que sigue que.

X

= =G T sens  sens
jser(l/t) dr = [ t=1/s, d 52 } = j ds = lim >~ ds
1

; t=x,s=1/x,t=0, s =400 52 u—too. s

x x

Seau > 1/x. Podemos aplicar el segundo teorema de la media para oigmbay algin punto
¢ €[1/x,u] tal que:

u

1
sensds + 2 jsem ds.

c

u
sens
j ds = x?
1
X

=)
[
e

Teniendo ahora en cuenta q‘lfé’ sens ds | = |cosb — cosa| < 2, deducimos que para todo>

1/x se verifica que:

 sens 2 2 sens  sens
I—ds <X+ == j ds| = lim j ds | <2x? =
1 52 u2 ) 52 u=+too|) s
¥ ¥ ¥
X X
sen(1/¢) dr sen(1/¢) dr
J; ser(1/1) <2y Iimfo n1/t) _
X x—0 X
x>0

Hemos probado asi quées derivable por la derecha @ion derivada por la derecha @igual
a 0. El mismo razonamiento prueba qyiess derivable por la izquierda €ércon derivada por la
izquierda erD igual a0 (alternativamente, puedes usar gi@s una funcion par). Por tantg,
es derivableefiy f/(0) = 0.

17. Seaf : R} — R lafuncién definida porf (0) = 0, /(1) =log2y

Xz l
f(X)=J@dt 0#x#1).

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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a) Prueba quel’m1 f(x) =log2y justifica quef es de clas€’ .
X—>

1
S . t—1
Aplicacion. Calcula la integral @ dr.

. t—1 _ . .
Sugerencia: Seg(t) = @. Utiliza el primer teorema de la media para integrales phtereer

que si0 < x # 1 hay algun punte = ¢(x) comprendido entre y x? tal que:

x2
1
f@ =g [ —d.
X
Solucién.Definamosg (1) = 1. Con ello, la funciérg es continua el . Puesto que:
X2
dr
S@ = [ e
X
el primer teorema de la media implica que hay algin purtoc(x) comprendido entrg y x?2

tal que:

x2—1

I ‘ =g(c)log(x + 1).

xz d
S () = 8(0) [+ = gle)logh® ~ 1] ~loglx — 1]) = g(¢) log

x —

Puesto que, claramente se verificaque> 1 = c=c(x) > 1 = g() —» g(1) =1, de

la igualdad anterior deducimos qu@mllf(x) = log2. Por otra parte es claro quﬁr;i) f(x) =
x—= x—

0 = f(0) (observa que podemaos definir la funcidr> @ igual a0 parar = 0, con lo que es
continua er). Resulta asi qu¢ es continua ek} . Tenemos también que parg x # 1 es:

n 2x  x—1
logx  log(x2) logx

X )Cz
1 1
=—| —dt —d '(x) = = .
&) Of ogr & Oj og: =1 g(x)
Como imy—¢ f'(x) =0y lime—; f'(x) = g(1) = 1, deducimos por la proposici®@? que
es derivable en todB{, con f/(0) =0, f'(1) =1y f’ es continua efR{, es decir,/ es de
claseC!.

Finalmente, comg” ha resultado ser una primitiva geenR §, tenemos que:

logt?

1 1 1
fl—dz = [g@ydr = (1)~ £(0) = log2.
0 0

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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18. Calcula las integrales:

1 2 +00 a
X 2 3 Va2 — 2
a)!mdx, b) Of 3_|_x4dx c)_fa a? — x%dx
+00 +o0 +00
dx dx dy
d -
: Ojl—i-xz—i—yz N Of (I +»)(1+ yx?) 7 Oj (I + (1 + yx?)
1
) [x*(ogxy'dx ) TO x| dx i)fd—x
£ 9 / x3-=3x2+x+5 5 V204 8x —x?2

1/2

7) fcosz(logx)dx k) j
0

+
3

dx dx
e / _
V20 + 8x + x2 ) ej x(logx)~

2w

m)j dx )j dx )—To dx
xA2x + 1 " " 2 + cosx P x(x2+x+1)

1

Enc) se supone que > 0, ene)quey > 0, enf) quex > 1, eng)queax e Ry neN, enl) que
p>1.

Solucion.a) Esta primitiva es inmediata como puedes comprobar haciersigstitucion =1.
Pero debes reconocerla sin necesidad de efectuar dicitaciost

1 2
X 1 3y x=1 T
Ofﬁdx —garCSEI(lX )|x=0—g.

©

b) Esta primitiva es inmediata como puedes comprobar haciersistitucione®> =¢. Pero debes
reconocerla sin necesidad de efectuar dicha sustitucion.

+o0 ¥ 1 +o0 27)6_ 1 5 | X—>+00
dx = 3 dx = ——arctg— = —.
0f3+x4 2\/§0f 1+(x_z)2 243 gﬁxzo 443
Ve

) Se hace con el cambio de varialle= a sery. Tenemos que:

ol

x =asent, dx = acost dt

j\/aZ—dexz :fvaZ—aZSer?mcostdz:
—a

-
2

—TT 4
—a =asen—, a = asen—
2 2

Wl

Il
Q
[S)

vcog tcost df = a? f |cost|costdr = (—m/2<x <m/2=> cost=0)=

[SE

I +cos20) o7

2 2°

LS}

| |
ol Sl oy Sl

cogtdt =da?

|
Q

|
[N R S L]

Observacion.Al realizar un cambio de variable es importante elegir deBoapropiada el nuevo
intervalo de integracién. Con frecuencia, hay varias plidéules. Por ejemplo, en la integral

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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anterior podriamos haber procedido como sigue
x =asent, dx = acost dt

a

f\/dz—xzdx: 3 -

a —a=asen—, a = asen—
2 2

va?—a?sertacostdr =

(m/2<x<3m/2= cost <0)=

N‘;’ HN\N

7 7
:azf\/ cogtcostdt =a j|cosz|costdz
7 ¥
z 3
1 + cogq?2¢
= f O§tdl—a2j+75()dt: 2
J J 2 2
v 2

Si en los céalculos anteriores te olvidas de g(te2 = ||, y ponesv/cos ¢ = cost el resultado

gue hubiéramos obtenido es el siguiente

f\/az—xzdx—a jcoszzdt ——a2

2
Evidente disparate, porque la integral de una funcién 'pasﬁfa«/aZ — x2dx no puede serun
©

I +cos20)
—dt =—a"—.
2

N
[SE H“’E)

namero negativo.
d) Pongamos = /1 + y2. Tenemos que:
+oc0 dx +oc0
of T+x2+2 of x2+a2=_ ()f
e) En esta integral la variable de integraciénespor lo que tratamos & como un parametro

x——+oo T

x.
alx=0  2/142

1
= —arctg
o

QI»—

(una constante que puede tomar distintos valores). Tenemos
-To dx 1 +f° JY q i
= X = .
T+»A+px?)  A+»)y 2 14+ (/yx)? 20+ )y
©

f) En esta integral la variable de integraciérnyegor lo que tratamos & como un parametro. Es
la integral de una funcion racional enlLa descomposicion en fracciones simples corresponde a

A+ yx>) + B +y)

dos raices reales simples:
A B
I+ »d+ yx?)

1
A+ A +yx2) 1T4+yl+yx2

Por tanto debe verificarse la identidad
1=A0+ yx*) + B( + ).

1
e Haciendoy = —1, obtenemod = A(1 — x?)=4 = =
— X
x2

¢ Igualando términos independientes, obtenemas B = 1|— B = —1 5
— X

Tenemos para> 0:
j dy _ 1 p dy B f _
0(l—i—y)(l—i-yx2) 1—x201+y 1—x201—i—yx2

1 1 1 1+¢
log(1 +¢) — log(1 + tx?) = lo .
—x2 9t +10) 1 —x2 g(1 +1x%) 1 —x2 gl+tx2

Universidad de Granada
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Por tanto:
+00 t

d
y lim f dy _ 2logx
+ooo

of (1+y)(1+yx2)=t—> I+ A +yx?)  x2-1

g) Pongamod («, n) = [ x¥(logx)” dx . Sie = —1 entonces:

(logx)"t1.

|
I(=1,n) = f ~(0g)" dv = ——

Supondremos que # —1. Para calcular esta primitiva lo que haremos sera obtergeitumula
de recurrencia que permita calcular dicha primitiva patarea concretos de y den. Tenemos

que:
| n—1
u= (logx)" — du=n%dx o+l n
— — n__ o n—1
I(o,n) = ot pory 1(Iogx) Py x%(logx)" dx
dv=x%dx > v=
o+ 1
xotl " n
o (logx)" — parry 1I(ot,n— 1).

Esta relacion de recurrencia permite calcul@r, n) enn pasos, pues(a, 0) es conocido. ©
+o00

. x—1
h) Para calcular la mtegrag dx usaremos la regla de Barrow. Para ello,
x3—3x2+x+5
- . x—1 . .
debemos obtener una primitiva de la funciép 3 . Se trata de una funcionracional.
x°=3x2+x+45

Una raiz del denominador eas= —1. Dividiendo el denominador por + 1 tenemos que? —
3x2 4+ x 4+ 5= (x + 1)(x2 — 4x + 5). Como el trinomiax? — 4x + 5 no tiene raices reales, la
descomposicién en fracciones simples es de la forma:

x—1 . A n Bx+C
xX3-3x24+x4+5 x+4+1 x2—4x+5

= x—1=Ax*—4x+5+(Bx+CO)(x + 1)

1

e Haciendox = —1 obtenemos que2 = 104, luego4 = —=.

e Igualando coeficientes ert obtenemos que + B = 0, luegoB = %
¢ Igualando términos independientes obtenembs= 54 + C = —1 + C, luegoC = 0.

t

—1 1o 1 1
L ERN 0 NS ) U S
0x3—3x2+x+5 50x+1 50x2—4x+5

Lox—4)+2
(2x )+OI

2 v
x2—4x+5

1 17
= —~log(l -
< log( +z)+50j

t

1 1 2x —4 2 ¢ 1
=—§|Og(l+l)+ J‘idx_kgofﬂ_idx:

E0x2—4x+5 4x +5
t
1 1 1 2 1
=——log(l +1¢ ~log(t?—4t+5— —log5+- | ——— dx=
5 10901+ 1) + 75 log( +3) = 1plo9 +50j(x—2)2+1 ~
1 V2 —4r+5 1 2 2
=—-log——— — —log5+ —arctgr —2) — —arctg—1)=
5 9 14+t 10 9 +5 g ) 5 g-b
L o445 Lo 5+2arctg(t )+
=399 1 10 °9° 73 10
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Deducimos que:

+o0 t

| x| dx = Iim x| d log5 + = + =
X = x:—— _—
x3—-3x24+x+5 t=>Foo. x3-3x24x+4+5 095 5 10

1
= E(M —log5).

Observa la forma de escribir la primitiva, introduciend@auaiz cuadrada en el logaritmo con
la finalidad de poder calcular el limite facilmente. Sabendesentrada, que dicho limite tiene
que existir y ser finito porque se trata de una integral imiropnvergente. En efecto, poniendo
x f—
X)=
J/(x) x3—-3x2+x+5
f(x) > 0y se verifica la equivalencia asintotigax) ~ Xl—z parax — +oo0. Como la integral

firee ~ dx es convergente, también lo $5% f(x) dx, es decir, la integraf;, * f(x) dx es

, Se tiene qug’ es continua efo, +oo[. Para todor > 1 se tiene que

convergente. ©
1

. 7 dx . . 2 4 .

i) Pongamod = j ————— . Eltrihnomio20 + 8x — x“ tiene raices reales que son las
5 V20 + 8x —x?

soluciones de? — 8x — 20 = 0, las cuales sor2 y 10, por tanto:
x?—8x —20=(x —10)(x + 2)==20 4+ 8x — x? = (10 — x)(x + 2).

Deducimos qué0 + 8x —x2 > 0 &= —2 < x < 10. Podemos optar por racionalizar la integral
con la sustituciéon de Eulét? en la quez = —1, @ = -2, 8 = 10. Con ello, dicha sustitucion
viene dada por:

=212+ 10

Tenemos que:

241
(14122’

Haciendo los céalculos, se obtiene:

—_
e

r(t) = — r(z)=0:>t=\/§,r(z)=%:>t

19

x=r(), dx =r'(¢)ds > Vs 1
LI =0 (/1975 = 1/2 ==/ <1+z2)3d’:2f Tk
= 5 /I
=2arctg+/5) —2arc tg\/g

Otra forma de calcular esta integral, quizas mas senadldasa en la siguiente idea. Hagamos
un cambio de variable de la forma= At 4+ p por la condicién de que dicho cambio lleve el
intervalo[—2, 10] al [-1, 1]. Debera ser-2 = —A + u, 10 = A + . Deducimos que el cambio
buscado es = 61 + 4. Tenemos que:

Xx=6f+4, dx =6dr, (10 —x)(x +2) =36(1 —1?)

1
2

2 1 7
of\/(lo—X)(erZ) X=0=t=—Z2,X=x=>1=——

3 2 12

=

1 2 7
dr = arcsen- — arcsen—

V1 =12 3 12°

|
—

Wi

No te quepa duda de que se trata en ambos casos del mismadesedpresado de diferente
forma.
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Observacion.Un error frecuente en este tipo de ejercicios consiste ebiearl trinomio por su
opuesto. Las ecuacion28 4+ 8x — x2 =0y —20 — 8x + x2 = 0, son la misma ecuacion, pero
las funciones/20 + 8x — x2 y /=20 — 8x + x2 no son la misma funcion. ©

j) Esta primitiva es de las que se calculan integrando porfastecurando que la integral se
repita. Tenemos que:

dv=dx - v=x

jcosz(log x)dx = [ u=cos (logx) } = x cog (logx) +f2 coglog x) sernlogx)dx=
dv=dx - v=ux

= x cog(logx) + fser(z logx)dx = [ u =sern2logx) } _

= xcos (logx) + x sen2logx) — 2 j coq2logx) dx =
= x cog(logx) + x sen2logx) — 4 f cog(logx)dx + 2x.

Donde hemos usado la igualdad (o$ = 2 cos ¢ — 1. Deducimos que:

1
fcosz(log x)dx = g(x cos (logx) + x sen2logx) + 2x) ©
1/2 dx
k) Pongamog = f ————— Eltrinomio20 + 8x + x2 no tiene raices reales. Tenemos
V20 + 8x + x2
que:

4\ 2
20+8x+x2:(x+4)2+4:4((%) +1)

Por tanto:
1/2 1/2 1 x=1
d > 41¥=2
= f i == j 2 = argsenh)% = argsentg:.
0o V20+38x+x o <XT+4>2+1 x=0
+o00 ©
I) Pongamog( )—f dix Comop#—1 Iafunci()nf(x)—; (Io x)7P, tie-
g PI= ) x(logx)~’ P ' x(logx)® g

ne como primitivaF'(x) = l—(log x)1=*, La funcion f(x) es positiva y continua ge, +oo][.
—p
Tenemos que

+o00

( )‘x—>+oo

I(p) = = lim F(x)—F(e):L
x—>+o00 P

f dx
2 x(logx)p N -1

©

m) Pongamod =f Esta integral se racionaliza con el camhio+ 1 =2, (t > 0).

dx
x«/2x+1'
Tenemos:

I_j dx _ 2x +1=1¢2 j 2t dt f dr _
TJ xVx+1 | dx=td -1 Jr-1
t—1 V2x4+1-1
_f j =log =log——.
r—1 t+1 +1 V22X F 141
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n) Pongamod = f . Esta integral se racionaliza con el cambie tg(x/2). Para

2+CO

. . L 1
aplicar la regla de Barrow, calcularemos primero una piianie f(x) =

2 4+ cosx’
t=1tg(x/2
dx . dxg(z/dt) _Zj dr _i t arct tgE
24+ cosx S 3+t2_f ﬁ V3 g 3
CoSX = {27
tg3

2
LlamemosF(x) = ﬁ arc tg( ) a la primitiva calculada. Tenemos que:

V3

2

dx x= 271
=] — = F(Q2nr)—- F(0)=0.
sz+cosX F()[}Z5" = F@m) ~ F(0)
Resultado claramente errdbneo porque la integral de unadfucontinua y positiva debe ser un
namero positivo. ¢Dénde esta el error? Pues en que la pangjtie hemos calculado no esta
definida en todo el intervalf®, 2] pues el valor deF(x) parax = 7 no esta, en principio,
definido. De hecho, se tiene que:

lim F)= % =~ lim Fo)=-——lf T
X ==, X)=——=——
Oﬁ?gn ﬁz \/§ nic;zan \/52 \/§

Por tanto, la funciorF tiene una discontinuidad de saltonlo que implica que no es derivable
en . Es decir, la funciénF(x) no es una primitiva def(x) en|0, 2x]. Pero F(x) si es una
primitiva de f'(x) en[0, 7]y en[x, 2] (definiendo en cada cagoens como el correspondiente
limite lateral para qué resulte continua en cada uno de dichos intervalos). Luego:

f dx T dx
I = X—>m F x=2m _
0f2+c03x +n 2 4 cosx Flimg + PO
. 2
= Xlﬂ)”r}r F(x)— I|m F(x)= f
O<x<m n<x<2n

ObservacionesAl hacer un cambio de variable para calcular una integrahiizfihay que tener
presente la correspondencia entre intervalos. La fundi@realiza el cambio de variable debe
ser continua en su intervalo. En el ejemplo anterior, el ¢amdalizado es = tg(x/2), pero la
funcionx — tg(x/2) no esta definida en todo el intervdlp2r]. Cuandox recorrel0, 27], x/2
recorref0, r] y la tangente no esta definida &ne [0, r].

También se evitan errores siguiendo el procedimiento ymaralrealizar cambios de variable en
integrales definidas. En el ejemplo anterior debemos altag valores de que corresponden a
x =0y ax =2n lo que nos daria los nuevos limites de integracign/. Asi obtendriamos que
parax =0esc =tg0 =0, y parax =27 esd =tg(x) = 0. Ya vemos que aqui hay algo que no
va bien.

Estos errores estan propiciados porque la notacion quenssaama las integrales indefinidas (las
primitivas) no tiene en cuenta el intervalo en que traba@mease es un dato muy importante
que no se debe olvidar cuando calculamos integrales definida

Para calcular integrales de funciones trigopnométricasl@ser Util tener en cuenta que dichas
funciones son periddicas. Supongamos dueR — R es una funcién continua y periddica

con periodax, es deciri(x + «) = h(x) para todox € R. Entonces se verifica que la in-

tegral de/ en cualquier intervalo de longitud es la misma. Es decir, para todoe R es

[X* h(t)de = [ h(r)dr . La comprobacién de esta igualdad es inmediata porque Ediun
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H(x) = [XT*h(1)dr es derivable con derivadd’(x) = h(x + &) — h(x) = 0, luegoH es una
funcién constante.

Aplicando esto en el ejemplo anterior, y teniendo en cuem¢eed|coseno tiene perioda y es
una funcion par, tenemos que:

T

dx

d
0j2+005x :_£2+005x :_£2+c03x+0fz+005x:20fz+c03x

Esta Ultima integral si puede calcularse directamente koangbior = tg(x/2). Aunque dicho
cambio convierte la integral en otra integral impropia pergl intervald0, =] se transforma
biyectivamente, por la funcian — tg(x/2), en el intervald0, +oc[. Tenemos que:

x t—>+00
——=[t=tg(x/2)]=2 arctg— =—.
sz+cos It =19(x/2)] j3+t2 V3 gﬁ,=o NE]
©
t
p) Para calcularlamtegr{ ———— dx usaremos laregla de Barrow. Para ello, debemos
x(x2+x+1)
1
obtener una primitiva de la funmonm Se trata de una funcién racional. Como el
XX
polinomiox? + x + 1 no tiene raices reales, la descomposicion en fracciongsesimas de la
forma:
1 A Bx+C

x(x2+x+l):7+x2+x+l

Multiplicando e identificando numeradores:
l=A*+x+ 1)+ (Bx+CO)x
Haciendax = 0 obtenemost = 1. Igualando coeficientes de& se tiened + B = 0, por lo que
B = —1. Igualando coeficientes dese tiened + C = 0, luegoC = —1.
( 1 o1 x4 1

[t g =[La —fidxz
lx(x2+x+l) [ X x2+x+1

t

f 2x +1

=logt —
g +x+1

_
HH“‘

| +x+1

1
?!(x+1/z)2+3/4dx:

1 1
:Iogz—EIog(12+t+1)+5Iog3—

B ( )+Iog3_ift 23
z2+z+ 2 31(2_x+i)2+1
NG

( z2+z+ )+|O§3_%arCtg(7+%)+%arctgf_

3 1

%§+|Og — + —

()~ el 5+ )
Como:
lim lo

t 1 b4
————]=0 lim arct —.
1=>+o0 g(\/t2+z+1) 1=>+o0 g(f f) 2
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19.

20.

Concluimos que:

oo 1 _log3 w 7 log3 /3

———dx = + — = - —.
lfx(x2+x+l) 2 373 243 2 18

©

Calcula las primitivas| €* cogbx)dx,y fe‘”‘ sen(bx) dx . Supuesto que < 0, calcula las

+o0 +00
integralesf e* cogbx)dx y f e ser(bx) dx.
0 0

Solucién. PongamosF(x) = je‘”‘ cogbx)dx y G(x) = fe‘”‘ sen(bx) dx . Integrando por
partes se obtiene:

F(x) = [(;lv :Cgibg” = e cogbx) + EG(X)
_ | u=senbx)
Glx) = |:dv = e dx:|
1 b b2
F(x) = P e cogbx) + ) e senbx) — a_2F(x) =

X

=

! e serbx) — éF(x)
a a

F(.X) = m (a Coibx) =+ b Ser(bx))

m( — bcogbx) + asenbx))

G(x) =
Como|e?* cogbx)| < e, | sen(bx)| < Xy, paraa < 0, la integral impropi 0+°°eﬂx dx
es convergente, se sigue, por el criterio de comparaciétaqdategrale§0+°°e“" cogbx)dx y

f0+°°e”x sern(bx) dx son absolutamente convergentes. Sus valores viene dados po

+o00

X xX—>+00 , a
Ofe“ coshx) dx = F(x)[[Z ™ = lim F(x) = FO) = —F(0) =~ =45
Toeax serbx)dx = G(x)[*_F® = lim G(x) — G(0) = —G(0) = b
J x=0 X—>—+00 (12 + b2

Otra forma de calcular las primitivadsy G es usando la exponencial compleja como sigue:
F(x) +iG(x) = jeﬂx (cogbx) + i ser(bx)) dx = je<“+“’>x dx =

1 ; a—ib
= (a+ib)x _ i =
=rn S Ty @ (cosby) +iserby))=

= ﬁxbz (a cogbx) + bsenbx) + i(— bcogbx) +a ser(bx))) )

E igualando partes real e imaginaria volvemos a obtenersshmresultado anterior. ©
Estudia la convergencia de la integral

+o0 _
x2n 1

-1
Prueba que para= 2 esl, = n—+21,,_1. Calculaly, I, e I3.
n
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21.

22.

x2n—1

(1 + x2)(n+3)'
Ademas, comgf es un cociente de dos polinomios de gradles- 1 y 2n + 6 con coeficiente
lider iguales al, se verifica la equivalencia asintotigdx) ~ % parax — 4oc0. Como la

integral impropiaj’;”’oxl—5 dx es convergente, deducimos por el criterio limite de congidina
quel, es convergente para tod& N.

Para obtener la formula de recurrencia del enunciado debbawer una integracion por partes.
La eleccién de las funcionesy v es obligada:

Solucion. Pongamosf'(x) = La funcién f es continua y positiva €[y, +oo].

+j x2n=1 d u=x>72- du = (2n—2)x?"3
. 1+ x2)(n+3) dv :W Sy = _mz(l + x2)™n2
1 X212 e g n—1
== +—=h-1= In—i.
2n+4(14+x2)y+2|, _, n+2 n+2

Tenemos que:

2) 3‘x—>+oo _ 1

———1 .
1+ 3

X
= 0f(1+x2)4d

Con ello:
I, = 1I _ 1 1; = 2I _ 1
2T T PTS5? T 60
©
Seaf continua en un intervald y seaa € I. Prueba que para todoe I se verifica la igualdad:

Jo—nrow = | ( [ 76 ds) d

a

Solucién.Pongamos:

F(x) = j(x — ) f(t)dt =x ff(z) dr — fzf(z) dr

G(x) :f<jf(s)ds) dr .

Como f es continua, las funcionddy G son derivables efi y sus derivadas estan dadas por:
X X
F'(x) = [ foydr +xf(0) = xf(x) = [ f(s)ds = G'(x).
a a

Como, ademéa#'(a) = G(a) = 0, concluimos queF y G coinciden en todo punto de ©

Sea f:R} — R una funcién de clas€'!, estrictamente creciente y tal qu&0) = 0. Sea
g = f~!lafuncion inversa d¢' y seaaz > 0.

a) Prueba que:

Sf@ a a
[ gdy =[x/ () dx =af(@ - | fx)dx.
0 0 0

b) SeaJ = f(R?) el intervalo imagen d¢'. Prueba que la funciéh : J — R dada para todo
teJ por:

h) =at - | g(»)dy,
0
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23.

alcanza un méaximo absoluto dny deduce que para todoe J se verifica:

a b
absff(x)dx +Ig(y)dy
0 0

¢ Cuando se da la igualdad?
Solucion.a) Haciendo primero un cambio de variable y después integrpar partes:

f(a) a a
= f(x), dy = f'(x)dx ,
g(y)dy = [y / a } = [¢(/()f/(x) dx = [xf"(x) dx =
Of 0=£(0). f(a)= f(a) Of Of

u=x, du = dx x=a | ‘
o P ] B [ rear =ar@- [ e

b) Tenemos qué’(r) = a — g(¢). La funciéng es estrictamente creciente én= f(R}). Sea
= f(a) > 0. Entoncesc € J y g(¢) = a. Deducimos qué’(x) > Opara0 < x < cy
h'(x) < 0 parac < x. Por tantd: es estrictamente creciente[énc] y estrictamente decreciente
enfc, +oo[, luegoi(t) < h(c) paratoda € J \ {c}, y h alcanza er = f(a) un maximo absoluto

enJ. Deducimos que para todos J esh(b) < h(f(a)), es decir:

b f(a) a a b
ab— [ g()dy <af@- [ gdy = [ f(x)dx=ab< [ f(x)dx + [ g(r)dy.
0 0 0 0 0
La igualdad se da si, y s6lo ¢i,= f(a). ©
Estudia para qué valores@e R es convergente la integral

1
I(a) = jx“ arctgx dx.
0

Calcula su valor para = —3/2.

Solucién. Pongamosf(x) = x* arctgx. La funcién f es continua y positiva e}, 1]. Como
arctgx ~ x parax — 0, se sigue quef(x) ~ x**! parax — 0. Como la integraﬂ"o1 x%dx
converge si, y s6lo sk > —1, deducimos, por el criterio limite de comparacién, que tagral

fol f(x)dx converge si, y s6lo siy+1 > —1, 0 seap > —2. Para calculaf (—3/2) integramos
por partes para eliminar la funcién arcty después hacemos un cambio de variable.

1 u = arctgx — du

3 1-‘:—x2
_ =[xz = 2 | =
1(-3/2) fx arctgx dx R
0 Jx
=1
2d
Jx NS
1
2dx ) i 1
=t t>0|=—= 44| —dr.
j\/_(l+x2) [¥ J 2t Ofl+t4
Para calcular la integrdl = fo - df lo primero es calcular las raices del denominador que,

evidentemente, son todas complejas e iguales a las raicgsaas cuartas de la unidad. Como
—1 = €7, dichas raices son los nimeros:

2krr

q=€id ™ =did'T [ =0123.
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Sabemos que dichas raices vienen en pares de complejogadogu Luego deben sef, xo y
X1, X1, donde:

[ . | T . .
X():el4=—+l—, X1=X09l2=lX0=——+l—.

V2o V2 V2o V2

Luego:

x*t+1 =(x—Xx0)(x = Xo)(x —x1)(x —X1) = |x—x0|2|x—x1|2=

=((x = 1/vV2)2 +1/2)((x + 1/¥2)* + 1/2)=(x? — V2x + D(x* + v2x + 1).

Si no sabes calcular las raices complejas cuartad o que seria bastante lamentable), puedes
obtener la anterior descomposicion utilizando el hechasgecgrresponde a dos factores cuadra-

ticos irreducibles y, por tanto, debe ser de la forma (loficieates dex? deben ser, claramente,
iguales al):
P+ 1= +ax+b)(x* +cx +d)

Desarrollando esta igualdad e identificando coeficientesislve a obtener la descomposicién

anterior.
La descomposicién en fracciones simples es de la forma:

1 _ Ax + B Cx+D

T+x% x2-2x+1  x24+/2x+1
1=Ux+ B)(x*+V2x + D+ (Cx + D)(x? = V2x + 1) —

1=B+ D+ (A++v2B+C —2D)x + (V24 + B — V2C + D)x*+ (4 + O)x?

Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones
B+D=1,A+~vV2B+C—-v2D=0, V24+ B—-2C+ D=0, A+C =0

que se resuelve con mucha facilidad resultadde —C = ﬁ B = C = 1. Ahora solamente

queda calcular las correspondientes primitivas. Estojtmira que lo completes ta. Es algo que
ya debes saber hacer y que se hizo en general al estudiagdaaicibn de funciones racionales.

El resultado final es:

1
I 24/2
fx_% arctgedx = —% + 7+ 1090 +2v2)

; V2

24. Calcula el area de las dos partes en que la pargbola4x divide al circulox? + y2 = 8.
Solucioén.

Hay que calcular los puntos de interseccion
de la parabola y de la circunferencia. Para
ello calculamos la raiz positiva de la ecuacion
x%+4x—8=0que esx=—242+/3. Los puntos de
interseccion son, por tant@y, 2./a) y (o, —2./a).
Teniendo en cuenta la simetria, para calcular el area
de la parte azul del circulo es suficiente calcular el
area de la region comprendida entre la circunferen-
ciay la pardbola cuandoe [0, ], es decir, el area
de la region coloreada en rojo. Se trata de una re-
gién de tipo | cuya area viene dada por:
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S

o o o
(v8—x2—2ﬁ)dx :fv8—x2dx —fol/zdx :j\/S—dex —goﬁ/z.
0 0 0

Calculemos la integral que falta.

arc selﬁ%) arcseri-%-)

o NE
f\/8—x2dx=[x:\/§senz]:\/§f cos tdt =2v2 f H—cfos(zz)dt:
0 0 0

1
= v2arcser(a/v/8) + 7 sen(2 arc sefia/+/8)).

Por tanto, el are&, de la regién en rojo es igual a:
1 4
S = v2arcser(a/v8) + 7 sen(2 arc sefia/+/8)) — goﬁ/z

La solucidn obtenida puede simplificarse mas usando quyé.ses 2 senx cosx pero, tal como
esta, puede considerarse correcta.

El area de la parte del circulo interior a la parabola (celdeeen azul) es igudlr — 25, vy el
area de la parte del circulo exterior a la pardbola (zonasilianeroja) es igual atw + 2.

Otras formas de hacer este ejercicio son las siguientes.

. . . B} (@, 2/a)
Teniendo en cuenta la simetria, el area de la parte
azul del circulo es igual a:
o JE V3
2j2\/§+2jv8—x2dx ) ©
0 o
que se calcula como antes. (@, —2./a)

También puedes hacer este ejercicio cambiando los ejegif@®mdo una region de tipo Il en otra
de tipo I) como en la siguiente figura obtenida simetrizamdariterior respecto de la bisectriz
del primer y tercer cuadrantes.

El area de la parte azul del disco es igual a:

2/ o

j (V8—x2—x2/4) dx

—2/u 2Ja O 2/a
que se calcula igual que antes. ©
y =
A= (a,
0

25.

Calculaa > 0 por la condicién de que el sector
parabdlicoOA B de la figura de la derecha tenga

area minima. El punt® es la interseccion de la B
pardbolay = x? con su normal en el puntd =

(a,a?).

x2

a?)
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26.

Solucién.

Sabemos que la normal a una curva de ecuagiéa f(x) en un puntda, f(a)) es la recta de

- 1 .
ecuaciony = f(a) — ——— (x —a). En nuestro caso la curva es la parabpla x> cuya normal

f' (@)

1 . . . .
en el puntqa, a?) es larectay = a® — 2—(x —a). Lainterseccién de dicha recta con la parabola
a

. . ., 1
se obtiene resolviendo la ecuacith= a2 — 2—(x —a), esto es2ax? + x —a—2a* =0, cuyas
a
soluciones son:
—1+/1+4@+2d*22a —1+V1+8a>+16a* —1+/(1+4a?)?
4a 4a N 4a N
—1+(1+44>) )¢
4a N

1 + 2a?
2a

1424

Pongamosy =—
viene dada por

. Tenemos qué = (xo, xg). El &rea del sector parabdlico de la figura

G(a) = j (a2 — %(x—a)—)ﬂ) dx :[ 2y — %(x—at)2 — —x3}x=a =

X0
Y rar L
3 4a = 4843
Para calcular el minimo de esta funcién se procede de la foso. Calculemos los ceros de la
derivada.

G'(a) =4a* + 1 ! ! —0<:>42+1—l 1+1 =
g)=3aa 4 16a* a y) 4a2 )~

1
=——@i*+1) = l6a*=1<a*=—
feat 4 T “ TS

Comoa > 0, la Gnica solucion es = 1/2. Teniendo en cuenta que para tade 0:

1 1
G"(a) =38 — 4+ —>0,
(a) a+ P + 125

. 1
yque im G'(a) = —oo, lim G’(a) = +oo, deducimos que pafa< a < = esG'(a) <0,y
a—0 a—>—+oo 2

1 .
paraE < aesG'(a) > 0. De aqui se sigue que decrece efi0, 1 /2]y crece erjl/2, +oo[, por
lo que alcanza un minimo absolutoes- 1/2. ©

Con un disco de radi® queremos hacer, recortan- A
do un disco concéntrico de radig una arandela
como la de la figura de la derecha. Se pide calcular
el radior por la condicién de que el area de la parte
de la arandela que queda a la izquierda de la recta
x =r (sombreada en gris) sea maxima.
Sugerencia. Tomar como variable.

., B
Solucion.

Todo lo que hay que hacer es calcular el &rea de la parte sadale la arandela. Podemos hacer
esto de forma completamente elemental introduciendo cariable la medida en radianes,
del &ngulo indicado en la figura.
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Con ello tenemos que= R cosf. El area buscada es igual al area del disco gram@é)Y menos
el area del disco pequefio((R cos?)?), menos el area del sector circu@BA (IR?) mas el area
del trianguloOA4 B (R cosfR send). Por tanto, la funcién a maximizar es:
f(0) = nR*—m(Rcost)*—6HR*+ R costR send = R*(w—6—m coS* 6 +cosh send)=
= R*(w serf § — 6 + cosh serd),

definida par® < 6 < &r/2. Calculamos la derivada:
£'(0) = 2R* send (i cosh — send).

Se sigue que el tnico cero de la derivada en el intervalo destdalefinidg’ es ey =arctgr €
10, z/2[. Como ser® = 0, el signo de la derivada es igual al signordeost — senf. Deducimos
que f'(f) > Oparad < 0 < by y f'(F) < 0 paraty <6 < m/2. En consecuenciaf es
creciente e, fy] y decreciente eft, 7r/2]. Por tanto el valor maximo absoluto gesn[0, /2]
se alcanza efly. El valor der correspondiente es:

R
NS

Alternativamente, podemos calcular directamente, enidargder, el area del segmento circular
determinado por la cuerdéB, que viene dado por:

R
ZJ\/RZ—xzdx
r

r = Rcosty =

En consecuencia, el area de la parte sombreada de la araiefelalada por:
R
g(r)=nR*—nr? —2f vV R?2 — x2dx
r

donde0 < r < R. Por el Teorema Fundamental del Calculo, la derivada dene dada por
g'(r)=-2nr +2v R2—y2

Cuyo Unico cero esy = . Se justifica facilmente que dicho valor corresponde al ma-

R
V1+n?
ximo absoluto dey en|0, R]. ©

27.

Calcula para qué valor de la curvay = A cosx
divide en dos partes de igual area la regién limitada
por la curvay = senx y el eje de abscisas cuando
0<x<m/2

Solucién.

El &rea limitada por la funcién seno entve= 0y

x=m/2,€s igualj’o7 senx dx = 1. Por tanto, de- |
bemos calculai por la condicion de que el area |
de la region2, en amarillo en la figura de la dere- |
cha, seaigual &/2. Llamandaz al Gnico punto de :
corte de las graficas=senx, y=Acosxenelin- O a
tervalo[0, /2], el cual viene dado por la igualdad

A cosa = seru, dicha area es igual a:

y =senx

y = A cosx

SIE|

T
a

2
fsenxdx +I)»COSde =1+ A—cCcoSa — Asemn.
0 a
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28.

29.

Debera verificarse que+ A — cosa — A sena = 1/2. Teniendo en cuenta que:

1 1
rcOosa =sea = tga=A = —— =1+1% = COSt = ———,
ga coga + NS}
donde hemos tenido en cuenta que cdmea a < x/2, cosa > 0. Sustituyendo ahora en la
igualdad anterior y teniendo en cuenta que debg sel, obtenemos:

1
1+A—c05a—ksem=§ & 1420 =2cosa + 2hseru =2(1 + A?)cosa &

3
- =2VI+A2 & (1+20)2=4(1+2%) & A=>

1
1420 =21+ A>)— .
TA=2 ) s 4

©

Calcula el area encerrada por el bucle de la cufva x(x — 1)2.

Solucion.En problemas de calculo de areas debemos hacer, siempre gaa nomplicado, una
representacion grafica para visualizar la region del plarya @rea queremos calcular, de esta
forma se evitan posibles errores. La curva de ecuagfos x(x — 1) es simétrica respecto al
eje de abscisas, pues para cada valor tBnemos dos valores opuestos)dejue vienen dados
por y = /x|x — 1|, y = —/x|x — 1|. Observa que esta curva esta definida pata0. Los
puntos de corte de la curva con el €& sonx = 0y x = 1. El bucle del enunciado debe estar
comprendido entre ellos dos.

Parad < x <1 la parte de arriba de la curva gs=

/x(1 —x). Tenemos que’ = ﬂ Deducimos
2/

que es creciente pafa< x < 1/3 y decreciente

paral/3 < x < 1. Ademas, la derivada segunda es

negativa, por lo que se trata de una curva céoncava O 1

(la parte de arriba del bucle). Con estos datos ya

podemos representar la curva.

Teniendo en cuenta la simetria, el area pedida viene dada por

1
8
20f\/§(1—x)dx =13

©

Calcula el area de una elipse de semigjg$.

Solucién.Por medio de un giro y de unatraslacién (que son movimierglqdano que conservan
el &rea), la ecuacion de la elipse puede escribirse de laform

2 2 b
Lo = y=*—-va>-x?
a

a’? b2

El &rea pedida viene dada por la integral:
b a
- f 2va? — x2dx = mab.
a
—a

Donde, para evaluar la integral hemos usado la tabla detwasiinmediatas. Para el caso en
quea = b = r, es decir, la elipse es un circulo de radjmbtenemos la conocida formuta-?
para el area de un circulo. ©
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30. Calcular el area del I6bulo del folium de Descartes dacién cartesiana® + y* — 3axy =0,
a > 0.

Sugerencia. Expresa la ecuacién en forma polar.

Solucion. Sustituyendoc = p cosit, y = p send en la ecuacion dada, después de simplificar por
p?, se obtiene:
p(cos'y + sert®) — 3a cosy send = 0.

Observamos que esta ecuacion implica que en los puntos ke dicva debe verificarse que
cos ¥ + serf # 0. Pues si fuera cds$ + serf? = 0, la ecuacién anterior implica que también
cost sent = 0, de donde se sigue facilmente que ¢os senmy = 0, lo que es imposible. En
consecuencia, la ecuacion polar de la curva puede eserdirka forma:

3a cosy send

p=pr) = cosy +sefdd’

Se verifica quep(d) = —p(¥ + 7). Ademas,

Iim p@) = I|m p(¥) = —oo. Por tanto, la
Y—>—m/4 —37/4
¥ >—m/4 19<3rr/4
rectay = —x es una asintota de la curva. Para

¥ €] — n/4,0[ tenemos que(¥) < 0y, por tanto,

las coordenadas polares del punto correspondien-
te son(|p(®)|, 9 + 7); comoy + & €]3x/4, 7|
estos puntos estan en el segundo cuadrante. Para
U €]0, /2] tenemos quep(¥) > 0y los puntos
correspondientes a estos valoresidestan en el
primer cuadrante. Para

¥ €] /2, 37 /4] tenemos que(?) < 0y los puntos correspondientes a estos valores tienen
angulo polarny — & €] — /2, —n /4|, por lo que estan en el cuarto cuadrante. El I6bulo de la
curva debe corresponder a los valoregidemprendidos entre dos ceros consecutivos gee
solamente pueden sér=0y ¢ = n/2.

El &rea pedida esta dada por la integral:

9a? cog Y serty
(cosv + sertd))?

1

I== [ p@)>?dy = j

e HN\N

Parece una integral bastante impresionante, pero es t@@mga. Se trata de una funcion
racional par en seno y en coseno. Como ya debes saber, ds@sles se racionalizan con
el cambio de variable t§ = ¢.

_ 1 2 _ t—>+o00
- cosﬁ_m 32I 6t d;2=§a2 13 =§a2.
senﬁ_J+_ 14123 4 1415 4

0 =0,t=0;0=7%1t=400

31. Calcula el area de la region comun a las dos elipses

[

2 2 2

A Xty
tz=1L  (E) 5+

Sugerencia. Representa graficamente las elipses. Usadaisipolar para simplificar los célcu-
los y pasar a coordenadas polares.

(E1) =1L
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Solucién.Este ejercicio puede hacerse en coordenadas cartesiaamabigh pasando a coorde-
nadas polares. Vamos a hacerlo de las dos formas.

Puedes ver las elipses en la figura 1. Por simetria, paral@akluarea pedida es suficiente
calcular el area de la parte com(in de las elipses que quetipraner cuadrante. En coordenadas
cartesianas dicha regién, que se ha representado ampledar@cha de las elipses, es unién de
dos regiones de tipo2; y ©2,, cuyas areas ya sabes calcular. La gréficas de las partempsepe
de las elipse&’; y E, vienen dadas respectivamente por:

b
M ==vVa=x2 a0 =3V -2,
a

Los puntos de interseccion de las elipses se obtienen iresdivia ecuacion

g‘/az_xzzg,/bz_xz

. ab ab
cuyas soluciones som = +————. Pongamosx = ————. Puedes comprobar que
/(12 + b2 /(12 + b2

y1(a) = y2() = . Por tanto, los cuatro puntos de interseccion &ba, +«). El area pedi-
da esigual a:

[ b
4A(Ql)+4k(92)=4j§\/a2—x2dx +4ngb2—x2dx.
0 o

b (o, @) I yi(x)=2Va2—x2
(o, )
b
a o Q)
ya(x) = /b2 —x2
b

o

Figura 1. Area de una regién limitada por dos elipses

Una primitiva de estas integrales se calcula facilmentpo8iendo quéx| < ¢, tenemos que:

f\/cz—xzdx =[x=csenz]=c2fcosztdz :cszos(zz)dtz

2
t sen?2t) t serv cost  ¢? x 2x x?2
2 2 2 2
=c¢'z+c"——=c"s+c"——F——=—arcsen-+ ——/1 - —=
CRte Ty Tt 2 T o e
2
=< arcser + 22— x2.
2 c 2
Por tanto:
b 1 b 1
jyl(x) dx = % arc sen)af + Exyl(x), fyg(x) dx = % arcsen)bﬁ + Exyz(x).
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Teniendo en cuenta qug («¢) = y2(x) y quey(b) = 0, obtenemos que:

40(21) + 4A(R22) = 2ab (arcsen% + % — arcsen%) =

T b a
=2ab (— + arcsen—— — arcseni) =
2 Va? +b? Va? + b2
b
= 4ab arc sen——-.
va* + b?

Donde en la Gltima igualdad hemos usado que para.todd—1, 1] se verifica que arc sen+
arcsenv'l — x2 = 7, como facilmente puedes comprobar.

Otra forma de proceder es como sigue. Recordando
(ver ejercicio resuelto 29) que el area de una elipse
de semiejes y b es igual arab, para calcular el
area pedida es suficiente calcular el area de laregién
A interior a la elipset; y que queda por encima de

la elipseE; . El &rea pedida seré igualérab /2 —
A(A)) = wab — 2A(A). Tenemos que:

y=y2(x)

AA) = f(yz(x) —y1(x))dx =ab (arc seni arc seni)

El &rea pedida es igual a:

wab —2A(A) =2ab ( + arc seni arc seni)

Valor que coincide con el antes obtenido.
p=p1(?)
Podemos hacer este ejercicio usando las ecuacio- Aq
nes polares de las elipses. Para ello, ponemss o (d
pCosy, y=psend y sustituimos en las respectivas Aj p=p2(9)
ecuaciones obteniendo:
ab ab
(E1) pr=p1(P) = (E2) p2=p2(P) =
Vb2 cogd + a? serdd VaZcogd + b2 sertd

Por los célculos hechos antes, sabemos que las elipsesaemgana valores dg igual at /4y
+37/4. Sino lo supiéramos deberiamos calcular dichos valoresaerdo la ecuaciop; () =
p2(¥). Podemos calcular facilmente en coordenadas polareseetiéda region comun a las dos
elipses que queda en el primer cuadrante. Su valor vienegtado

MO+ 2A) =3 [ @2 dd + 3 [ () dd.
0

5

IS Hw\:&

Para evaluar estas integrales, calcularemos una prinajin@piada.

j d =[tgt=x]=jd7x2=iarctg(§tgz).

u? cost + v? ser¥t v +u?x?  uwv
t=%
=0

+ arctg(é tgz)
a

(— - arctg + arctg— ) =ab arctgé
2 b a

Por tanto:

t—

=

AA) + A(Ay) = ab (arctg(b tgz)

2
ab
2

AR9N
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Donde en la dltima igualdad hemos usado que atct@rctg1/x) = 7 paratodox > 0, como
facilmente puedes comprobar. Concluimos que el area dgilreomuan de las dos elipses es:

b
40(Ay) + 4X(Ay) = 4ab arctg—.
a
Comparando con un resultado anterior, deducimos que debe se

b b
arc tg— = arcsen————.

va* + b?

Equivalentemente, poniendo= % que es un nimero positivo cualquiera, debe verificarse que:

arctgx = arc seni

V14 x?
Igualdad que puedes comprobar muy facilmente calculandalelavada de la funcion
h(x) = arctgx — arc sen—=— parax €R. ©

V14x2

) L rx\2/3 2/3
32. Calculalalongitud de la astrou{eu) + (—) =1,a>0.
a a

Sugerencia. Obtener las ecuaciones paramétricas dedalastrusar la simetria.
Solucién.

Como debes saber bien, dos nimenosy tales
queu? + v? = 1, pueden escribirse en la forma
u = CoSt, v = sery para algin valor de € R; y
dicho valor es Unico si se eligen valores paen

un determinado intervalo semiabierto de longitud
27. La ecuacioén cartesiana de la astroide es de la
formau? + v? = 1 dondeu = i/%y v= {/g Por
tanto, podemos representar los puntesy) de la
astroide en la forma(z) = a cos't, y(t) = a ser't
donder €[—m, x]. Estas son las ecuaciones paramé-
tricas de dicha curva. Observa que las coordenadas

de los puntos de la astroide de pardmets® obtienen elevando al cubo las coordenadas de los
puntos de una circunferencia centrada en el origen de r&dioEsto pone de manifiesto las
simetrias de la astroide con respecto a los ejes coordepadosrespecto al origen. Los puntos
de la astroide que estan en el primer cuadrante correspanggares de < [0, 7/2]. Teniendo

en cuenta la simetria de la curva, la longitud de la mismaavilama por:

%
Vx'(02 + y' ()2 dr = lzaf Vcostsertr + serft cogr dr =
0

© iy

4
7 7 7
=12a \/ 0t sertt(cost + sertr) dt —lzafcost sent df = 6afser(2:) dt = 6a.
0 0 0
©
x* +48

donde2 < x <4.

33. Calculala longitud de la curva=
Solucién.Lo Unico que hay que hacer es calcular la integral:
4

4 4
2 _ x*—16 x +16 E
2f,/ler(x) dv = 1+( - —a o

2
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34.

35.

Calcula el volumen del sélido engendrado al girar ladegjimitada por la parabola? = 4x y
la rectax = 4 alrededor de dicha recta.

Solucion.Podemos emplear el método de los discos y también el de lasdaimtubos.
Por el método de los discos debemos integrar las
areas de secciones perpendiculares al eje de giro.
Observa que debemos tomar como variable de in-
tegracion la variable. Los puntos de corte de la
parabola conlarecta s@h, 4) y (4, —4). Por tanto,

en la region indicada, tenemos ques [—4,4]. La
seccion por una recta horizontal es un disco cuyo
radio en cada punto de la curva= y?/4 es la dis-
tancia de dicho punto a la recta= 4, que es igual

a4 — y2/4. El volumen pedido viene dado por la
integral:

4
1024
—4

Para calcular el volumen por el método de las laminas o tublerdos tomar como variahte
Hay que tener en cuenta que cada segmento vertical de abspigagira tiene de longitudl,/x
y su radio de giro respecto al ejedes x. Por tanto el volumen pedido viene dado por la integral:

1024

4
2 j(4 —x)4/xdx = n?
0

Observa que haciendo un giro y una traslacion, este
ejercicio equivale a calcular el volumen del cuerpo
de revolucion obtenido al girar la parabgia= 4 —
x2/4 alrededor del ej@X.

y=4—x2/4

—4 X 4

Calcula el volumen del sélido engendrado al girar laGregjimitada por las parabolag = x,
x? = y alrededor del ej@.X .

Solucion.Observa que para que para que las dos igualdgdesy, x? = y tengan sentido debe
serx >0 ey > 0. Por tanto, la igualdad;? = x equivale, por sep >0, ay = /x. Es inmediato
que los puntos de corte de las parabolas@®o6) y (1, 1). Podemos emplear el método de los
discos y también el de las laminas o tubos.

Por el método de los discos (arandelas en este ca-
s0) debemos integrar las areas de secciones perpen-
diculares al eje de giro. Observa que debemos to-
mar como variable de integracion la variabley @~ [ ‘
que en la region indicada, tenemos que [0, 1].
La seccion por una recta vertical de abscisas y=vx
una corona circular o arandela cuyo radio interior
esri(x) =x? y radio exterior, (x) = /x. Por tan-

to el volumen pedido viene dado por la integral: Y=x2
1 1 37 !
nof(rz(x)2 —r(x)}Hdx = nof(x —xYdx = 10" X 1
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Para calcular el volumen por el método de los tubos, debepmsderar los segmentos hori-
zontales que giran alrededor del é)&". Deberemos tomar como variableralLa longitud del
segmento horizontal de altusaes ,/y — y? y su radio de giro respecto del ef2X es y. Por
tanto el volumen pedido viene dado por la integral:

1
3
2 —yHdy ==
Jrofy(\/? ydy =5
©
2 y2 22
36. Calcula el volumen del eIipsoi(%% + 7 + 2= 1.

Solucion. La interseccion del elipsoide con un planoaltura fija z paralelo al planaX'Y se
proyecta sobre el plan&Y en una elipseE(z), de ecuacion:

)C2 y2 Z2 x2 y2

a_2+b_2_ (,_2<:> 2+ > =
z2 z2
(«f-2) (n-3)

Es una elipse de semiej&§/1 — j—i y b\/l — j—i Sabemos que el area de dicha elipse es igual

anab(l - j—z) Por tanto, el volumen del elipsoide podemos obtenerlgiateo el drea de las
secciones:(z) paraz € [—c¢, ¢].
Dicho volumen es igual a:

c 2
4
mej (1 — Z—Z) dz = gzmbc.
c

Observa que para el caso en que= b =c¢ = r,
es decir, el elipsoide es una esfera de radiabte-
nemos la conocida féormula para el volumen de una
esfera. © v

2 2
37. Calcula el volumen limitado por el parabolo%e + }11_6 =zyelplanoz =7.

La interseccion del paraboloide con un planatie
tura fija z paralelo al planoX'Y se proyecta sobre z
el planoX'Y en unaelipseE(z), de ecuacion:

X2 2 X2 32
+ =z <—

— -+ =1
o1 ENEENCNEE

Es una elipse de semiej@s/z y 4./z. Sabemos
que el &rea de dicha elipse es iguaPa z. Por tan-

to, el volumen del paraboloide podemos obtenerlo
integrando el area de dichas seccio&s) para

z € [0, 7]. Dicho volumen es igual a:

<

[o)}

7
49
1271fzdz = Zﬂ.
0
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38.

39.

Calcula el volumen del s6lido de revolucién obtenidaiargalrededor del ej@X la region del
plano comprendida bajo la curva

2
YA —2x 4 2)

+o00

. . 4
Solucion. Se trata de calcular la integral j _—
! X (x%2 —2x +2)2

x? —2x +2 =1+ (x — 1)? no tiene raices reales. El denominador tiene raices imaasna
multiples y podemos usar el método de Hermite. Para elldb@sars:
4 _ A Bx+C d Mx+ N \

x(x2—2x+2)2 x ' x2—2x+2 E(x2—2x+2)_

A Bx +C 2M+2N—2Nx—Mx2_

x T x2-2x+2 (x2—2x +2)2 -
_ 4A+(—8A4+2C+2M +2N)x+(8A+2B—2C—2N)x>+(—4A—2B+C—M)x3+(4+ B)x*
- x(x2—2x+2)2
Facilmente se obtieneque=1,B=-1,C+ M + N =4,C+ N =3,C — M =2, de donde,
M =1,C =3, N =0.Portanto

(1<x < +400).

dx . Es claro que el trinomio

t t t

f 4 q o Z"‘j —x+3 dx + X
T gy = n _
1x(xZ—2x+2)2 g 1962—2x+2 x2—2x+2|,
=logs + 2arctgx — 1)|t —llog(x2—2x+2)‘t + L =

12 P2 2142

t t
=log| ——— )+ 2arctgr — 1)+ — — 1
g(\/t2—21+2) a4 ) t2—2t+2

Deducimos que

+o00 t

=x lim

4 4
g lf x(x%2—2x +2)2 . 1400 4 X (X2 —2x + 2)2 x =n(r—1)

Y ©

La region plana limitada por el segmento de para-
bolay =4 —x?2, dondel <x <2, ylasrectasc =0

e y =3, gira alrededor del €j@Y engendrando un
sélido en forma de flan (un tronco de paraboloide de
revolucidn). Calcula su volumen y el volumen de la
porcién obtenida al cortarlo verticalmente desde un
punto del borde superior.

Solucién.

Podemos calcular el volumen por el método de los
discos. Para ello debemos integrar las areas de sec- Y
ciones perpendiculares al eje de giro. Observa que
debemos tomar como variable de integracion la va-
riable y y que en la region indicada, tenemos que
y €10, 3]. La seccidn por unarecta horizontal de or-
denaday es un disco cuyo radio e§y) = /4 — y.

Por tanto el volumen pedido viene dado por la inte-
gral:

3 3
157w
7 [r(?dy =7 [(4—y)ydy ===
0 0

>
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40.

También podemos calcular el volumen por el método de lossfudocuyo caso viene dado por:

1 2

15
27rf3xdx +27rfx(4—x2)dx = Tn
0 1

Calcularemos ahora el volumen de la porcion Y
obtenida al cortar verticalmente el tronco de
paraboloide desde un punto del borde superior.
Observa que para cadalor fijadodex < [0, 1] la
seccién por el plano de abscisaparalelo aZY y=4-x2—2z?
es un segmento parabdlic®(x), cuyo vértice
es4 — x? y cuyo pie es el segmento de extremos Q)
—+/4 — x2 y v/4 — x2 (la cuerda que se obtiene al
cortar la circunferencia de centro el origen y radio
2 por una recta de abscisg. La proyeccién de z
—~/4—x2 V4—x2
dicha parébola sobre el plaabY debe tener una ecuacion de la forma 4 — x2 — uz? donde
1 se calcula por la condicién de qwe= 0 paraz = ++/4 — x2, con lo que resulta = 1. En
consecuencia, la ecuacién de dicha parabola en el @an®sy = 4 — x2 — z2. El area del
segmento parabolicQ(x) viene dada por la integral:

Va—x2 16 A
AMR(x)) = j (4—x2 —zz)dz — ?,/4_x2 _ §x2 /4_x2‘
—V4—x2

Integrando las areas de dichas secciones se obtiene elemjmdido, que viene dado por:
p 8w
f}\(sz(x)) dx =33 + =
1

Calculo que ya debes saber hacer. ©

Calcular el volumen del sélide engendrado al girar la region limitada por las parabelasc?,
x = y? alrededor la recta = 4.

Solucién.

Observa que para que para que las dos igualdadesf-----------—_f-------------1
y? = x, x* = y tengan sentido debe ser= 0 e
y = 0. Por tanto, la igualdad;? = x equivale, por x=y? x=y
sery=0,ay=./x. Esinmediatoque lospuntosde | £/ .|
corte de las parabolas s¢i 0) y (1, 1). Podemos
emplear el método de los discos y también el de las
laminas o tubos.

Por el método de los discos (arandelas en este caso) debesgrai las areas de sécciones per-
pendiculares al eje de giro. Observa que debemos tomar camnadhe de integracion la variable
y Yy que en la region indicada, tenemos gue [0, 1]. La seccidén por una recta horizontal de
ordenada es una corona circular o arandela cuyo radio interior esstaicia del eje de giro a
la parabolac = ./, dicha distancias es(y) = 4 — ,/y y cuyo radio exterior es la distancia del
eje de giro a la parabola= y2, dicha distancia e (y) = 4 — y2. Por tanto el volumen pedido
viene dado por la integral:

( 1 71
7 ()2 = (W) dy =7 [ (4= )7 = 4= ) dy = .
0 0
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Para calcular el volumen por el método de las ldminas o tubbsrdos tomar como variable
x. Hay que tener en cuenta que cada segmento vertical queegabstisar € [0, 1] tiene de
longitud ./x — x2 y el radio de giro e¢ — x. Por tanto el volumen es:

7171
27 | (4 — —x?)dx
™ j( N(VE =27 dx = =
©
41. Calcular el volumen del toro engendrado al girar el éérde centrq0, 0) y radio3 alrededor de
la rectax = 6.
Solucién.

Aplicaremos el método de las laminas o
de los tubos. Para ello debemos conside-
rar los segmentos paralelos al eje de gi-

ro; en nuestro caso seran los segmentos M N ‘ ””” T
verticales comprendidos en el circulo de /(\ ! \
centro(0,0) y radio 3. La longitud del {y3 6 /
segmento vertical de abscisac [-3, 3] Sy O R

esigual 2v9 — x? y su radio de giro es
6—x. El volumen del toro engendrado es:

1
2 f(s —%)2v9 — x2dx = 10872,
—1

También se puede calcular el volumen por el método de lasleli@n Ya debes saber hacerlo, te
lo dejo para que lo hagas tu. ©

42. Calcula el area de una superficie esférica de r&dio

Solucién.Una superficie esférica de radibse obtiene girando la gréafica de la funciftx) =
~/ R? — x2 alrededor del ej@X . El area viene dada por:

2 f SO/ 1+ f/(x)?dx =27 f Rdx =47R%

—-R -R
©
XZ y2
43. Calcular el area de la superficie de revolucion engeadiagirar la elipse + = 1 alrededor
a

del ejeOY.

Solucién. Expresandoc como funcion dey, tenemos quer = £ /b2 — y2, donde solamente
consideramos la mitad de la elipse que esta en el semmlantmcdﬁechax 0. Queremos

calcular el area de la superficie de revolucion obtenidarar ¢a curvah(y) = %+/b% — y2
alrededor del ej@Y . Dicha area viene dada por la integral:

[=2n j h()/1+ 1 ()2 dy —2n \/b“ + (@ — b))y dy.

Para calcularla debemos considerar dos posibilidademsnm’u > b oqueb > a (el caso
a = b es trivial y se vuelve a obtener el mismo resultado del ejer@interior). Pongamas=

V]a? — b2|. Entonces, si > b esc? = a®? — b,y sib > a esc?> = b> — a>. Por lo que:
b2\? a b
I—2Jr—j,/b4:|:c y2dy—271 (—) :tyzdy:Zn—j,/aZ:tyzdy.
c C(_b
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Donde hemos puesto= %. Podemos evaluar directamente estas integrales porgee fieimi-
tivas inmediatas que deberias saber de memoria (repasddaltaprimitivas inmediatas). Pero
también podemos calcularlas muy facilmente.

b

B B N 2
[ y=asenh ] _ € +e’ _
_fb,/az—i-yzd}’_[Igzargsenrg}—az_{;COSHldl—ot2f( . ) dr =

—B

2 B oo g 2 B 2
_«a +€ 2 o ) o B
_7_f (f + 1) dt =« ,3+7_£ cosh2t)dt =a*B + Iseni(21)|_/3_

=a’B + Ol—;senhZﬂ) = o’ + o senhiB) cosh(B) = o’ + ab|1 + Z—zz

) b b2
=~ argsenh- +aby[1 + —.
o o

Simplificando, obtenemos que para el caso enaqueb, el area pedida es igual a:

2 b’ argsen @ —b +
T\, e b “)

Es un buen ejercicio de célculo que compruebes estos r@ssip@so a paso. Te garantizo que el
resultado final obtenido es correcto. Un resultado paresgdubtiene para el caso en dque a.
Lo dejo para que lo hagas ta. ©
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