Ejercicios de Analisis Matematico
Derivadas, limites y aplicaciones de las derivadas

1. ¢Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en ursidepdindrico si estamos vaciandolo
arazon de 3000 litros por minuto?

Solucion. Sear el radio del cilindro y# la altura medidos en decimetros. Sé@) el volumen
de agua, medido en litros (dén que hay en el cilindro en el tiempamedido en minutos. La
informacién que nos dan es unatasa de variacién

V(t+1)— V() =-3000 litros por minuto

En este tipo de ejercicios la tasa de variacion se interpmete una derivadd’’(r) = —3000.
Fijate queV (¢t + to) — V(to) = V'(t)t, por lo que la interpretacién es razonable. El signo
negativo de la derivada es obligado ya que el volumen disygicon el tiempo. Como el radio
es constante pero la altura del agua depende del tiempojdsne

V(t) = nr2h(t)

y deducimos
V'(t) = —3000 = 7r2h'(t)

Por tanto 3000
h'(t) = E— decimetros por minuto
Tr

. . 3 .
Si expresamos las medidas en metros, entohtgs = ———5 Mmetros por minuto.
wr
Observa que lo que realmente hemos calculado es:

V(i +1)=V() _ 3000

Vet )=V =ar?(h+ D =h) = ht+1)=h(t)=——— 72

que es la tasa de variacién de la altura en un intervalo de GtmiRero, como ya te he dicho,
en estos ejercicios se identifica la tasa de variacion cormereada, lo cual es, claro estd, una
aproximacion. ©

2. Un puntoP se mueve sobre la parte de la parabela: y? situada en el primer cuadrante de
forma que su coordenadaesta aumentando a razén de 5cm/sg. Calcular la velocidagie lel
punto P se aleja del origen cuando= 9.

Solucion.Sean(x(¢), y(¢)) las coordenadas, medidas en centimetros, del pRieto el instante
¢t medido en segundos. Nos dicen gue) > 0y quex(¢) = y(¢)2. La distancia del punta al

origen viene dada pof () = /x ()2 + y(1)2, por lo que

x(@)x'(t) + y(@)y'(t)

Vx()? + y()?

Lo que nos piden eg’ () sabiendo quer(zp) = 9. En tal caso ha de ser(zy) = 3. También

/' =

conocemos’(¢) = 5 (cm/sg). Con ello es facil deducir el valor gd&(7p) = ; ((ZZO)) = % Final-
mente, o
/ / 4
ity = KX W0) + 3 () 10) _454365/6) 95
Vx(t0)? + y(to)? 8149 6+/10
©
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

3. Se esté llenando un depdsito conico apoyado en su véntaaa de 9 litros por segundo. Sa-
biendo que la altura del depdésito es de 10 metros y el radia tdghdera de 5 metros, ¢con qué
rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado uhmgidad de 6 metros?

Solucién.
Expresaremos todas las medidas en metrog(Sies el volumen de agua que hay en el depésito
. . . 9
en el tiempa medido en segundos, nos dicen duit) = 105 m3/sg.
1
Sabemos qu&(¢) = 37 r(¢)%h(t) dondeh(¢) es la al-
tura, medida desde el vértice, alcanzada por el agua en

el tiempor y r(t) es el radio de la seccién transversal
del cono a la distancia(z) desde el vértice. Por seme-

. . . h
janza de triangulos deducimos qJRe =5 de donde,

r=r(t)= %h(z) = %h(z). LuegoV () = én h(t)3,y

9 14
- o V/ )= —=—h(¢t Zh/ ).
Depésito conico (1) T (0)h' (1)

Luego, cuanda:(zy) = 6, deducimos qu% = %36}1’(10), esto esfi’(ty) = m/sg =

1,146 m/h.

1037

4. El volumen de un cubo estd aumentando a razon de Y@omminuto. ¢,Con qué rapidez esta
aumentando el area cuando la longitud del lado es de 12cm?

Solucion.SeaV (¢) el volumen del cubo, medido en centimetros cubicos, enrapie, medido
en minutos. SIiL(z) es la longitud en centimetros del lado en el tiemp@nemos qué’ (1) =

L(t)3, de dondeL'(r) = 3‘2((;))2. Como nos dicen qu&’(r) = 70 cm/min, deducimos que
cuandoL (ty) =12, L' (ty) = % El &rea del cubo viene dada p®/) = 6 L(¢)?, deducimos
que S’(to) = 12L(to) L' (o) = ? cm?/min. ©

5. Un barco4 se desplaza hacia el oeste con una velocidad de 20 millasopaytotro barcaB
avanza hacia el norte a 15 millas por hora. Ambos se dirigeia s puntoO del océano en el
cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distanciadésida los barcod y B al puntoO
son, respectivamente, de 15y de 60 millas, se pregunta: ¢ #ajocidad se acercan (o se alejan)
los barcos entre si cuando ha transcurrido una hora? ¢ Y @tmamdtranscurrido 2 horas? ¢ En
qué momento estan mas préximos uno de otro?

Solucién.
0—(—/A
Tomamos el punt@ como origen de coordenadas, tal
,/ como se indica en la figura. Llamemeg) a la distan-
// cia, medida en millas, que separa el barcde O. Nos
! dicen quex(0)=15y x’(¢)=—20 millas por hora. Obser-
./ va que como la funciéw (z) es decreciente su derivada
/ debe ser negativa. Andlogamente, $€g la distancia
B que separa al barc® de O.

Cruce de barcos
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Nos dicen que/(0) = 60y y'(r) = —15 millas por hora. La distancia entre los dos barcos viene
dada por /(1) = v/x(¢)? + y(¢)?. Tenemos

x(@)x'(@) + y(@)y'(0)

VX(0)? + y(1)?

Cuando ha pasado una horél) = 15 — 20 = —5, y(1) = 60 — 15 = 45. Deducimos que

0=

(=5)(=20) +45(-15) 115
V(=5)% + (45)? V82

Donde el sigo negativo indica que se estan acercando (ndiatentre ellos esta disminuyendo).

Cuando han pasado dos hosd8) = 15 — 40 = —25, y(2) = 60 — 30 = 30. Deducimos que

millas/h

S =

(=25)(=20) +30(=15) _ 10
V(=252 + (302 6l

Donde el sigo positivo indica que se estan alejando (lartigdeentre ellos estd aumentando).

millas/h

/'@ =

La distancia entre los dos barcos es minima cuando la derésdula (fijate que la derivada pasa
de negativa a positiva). La condiciéfi (fy) = 0 equivale a la igualdadZOx(zo) — 15y(l0) =
Sustnuyendo enella(zy) =15—20¢y, y(t) = 60 — 151y, obtenemog, = x( ) = —M
y( ) = @ La distancia minima a que se cruzan los barcoﬁ(@é) =139 mlllas @

6. Una bola esférica de hielo se esta derritiendo de fornfaumé en toda la superficie, a razén de
50cn? por minuto. ¢,Con qué velocidad esta disminuyendo el radia Hela cuando este mide
15cm?

. . . : 4 .
Solucién.El volumen de la bola en el instameninutos viene dado poV' () = gjr r(¢)? centi-

metros cubicos. Nos dicen qué’(r) = —50. Deducimos que-50=4 7 r(t)?r'(t). Sir(ty) =15,
se sigue que

—50 1 :
r'(ty) = =— cm/min
4 (15)2 187
La derivada es negativa, como debe ser, ya que el radio esténdiyendo. ©

7. Calcula( /" o g)'(x) en el valor indicado de en los siguientes casos:

2x
a) f(x)zxz——}—l’ gx)=10x*4+x+1, x=0

1)? 1
b x)=(——]) . x)=—-1, x=-1
) 1= () =
Solucién.Este ejercicio lo puedes hacer de dos formas: calculandasenla funcion compuesta
(f og)(x)y derivandola, o aplicando la regla de la cadena sin neabdiglaalcular previamente
la funcién compuesta. Esta segunda forma es mucho mas répislaerivadas que nos piden
son las siguientes.

2

a) f'(x )—( 2+1)2, g'(x) =20x + 1= (f2¢)'(0) = f"(g(0)g"(0) = f'(1)g'(0) =

El otro apartado se hace igual.

@LI

8. Calcula en cada caso el valordg 5 en funcion de:, para que exista la derivada en el puato
de cada una de las siguientes funciones:

1
) =, |x| > ¢ _J cosx, x<c
S =1 x| Sx) = ax+b, x>c

a+bx?, |x|<c

xX<c
ax+b x>c

f()—{
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Ejercicios de Analisis Matematico 4

10.

. ¢Es cierta laigualdafl’(a) = tI|'m
—a

Solucion. Consideremos la segunda de las funciones anteriores. s /' (x) = |71| para

X <—c0x >c,Y f(x)=a+bx? para—c < x < c. Imponemos primero la condicion de qgie
sea continua en. Tenemos que (c) = a + be? = lim 7 (x), y lim f(x) = i‘ = 1. Debemos
x<c xX>cC

imponer la condicién + bc? = % Impondremos también la condicién de que los limites l&era
. . _1
enc de la derivada d¢’ coincidan. Para > ¢ es f(x) = ¢, por lo que

1 1
[im f/(x)=lim—— =——.
x—)cf( ) x—>c  x2 c2
xX>cC xX>c
Analogamente
[im f/(x) = lim 2bx = 2bc.
X—)L‘f( ) X—>C ¢

x<c x<c

Debemos imponer la condici@bc = — . Deducimos qué = —315 y a = —bc* + 1 = 5.

Observa que las condiciones que hemos obtenido son nexepara que’ sea derivable en.
Pero dichas condiciones también son suficientes. No esarexgsor ello, que comprobemos
que, con los valores dey deb obtenidos antes, efectivamenfess derivable en.

Las otras dos funciones se estudian de la misma forma. ©

fla+t)—fla=1)
2t

? Justifica tu respuesta.

Solucién.Tenemos que

f(a+t)—f(a—f)_f(a+f)—f(a)+f(a)—f(a—l)_
2t B 2t 2t -
_lf(a+f)—f(a)+lf(a—t)—f(a)

2 t 2 —t

Y basta tener en cuenta que:

iy L@ +0 =@ _

t—a

[fim

t—a

Sa=0=J@ _

©

Supongamos que las funciongy g y sus derivadas tienen los siguientes valores en2 y
x =3.

x | Jx) | g | ['(X) | £'x)
2| 8 2 | 13 -3
3| 3 | 4| 2n 5

Calcular las derivadas de las siguientes funciones en losagadados de:

a) f(x)g(x), x=3 b) f(x)/g(x), x=3

c) f(gx), x=2 d) V()2 + (g(x)?, x=2
Solucion.a) (fg)'3) = f'(3)g(3) + f(3)g’(3) = —8x + 15.

' '3)g(3)— f(3)g’'(3) —8m—15

) (g) A )g(;@{( e® _bro1s
C)(fog)2)=["(g2)g'(2)=1"2)g'(2)=—1.
S/ +8'2g() _ 5 o

d) h(x) = 2 2, h'(2) = = '
D) = V(00 + (g @) = et D = o
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11.

12.

13.

14.

15.

Supongamos qug es una funcién que verifica una desigualdad del fifor)| < |x|” en algan
intervalo abierto que contiene a cero, donde 1. Prueba que’ es derivable ef.

Solucion.La desigualdadif(x)| < |x|", conr > 0, implica quef(0) = 0. Tenemos que

S = SO S| o
x—0 x |
Comor — 1 > 0, se tiene quel'm})|x|’_1 =0, lo que, por la desigualdad anterior, implica que
i | L) = /(@) ‘ Lo e miW-rO
x—0 x—0 x—0 x—0

Luego /" es derivableefy f/(0) = 0.
Calcula la derivada en todo punto de la funcién definida po

f(x):{ x2sen%, X#0

0, x=0

. - 1
Solucién. Parax # 0 se verifica qug f(x)| = |x?sen—| < x2. Como f(0) = 0, resulta que
X

| £(x)| <x? paratodox € R. El ejercicio anterior implica qu¢ es derivable efi con f”/(0) =0.
En los intervalo$— oo, 0] y |0, +o0 la funcion dada es derivable por ser producto y composicion
de funciones derivables en dichos intervalos, y podemasikealsu derivada con las reglas de

derivacion usuales: . :
f'(x) = 2x sen— — cos—
X

X
Observa que esta derivada tiene una discontinuidad esendia ©
Calcula los puntos en que la cibica= ax3 + bx? + cx + d, dondeq, b, ¢, d son constantes

reales, tiene tangente horizontal. Debes estudiar lostistcasos posibles.

Solucion. La tangente es horizontal en los puntos donde se anula kadariesto es, en las
soluciones reales de la ecuacidmx? + 2bx + ¢ = 0, las cuales viene dadas por

—2b + V4b2 — 12ac
6a

Si el discriminantetb? — 12ac < 0 no hay ninguna solucion real. 8b> — 12ac = 0 hay una
solucién real doble (en la que también se anula la deriveglansia pero no se anula la derivada
tercera, es un punto de inflexion).4i*> — 12ac > 0 hay dos puntos de tangencia horizorital.

Calcula un punte por la condicion de que la tangente a la parabila) = x> + ax + B en el

punto(c, f(c)), sea paralela a la cuerda que une dos puntos daédg, f(a))y B=(b, f(b)).
Solucién.Dos rectas en el plano son paralelas cuando tienen igualgreadDebemos calcular

¢ por la condicion
b2 —a?+a(b—a) a+b

f(b)—f(a)zf/(c)@ =2ct+a <= bt+ata=2c+ta <= c=
b—a b—a 2

©

Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y nornmal hipérbola de ecuacién cartesiana
% — x% =1, en un punto genéric@:, v) de la misma.

Solucién.Podemos expresarcomo funcion dex. Tenemos que? = 1 + x2, lo que da lugar
a dos curvasf(x) = /1 + x2 (la parte de la hipérbola en el semiplano supeyior 0) y

Dpto.
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16.

17.

g(x) = —+/1 + x2 (la parte de la hipérbola en el semiplano infeniox 0). La tangente en un
punto(u, v) conv = f(u) > 0 es la recta de ecuacion:

2

u ux —u
y=SW+ fWx-u)=v+ ———=K-u)=v+ —— = vy—ux=1
V1 + u? v
La tangente en un punte, v) conv = g(u) < 0 es la recta de ecuacion:
p =g+ g1 =v— = v+ T ey a1
V14 u? v

En cualquier caso se obtiene la recta de ecuacion ux = 1.

Podemos proceder también sin necesidad de calgwdarfuncién dex. Para ello, basta observar
que si expresamos en funcién dex y obtenemosy = ¢(x) entonces se tiene qugx)? —
x2 = 1. Podemos derivar ahora la funcién— ¢(x)?> — x2 con respecto a. La derivada es
2¢(x)¢’(x) — 2x y, como dicha funcidn es constante igual a 1, su derivadaskstreula. Luego

20(x)'(x) —2x =0 = ¢'(x)= ——

Por tanto la derivada en un puntwiene dada pop’(u) = % dondev = ¢(u). En consecuencia,
la tangente en el puni@, v) es la recta de ecuacion;

ux—u2

y=v+<p’(u)(x—u)=v+E(x—u)=v+7 — vy—ux=1
v v

Es decir, de esta forma, sin necesidad de calcular de forpiié(x) (que da lugar a las dos
funciones anterioreg(x) y g(x)), podemos calcular la recta tangente sin necesidad dedesnsi
rar cada caso por separado.

Para que te convenzas de que esta forma de proceder es udidea la hipérbola

x2 — 2 = 1. Si ahora expresay como funcion dex obtendras cuatro curvas:
yi=vx2—ley,=—+vx2—1paraf > 1),yys=vx2—1ley,=—+vx2—1paraf < —1).

Para calcular la tangente en un pu@tov) de dicha hipérbola no merece la pena considerar cada
una de ellas por separado. Razonando como antes, se tiede qualquier forma que exprese-
mosy =g(x) por la condicion de que? —g(x)%> =1, la derivada viene dada pef(x)=x/¢(x).

Por tanto la ecuacién de la recta tangentéemw) viene dada por:

ux—u2

y:v+<p’(u)(x—u):v+E(x—u)zv—}-7 — ux —vy=1
v v

©

2 2
Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normalelipse de ecuacior; + % =1len
a

un punto(u, v) de la misma.

Solucion.Procediendo como en el ejercicio anterior debes obtenecta de ecuacion
wx uwr g
at = b2

©

Dado un punt@® = («, b) situado en el primer cuadrante del plano, determinar el sagmton
extremos en los ejes coordenados y que pas@mpre tiene longitud minima.

Solucién.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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En un ejercicio como este primero que hay que
hacer es elegir la variablen funcién de la cual va- B=1(0.b+
mos a calcular la longitud del segmema. To-
mando como variable, es decir, la medida en ra-
dianes del angulo indicado en la figura, la longitud
del segmentol B viene dada por

b a
=— 0 2
A Sen(ercos(p (O<ep<n/2)
Debemos calcular el minimo absoluto fle Tene- v/
mos que: A= (a+x.0)
—b cosp  a senp
Jp) = +

ser? ¢ cog ¢
Se obtiene enseguida qyé(¢) se anula en udnicopuntogy €]0, /2] que viene dado por la
condicion tdepg) = /b /a. Se justifica faciimente qug tiene enp, un minimo absoluto.

En efecto, comof’ es continua y no se anula en los intervg@spo| y oo, 7/2[, debe tener
signo constante en ellos. Comianl //(¢) = —oco,y lim f’(¢) = +o0 se sigue que:
x—0 x—>m/2

@ €10, p0[= f'(9) <0, ¢ €lpo, w/2[=> f'(¢) >0

por tanto, /' es estrictamente decrecientel@np,] y estrictamente creciente g, /2, lo que
implica quef(¢o) < f(¢) paratodap €0, /2.
Para calcular la longitud minimg(go), basta tener en cuenta que:

1 3 b 2 a 1/2
1 +tg? S 2 — 23 (23 4 p2/3
H107(po) = 5 = (a) = coswe) —° (a*7 +b%7)

. . b . .
Facilmente se obtiene ahora qggrﬁ =p2/3 (az/3 + b2/3) "2 conlo que la longitud minima
%o
buscada viene dada por:

flgo) = (@ + p27)*?

Otra forma de calcular la longitud del segmenrt8 consiste en considerar la ecuacion general
de las rectas que pasan por el puBte: (a, b). Dicha ecuacion general es de la forma A(x —

a) + b, dondeh es un parametro. Las intersecciones de dicha recta cordeseq los puntos
A= (a—b/),0)y B=(0,—ak + b). Por tanto, la longitud del segmentdB viene dada por:

2
g) = \/(a—g) +(b—-al)?  (A<0)

Otra forma de calcular la longitud del segment® consiste en introducir las variablese y
tales qued =(a+x,0), B=(0, b+ y), como se indica en la figura. La longitud del segmeh®
viene dada poH (x, y) = v/(a + x)2 + (b + y)2. Esta funcién, aparentemente, depende de dos
variables, pero dichas variables son independientgsues los puntod, P y B estan alineados.
Por semejanza de triangulos se obtienexjife=a/ y, por lo quey = (ab)/x. En consecuencia,

la longitud del segmentd B viene dada pori(x) = v/(a + x)? + (b + (ab)/x)?> (x > 0).

Tanto si se usa la funcigg como la, debemos obtener un minimo absoluto y, como son raices
cuadradas, es suficiente que calculemos el minimo absauefdncién radicando (las raices
respetan el orden éh). Es decir, las funcionesy 4 alcanzan su minimo absoluto en el mismo
punto en que lo alcanzan las funciones:

2 2
G(k)z(a—%) + (b —al)? (A <0); H(x):(a—l—x)z—i-(b—i-ﬂ;—b) (x > 0)

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada
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18.

19.

Comprueba que, de cualquier forma que lo hagas, vuelvegaearia solucién anterior.

Comentario.Una forma equivalente de enunciar este ejercicio es laaigei Calcula la longitud
de la escalera mas larga que llevada en posicion horizamdigpasar por la esquina que forman
dos corredores de anchuras respectivas.

Es evidente que la longitud de la escalera tiene queseor o iguafjue la longitud deualquier
segmentod B como el de la figura. Por tanto, la longitud de la escaieda largague puede pasar
es igual a ldongitud minimadel segmentot B.

Determina el rectangulo con lados paralelos a los e@slenados, inscrito en la elipse de ecua-
2 2
., X , L.
cion — + % =1, y que tenga area maxima.
a
Solucién.
. , — . b
Por razones de simetria, es suficiente determinar (x,7)

el vértice del rectangulo situado en el primer cua-
drante. Si las coordenadas de dicho vértice son
(x, y), entonces el area del rectangulo seréa igual g a
4xy. Como el vértice debe estar en la elipse, sus

coordenadas e y deberan satisfacer la igualdad

X2 y2

2z

=1.

2
. X £ .
Deducimos quey = b4/ 1 — — . Por tanto, se trata de calcular el maximo absoluto de ladanc
a

2
f(x):xb\ll—x—z,dondeogxﬁa.
a

Como se trata de una funcién positiva, para calcular el walaue alcanza su maximo podemos

elevarla al cuadrado. En definitiva, nuestro problema esitzalel maximo absoluto de la funcion
2

h(x) = x? (1 - x—z) en el intervald0, a]. Tenemos que
a
2 -2 4 3
h'(x) =2x (1 - x_z) +x2—2x =2x— iz
a a

. ;. a
Los puntos criticos d& sonx = 0 que corresponde a un minimovy= 7 gue corresponde a

un maximo absoluto (justificacién: la funcidiix) se anula en los extremos del intervilloa] y

es positiva eff0, ¢[ por lo que su maximo absoluto @ «] tiene que alcanzarse en un punto del
intervalo abiertdo, [ en el cual debe anularse su derivada. Pero el Gnico puntaguge estas
condiciones e8/+/2).

El rectangulo pedido es el que tiene de vértié ) y su area val@ab. ©

a n b

V2TV2
Calcula el area maxima de un rectangulo que tiene dose®gobre una circunferencia y su
base esta sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

Solucién.
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20.

Seap el radio de la circunferencia B4 la cuerda.

Pongamos4d = (pcosa, psenx) que es un dato P
conocido. Observa quen/2 < o < 0. Hay
que calcular un puntoP = (pcosf, psenfs) o
por la condicion de que el rectangulo de la
figura tenga maxima area. La altura, del rec- e \,ﬂ i
tangulo viene dada pori = p(senf — senw), |
y la base,b, por b = 2pcosf. Observa que la

longitud de la base del rectdngulo no puede ser B 44
mayor que la longitud de la cuerddd, lo que
implica que co$ < cose = cog—«). Como
el coseno es decreciente en el interv@or/2],

debera sef > —a. Debemos calcular el maximo absoluto 2}& cosB(sens — senx) donde
—a < B < mr/2.Pongamos, por comodidal = x y prescindamos del fact@p?. Sea

f(x) = cosx(senx — senx) —a<x<n/2 (donde—7x/2<a<0)

Tenemos quef’(x) = — senx(senx — senx) + cos x = —2 sert x +senx senx + 1. Haciendo
t = senx tenemos que’(x) = 0 equivale a que-2t> + ¢ senx + 1 = 0. Esta ecuacion tiene
dos raices reales que vienen dadas por

l_senoz— sefa + 8 t_senoz+\/ser¥oz+8
0 — 4 k) 1 = 4
Ademas, como
senu + vsefa + 8 <1+\/§_1
4 4

Tenemos que-1 < 1y < 0 < f; < 1. Por tanto, la derivad#’ se anula en dos Unicos puntos que
vienen dados por:

sene — vsefo + 8 sen + v/sefa + 8
Bo = arcse , B =arcse

4 4

Tenemos que-7/2 < Bo < 0 < B < /2. Como—2t% + ¢t senx + 1 es una parabola hacia
abajo, toma valores positivos entre sus dos raices, esda@it- sene+1 > 0 paraty < ¢ < #.
Lo que implica quef”’(x) > 0 parafy < x < fBi.

Como f'(n/2) =semnx — 1 < 0yf’ no se anula e, 7/2], concluimos quef’ debe ser
negativa en dicho intervalo y, por tanfoes estrictamente decreciente[gp, /2].
A la vista de los resultados anteriores, debemos distimtpsicasos:

a) —a < B1. En este casof es creciente efi-a, B1] y decreciente efB;, /2], por lo que el
maximo absoluto d¢" en[—«, /2] se alcanza efi;.

b) B1 < —a. En este casof es estrictamente decreciente[e, /2] por lo que el maximo
absoluto def en[—a, /2] se alcanza era.

Finalmente, se comprueba con facilidad que la desigudleade < 81, equivale & < — senx <
1/+/3, esto es— arc seiil /+/3) < < 0.

Observa que si = 0, entonceg = arc sefiv/2/2) = /4, es decir, en este caso el rectangulo es
la mitad del cuadrado inscrito en la circunferencia. ©

Encuentra un punt8 de la circunferenciac? + y* = 1 con coordenadas positivas y tal que el
triangulo cuyos vértices sa, 0) y las intersecciones de la tangente a la circunferenci& en
con los ejes coordenados tenga area minima.
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Solucién.

Sean(s, t) las coordenadas d&. La ecuacion de la recta tan-
gente a la circunferencia® + y> =1 en P esxs + yt =1,
cuyos cortes con los ejes son los puntbs- (0,1/¢), B =
(1/s,0). Por tanto el &rea del triangulbOB es igual a Ll=mmmmes ;

P=(s,1)

1T 1 |
25t 23«/1_32 |

Para calcular su valor minimo, como se trata de una funciéilﬂzm podemos elevarla al cuadra-
do para simplificar los calculos. En definitiva, nuestro peota se reduce a calcular el minimo

de la funcion f(s) = 5 en el intervaldo, 1].
S

1
(I—s2)
252 —1 L, . .
——— . Por tanto el tnico cero de la derivada en el intervalo
s3(1 — s2)2
10.1[ es s = 1/+/2. Como pard) < s < 1/+/2 se tiene quef’(s) < 0,y paral/+/2 < s <
1 es f'(s) > 0, deducimos que en el puntg'+/2 hay un minimo absoluto d¢. El punto
P = (1/+/2,1/+/2) es, por tanto, el que proporciona el triangulo de minima.area ©

Derivando tenemoy’/(s) = 2

21. Se quiere construir una caja sin tapa con una lamina icgetéctangular cortando cuadrados
iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bor@dis. [els dimensiones de la caja de
mayor volumen que puede construirse de tal modo si los lagds kdmina rectangular miden:
a)10cm.y10cm. b) 12cm.y 18 cm.

Solucién.

Seana y b las longitudes de los lados de la lami-
nay x la longitud del lado del cuadrado que se cor-
tara en cada esquina. Supongamos gue b. El vo-
lumen de la caja resultante es(x) = (¢ — 2x)(b —
2x)x. Se trata de calcular el maximo absoluto de la
funcién 1 en el intervalo[0,a/2]. Derivando resulta
f'(x) =12x2 —4(a + b)x + ab. Los ceros de la deri-
vada son

1 1
- _ _ 2 2 — _ 2 2
(x—6(a+b @ +b ab), ,3—6(a+b+ a +b ab)
Fijate que:
a?+b>—ab>a*+b*-2ab=0b—-0a)*20 = a*+b2—ab>b—a.

Deducimos que las raices dé sonreales Veamos si dichas raices estan en el interjala/2].
Tenemos que:

1 1 a
_ _Ja2 2 _ Z —(bh—g)) = =
a—6(a+b a’+b ab)<6(a+b (b —a)) 3
También:
a’> +b*—ab <a® +b*+2ab = (a + b)? = a?+b:—ab<a+b = a>0.

Por tantdd < o < a/3y o €]0,a/2[. Comprobemos qug = a/2.
1 a
g(a+b+ a2+b2—ab)>§ e Vart+b—abz2a—b

Si2a — b <0, esta desigualdad es trivialmente cierta. Supongamo2aued > 0. En tal caso,
elevando al cuadrado ambos lados, la desigualdad antgriotade a la siguiente:

a* 4+ b*—ab>4a* —4ab +b* < 3a(b—a)=0
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22.

23.

Lo cual es cierto porque se ha supuestoqseb, luegof €10, a/2].

Por el teorema de Weierstrass, sabemos fjatcanza un maximo absoluto en algun pungcs
[0,a/2]. Como f(0) = f(a/2) =0y f(x) > 0 para0 < x < a/2, debe ser €]0, /2. En
consecuenciay, también es un extremo relativo geen [0, 7/2] por lo que la derivada d¢
debe anularse ery. Pero el nico punto del interval®, a/2] en el que se anula la derivada de
f esa. Concluimos asi quey = «.

Con unos sencillos céalculos se obtiene

1
flo) = a(—2a3 + 3a2b + 3ab* — 2b* + 2(a® — ab + b?)*/?)

Comentario. Otra forma de razonar este ejercicio, algo mas indirecta gem la que te ahorras
trabajo, es como sigue.

Como f(0) = f(a/2) =0, podemos aplicar el teorema de Rolle, para obtener queiladarde

f tiene que anularse en algun puntol@e:/2[. Ademas,f tiene que alcanzar en un punig

de [0, a/2] un méximo absoluto y como, evidentemenig,<]0, a/2[, deducimos que’ debe
anularse er,. Luego o bien esg =« 0 esxy = . El criterio de la derivada segunda nos permite
salir de dudas. Tenemos que (x) = —4(a + b — 6x). Con ello,

(@) =—4(a + b —6a) =—4va2 + b2 —ab, f"(B) =—4(a+ b —6B) =4va2 + b2 —ab
Portanto,f”(x) < 0y f”(8) > 0. Deducimos asi que el puntoesta en el intervalf), a/2[ y

en él la funcionf alcanza su maximo absoluto Ena/2].

Alternativamente, puedes estudiar el signo de la primetigatia. Escribiendg’’(x) = 12(x —
a)(x—p), se sigue qug’(x) < 0six €lo, B[y f'(x) > 0six <« 0six > B. Deducimos que
[ es creciente en el intervale- oo, ], decreciente en el intervale, 8] y creciente efg, +oc[.
Luego enx hay un maximo relativo. Ahora hay que justificar questé erf0, /2] y que es el
punto dondef alcanza su maximo absoluto en dicho intervalo. ©

Calcular las dimensiones (radio y altura) de una lafadrica de un litro de capacidad cuya
superficie total sea minima.

Solucion. Sear el radio y/ la altura medidos en decimetros. Como el volumen es £dcm

1 .
tenemos querr2h = 1, de dondéeh = —- La superficie total de la lata e8(r) = 2nr? +
mr

2 -
2nrh = 2nr? + =. Se trata, por tanto, de calcular el maximo absolutg’¢e cuandor > 0.
r

. 2 2mr3 —1 . . . L,
Derivando,f’'(r)=4mr — — =2———— Deducimos que la derivada tiene un nico cero real
r r
1 . . .
a=——.Comopard < r < «aesf'(r) <0, se sigue qug es decreciente en el intervalo

V2w
10, «]; y como paraxr < r es f/(r) > 0, se sigue qug’ es creciente en el intervale, +oo[. En
consecuencig («) < f(r) paratodo > 0. Asi, las dimensiones de la lata con minima superficie

1
~ 0, 542dcm, yh ~ 1, 1dcm. ©
Nx
Hallar el volumen del cilindro circular recto mas grage puede inscribirse en una esfera de
radio @ > 0).
Solucién.

lateral sonr =

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico 12

24.

25.

26.

La relacién entre el radio de la esferael radio de la

base del cilindrog, y la altura del cilindrol, viene dada,
2

como se deduce de la figura, pdr=r2 + h? El volu-

a? — h? JUPEE Eah
men del cilindro viene dado porr?h = 1 ———h. [~
El problema se reduce a calcular el maximo absoluto o l/
f(h) = 4a*h — h3 en el intervald0, 24]. Tenemos que —
f"(h) = 4a® — 3h*. Como la funcionf es positiva en 4
10,24[ y se anula en los extremos del intervalo, deduci-
mos, por un razonamiento ya varias veces repetido, que r
el Unico cero que tiene la derivada en el interjal@al,
es decir, el puntay = 2a/+/3, corresponde a un maximo absoluto flen[0, 24]. ©

Hallar el volumen del cono circular recto mas grande queelp inscribirse en una esfera de radio
(a > 0).

Solucién.
Searv y & el radio y la altura del cono. Tenemos que
(h—a)2 +r2=d?

es decir,r2=a*—(h—a)?. El volumen del cilindro viene
1 1

dado por=nr2h = gzr(a2 — (h—a)*)h. El problema se

reduce a calcular el maximo absoluto de

f(h) = %n(uz —(h—a))h = %hZ(Za —h)

en el intervald0, 2a]. Tenemos qug’’'(h) = %(4(1 — 3h)h. De donde se deduce enseguida que

el cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en larasfada es el de altufa= 4a/3y

2 037'[

. 8a ) 32
radior = T; y su volumen es igual a8T ©
Hallar el volumen del cilindro circular recto mas gragde puede inscribirse en un cono circular
recto de alturad y radio R conocidos.

Solucién.

Seanr y & el radio y la altura del cilindro. Por ser los trian-
. H—h
gulosOAB y DCB semejantes, tenemos q£e= 7
de donde,s = H(1 — r/R). El volumen del cilindro viene
dado porwr2h = nHr? (1 - %) El problema se reduce a
calcular el maximo absoluto d&(r) = n Hr? (1 — %) enel D
Hrr(2R -3
Hrr@R=3r) oo

intervalo[0, R]. Tenemos que’(r) =

donde se deduce enseguida que el cilindro de mayor volumen
gue puede inscribirse en el cono dado es el de ragi@R /3

: 4nR*H | S I
y alturah = H/3;y su volumen es igual anT ©

La resistencia de una viga de madera de seccion recéaregiproporcional a su anchura y al
cuadrado de su altura. Calcular las dimensiones de la vigaes#tente que puede cortarse de
un tronco de madera de radka
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Solucién.

Seanx e y las coordenadas del vértice superior derecho de
la viga. Serax? + y? = R?. Nos dicen que la resistencia de (x.¥)
la viga viene dada por una funcion de la forrhay? donde

k es una constante. El problema consiste en calcular el maxi-
mo absoluto def (x) = kx(R? — x?) en el intervald0, R]. R
Tenemos qug’’(x) = k(R? — 3x?). De donde se deduce en-
seguida que la viga mas resistente se obtiene paraR //3,

eyz\/gR. ©

27. Calcula la distancia minima del pur{to 3) a la parabola de ecuacign= x2.

Solucién.
La distancia del punt¢, 3) a un punto de la parabola, x?) viene dada por

Jx—62 + (2 -3,

Como se trata de una funcion positiva, calcularemos el pdmale el cuadrado de la distancia
alcanza su minimo absoluto. Sea

F(x)=(x—6)%+ (x2 —3)2 =45 — 12x — 5x% + x*.

Se trata de calcular el minimo absoluto fleuandax € R. Observa que, en general, una funcién
continua erR no tiene por qué alcanzar un minimo absoluto, pé®s unauncién polinémica
de grado par con coeficiente lider positjyaor lo que la existencia de un valor minimo absoluto
de f enR esta garantizada de antemano, aunque no vamos a usar ekteloes

Tenemos quef’(x) = —12 — 10x 4+ 4x3 = 2(x — 2)(3 + 4x + 2x?), que tiene una Unica raiz
real x = 2. Como parax < 2 se tiene quef’(x) < 0y parax > 2 es f/(x) > 0, deducimos
que en el puntar = 2 la funcién /" alcanza un minimo absoluto & Por tanto, el punto de la
parabolay = x2 cuya distancia al punt, 3) es minima es el punt@, 4). ©

28. Unaempresatiene 100 casas para alquilar. Cuandodee®de 8€ al mes, todas las casas estan
ocupadas. Por cad&4le incremento de larenta una casa queda deshabitada. Gaddaualada
supone a la empresa un coste d&@ara reparaciones diversas. ¢ Cual es la renta mensual que
permite obtener mayor beneficio?

Solucioén.

Todo lo que hay que hacer es calcular la funcidn de benefiem8®+ x el precio del alquiler
expresado en euros. Como es evidente que no interesa begatdade 8€, se considera que
x = 0. El beneficio mensual viene dado por

2
f(X)=(100—%)(80+x—8)=7200+82x_%

Tenemos queg’(x) = 82 — g Deducimos facilmente que para= 164 obtenemos al maximo

- . . . 164
beneficio. Es decir, cobrando un alquilerdd€, lo que supone alquilar un total deo — ==

59 casas y dejar sin alquilar 41, la empresa obtiene el maximefiogo f(164) = 13.924€ (asi

es la economia capitalista). ©
29. Se proyecta un jardin en forma de sector circular de ragi@ngulo centralt. El area del jardin

ha de sed fija. ¢ Qué valores dey ©* hacen minimo el perimetro del jardin?

Solucidn.
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El area de un sector circular de amplittdmedida en radianes

. . v . .
y radio r es igual azrz, y su longitud viene dada po# r. El
perimetro del jardin es igual@r + 2r. Como debe seil’;r2 =

. 24 L .
A, es decir} = —, la funcién cuyo minimo absoluto debemos
r

24 24
obtener esf (r) = — +2r,donder > 0. Como f/(r) = -—+
r r

2
2=2

—A L
-— se deduce faciimente que er- v 4 f alcanza un
r
minimo absoluto. El valor minimo del perimetro es iguéhéd. ©
30. Se corta un alambre de longitiidormando un circulo con uno de los trozos y un cuadrado con
el otro. Calcular por dénde se debe cortar para que la sumasdgédas de las dos figuras sea
maxima o sea minima.

Solucién.

Supongamos que partimos el alambre en dos trozos de longitud — x. Con el trozo de
longitud x formamos un cuadrado cuya area setal 6, con el otro trozo formamos un circulo
(L —x)*

cuyo radioy, vendra dado pdtrr = L—x, y su area serar? = —m El problema consiste
2 2 i
L, X (L—x) L. .
en calcular los puntos donde la funcigix) = Te + —a alcanza su maximoy su minimo
T

absolutos en el interval6, L]. Tenemos que

4L + (4
f(x) = %

. . . . 4L .
Deducimos, estudiando el signo de la derivada, que en ebpugst g hay un minimo
b
absoluto.

Como la derivada tiene un tnico cerolénl|, deducimos que el maximo absoluto Aen[0, L]
tiene que alcanzarse en uno de los extremos 'y, c6aig = 0, concluimos que el valor maximo
2

de f se alcanza para= 0y vale f(0) = j— ©
T

31. Dados dos punta$y B situados en el primer cuadrante del plano, calcula cualesaiho mas
corto para ir ded a B pasando por un punto del eje de abscisas.

Solucién.
B=(s,1)
Podemos situar los punta$ y B de forma que y
A=(0,r)y B = (s,t) conr,s,t positivos. La
longitud del camina4 PB viene dada porf(x) =
VX2 + 72+ /(s — x)? + 2. Debemos calcular el
minimo absoluto def(x) en el intervaldo, s]. Te-
nemos que

xX—s X
+
V24 (s—x)2  Vri4x2

J'x) =

7D . P=(x,0)

Resolviendof’(x) = 0 obtenemos la solucian =

rs . , L, rs
———. (Si haces los calculos encontraras gue—
r+t r—t S X
y . . (TS C =(0,—r)
es también unposiblesolucién, perof (—z) #+

P
0).
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32.

33.

Es inmediato que esta en el intervalf, s|. Por tanto, los valores candidatos para ser minimo
absoluto def en|0, s] son £ (0), f(s)y f(x). Como f/(0) < 0y f’ es continua, se sigue que
/'(x) < 0 en un intervalo abierto que contien®.aEn dicho intervalo abierto la funciofi es
decreciente, por lo qué(0) no puede ser el valor minimo déen|0, s]. Andlogamente, como
f'(s) > 0y f’ es continua, se sigue qy&(x) > 0 en un intervalo abierto que contiena,a
por lo quef'(s) tampoco puede ser el valor minimo deen|0, s]. Por exclusion, concluimos que

f(a) = /5% + (r +t)? es el valor minimo d¢ en|0, s].
Comentario. No es del todo inmediato comparar directamente los valg(és, f(s)y f ()

para ver cual de ellos es el menor. Para salvar esta difidoltads cémodo es razonar como lo
hemos hecho.

Alternativamente, puedes calcular la derivada segunda

I2 2

r
" — +
S7(x) C+6-0) " (2422

Como f”(x) > 0, se sigue qug"’ es estrictamente creciente. Luega sk a es f/(x) < 0,y Si
a < x es f/(x) > 0; de donde se deduce gyetiene un minimo absoluto en

En la figura sugiero una elegante y sencilla solucién gedcaédel problema. El punt® es el
que proporciona el camino mas co#d + DB. Cualquier otro caminel P + PB es mas largo
porque un lado de un triangu®B = CD + DB = AD + DB es siempre mas pequefio que la
suma de los otros daSP + PB = AP + PB. ©

Se desea construir una ventana con forma de rectangwioazto de un semicirculo de diame-
tro igual a la base del rectangulo. Pondremos cristal blancla parte rectangular y cristal de
color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreaja pasar la mitad de luz (por unidad
de superficie) que el blanco, calcular las dimensiones deréana para conseguir la maxima
luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado

Solucioén.
Seax la longitud de la base de la ventana gu altura. El perimetro es igual a una cantidad dada,
A; esdecir2x +h + n% = A. Laluminosidad viene dada por

x?2 2 1

f(X)=2xh+n§=x(A—x—n§)+n%=Ax—§(8+3n)x2

. 1 44 1
La derivadaf’(x) = 4 — Z(8 + 37)x se anula er%_i_—3 y, como f(x) = —Z(8 +37) <0,
b

. - 44 . :
concluimos quef alcanza un méaximo absoluto en el pungfee_ﬁ. Las dimensiones de la
b/

A4+ 4m)
8+37'  16+6m1

Se desea confeccionar una tienda de campafia conica déuaren determinado. Calcular sus
dimensiones para que la cantidad de lona necesaria seaaninim

ventana con mayor luminosidad son por tante ©

Solucién.

Para hacer la tienda necesita-

mos cortar un sector circular

de lona como se indica en la

figura. Sea? la medida en ”
radianes del angulo central

del sector y x la medida

del radio. La cantidad de
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34.

lona que necesitamos es igual al area del sector y viene dméiwﬁ (si el volumen se expresa

en n?, las deméas medidas se expresaran en metros). 8gadio de la base de la tiendahysu
altura. Nos dicen que el volumen de la tienda debe ser iguzd@antidad prefijadd;, es decir,

1
V =—nr?h.
3

- %) . . 1
Nuestro problema es calcular el minimo absolutoz—de2 sabiendo que la cantiddd = §”r2h
es conocida. Veamos que esta condicién nos permite expresefuncion deb.

Observa que la longitud de la base de la tieritdey;, debe ser igual a la longitud}; x, del
. v . .
arco circular que abarca el sectat:x = 2zr, de donder = 2_x Ademas, es evidente que

T
x2 = h? + r?, y deducimos que

2_ 2 _ 2 192x2:x2(1 19_2):”1_)“47;2_192

W =x*—pr2=x2-

472  4x? 2
Por tanto
1, 1 9%x?% x/4n2 =92 x39%2/4n?2 — 92
V=-nrh=-n =
3 37 472 2 2472
2(3m2V)1/3

Despejando:, obtenemos que = La funcion de la que tenemos que cal-

192/3(4]T2 _ 192)1/6'
cular su minimo absoluto es
(97T4V2)1/3

_0 o,
f(@) = FX° = (4;;219—193)1/3

(0 <9 <2m)

392 —4n? . - iy 2
——— 5 due tiene un Unico cero positivh= —
3(4n29 — 9?) V3
que corresponde, como se justifica facilmente estudiandiged de la derivada, a un minimo
3n?v4

T
Para un volumer’ = 5m?, la cantidad de lona necesaria &s12,25m?; el radio del sector
x & 2,6m, laalturade latienda= 2,12m y el radio de la tienda =~ 1, 5m. ©

Tenemos qug’(¥) = (974 V?)1/3

: : [3°v2
absoluto def. El correspondiente valor del radio del sectones y 702 yelareas6
g

Se desea construir un silo, con un voluniereterminado, que tenga la forma de un cilindro
rematado por una semiesfera. El costo de construccién (pdad de superficie) es doble para
la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis). &aisé las dimensiones éptimas para
minimizar el costo de construccion.

Solucién.

Sear el radio de la base ¥ la altura del cilindro. Nos dicen que el volumen del sito;2/ +
%nr3, es un valor conocidd/, que podemos suponer expresado én®nel coste de construc-
cion de 1 nt de superficie del cilindro es euros, la funcion de coste viene dada @@ rh) +

. 2 : 2 Vv .
2a(27r?). De la condicionV = mr2h + Znr?, se sigue quér = —?r + — Sustituyendo
r

este valor en la funcidn de coste, resulta que la funcion gbemos minimizar es
8 2V
f(r)=-nria+ e (r>0)
3 r
2a(8mr® -3V 1 4/3V
Tenemos/’(r) = % que se anula para= 3 ,3/ — en donde, como se comprueba
r b

facilmente estudiando el signo g€ (), la funcion f alcanza un minimo absoluto. La altura

. [3V
correspondiente ds= ’/Z—— . Paraunvolume® =100 m?, tenemos = 2,3 myh=4,6m.O
T
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35.

36.

Demuestra que de todos los triangulos isGsceles quessepuircunscribir a una circunferencia
de radior, el de area minima es el equilatero de altiura

Solucién.

Sea «a la medida en radianes de los angulos
ZCAB=/ABC.EltrianguloAONC es rectan-
guloy ZCON = £ ABC por ser &ngulos con lados

perpendiculares. Obtenemos asi qudeps: L

ocC’
esto es,0C = ——. Considerando el triangulo
cosu
. oM
rectanguloA OM B, obtenemos @ /2) = B =

;, de dondeM B = r cotgw/2). El area del
MB

triangulo viene dada poM B(OC + r) vy, susti- 4
tuyendo los valores anteriores, resulta la funcion

fl@) =2 cotQa/Z)l-go% 0 <a<m/2)

Como S/
;o\ ,(1—2cosx)cos (a/2)
Sy =r cog(«) ser? (o /2)

deducimos que la derivada tiene un Unico cero que se obtigaredol — 2 cose = 0, lo que
implica quea = 7/3. Se comprueba facilmente, estudiando el signo de la dexjvace dicho
valor corresponde a un minimo absoluto del area. Por taatmdbs los triangulos isésceles que
se pueden circunscribir a una circunferencia de radigl de area minima es el equilatero; su

. r A
alturaesigual a0C +r = Cosa + 7 =2r4r=3r ysuareavalér2/3. ©

Con una cuerda de longitud con un nudo corredizo en uno de sus extremos, rodeamos una
columna circular de radi®Rk haciendo pasar el otro extremo por el nudo. Calcula la maxima
distancia posible del extremo libre al centro de la columna.

Solucioén.

Para hacer este ejercicio debes tener en cuenta
que en los puntos donde la cuerda se separa de
la columna lo hace en la direccion de la tan-
gente a la circunferencia. En la figura se han
representado los radio®C y OB que unen el
centro de la circunferencia con los puntos de
tangencia. Lo que nos piden es calcular la lon-
gitud maxima del segment®P conociendo la

longitud de la cuerda y el radio de la columna. Tenemos@Be= OA4 4+ A P, como el triangulo

= R . : .
A OCA esrectangulo, se verifica qd = sord’ donded es la medida en radianes del angulo
Z0OAC.

La longitud del arco de circunferencia degdéastaB en sentido contrario a las agujas del reloj,
. , . oC R : ]
esigual aR(x + 2v); ademas se verifica quedg= = = Ve Deducimos asi que

-~ cost
AP=L—-2AC —-CB=L—-2R—— — R(w + 2v)
send

Por tanto R 5
Ccos
= — —_ - <
JO)= s+ L—2R_ R(r +29) 0<v9<m/2
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37.

es la funcion que nos da la longitud del segmeff®. Calculando su derivada y simplificando
resulta

cosy(2cosy — 1)
') =R .

G sert ¢

La derivada se anula solamente cuafaos? — 1 = 0, es decir? = /3. Se comprueba fa-

cilmente, por ejemplo estudiando el signo A&1), que dicho valor corresponde a un maximo

— R
absoluto def en]0, z/2]. La longitud méxima del segmentP esigual af (z/3)=L — SﬂT

Comentario. Es claro que la longitud de la cuerda debe ser suficiente pdear la columna,

es decir,L = 27 R. Pero observa que 4i = 27 R no podemos separarnos de la columna. Para
gue el ejercicidenga sentid@s necesario que podamos alejarnos mas o menos de la columna,
dependiendo de la posicién del nudo corredizo, y para esteesp quel. > 27 R.

Fijate también en qugirh f (%) = —o0, por lo que f () toma valores negativos cuandoes
—0

¥>0
suficientemente pequefio. Esto nos dice que la fungi@) no siempre representa la longitud

del segment@P. De hecho, como seh= — y O4 < L + R, se sigue que seh> ,
OA L+ R

N R . .
lo que implica que} = ¥, donded, = arc ser(H—R). Estas consideraciones no afectan a la

solucién obtenida porque hemos calculado el maximo alsd&ut’ entodoel intervalol0, /2],
salvo por un detalle: debemos asegurarnos de que es posgaeas el nudo de la columna
hasta que} < n/3. Para es@s suficiente que la longitud de la cuerda sea mayor o igual
R(7 + 27/3) + 2R /+/3 (la longitud del arca’ B mas dos veces la longitud del segmeAiG

23R + 57R

correspondientesé= 7/3). Observa queR (= +27/3) +2R /+/3= >27R.©

El principio de Fermat afirma que la luz viaja de un put otro puntoB siguiendo la trayec-
toria en la que se invierte el menor tiempo posible. Supogagque el eje de abscisas= 0,
separa dos medios en los que la luz viaja a distinta velogjuardejemplo, aire y agua). Seda
velocidad de la luz en el semiplano supenias 0y sea%c la velocidad en el semiplano inferior
y < 0. Calcula el punto del eje de abscisas por el que pasara ebraywiaje desde el punto
A= (—4,3)al B=(3,—-4).

Solucion.
Se trata de calculaP = (x, 0) por la condicién de

que el tiempo total invertido por el rayo de luz para
recorrer el caminel PB sea minimo. Seaq el tiem- A=(—4.3)

po que tarda la luz en recorrer el segmedidy 1,
el tiempo que tarda la luz en recorrer el segmento
PB. Tenemos que:
P=(x,0)
L 9]
longitudAP) =/(x +4)2+9=cp
y— 3
longitud PB) = /(x —3)2 + 16 = 20
B=(3.—4)

La funcion cuyo minimo debemaos calcular es

Sy = 4= YETHEI 4V -+ 16

c 3¢
Cuya derivada es

f’(x)—i 3(x +4) +L 4(x —3)
3¢/ +42+9 3¢ /(x—3)2+16
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38.

Es claro quex = 0 es un cero de la derivada. Veamos si corresponde a un minisotué de
f(x). Calculando la derivada segunda y simplificando obtenemes q

1 27 1 64
S0 = —

G r oy 3¢ -3 16

Resulta asi qug'”(x) > 0 para todax por lo que la derivadg”’ es estrictamente creciente y,
al serf’(0) = 0, se sigue quef’(x) < 0 parax < 0y f’(x) > 0 parax > 0, luego f es
decreciente eh— oo, 0] y creciente efi0, +o0o[ y, en consecuencig, tiene un minimo absoluto
enx =0. ©

Calcula la posicion del puntB = (x,0) en la figura de la derecha, donde= (0,1) y B =
(2 + +/3,2), para que el &ngul® sea maximo. ¢ Cual es dicho valor maxima@elustifica con

detalle lo que haces.
. B=(2++/3.2)
Solucién.

Tenemos quef = 7 — 6; — 6,, es decir
9 = (% —6;) + (% — 60,) = B1 + B2 y deducimos4 = (1, 0)
facilmente que

2 3—
f(x) = arctgx + arctg w
2 P =(x,0)
Derivando, tenemos
1 —-1/2
0'(x) = 7 >+ / 3
+x <2+«/——x)
I+l =

Simplificando resulta
9+ 43— (4 +24/3)x — x?
(I +x)@E+ 2+ /3-x)?)

Los ceros de la derivada son las raicesxdet (4 + 2+4/3)x — 4+4/3 — 9 = 0, que vienen dadas
por

0'(x) =

4234 @+ 2432 + 443 +9) ﬂ_—4—2«/§—\/(4+2ﬁ)2+4(4ﬁ+9)
- 2 rT 2

Como(4 4 2+/3)2 + 4(4/3 4+ 9) =32(2 — v/3) = 16(4 + 24/3) = 16(+/3 4 1)2. Naturalmente,
como0 < x <2+ /3,y B < 0 se sigue que

4 — 2
_ 4 2334 4/16(+/3 + 1) _z

2

o

o

es el tinico cero de la derivada en el intenjal@ + +/3].

Estudiemos ahora el signo de la derivada. Como el denomidadd(x) es positivo, el signo de
6’(x) es igual al de9 + 4+/3 — (4 + 2+/3)x — x2. Pero

9+4«/——(4+2x/§)x—x2:—(x—ot)(x—,B)

que es positivo cuand® < x < « y negativo six < f o« < x. Deducimos qué’(x) > 0 si
0<x <+/3y68'(x) <0siv/3 < x <2+ +/3.Portanto, lafunciof es creciente efd, v/3]y
decreciente efv/3, 2 + +/3]. Concluimos que er/3 la funciéné alcanza un méaximo absoluto
en|0,2 + +/3]. El valor maximo e®(+/3) = arctgv/3) + arctql) = /3 + /4 = Tn/12. ©
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39. Calcula el limite en el puntoque en cada caso se indica de las siguientes funciones:

f(x)=(senx +cosx)/*, a=0;  f(x)=(1+1tgx)"** a=0

F(x) = (COtx)**™, 4 =0, /2; f(x) = (coszx + g)l/xz , a=0

f(x) =1 +semnx)% =0, 7/2; f(x)= '(?Tg(_sii:);z, a=m/2

o=, fo = D@

flx) = ex‘c"t:fx‘x, a=0. S = ()" g
Solucién.

1/x

e Ellimite lim(senx + cosx)'/* es de la forma ifn F(x)#% cuando im f(x) =1y
xX— x—a x—a

Iim |g(x)] = +o0. Se trata, por tanto, de una indeterminacion del tifo Estos limites suelen
xX—a
poderse calcular haciendo uso del criterio de equivaldageritmica (teorem&?) que, en las

condiciones anteriores payay g, nos dice que:
lim f(x)*® =el — limg(x)(f(x)=1)=L
xX—>a x—a
lim f(x)¥® =0 < limgx)(f(x)—1)=—o0
x—a x—a
lim f(x)$™® = 400 < lim g(x)(f(x) = 1) = +o0
xX—>a x—a

En nuestro caso:

o1 . senx 4 cosx — 1 . senx ;
lim —(senx + cosx — 1) = lim = lim + lim

x—>0 X x—>0 X x—=>0 X x—0 X

cosx — 1
— =1.

Donde hemos usado que

Senx . senx —sen0

lim— = |lim——— =cos0=1
x—=>0 X x—0 X —
. cosx —1 _ CoSx — cos0
lim——— = |IIm——— =sen =0
x—0 X x—0 x—0

sin mas que recordar la definicién de derivada de una funcidémeunto. Concluimos asi que

lim (senx + cosx)'/* =e
x—0

1/x2

e Ellimite Iirrg)(l + tgx) es del mismo tipo anterior. Ahora, el limite
xX—>

. tgx . senx 1
Iim =— = lim
x—>0 x2 x>0 X XxCOSX

no existe, pues
1 1

Ifm =+oo, lim = —00
x—0 X COSx x—0 X COSx
x>0 x<0

Luego im (1 +tgx)"/** = +ooy lim(1 + tgx)"/** = 0.
x—0 x—0

x>0 x<0
x2 1/)62
e Ellimite lim (co§ x+ 7) es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que:
x—0
. cogx+x2/2—-1 | —sertx+x2/2 . /senx\2 1 1
[im = lim = —Iim <—) Z—__
x—>0 x2 x—0 x2 x—0 X 2
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2 1/X2
Luego, im ( cos x + T _ L
Xx—0 2 \/é

e Ellimite lim es del mismo tipo que los anteriores. Tenemos ahora que

x—0

senx \ 1/(1—cosx)
(=)

Ifm

x—0

(senx ) (y _Senx — x
X 1 —cosx  x—0 x(I —cosx)

Este ltimo limite no tiene dificultad y puede hacerse pordgital. Pero es mas facil usar los
limites “bien conocidos”:

senx —x  senx —x  x?
x(I —cosx)  x3 1—cosx’
. , senx — -1 senx \ 1/(1—cosx) 1
Deducimos queiin Bl S Luego Im ( ) =—.
x—0 x(1 —cosx) 3 x>0\ X e
... e*—cosVv2x — . L . 0
e El limite lim ;/_x Y es una indeterminacion del tipe y puede hacerse por
x—0 tg°x 0

L'Hépital, pero antes es conveniente sustituik igor x pues son funciones asintéticamente equi-
valentes para — 0. Escribiendo:

e —cosv2x—x  x? e —cosv2x —x

tg2x T tgPx x2
2
. , . e¥—cosv2x —
y teniendo en cuenta quén (i) =1, basta calculariin {x o gue puedes
x—0 \tgx x—0 X
hacer por L'H6pital muy facilmente.
log(senx)

e Ellimite lim

x—n/2 (T — 2x)2
hacerse por L'Hopital. Hazlo tu aplicando L'Hdépital. Yo vayreducirlo a limites “bien conoci-
dos”.

L . o 0 o
es también una indeterminacién del t|5)<y, en principio, puede

Lo primero que voy a hacer es convertir el limite para> /2 en un limite parac — 0. Para
ello basta sustituix posz/2 — x como sigue:

lim log(senx) lim log(senw/2 — x)) _ lim log(cosx)

xon/2 (1 —2x)2 x>0 (1 —2(m/2—x))2 x>0 4x2

og(cosx)  log(cosx) cosx — 1

. . .
Ahora, la presencia de’ y de cost me sugiere escribir . El

x2 cosx — 1 x2
, .. .. cosx—1 .
limite lim ———— = —1/2 porque es uno de los limites “bien conocidos”. El limite
x—>0 X
. log(cosx
jim 12906050 _
x—>0 COSx — 1

. . : . . logt
porqgue también es uno de los limites “bien conocidos”, paeteda formaiim % donde se
t—=>11—
ha sustituida por cosx.

log(senx 1
Portanto im log(senv) =——.
x—n/2 (T — 2X)2 2
Los restantes limites de este ejercicio te los dejo paraaguledgas tU. ©

40. Justifica que para todae=R y para todos > 0 se verifica que:

3 logx)” 3 x7 3
[im (logx) =0, [im — =0, limx®|logx|" =0.
xX—>+00 x$ x—+o0 5% x—0

x>0
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Solucién.

. . (logx)”
Es suficiente probar que para tode N se verifica im
x—+00 x3

induccion. Para = 1, tenemos, aplicando L'Hopital por tratarse de una indeteaions;, que:

= 0. Podemos hacerlo por

logx 1 1

[im — lim — =o.
x—>+o0 X% § x—>—+oo x¥
. (logx)”
Supuesto demostrado queiml —— =0, tenemos:

xX—>+00 X

i logx)"t'  wn+1 log x)”

[im (l0g) = [im (log-) =0
x—>+00 x* § x—>t+oo X%

Lo que concluye la demostracion por induccion.

Haciendo la sustitucion de por €° en el limite anterior, obtenemos:

, logx)” , x’
0= Ilim (logx) =[x <€)= lim —
x—>+oo  Xx* x—+oo €%

Haciendo la sustitucién depor 1/x en el limite primero, obtenemos:

; logx)” 3

0= 1im 199" 1o 13 = lim x| log x|
x—+00 x$ x—>8

X >

41. Calcula el limite en el puntoque en cada caso se indica de las funciofieR+ — R.

_ xZsenl/x

S(x) log , a=+oo; f(x) =senV1+ x —senyx,a = +oo
X
1 x?
f(x) =senx sen—, a =0, a =+4oc; f(x):(cos ) ,a= 400
X x+2
Solucién.
x2senl/x

El limite Iim
x—>+00 |ng

hacerlo por L'Hdpital. Prueba a ver qué pasa. En este casargjués de L'Hopital no resuelve
el limite. Pero es facil ver que inh xser(l/x)L = +o0, porque Im xsern(l/x) =
xX—>400 |ng x—>+00

es, de hecho, una indeterminacion del tigoy puedes intentar

. senx . X
lim — =1y lim — =400
x—=0 X x—>+oo|0gx

x>0

El limite Iim (sen 14+ x— senﬁ) no entra dentro de ninguna de las indeterminaciones

xX—>-+00

usuales. De hecho, el limite iT seny/x no existe (¢ sabes probarlo?). Esta claro que el limite
X—>T1T00

que nos piden calcular requiere un tratamiento particDiespués de pensarlo un poco, a la vista
de como es la funcidn, se me ocurre usar el teorema del valdionizicho teorema, aplicado a
la funcién sen/x en el intervaldx, x + 1], me dice que hay algin puntoc]x, x + 1] tal que

S .
sen/x + 1 —sen/x = Z—f y tomando valores absolutos deducimos
V4
cosz 1
senvx + 1 —sen x‘z S —
‘ vx 24/z 2./x
de donde se deduce queml (seny/1 + x —seny/x) = 0.

X—>+00
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2
X
El limite lim (cos 2) es una indeterminacidrf® y aplicaremos el criterio de equiva-

xX—+00 X +
lencia logaritmica. Para ello, calculamos
X
cos -1
1+ 2x
Ifim =

P 2 b4 ,
Iim x“{cos —-1)=
x—+o00 x+2 x—0 x2

x>0
2
T X T X
cos -1 )
, 1+ 2x 1+ 2x -7
= lim 3 > =
2 (L :
14+ 2x
x2
Luego Im (cos ) = e /2 Ellimite gue queda por hacer es inmediato. ©
x—>+00 xX+2

42. Seag : R — R derivable erR y dos veces derivable en 0 siendo, adergé®) = 0. Definamos
/R — R por f(x) = % si x 20y f(0) = g’(0). Estudia la derivabilidad d¢. ¢Esf”’
continua en 0?

Solucion.Por laregla de la cadeng,es derivable en todo punta#0 v, por la regla de derivacion
de un cociente, tenemos qUé&(x) = M parax # 0. Para estudiar sf es derivable

enx = 0 no hay otra forma de hacerlo (pero lee més abajo) que rendoia la definicién.
Tenemos que

— f( — /(0 00
|imM=“’mg(x) g()ng()
x—0 x—0 x—0 x2 2
en virtud del teorema de Taylor-Young (si lo prefieres, psexgicar -juna vez solo!- L'Hopital).
4
i 0
Por tanto,f es derivableemr =0y f/(0) = g 2( )_

/ J—
Estudiemos sif’ es continua e = 0. Tenemos queih f/(x) = Iim M y para
x—0 x—0 X

calcular este limiteo se puede aplicar L'Hopital porque no sabemas' s derivable (nos dicen
queg esunavez derivable erfR). Intentaremos relacionar el cociente con las hipotessnps
dan sobrez. Después de pensarlo un poco, parece conveniente escribir:

xg'(x)—glx) _xg'(x)—xg'(0)+xg'(0)—g(x) _ g'(x)—g'(0) gx)—g'(0)x
x2 a x2 a X x2

2"(0)
2

y deducimos quel'rlr}) f(x)= , luego f/ es continua erx = 0.
X—>

También puedes usar para hacer este ejercicio un resukaeorda que dice que si una funcién

f es continua en un intervalh « es un punto de€, y sabemos qu¢ es derivable ed \ {a}y

que im f’(x) = L, entoncesf también es derivable encon f'(a) = L vy, por tanto,f’ es
x—>a

continua enu.

Es evidente (¢,0 no lo es?) que la funciémiel ejercicio es continua en el intervalo= R y es

derivable erR \ {0}. Como Im f”(x) = g"(0)

g"(0)
2

, esto prueba de golpe quées derivable en

x =0,quef’(0) = y que /"’ es continua e = 0. ©

43. Seanf, g:;] — 1, +oo[— R las funciones definidas por

L S(0)=1; glx)=e/®

I
fn =2
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Calcula las derivadas primera y segundafdg g en0 y deduce el valor del limite

e
A+ x)/* —et+=x
lim 3 2
x—>0 X

Solucién.Observa que si > —1y x #0 esg(x) = (1 +x)/* y g(0) =e. Es claro también que
f(x)=logg(x). El ejercicio consiste en calcular las dos primeras deasaidg enx =0. Por la
regla de la cadena es suficiente para ello calcular las dogegs derivadas dg enx = 0. Pues
entonceg’(x) =&/ f/(x),y g"(x) = /@ ((f'(x))? + f"(x)). Fijate en que la funcio
es mas sencilla que fa De hecho, no es inmediato calcular directamerite) porque el limite

(1 +x)*—e _ _ oA
[im —————— se complica un poco si tratas de hacerlo por L'Hépital. Lagsiones como

x—>0 X
la g, esto es, las del tipa(x)*™, tienen derivadas complicadas.
. L . - f( . log(1 — -1 . :
Derivar f es facil. El limite m M = lim M = — es hien conocido.
x—0 x—0 x—0 x2 2

. -1 L L
Deducimos qug’’(0) = - Ahora, parar # 0, se calcula facilmente, por la regla de derivacion
x —log(1 + x) — x log(1 + x)

x2(1 +x)

de un cociente, qug’’(x) = . Tenemos

f(x)— f'(0) x —log(1 + x) — x log(1 + x) + %Xz(l +x)
x=0 x3(1 + x)

Se trata de calcular el limite para— 0 de este cociente. Lo primero es quitar el fagfios x)
del denominador (evidentementé,+ x) ~ 1 parax — 0). Hecho esto, nos damos cuenta de

1 1 -
que se trata de comparar— log(l + x) — x log(1 + x) + Exz + —x? con x3. Utilizando el

teorema de Taylor-Young (o, simplemente, recordando Itiagroios de Taylor de log + x)
enx = 0), tenemos que:

1 1
log(1+x)=x— Exz + §x3 +o(x?).
Deducimos que:

1 1 2
x —log(1 + x) — x log(1 + x) + Exz + §x3 = §x3 +o(x?)

1 _rr
porlo que im S =70 = % es decir,f"(0) = %
x—0 x—=0 3 3

Resulta asi qug’(0) = e/© £7(0) = _g y

1 2 11
g"(0) =" ((/' () + f7(0)) = e(z + 5) -n¢

Finalmente, como consecuencia del teorema de Taylor-Ydengmos que:

e
x _ a4 =
1+x)'7* e+2x_ 11

3|c|—r>r2) x2 24
. . , —g(0)—g'(0 1
Porque dicho limite es de Iaformm(i) g(x) — &( 2 g/ (0)x = Eg”(O). ©
X—> X

44. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones.
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a) f:R* - R,dadaporf(x) =x"*""D y £(1) = Je.
b) f:]—1/2,+oc[— R, dada porf(x) = (x + €)/* y f£(0) = €.
©) f:[0, +oo[— R dada porf(x) = (1 4+ x logx)'/*,y f(0) =0.

ser(1/x)
d) /:R — R, dada porf(x) = (1 +x2) y £(0) = 1.

e f:]—m/2,7/2]— R dadaporf(x) = (?)1/)# y f(0)=e1/6

2 — 2 cosx
x2

1/x
f) f:]—=/2,7/2[— R dadaporf(x) = ( ) parax Z0y f(0)=1.
Solucién. En todos los casos nos piden estudiar la derivabilidad defum@dn de la forma
F(x) = u(x)**®) en un puntd’conflictivo” en el que no puedes aplicar las reglas de derivacion.
En este tipo de ejercicios la mejor forma de proceder cansistestudiar la derivabilidad de
la funciong(x) = log F(x) = v(x)logu(x) en el punto conflictivo. Para ello debes recurrir
a la definicién de derivada. Observa que coRa) = €*™), |a derivabilidad dey equivale a
la derivabilidad deF. Como en el ejercicio anterior ya hemos usado esta es@ategipar de
ejemplos méas deben ser suficiente para que la comprenda€biesideraremos las dos Ultimas
funciones propuestas.

e)
1/x2
fo=(Z25)" ro=e
log (senx) B
Tenemos que(x) = log f(x) = 72’6 ¢(0) =log f(0) = r Tenemos:

log (_senx) + lx2
Iim ¢(x) —¢(0) = Iim X 6 _

x>0 x—0 x—0 x3

Podemos aplicar L'Hdpital para quitar el logaritmo.

X X COSx — senx n 1

) —p(0) ( ) 3"
lim ¢(x) —9(0) _ lim Senx x2 3
x—0 x—0 x—0 3x2

1
X COSX — senx + gxz senx
= |im 3
x—0 3x3 senx

Sustituimos en el denominador sepor x. Usando que

1 1
senxy = x — gx3 +o(x*), cosx=1-— Exz +o(x?)
. 1, 4
deducimos que cosx — senx + gx senx = o(x*), por lo que

1
X COSx — senx + §x2 senx

[im =0
x—0 3X4

Concluimos que es derivable exx =0y ¢’(0) = 0 por lo que tambiéry” es derivable ew = 0
y f(0) = f(0)p'(0) = 0.
iy

2 —2Cc0oSsx

1/x
f(x)z(ix2 ) . fO)=1
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45.

Es mas facil estudiar la derivabilidad gdéx) = log f(x). Notese que al sef(x) = exple(x)),
en todo punta en que sea derivablgtambién, en virtud de la regla de la cadena, sera derivable

f siendof’(a) = ¢’(a) exple(a)) = ¢'(a) f(a). Tenemos que

2 —2Cc0Sx
log (7)& )

X

p(x) =

parax # 0, y ¢(0) = 0. Para estudiar la derivabilidad ¢geenx = 0 consideremos el cociente:

log (2 -2 COSX)
_o(x) —p(0) x2
H(x) = =
x—0 x2
Se trata de calculan’rho H(x). Puesto que
xX—>
2 —2cosx
[im ——— =1 1
lim — 1)

el limite buscado es una indeterminacion de la for%mse dan las condiciones que permiten
aplicar la regla de L'Hopital. Tenemos entonces, supuastdag limites en cuestion existen:

2x?% senx — 2x(2 — 2 cosx)

4 senx + 2cosx — 2
lim H(x) = lim X — Iim & +
x—0 x—0 2 — 2 COSxX 2x x—0 x4

2

donde hemos tenido en cuenta (1). Podemos volver a usardded Hopital para calcular el
ultimo limite, obteniendo:
X senx + 2cosx — 2 X COSx — senx —xsenx  —1

lim =Ilim —— = lim =
x—0 x4 x—0 4x3 x—0 12x2 12

Hemos probado asi quées derivableefiy f/(0) = —1/12.
Comentario. No debe calcularse la derivada gieen 0 aplicando la regla de L'Hopital para

. - f( . .
calcular el limite im0 M pues entonces lo que haremos sera calcitay_Lo /' (x).
x— X —
La existencia de este limite, junto con la continuidadfden 0, implican quef tiene derivada
continua er) y eso es mas de lo que se pide y, por eso mismo, suele ser makiceainp ©
Calcula los limites
1 1 1 1
D Iim|{——-— 2) Iim|——
)x—>o(ser¥x x2) )x—>l(|ng x—l)
e fxe’ —2e¥ 426" TE
3) lim 2 R + 4) lim (Z - arctgx)I ¢
x—0 (er—1)3 x—+o00
senx
5) Ilim —— 6) lim | —
x—0 (log(l + x))2 x—=>0\ X
log(1 + sen2x) arctgser’ arctgx — senx
7) lim 100U+ SeEv) ArClgSen x) g, g, AICIGY — sen
x—>0 e -1 - COSZ('[g2 X)) x—0 x(1—cosx)
arctgarc sen? 3senx — 3 x cosx )/~
9) lim g ) 10) lim i
x—0 (e2* —1)log(1 + 2x) x—0 x3

Sugerencia.Pueden usarse las reglas de L'Hopital pero es convenieaiearepreviamente al-
guna transformacion.

Solucién.
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1) Recuerda: antes de calcular un limite debemos simpliftciy lo que podamos la funcion.
Tenemos que:
1 1 x? —sert x
se?x x2  x2serdx
Como selx ~ x parax — 0, podemos sustituir senpor x en el denominador (jno en el
numerador!). Con ello:

1 1 x% —sert x
sefx x2 x4

Ahora recordamos que— senx ~ x3/6 parax — 0, con lo cual:

xz—ser’?x_x—senxx+senx @

x4 x3 X

Finalmente, deducimos que:

I 1 1 1

x'—% (Seﬁx x2) 3

Observa que una descomposicion como la hecha en (2) sokasete ocurre si recuerdas que

x —senx ~ x3/6 parax — 0 (que es uno de los limites que debes saber de memoria). En
general, descomponer una funcion en producto (o en sumajatedms solamente debe hacerse
si sabes el comportamiento de cada una de las nuevas fusciteng que tener cuidado en esto
porque es facil equivocarse. Por ejemplo, podriamos haleeste:

x%?—serfx x—senx x + senx
x4 a x2 x2

. . . X + senx . o
Con lo que introducimos una funciéA———— que no tiene limite ef.
X

2) Es muy facil y parecido al anterior.

3) Este limite se hace muy facilmente por L'Hdpital perogarte derivar, debes sustituir €1

por x.
1 1

4) Iim (% - arctgx)m es una indeterminacion tipe®. Sea f(x) = (% - arctgx)i

log x
x——4o0
T
log (5 —arc tgx)

logx

Tomando logaritmos tenemos que |6¢x) = . Teniendo en cuenta que para

b4 1 .
x>0 es— —arc tgx = arctg—, se sigue que
X

1
log (arc tg—)
. s x) . log(arctgr)
xllToo |Og f(x) o xllToo 1 - tlI—I;T(]) |Ogl
—log — t>0
X

Este ultimo limite puede calcularse por L'Hopital

t
Iim lo =—lim——=
x—>4-00 9/(x) 150 (1 + £2) arctgr

t>

1
Deducimos que iltr f(x)= s

5) También puede hacerse por L'Hopital pero, antes de dedebes sustituir lag + x) por
x. Te recuerdo que puedes sustituir funciones asintoticeemeguivalentes en un producto o en
un cociente, nunca en una suma. Tampoco se pueden hacesiesttagciones en una funcién,
es decir, sig(x) ~ h(x) parax — a, y F es una funcién, no es cierto en general di{g(x))
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sea asint6ticamente equivalent&@:(x)) parax — a. En este limite, la funci6fS= ~ 1 para
x — 0, pero no es cierto que Id§=™) ~ log(1) = 0.

6) Es una indeterminacidrf®. Ya debes saberlo hacer.

7) Este es el tipico limite en el que si aplicas directametiiéyital, sin antes simplificar sus-

tituyendo funciones por otras asintdticamente equivaterio méas probable es que acabes por
equivocarte al derivar. Apliquemos la primera regla: sifigalr todo lo que se pueda la funcion.

Tenemos que:

ser(tg? x) s
tg? x
También es®—1 ~ x, log(l + semx) ~ sem2x ~ 2x y arctgsen x) ~ sert x ~ x3. Todas
estas equivalencias asintéticas son para 0y todas ellas se deducen de la tabla de los limites
gue debes saberte de memoria. En consecuencia el limiteogyzden se reduce a calcular el
siguiente limite:

2
1 — cog(tg? x)) = sert(tg® x) = ( ) tg*x ~tgtx ~ x

2x 5
[im 15 = [im2=2
x—>0 X x—>0
Los demas limites de este ejercicio te los dejo para que fpasta. ©

46. Explica si es correcto usar las reglas de L'Hépital pateutar los limites:

lim ¥ Sem . lim x2sen(1/x)
x—>+o0 X 4 senx’ x—>0  Senx

li
Solucion. Las reglas de L'Hopital dicen que, bajo ciertas hipétesigdistencia deiiin J ((x))
X—a g X

) en cuyo caso ambos limites coinciden. Una hip6tesis de las

implica la existencia deim S(x

x—a X
reglas de L'Hbpital es que la derivada del denominador naa&ean un intervalo que tenga al

S (x)
g(X)
. X —senx
Esto no ocurre en el caso del comenfeem parax — -+oo pues, aunque puede verse
X

puntoa por extremo y que el I|m|te|rh sea una indeterminacion.

como una indeterminacioén del tipe-, la derivada del denominador &s+ cosx que se anula
(0.®)
en todos los puntos de la forma+ 2k, k =1,2,...porlo queno tiene sentideonsiderar el

— cosx . . L
limite del cociente de las denvadas;ml ————, pues dicho cociente no esta definido en
x—>+o00 1 4 COSXx
ningun intervalo de la formp, +oo[. Es claro, sin embargo, que:
senx
X — senx .
lim ——— Iim Txnx =1
x—>+o00 X + Senx x—>+oo 1+
. x2sern(1/x)
En el caso del limiteiin e — gue puede verse como una indeterminacion deHlpsx
x—0

formamos el cociente de las derivadas obtenemos la funcién
2x sen(l/x) —coq1/x)
cosx

la cual no tiene limite en 0 (el denominador tiene limite Xppe numerador no tiene limite),
luego no es posible aplicar L'Hépital para calcular estétéiral cual, por otra parte, es evidente-
mente igual @, pues:

2senl
Iimxir(/x)_ lim —— xsel/x)=0
x—0 senx x—0 Senx

©
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47. Prueba que una funcién polindomica de gradwincide con su polinomio de Taylor de orden
centrado en un punto cualquiera

Solucién.Las funciones polinémicas son indefinidamente derivaplasio que, dados, a € R,

podemos aplicar el teorema de Taylor con resto de Lagramgepéener que hay algin punto
comprendido entre y x tal que:

P”(a) <M() Pt ()
2

(n+ 1)

P(x)=P(a) + P'(a)(x —a) + (x—a)’+--+ (x—a)" + (x —a)"t!

Como P es una funcién polinémica de gradsu derivada de orden+ 1 es nula en todo punto.
Luego PtV (¢) = 0, por lo que resulta:

" (n)
P(x):P(a)+P’(a)(x—a)+Pz(a)( a)® +- +P ()

(x—a)"
Por tantoP (x) coincide con su polinomio de Taylor de orderentrado em. ©
48. Prueba que una funcién polindbmiBdiene un cero de ordénena si, y solo si, puede escribirse

de laformaP (x) = (x —a)* O(x), dondeQ(x) es una funcién polinémica que no se anulaen

Solucion. Supongamos qu (x) tiene un cero de ordeh ena, es decir el valor deP y el de
todas sus derivadas hasta la de orklen1 son nulos e y la derivada de ordek de P no se
anula eru. Entonces, como consecuencia del ejercicio anteriormenegue:

Ly 0] ) P " pWy) .
P =Y j'(a)(x_a)Jzz ](a)( —af = —af Y j!(a)(x_a)J—k

j=0 ’ ji=k ’ ji=k

PoniendaQ (x) = Y"7_, P(”(“)( —a)i~*, tenemos qué es un polinomioQ (a) = % #£0
y P(x) = (x —a)kO(x). EI reciproco es inmediato. ©

49. Calcular el nimero de ceros y laimagen de la fungiarR — R dada porf(x)=x°—3x2+2.

Solucién. Se trata de un polinomio de grado par con coeficiente lidetiypmspor tanto, alcanza
un minimo absoluto ek, si éste es igual &, se tiene quef (R) = [m, +oo[. El punto (o los
puntos) en dond¢ alcanza su minimo absoluto debe ser un cero de la derivadzo Co

flx)=6x"—6x=6x(x*— D =6x(x>—1)(x2+ 1) =6x(x — D(x + DH(x>+1)

se anulaen-1, 0y I, se sigue que el minimo absoluto gedebe alcanzarse en alguno de estos
puntos y, comof (1) = f(—1) =0 < f(0), deducimos que‘(—1) = f(1) = 0 es el minimo
absoluto def enR. Luego f(R) = [0, +oco[. Hemos determinado asi la imagen flg también
hemos encontrado quel y 1 son ceros dg¢ (cosa facil sin mas que ver cémo ¢3. Observa
gue—1y 1 son ceros de orden 2 ge(porque son ceros simples dé). Es claro quef’ no puede
tener mas ceros, porqueSixo) = 0 entonces eny la funcién f alcanza un minimo absolutoy,
por tanto,f’ debe anularse exy. En conclusiénf tiene 4 ceros reales (2 ceros reales dobfes).

50. Calcula el numero de soluciones de la ecuagitogx — x = 0.
Solucién.Seaf(x)=3logx—x. Observaqueimz) f(x)= “T f(x)=—xy f(e)=3—e> 0.
X—> X—>1T00

x>0
Deducimos, por el teorema de Bolzano, guene por lo menos un cero en cada interale

. 3 . L. :
y ]e, +oo[. Como la derivadg’’(x) = — — 1 tiene un Unico cero en = 3, concluimos, por el

teorema de Rolle, qug no puede ten)ér mas de dos ceros distintos. En conclusiéouién
3logx — x = 0 tiene una solucion en el intervald, € y otra en] e, +oc[. Si quieres, puedes
precisar mas. Comg(1) <0y f(€?) = 6 —€* < 0, se sigue que los dos ceros flestan en el
intervalo]1, €*[. ©
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51. Estudia, segun los valores @eel nimero de ceros, contando multiplicidades cuando pegce
de la funcion polindmica (x) = 3x> + 5x3 — 30x — a. Explica con detalle lo que haces.

Solucién.Como consecuencia del teorema de Rolle, si la derivada d&uno#n tienek ceros
(reales)istintosentonces la funciono puede tener mas de+ 1 ceros (realesjistintos(jpero
puede que no tenga ninguno!). Sabemos también, como camraulel teorema de los ceros
de Bolzano, que todo polinomio de grado impar tiene por loosem cero real. Como las raices
complejas, cuando las hay, de polinomios con coeficientdsggevienen por parejas de raices
complejas conjugadas, deducimos qoatando cada cero tantas veces como indica su multi-
plicidad, todo polinomio de grado impar y coeficientes rediene un ndmero impar de ceros
reales Por las mismas razonexyntando cada cero tantas veces como indica su multipliida
todo polinomio de grado par y coeficientes reales tiene unanamar de ceros reales y también
puede que no tenga ninguno

En nuestro caso:
f/(x) =15x* +15x2 =30 = 15(x2 + 2)(x> = 1) = 15(x2 + 2)(x + 1)(x — 1)

resulta quef’ tiene dos ceros realed ,y —1, por lo que f no puede tener mas de tres ceros
reales distintogpero todavia no sabemos si los tiene). Lo que es seguro eg,quer ser un
polinomio de grado impar, tiene por lo menos un cero real, glesaso de que tenga mas de
un cero real debe tener tres (que pueden ser simples o unte sirapo doble). Veamos cuando
ocurre una cosa u otra. Tenemos gues inyectiva en los intervalds oo, —1],[—1, 1]y [1, +o0|
(porque su derivada no se anula en ningun punto de dichasalte excepto en los extremos).
Ademas Imy_,_» f(x) = —0c0 y liMy_ o0 f(x) = +00.

Deducimos que para queg tenga tres ceros reales simples, uno en cada intervalo
]—o00,—1[, ] = 1, 1] ¥ ]1, 40|, es necesario y suficientgue f(—1) =22 —a > 0y
f(1) = —22 —a < 0. Condiciones que equivalena2 < «a < 22.

Cuandox = 22 entoncesf(—1) =0y f(1) < 0, por lo quef tiene también tres ceros reales:
uno simple en el intervald, +oo[ y otro doble (porque también anula a la derivada}-én

Cuandax = —22 entoncesf(—1) > 0y f(1) =0, por lo que/f tiene también tres ceros reales:
uno simple en el intervalp— co, —1[ y otro doble (porque también anula a la derivada) .en

Cuandox > 22 o < —22, f sélo tiene un cero real (porque no puede tener tres cerasreal
simples ni tampoco un cero real doble).

La discusion anterior puede hacerse también represenggaficamente la funcién polinémica
h(x)=3x3+5x*—30x y viendo cuantos cortes tiene dicha gréafica con la rectadwaty =«.
Para ello observemos qiétey f tienen la misma derivada, por lo que:

x<—-l=h'(x)>0, —-1l<x<l=h'(x)<0, x>I1=h'(x)>0.

Por tantos es estrictamente creciente r oo, —1], estrictamente decreciente rl, 1] y es-
trictamente creciente g, +oo[. Deducimos qué tiene en—1 un méximo relativo y erl un
minimo relativo. Ademas, la derivada seguind@x) =30x(x2 4 1) se anula solamente an=0,
siendo/”(x) < 0 parax < 0y h”(x) > 0 parax > 0, es decir)i es concava eh— oo, 0[ y
convexa en0, +oo[. Con esta informacion ya podemos representar su grafica.
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52.

53.

De esta gréfica se deducen facilmente los mismos resultatis @btenidos. Notese que como
f(x) = h(x) + «a, la grafica def se obtiene trasladando la idhacia arriba (sic > 0) o hacia
abajo (six < 0). Se ve asi claramente, que cuande —22 o « = 22, la gréfica def es tangente
al eje de abscisasn el punto-1 o en ell donde hay un cero doble.

Justifica que la ecuacian’ = x senx + cosx tiene exactamente dos soluciones reales.

Solucion.Seaf (x) = x2 —x senx —cosx. Se trata de probar quése anula en exactamente dos
puntos. La funciory” es continua yf(0) = —1, f(n) = f(—n) =n?* + 1. El teorema de Bolzano
nos dice quef se anula en algin punto del intervider, 0] y en algin punto del interval6, =|.
Luego /" se anula al menos en dos puntos. Veamos que no puede anualanas ée dos puntos.
En efecto, la derivada d¢ es f/(x) = x(2 — cosx). Como2 — cosx > 0 para todax € R, se
sigue que la derivad@’ solamente se anula en= 0. Si la funciénf se anulara en tres 0 mas
puntos, en virtud del teorema de Rolle, su derivada debetilase al menos en dos puntos, lo
cual, seguin acabamos de ver, no ocurre. Concluimog cgeeanula exactamente en dos puntos.

Alternativamente, podemos razonar como sigue. AlS&r) < 0 para todax < 0, la funcién
f es estrictamente decrecientelen, luego solamente puede anularse una veR enAnaloga-
mente, comof”’(x) > 0 para todax > 0, la funcion f es estrictamente creciente B, luego
solamente puede anularse una veRéen ©

Searug,ay,...,a, nUmeros reales. Prueba que para algin[0, 1] se verifica que

n

n
k Ak
3 aprk = .
k=0 k=0 k+1

Solucion. Se trata del tipico ejercicio que una vez que sabes como setdaarece muy facil.

ag « ,
1 y el “para alguin
x € [0, 1]". El ejercicio recuerda al teorema del valor medio. Despleépensarlo un poco, se

nos ocurre considerar la funcién

Pero se te tiene que ocurrir como hacerlo. La pista la dant]memsk

Ak k+1
S(x) = Xt
= k+1

El teorema del valor medio aplicado a esta funcion en elvater0, 1], nos dice que hay un
puntox €]0, 1] tal que

S = /) ~ ok
ﬁ=f(l)=f’(x)=2akx .
k=0
Eso es justamente lo que habia que probar. ©
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54.

55.

56.

Seaf una funcion polindbmicay sea< b. Justifica quegontando cada cero tantas veces como
su ordensi f(a) f(b) < 0 el nimero de ceros d¢ en]a,b[ es impar; y sif(a) f(b) > 0
dicho nimero (caso de que haya algun cero) es par. Deduce gjuese gradoz, es condicién
necesaria y suficiente para qfig¢engan raices reales distintas que su derivada tenga raices
reales distintas; < ¢» < --- < ¢y,—1 Y que parax < c¢; suficientemente pequefio y pgta>
cn—1 suficientemente grande, los signos de los nUméi@3, f(c1), f(c2), ..., f(cn=1), f(B)
vayan alternando.

Solucion.Si f es un polinomio de gradey ¢ es un cero de ordeh de f, entonces tenemos
que f(x) = (x — ¢)*h(x) dondek(x) es un polinomio de grade— k con/(c) # 0. Podemos
suponer, por comodidad, qé¢c) > 0. Por la continuidad dé, hay un intervalo abierté que
contiene a tal que para toda € I se verifica qué(x) > 0.

e Sik es par, tenemos que — c)* > 0 para todox # ¢ y deducimos qué (x) > 0 para todo
x €1\ {c}. Por tanto, la gréfica d¢ no atraviesaal eje de abscisas en= c.

e Sik esimpar, tenemos que — ¢)¥ > 0 parax > ¢y (x — ¢)k < 0 parax < ¢. Deducimos
que f(x) > 0 parax > ¢y f(x) < 0 parax < c. Por tanto, la gréfica d¢ atraviesaal eje de
abscisas ern = c.

En otros términos, en un cero de orden par la fungidro cambia de signo y en un cero de orden
impar si cambia.

Es claro que sif(@) f(b) < 0 el nUmero de cambios de signo deentrea y b tiene que ser
impar. Deducimos, por lo antes visto, quietiene enja, b[ un nimero impar de ceros de orden
impar, por lo que el numero total de ceros fien]a, b[, contando cada cero tantas veces como
su orden, es impatr.

Anélogamente, sf'(a) f(b) > 0 el nimero de cambios de signo deentrea y b tiene que ser
par (0 ninguno) y deducimos que el numero total de cerof drla, b[ es par.

Si f tienen ceros (reales) distintos;; < ay < -+ < ay—1 < oy, €Stos ceros determinan

n — 1 intervalos|e;, oj+1[ y, por el teorema de Rolle, en cada uno de esos intervalosileda
tiene que tener algin cekg €lo;,oj+1[. Deducimos asi que la derivada tieme- 1 raices
(reales) distintag; < ¢, < .-+ < c4—1. Como en cada intervall;, j+1[ la grafica def
atraviesa una vez el eje de abscisas, deducimosf@@ f(cj+1) < 0, es decir, los nimeros
f(c1), f(c2),..., f(cu—1) van alternando su signo. Ahora,si< o, en el intervalde, 1] la
funcion f tiene un cero simple; y, por tanto, su gréafica atraviesa una vez al eje de abscisas,
luego f(@) f(c1) < 0. Andlogamente, sk, < B debe serf(c,—1) f(B) < 0. Hemos probado

asi que la condicién del enunciado es necesaria.

Reciprocamente, la condicion del enunciado implica fjuenen + 1 cambios de signo, luego
tienen raices distintas.

Determina para qué valoresdéa funcién polinémica
3x* —8x3 —6x? +24x + &

tiene cuatro raices reales distintas.
Solucion.Seaf (x) = 3x* — 8x3 — 6x2 + 24x + . Como

Fl(x) =12x3 = 24x? — 12x + 24 = 12(x + D(x — (x —2)

y I_i)m f(x)= “T f(x)=4o00, se sigue, en virtud del ejercicio anterior, gtiene4 raices
X—>—00 X—>+00

reales distintas si, y s6lo sf,(—1) = =194+ a <0, f(1) =134+ a >0y f2)=8+a < 0.

Estas condiciones equivalend3 < o < —8. ©

Dadon € N, sea f(x) = (x? — 1)". Prueba que la derivadaésima ( < k < n) de f tiene

exactamenté raices reales distintas en el intervilo 1, 1].

Solucién.Observa queg’ es un polinomio de gradn que tiene un cero de orderenx =—1y
otro cero de orden enx = 1. La derivada de ordeh de f serd un polinomio de grad: — k
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que tendra un cero de orden- k enx = —1 y otro cero de orden — k enx = 1, luego debe
ser de la formagf ®) (x) = (x2 — 1)"~* P, (x) dondePy (x) es un polinomio de gradb. Lo que
nos piden es probar que pdra k < n el polinomio Py (x) tienek raices reales distintas en el
intervalo] — 1, 1[. Lo haremos por induccion (finita). Pata= 1, f/(x) = (x> — 1)" 121 x que
tiene un cero em— 1, 1[. Supongamos que < k < n — 1 y que Px(x) tienek raices reales
distintasg; < a; < --- < ai en elintervald — 1, 1[. Tenemos que

SEDx) =2 = D)2 — k)x Pr(x) + (x2 = D" P/ (x)
=(x2 — "KL (2(n — k)x Pr(x) + (x2 — 1) P/ (x)).

Por tanto
Pry1(x) =2(n — k)xPr(x) + (x* = 1) P/ (x).

El polinomio P;’(x) tiene un cero en cada uno de los intervdigsa;+1[ y, como hay en total
k — 1 de ellos, deducimos que,'(x) tienek — 1 ceros simples; €la;, a;41].

En cada uno de dichos cer#’(x) cambia de signo, es decif,'(a;) Pr'(aj+1) < 0. Supon-
gamos, por comodidad, qu&.'(a;) < 0. Entonceg—1)/ P;/(a;) > 0 paral < j < k. Como

Piq1(aj) =2(n — k)aj P(aj) + (a — 1) Pi/(aj) = (a] — 1) P/ (a;)
y aj — 1 < 0, deducimos que
(=1 Pegr(aj) = (@} = D)(=1) P’ (aj) <0, 1< <k.

Por tantoPx 1 (x) tiene una raiz en cada uno de los- 1 intervalosla;, a; 1.

Probaremos ahora qué;.;(x) tiene una raiz en — 1,a;[ y otra en ]ag, 1. Como
(=1)/ Pry1(aj) <0, se sigue quéPy+(ar) > 0. Tenemos quePy 11 (—1) = —2(n — k) P (—1)
por lo que, al ser — k > 0, serd suficiente probar qu& (—1) > 0. Para ello basta observar que
como Py /(x) # 0 parax < ¢; y comoPy’(a;) < 0, se sigue quéP,’'(x) < 0 para todox < c;.
Luego Py (x) es estrictamente decreciente en el interyalec, ¢;] y como se anula em < ¢,
concluimos queP, (x) > 0 parax < a; Y, por tanto,P, (—1) > 0. Andlogamente se prueba que
Py (x) tiene una raiz efug, 1]. ©

57. Prueba queaelogx < x~“ paratodox > 0y todoa eR.

Solucion. La desigualdad propuesta, aparentemente, depende derdiddesz € R y x > 0.
Debemos escribirla en funcién de una sola variable. Pardalita escribir dicha desigualdad en
la forma:
—a
log (x~) _

~

ol

x—a
Teniendo en cuenta que ® = exp(—a log x) puede ser cualquier nUmero positivo, vemos que

. I 1
realmente se trata de probar la de&gualé-):‘?ei < s paratoda > 0.

Sea, puesf(¢) = Ingz donder > 0. Tenemos qug’’(t) = ! _ILOQI y, por tanto,f”’(¢) > 0 si

0 <t < e porlo quef es estrictamente crecienteléne]y f/(t) < 0sit > e por lo quef es
estrictamente decreciente gn+oo[. Deducimos quef alcanza en = e un méximo absoluto
enR*. Luegof(r) < f(e)=1/e.

Hemos probado que

logt? < 1
t e
Ademas, esta desigualdad es estricta pafa.

(t > 0) 3)

Haciendo en (3) = x7¢, dondex > 0y a € R, deducimos que la desigualdad elogx < x™¢
es vélida para tode > 0y para todaz e R. ©
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58.

59.

60.

Dadox €]0, 1] demuestra que® < ax + 1 —a paratodax e R*, x # 1.

Solucion.Seaf (x) =ax + 1 —a —x*. Es claro quef' (1) =0, por tanto, todo consiste en probar
que la funciénf alcanza er=1 un minimo absoluto estricto. Tenemos gligx) =a—ax*~ ' =
a(l —x* ). Parab < x < l es(e — 1)logx > 0y, por tantox®*~! = exp((« — 1) logx) > 1,

lo que implica, por see > 0, que f'(x) < 0. Andlogamente se justifica qué’(x) > 0 si

x > 1. Por tantof es estrictamente decreciente]enl] y estrictamente creciente ¢h +oo].
Concluimos asi qué¢(x) > f(1) =0 paratodax > 0, x # 1.

Tenemos que:

a? b1 abb™® 1  aPb™1 1
ab< — + — <= ab'7 < +-= +1-=
p q p q p p
Poniendax = % y x =ab'~4, con lo quex® = a?b4, esta desigualdad es un caso particular de
la antes probada. La igualdad ocurre si, y séla s 1, es decirg? = b4. ©
Prueba que para todoe]0, 7/2[ se verifica que:
. x?2 L 2x
i) 1—— <cosx; i) — <senx <x <tgx
2 b4
Solucién.

2
i) Sea f(x) =cosx — 1 + x? Tenemos quef’(x) = —senx + x y f”(x) =1 — cosx.
Como f(x) > 0 paratodaox €0, /2|, se sigue qug’’ es estrictamente creciente[énz /2]y,
como f’(0) = 0, obtenemos qug’(x) > 0 para todaox €]0, r/2[. Por tantof es estrictamente
creciente en0, =/2]. Puesto quef(0) = 0, concluimos finalmente qu¢(x) > 0 para todo
x €]0, 7/2].

ii) Seaf(x)zsenx—z?x. Tenemos qug”(x):COSx—% y f"(x)=—senx.Comof"(x) <0
paratodor €]0, 7/2[, se sigue qu¢g’ es estrictamente decrecientg@nt/2]. Como f’(0) > 0,

y f/(x/2) < 0, deducimos que hay un Unico puntg €]0,/2[ tal que f/(x¢) = 0, y en
dicho punto la funciérnf” alcanza un maximo absoluto §h /2]. Sabemos, por el teorema de
valores maximos y minimos de Weierstrass, ¢uene que alcanzar un valor minimo absoluto
en [0, 7/2]. Dicho minimo absoluto necesariamente tiene que alcanzrdos extremos del
intervalo ya que si se alcanzara en un punto interior, erodicinto habria de anularse la derivada
y hemos visto que ésta s6lo se anula en un punto que es de maksotuto. Comof'(0) =
f(mr/2) = 0 concluimos quef(x) > 0 para todox €]0, 7/2].

Observa que en ambos casos interesa trabajar en el inteeredaldo, 7 /2]. ©

Desigualdad de JensenSeaf : I — R una funcién convexa en el intervalg y sean € N,
n = 2. Dados nimerosy > 0, x; €/ tales qued_;_, ax = 1, prueba que:

/ (Z Othk) <)o f (k). (4)
k=1 k=1

Ademas, sif es estrictamente convexa, la desigualdad anterior estastiempre que al menos
dos de los puntos; sean distintos.

Solucion.Paran = 2 la desigualdad del enunciado es

Slonxy +aaxz) < ap f(x1) + oz f(x2)

dondex; y a; son ndmeros positivos can + a, = 1. Pero esta es justamente la definicion de
funcién convexa (si no lo ves claro, poe= a1, 1 —t =1 —a; = s, x; = X, x = y con lo que
dicha desigualdad es exactamente igual que la desigu&@gap (
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61.

Supongamos que la desigualdad (4) sea cierta para un niateraln = 2 y probemos que, en
tal caso, también es cierta para- 1. Seany, > 0 tales queZZill ar = 1y seanx; € [ para
k=1,2,...,n+ 1. Tenemos que:

n+1
Z apxi = (1 —dny1) Z Xk T Unt1Xn+t1 (5)
— Op+1
Qg
Pongamog; = > 0. Tenemos que:
— Un+1

Zak_l_ﬂzl

l—Oln+1 1 — ot

n
> =
k=1

Por tanto, el nUmera = Z AxXxj estd enl porque esta comprendido entre el minimo y el

k=1
maximo de losc, 1 < k < n. Escribiendo la igualdad (5) en la forma:

n+1

Zakxk = (1 —an+1)X + pt1Xn+1
k=1

Y usando quef es convexa, tenemos que

n+1
f (Z akxk) S (L= ont1) f(x) + otng1 f(Xn41)
k=1
n
Por la hipotesis de induccion aplicada & Z Akxg conig >0y Y 7, Ak = 1, tenemos que
k=1
n

J(x) < Z e f () =) 7= — A

k=1 k=1
De las dos ultimas desigualdades se deduce que:

n+1 n+1
/ (Z Othk) <o f (k).
k=1 k=1

Lo que completa la demostracion por induccion.

Finalmente, si la funciory’” es estrictamente convexa, entonces las desigualdadestsctas
salvo en el caso trivial de que todos los puntggoincidan. ©

Seanvy, ax, dondel < k < n, nUmeros positivos verificando q0€; _, ax = 1. Usando de la
convexidad de la funciér — —logx demuestra la desigualdad:

n
xpTag? e xpn < Zakxk (6)

¢ Cuando se da la igualdad?

Solucion.La funcién £ (x)=— log x es estrictamente convexaBi porque su derivada segunda
es positiva eR*. Usando la desigualdad de Jensen, tenemos que

n n n
—log (Z akxk) <-— Z log(axxk) = — Z log (x;*) = —log (x]" x5 -~ xg")
k=1 k=1 k=1

Teniendo en cuenta que la funcién logaritmo es estrictaenaetiente, la desigualdad anterior
es equivalente a la que se pide probar.

La igualdad solamente ocurre cuando todosdpsoinciden. ©
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62. Searp, ¢ numeros reales positivos tales que + 1/q = 1.

p

b . . L
a) Prueba querb < e + — ylaigualdad ocurre si, y solo sif = b1.
p q

1/s
b) Dadoz =(z1, z2, ..., z,) eR" y s > 0, definamog|z ||, = (Z || ) . Prueba que para todo

,Xn) ytodoy = (y1, y2,. ..

n
> xiyil
i=1

X=(X1,XQ,...

¢ Cuando se da la igualdad?

< [lxllp 1y llg -

, yn) €nR” se verifica ladesigualdad de Holder

SugerenciasEl punto a) puede hacerse como consecuencia del ejerctena@anPara b) hagase

_ |x"|, _ il en la desigualdad del punto a).
11, Ivly
Solucién.

a) Haciendo en la desigualdad (6) = a?, x»

desigualdad:

1 1
ab < —a? + -b14.
V4 q

La igualdad ocurre si, y s6lo si? = b4.
b) Tenemos que:

i |yil 1 |x:|?

:bq, (xl =

1 yil?

1/py ay =1/q, obtenemos la

<-
Ixll, Iylly 215

Sumando estas desigualdades:

Xn: Ixi| il lz |xi|p Z [yil?
= ||X||p Iylg

< Ixlly llylly

q lyllg

1

1
= — —:1

P q

Lo que prueba la desigualdad de Holder. La igualdad ocursessilamente sijx;|? = p|y;|?

IxIi7

Iyl

paratoda =1,2,...,n, dondep =

n
Paras = 2, el nimero||x||, =
j=1

Z xf se llamanorma euclideadel vectorx. La desigualdad

de Holder pargp = ¢ = 2 se llamadesigualdad de Cauchy-Schwarz

< [xllz Myl

n
Y vl
j=1

La igualdad ocurre si, y s6lo gix;| = A |y;| paraj = 1.2,...,

La desigualdad (7) suele escribirse de la forma:

ij i

< [Ixll2 lyll2

Teniendo en cuenta que:

n n
E XjYj $§ |xjyj‘ ,
j=1 j=1

(7)

n dondeLeR ™.

(8)

(9)
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es claro que la desigualdad (8) es consecuencia de la (B)bBsta sustituir en (8); e y; por

|xj| ¥ |¥;l, lo que no afecta para nada a las respectivas normas ewsglfiga convertir (8) en
(7).

Veamos cuando se da la igualdad en (8). Es claro que parsegiodue darse la igualdad en (9)
y en (7). La igualdad en (9) equivale a que los nimetas (1 < j < n) sean todos mayores o
iguales que cero o todos menores o iguales que cero. La fiald(7) sabemos que equivale a
que|x;| =1 |y;j| paraj=1,2,...,n dondek eR*. Estas dos condiciones juntas equivalen a que
xj =py; paral < j <n, dondeu €R, es decir, los vectores y son linealmente dependientés.

63. Seaf es una funcién derivable en un intervdloPrueba quef es convexa ed si, y solo si,
la grafica def” queda siempre por encima de la recta tangente en cualquitr, @s decir, para
todo par de puntos, a € I se verifica quef(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

Solucion.Supongamos qu¢ es convexas y sea< a. De la desigualdad:

Sfiax+(A-na)<tf(x)+ A -0 f@)=1(f(x) - f@)+ fla) 0<1<1

se deduce que
JX) - fl) _ flatix—a) - fla)

X—a h t(x —a)

Como esta desigualdad es cierta para tod{, 1], tomando limites en la derecha para> 0 se

deduce que
W < /@) = f(0)—f@) = ['@)—a)

Para el caso en que> a se obtiene la misma desigualdad.
Supongamos ahora quées derivable ed y para todo par de puntosa € I se verifica que:

f(x) = f@)+ fla)(x —a) (10)
Supongamos que < b. Sustituyendo en la desigualdad antexigror b resulta:

sy < LO=I0

Sustituyendo ahora en (1@)orb y x pora, obtenemos:

f () — f(a)
b —

a

fl@)z fb)y+ f'(b)a—-b) = < f(b)
De esta desigualdad y de la anterior, deducimosfqée) < /" (b), lo que prueba que la derivada
de 1" es creciente ed. ©

64. Prueba que las Unicas funciomegeces derivables con derivada de orageconstante son las
funciones polinémicas de grado menor o igual que

Solucion.Seaf una funciém veces derivables con derivada de ord@onstante. Naturalmente,
dicha funcion tiene derivada de ordert 1 idénticamente nula. Dada, € R, aplicamos el
teorema de Taylor con resto de Lagrangéen el punta: = 0, y deducimos que existe un punto
¢ comprendido entr@ y x tal que:

” (n) n+1)(,.
1@ =@+ o+ L0 g L Oy S

y como f 1 (¢) = 0 para toda € R, concluimos quef coincide con su polinomio de Taylor
de ordem ena = 0y, por tanto, es una funcién polindémica de grada

Fijate que no cabe esperar que este resultado pueda prebarssar algin resultado tedérico
profundo. Recuerda que se necesita el teorema del valoorparh probar que una funcién con
primera derivada nula es constante. ©
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65. Prueba que el polinomio de Taylor de ordetie una funcioénf es el Gnico polinomiaP(x) de
grado menor o igual quetal que f(x) = P(x) + o(x — a)".

Solucion.Supongamos qué(x) y Q(x) son funciones polinémicas de grado menor o igual que

n tales que:
i L@ =P )= 0() _

x—a (x — a)" x—a (x — a)”

Entonces, se tiene que

o Pv)—0x)
ylcl—rﬂz (x—a)* o

0

Pongamod{(x) = P(x) — Q(x) que es una funcién polinémica de gradoe. Seal,(H, a)(x)
el polinomio de Taylor de ordende H ena. Por el teorema de Taylor—Young sabemos que:

x—a (x — a)” 0.

Como:
T,(H,a)(x)  H(x) H(x)—T,(H,a)(x)

(x—ay  (x—a) (x—a)

Deducimos que:
T,.(H
lim LX) _
x—a (x — a)”
Evidentemente, la Unica posibilidad de que esto ocurra@slqolinomior, (H, a)(x) seaidén-
ticamente nulo. Pero, comd es una funcion polinémica de grada, sabemos qué, (H, a)(x)=
H(x), por tanto,H es idénticamente nulo, es dedit(x) = Q(x) para todax € R. ©

66. Seaf:]—n/2,n/2[— R lafuncién dada por:

log(1 + senx) — senx
ser x

Sx)=

parax €] — /2, 7/2[,x #0,y f(0) = —1/2. Calcula el polinomio de Taylor de orden 3 de
eno.

Solucion.La forma de la funcidry” sugiere considerar la siguiente funcion:

log(1l - 1
g = LI =2

Pues se tiene qué(x) = g(senx), por lo que si sabemos derivartambién sabemos derivar
/. En principio, debemos calcular las derivadd$0), /" (0) y f"’(0). Pero también podemos
intentar calcular directamente un polinomigx) de grado<3 tal que f(x) = P(x) + o(x?)
pues, por el ejercicio anteriaP,(x) sera el polinomio de Taylor de ordémle /" en0. La ventaja

de proceder asi es que nos ahorramos bastante trabajo yasdemdemos aprovecharnos de
que los polinomios de Taylor de en0 se deducen facilmente de los polinomios de Taylor de
log(1 + x) en0 y éstos son conocidos. Sabemos que

x2 ox¥ Xt XS (=D"*!
IO 1 — _ - - R “ee n n
g(+x)x—2+3 s t5 Tt X" +o(x")
Deducimos que
1 x x* X3 —1)ntt
PTE FEE . U SR S D A S

2 3 4 5
Acabamos de calcular el polinomio de Taylor de orden2 deg en0. En particular
2 3

1 x x X
T3(g,0)(x):_§+§_7+?
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Tenemos que

g(x) - Tx(g. 0)(x) x* g(seny) — Ty(g.0)(senv) _

lim =0= lim 0
x—0 x3 x—0 ser x x3
senx) — 73(g, 0)(senx
s Jim 85E) 33(g )senv)
x—0 X

La idea ahora es obtener un polinomiy,x), de grado<3 tal que:

T 0 - P

jim 3@ 0(sem) - P) _ o
x—0 x3
pues entonces como:
J(x) = P(x) _ g(senx) — T3(g.0)(senx) = T3(g.0)(senx) — P(x)
x3 N x3 + x3
tendremos que
Iim S(x) = Px) =0

x—0 x3
y, por tanto,P(x) sera el polinomio de Taylor de ordérde f en0.
Teniendo en cuenta que

3

senx = x — % +o(x%)

es muy facil calculaP (x). De hecho, tenemos que:
3 1 1 1 13
T3 (g, 0)(senx) = T3(g,0) (x - % - o(x4)) =—3+3%- Zx2 + %ﬁ + o(x?)

Donde deben hacerse los calculos sabiendo lo que se buscaghacer trabajo innecesario.
Alternativamente, puedes calcular directamente) porque es el polinomio de Taylor de orden
3 deT3(g,0)(senx) en0. De una forma u otra, concluimos que el polinomio pedido es:

111 13
Plx) = — o 4ty ty2 4 1903
() =—3 F3v 3% +5¢

Observa que no hemos necesitado calcular las tres primerigadhs def en0, pero ahora las
conocemos:

1
S0y = % MOE —é, S7(0) = %
©

67. Calcula, usando un desarrollo de Taylor convenientealan aproximado del nimero realcon
un error menor que en cada uno de los casos siguientes:

1
a)a=v7e=107b)a=+6 e=10"3 c)a:seni, e=10"*d)a =sen61°), e=10"8

Solucion.a) Elegimos un punto préximo ax =7 en el que podamos calcular de forma exacta el
valor de f(x) = ¥/x y de sus derivadas. El punto= 8 es un buen candidato, pues esta préximo
ax =7y /8 =2. El error que se comete al aproximaf7 por el correspondiente valor del
polinomio de Taylof7,,( f, a)(x) viene dado por

A T N D A Gl
T |x — al =la=8, x=T7]= T

donde7 < ¢ < 8. Como

ey (LN, (L 1/3—n _1-2:5-8--Bn -1 -1 Ix
f ()c)—3(3 1)(3 2) (3 n+1>x = - -
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deducimos que

| S0 ()| B 1-2-5-8---(3n—1) V8 B 2
(n+1)! (n + 1)3ntl getl T et

y basta toman = 4 para que el error cometido al aproximif7 por el valor del polinomio de
Taylor T3 ( £, 8)(7) sea menor quéd—>.

Si hubiéramos tomade = 1,9° = 6,859 la aproximacion obtenida hubiera sido mucho mejor
porque’ — 6,859 =0,141. Y alin mejor tomando = 1,91° = 6,96787, pues7 — 6,96787 < 0,05.

En ambos casos el valor g&x) = 3/x y de sus derivadas puede calcularse de forma exacta en
a.

d) Lo primero que hay que hacer es expresar el seno en radi@mesnos que

6lm T T
sen61°) =sen| — | =sen( = + —
619 (180) (3+180)

Claramente, debemos elegir= 7 /3. El error que se comete al aproximar z{(%%) por el
correspondiente valor del polinomio de Tayly(sen a)(x) viene dado por

|ser1"+1>(c)|| e 7 6lx] _ 1 2 \""!
——|x—a =la=—, x=— < — | —
(n+1)! 3 180 |~ (n+ D!\ 100

donde hemos tenido en cuenta que las derivadas del sen@estadas pory queg; < % <

-25. Deducimos que basta tomas= 3 para que el error cometido al aproximar {é@%) por el

valor del polinomio de Taylofs (sen %) (%) sea menor quéo 3. ©

68. Calculalos valores maximoy minimo de las siguientesiimes en los intervalos que se indican:

a) f(x)=x*—x2—-8x+ 1enelintervald—2,2].

x4+ 1 .
b) ——— enelintervald—1,2].
) x2+1 d ]
1 .
¢ f(x)= E(seri’- x + cosx) + 2senx — x en el intervaldo0, /2].

d) f(x)= vx2(5—2x) enelintervald—1, 2.
e f(x)=—x3+ 12x + 5enelintervald—3, 3].

Solucién.

L 1 . .
3) La funcién f(x) = E(ser’? x 4 cosx) + 2 senx — x, tiene como derivada

1 1
f'(x) = cosx senx — 3 senx 4+ 2cosx — 1 = 5(_1 + 2 cosx)(2 + senx)

Por tanto, el Uinico cero de la derivada en el interf@la /2] esx =z /3. Como pard <x < /3
esf’(x) > 0yparar/3 < x <m/2esf’'(x) < 0, se sigue que el valor maximo absoluto de

- 5
la funcién f en[0, 7/2] se alcanza un en = /3 y vale f(n/3) = 3 + V3 - % El valor
. ) 1
minimo absoluto debe alcanzarse en alguno de los extrenhastetwalo. Como f(0) = 3 y
5 . L
f(m/2)= 3~ % se sigue que el valor minimo absoluto flen|0, /2] se alcanza ern = 0.

4) La funciénf(x) = W(S — 2x), tiene como derivada

2 10 — 4 10(1 —
10 =305 =20 -2 2 (B —2) < VRS o
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69.

70.

71.

Claramente,/ no es derivable e = 0. El Unico cero de la derivada es= 1, puesto que
f'(x) <0,para—1 <x <0, f/(x) >0parad < x < 1y f'(x) < 0 paral < x < 3, se sigue
que f es estrictamente decreciente[efl, 0], estrictamente creciente @h 1] y estrictamente
decreciente efi, 3]. Por tantax = 0 es un minimo relativo ¥ = 1 es un maximo relativo. Como
f(=1)=1, f(0)=0, f(1) =3y f(3) =—</9, se sigue que, en el intervdlel, 3], el minimo
absoluto def se alcanza en el punto= 3 y el maximo absoluto se alcanzaes= —1. ©

Para cada numero reasea f(x) = —§x3 + t2x. Calcula, para cada valor dec [-1,1], el
minimo valor def(x) en el intervaldo, 1].
Solucion. Tenemos que:

) ==x*+2=@t+x)(t—x)=0=x=10x = —t

Solamente nos interesa el cero fleen|0, 1]. Distinguiremos dos casos.

a)—1<r<0. Eneste caso el Unico punto|@e1] donde la derivada se anulags=—¢. Ademas,

se tiene que pa@< x < xg esf’(x) =0y paraxy < x <1 esf’(x) <0. Por tanto enx, hay

un maximo absoluto. EI minimo absoluto gedebe alcanzarse en alguno de los extremos del
intervalo. Tenemos qug(0) =0y f(1) =t — % Por tanto, si-1 <t < —% se tiene que

f(0) < f(1)y el minimo absoluto se alcanza ee=0. Si —% <t<0setiene queg'(1) < f(0)

y el minimo absoluto se alcanza er= 1.

b) 0 <t < 1. Se hace de la misma forma. ©
Definamosf(x) = 5x2 + ax>, dondex > 0 es una constante. Calcula el valor mas pequefio
dec tal que f(x) = 21 para todox > 0.

Solucién. Calcularemos el minimo d¢(x) enR*, que dependera de, e impondremos que
dicho minimo se&21. Tenemos que:

f/(x) =10x — 5ax" ¢ =5x"°2x" —a)

El Gnico cero def’ enR* esxg = {/g Parad < x < x¢ se tiene qug’(x) < 0y parax > xg

es f'(x) > 0. Deducimos que’ alcanza ernx, su valor minimo absoluto éR*. Imponemos la
condicién de que dicho valor minimo seal:

2 z
7 27 7 212
f(xo) = 5x5 + axy’ =5°‘—2 tao=ai L =21 <:>a22(—) =543
27 af 2% 7
El valor minimo pedido de es54+/3. ©
Calcula el minimo valor d® " _, (x — ax)? dondea;, as, . .., a, son nimeros reales dados.

n
Solucion. Se trata de calcular el minimo absoluto de la funcfdn) = Z(x — ay)? cuando

k=1
x € R. Cuando una funcion no esta definida en un intervalo cerragiajhe estudiar el signo
de la derivada si queremos calcular maximos o minimos atosatuya existencia habra que
justificar. Tenemos

f’(x):ZZ(x—ak):an—ZZak
k=1 k=1

que se anula solamente en

X =

S| =

n
S a.
k=1

Como f”(x) = 2n > 0, se sigue que’(x) es creciente y, por tantg,’(x) < 0six <Xy
f'(x) > 0six > Xx.Luego f(x) < f(x) paratodax € R. Es decir, el valor minimo buscado se
obtiene cuanda se sustituye por la media aritmética,deay, as, .. ., a,. ©
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72.

73.

74.

Calculalaimagen dg : R™ — R dada por f(x) = X!/,

Solucion.Como se trata de una funcién continua, definida en un inerealimagen tiene que
. . lo 1—lo
ser un intervalo. Escribamog(x) = exp(ﬁ). Tenemos que’/(x) = #f(x). Es
X X
evidente quef(x) > 0 paratodor > 0. La derivada se anula solamente parae,y f/(x) > 0
para0 < x < e, f/(x) < 0 parax > e. Deducimos que en= e la funcién alcanza un maximo

absoluto. Es claro qug no alcanza ningn minimo absoluto aunque toma valoresatainente
logx

préximos &), pues comoim =—00, Se sigue queiin f(x)=0. Concluimos que laimagen
x—>0 X x—0
x>0 x>0

de f es el intervaldo, '/ 9. ©

Seaf:R — R la funcién definida porf(x) = —1/x2 parax # 0,y f(0) = 0. Estudia la
continuidad y derivabilidad d¢' y calcula su imagen.

Solucién.Consideremos la funciép : R — R definida paratode > 0 porg(x)=e /¥ =

el/.x,
y g(0) = 0. Recuerda que para todo nimereR se verifica que
cooxt 1
Iim —=Ilim———=0
x——+oo0 eX x—0 x" el/x
x>0

Como irrz) g(x) = 0, la funciéng es continua el . Parax > 0 es
X—>

x>0

1 1
’ P Vo

g =g =g

por lo que im g’(x) = 0y, por un resultado de teoria usado ya en varias ocasioneguaoos
x—0
x>0

que g es derivable ef con g’(0) = 0 siendo, ademag’ continua e y, por tanto, erR§.

Como parar > 0 es g”(x) = (—2x3 + x~*) e"/*, se sigue queith g”(x) =0, luegog es

x—0

x>0
dos veces derivable en 0 siengl(0) = 0. De esta forma puedes demostrar por inducciéngue

tiene derivadas de todos érdenesres 0 siendog™(0) = 0 para todo:e N.

Como f(x) = g(x?) para todax € R, se sigue que tambiéfi tiene derivadas de todos 6rdenes
enx = 0 siendo /™ (0) = 0 para todoz € N. Por tanto,/ tiene derivadas de todos érdenes en
R, es decir, es una funcion de clas€°® enR.

Sabemos que la imagen dgees un intervalo. EI minimo absoluto dé se alcanza en = 0.
2 2 . . .

Como f/(x) = —3e‘1/x' (x #0), se tiene quef’(x) < 0six <0y f/(x) > 0six > 0.
X

Luego /' es estrictamente decreciente]enco, 0] y estrictamente creciente #h +oo[. Ademas
como f(—x) = f(x), tenemos qug’(R) = ([0, +-o0]) =[/(0), xﬂToo S )[=[0,1]. ©

Seaf :[a,b] — R continuaera, b]y derivable dos veces ém b[. Supongamos que el segmen-
to de extremosa, f(a))y (b, f(b)) corta ala grafica d¢ en un puntdc, f(c)) cona < ¢ < b.
Demuestra que existe algun pumtc]a, b[ tal que /' (d) = 0.

Sugerencialnterpreta graficamente el enunciado.
Solucién.
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75.

76.

Basta aplicar el teorema del valor medig @n los

intervaloda, c] y [c, b] para obtener que hay puntos
u €la, c[, vec, b| tales que (b, f(b))
¢)— f(a b)— f(c
fry = LOS@ o TB) = [©
c—a b—c
Como los puntoga. f(a)), (c. () y (b, f(b)) f
estan alineados es:
f(©) = f@) _ )= f(©) (@. £@)
c—a b—c
Por tantof’(u) = f'(v).
Aplicamos ahora el teorema de Rolle & en a  u c v p
[u, v], para concluir que hay algtineju, o[ tal que
/") =0.

Seaf :[a,b] — R derivable yf’ creciente. Prueba que la funcigna, b)] — R dada para todo

JS(x) = (@)
X —a

X €la,b]porg(x) = es creciente.

Solucién.
Podemos derivag (x) como se deriva un cociente. Tenemos
S ) x—a) = (f(x) = f(a))

(x —a)? ’
Aplicando el teorema del valor mediofaen el intervalda, x], tenemosf' (x)— f'(a)= f'(c)(x—
a) para algare €]a, x[. Por tanto

S —a) = (f(x) = f(@) = (/' (x) = f/()(x —a) =0

por ser f’ creciente. Concluimos qug’(x) = 0 para todox da, b], lo que implica queg es
creciente en dicho intervalo.

g'(x)= (a<x<b)

Justifica que existe una funcign R — R derivable y que verifica que(x) + e¥*) =x para
todox eR. Calculag’(1) y g’(1 + e).

Solucioén.

Se trata de probar que la funcigfi: R — R definida porf(x) = € +x es una biyeccion de
R sobreR, pues entonces llamangoa la funcion inversa d¢, se tendra qug'(g(x)) = x, es
decir, g(x) + e¢®) =x paratodor €R.

Naturalmente, seria una ingenuidad intentar calcular ded@xplicita la funcion inversa dg,
pues la igualdad +e* =y no permite expresar de forma elementabmo funcién der. Hemos
de contentarnos con demostrar que la fungid@xiste

Desde luego, comg’(x) = 1 + €* > 0, se sigue que’ es inyectiva, de hecho, estrictamente
creciente efR. Ademas como iim  f(x)=—oc0y Il’T f(x)=+o00, se sigue que laimagen de
X—>—00 X—>+00

f estodaR (porque debe ser un intervalo no minorado ni mayorado). hyegs una biyeccion
y su funcion inversag = /! verifica queg(x) + e =x, para todor € R.

En virtud del teorema de la funcion inversa, sabemosgyas derivable y la relacion entre las

respectivas derivadas viene dada pax) = ﬁ Comog(1) =0 (porquef(0) =1)y
gx
g(1+e) =1 (porquef(1) =1+ e), deducimos que
1 1 1 1
! 1 = = —, / 1 e) = = .

©
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