Ejercicios de Analisis Matematico
Continuidad y limite funcional

1. a) Daun ejemplo de una funcidén continua cuya imagen nors@#ervalo.

b) Da un ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuyajien sea un intervalo y que no
sea continua.

¢) Daun ejemplo de una funcion continua en t&jmo constante y cuyaimagen sea un conjunto
(obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Da un ejemplo de una funcién continualénl| tal que /' ([0, 1[) no sea acotado.

e) Daun ejemplo de una funcion continua definida en un intealgierto acotado y cuya imagen
sea un intervalo cerrado y acotado.

Solucion.a) Una funcién continua cuya imagen no sea un intermalpuede estar definida en
un intervalo. Una vez que caes en este detalle, se te debeuda smuchos ejemplos. Como la
funcién £:]0, 1[JU]2, 3[— R dada porf'(x) =1 parax €]0, 1[y f(x)=2 parax €]2, 3[. Es claro
gue f es continua (usa, si quieres el teorema de localizacionjpstificarlo en media linea) y
su imagen es el conjun{d, 2} que no es un intervalo.

b) Aqui debes tener en cuenta que la funcién que buscas ne peednonoétona. Una vez que
caes en este detalle, se te deben de ocurrir muchos ejer@plom la funcién f :[0,2] - R
dada porf'(x) = 2x parax € [0, 1], f(x) = x/2 parax 41, 2]. Claramentef es discontinua en
x =1, pero su imagen es el intervdlp 2].

¢) Esto es muy facil. Por ejemplo, la funciditx) = 1 Claramente f(R)=]0, 1].

+ x2°

d) Esto es muy facil. Por ejemplgy(x) =

1
1 , x €0, 1[. Claramentef'([0, 1) =[1, 4+o¢][.

— X
e) Por ejemplo, la restriccién de la funcion seno al interyal 7, z[. Si quieres otro ejemplo
mas elemental, puedes modificar de forma apropiada el epesheppunto b).

2. Pruebaquesf : 4 — R escontinua en entonces también lo ¢¢'|. Da un ejemplo de funcién
discontinua cuyo valor absoluto es continua.

Demostracion Todo lo que se necesita es la desigual(blkzd - |v|| < |lu — v|. En nuestro caso
tenemos:

If )= f @I <1f(x) = f(@)]

Supuesto qug’ es continua en, dados > 0, existe§ > 0 tal que silx —a| < § y x € A entonces
| f(x) = f(a)| < &lo que, por la desigualdad anterior, implica dug(x)| — | f(a)|| < &y, por
tanto,| /| es continua en.

La funcion dada porf(x) =1 six =0y f(x) =—1 si x <0, es discontinua ef pero| /|
es continua eg.

3. Estudia la continuidad de la funciéfi: R — R dada por f(x) = E(x?).

Demostracion Claramentef = E o ¢ dondep(x) = x?2. Puesto que es continua en todo punto
y la funcién parte entera es continualRn\ Z, deducimos por el teorema de composicion de
funciones continuas, qug es continua en todo puntos R tal quep(a) = a® ¢ Z. Es decir, f

es continua ei® \ B dondeB ={/n:neN}U{—./n:neN}U{0}. Los puntos d&B requieren

un estudio particular puea,priori, no podemos asegurar qyesea discontinua en ellos.

Empecemos estudiando la posible continuidag'@dm0. Es claro que paral < x < 1tenemos
qued<x? < 1 porlo quef(x) =0 paratodor §—1, 1[. Es decir, la funciéryj_; i ( restriccién
de /" al intervalo] —1, 1]) es la funcion constante igualay por tantof;j—; ;[ €s continuaComo
el intervalo] — 1, 1] es abiertodeducimospor el teorema de localizaciégue f es continua en
]— 1, 1]y, en particular,f es continua e.
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

Consideremos ahora un punto de la forgia dondeg € N (fijo en lo que sigue). Para todo
x €]y/q —1, /g [ se tiene qug — 1 < x? < ¢ por lo quef(x) = ¢ — 1. Cualquiera sed > 0,

hay puntos
xdy/q—38./q+8[NVg—1.Vq[

paralos quef(,/q) — f(x)| =|g — (g — 1)| =1, por lo que tomande, < 1 deducimos que/
no es continua ey/q.

De forma anéloga se prueba gfies discontinua en los puntos de la formgg dondey e N. ©

4. Estudiala continuidad de la funcighR — R, definida por f(x)=xE(1/x) six#0, f(0)=1.

Solucién.El teorema de localizacién puede usarse en este tipo décgysrd&En nuestro caso, es
evidente que para > 1 es f(x) =0, y parax < —1 es f(x) = —x. Por tanto larestriccion

de f alos intervalogl, +oo[ y | — oo, —1[ es continua y, como estos intervalos sdnertos
deducimos por el teorema de localizacion glies continua en dichos intervalos. De forma
parecida podemos razonar con un intervalo del liggn + 1), 1/n[ donden € N pues, para

x €]1/(n + 1), 1/n[ se tiene quef(x) = nx, luego la restriccion deg a dicho intervalo es
continuay, por tratarse de un intervaloierto, deducimos qu¢ es continuaehl /(n+ 1), 1/x][.
Anélogamente se razona con un intervalo del lipd/n, —1/(n+1)[. El teorema de localizacion
no nos dice qué pasa en los puntos extremos de los interalsilerados, es decir, en los puntos
de la formal /n donden € Z*, y tampoco en.

Estudiemos qué ocurre en un punto de la foiyia dondep > 2 es un entero (fijo en lo que
sigue). Tenemos qué(l/p) = 1. Paratodox €]1/(p—1),1/p[se tieneque —1 < 1/x < p,
porloqueE(l/x)=p—1y f(x) =(p — 1)x, y por tanto

SfA/p)—fx)=1-(p-Dx>1-(p—-1/p=1/p.

En consecuencia, dadp=1/2p, cualquierasea > 0 hay puntosc €]1/(p—1), 1/ p[ cuya dis-
tancia al puntol/p es menor qued, para los cualesno se verificala desigualdad

| f(1/p) — f(x)| < 9. Concluimos quef es discontinua eh/ p. De forma parecida se prueba
que f es discontinua en los puntos de la foring dondeg < —2 es un entero. Igualmente se
prueba quef es discontinua en los puntby —1.

Queda por ver qué pasa énSi dibujamos con paciencia (con lapiz y regla) la gréaficafde
obtenemos la figura 1 (los segmentos verticales indicawouistidades de salto):

Y

-2 -1 (0] 1
Figura 1: La funcionc E(1/x)
Pareceque f es continua ef. Paraprobarlo hay que probar quef(x) — f(0)| es tan pequefio

como queramos< ¢) siempre quéx — 0| = | x| sea suficientemente pequefod). Lo usual en
estos casos @mbajar para atrds Empezamoacotandof(x) — 1. Recordemos que

E(1/x)<1/x< E(1/x)+1 1)
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Six > 0 podemos multiplicar pax dicha desigualdad para obtener que
xE(l/x)<1<xE(1/x) + x.
Resulta asi que para> 0 es:
0<1—xE(l/x)= f(0)— f(x)<x (2)
Six < 0 podemos multiplicar par la desigualdad (1) para obtener que
xE(l/x)=1=xE(1/x) + x.
Resulta asi que para< 0 es:
0=1—-xE(1/x)= f(0)— f(x)=x esdecir 0< f(x)— f(0) <—x )

De (2) y (3) deducimos qugf (x) — f(0)| < |x|. En consecuencia, dada> 0, tomamos = ¢
con lo que, evidentemente,|si| < § entonces f (x) — 7(0)| < &. Luego f es continua en. ©

5. Estudia la continuidad de la funcidfi : R — R dada por f(x) = xsen(l/x) six #0y
f)=0.
Solucion. El propésito de este ejercicio es que no olvides [peez| <1 para todoz € R. Da
igual como escribas, esta desigualdad es valida para todo nimeraréalcuerda como deben
leerse las mateméticas). Por tajger(1/x)| < 1. En consecuencigf (x)|<|x| de donde se sigue
inmediatamente qu¢ es continua ef. ©

6. Estudia la continuidad de la funciéfi: [0, 1] — R dada por:
0 si x =0 o x esirracional

Sx) = { 1/q six= p/q (fraccion irreducible)
Solucién. Es facil probar que la funcién es discontinua en todos losgsuracionales d@, 1].

La idea es que en todo intervalo abierto hay nimeros irratégsren los que la funcion vale
Sear = g €]0, 1] un namero racional escrito como fraccién irreducible. Teogquef'(r) =

1

7
Tomemos ahora ua > 0 menor queé; por ejemploe = ﬁ. Cualquiera se@ > 0, en el
intervalo]r —§, r +8[N[0, 1] hay nimeros irracionales, sies uno de ellos, se tiene que |0, 1],
|x —r| < pero|f(x)— f(r)| = % no es menor que = ﬁ. Concluimos quef es discontinua

enr.

Para probar que’ es continua en todos los puntos irracionaleg(dé] y también end hay
que pensar un poquito. La idea es la siguiente: dado 0, quitar los puntos d§0, 1] donde
la funcion toma un valor mayor que Dichos puntos son los puntos racionales de la forma
r= g (fraccion irreduciblep, g € N) con% > ¢, esto esg < é Fijado un valor de > 0,
el conjunto de valores dg € N para los que se verifica qu;ez ¢ es finito. Llamemos a este
conjuntoQ.. Para cada numerpe Q. las fracciones irreducibles de la forngaque estan en
10, 1] son como muchg — 1. Concluimos que el conjunto de los nimeros racionalds,déen
los que la funciénf toma un valor mayor o igual qug es finito. Llamemos a este conjunky.
Sea ahora un nimero irracional d@, 1] o « = 0. Tenemos que ¢ R, por lo que para todo
r € R, el nUmerga — r| es positivo. Sabemos que todos conjunto finito tiene maximaymo.
Definamoss = min{|a —r|: r € R;}. Entonces > 0y paratodax € [0,1] con|x —a| < § se
tiene quex ¢ R,, luego| f(x) — f(a)| = f(x) < ¢, lo que prueba qu¢ es continuaen. ©

7. Seaf :[a,b] — R continua. Supongamos que< f(x) < b para todax en|a, b]. Prueba que
hay algun punte €[a, b] tal que f(¢) = c.
Solucion.Este ejercicio es muy sencillo. Basta hacer una represéntgi@afica. Imagina la gra-
fica de una funcién continuA en[a, ] que toma valores da, b]. Lo que te dicen en el ejercicio
es que pruebes que la gréafica fieorta a la diagonal del rectanguin b] x [a, b]. Graficamente
eso es evidente. Para hacerlo, seguiremos la estrab&jjiad ecuacion que debemos considerar
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10.

es f(x) = x. Definamod:(x) = x — f(x) parax € [a, b]. Lafuncidn/ es continua, porque nos
dicen quef es continua, y esta definida en el interviald]. Tenemos qué(a) =a — f(a) <0

y h(b) = b — f(b) = 0. Si alguno de estos nimeros es igulentonces = a 0 ¢ = b; en otro

caso debe sdr(a) < 0y h(b) > 0, en cuyo caso el teorema de Bolzano asegura que hay algin
¢ €a, b[ tal queh(c) = 0, es decir,f(¢) = c. ©

. Prueba que la ecuacion+e* + arctgx =0 tiene una sola raiz real. Da un intervalo de longitud

uno en el que se encuentre dicha raiz.

Solucién.Seaf (x)=x-+e€* + arctgx paratodor € R. Es evidente qug(x) > 0 paratodoc=0.
Observa que si < 0y esta muy alejado del origen, entonc&ss positivo pero muy pequefio y
arctgx sera negativo (cercanc-ar/2). Vemos asi que para estos valorescda funcion f* sera
negativa. De alguna forma debemos justificar esto que “verRasiriamos hacerlo estudiando
el limite en—oo pero adn no tenemos esa herramienta. Para lo que nos pider@tiej es
suficiente que encontremos un pumto< 0 en el quef(a) < 0. En estos ejercicios no hay
que buscar valores “raros”. Tomemos: —1. Tenemos qug'(—1) = -1+ 1/e+4arctg—1) =

—1 + 1/e—m/4, comoe > 2, claramente eg'(—1) < 0. Como f es continua, esta definida en
un intervalo (toddR) y toma valores positivos y negativos, el teorema de Bolzarsodice que
debe anularse en algin punto. Como la funcfées estrictamente creciente, por ser suma de
funciones estrictamente crecientes, es inyectiva, poudosg anula en un Unico punto. Ademas,
como f(0) = 1, el teorema de Bolzano nos dice que el punto dofide anula esta ga-1, 0]. ©

. Suponiendo que la temperatura varia de forma continugbprque siempre hay dos puntos

antipodas en el ecuador terrestre que estan a la misma sgomaer

Solucion. LlamemosL a la longitud del ecuador terrestre (unos cuarenta mil Kéltios). Sea
f:]0, L] — R la funcién que a cada puntoe [0, L] hace corresponder la temperatufdy),
medida en grados centigrados, que hay en dicho punto ded@c®uponemos qug¢ es una
funcion continua (cosa muy razonable). Se trata de probarhqy algin punte € [0, L/2]

tal que f(c) = f(c + L/2). Para ello, aplicando la estrategi2?), consideramos la funcion
h(x)= f(x+ L/2)— f(x) definida en el intervalf®, L /2]. Tenemos qué(0)= f(L/2)— f(0)
yh(L/2)= f(L)— f(L/2).LoUnico que hay que darse cuenta ahora es que el punto adilista
L vuelve a ser el punto de partida (el ecuador es una curvadedrigor tantof (L) = f(0) y,
h(L/2)= f(0)— f(L/2). Observamos qui(0) y #(L/2) son nimeros opuestos. O los dos son
cero, en cuyo caso podemos tormai0, 0 Uno es negativo y otro positivo, en cuyo caso el teorema
de Bolzano asegura quetiene que anularse en algar]0, L/2[, esto es,f(c + L/2) = f(¢),
como se queria probar. ©

Seaf :[a,b] — R continua conf(a) = f(b). Dadon e N, n = 2, prueba que hay algin punto
c€la,b—(b—a)/n]talque f(c) = f(c + (b —a)/n).

Solucién. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Llamemos al numef®) — f(a) el in-
crementade f en|a, b]. Dado un nimero natural> 2, nos preguntamos si hay algun intervalo
de longitud(b — a)/n en el cual el incremento d¢ sea igual & f(b) — f(a))/n. Para ello
dividimos el intervalda, b] enn intervalos de longitud igual & — @)/ n. Estos intervalos son de
la forma[xg, xx+1], dondexy =a + k(b —a)/n,k =0,1,...,n — 1. Es claro que la suma de
los incrementos d¢' en cada uno de lasintervalos[xy, x; 1] s igual al incremento d¢ en

el intervalo[a, b]. Es decir:

n—1
D (S Ckr1) = L) = [(b) = [(@).

k=0

Como en esta suma haysumando en totaldeducimos que bien todos ellos son igual
(f(b) — f(a))/n o bien alguno de ellos es mayor qué(b) — f(a))/n en cuyo caso tiene
gue haber necesariamente otro que sea menof e — f(a))/n.

Definamos la funciorg : [a,b — (b —a)/n] — R por g(x)= f(x +(b—a)/n)— f(x). NGtese
queg(xg) = f(xr+1) — f(xx). Segun acabamos de ver:
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11.

12.

13.

14.

e Obienparatodéd =0,1,...,n—1esg(xy) =

b _
S — fo = TOZIE.

e O bien hay puntos,, x, tales queg(x,) < (f(b) — f(a))/n < g(x4), €n cuyo caso,
como la funcidng es continua, el teorema de Bolzano implica que tiene quer fzddpén
puntoz, comprendido entre, y x, tal queg(to) = (f(b) — f(a))/n, es decir se verifica

que f(to + (b —a)/n) — f(to) = (S (D) — f(a))/n.

Hemos probado asi que hay un intervalo de longitug «)/n en el cual el incremento dg es

igual a( f(b) — f(a))/n. ©

Un reloj averiado marca inicialmente un tiempcEl reloj puede adelantar o atrasar, pero cuenta
con exactitud periodos d& horas, es decir, pasadbshoras el reloj marca un tiempg + 12
horas. Demuestra que en algin momento dicho reloj mide cactitad una hora.

Solucion.Sea f :[0,12] — R la funcién definida por: /()= tiempo (medido en horas) que
marca el reloj en el tiempo. Podemos admitir qug’ es continua. El incremento dé en el
intervalo[0, 12] es igual af(12) — f(0) = 12. Deducimos, por lo antes visto que, para cada
n = 2, hay algin intervalo de longitufi2 — 0)/n en el cual el incremento d¢ es igual a
(f(12) — f(0))/n. Es decir, que en algin instantgel reloj mide con exactitud un periodo de
tiempo igual aln—2 horas:f(co + 12/n) — f(co) = 12/n. Tomando: = 12 obtenemos la solucién
del ejercicio. ©

, €N cuyo caso se verifica que

S(b) - f(a)
n

Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sab#®&h de la mafiana y el domingo
inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirtidligaenpo en ambos viajes, pruébese
que en algiin momento del domingo el automovilista se enuarigual distancia de Granada
que a la que se encontraba el sdbado en ese mismo momento.

Solucién. Supongamos que el automovilista tardlahoras en llegar a Madrid. Llamando
/ :[8,12] — R la funcién que en el tiempo (medido horas) nos da la distancid) (medi-
da en kilbmetros) que el automovilista ha recorrido el sébpd : [8, 12] — R ala funcion que
en el tiempa (medido horas) nos da la distangi&) (medida en kildmetros) que el automovi-
lista ha recorrido el domingo; tenemos qfie8) = g(8) =0, /(12) = g(12) = « dondex es la
distancia entre Granada y Madrid.

Como las funcioneg' y g son continuas, la funcidin(t) = f () — (o — g (¢)) también es continua.
Comoh(8) = —a < 0, h(12) = o > 0, deducimos qué(zy) = 0 para alguny, € [8,12], es
decir f(to) = a — g(tp). Por tanto, el sdbado y el domingo, en el instagte automovilista se
encuentra a la misma distancia de Granada.

Si dibujas las gréficas dé y dex — g veras que este resultado@sdente ©

Seanf, g funciones continuas que no se anulan en un intervaleerificando que 1 (x))? =
(g(x))? para todax € I. Prueba que o biefi(x) = g(x) paratodax € I, o bien f(x) = —g(x)
para todax € I. ¢ Cuantas funciones hay: R — R continuas y verificando qu@(x))? = x?
paratodax e R?.

Solucion.La funcioni(x) = % es continua ed y verifica queh(x)? = 1 para todax € 1,
gx

luegoi(x) =10h(x)=—1 paracada € I. Como/ es un intervalo y: es continua, el conjunto

h(I) tiene que ser un intervalo, luego deberd/gdn = {1} o 1(I) = {—1}. En el primer caso es

f(x) = g(x) paratodax €1, en el segundg(x) = —g(x) paratodaxel.

Laigualdady(x)? = x? para todox € R equivale d¢(x)| = |x|. Lo que da cuatro posibilidades;
a saberip; (x) = x, p2(x) = —x, ¢3(x) = |x|, p4(x) = —|x|, donde, en cada caso, se entiende
gue las igualdades son para todeR. ©

Seaf : R — R continuay decreciente. Prueba que hay un Uaie® verificando quef'(a)=a.

Solucién.Naturalmente, se trata de probar que la funggoi®R — R dada porg(x) =x — f(x)
para todox € R se anula en algun punto. Como es continua (porque nos dieefi ipues) y esta
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definida en un intervalo, intentaremos aplicar el teoremBalzano. Tomemos un puntos R.

Si f(¢) = ¢ hemos acabado. En otro caso s¢(a) # ¢. Supongamos qué(c) < c¢. Entonces,
como f es decreciente, sefd f(c)) = f(c). Si f(f(c)) = f(c), hemos acabado. En otro caso
seraf(f(c)) > f(c). Pero en este caso obtenemos gé® > 0y g(f(c)) < 0 por lo que

el teorema de Bolzano garantiza qgi¢iene que anularse en algun punto. Se razona de forma
anéloga si suponemos que< f(c). Finalmente, com@ es estrictamente creciente, solamente
puede anularse en un Gnico punto. ©

15. Seand, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Definamos
A—B={a—b:acA, beB}; AB={ab:acA, beB}

Prueba que supl — B) = supd — inf B y, supuesto qued ¢ RT™ y B c R™, prueba que
supAB) = supA supB.

Solucion.Seaa =sup(4), B =inf(B), y =sup 4 — B). Cualesquiera seamc A, b € B se tiene
quea <a, B <b.Enconsecuencia—b <o — 8, lo que prueba que — § es un mayorante de
A — B,y portantoy <o — . Probaremos ahora que— § < y. Cualesquieraseamc A, be B

se tiene quex — b < y, es decir,a < b + y. Esta Ultima desigualdad nos dice que, fijado un
elementob € B, el nUmerob + y es un mayorante dd, por lo quex <b + y. Hemos obtenido
asi que para todé € B se verifica quex — y < b, es decirp — y es un minorante de3, y por
tantoox — y < B, esdecira — < y.

Seax =sup(4), B =supB), u=sup4B). Cualesquieraseare 4, b € B setiene quer<ay

b < B. En consecuencia, por ser- 0,5 > 0, ab <« B, lo que prueba que 8 es un mayorante
de AB y portantou < o f.

Probaremos ahora quep < . Cualesquiera seane A4, b € B se tiene querb < u, esto es,
a < u/b. Esta ultima desigualdad nos dice que, fijado un elemémt®, el nUmeroun /b es un
mayorante ded, por lo quea < u/b. Hemos obtenido asi que para tobdle B se verifica que
b < u/a, es decifg/a es un mayorante d&, y portanto < u/a, es decira 8 < . ©

16. Sead un conjunto no vacio de niumeros reales. Para cadR definamos la “distancia de a
A" por dist(x, A) = inf{|x —a| : « € A}. Prueba que para todos y €R se verifica que:

| dist(x, 4) — dist(y, A)| < |x — .

Deduce que la aplicacién — dist(x, A) es continua.

Solucién. Teniendo en cuenta que| < b equivale aque < by —a < b, la desigualdad que nos
piden probar equivale a estas dos desigualdades:

dist(x, A) — dist(y, A) < |x — y| y dist(y, 4) — dist(x, 4) < |x — | (4)

Pero es claro que basta con probar una sola de ellas puesestambiande por y obtenemos
la otra (porquéx — y|=|y—x|). Probaremos la primera de las dos desigualdades (4) basuos
la desigualdad en la forma:

dist(x, 4) < |x — y| + dist(y, 4)
En todo lo que sigue e y estan fijos. Tenemos que para tadeA:
dist(x, 4) < [x —a| < |x — y| + |y —al.

Es decir
dist(x, A) — |x — y| < |y —a| paratodo acA.

Deducimos que digt, 4) — |x — y| es un minorante del conjun{dy — a| : a € A}, y por tanto
serd menor o igual que el maximo minorante de dicho conjgui®es por definicion digt, 4).
Hemos probado asi que

dist(x, A) — |x — y| < dist(y, A4).
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17.

18.

19.

20.

Que es la desigualdad que queriamos probar.

Es evidente, teniendo en cuenta la desigualdad que acabdengsobar, que la funcion
@(x) = dist(x, A) es continua, pues dado> 0, tomamoss = ¢ con lo que, evidentemente,
lo(x) —o(¥)] < |x — y| < e siempre quéx — y| < §. Observa que aqui un mismé™vale para
todo punto. ©

Seaf :R — R continua, mayorada y tal que para toda® € R cona < b, se verifica que
sup f(Ja, b]) = supf(R). Prueba quef es constante.

Solucién. Llamemosg = supf(R). Es claro quef(x) < 8 paratodax € R. Y, si /' es cons-
tante debera darse la igualdg@x) = 8 en todo puntoc deR. Luego tenemos que probar que,
dadoa € R, es imposible que ocurrd(a) < B. Pero eso es claro, pues si fuefen) < S,
entonces tomandb €] f(a), B[, por el teorema de conservacién del signo aplicado a ladanci
g(x) = A — f(x) en el puntaz, deducimos que existe un intervalo abidrtov[ que contiene al
puntoa y tal que paratode €]u, v[ esg(x) > 0, es decir,f(x) < A. Pero entonces se tiene que
supf(Ju, v[) <A < B en contradiccion con la hipdtesis hecha. ©

Seaf :[a,b] — R creciente. Supongamos ques f(x) < b para todax enfa, b]. Prueba que
hay algun punte € [, b] tal que f(¢) = c.

Sugerencia. Considera el supremo del conjynte [a, b]: x < f(x)}. Fijate que no suponemos
que f sea continua.

Solucion.Sea M = {x € [a,b] : x < f(x)}. El conjunto M no es vaciod € M)y esta
mayorado % es un mayorante d&/ ). Seac = supM). Evidentemente < [a, b]. Probaremos
qgue f(c) = c. Probaremos para ello que puede serf(c) # c.

a) Si fuerac < f(c¢), entonces, coma es un mayorante deW/, tendriamos que
f(c) € M, es decir, f(¢) > f(f(c)). Y también, por serf creciente, tendriamos que
f(c) < f(f(c)), resultando asi una contradiccion.

b) Sifuera f(c) < ¢, entonces hay algine M tal que f(c¢) < z. Y comoz < f(z) deducimos
que f(c) < f(z) lo cual, por serf creciente, implica que < z lo que es contradictorio.©

Justifica que, dadoe R, la ecuacion log+ > = x tiene una Gnica solucion, que representamos
por ¢(x). Justifica que la funcion — ¢(x), (x €R), asi definida es continua.

Solucion. La funcion f : Rt — R dada porf () = logt + > es continua. Com®* es un
intervalo, el conjunto imageyi(R*) también es un intervalo. ClaramentéR*) es un intervalo
no minorado ni mayorado, luegt(R*) = R. La funcién f es estrictamente creciente, por tanto
es inyectiva. Deducimos que dade R hay un Gnica e R* tal que f(1)=x. Seag : R — R la
funcion inversa def. La funciong es estrictamente creciente y su imagen es un interiato,
luego es continua en virtud del teoren?8) ©

Seaf :[0,1] — R continua verificando quef'(s) — f(t)| = |s — t| para todos,t €[0,1], y
f({0,1}) = {0, 1}. Prueba que o bien eg(x) = x paratodoxe]0,1],0obienesf(x)=1—x
para todax €0, 1].

Solucion.La clave de este ejercicio consiste en darse cuenta de qoedé&mn del enunciado
|f(s) — f(®)] = |s — t]| implica que f es inyectiva erf0, 1]. Como f se supone continua, el
teorema??) nos dice quef es estrictamente monotona.

La condiciénf ({0, 1}) = {0, 1} nos dice que o bien e5(0) =0y f(1) =1 0 bien esf(0) =1

y f(1) = 0. En el primer casof sera estrictamente creciente y en el segundo estrictamente
decreciente.

Supongamos qug¢(0) =0y f(1) = 1. Probaremos qué(x) = x para todox €[0, 1]. Como f

es estrictamente creciente, sérd f(x) < 1 para todax €0, 1]. Haciendo =0y s = x en la
desigualdadif(s) — f(¢)| = |s —t|, obtenemos qu¢(x) = x. Hacienda = 1 y s = x obtenemos
quel — f(x) = 1 — x, es decir,f(x) < x. Concluimos quef(x) = x.

Elcasoenqug’(0) =1y f(1) = 0 se hace de forma parecida. ©
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21. Sean
A={xeQ:x<00x*<2}), B={xeQ:x>0y x?>=2}.

Pruebaqued A3, B #A3,Q=AUBYy a < b paratodosuec 4, b€ B. Ademas:

a) Para cadac 4 hay alguns € 4 tal quer < s.
b) Para cada € B hay algury € B tal quet < u.

¢) No hay ninglr: € Q con la propiedad de que todo ndmero racional menorzcesé erd y
todo nimero racional mayor queesté enB.

Solucion.a) Sear € 4. Si r < 1 bastatomar = 1. Supongamos, pues, que< r. Un nimero
racional que sea mayor quesera de la forma+¢ dondes es un nimero racional positivo. Para
que dicho nimero esté et debera verificarse qué + ¢)? < 2. Si,ademéase < 1, entonces

g2 < g, porloque(r + ¢)? < r? + 2re + ¢. Es por tantsuficienteque r2 + 2rs + ¢ <2 para
2

2—vr . , . p
lo cual basta tomas = 1 Es claro que dicho numero es racional. Ademas, comb< r
r

2

2r +1

b) Este apartado se hace de manera analoga al anterior..Dafichay que tratar de determinar
un nimero racional positive, tal que0 < u — e y (u — )? = 2. Esta Gltima condicion es lo
mismo que:

y r2 <2,es0 < & < 1y portanto el nimera = r +

verificaquer <s y sc A.

u? —2>=2ue — ¢ (1)

Como queremos que < ¢ < u, debemos tenetus —e2 > ¢ > 0. Sabemos que no hay ningin
ntmero racional cuyo cuadrado sea igua) an consecuencia si€ B entonces:> > 2. Puesto

que 2ue > 2ue — £, para que se verifiqug ) essuficienteque u? — 2 > 2ue, para lo cual basta
2 2

se tiene con ello que el nUmerc=u —
2u 2u

c) SeazeQ.Como AU B =Q, deberaseec 4 o ze B. Si ze€ A, sabemos, por a), que hay
elementoss € 4 con z < s. Si z € B, sabemos, por b), que hay elementas B con ¢t < z.
Concluimos asi que no hay ningare Q verificando que todo nimero racional menor gesta
en A4 y todo nimero racional mayor queesta ens. ©

tomar e =

estaenB yt <u.

22. SeareR U {+00, —o0}. Prueba que

1
[im|f(x)]=0<= lim +00
xX—>a

x—a | f(x)]
Particulariza este resultado para los casos erygesmamente toma valores positivos o hegativos.

Solucion.Basta advertir que

1
> p—
e

1
<= )

y notar ques es positivo y muy pequefio equivale a quye sea positivo y muy grande. En
particular, tenemos que

f(x)>0Alim f(x) =0 <— |im;=+oo (5)

x—a x—a f(x)
f(x)<0/\)|ci_r>rlf(x)=0 = imﬁz—oo (6)
©
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23.

24.

25.

Seal eR U {400, —o0}. Prueba que

|irT})f(x)=L = xEToof(l/x):L
x>0
II'n})f(x):L = xl_irpoof(l/x)zL

x<0
Solucion.Basta advertir que

1 1 1 1
0<x<de=—>-, I$<x<0&=-—<—
x 6 X 1)

y notar que’ es positivo y muy pequefio equivale a dyé sea positivo y muy grande. ©
Seaf:]0, 1[— R la funciéon dada para €0, 1] por:

1

2
J(x) = x + x(x—=1)
Prueba queﬂhz) f(x) =+4o0yque im1 f(x) = —o0. Deduce que la imagen dées todoR.
xX—> x—

Solucion. Solamente debemos considerar valorescden el intervalol0, 1] que es donde esta
definidaf. Teniendo en cuenta que por (5), y (6) es:

2 1 1

lim — =400, |lIM—m—=-00, IIM— =—-00
x—0 X x—0x(x —1) x—>1x(x —1)
x>0 x>0 x<1
Deducimos queiin f(x) = —oo y que enx = 0 el limite pedido es una indeterminacién del
x—>1

tipo oo — co. Pero eso se debe solamente a la forma en que esta eScBtsta hacer la suma

indicada:
1 2x —1

x(x—1) - x(x—1)
para darse cuenta, por (5) pugér) > 0 para0 < x < 1/2, que irrz) f(x) = +o0.
xX—

fe=2+

Finalmente, comg’ es continua efv, 1[, el teorema de Bolzano nos dice que la imagerf del
conjunto £(]0, 1]), es un intervalo. Comg’ diverge positivamente dhy diverge negativamente
en1, deducimos qu¢g’ no estd mayorada ni minorada 8n1[, concluimos quef(]0, 1]) es un
intervalo no mayorado ni minorado, esto ¢¢]0, 1[) = R.

Comentario. Observa que los limites que hemos calculadb sten realmente limites laterales
pues nos dicen qu¢ esta definida ef, 1[. La cosa cambia mucho si consideramos ¢ue
esta definida en su dominio natural que es el conjunto R \ {0, 1}, que es una unién de tres
intervalos. En ese casp no tiene, por supuesto, limite &nni tampoco diverge positivamente
ni negativamente en 0 pues el limite figor la izquierda e es—oco. Andlogamente, el limite
de f por la derecha eh es+oc.

Seaf :[0,1[— R continua. Definamog(x) = f(x — E(x)) para todax € R. Prueba que la
funciéng, asi definida, es continua si, y sélo s"r,nllf(x) = £(0). Supuesto que esta condicién

se cumple, y quef’ no es constante, definamaés R — R por A(x) = g(1/x) six #0,y
h(0) = £(0). Justifica qué es continua y acotada &i. Calcula la imagen pdr de un intervalo
de la formal0, r[ donde0 < r < 1. Deduce qué: no tiene limite por la izquierda ni por la
derecha el y que la imagen pok de todo intervalo es también un intervalo.

Solucién.La funciéng es periddica con periodo igual orque:

gx+D)=fx+1-E@x+1)=/f(x-Ex))=gk).

También es claro que(x) = f(x) paratodox € [0, 1[. Por la propiedad local de la continuidad,
como f es continua efo, 1[, deducimos qug es continua ef, 1[. Por la periodicidad de, se
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26.

sigue queg es continua efR \ Z. Para estudiar la continuidad geen los enteros, es suficiente
estudiarla e. Por la continuidad d¢ en0, tenemos queim g(x) = lim f(x) = f(0). Ahora,
x—0 x—0

. .. x>0 x>0
por la periodicidad deg:
Iim g(x) = lim g(1 + x) = lim g(x) = lim f(x) = lim f(x).
x—0 x—0 x—1 x—1 x—1
x<0 x<0 x<1 x<1
Deducimos qug es continua ef si, y solo si, In}) glx) = Il’ml f(x)=g(0) = f(0).
x— xX—>
x<0

La continuidad dé: enR* es consecuencia de la propiedad local de la continuidad yedaq
composicién de funciones continuas es continua. Dad{¥, 1], seax € [0, 1[. Podemos tomar

. 1
un nimeroz €N tal quez = m €]0, r[. Tenemos que:
n

X
h(z)=f(n+x—E@m+x)=flx—-Ex)=g(x).

Por tantoi(]0, [) O g([0, 1]) = g([0, 1]). Comog es continua, el conjuntg(]0, 1]) es un inter-
valo cerrado y acotado, en particular esta acotado. Poriedigidad deg esg(R) = g([0, 1]).
Deducimos quéi(R) = g(R) = g([0, 1]) es un conjunto acotado, es dedires una funcién
acotada. De lo anterior deducimos qu@), r[) = g([0, 1]) para toda- €]0, 1] (y, comog no es
constanteg[0, 1] es un intervalo no reducido a un punto), es evidentegquetiene limite por la
derecha efd. De forma parecida se justifica ghaeo tiene limite por la izquierda én

Si I es un intervalo no reducido a un punto./Sho contiene &, entonces debe sérc R™
o bien/ ¢ R~ y, como/ es continua eiR*, se sigue qué es continua el y, por tantoi (/)
es un intervalo. Si el intervalp contiene &, entonced debe contener un intervalo de la forma
10, [ 0 un intervalo de la forma— r, 0] para algun €]0, 1. En cualquier caso, se sigue por lo
antes visto qué(l) = g([0, 1]) y, por tanto /(1) es un intervalo. ©

SeaxeRy f:R} — R lafuncién definida porf(0) =0 y:
1

f(x)=x%sen—, (x> 0).
X

Estudia la continuidad d¢ segun los valores de.

Solucién. Observa que la funcidn solamente esta definida paead. La razdn de esto es que
parax < 0 la potenciac® no siempre esta definida.

Para hacer este ejercicio debes recordar que la funciénest@cotaddsenz| < 1 para todo
zeR. Por tanto, cualquiera sea# 0 se tiene quésen(1/x)| < 1.

Debes tener también en cuenta que la funcion seno toma toslealbres del intervalp-1, 1]
en cualquier intervalo de longitud mayor qire.

Sia > 0, la funciéni(x) = x*, definida parar = 0, tiene limite erd igual a0. Concluimos que
Il’m0 f(x) =0 porque f(x) = h(x) ser(1/x) es producto de una funcién acotada por otra con
xX—>

limite 0.Por tanto,f es continua eq.

Consideremos que = 0, en cuyo casof'(x) = ser(1/x). Esta funciéon toma todos los valores
del intervald—1, 1] en cualquier intervalo de la form}@, §[ cualquieraseas > 0. Pues tomando

a > 1/§tenemos qu% €]0, 6] y, en consecuenciA(]0, 5[) D sen(Ja, +oo[) D [—1, 1]. Se deduce
enseguida qué(x) = ser(1/x) no tiene limite en, es decir, tiene una discontinuidad esencial
eno.

Es imposible representar graficamente esta funcién porggeafica contiene infinitas ondas de
amplitud cada vez mas pequefia que se van aplastando solgedel@denadas. Observa que
la imagen por la funcion séh/x) del intervalo[2m1_ﬂ/2, 2nn-1|—n/2] es el intervald—1, 1]. La
gréfica siguiente puede ser (til para que imagines cémo eéfiaagydef (x) = sen(1/x) parax
cerca de.

Para valores de < 0 la cosa es todavia peor. Te lo dejo para que lo acabes tu. ©
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Figura 2: La funciénf'(x) = sern(1/x)

27. Supongamos que< 0 < b. Estudia el comportamiento en cero de las funciofies: R* — R
dadas para tode # 0 por :

f(x)=arc tg% —arc tg%, g(x)=xf(x).

Solucion.En este ejercicio (y en los siguientes) debes tener en cgaeta

lim arct il lim arct il T < arct T
X = ——, X = —, —_ < X < —
X—>—00 9 2 Xx—>+00 g 2 2 g 2
Tenemos que:
, a . b . a b
IIm - =400, Iim—=—-00, I|IMm—-=—-00, Ilim—-=4c0
x—=>0 X x—=>0 X x—=>0 X x—>0 X
x<0 x<0 x>0 x>0
Deducimos que:
T T T s
Iim fx)=—=—==-n, limf(x)==+—-==x
x—>0f( ) 2 2 x—>0f( ) 2 2
x<0 x>0
Observa que la funciéy esta acotada:
b b T 7w
|f(x)| < |arctg—| + |arctg—| < —+ — =7
b X 2 2

Por tantog(x) es el producto de un funcién con limitepor una funcién acotada. Se sigue que
Iirrz) g(x) = 0. Eso es todo lo que podemos decir del comportamientp gtez en0. No tiene
xX—>

sentido considerar su continuidad @porque no estan definidas @nSi se definef (0) = 7 y
g(0) = 0, entonces tiene una discontinuidad de salto @i es continua por la derecha ény
g es continua en.
28. Estudia los limites efroo y en—oo de:
a) Una funcion polinémica.
b) Una funcién racional.
Solucién.a) Sea
P(x)=co+cix 4+ cax® + -+ X"+ cpx"
una funcién polindmica de grado par= 1. Podemos suponer qug > 0. Es facil probar que
hay un nimerd > 1 tal que pardx| = K es:

P
)o@y 1)
x" 2
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i n
Pongamos en lo que sigue= 4.

Supongamos quees par. Entonces”= > 0y, por tantax” = |x|"” para todox # 0. Deducimos
de (1) que paratode # 0 es
P(x) = o|x|".

Como Im |x|*= lim |x|"=+o0, deducimos, porla desigualdad anterior, quen | P(x)=
X—>—00 x—+00 X—>—00
[im P(x) = +oo.

xX—>+00

Supongamos que es impar. Entonces pasa< 0 se tiene qua” < 0. De la desigualdad (1)
deducimos que

P(x) = ax" (x> 0), P(x) <ax" (x <0).
Como im x"=-oc0y Il’T x" = 400, deducimos, por las desigualdades anteriores, que
X—>—00 XxX—>+00

lim P(x)=-o00, lim P(x)=+oc.
X—>—00 xX—>+00

El caso en que, < 0 se deduce de lo anterior sin més que considerar el polinemiox).
Otra forma, quizas mejor, de obtener estos resultados es sige. De la igualdad

P(x) Cn—1 Cn—2 C1 Co
= Cp + + 5 + cee + I _
x" X X x" xn

obtenida dividiendo el polinomi® (x) por x”, se sigue enseguida que

P
im 29 _ i

x—>—oco xI x—>+o0 x"

Px)

Cn

De aqui se sigue que las funcion®x) y ¢,x" son asintéticamente equivalentes para
X — —oo Yy parax — +oo, de donde se deducen de forma inmediata los mismos ressiltado
antes obtenidos.

b) Supongamos ahora q@x)=h,; x" +by—1 x4 - -+b; x4+ by es otra funcion polinémica
P(x)

de gradon conb,, > 0. Para estudiar los limites ehoo de la funcién racionaf'(x) =

podemos sustituiP y Q por funciones asintéticamente equivalentes a ellaseo. Por lo antes
visto, tenemos qu®(x) ~ ¢, x" y Q(x) ~ b, x™ parax — £oo, por tanto:

P(x) cn X" ' pem
= ~ = +
S(x) 0) ~ b bmx (x - £o0)
Deducimos que:
+o00, n>m n—mpar oo, n>m
Iim P(x) _ —CZO n>m n—mimpar - P(x) _ Cn ne=m
X—>—00 Q(x) b—, n=m x—>+00 Q(x) bm ’

6n m>n 0, m=n
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