TemalO. Integrales multiples

En esta leccion vamos a estudiar la integracion de funci@ass de dos o mas variables. Estas
integrales suelen llamarsategrales multiplesAunque, por su mayor interés practico, nos vamos a
limitar a funciones de dos y de tres variables, los resu#taflee expondremos se generalizan con
facilidad para funciones reales de cualquier nimero debiws. Como ya es usual en estas notas,
eludiremos los aspectos tedricos para centrarnos en lagdéade célculo de integrales dobles y
triples. Vamos a ver que el célculo de dichas integrales dieceeal célculo de dos o tres integra-
les simples lo que suele hacerse calculando las correspuadiprimitivas. En todo lo que sigue
consideramos campos escalares continuos y acotados.

1. Integrales dobles y triples

Seaf : A— R un campo escalar de dos variables definido en un conjurt@®?. Supongamos
quef(x,y) > 0 paratoddx,y) €A. Consideremos el “cilindro” eR? que tiene como base el conjunto
Ay como tapadera la grafica dees decir el conjunto

C(f,A) = {(x,y,2) €R®: (x,y) €A 0<z< f(xy)}.

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la farf¢ioy) = 4 — x> — y? y los conjuntos
A=[-11x[-1,1y A= {(xy): x2+y? < 2}.
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El valor de integral doblgf f(x,y)d(x,y) nos da el volumen de dicho cilindro. Naturalmente,
A

pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejeraglmdion f puede representar una den-
sidad superficial de masa o de carga eléctrica en una lamanal En tal caso la integral doble
proporciona, respectivamente, la masa o la carga totalldeniaaA.

Podemos interpretar al “estilo de Leibnitz”, como se hanialesiglo XVIII, la expresion ¢x,y)
como el area de un pequefio rectangulo, un rectangfifotesimalde lados d y dy. El producto
f(x,y)d(x,y) podemos interpretarlo como el volumen de un ortoedro cuge ba dicho rectangulo
infinitesimal y altura dada pdfi(x,y). Siguiendo esta idea, interpretamos la integral como umasu
Esta interpretaciéheuristicapermite considerar la integral como un limite de aproximaes al vo-
lumen del cilindro en cuestion. La siguientes figura muegpraximaciones al volumen del primero
de los dos conjuntos representados en la figura anterior.

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Las aproximaciones son tanto mejores cuanto mas pequedinfoserectangulos en que dividi-
mos el conjuntdA. Observa que esta situacion es muy parecida a las sumasrdarRigue vimos
al estudiar las integrales simples. De hecho, las integdadbles y triples pueden definirse también,
al igual que la integral simple, como limites de sumas de Rienpero esa definiciéon no sirve para
calcularlas que es lo que a nosotros nos interesa.

Las integrales dobles también permiten calcular areasapldin efecto, basta tener en cuenta
que sif es la funcion constante igual a 1, estofés,y) = 1 para todax,y) € A, entonces se tiene
que volume(C(f,A)) = aredA), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1 e
numéricamente igual al area de su base.

fj d(x,y) = aredA) 1)
A

Las integrales triples tienen analogas interpretacioies.: A — R es un campo escalar de tres
variables definido en un conjunfoc R3 y consideramos el “cilindro” e* que tiene como base el
conjuntoAy como tapadera la gréafica dees decir el conjunto

C(f,A) ={(xy,zw) eR*: (xy,2) €A 0<w< f(xYy,2)}.

El valor de la integral triplgff f(x,Y,2)d(x,y,z) nos da el volumen de dicho cilindro. Naturalmente,
A

pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemlmdion f puede representar una densi-
dad volumétrica de masa o de carga eléctrica en un sAlifa tal caso la integral triple proporciona,
respectivamente, la masa o la carga total del s@ido

Si integramos la funcién constante igual a 1 en un soNdoRR?3, obtenemos el volumen de

ffj d(x,y,z) = volumen(A) 2
A

El siguiente resultado, que ya utilizamos para calculaimenes de cuerpos de revolucion, per-
mite calcular volimenes integrando areas de seccionealgren consecuencia permite calcular
una integral doble mediante dos integrales simples.

1.1 Teorema(Calculo de volimenes por secciones plan&)olumen de una regién € es igual
a la integral del &rea de sus secciones por planos paralelos@dado.
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Consideremos una funcion positivig,definida en el rectanguld= [a,b] x [c,d]. Pongamos
Q= {(xy.2€R%: (xy)eA 0<z< f(xy)}.

Para calcular el volumen del conjun@ podemos proceder como sigue. Para cada [a, b fijo
calculamos el &rea de la secci€X(xo), que se obtiene cortan@con el plano de ecuaciof = xo.
Fijate queQ(xo) es una seccion d2 perpendicular al ej©Xy, por tanto, paralela al plantZ Como

Qx0) = {(x0,y,2) :ye[c,d], 0<z< f(x0,¥)}
se tiene qued(xg) es la region del planX = xg comprendida entre la cuna= f(xg,y), el eje
d
QY y las rectasy = ¢, y = d. Como sabes, el area de dicha regién viene dadafpfc(rxo,y) dy

C
Para calcular el volumen de hay que integrar las areas de las secciddeg cuandoxe [a,b], y
obtenemos finalmente que

b

fj f(x,y)d(x,y) = volumen(Q) :j
[ab]x[c.d] )

d
f(xy) dy] dx 3)

Razonando de forma analoga, considerando secclfigsie Q paralelas al planX Z, se obtiene la
igualdad

b
f(x,y dx] dy (4)

a

ff (x,y)d(x,y) = volumen(Q) jd

C

De las igualdade§l y (4) se deduce que
brd drb
ff (X,y)d(x,y) f[ f(x,y) dy] f[ff(x,y)dx] dy (5)
a C [ a

b
Las integralesJ

d b
j (X,Y) dy] dx y j U (X,Y) dx] dy se llamanintegrales iteraday, en las

a C a
hipotesis hechas al principio de esta Iecmon son iguaseswalor comun es igual a la integral doble

f(x,y)d(x,y). Observa que las integrales iteradas son dos integralgdesinPara calcular

[a,b]x[c,d]
d

J' f(x,y)dy lo que se hace es integrar respecto a la varightensiderandu fija. Para ello lo que

C

se hace es obtener una primitiva de la funcyor f(x,y) y usar la regla de Barrow. Fijate que una
primitiva de la funciény — f(x,y) puede describirse como upaimitiva parcial de f(x,y) con
respecto g. ¢ Te recuerda esto a la derivacion parcial?

La representacion grafica siguiente puede ayudarte a emtkngue se hace. La funcion repre-
sentada ed (x,y) = /36— 3x2— 6y2 en el rectanguld—2,2] x [—2,2]. Puedes ver el “cilindroQ
bajo la grafica de la funcién, la seccion del mismo por el pro0 y la proyeccion de dicha seccion
sobre el plan Z

Para calcular una integ@f f(x,y)d(x,y) cuando el recinto de integracioA, no es un rec-

A
tangulo, se procede de la misma forma. La Unica diferencipiesathora tenemos que empezar por
determinar los valores detales que el planX = x corta al “cilindro” bajo la gréfica dd, es decir,
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z=f (O- Y)

tenemos que determinar la proyeccion de A sobre el ejeSd)Yongamos que dicha proyeccion sea
un intervalo[a,b]. Ahora, para cada < [a,b] hay que calcular el area de la seccid(x) o, lo que
esigual, el area de la region en el plahdé comprendida entre el efgY y la curvaz= f(x,y) don-

de la variable y esta en el conjuntd = {y: (x,y) € A}. Supongamos qu&(x) sea un intervalo
(tampoco pasa nada si es union de varios intervalos). Eesdeoemos que

b
[ foeydoey) = [ | [ foxy)ay| dx (6)
A a

[AX)

Analogamente se obtiene que

d
[ foxyndoey) = [ | [ foxyydx| dy @)
A c

A(Y)

Donde hemos supuesto qled| esla proyeccion de A sobre el eje QY para caday € [c,d] es
Aly) = {x: (xy) €A}.

En los casos mas corrientes el conjutsuele ser un conjunto de tipo | o de tipo Il (recuerda
que los vimos al estudiar las aplicaciones de la integrgblgmEsto es

h(x)} (tipo )

A = {(xy)ra<x<b gx)<y
<x<yY(y)}  (tipoll)

<
A = {(xy) :c<y<d, ¢(y) S

En tales casos tenemos que

b | h(x)
[[foeydiy) = [ | [ focy)dy| dx ®)
A a lg(x)

d [y
[[foeydiy) = [ | [ focyydx| dy ©)
A ¢ Loy

Observa que para el caso en qu&,y) = 1 recuperamos las férmulas ya conocidas para el célculo
de areas de regiones planas de tipo | y tipo II.

Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicaoetina {.1), que la funcionf es
positiva, las igualdades obtenidas son validas para caegwadares continuos y acotados.
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De forma andloga a lo antes visto, podemos calcular inegtaples sin mas que calcular tres
integrales simples. Para el caso de una fundidtefinida en el rectangulo & A = [a,b] x [c,d] x
[u,v] se tiene que

JIf romaya ;ijy dz]dy]dx

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero eldetodas ellas es el mismo. Naturalmente,
cuandoA es un subconjunto d&3 hay mas posibilidades. Una forma de proceder es expresar el
conjuntoA por medio de sus secciones por planos paralelos a uno delusspioordenados.

[ab

Por ejemplo, cortandA por planos paralelos al planoY podemos descompon&ren secciones
paralelas a dicho plano. Si la proyeccionAleobre el ej@Z es un intervald = [u,V], y para cada
zeJesA(z) = {(x,y) : (x,¥,2) € A} (la proyeccion sobre el plarXY de la seccion dé por el plano
paralelo al plan&Y de cotaz), entonces

Ittt f[jj o ]dz

Otra forma de proceder es proyectasobre uno de los planos coordenados para desérimmo un
conjunto de tipo I. Por ejemplo, € puede representarse en la forma

={(xy,2): (xy)€Q, gxy) <z<h(xy)}

dondeQ es la proyeccion dé\ sobre el planoXY, y g, h, son funciones reales definidas en
entonces tenemos que

JIf s ﬂ[ oy ]d<x,y>

1.2 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsdig ecuacion

Xy 7

; + @ + ? =1

dondea > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.
2\

Se trata, pues, de calcular el volumen del conj@hte {(x Y,2): ) + y

v
b2+?<1,z>0}.La

2

2
proyeccion de sobre el planXY es el conjuntd = {(x,y) : % + é < 1}. Podemos escribir
/ 2
Q= {(x,y,z) (xy)eA 0<z<cC 1—% —é}
Por tanto
volumen(Q) jfc 1- d( ,Y)
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Para calcular esta integral doble observamosAj@s una region de tipo | €k’ pues

= {(x,y) c—a<x<a, —by/1-x2/a2<y< b\/lxz/az}

a | by/1-x2/a? 2
fjc 17—7y d(x 7y>:,£1 f cy/lf—f§dy dx

—by/1-x2/a2

Por tanto

Tenemos que

by/1-x2/a2 w2

j cq/l y = dy = [y by/1— x2/a23ert} =bo(1-x?/a?) fco§tdt :—bcn(l X%/ a?)
/iR w2
Finalmente

a
volumen(Q) = %bcnj(l—xz/az) dx = %abcn
~a

L 4 . . L .
El volumen del elipsoide completo %sabm. En particular, si el elipsoide es una esfera de radio

. 4
esto ea=b=c=r, deducimos que el volumen de la esferaéem;?’.

En lugar de proyectar sobre el plaX® podemos proyectd® sobre el ejgdDZ. Dicha proyeccion
es el intervaldO, c|. Para cadac [0, c|] tenemos que el conjunto de puntos@gue se proyectan en
z, es decir, la seccion de por el planaZ = z, es el conjunto

X2 P Z
Q(Z) = {(X,y,Z) : ;4_% < 1_?}

Como . 2 .
Xy Xy
2t St = e st

dondeu=ay/1— Cé v=Dhby/1— é Deducimos qu&(z) es una elipse contenida en el plahe: z

zZ
de semiejes, v. Sabemos que el area de dicha elipse es igmala- rab (1 C—) En consecuen-

cia, el volumen d& viene dado por

jT[ab( ) dz = 2abcn

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsbigeta para que pueda apreciarse mejor
una seccién por un plano de altura constante.

Observa que a los célculos anteriores también se llegataitos de calcular directamente el
volumen deQ por medio de una integral triple. Sabemos que

volumen(Q) = jff d(x,y,2)
Q
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 7

Para calcular esta integral podemos hacerlo proyect@ratibre el planXY, y tenemos que:

c\/1-x2/a2—y2 /2

jgfd(x,y,z)=£J ! dz | d(x.y) jfc 1- d( Y)

O también proyectand@ sobre el ej@Z, y tenemos que:
oo =] | f s | = fron(- 5 )

1.1. Cambio de variable a coordenadas polares

La dificultad en el célculo de una integral doble puede precee la funcion que se integra o
del recinto de integracion. Con frecuencia el recinto degrecion se simplifica expresandolo en
coordenadas polares.

Las coordenadas polares de un pufigy) del Y
plano son el par de nimer@s,¥) dados por

x=pcosd, y=psend (p>0, —-t<d <M psene  (X,Y)

Observa que las coordenadas polaregxdg) se
corresponden con el modulo y el argumento prin-

cipal del complejoc+iy. . X
pCOSO
La formula del cambio de variables a coordenadas polaregxsesa por
fj (x,y)d(x,y) fj (pcosd, psend)pd(p,d) (10)

Donde el conjunt® es la expresion da en coordenadas polares, es decir
B={(p,8)eR"x]—m 1 (pcosy,psend)cA}

Si, por ejemplo, el conjunt® es de tipo A= {(x,y):a<x<b, g(x) <y<h(x)}, entonces

B={(p,9)eR"x]—mm:a< pcosd <b, g(pcosy) < psend < h(pcosy)}. Es importante des-

cribir bien el conjuntd porque para calcular la integr§f f(pcosy, psend)pd(p,d) tienes que
B
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 8

calcular dos integrales simples como ya hemos visto anteeiate. Si, por ejemplo
B={(p.9):a<®<B, 90 <p<h(®)}

entonces

B[ h)
ff (x,y)d(x,y) fj (pcosd, psend)pd(p,d) j [I (pcosd, psend)pdp
o [g(®)

Las coordenadas polares son especialmente Utiles cuamdojahtoA es un circulo, o un sector
circular o una corona circular, pues en estos casos el dorfues muy sencillo. Si, por ejemplé,
es el discd((0,0),R) de centro el origen y radi®, D((0,0),R) = {(x,y) : X*+y? < R?}, entonces

B={(p,9)eR"x]—mm:p <R} =]0,Rx]—m 1]

Por tanto

fj f(x,y)d(x,y) fR ff (pcosd, psend) pdﬁ] flff (pcosd,psend)pdp
0 L-m m Lo

1.3 Ejemplo. Calcula

[ exp(0@+y?)/20) d(xy)
0)

D((10).1)
dondeD((1,0),1) = {(x,y) eR?: (x— 1) +y? < 1} es el disco de centrd,0) y radio 1.

Solucién.

1

Como el dominio de integracién es un discoy en la
funcién que queremos integrar figura la expresioh®
X2 +y?, para calcular la integral pasamos a coorde- 9
nadas polares. Tenemos que

0.5 1 1.5

{f )exp (0@ +y2) /2x) d(x.y) = Hpe p(ZCoé))d(pﬁ)

D((1,0),1

Donde
B={(p,8)eR" x [~ 1 : (pcosy,psend)eD((1,0),1)} =
={(p,9) R x [-T 1] : (pcosd — 1)+ p?serfd <1} =
={(p,9)eR" x [-mm:p<2coh, —T/2< 9 < T/2}

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 9

Descomponiendo en dos integrales simples resulta:

/2 12cosd
[Joern(zig) o0~ | | | ool(z)to| o
B -m/2L 0
/2 /2
= | 4c0$9d9 =2 [ (1+cog29))d9 =2
—T/2 —T/2

Donde,integrando por partes, hemos calculado ¢ — A?) es una primitiva dgpe®/?, por lo
A

quef pep/A dp = A?. Naturalmente, en nuestro caso\es 2cos3.
0

1.4 Ejemplo. Seaa > 0. Calcula el volumen del sélido interior al cilindsd +y?> = ax, que esta
comprendido entre el plaro= 0 y el conox? 4 y? = 7.

Se trata de calcular el volumen del sélido
A= {(x,y, 2)eR3: (x—a/2)%+y?*<a?/4,0<z< «/x2+y2}

Dicho sdlido es la parte d&® que queda dentro del cilindro
circular recto de base la circunferencia en el plan6de
centro(a/2,0) y radioa/2 y que esté limitado superiormente
por la gréfica del cono de ecuacian- /X2 + y2. Puedes ver
el conoYy el cilindro en la gréafica de la derecha.

Se trata de una region de las llamadas de tipo |, cuyo volunesen dado por

Vol (A Ijx/x2+y2d X,Y)

donde
D={(xy):¥+y*<ax} = {(xy): (x—a/2)?+y* < a’/4}

es el disco de centr@a/2,0) y radioa/2. La simetria polar de la funcion a integrar indica que es
conveniente hacer un cambio de variable a polerepcog, y = psert.

Vol (A H VX2 +y2d(x,y) = H p?d(p,t)
B

donde
={(p,t): (pcod,psert)eD} ={(p,t):p<acost} ={(p,t): —1/2<t < 11/2, p < acos}

Tenemos que

3 T2 3 T2

Vol (A 2d(p,t) e 24p | ot = St s (1—serft)dt _ 4
(o f p=d(p, I/z of p=ap =3 fzco =3 f/zco serft)dt 5
Tt 71'[ 77T
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 10

1.5 Ejemplo. Calculajf(szryz)*?’/Zd(x, y) dondeA = {(x,y) eR? : %2 +y? < L x+y> 1,y > x}.
A

La regionA se muestra sombreada en la figura de la izquierda. La fun-
cion que hay que integrar sugiere un cambio a coordenadasepolLa
descripcion dé\ en coordenadas polares es facil:

A= {(pcose,pserﬂ) /A< 0 < T11/2, m <p< 1}
Por tanto:
2 3/2 o I w2 -
&f (0 +y?) d(x,y)n/f4 I?dp deﬂ/j4(<:ose+sere1)o|e121

cosB-+serb

I S
1.6 Ejemplo. Calcula d(x,y,z) dondeA es el recinto limitado inferiormente por el
y2

paraboloidez = x% +y? y superiormente por el plaro= 4.

A la derecha se ha representado el paraboloide cortado
por el planoz = 4. Observa queéA es un conjunto dei-

po | enR3. De hecho, como la proyeccién desobre el
plano XY es el discoD((0,0),2). Por tanto, tenemos que
A={(x,y,2) : ¥ +y?> < 4, X* +y?> < z< 4}. En consecuen-
cia:

Hf ‘/m D((H LLZ VY ]

j ( e+yy (4= () ) dlx

0,0),2

(pasando a coordenadas polares e integrando por partesapartar una primitiva de?eP)

flf (4—p pdp] do = 2nf (4 —p?eP)dp = 4m(e® 1)

-m Lo

1.7 Ejemplo. Calcula Iaintegrayj €’ d(x,y,z) donde
A

={(xy,2)€R® : ¥ +y? < 2xz X +y* < 2%, 0<z2< 2}

Solucién.Observa que

A={(xy,2)€R3: x+y2<2xx+y2<2xz,0<z<2}
={(xy,2 €R3: (x—1)2+y? < 1, (¥ +y?)/2x <2< 2}
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 11

Representando p@((1,0),1) el disco erR? de centro erf1,0) y radio 1, tenemos que:
A=1{(xy,2) €R®: (x,y)€D((1,0),1), (+y?)/2x<z<2}
Por tanto A es un conjunto de tipo | €R3, por lo que

Jfjedonsa = If [ | ea

(x2+y2) /2x

:ezn— f exp((6¢ +y?)/2x) d(xy)

dxy) = [ (-exp(0@+y?)/2x)) dixy)

D((1,0),1)

Donde hemos tenido en cuenta quejj d(x,y) = Tt (&rea del circul®((1,0),1)).
D((1,0),1)
Para calcular la dltima integral pasamos a coordenadasegolBenemos

I exp(08-+y2)/2) dixy) = [[ pexp(5aags ) d(P.9)
D((1,0),1) B
Donde

B={(p,8)eR" x [~ 1 : (pcosy,psend)eD((1,0),1)} =
={(p.9)eR" x [-TLT: (pcosd — 1)* +p*serf§ <1} =
={(p,9)eR? x [~ 1 : p< 2cos}, —T/2< 9 < 1/2}

Por tantoB es una region de tipo |, por lo que

/2 12cosd
[[ooo(Eg)do = | | ] ool Eq) ] e
B —T/2 0
/2 /2
= j 4cod9d9 =2 j (1+cog29))dd = 2m
—11/2 —11/2

Donde,integrando por partes, hemos calculado q’é)e(}ep —\?) es una primitiva dep e”/X, por lo
A

quej pep/" dp = A2. Naturalmente) = 2cos3. Concluimos finalmente que:
0
fjjez d(x,y,2) =€n—2n= (& -2)n
A

Alternativamente, podemos calcular la integral integealad areas de secciones de altura fija.
Tenemos que
A={(xY,2€R?: (xy)€A2), 0<z< 2}

donde

A2) = {(xy) eR?: (x—1)2+y* < 1, (x—2)2+y? < Z} = D((1,0),1) ND((z,0),2)
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1.1 Cambio de variable a coordenadas polares 12

Por tanto:

ffezd(x,y)} dzf{ ff eZd(x,y)} dz+ 2 [ ff ezd(x,y)] dz =
0 [bf 1 |p((

A(2) (20),2) 1,0),1)

fj ed(x,y,z) =
A

2
2 dz + J ne? dz = n(e—2) + (€ —e) = (€ —2)T

1

f
i‘
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