Tema9. Funciones de varias variables

Céalculo diferencial enR"

1. Producto escalary norma erR"

Como sabef®R" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la lldmaad@anonica forma-
da por los vectore$es, e;,...,en} dondee es el vector cuyas componentes son todas nulas excepto
la que ocupa el lugdcque es igual a 1. Dados dos vectoxes (X1,X2,...,Xn) Y = (Y1,Y2,..-,Yn) S€
define suyproducto escalarpor:

n
<X‘y> = Z XYk = X1Y1 -+ X2Y2 + - - - + XnYn
k=1

Observa que el producto escalar de dos vectores no es um siectain niimero real. La notaciduy
es frecuentemente usada en los libros de Fisica para refaeskproducto escalar de los vectoxes

ey.
Las siguientes propiedades del producto escalar se dethaiemente de la definicion:
o (xly)=(y|x) paratodox,y € R" (simetria).
o (ax-+By|z) =a(x|z)+B(y|z) paratodos,BER y para todox,y,ze R" (linealidad).

La norma (euclideg de un vectox se define por

Xl = /() = kixﬁ

Observa que pana= 1 el producto escalar de dos nimexgge R es su producto usual, y que
parax< R se tiene quéix|| = v/x2 = |x].

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx,y € R" se verifica qug (x|y)| < [|x||[ly[|. Ademés, supuesto gueey no son nulos, la
igualdad \ (x y>] = ||x]||ly|| equivale a que hay un nimeXe& R tal quex = Ay (es decir, los vectores
X ey estdn en una misma recta que pasa por el origen)

Supuesto qug ey son vectores no nulos, la desigualdad de Cauchy-Schwadicegue

oy

1<
Xyl

Por tanto, existe un Gnico nimere [0, 1] tal que

)

X[yl

Se dice que dicho numetoes lamedida en radianes del angulo que forman los vectaresy.
Naturalmente, de la definicion dada se deduce<q||,ya> = |IX/||lyl| cos.

Se dice que los vectorese y sonortogonales y escribimos< Ly, cuando su producto escalar
es cero.
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Desigualdad triangular.
Para todosx,y € R" se verifica que|x +y| < [|x|| + ||y||. Ademés, supuesto quesy no son nulos,
laigualdad | x +y|| = ||X|| + ||y|| equivale a que hay un nimeko> O tal quex = Ay (es decir, los
vectorex ey estan en una misma semirrecta que pasa por el origen).

Dados dos vectoresey, el numerd|x — y|| se llama ladistancia (euclidea) entr& eYy.

ParaacR"yr > 0, definimos
B(a,r) ={xeR": ||x—a|| <r}
Paraa = (a,B) € R?, tenemos que
B((,B),r) = {(xy) €R?: (x—0)*+ (y —B)* < r?}

es un circulo de centr@, 3) y radior sin incluir la circunferencia que lo limita.

Paraa = (a,B,y) €R®, tenemos que
B((a,B,).1) = {(x.%,2) €R® 1 (x—0)*+ (y—B)*+ (z—V)* < 1’}

es una bola esférica de cenfm f3,y) y radior sin incluir la esfera que la limita.

2. Conceptos topolégicos

Dado un conjunto no vaciéy C R", podemos clasificar los puntos &8 con respecto al conjunto
A como sigue. Un puntweR" se dice que es

= Interior al conjuntoA si existe algun r> 0 tal queB(x,r) C A.
= Exterior al conjuntoA, siexiste algun r> 0 tal queB(x,r) NAC R™A.

= Frontera deA, siparatodo r> 0 se verifica qu(x,r) NA# @y B(x,r) N (R"\A) # @.

El conjunto de todos los puntos interiores Alse representa por if#). El conjunto de todos los
puntos exteriores dA se representa por €&). El conjunto de todos los puntos frontera Alee
representa por FFA). Se verifica qu&" = int(A) UFr(A) Uext(A) donde la union es disjunta.

Es evidente que i(d) C A. Se dice que el conjuntd esabierto si int(A) = A. Se dice que el
conjuntoA escerrado si A= int(A) UFr(A). Es evidente que ef) = int(R"\A) y, en consecuencia,
Aes cerrado si, y s6lo si, su complemeRfd A es abierto.

Para todoxcR"y r > 0, se verifica que el conjun®(x,r) es abierto y se llama laola abierta
de centro a y radior.

DadosacR"yr > 0, se verifica que el conjunto
B(a,r)={xeR":|x—al| <r}

es cerrado. Dicho conjunto se llarhala cerrada de centro a 'y radior. Para el caso en que= 2,
las bolas cerradas suelen llamadigeosy se usa la notacioB((a,b),r) = D((a,b),r).

Se dice que un conjunt® C R" esacotadocuando hay un nimeid > 0 tal que||x|| < M para
todox € E. Se dice que un conjuntd C R" escompactocuando es cerrado y acotado.
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3. Campos escalares. Continuidad y limite funcional

Un campo escalar devariables es una funcior,: A — R, definida en un subconjunto no vacio
A C R" que toma valores reales. La grafica de dicho campo escalbs@so®njunto ddR"+1

G(f) = {(x, f(x)) : xeA} c R™?

Paran = 1, dicha gréafica es una curva &%, paran = 2 es una superficie eR%. En estos dos
casos podemos visualizar la grafica. Para campos escatatesad mas variables su gréafica es una
hipersuperficienR" conn > 4 que no se puede visualizar.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar ylioaitgl igual que lo hacemos con
las funciones reales.

3.1 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjuita R" y seaac E. Se dice que
escontinuo ena si para tode > 0 existe urd > 0 tal que se verificd f (x) — f(a)|| < € siempre que
xeEy|x—al| <e.

Se dice qud es continuo en un conjunf®C E si f es continuo en todo puntoe A.

Representaremos pot; la aplicacionlj : R" — R que a cada vectof = (X1,X2,...,X)) € R"
hace corresponder su coordengdssima en la base candnica.

Mj(x) =Mj((X1,%2,...,%)) =X

Las aplicacione$lj, 1< j < n, asi definidas se llaman lpsoyecciones canonicasDichas aplica-
ciones son continuas porque

M) =M= X =yl < [x=Vl

3.2 Proposicién. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjurtdi2, se verifica que
los campos escalares+ gy fg son continuos en todo punto de E donde f y g sean contiisis
f no se anula en E, el campo escalaif es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E" y sea g una funcién real de variable
real continua definida en un intervalo | que contiene la inrade f, D> f(E). Entonces el campo
escalar g f es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.

Los campos escalares mas sencillos son las funciones putiag de varias variables. Dichas
funciones se obtienen como sumas de productos de las proyesaanonicas y son, por tanto,
continuas.

Paran = 3 las proyecciones candnicas son

I'Il((x,y,z)) =X I'Iz((x,y,z)) =Y I'I3((x,y,z)) =z

Un producto de estas funciones es una funcion de la fdrftrg, z) = x™MyPz% dondem, p,q son
nameros naturales o nulos. Las funciones polindmicas envagables son combinaciones lineales
de este tipo de funciones.

Las funciones racionales devariables son las funciones de la forma

P(x1,%X2, ..., Xn)

RO X, Xa) = Q(X1,%2,- - -, %n)

DondeP(x1,X2,...,%n) Y Q(X1,X2, ..., Xy) son funciones polindbmicas aevariables. Edominio natu-
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3.1 Curvas enR" 4

ral de definicion de una funcién racional es el conjunto de puthdasle no se anula el denominador
Q= {xeR": Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjuntoaiaeidefinicion.

Componiendo funciones continuas reales de una variabluogiones polinomicas y racionales
en varias variables obtenemos muchisimos ejemplos de cagspalares continuos. Aqui tienes unos
pocos.

fxy) =serxy), f(xy)=log(1+x*+y"). f(xy.2)= %, f(xy.2) =cos VY2 +2)
3.3 Teorema(de Weierstras3. Todo campo escalar continuo en un conjunto compacto alcanza
dicho conjunto un valor maximo absoluto y un valor minimocélo®.

Dicho de otra forma, ¢ C R" es un conjunto compactofyes un campo escalar continuokn
entonces hay punt@s= K, b eK tales quef (a) < f(x) < f(b) para todax K.

SeaE c R". Decimos que un puntocR" es un punto dacumulaciéndel conjuntcE sitoda bola
abierta centrada entiene puntos d& distintosdex. El conjunto de todos los puntos de acumulacion
deE se llama leacumulaciéndeE y se representa p&’.

3.4 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjufita- R" y seaac E’. Se dice que
f tiene limite en asi hay un nimera € R con la propiedad de que para toglo 0 existe ud > 0
tal que se verificd| f (x) — L|| < € siempre qux€E y 0 < ||x — a|| < €. Simbdlicamente escribimos
)I(iLnaf(x) = L. El nUmeroL se llamdimite de f ena.

3.1. Curvas enR"

Una curva erR" es una aplicacién continua [a,b] — R". El puntoy(a) se llamaorigeny el
puntoy(b) extremade la curva. Naturalmente, comti) € R" podremos expresarlo por medio de sus
componentes en la base candnica que seran funciores de

y(t) = (Vl(t)ayz(t)a e 7yn(t))

Las funcionesi(t) se llaman funciones componentesyd&e dice qug es derivable en un punto
cuando todas sus funciones componentes son derivablestenglinto, en cuyo caso la derivada de
yent es, por definicion, el vector

Y'(t) = (\/ (1), ¥2 (1), ...,y (1))

Dado un punta = Y(tp) tal quey’(tp) # 0, se define laecta tangenteay en el puntaa (aunque es
mas apropiado decén el puntod) como la recta de ecuacién paramétrica a+ty’(to), es decir,
la recta que pasa parcon vector de direcciow (to).

4. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y limitefparciones reales de una variable
se generalizan facilmente para campos escalares de variablgs. No ocurre lo mismo con el
concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarderdea inmediata. La razon es que el
concepto de derivabilidad hace intervenir la division denatps reales, pues una derivada es un
limite de cocientes incrementales, y Bh no podemos dividir por vectores, es decir, la estructura
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4.1 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales 5

algebraica d&" no permite generalizar algo parecido a un “cociente increatie Si f es un campo
escalar de dos 0 més variables, la expresion

no tiene ningun sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta fRakolamente podemos acercarnos a un punto
de ella a través de la propia recta, mientras quB'eparan > 2 hay muchisimas mas posibilidades
de acercarse a un punto dado; por ejemplo, podemos aceseatravés de cualquier curva que pase
por dicho punto. Surge asi una primera idea que consisteseceaise a un punto a través de una recta.
Esta situacién es mas parecida a lo que conocemos pararfescigales de una variable.

4.1 Definicion. Unadirecciéon enR" es un vector de norma 1.

e Dados un puntacR"y una direcciény, la recta que pasa parcon direcciéru es la imagen de
la aplicaciony: R" — R dada por/(t) = a+tu, es decir, es el conjunto de punf@s+tu : teR}.

e Seaf un campo escalar definido en un conjunto abiérto R", seaac E y u una direccion. Se
define laderivada de f en a en la direccién ucomo el limite

. f(a+tu)—f(a

Duf(a) — fim L@ = (@) 1)
t—0 t

supuesto, claro estd, que dicho limite exista.

e Laderivada direccional de un campo escdl@&n un punta en la direccion del vecta de la

base canonica, se llandarivada parcial de f ena respecto a la variableésima. Esta definida por

f(a+te)— f(a) f(ag,...,a+t,...,an) — f(aq,...,a,...,an)

De, f =1 =1i
a1 (d) 00 t 50 t
f —f
_ lim (al; 5 Xks 7an) (ala , Ak, ,an) (2)
X—rag Xic — Ak

y se representa con los simbosf (a) y g—;k (a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son deridadfunciones reales de una
variable real pues, para calcular la derivada de un cam@dees$cen un punta en la direcciéru lo
que se hace es derivar es: 0 la funciont — f(a+tu) que es una funcién real de una variable real.

Observa que la segunda igualdad Ber(os dice quepara calcular la derivada parcial Rf (a),
lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésimaiderendo fijas las demés variables
Por eso se llaman derivadaarciales

4.1. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivaatagapes de una funcién en un punto.
Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escekdos variables definido &hc R2,
Fijemos un puntda, b). Las derivadas parciales deen (a,b) son, por definicion

Dif(ab) = lim @FtD—f@b . fxb - f@b)
t—0 t xesa X—a

Dof(ab) = lim BPFU=T@D) . T@Y) - f@b)
t—0 t y—b y—b
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4.1 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales 6

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialed (x,b) y y— f(a,y) en los puntos
x=aey = brespectivamente.

La gréafica def, es decir, el conjunt&= {(x,y, f(x,y)) : (x,y) €E} es una superficie €R3. Las
funciones

Vl(x) = (X7 b, f(X7 b))? VZ(y) = (avyv f(aay))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por & (@b, f(a,b)). Dichas curvas se
obtienen cortando la superficspor los planoy = by x = arespectivamente. Los vectores tangentes
a dichas curvas en el punta, b, f(a,b)) = yi(a) = y2(b) son, respectivamente

vi'(a) = (1,0,D1f(a,b)), y2'(b)=(0,1,D,f(a,b))

En la siguiente figura se ha representado la grafich yéas curvas obtenidas cortandola por los
planosx = aey = bjunto a sus vectores tangentes en el pyatb, f (a,b)).

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punt@agsopiedad muy débil. Por
ejemplo, el campo escaléfx,y) = iy f(0,0) = O tiene derivadas parciales nulas(8rD) pero
no es continuo en dicho punto.

Cuando un campo escalfitiene derivadas parciales en todos los puntos de un corfuat®",

podemos definir lafunciones derivadas parcialee f, D¢f : E — R que a cada puntwec E hace
corresponder el nimeidy f (x). Dichas funciones son también campos escalares.

4.2 Definicion. Seaf un campo escalar. Se definevelctor gradientede f en un puntaa como el
vector
Of(a) = (D1f(a),D2f(a),...,Dnf(a))

supuesto, claro estd, que dichas derivadas parcialearmexist

Supongamos qué es una funcidn real de una variable real. La derivabilidad éa un punto
acR se expresa por
— — — ! —
im L0=1@ g 0= @)~ Plax-a)
X—a X—a X—a X—a

0

Recuerda que la recta de ecuacion cartesiand (a) + f'(a)(x— a) es la recta tangente a la grafica
def en el puntqa, f(a)).

Si ahoraf es un campo escalar definido en un conjuita R", cuyo vector gradient&lf(a)
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4.2 Campos escalares diferenciables 7

esta definido en un puntoc E, podemos considerar el hiperplano®f™ de ecuacion cartesiana
Xn+1 = f(a)+ (Of(a)|x— a). Este hiperplano pasa por el purim f (a)) € R™ y es la generali-
zacion natural de la recta tangente a la gréfica de una fun@idserva el parecido formal entre las
expresiones

y=f@+f'(@(x—a), Xxu1="f(a)+(0f(a)|x—a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplandéres una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradientgpyaelucto usual de nimeros reales por el
producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiefitgaon.

4.2. Campos escalares diferenciables

4.3 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjuta R" y seaa un punto interior de
E. Supongamos que esté definido el vector gradierite). Se dice qud esdiferenciable ena si
se verifica que

f(x)— f(a)— (Of(a)|x—a)

Iim =0 3
) I a] ®)

4.4 Definiciéon. Seaf un campo escaladiferenciableen un puntoa. El hiperplano erR™?! de
ecuacion cartesiana

X1 = f(a)+ (Of(a)|x —a) (4)

se llama hiperplano tangente &na o hiperplano tangentea la grafica def en el puntda, f(a)).

En particular, el plano tangente a la grafica de un campoas€alA — R, diferenciable de dos
variables en un punt@,b, f(a,b)) es

z= f(a,b)+ D1f(a,b)(x—a) + D2f(a,b)(y—b) (5)

4.5 Proposicion. Sea f un campo escalar diferenciable en un punyoseau una direccion erR".
Entonces se verifica que
Dy f(a) = (Of(a)|u)

Demostracion.En la igualdad ) pongamos = a+tu con lo que obtenemos

0— fim f(a+tu)— f(a)— (Of(a)tu) i f(a+tu)—f(a)
t—0 t t—0

—(Of (a)]u)

4.6 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un punton vector gradientélf (a) # 0.

a) La direccién en la que la derivada direccional de f en a exima es la direccion dada por

: . . L, of
el gradiente, es decir, la direccion = i.
10f(a)]
b) La direccion en la que la derivada direccional de f en a esiméa es la direccion opuesta a
. . . L Of(a)
la dada por el gradiente, es decir, la direccibn= — —————.
10f(a)]

La propiedad de ser diferenciable es mucho més fuerte qaedenvadas parciales. El siguiente
resultado proporciona una condicion suficiente de difeadilddad muy util.

4.7 Teorema(Condicién suficiente de diferenciabilidad. Un campo escalar que tiene derivadas
parciales continuas en un conjunto abierto es diferen@adnl todo punto de dicho conjunto.
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4.3 Curvasy superficies de nivel. Rectas y planos tangentes 8

4.3. Curvasy superficies de nivel. Rectas y planos tangentes

Recuerda que la ecuacion de una rect®ees de la formax-+ by = ¢ dondea, b no son ambos
nulos. Si dicha recta pasa por un pufi@ yo) entoncesix + byp = cy la ecuacion de la recta puede
escribirse en la forma(x — xo) + b(y — yo) = 0, es deciK (a,b)|(x— X0,y — Yo)) = 0. El vector(a, b)
es ortogonal a la recta.

Seaf : A— R un campo escalar de dos variables. Dado un nuroerb(A), el conjuntol ¢ =
{(x,y)eA: f(x,y) = c} es una curva en el plano que se llacsava de nivelde f. Dicha curva es la
proyeccion en el planXY de la curva que se obtiene cortando la graficd ger el planaz = c. Se
dice que dicha curva esiplicitamente definida por la ecuaciorf (x,y) — ¢ = 0. Observa que las
curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las gepeesentan en los mapas topograficos.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar deattsbles, f, con derivadas par-
ciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no slaarla tangente a la curva de nivel que
pasa por dicho puntdEn consecuencia, supuesto dya,v) = cy quelf(u,v) # (0,0), la ecuacion
de la tangente a la curva de nivelen (u,v) es(Of (u,v)|(x—u,y—v)) =0.

4.8 Ejemplos. Esta forma de calcular tangentes es muy sencilla y genaialiqgue ya sabes para
el caso particular de la tangente a la gréficag(x) de una funcién derivablg: | — R. En efecto,
definiendof (x,y) =y —g(x) para(x,y) €l x R, tenemos que la curva de nivel

No={(xy el xR: f(x,y) =0} ={(x,9(x)) : xel}

es la gréficadg. Siuel y v=g(u), entoncesu,v) €l y la tangente a la grafica deen (u,v) viene
dada por

0= (Of(uv)|(x—uy-v)) = ((-g'(u), )| (x—uy—g(u))) = —g'(u)(x—u) +y—g(u) <=
y=9g(u)+g(ux-u

que es la conocida ecuacion de la recta tangente a la graficardel puntau, g(u)).

Consideremos una elipse dada por
VARV

2 et

Dicha elipse es una curva de nivel del canfgr,y) = ;—2 + é; concretamente, es la curva de nivel
dada porf(x,y) = 1. Sea(u,v) un punto de la elipse, es dedifu,v) = 1. Tenemos quélf(u,v) =
(%, ﬁ—‘z’) ClaramentéJf (u,v) # (0,0). Por tanto el vectot)f (u,v) es ortogonal a la tangente a la
elipse en(u,v), por lo que la ecuacion de dicha tangente es

u v UX vy us Ve ux vy
=((z@) |- V)=2rp 7 -2 L
Esto es, la ecuacién de la tangente a la elipse en el puntpes

ux vy
@t !

La ecuacion de un plano &? es de la formax-+ by-+ cz= d dondea, b,c no son todos nulos. Si
dicho plano pasa pdKo, Yo, Z) entoncesxg + byo+ ¢z = d y la ecuacién del plano puede escribirse
en la formaa(x — Xo) -+ b(y — yo) + ¢(z— 20) = 0, es decir((a,b,c)|(x— X0,y — Yo,Z— 2)) = 0. El
vector(a, b, c) es ortogonal al plano.
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4.3 Curvasy superficies de nivel. Rectas y planos tangentes 9

Seaf : A— R un campo escalar de tres variables. Dado un namergA), el conjunto
&= {(X,y,Z) EA: f(X,y,Z) = C}

es una superficie en el espacio que se llaoperficie de nivelde f. Se dice que dicha superficie esta
implicitamente definidapor la ecuaciorf (x,y,z) — c = 0. Observa que las superficies de nivel no se
cortan.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar devéngables, f, con derivadas parciales
continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anulaabpghngente a la superficie de nivel que
pasa por dicho puntd=n consecuencia, supuesto dya,v,w) = cy quelf(u,v,w) # (0,0,0), la ecua-
cién del plano tangente a la superficie de nieén (u,v,w) es{Of (u,v,w)|(x— U,y —Vv,z—W)) =

4.9 Ejemplos. Esta forma de calcular planos tangentes es muy sencillagralera o que ya sabe-
mos para el caso particular del plano tangente a la grafigg(x, y) de un campo escalar diferenciable
de dos variableg: A— R. En efecto, definiendb(x,y,z) = z— g(x,y) para(x,y,z) € Ax R, tenemos
que la superficie de niveh = {(x,y,2) e Ax R : f(X,y,2) = 0} = {(X,y,9(X)) : (X,y) €A} es la gra-
fica deg. Si (u,v) €Ay w=g(u,v), entoncesu,v,w) € S y la tangente a la gréafica dpen (u,v,w)
viene dada por

0= (Of(u,v,w)|(x—u,y—Vv,z—w)) = ((—D1g(u,v), —D2g(u,v), 1) | (X— U,y —v,2— g(u,V)) ) <=
0= —D19(u,Vv)(Xx—u) — D2g(u,v)(y — V) +z— g(u,V) <=
z=g(u,v) + D1g(u,v)(x—u) 4+ D2g(u, v)(y — V)

que es la misma ecuaciéb) del plano tangente a la graficaden el puntqu,v,g(u,Vv)).
Consideremos un elipsoide dado por

2

Xy 7
2+

i1

Dicho elipsoide es una superficie de nivel del carhpoy, z) = ;72 + bé + é; concretamente, es la su-
perficie de nivel dada pdr(x,y,z) = 1. Seau,v,w) un punto del elipsoide, es dedifu,v,w) = 1. Te-

nemos quélf (u,v,w) = (i;‘, g, i‘g") Claramentélf (u,v,w) # (0,0,0). Por tanto el vectdr f (u, v, w)
es ortogonal al plano tangente al elipsoid€ v, w), por lo que la ecuacién de dicho plano tangente

es

u v w ux vy wz ¥ vV W oux vy wz
o~((wa)lc-wvrw -Ztpte 7 r @ @tete L

Esto es, la ecuacion del plano tangente al elipsoide en &b puyv, w) es

ux vy wz
2 pte !

Cuando una curve enR? viene dada como interseccion de dos superfigies S, la tangente
en un puntga,b,c) €l ala curval es la recta interseccién de los planos tangentes a las sigerfi
en dicho punto. Por ejemplo, si las superficies vienen daolesys ecuaciones implicitas.

3.
{glz } §§3 o 8}} Fr=SNS={(xy2cR:g(xy,2) = f(x,y,2) =0}
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4.4 Derivadas parciales de orden superior 10

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangdngmaun puntdga,b,c) €I son

(Df(a,b,c)|(x—ay—b,z—¢c))=0
{ (Og(a,b,c)|(x—a,y—b,z—c))=0

Donde se supone que los vectores gradi€Htéa, b, c), 0g(a, b, c) son linealmente independientes
pues, en otro caso, la recta tangente a la cliren(a, b, c) no esta definida.

4.4. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escafaue tiene derivadas parcial®f en un conjuntcE C R".
Las funcioneDyf son también campos escalares que podemos, cuando se adyen,avderivar
parcialmente en puntos d& Obtenemos de esta forma Berivadas parciales de segundo ordim
f, es decir las funciond3j (D f), que se representan simbodlicamente de las formas

0°f 0°f

Duf(x), ——(x), 2.
ik, 0X; 0% X), 0xZ

(X)
De forma analoga se definen las derivadas parciales de tedmsr def como las derivadas parciales
de las derivadas parciales de segundo ordeinydse representan por

O 0% O

Dienf (x), 0%} 0% O’ a_xﬁ()o; OXCOX;

(x)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan lasadas debe ser o no tenido en cuen-
ta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podematadiviporque se verifica el siguiente
resultado.

4.10 Definicién. Se dice que un campo escalaes de clas€k en un abiertdE ¢ R" si f tiene
derivadas parciales de ordkigontinuas ertt.

4.11 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un oaspalar de clase
Ck solamente dependen del niimero de veces que se deriva panial respecto de cada variable,
pero el orden en que se realicen dichas derivaciones noafeia nada al resultado final.

5. Extremos relativos

5.1 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjuta R". Se dice quef tiene un
maximo relativo (resp.minimo relativo) en un punt@e€ E, siaes un punto interior dE y existe un
numera > Otal queB(a,r) C Ey f(x) < f(a) (resp.f(a) < f(x)) paratodoceB(a,r). Cuando estas
desigualdades se verifican de forma estricta se dice quexéhnmaé el minimo relativo es estricto.

Los puntos en los quetiene un maximo o un minimo relativos se llaneiremos relativosde
f.

5.2 Proposicion(Condicidon necesaria de extremo relativh Sea f un campo escalar definido en
un conjunto EC R"y supongamos que f tiene un extremo relativo en un paate y ademas que el
vector gradiente de f eaesté definido. Entonces se verifica dquia) = 0. Es decir, las derivadas
parciales de primer orden de f enson todas nulas.

Demostracion.Supongamos qué tiene un maximo relativo eay sear > 0 tal queB(a,r) CEy
f(x) < f(a) paratodoxeB(a,r). Definamosp ;] —r,r[— R por¢(t) = f(a+tex). La funciond esta
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definida en el intervald—r,r[ pues para todbe| —r,r[ se tiene qudla+tex —a|| = |t| < r por lo
quea-+tex€B(a,r) C E. Ademas, para todoe] —r,r[ se tiene qué(t) = f(a+tex) < f(a) = ¢(0).
Luego¢ tiene ert = 0 un méaximo relativo. Ademas como, por hipétesis, existe(a), tenemos que
¢ es derivable en= 0. Luegod’(0) = 0, perop’(0) = Dk f(a). O
5.3 Definicién. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo edcakailamanpuntos
criticos de f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extresteits/os se llaman
puntos de silla

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos critidupetplano tangente es “horizon-
tal”.

La condicion necesaria de extremo relativo no es sufici@uateejemplo, el campo escalix,y) =
x2 —y? tiene un punto critico ef0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto pues en toda
bola centrada e(D,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivadarsggproporciona una condicion su-
ficiente de extremo relativo, para campos escalares desvaaigables las derivadas parciales de
segundo orden nos van a permitir dar una condicién suficamextremo relativo.

5.4 Definicion. Seaf un campo escalar devariables que tiene derivadas parciales de segundo orden
continuas en un punta La matrizn x n

H(f,a) = (Djj f(a))lgi,jgn

se llamamatriz hessianade f ena.
Observa que la matriz hessiana es simétrica pobguga) = Dj; f(a). En consecuencia, dicha

matriz define una forma cuadratica, que representaremd3(doa), que viene dada para todo=
(X1,%2,...,%n) €ER" por

Q(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i % Dk f (a)XcX;
j=1k=1

donde el punto.” indica producto matricial ! es el vector columnz.
5.5 Definicion. Una forma cuadratic®(x) = 3';_; aijxixj se llama:
e Definida positivasi Q(x) > 0 para todox€R" conx # 0.

e Definida negativasi Q(x) < 0 para todox € R" conx # 0.

e No definida o indefinidasi hay vectores para los qu&(x) > 0 y hay vectore para los que
Q(x) < 0.

5.6 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjuntg R" y supongamos que f tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas en un @interior de E que ademéass un punto
criticode f. Sea Qf,a) la forma cuadréatica asociada a la matriz hessiana de faen

Q(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i % Dk f (a)XcX;
j=1k=1

a) Si la forma cuadratica Qf,a) es definida positiva entonces f tieneauan minimo relativo
estricto.

b) Si la forma cuadrética Qf,a) es definida negativa entonces f tieneasim méaximo relativo
estricto.
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c) Si la forma cuadratica Qf,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla.en

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasifieaforma cuadratica. Hay varios
procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen aime@tion son los que me parecen mas
cémodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

SeanA = (ajj),; j<nUna matriz simétrica de numeros reales y
<XHI=X

n . .
Qua(x) =x.AX' = > aixx! (6)
i,)=1
la forma cuadratica definida pat. Losvalores propiosie A son las raices del polinomio caracteris-
tico p(A), que se define como el determinante de la matrizA| :

P(A) = |A—Al|

Es sabido que, en la situacidon que estamos considerandaj¢as de dicho polinomio son todas
reales.

e La forma cuadratic® 4 es definida positiva si, y solo si, todos los valores prop®gldson
positivos.

e La forma cuadratic&® 4 es definida negativa si, y solo si, todos los valores prop&4 don
negativos.

e Lacuadratic® 4 es no definida si, y s6lo si tiene valores propios positivos y negativos.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular logesjoropios ded sino solamente saber
cuéantos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afodangnte, hay un criterio que nos propor-
ciona esta informacion sin méas que observar los coeficielelgzolinomio caracteristico.

5.7 Proposicion(Regla de los signos de DescaresSea {x) = anx" +an_1x" 1 +--- +a;x+ag un
polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todaerus reales. Se verifica entonces que:

a) El numero de raices positivas de f (contando multiplidiels) es igual al nimero de cambios
de signo en la sucesid@an, an—1, .. .,a1,a0) de los coeficientes de f.

b) El nimero de raices negativas de f (contando multiplidets es igual al nimero de cambios
de signo en la sucesidii—1)"an, (—1)"*a,_1,..., —as,a) de los coeficientes dg £x).

Para contar los cambios de signo en la sucesién de coefgigmtgaltan los coeficientes nulos.
Por ejemplo, sf (x) = 2x8 +x° — x3 4 x% — 5, la sucesion de coeficientes tles(2,1,0,—-1,1,0, —5)
cuyo nimero de cambios de signo es 3.

Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuachd®) se basa en la sucesion de signos
de losmenores principalede la matrizA. EI menor principal de ordekde la matrizA es el deter-
minanteAy = ]a”- de la matriz formada por las primena§las y k columnas de la matri4.

Se verifica que:

ylgi,jgk

e La forma cuadrética es definida positiva si, y solo si, todws enores principales son
positivos .

e La forma cuadratica es definida negativa si, y solo si, losenesprincipales de orden par
son positivos y los menores principales de orden impar sgath®s.
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5.1 Calculo de extremos absolutos en conjuntos compactos 13

e Silos menores principales son nulos a partir de uno de elfoadelante y los no nulos son
positivos o van alternando signo siendo el primero de ellgativo, no puede afirmarse nada.

e Enlos deméas casos la forma cuadratica es no definida.

Observa que cuando la dimensidas par, si el determinante de la matfizs negativo entonces
la forma cuadratica es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dosrdiimnes.

SeaA c R? un conjunto abierto y se& un campo escalar definido énque tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamo&dujec A es un punto critico dé y sea

0 f 9% f
32 (a7 b) v A (aa b)
H(f (@b) = | & o0y

—(ab) ==(ab
o@D 5z (@b)
la matriz hessiana deen (a,b) y notemos déd (f, (a,b) su determinante.

2
SidetH(f,(a,b)) >0y g%(a, b) > 0 entonced tiene en(a,b) un minimo relativo estricto.

2f
= SidetH(f,(a,b)) >0y 27(61’ b) < 0 entonced tiene en(a,b) un méaximo relativo estricto.

= SidetH(f,(a b)) < 0 entonced no tiene extremo relativo efa, b). Se dice quéa,b) es un
punto de silla def.

= Cuando detti (f,(a,b)) =0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidiagio
no hay extremo relativo efa,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el com-
portamiento de las curvéega,t +b) y f(a+t,b). Sialguna de dichas curvas no tiene extremo
relativo o tienen extremos relativos de distinta natukezt = 0, podemos concluir que en
(a,b) no hay extremo relativo dé.

5.1. Caélculo de extremos absolutos en conjuntos compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que aotlmocescalar diferenciable es
continuo, se verifica que todo campo escalar diferenciableneconjunto compacté c R? alcanza
en dicho conjunto un valor maximo absoluto y un valor minirhsdduto. Dichos valores o bien se
alcanzan en el interior d€, en cuyo caso deben ser puntos criticosf de bien se alcanzan en la
frontera. Cuando la frontera de estd formada por curvas conocidas es facil calcular losogud
la frontera en los que el campo puede alcanzar sus extremnsofutis. Una vez calculados todos
estos puntos, se evalla en ellos el campo para saber en seialeanzan los extremos absolutos. El
siguiente ejemplo indica la forma de proceder.

5.8 Ejemplo. Calcula los extremos absolutos de la funcidr, y) = 4x? 4 y? — 4x— 3y en el conjunto

M={(xy)eR?:y>0, & +y* < 4}

2
Solucion. El conjuntoM = {(x,y)eR2 1y >0, x2+yz <1, es la parte de la elipse centrada en
el origen de semiejes 1y 2 que queda en el semiplano sup&eidrata de un conjunto compacto
(cerrado porque incluye a su frontera y acotado) y, comonaifun f es continua, el teorema de

Weierstrass asegura gfie@lcanza un maximo y un minimo absolutosMnDichos extremos deben
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5.1 Calculo de extremos absolutos en conjuntos compactos 14

alcanzarse o bien en el interior o en la frontera dé. Comof es diferenciable, los puntos del
interior deM que sean extremos relativos fiienen que ser puntos criticos flees decir, deben ser
puntos deM donde se anule el gradiente tle

of

of
&(x,w =8x—4=0, a—y(x,y) =2y-3=0

Por tanto,f tiene un Unico punto critico que €k/2,3/2) el cual, efectivamente, esté kh

Los extremos absolutos deenM pueden alcanzarse en la fronteraMieLa frontera deM esta
formada por la parte superior de la elipsé 4 y> = 4 y por el segment§(x,0), —1 < x < 1}.

Los extremos dd en el segmento son faciles de calcular pues son los extreentasfdncion
h(x) = f(x,0) = 4x?> — 4x dondexc[—1, 1]. Comoh’(x) = 8x— 4, los tnicos posibles valores extremos
def en el segmento sdm(1/2) = f(1/2,0), h(—1) = f(—1,0) y h(1) = f(1,0).

Finalmente, calculemos los valores extremod @ la parte superior de la elipsg?4- y? = 4.

Nuestro problema, pues, es calcular los extremo$ deandof toma valores en el conjunte =
{(x,y)eR4x?+y? =4,y >0} . Es decirlos extremos de la restriccicue f aE.

Para(x,y) €E se tiene que

f(X,y) = 4% + Y2 — 4x— 3y =4 — 4x— By = 4 — 4x— 3\/4— &2

Por tanto, los valores de la restriccion fla E estan dados por la funci@tx) = 4 — 4x— 3v/4 — 4x2
donde—1 < x < 1. La derivada dg se anula en un Gnico puntg = 2//13 que esta ep— 1,1[. Por
tanto, los extremos d& enE han de alcanzarse en alguno de los pufitek 0), (2/v/13,6/1/13),
(1,0). Los extremos absolutos deen M han de alcanzarse en alguno de dichos puntos o en los
puntos(1/2,0), (1/2,3/2). Tenemos que

13

f(1,00=0, f(-1,0)=8, f(2/V136/V13)=4-2V13 f(1/2,3/2)=——

4 1(1/200=-1

El valor maximo absoluto dé enM es igual a 8 y se alcanza en el pu(iel,0). El valor minimo

1
absoluto def enM es= 773 y se alcanza en el puntd/2,3/2).

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



	Producto escalar y norma en Rn
	Conceptos topológicos
	Campos escalares. Continuidad y límite funcional
	Curvas en Rn

	Derivadas parciales. Vector gradiente
	Interpretación geométrica de las derivadas parciales
	Campos escalares diferenciables
	Curvas y superficies de nivel. Rectas y planos tangentes
	Derivadas parciales de orden superior

	Extremos relativos
	Cálculo de extremos absolutos en conjuntos compactos


