
Tema9. Funciones de varias variables

Cálculo diferencial enRn

1. Producto escalar y norma enRn

Como sabes,Rn es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamadabase canónica forma-
da por los vectores{e1,e2, . . . ,en} dondeek es el vector cuyas componentes son todas nulas excepto
la que ocupa el lugark que es igual a 1. Dados dos vectoresx = (x1,x2, . . . ,xn) y = (y1,y2, . . . ,yn) se
define suproducto escalarpor:

〈

x
∣

∣y
〉

=
n

∑
k=1

xkyk = x1y1+ x2y2+ · · ·+ xnyn

Observa que el producto escalar de dos vectores no es un vector sino un número real. La notaciónx.y
es frecuentemente usada en los libros de Física para representar el producto escalar de los vectoresx
ey.

Las siguientes propiedades del producto escalar se deducenfácilmente de la definición:

•
〈

x
∣

∣y
〉

=
〈

y
∣

∣x
〉

para todosx,y∈R
n (simetría).

•
〈

αx+βy
∣

∣z
〉

= α
〈

x
∣

∣z
〉

+β
〈

y
∣

∣z
〉

para todosα,β∈R y para todosx,y,z∈R
n (linealidad).

La norma (euclídea) de un vectorx se define por

‖x‖=
√

〈

x
∣

∣x
〉

=

√

n

∑
k=1

x2
k

Observa que paran= 1 el producto escalar de dos númerosx,y∈R es su producto usual, y que
parax∈R se tiene que‖x‖=

√
x2 = |x|.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx,y∈R
n se verifica que

∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣6 ‖x‖‖y‖. Además, supuesto quex e y no son nulos, la
igualdad

∣

∣

〈

x
∣

∣y
〉∣

∣= ‖x‖‖y‖ equivale a que hay un númeroλ∈R tal quex= λy (es decir, los vectores
x ey están en una misma recta que pasa por el origen).

Supuesto quex e y son vectores no nulos, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nosdice que

−16

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖ 6 1

Por tanto, existe un único númerot ∈ [0,π] tal que

cost =

〈

x
∣

∣y
〉

‖x‖‖y‖

Se dice que dicho númerot es lamedida en radianes del ángulo que forman los vectoresx e y.
Naturalmente, de la definición dada se deduce que

〈

x
∣

∣y
〉

= ‖x‖‖y‖cost.

Se dice que los vectoresx e y sonortogonales, y escribimosx ⊥ y, cuando su producto escalar
es cero.
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Desigualdad triangular.

Para todosx,y∈R
n se verifica que‖x+ y‖6 ‖x‖+ ‖y‖. Además, supuesto quex e y no son nulos,

la igualdad‖x+ y‖= ‖x‖+ ‖y‖ equivale a que hay un númeroλ > 0 tal quex = λy (es decir, los
vectoresx e y están en una misma semirrecta que pasa por el origen).

Dados dos vectoresx e y, el número‖x− y‖ se llama ladistancia (euclídea) entrex e y.

Paraa∈R
n y r > 0, definimos

B(a, r) = {x∈R
n : ‖x−a‖< r}

Paraa= (α,β)∈R
2, tenemos que

B((α,β), r) =
{

(x,y)∈R
2 : (x−α)2+(y−β)2 < r2}

es un círculo de centro(α,β) y radior sin incluir la circunferencia que lo limita.

Paraa= (α,β,γ)∈R
3, tenemos que

B((α,β,γ), r) =
{

(x,y,z)∈R
3 : (x−α)2+(y−β)2+(z− γ)2 < r2}

es una bola esférica de centro(α,β,γ) y radior sin incluir la esfera que la limita.

2. Conceptos topológicos

Dado un conjunto no vacío,A⊂R
n, podemos clasificar los puntos deRn con respecto al conjunto

A como sigue. Un puntox∈R
n se dice que es

Interior al conjuntoA si existe algún r> 0 tal queB(x, r)⊂ A.

Exterior al conjuntoA, si existe algún r> 0 tal queB(x, r)∩A⊂ R
n\A.

Frontera deA, si para todo r> 0 se verifica queB(x, r)∩A 6= Ø y B(x, r)∩ (Rn\A) 6= Ø.

El conjunto de todos los puntos interiores deA se representa por int(A). El conjunto de todos los
puntos exteriores deA se representa por ext(A). El conjunto de todos los puntos frontera deA se
representa por Fr(A). Se verifica queRn = int(A)∪Fr(A)∪ext(A) donde la unión es disjunta.

Es evidente que int(A) ⊂ A. Se dice que el conjuntoA esabierto si int(A) = A. Se dice que el
conjuntoA escerrado si A= int(A)∪Fr(A). Es evidente que ext(A) = int(Rn\A) y, en consecuencia,
A es cerrado si, y sólo si, su complementoR

n\A es abierto.

Para todosx∈R
n y r > 0, se verifica que el conjuntoB(x, r) es abierto y se llama labola abierta

de centro a y radior.

Dadosa∈R
n y r > 0, se verifica que el conjunto

B(a, r) = {x∈R
n : ‖x−a‖6 r}

es cerrado. Dicho conjunto se llamabola cerrada de centro a y radior. Para el caso en quen= 2,
las bolas cerradas suelen llamarsediscosy se usa la notaciónB((a,b), r) = D((a,b), r).

Se dice que un conjuntoE ⊂ R
n esacotadocuando hay un númeroM > 0 tal que‖x‖6 M para

todox∈E. Se dice que un conjuntoK ⊂ R
n escompactocuando es cerrado y acotado.
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3. Campos escalares. Continuidad y límite funcional

Un campo escalar den variables es una función,f : A→ R, definida en un subconjunto no vacío
A⊂ R

n que toma valores reales. La gráfica de dicho campo escalar es el subconjunto deRn+1

G( f ) = {(x, f (x)) : x∈A} ⊂ R
n+1

Paran = 1, dicha gráfica es una curva enR2, paran = 2 es una superficie enR3. En estos dos
casos podemos visualizar la gráfica. Para campos escalares de tres o más variables su gráfica es una
hipersuperficieenRn conn> 4 que no se puede visualizar.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual que lo hacemos con
las funciones reales.

3.1 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ R
n y seaa∈E. Se dice quef

escontinuo ena si para todoε > 0 existe unδ > 0 tal que se verifica‖ f (x)− f (a)‖< ε siempre que
x∈E y ‖x−a‖< ε.

Se dice quef es continuo en un conjuntoA⊂ E si f es continuo en todo puntoa∈A.

Representaremos porΠ j la aplicaciónΠ j : Rn → R que a cada vectorx = (x1,x2, . . . ,xn)∈R
n

hace corresponder su coordenadaj-ésima en la base canónica.

Π j(x) = Π j((x1,x2, . . . ,xn)) = x j

Las aplicacionesΠ j , 16 j 6 n, así definidas se llaman lasproyecciones canónicas. Dichas aplica-
ciones son continuas porque

|Π j(x)−Π j(y)|= |x j − y j |6 ‖x− y‖

3.2 Proposición. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E⊂ R
n, se verifica que

los campos escalares f+g y f g son continuos en todo punto de E donde f y g sean continuos. Y si
f no se anula en E, el campo escalar1/ f es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ R
n y sea g una función real de variable

real continua definida en un intervalo I que contiene la imagen de f , I⊃ f (E). Entonces el campo
escalar g◦ f es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.

Los campos escalares más sencillos son las funciones polinómicas de varias variables. Dichas
funciones se obtienen como sumas de productos de las proyecciones canónicas y son, por tanto,
continuas.

Paran= 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x,y,z)) = x, Π2((x,y,z)) = y, Π3((x,y,z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la formaf (x,y,z) = xmypzq dondem, p,q son
números naturales o nulos. Las funciones polinómicas en tres variables son combinaciones lineales
de este tipo de funciones.

Las funciones racionales den variables son las funciones de la forma

R(x1,x2, . . . ,xn) =
P(x1,x2, . . . ,xn)

Q(x1,x2, . . . ,xn)

DondeP(x1,x2, . . . ,xn) y Q(x1,x2, . . . ,xn) son funciones polinómicas den variables. Eldominio natu-
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ral de definición de una función racional es el conjunto de puntosdonde no se anula el denominador
Ω= {x∈R

n : Q(x) 6= 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto natural de definición.

Componiendo funciones continuas reales de una variable confunciones polinómicas y racionales
en varias variables obtenemos muchísimos ejemplos de campos escalares continuos. Aquí tienes unos
pocos.

f (x,y) = sen(xy), f (x,y) = log(1+x2+y2), f (x,y,z) =
1+ xy2+ xz2

2+arctg(xyz)
, f (x,y,z) = cos(

√

y2+ z2)

3.3 Teorema(de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto compacto alcanzaen
dicho conjunto un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto.

Dicho de otra forma, siK ⊂ R
n es un conjunto compacto yf es un campo escalar continuo enK,

entonces hay puntosa∈K, b∈K tales quef (a) 6 f (x)6 f (b) para todox∈K.

SeaE⊂R
n. Decimos que un puntox∈Rn es un punto deacumulacióndel conjuntoE si toda bola

abierta centrada enx tiene puntos deE distintosdex. El conjunto de todos los puntos de acumulación
deE se llama laacumulacióndeE y se representa porE′.

3.4 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ R
n y seaa∈E′. Se dice que

f tiene límite en asi hay un númeroL∈R con la propiedad de que para todoε > 0 existe unδ > 0
tal que se verifica‖ f (x)−L‖< ε siempre quex∈E y 0< ‖x−a‖< ε. Simbólicamente escribimos
lı́m
x→a

f (x) = L. El númeroL se llamalímite de f ena.

3.1. Curvas enRn

Una curva enRn es una aplicación continuaγ : [a,b] → R
n. El puntoγ(a) se llamaorigeny el

puntoγ(b) extremode la curva. Naturalmente, comoγ(t)∈R
n podremos expresarlo por medio de sus

componentes en la base canónica que serán funciones det.

γ(t) = (γ1(t),γ2(t), . . . ,γn(t))

Las funcionesγk(t) se llaman funciones componentes deγ. Se dice queγ es derivable en un puntot
cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo caso la derivada de
γ ent es, por definición, el vector

γ ′(t) = (γ1
′(t),γ2

′(t), . . . ,γn
′(t))

Dado un puntoa= γ(t0) tal queγ ′(t0) 6= 0, se define larecta tangentea γ en el puntoa (aunque es
más apropiado deciren el punto t0) como la recta de ecuación paramétricax = a+ t γ ′(t0), es decir,
la recta que pasa pora con vector de direcciónγ ′(t0).

4. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y límite para funciones reales de una variable
se generalizan fácilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre lo mismo con el
concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse deforma inmediata. La razón es que el
concepto de derivabilidad hace intervenir la división de números reales, pues una derivada es un
límite de cocientes incrementales, y enR

n no podemos dividir por vectores, es decir, la estructura
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4.1 Interpretación geométrica de las derivadas parciales 5

algebraica deRn no permite generalizar algo parecido a un “cociente incremental”. Si f es un campo
escalar de dos o más variables, la expresión

f (x)− f (a)
x−a

no tiene ningún sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta real,R, solamente podemos acercarnos a un punto
de ella a través de la propia recta, mientras que enR

n paran> 2 hay muchísimas más posibilidades
de acercarse a un punto dado; por ejemplo, podemos acercarnos a través de cualquier curva que pase
por dicho punto. Surge así una primera idea que consiste en acercarse a un punto a través de una recta.
Esta situación es más parecida a lo que conocemos para funciones reales de una variable.

4.1 Definición. Unadirección enRn es un vector de norma 1.

• Dados un puntoa∈R
n y una direcciónu, la recta que pasa pora con direcciónu es la imagen de

la aplicaciónγ : Rn →R dada porγ(t) = a+ tu, es decir, es el conjunto de puntos{a+ tu : t∈R}.

• Seaf un campo escalar definido en un conjunto abiertoE ⊂ R
n, seaa∈E y u una dirección. Se

define laderivada de f en a en la dirección ucomo el límite

Du f (a) = lı́m
t→0

f (a+ t u)− f (a)
t

(1)

supuesto, claro está, que dicho límite exista.

• La derivada direccional de un campo escalarf en un puntoa en la dirección del vectorek de la
base canónica, se llamaderivada parcial de f ena respecto a la variablek-ésima. Está definida por

Dek f (a) = lı́m
t→0

f (a+ t ek)− f (a)
t

= lı́m
t→0

f (a1, . . . ,ak+ t, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)

t

= lı́m
xk→ak

f (a1, . . . ,xk, . . . ,an)− f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)

xk−ak
(2)

y se representa con los símbolosDk f (a) y
∂ f
∂xk

(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de una
variable real pues, para calcular la derivada de un campo escalar f en un puntoa en la direcciónu lo
que se hace es derivar ent = 0 la funciónt 7→ f (a+ t u) que es una función real de una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (2) nos dice que,para calcular la derivada parcial Dk f (a),
lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demás variables.
Por eso se llaman derivadasparciales.

4.1. Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una función en un punto.
Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalarf de dos variables definido enE ⊂ R

2.
Fijemos un punto(a,b). Las derivadas parciales def en(a,b) son, por definición

D1 f (a,b) = lı́m
t→0

f (a+ t,b)− f (a,b)
t

= lı́m
x→a

f (x,b)− f (a,b)
x−a

D2 f (a,b) = lı́m
t→0

f (a,b+ t)− f (a,b)
t

= lı́m
y→b

f (a,y)− f (a,b)
y−b
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4.1 Interpretación geométrica de las derivadas parciales 6

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialesx 7→ f (x,b) y y 7→ f (a,y) en los puntos
x= a e y= b respectivamente.

La gráfica def , es decir, el conjuntoS= {(x,y, f (x,y)) : (x,y)∈E} es una superficie enR3. Las
funciones

γ1(x) = (x,b, f (x,b)), γ2(y) = (a,y, f (a,y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b, f (a,b)). Dichas curvas se
obtienen cortando la superficieSpor los planosy= b y x= a respectivamente. Los vectores tangentes
a dichas curvas en el punto(a,b, f (a,b)) = γ1(a) = γ2(b) son, respectivamente

γ1
′(a) = (1,0,D1 f (a,b)), γ2

′(b) = (0,1,D2 f (a,b))

En la siguiente figura se ha representado la gráfica def y las curvas obtenidas cortándola por los
planosx= a ey= b junto a sus vectores tangentes en el punto(a,b, f (a,b)).

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto esuna propiedad muy débil. Por

ejemplo, el campo escalarf (x,y) =
xy

x2+ y2 , f (0,0) = 0 tiene derivadas parciales nulas en(0,0) pero

no es continuo en dicho punto.

Cuando un campo escalarf tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjuntoE ⊂R
n,

podemos definir lasfunciones derivadas parcialesde f , Dk f : E → R que a cada puntox∈E hace
corresponder el númeroDk f (x). Dichas funciones son también campos escalares.

4.2 Definición. Sea f un campo escalar. Se define elvector gradientede f en un puntoa como el
vector

∇ f (a) =
(

D1 f (a),D2 f (a), . . . ,Dn f (a)
)

supuesto, claro está, que dichas derivadas parciales existan.

Supongamos quef es una función real de una variable real. La derivabilidad def en un punto
a∈R se expresa por

lı́m
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= f ′(a)⇐⇒ lı́m
x→a

f (x)− f (a)− f ′(a)(x−a)
x−a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesianay= f (a)+ f ′(a)(x−a) es la recta tangente a la gráfica
de f en el punto(a, f (a)).

Si ahoraf es un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ R
n, cuyo vector gradiente∇ f (a)
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4.2 Campos escalares diferenciables 7

está definido en un puntoa∈E, podemos considerar el hiperplano enR
n+1 de ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

. Este hiperplano pasa por el punto(a, f (a))∈R
n+1 y es la generali-

zación natural de la recta tangente a la gráfica de una función. Observa el parecido formal entre las
expresiones

y= f (a)+ f ′(a)(x−a), xn+1 = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano enR
2 es una recta) y la segunda se deduce de la

primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de números reales por el
producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.

4.2. Campos escalares diferenciables

4.3 Definición. Seaf un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ R
n y seaa un punto interior de

E. Supongamos que está definido el vector gradiente∇ f (a). Se dice quef esdiferenciable ena si
se verifica que

lı́m
x→a

f (x)− f (a)−
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

‖x−a‖ = 0 (3)

4.4 Definición. Sea f un campo escalardiferenciableen un puntoa. El hiperplano enRn+1 de
ecuación cartesiana

xn+1 = f (a)+
〈

∇ f (a)
∣

∣x−a
〉

(4)

se llama hiperplano tangente af ena o hiperplano tangentea la gráfica def en el punto(a, f (a)).

En particular, el plano tangente a la gráfica de un campo escalar, f : A→R, diferenciable de dos
variables en un punto(a,b, f (a,b)) es

z= f (a,b)+D1 f (a,b)(x−a)+D2 f (a,b)(y−b) (5)

4.5 Proposición. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa y seau una dirección enRn.
Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

Demostración.En la igualdad (3) pongamosx = a+ t u con lo que obtenemos

0= lı́m
t→0

f (a+ tu)− f (a)−
〈

∇ f (a)
∣

∣tu
〉

t
= lı́m

t→0

f (a+ tu)− f (a)
t

−
〈

∇ f (a)
∣

∣u
〉

4.6 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa con vector gradiente∇ f (a) 6= 0.

a) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es máxima es la dirección dada por

el gradiente, es decir, la direcciónu =
∇ f (a)
‖∇ f (a)‖ .

b) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es mínima es la dirección opuesta a

la dada por el gradiente, es decir, la direcciónv =− ∇ f (a)
‖∇ f (a)‖ .

La propiedad de ser diferenciable es mucho más fuerte que tener derivadas parciales. El siguiente
resultado proporciona una condición suficiente de diferenciabilidad muy útil.

4.7 Teorema(Condición suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene derivadas
parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho conjunto.
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4.3. Curvas y superficies de nivel. Rectas y planos tangentes

Recuerda que la ecuación de una recta enR
2 es de la formaax+by= c dondea,b no son ambos

nulos. Si dicha recta pasa por un punto(x0,y0) entoncesax0+by0 = c y la ecuación de la recta puede
escribirse en la formaa(x−x0)+b(y−y0) = 0, es decir

〈

(a,b)
∣

∣(x− x0,y− y0)
〉

= 0. El vector(a,b)
es ortogonal a la recta.

Sea f : A → R un campo escalar de dos variables. Dado un númeroc∈ f (A), el conjuntoΓc =

{(x,y)∈A : f (x,y) = c} es una curva en el plano que se llamacurva de nivelde f . Dicha curva es la
proyección en el planoXY de la curva que se obtiene cortando la gráfica def por el planoz= c. Se
dice que dicha curva estáimplícitamente definida por la ecuaciónf (x,y)− c= 0. Observa que las
curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las que serepresentan en los mapas topográficos.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de dos variables, f , con derivadas par-
ciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anula a la tangente a la curva de nivel que
pasa por dicho punto.En consecuencia, supuesto quef (u,v) = c y que∇ f (u,v) 6= (0,0), la ecuación
de la tangente a la curva de nivelΓc en(u,v) es

〈

∇ f (u,v)
∣

∣(x−u,y− v)
〉

= 0.

4.8 Ejemplos. Esta forma de calcular tangentes es muy sencilla y generaliza lo que ya sabes para
el caso particular de la tangente a la gráficay= g(x) de una función derivableg : I → R. En efecto,
definiendof (x,y) = y−g(x) para(x,y)∈ I ×R, tenemos que la curva de nivel

Γ0 = {(x,y)∈ I ×R : f (x,y) = 0}= {(x,g(x)) : x∈ I}

es la gráfica deg. Si u∈ I y v= g(u), entonces(u,v)∈Γ0 y la tangente a la gráfica deg en(u,v) viene
dada por

0=
〈

∇ f (u,v)
∣

∣(x−u,y− v)
〉

=
〈

(−g′(u),1)
∣

∣(x−u,y−g(u))
〉

=−g′(u)(x−u)+ y−g(u)⇐⇒
y= g(u)+g′(u)(x−u)

que es la conocida ecuación de la recta tangente a la gráfica deg en el punto(u,g(u)).

Consideremos una elipse dada por
x2

a2 +
y2

b2 = 1

Dicha elipse es una curva de nivel del campof (x,y) = x2

a2 +
y2

b2 ; concretamente, es la curva de nivel
dada porf (x,y) = 1. Sea(u,v) un punto de la elipse, es decirf (u,v) = 1. Tenemos que∇ f (u,v) =
(

2u
a2 ,

2v
b2

)

. Claramente∇ f (u,v) 6= (0,0). Por tanto el vector∇ f (u,v) es ortogonal a la tangente a la

elipse en(u,v), por lo que la ecuación de dicha tangente es

0=
〈( u

a2 ,
v
b2

)

∣

∣(x−u,y− v)
〉

=
ux
a2 +

vy
b2 −

u2

a2 −
v2

b2 =
ux
a2 +

vy
b2 −1

Esto es, la ecuación de la tangente a la elipse en el punto(u,v) es

ux
a2 +

vy
b2 = 1

La ecuación de un plano enR3 es de la formaax+by+cz= d dondea,b,c no son todos nulos. Si
dicho plano pasa por(x0,y0,z0) entoncesax0+by0+cz0 = d y la ecuación del plano puede escribirse
en la formaa(x− x0) + b(y− y0) + c(z− z0) = 0, es decir

〈

(a,b,c)
∣

∣(x− x0,y− y0,z− z0)
〉

= 0. El
vector(a,b,c) es ortogonal al plano.
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4.3 Curvas y superficies de nivel. Rectas y planos tangentes 9

Seaf : A→R un campo escalar de tres variables. Dado un númeroc∈ f (A), el conjunto

Sc = {(x,y,z)∈A : f (x,y,z) = c}

es una superficie en el espacio que se llamasuperficie de nivelde f . Se dice que dicha superficie está
implícitamente definidapor la ecuaciónf (x,y,z)−c= 0. Observa que las superficies de nivel no se
cortan.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar de tresvariables, f , con derivadas parciales
continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anula al plano tangente a la superficie de nivel que
pasa por dicho punto.En consecuencia, supuesto quef (u,v,w) = c y que∇ f (u,v,w) 6= (0,0,0), la ecua-
ción del plano tangente a la superficie de nivelSc en(u,v,w) es

〈

∇ f (u,v,w)
∣

∣(x−u,y−v,z−w)
〉

= 0.

4.9 Ejemplos. Esta forma de calcular planos tangentes es muy sencilla y generaliza lo que ya sabe-
mos para el caso particular del plano tangente a la gráficaz= g(x,y) de un campo escalar diferenciable
de dos variablesg : A→R. En efecto, definiendof (x,y,z) = z−g(x,y) para(x,y,z)∈A×R, tenemos
que la superficie de nivelS0 = {(x,y,z)∈A×R : f (x,y,z) = 0} = {(x,y,g(x)) : (x,y)∈A} es la grá-
fica deg. Si (u,v)∈A y w= g(u,v), entonces(u,v,w)∈S0 y la tangente a la gráfica deg en(u,v,w)
viene dada por

0=
〈

∇ f (u,v,w)
∣

∣(x−u,y− v,z−w)
〉

=
〈

(−D1g(u,v),−D2g(u,v),1)
∣

∣(x−u,y− v,z−g(u,v))
〉

⇐⇒
0=−D1g(u,v)(x−u)−D2g(u,v)(y− v)+ z−g(u,v)⇐⇒
z= g(u,v)+D1g(u,v)(x−u)+D2g(u,v)(y− v)

que es la misma ecuación (5) del plano tangente a la gráfica deg en el punto(u,v,g(u,v)).

Consideremos un elipsoide dado por

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

Dicho elipsoide es una superficie de nivel del campof (x,y,z) = x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ; concretamente, es la su-
perficie de nivel dada porf (x,y,z) = 1. Sea(u,v,w) un punto del elipsoide, es decirf (u,v,w) = 1. Te-

nemos que∇ f (u,v,w)=
(

2u
a2 ,

2v
b2 ,

2w
c2

)

. Claramente∇ f (u,v,w) 6=(0,0,0). Por tanto el vector∇ f (u,v,w)

es ortogonal al plano tangente al elipsoide en(u,v,w), por lo que la ecuación de dicho plano tangente
es

0=
〈( u

a2 ,
v
b2 ,

w
c2

)

∣

∣(x−u,y− v,z−w)
〉

=
ux
a2 +

vy
b2 +

wz
c2 − u2

a2 −
v2

b2 −
w2

c2 =
ux
a2 +

vy
b2 +

wz
c2 −1

Esto es, la ecuación del plano tangente al elipsoide en el punto (u,v,w) es

ux
a2 +

vy
b2 +

wz
c2 = 1

Cuando una curvaΓ enR3 viene dada como intersección de dos superficiesS1 y S2, la tangente
en un punto(a,b,c)∈Γ a la curvaΓ es la recta intersección de los planos tangentes a las superficies
en dicho punto. Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.

{

S1 =
{

(x,y,z)∈R
3 : f (x,y,z) = 0

}

S2 =
{

(x,y,z)∈R
3 : g(x,y,z) = 0

} Γ = S1∩S2 =
{

(x,y,z)∈R
3 : g(x,y,z) = f (x,y,z) = 0

}
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4.4 Derivadas parciales de orden superior 10

Entonces, las ecuaciones implícitas de la recta tangente aΓ en un punto(a,b,c)∈Γ son

{ 〈

∇ f (a,b,c)
∣

∣(x−a,y−b,z− c)
〉

= 0
〈

∇g(a,b,c)
∣

∣(x−a,y−b,z− c)
〉

= 0

Donde se supone que los vectores gradiente∇ f (a,b,c), ∇g(a,b,c) son linealmente independientes
pues, en otro caso, la recta tangente a la curvaΓ en(a,b,c) no está definida.

4.4. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalarf que tiene derivadas parcialesDk f en un conjuntoE ⊂ R
n.

Las funcionesDk f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver a derivar
parcialmente en puntos deE. Obtenemos de esta forma lasderivadas parciales de segundo ordende
f , es decir las funcionesD j(Dk f ), que se representan simbólicamente de las formas

D jk f (x),
∂2 f

∂x j ∂xk
(x),

∂2f

∂x2
k

(x)

De forma análoga se definen las derivadas parciales de tercerorden def como las derivadas parciales
de las derivadas parciales de segundo orden def y se representan por

D jkm f (x),
∂3 f

∂x j ∂xk ∂xm
(x);

∂3 f

∂x3
k

(x);
∂3 f

∂x2
k∂x j

(x)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en cuen-
ta. Afortunadamente, en la mayoría de los casos podemos olvidarlo porque se verifica el siguiente
resultado.

4.10 Definición. Se dice que un campo escalarf es de claseCk en un abiertoE ⊂ R
n si f tiene

derivadas parciales de ordenk continuas enE.

4.11 Teorema.Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar de clase
Ck solamente dependen del número de veces que se deriva parcialmente respecto de cada variable,
pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al resultado final.

5. Extremos relativos

5.1 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ R
n. Se dice quef tiene un

máximo relativo (resp.mínimo relativo) en un puntoa∈E, si a es un punto interior deE y existe un
númeror > 0 tal queB(a, r)⊂E y f (x)6 f (a) (resp.f (a)6 f (x)) para todox∈B(a, r). Cuando estas
desigualdades se verifican de forma estricta se dice que el máximo o el mínimo relativo es estricto.

Los puntos en los quef tiene un máximo o un mínimo relativos se llamanextremos relativosde
f .

5.2 Proposición(Condición necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar definido en
un conjunto E⊂R

n y supongamos que f tiene un extremo relativo en un puntoa∈E y además que el
vector gradiente de f ena está definido. Entonces se verifica que∇ f (a) = 0. Es decir, las derivadas
parciales de primer orden de f ena son todas nulas.

Demostración.Supongamos quef tiene un máximo relativo ena y sear > 0 tal queB(a, r) ⊂ E y
f (x)6 f (a) para todox∈B(a, r). Definamosϕ :]− r, r[→R porϕ(t) = f (a+ tek). La funciónϕ está
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definida en el intervalo]− r, r[ pues para todot ∈]− r, r[ se tiene que‖a+ tek −a‖ = |t| < r por lo
quea+ tek∈B(a, r)⊂ E. Además, para todot∈]− r, r[ se tiene queϕ(t) = f (a+ tek)6 f (a) = ϕ(0).
Luegoϕ tiene ent = 0 un máximo relativo. Además como, por hipótesis, existeDk f (a), tenemos que
ϕ es derivable ent = 0. Luegoϕ′(0) = 0, peroϕ′(0) = Dk f (a). 2

5.3 Definición. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalarf se llamanpuntos
críticos de f . Los puntos críticos de un campo escalar que no son extremos relativos se llaman
puntos de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos elhiperplano tangente es “horizon-
tal”.

La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente.Por ejemplo, el campo escalarf (x,y)=
x2− y2 tiene un punto crítico en(0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto pues en toda
bola centrada en(0,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una condición su-
ficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas parciales de
segundo orden nos van a permitir dar una condición suficientede extremo relativo.

5.4 Definición. Seaf un campo escalar den variables que tiene derivadas parciales de segundo orden
continuas en un puntoa. La matrizn×n

H( f ,a) =
(

Di j f (a)
)

16i, j6n

se llamamatriz hessianade f ena.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porqueDi j f (a) = D ji f (a). En consecuencia, dicha
matriz define una forma cuadrática, que representaremos porQ( f ,a), que viene dada para todox =

(x1,x2, . . . ,xn)∈R
n por

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

D jk f (a)xkx j

donde el punto “.” indica producto matricial yxt es el vector columnax.

5.5 Definición. Una forma cuadráticaQ(x) = ∑n
i, j=1 αi j xix j se llama:

• Definida positivasi Q(x)> 0 para todox∈R
n conx 6= 0.

• Definida negativasi Q(x)< 0 para todox∈R
n conx 6= 0.

• No definida o indefinidasi hay vectoresx para los queQ(x)> 0 y hay vectoresx para los que
Q(x)< 0.

5.6 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ R
n y supongamos que f tiene

derivadas parciales de segundo orden continuas en un puntoa interior de E que ademáses un punto
crítico de f . Sea Q( f ,a) la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana de f ena.

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

D jk f (a)xkx j

a) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida positiva entonces f tiene ena un mínimo relativo
estricto.

b) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida negativa entonces f tiene ena un máximo relativo
estricto.
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c) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla ena.

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadrática. Hay varios
procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuación son los que me parecen más
cómodos.

Clasificación de formas cuadráticas

SeanA=
(

ai j
)

16i, j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =
n

∑
i, j=1

ai j x
ix j (6)

la forma cuadrática definida porA. Losvalores propiosdeA son las raíces del polinomio caracterís-
tico p(λ), que se define como el determinante de la matrizA−λ I :

p(λ) =
∣

∣A−λ I
∣

∣

Es sabido que, en la situación que estamos considerando, lasraíces de dicho polinomio son todas
reales.

• La forma cuadráticaQA es definida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de A son
positivos.

• La forma cuadráticaQA es definida negativa si, y sólo si, todos los valores propios de A son
negativos.

• La cuadráticaQA es no definida si, y sólo si,A tiene valores propios positivos y negativos.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios deA sino solamente saber
cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que nos propor-
ciona esta información sin más que observar los coeficientesdel polinomio característico.

5.7 Proposición(Regla de los signos de Descartes). Sea f(x) = anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+a0 un
polinomio con coeficientes reales y cuyas raíces son todas números reales. Se verifica entonces que:

a) El número de raíces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al número de cambios
de signo en la sucesión(an,an−1, . . . ,a1,a0) de los coeficientes de f .

b) El número de raíces negativas de f (contando multiplicidades) es igual al número de cambios
de signo en la sucesión((−1)nan,(−1)n−1an−1, . . . ,−a1,a0) de los coeficientes de f(−x).

Para contar los cambios de signo en la sucesión de coeficientes se saltan los coeficientes nulos.
Por ejemplo, sif (x) = 2x6+x5−x3+x2−5, la sucesión de coeficientes def es(2,1,0,−1,1,0,−5)
cuyo número de cambios de signo es 3.

Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (6) se basa en la sucesión de signos
de losmenores principalesde la matrizA. El menor principal de ordenk de la matrizA es el deter-
minante∆k =

∣

∣ai j
∣

∣

16i, j6k de la matriz formada por las primerask filas y k columnas de la matrizA.
Se verifica que:

• La forma cuadrática es definida positiva si, y sólo si, todos los menores principales son
positivos .

• La forma cuadrática es definida negativa si, y sólo si, los menores principales de orden par
son positivos y los menores principales de orden impar son negativos.
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5.1 Cálculo de extremos absolutos en conjuntos compactos 13

• Si los menores principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante y los no nulos son
positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede afirmarse nada.

• En los demás casos la forma cuadrática es no definida.

Observa que cuando la dimensiónn es par, si el determinante de la matrizA es negativo entonces
la forma cuadrática es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

SeaA ⊂ R
2 un conjunto abierto y seaf un campo escalar definido enA que tiene derivadas

parciales de segundo orden continuas. Supongamos que(a,b)∈A es un punto crítico def y sea

H( f ,(a,b)) =









∂2 f
∂x2 (a,b)

∂2 f
∂x∂y

(a,b)

∂2 f
∂x∂y

(a,b)
∂2 f
∂y2 (a,b)









la matriz hessiana def en(a,b) y notemos detH( f ,(a,b) su determinante.

Si detH( f ,(a,b))> 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b)> 0 entoncesf tiene en(a,b) un mínimo relativo estricto.

Si detH( f ,(a,b))> 0 y
∂2 f
∂x2 (a,b)< 0 entoncesf tiene en(a,b) un máximo relativo estricto.

Si detH( f ,(a,b)) < 0 entoncesf no tiene extremo relativo en(a,b). Se dice que(a,b) es un
punto de silla def .

Cuando detH( f ,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir sihay o
no hay extremo relativo en(a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el com-
portamiento de las curvasf (a, t +b) y f (a+ t,b). Si alguna de dichas curvas no tiene extremo
relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza ent = 0, podemos concluir que en
(a,b) no hay extremo relativo def .

5.1. Cálculo de extremos absolutos en conjuntos compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de que todo campo escalar diferenciable es
continuo, se verifica que todo campo escalar diferenciable en un conjunto compactoK ⊂ R

2 alcanza
en dicho conjunto un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto. Dichos valores o bien se
alcanzan en el interior deK, en cuyo caso deben ser puntos críticos def , o bien se alcanzan en la
frontera. Cuando la frontera deK está formada por curvas conocidas es fácil calcular los puntos de
la frontera en los que el campo puede alcanzar sus extremos absolutos. Una vez calculados todos
estos puntos, se evalúa en ellos el campo para saber en cualesse alcanzan los extremos absolutos. El
siguiente ejemplo indica la forma de proceder.

5.8 Ejemplo. Calcula los extremos absolutos de la funciónf (x,y) =4x2+y2−4x−3y en el conjunto

M =
{

(x,y)∈R
2 : y> 0, 4x2+ y2

6 4
}

Solución. El conjuntoM =

{

(x,y)∈R
2 : y> 0, x2+

y2

4
6 1

}

es la parte de la elipse centrada en

el origen de semiejes 1 y 2 que queda en el semiplano superior.Se trata de un conjunto compacto
(cerrado porque incluye a su frontera y acotado) y, como la función f es continua, el teorema de
Weierstrass asegura quef alcanza un máximo y un mínimo absolutos enM. Dichos extremos deben
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alcanzarse o bien en el interior deM o en la frontera deM. Como f es diferenciable, los puntos del
interior deM que sean extremos relativos def tienen que ser puntos críticos def , es decir, deben ser
puntos deM donde se anule el gradiente def .

∂ f
∂x

(x,y) = 8x−4= 0,
∂ f
∂y

(x,y) = 2y−3= 0

Por tanto,f tiene un único punto crítico que es(1/2,3/2) el cual, efectivamente, está enM.

Los extremos absolutos def enM pueden alcanzarse en la frontera deM. La frontera deM está
formada por la parte superior de la elipse 4x2+ y2 = 4 y por el segmento{(x,0),−16 x6 1}.

Los extremos def en el segmento son fáciles de calcular pues son los extremos de la función
h(x)= f (x,0) = 4x2−4x dondex∈[−1,1]. Comoh′(x) =8x−4, los únicos posibles valores extremos
de f en el segmento sonh(1/2) = f (1/2,0), h(−1) = f (−1,0) y h(1) = f (1,0).

Finalmente, calculemos los valores extremos def en la parte superior de la elipse 4x2+ y2 = 4.
Nuestro problema, pues, es calcular los extremos def cuandof toma valores en el conjuntoE =
{

(x,y)∈R
:4x2+ y2 = 4, y> 0

}

. Es decir,los extremos de la restricciónde f aE.

Para(x,y)∈E se tiene que

f (x,y) = 4x2+ y2−4x−3y= 4−4x−3y= 4−4x−3
√

4−4x2

Por tanto, los valores de la restricción def aE están dados por la funcióng(x) = 4−4x−3
√

4−4x2

donde−16 x6 1. La derivada deg se anula en un único puntox0 = 2/
√

13 que está en]−1,1[. Por
tanto, los extremos def enE han de alcanzarse en alguno de los puntos(−1,0),

(

2/
√

13,6/
√

13
)

,
(1,0). Los extremos absolutos def en M han de alcanzarse en alguno de dichos puntos o en los
puntos(1/2,0), (1/2,3/2). Tenemos que

f (1,0) = 0, f (−1,0) = 8, f
(

2/
√

13,6/
√

13
)

= 4−2
√

13, f (1/2,3/2) =−13
4
, f (1/2,0) =−1

El valor máximo absoluto def enM es igual a 8 y se alcanza en el punto(−1,0). El valor mínimo

absoluto def enM es=−13
4

y se alcanza en el punto(1/2,3/2).
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