Tema 8. Ecuaciones diferenciales y dinamica
de poblaciones

Como ya sabes, la derivada es la herramienta que permitiastuateméaticamente el cambio de
una magnitud respecto a otra, por ello es natural que lasieces diferenciales sean el modelo por
excelencia para representar las relaciones que hay estrefgnitudes que intervienen en un fenomeno
y sus respectivos cambios. En consecuencia, las ecuadib@enciales son la herramienta apropiada
para resolver multitud de problemas. Una gran cantidad deegos de todo tipo: fisicos, biolégicos,
econdémicos, quimicos, .. . se modelan mateméticamentegutiorde ecuaciones diferenciales. En este
tema vamos a ver algunos de estos modelos.

Unaecuacion diferencial ordinarigEDO en lo sucesivo) es una ecuacion en la que se relacionan
derivadas de una funcion desconocida con otras funciotesmden de una EDO es el orden de la
derivada mas alta que interviene en la misma. Las ecuacsimngsntes son ejemplos de EDOs.

1) y' —xsenz =1,
2) y" + (2% — 1)y’ + 3ycosw — 4z = 2;
3) ()2 + 32" + et +t2 — 1 = 0;

En 1)y 2) se entiende qug es la funcién incognita y la variable independientece&n 3) se entiende
gue la funcion incognita es v la variable independiente eésLa ecuacién 1) es de primer orden, y 2)
y 3) son de segundo orden.

Una solucion de una ecuacion diferencial en un intervaés cualquier funcion derivable dn
tal que al sustituirla a ella y a sus derivadas en la ecua@@btene una identidad valida énEn
general, la existencia de soluciones de una EDO no estétgaday pueden darse gran diversidad de
situaciones.

Suelen distinguirse tres tipos de soluciones de una eaudid#rencial.

a) Lasolucion generalde una EDO de orden es una solucién en la que, ademas de la variable
independiente, intervienenparametros o “constantes arbitrarias”.

b) Lassoluciones particularesson las que se obtienen a partir de la solucidon general daaldoes
especificos a los parametros.

c) Lassoluciones singulareson soluciones que no se deducen de la solucion general dalodes a
los pardmetros.

. _ y cN\?
La ecuacién(y’)? = y tiene como solucién genergl = (% . HaciendoC' = 0 obtenemos la

solucion particulary = 2% /4; mientras quey = 0 es una solucion singular.

Las soluciones de una EDO (o0, méas apropiadamente, sus gj&chaman tambiéourvas inte-
grales

Con frecuencia interesa obtener solamente una soluciomad&mO que verifica unas determinadas
condiciones. Cuando las condiciones que debe verificahlaiéo buscada se especifican para un Gnico
valor de la variable independiente, dichas condiciondbeacel nombre deondiciones inicialey se
dice que tenemos uproblema de valores iniciales(PVI) para la EDO dada. El caso mas usual de
problema de valores iniciales para una EDO de ordess el llamadagroblema de Cauchy que
consiste en obtener una solucién de dicha ecuacion cuyo ya&iode sus primeras — 1 derivadas en
un puntoxy son dados.

Ejemplo. La EDO
y" — 2y’ +y=senzx
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. . 1 )
tiene como solucion generglz) = C; e* +Cox €® +§ cosz. DondeC; y Cs son constantes arbitra-
rias.

El problema de Cauchy
y" =2y’ +y=senzx
y'(0) =1, y(0) = -1

: - - 3 5 1
tiene como Unica soluciép(z) = 3 e +§x e +§ COS .

En el estudio de las ecuaciones diferenciales son fundafaeribs llamadoteoremas de exis-
tencia y unicidad de soluciones de una ecuacion diferencglpondremos en lo que sigue que el
problema de Cauchy tiene solucién Unica. Para el caso de undD® de orden uno, esto significa
que por cada punto(xo, yo) Solamente puede pasar una Unica curva integral de la ecuacio

Hay distintas maneras de estudiar una ecuacién diferencial

¢ Analiticamente. Se trata de encontrar soluciones de la ecuacion difetedei@rma explicita.
Algunas (pocas) EDOs pueden resolverse de esta forma. Enosigasos es imposible expresar las
soluciones analiticas mediante funciones familiares.

o Cualitativamente. Los teoremas de existencia y unicidad de soluciones de EDflEan que
en la propia EDO estan contenidas las propiedades de susosws. Se trata, por tanto, de investigar
las propiedades de las soluciones (monotonia, concavigladpartir de la propia EDO, sin necesidad
de resolverla. Con frecuencia este estudio permite désefibomportamiento a largo plazo de las
soluciones.

e Numéricamente Con ayuda del ordenador se pueden obtener con técnicasioasebluciones
aproximadas que permiten hacer representaciones gréafigastites para estudiar las soluciones de la
ecuacion.

Vamos a ver algunos ejemplos de dinamica de poblacioneslattmdgpor ecuaciones diferenciales.
Observaras que dichas EDOs son la versién en tiempo cordimias correspondientes ecuaciones en
diferencias finitas estudiadas en el tema 6.

1. Dinamica de poblaciones

Modelo maltusiano.En los llamados procesos de crecimiento o decrecimientorexial (0 maltu-
siano) se supone que el crecimiento de una poblacion esngropal al nimero de individuos. Sea
x(t) el namero de individuos de una poblacion en el tiempBeanf y m las tasas de fertilidad y de
mortandad por individuo y por unidad de tiempo, las cualg®samos constantes. En un intervalo de
tiempoh tendremos que

2t +h) — 2(t) = fo()h —mae(Oh  — w — (f = m)a(t)

Ponienda: = f — m, y tomando limites para — 0, obtenemos que
x'(t) = ra(t) 1)

Realmente, esta ecuacion es un modelo adecuado para laiénadn el tiempo de cualquier magni-
tud, z(t), cuya razén de cambio puntual o tasa de variacion instaatéhg), es en cada momento
proporcional a su tamafio.

Es un modelo aceptable para la evolucion inicial, durantparfodo de tiempo no muy largo, del
ndmero de individuos;(t), de una poblacion en ausencia de factores limitantes. Eagal el niUmero
r se llamaasa de crecimiento intrinsec8ir > 0 la poblacion aumentara, y si< 0 disminuira.
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También es un modelo adecuado para procesos de desinbegradiactiva en los que hay pér-
dida de masaz(t), de manera proporcional a la masa existente. En tal casajneénor se llama
constante de decaimiento radiactivBuesto que la masa(t) disminuye, la ecuacion adecuada es
x'(t) = —ra(t).

También es un modelo adecuado para la inversién a una tastedésianual continue, expresada
en tanto por uno, de un capita(t).

Las soluciones de la sencilla ecuacion diferendipkn las funciones de la formdt) = Ce™
dondeC' es una constante arbitraria. Podemos determinar el valdictla constante si, por ejemplo,
sabemos el valor iniciat(0), pues es claro qu€ = z(0). Sir > 0 la poblacion crecera exponencial-
mente, y sir < 0 decrecera exponencialmente. En condiciones ideales estelorse ajusta, al menos
durante cortos periodos de tiempo, al estudio de algundagobes.

Modelo logistico.El modelo de crecimiento maltusiano para una poblaciéei@nencias importantes

ya que no tiene en cuenta los posibles factores limitantemideno. En dicho modelo se supone que
latasa de crecimiento intrinseca’(t)/x(t), es constante; lo usual es que dicha tasa no sea constante
y dependa de la poblacién y de las condiciones ambientadamzBnable esperar que el habitat tenga
unacapacidad de alojamientds, que representa la cantidad maxima de individuos que puieeigar.
Inicialmente, cuando hay pocos individuos y muchos re&jiagooblacién tendrd un crecimiento ex-
ponencial que se ird amortiguando hasta lleghr, § por encima de dicho valor decrecerd. La siguiente
ecuacion, propuesta por el matematico y bidlogo belga ReiaNst hacia 1840, tiene en cuenta estas
observaciones.

z'(t) = ra(t) (1 - %) 2)

Esta ecuacion se conoce cormuacion logisticaObserva que para valores pequefios d@¢ se tiene
quez’(t) = rz(t), ademés pard < z(t) < K esz’(t) > 0, lo que indica que la poblacion crece, y
paraz(t) > K esz’(t) < 0lo que indica que la poblacién decrece.

Se ha comprobado que la ecuacion logistica predice combbasteactitud el crecimiento de ciertos
tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua y mosdadrdéa.

Dinamica de crecimiento restringido de un individuo.Se trata de un modelo de crecimiento indi-
vidual que suele aplicarse a peces de distintas especegrépuesto por el bidlogo austriaco L. von
Bertalanffy (1901-1972). Sefa(t) la longitud de un pez de edady A la talla méxima de su especie. En
este modelo se supone que la velocidad de crecimiento esrpiopal a la diferencia entre la longitud
actual y la longitud méxima.

L'(t) = k(A — L(t)) ®3)
siendok > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especielocidad de crecimiento es
siempre positiva pero disminuye también con el tiempo.

Curiosamente, este modelo tiene la misma estructura qeg kel enfriamiento/calentamiento de
Newton, que dice que la rapidez con la que cambia la tempardtude un cuerpo es proporcional a
la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la tempexambientd;. Es decir,

T'(t) = r(T(t) — To)

Esta ley, fue determinada experimentalmente por Isaacdeye considera que proporciona aproxi-
maciones validas cuando la diferen€ia- T, es pequefa.

Modelo logistico modificado.En el modelo logistico se supone que la poblacion aumentadoua
hay pocos individuos. Pero no siempre ser pocos resultajesot Poblaciones muy pequefias pueden
tener dificultades para defenderse de los depredadorestesncpareja o localizar comida. Todo esto
se traduce en un menor éxito reproductivo o una mayor tassod@lidad, lo que puede conducir a
las poblaciones hacia valores criticos de extincion. Estio gue se conoce conadecto Allee Una
modificacidn del modelo logistico que tiene en cuenta esi@feno es la siguiente.

z!(t) = ra(t) <%to) - 1) (1 - %) 4)
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DondeK es la capacidad de alojamiento del medidiy es una constante que representa el valor
minimo de la poblacién por debajo del cual se extingue.

1.1. Ecuaciones diferenciales autobnomas (estudio cualitzo)

Las ecuaciones diferenciales consideradas en los cuatdelosoanteriores son todas del tipo
x'(t) = F(x(t)), dondeF : I — R es una funciérdefinida en un intervalo I que supondremos
con derivada continua Esta hipétesis garantiza la existencia y unicidad de lacgmh que pasa por
un punto dado. Son ecuaciones diferenciales (de orden anrtpjesla derivada de la funcidon solamente
depende de la propia funcién y no depende de forma expligila dariable independienteque suele
interpretarse como el tiempo. Dicho de otra forma, reptasesistemas cuya evolucién solo depende
de su estado actual. Tales ecuaciones diferenciales senkmbdnomas El estudio cualitativo de las
ecuaciones auténomas se centra emplotos de equilibriy suestabilidad

Los puntos de equilibrio de una EDO autbnomé& = F'(z) son las soluciones constantes de la
misma. Si una funcién constantgt) = «, es solucion, debe verificar qU&«) = 0. Los puntos de
equilibrio son, por tanto, las soluciones de la ecuaéién) = 0 y representan estados estables que no
cambian con el tiempo.

Las soluciones constantes correspondientes a los puntegudibrio dividen el plano en franjas hori-
zontales. Cualquier solucion no constante es estrictaen@ranotona y esta contenida en una de estas
franjas. En efecto, si no hay ningln punto de equilibrio es porquetaifin F' es siempre positiva, y
las soluciones seran estrictamente crecientes, o sierapgediva, y las soluciones seran estrictamente
decrecientes. Si hay puntos de equilibrig s una solucién no constante, entonces dicha funcién no
puede tomar ninguin valor que sea igual a un punto de eqoilibuies sio(c) es un punto de equilibrio,
por el punto(e, ¢(c)) pasarian las solucioneg:y la solucién constante = ¢(c), lo que contradice

la unicidad de la solucién que pasa por un punto. En consezules valores de deben permanecer
siempre en alguno de lastervalos abiertogleterminados por los puntos de equilibrio, y en dichos
intervalos la funcionF' no se anula por lo que sera siempre positiva 0 siempre naggtpor tanto,
comoyp’(t) = F(p(t)), ¢ sera estrictamente mondtona.

Seal uno de los intervalos abiertos determinados por los purgtes|dilibrio y seam, v soluciones
dez’ = F(z) tales queu(t1) = v(t2) € I. Entonces la funcién:(t) = u(t + t; — t2) es también
solucién de la EDx’ = F(x) y verifica quexz(t2) = wu(t1) = wv(t2), por lo que, en virtud de la
unicidad de la solucién que pasa [of, v(t2)), debe verificarse que(t) = v(t) para todo € R, es
decir,v(t) = u(t + t; — t2). Graficamente esto significa que la graficavdge obtiene trasladando
horizontalmente la gréfica de Por tanto conocida una soluciangue toma valores eh, las demas
soluciones que toman valores Eson de la forma(¢t) = u(t + h) dondeh € R, es decir, se obtienen
por una traslacion de la variable.

Recuerda que las funciones monétonas siempre tienengitaterales en todo punto aunque pue-
den ser infinitos. Sea : R — R una solucién no constante de la ecuacion autonoma F(x), y
supongamos qug toma valores en el intervaler, 5[ dondex y 8 son puntos de equilibriconsecuti-
vos Ental caso, los Iimitetsliinoo ©(t) existen y son finitos. Supongamos qgfinoo o(t) = L. Debera

sera < L < . ComoF es continua, se verificara QIEléi'Ern ©'(t) = F(L). Vamos a probar que
—+00

F(L) = 0lo que implica quel. = « 0 L = j. En efecto, aplicando el teorema del valor medip a
en el intervaldn, n + 1] tenemos quex(n + 1) — p(n) = ¢'(¢y), donden < ¢, < n + 1. Tomando
limites deducimos qué — L = F(L), es decirF'(L) = 0. Por tanto)as soluciones no constantes
definidas erR, de la ecuacion autbnomd = F'(x) tienden asintdticamente a puntos de equilibrio de
dicha ecuacién o bien & oo.

Seaa un punto de equilibrio de la ecuacion auténama= F'(z). Teniendo en cuenta el signo de
F alaizquierday ala derecha depueden darse las siguientes situaciones.

e F' es negativa a laizquierday a la derechaxdEn tal caso una solucién que empiece en un valor
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un poco menor qua sera decreciente y se alejaraddJna solucién que empiece en un valor un poco
mayor quex sera decreciente y tendera asintéticamente Se dice quex es unpunto de equilibrio
semiestable

e [’ es positiva a la izquierda y a la derechandés un caso parecido al anterior.

e I’ es negativa a la izquierda y positiva a la derechaxd&n tal caso cualquier solucion que
empiece en un valor cercanavase alejard de. Se dice quex es unpunto de equilibrio inestable

e I’ es positiva a la izquierda y negativa a la derechaxd&n tal caso cualquier solucién que
empiece en un valor cercanaaenderd asintéticamentena Se dice quer es unpunto de equilibrio
estable

Suele hacerse una representacion grafica, que recibe et@dediagrama de fasesque pone de
manifiesto la estabilidad o inestabilidad de los puntos ddlibgo. Para ello se procede como sigue:
se dibuja una linea vertical (u horizontal, eso va en gugtes)marcan en ella los puntos de equilibrio.
En los intervalos en quE(z) > 0 dibujamos flechas hacia arriba y en los intervalos enfgue < 0
dibujamos flechas hacia abajo. También se entiende poradiegie fases la representacion gréafica en
el plano(z, z’) de la funcionz’ = F(z). Los cortes de dicha grafica con el ejeson los puntos de
equilibrio de la EDz’ = F(z), y, a la vista de la gréfica, es facil clasificarlos.

Puesto que en un punto de equilibsice tiene qué’(a) = 0, el conocimiento del signo d&’(«)
permite clasificar el punto de equilibrio.

¢ Si F'(a) < 0, entonced” es decreciente en un intervalo abierto que contiengr lo queF’ es
positiva a la izquierda de y negativa a la derecha deg por tantoa es un punto de equilibrio estable.

e Si F’(«a) > 0, entonced’ es creciente en un intervalo abierto que contieng gor lo queF’ es
negativa a la izquierda dey positiva a la derecha de por tantox es un punto de equilibrio inestable.

Para estudiar laoncavidad y convexidadk las soluciones de la ED = F'(x), tenemos en cuenta
quez” = F'(z)z’ = F'(z)F(x). Por tanto en los intervalos en los gbi&z) F'(z) > 0, las soluciones
seran convexasy en los intervalos en guéxr) F'(x) < 0 serén concavas.

Las soluciones de la ecuacidt(xz) = 0 queno sean puntos de equilibrien las queF’ (z) F(z)
cambia de signo determinaiveles de inflexionpara las soluciones. Observa gtietiene signo cons-
tante en los intervalos determinados por los puntos deikdail los niveles de inflexion.

Ejemplo 1. Consideremos la ED de Malthu$(t) = rz(t) 0, simplemente;’ = rz, donde suponemos
quer > 0, que es una ED autébnomé = F(x) conF(x) = rz. Puesto que la funci6f es derivable
con derivada continua se verifica el teorema de existenamcjdad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La Unica solucion B#éx) = 0 esz = 0 que es el nico punto de equilibrio de
la ecuacion.

2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Cofi(z)=r> 0y, en particularF”’(0) =r >0, el punto
de equilibrioz =0 es inestable.

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintéticcedesbluciones. El punte = 0 determina
dos intervalos abiertd® ~ =] — oo, 0] y R™ =]0, +oc[; en cada uno de ella tiene signo constante.
Tenemos qué’ es positiva el y negativa elR~. Por tanto, las soluciones de la ecuacién, distintas
de la soluciéne = 0, 0 bien son siempre positivas y estrictamente crecientesrodmn negativas y
estrictamente decrecientes.

Si z es una solucién positiva (resp. negativa) se tienetqﬁﬁ z(t) =0y . h'r+n z(t) = 400
——00 —+o00

(reSp.ti}Enoo l‘(t) =0 y ti}inoo Z(t) - 700)'

4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Catfe= 2z, las soluciones positivas son convexas
y las negativas son concavas. No hay niveles de inflexion.

Podemos resumir toda esta informacion en la siguiente gréafic
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Ejemplo 2. Consideremos la ecuacion logistica

z'(t) = rz(t) ( — %) (r>0,K>0) (5)

0, simplementey’ = rz (1 — %) que es una ED autbnomd = F(z) conF(z) = rx (1 - %)
Puesto que la funcidi es derivable con derivada continua se verifica el teoremaxid¢éencia y

unicidad para el problema de Cauchy.

1) Puntos de equilibrio. La soluciones de la ecuadifm) = 0 sonz = 0y x = K que son los Unicos
puntos de equilibrio de la ecuacion.

K K
F’(0)=r>0, el punto de equilibria:=0 es inestable. Comb’(K) = —r < 0, el punto de equilibrio
x=K es estable.

2 2
2) Estabilidad de los puntos de equilibrio. Cofi§(x) = r — T, <1 — —m> Yy, en particular,

3) Intervalos de monotonia y comportamiento asintoticcadesbluciones. Los punto=0y z = K
determinan tres intervalos abierths=] — oo, 0[, Iz =]0, K[y I3 =] K, +oo[; en cada uno de ellas
tiene signo constante. Tenemos ques negativa e, positiva enl, y negativa enls. Por tanto, las
soluciones de la ecuacidn con valores/eison negativas y estrictamente decrecientes, las soligione
de la ecuacioén con valores &nson positivas y estrictamente crecientes, y las solucidaé&secuacion
con valores erfs son positivas y estrictamente decrecientes.

4) Concavidad y convexidad de las soluciones. Como
2" = F'(x)2' = F'(2)F(2) = r’z (1 - 2_30) (1 - ﬁ)

Las soluciones con valores dp son céncavas, las soluciones con valoredseson convexas y las
soluciones con valores €i pasan de convexas a concavas en un ptip@ra el que(t) = K/2.
Deducimos que hay un nivel de inflexian= K/2. Es el Unico nivel de inflexion ya que los demas
valores que anulana&’ son los puntos de equilibrio.

Podemos resumir toda esta informacién en la siguiente grafic
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—

A—— =K

r=5

————/‘ J—

———————4 z=0
\’

2. Técnicas analiticas

2.1. Ecuaciones de variables separadas

Se llaman asi las ecuaciones que pueden escribirse en la form
P(t)+Qy)y =0+ P(t)dt +Q(y)dy =0 (6)

Es decir, el coeficiente dét es solo funcién der, el de dy es sélo funcion dey. SeanG(t) y H(y)
primitivas deP(t) y Q(y) respectivamente. Definamds(t, y) = G(t) + H(y). La solucién general
de () es la familia de curvas definidas implicitamente o, y) = C' dondeC' es una constante.
Pues siy = ¢(t) es una curva de esta familia se tendré que

Fla, (1) = C = 0 = < Fla, olt)) = ~ (G(0) + H(p(t)) = C'(1) + H'(p(1))/ (1) =

= P(t) + Q(p(t))¢' (1)
lo que prueba qug = ¢(t) es solucion def).

Reciprocamente, supongamos gue- ¢ (t) es una solucion des) definida en un intervald. Se
tiene entonces que

0= P(t) + QUi (1) = P, (1)) Vael = Fla,u(t) =C Vel

Si la funcion@(y) no se anula en su intervalo de definicion, entonces la funéi@y) es inyectiva
por lo que existe su invergd—! y (en teoria) podemos despejaren la igualdadd (y) = C — G(t)
obteniendoy = H~1(C — G(t)).

En la préactica se sobreentiende todo lo anterior y la satugéheral def) se expresa simplemente
por
[P@dt + [ Qy)dy =c

que es otra forma de escriblf(t,y) = G(¢t) + H(y) = C.

Observa que las ecuaciones autbnomas son ecuacionesatdesmseparadas.
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Ejemplo 3. Vamos a calcular la velocidad critica de escape de la Tiernandobjeto de masa (en
kilogramos) suponiendo que la Unica fuerza que actia sotine duerpo es la atraccion gravitatoria
de la Tierra. Tomaremos como valor del radio de la Tiétra 6371 Km.

Se trata de calcular la velocidag con la que hay disparar verticalmente dicho objeto para que
permanezca alejandose de la Tierra indefinidamente.

Como el movimiento y la accion de la fuerza tienen lugar enresta que pasa por el centro de
la Tierra, elegimos un sistema de referencia con origen @erdro de la Tierra de manera que el
movimiento tiene lugar en el efeZ de dicho sistema. De esta forma podemos prescindir deltearac
vectorial de las magnitudes implicadas y trabajar solaeneot sus modulos.

Cuando el objeto se halla a una distankigen metros) del centro de la Tierra la fuerza de atraccion
gravitatoria que la Tierra ejerce sobre el mismo es propoatia su masa e inversamente proporcional
a h?, es decir, de la formd'(h) = km/h*. Como F(R) = m g (el peso del cuerpo en la superficie de
la Tierra), deducimos qué = gR?y, por tanto,F'(h) = m gR?/h?, donde suponemo& expresado
en metros. Sean(t) la distancia del objeto al centro de la Tierraryt) = h’(t) su velocidad en el
momentor.

Teniendo en cuenta que la aceleracion es la derivada dedeid&tl respecto al tiempo y que la
fuerza ejercida se opone al movimiento, la segunda ley dedwemos dice que
dv m gR? dv

_ h'(t)
" wor e

(h(t))?

2 N'(1) _ 2
—gR (h(1)? = vdv = —gR

gue es una ecuacion de variables separadas cuya soluair@ndada por

fv dv = —gRQJ (Z;E;;Q dt +C

dt

y deducimos que

1
2 _ 9 R2_—_
v gR h(t)+c

Como para = 0 esh(0) = Ry v(0) = v, Se sigue qué' = v3 — 2gR. Luego
1
(v(t))? = QQRQW +v2 —29R

Puesto que debe verificar§é1’£rn h(t) = +oo, deducimos que lim (v(t))? = v3 — 2gR, lo que
—4o00 —+o0

implica quev — 2gR > 0, es decirpg > 1/2gR = 11180m/s= 11, 18 Km/s.

2.2. Ecuaciones lineales

Son de la forma

y'(2) + a(@)y(z) = b(z) 7)
dondea y b son funciones reales (o complejas) continuas definidas etemalo 7. Vamos a probar
que dados €1, yo €R, hay una Unica funcién derivable: I — R que es solucion de la ecuaciaf) (
y verifica quey(xg) = yo.
Notemos A la primitiva dea que se anula eng:

Ax) = Ja(s) ds (z€l)

Multiplicando los dos miembros de la ecuacidhgor e () obtenemos:

Y/ (@) e ) ta(x) e A0 () = e A b(a)
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ecuacién que, poniendo(z) = y(x) e, puede escribirse’(x) = ¢(*) b(x) y, como debe ser
¢(z0) = y(z0) = Yo, S€ tiene que:

() = yo + [ b(t) dt.

Zo

Concluimos que la funcion

y(z) = e Al <yo + jeA(t) b(t) dt) (8)

Zo

es una solucioén de la ecuacidf) Que verifica la condicionp(z¢) = yo. La unicidad es consecuencia
inmediata de la forma en que hemos obtenido dicha solucién.

Otra forma de resolver esta ecuacion es el método conocidoariacion de constante€onsiste
en lo siguiente.

Primero se calcula la solucion general de la ecuagith a(x)y = 0, que e e~ Ja@)dz donde
C' es una constante arbitraria. Seguidamente se forma lafupei) = C(z) e~ J (*) 4% donde hemos
sustituido la constant& por una funcién desconocid@yz), que se calcula imponiendo qyér) sea
solucion de la ecuacion dada. De esta forma se obtiene

C(x) = jb(m) ela@dz g 4 ©
lo que nos vuelve a dar como solucién general de la ecuaciéalli

y(z) = ¢ Jal@)de (f b(z)el o@de qg 4 C)

Ejemplo 4. Consideremos un depdsito que inicialmente contiene ummaiugual a/ litros de agua.

A partir de ese instante, en el depdsito enftditros por minuto de agua contaminada gomiligramos

de mercurio por litro y sale/ litros por minuto. Se supone que en cada instante la coraéditrde
mercurio en el depésito es uniforme. Queremos calculamtdzd de mercurio que hay en el depdésito
en cada momento.

En cada tiempo (en minutos) se¥ (¢) el volumen de agua (en litrosy&t) la cantidad de mercurio
(en miligramos) que hay en el depdsito. Tenemos §ie) = V, + t(L — M). Para calculag(t)
debemos tener en cuenta que la concentracién de mercurioesirhda es constante iguap gero
no asi en la salida. La concentracion de mercurio en el depésiel tiempa es igual ay(t)/V (t);

t
por tanto, la cantidad de mercurio que ha salido del depégitl tiempa: es igual aMf ‘?i((s)) ds.
S
0
Deducimos que
t
y(s)
ty=pLt—M d
y(t) =p f i
y derivando obtenemos
M
(¢ —y(t)=pL
y()+vo+t(L7M)y() p
Se trata de una ecuacion lineal coft) = ﬁ y b(t) = p L. Supuesto qué. # M se
tiene
t M
M M L—M\T-™
At) = = 1 L—-—M))—-1 =In{1
(t) OJVOH(LM)(“ LM(n(VOth( ) n(Vo)> n(+t 7 )
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y teniendo en cuenta) y haciendo unos sencillos calculos, obtenemos que laiéolagie verifica
y(0) = 0 viene dada por

(t) = V(1+tL_M) 1(1+1tL_M)ﬁ
A= e Vo Vo

SiesL = M se obtiene

y(t) =pVo(1— e Lt/Vo )
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