Tema?. Integracion de funciones continuas

Area del conjunto limitado por una gréfica. Seaf : [a,b] — R notaremos po&(f,a,b) el conjunto
limitado por la gréafica dé, el ejeOX y las rectax =a, x=b.

Figura 1: El conjuntds( f,a,b)

Queremos calcular el area de dicho conjunto. Para ello,goarse divide el intervalfa,b] en un
numero finito de subintervalds,_1,X], 1 < k< n, cuyas longitudes pueden ser distintas y con la Unica
condicion de que no se solapen:

A=X < X1 <X <+ <Xn-1<Xn=Db

Se dice que estos puntos constituyen padicion de(a, b].

Dada una particioR = {a = Xg, X1, X2, . .., Xn—1, Xn = b} del intervalda, b}, definamody = maxf xx_1, X,
mx = minf[x¢_1,X]. Los nUmeros

S(LP)= 3 M~ Xcn), 1(P)= 3 M~ 1)
k=1 k=1

se llaman, respectivamengema superiory suma inferior de f para la particiorP.

Cuando la funciorf es positivay las longitudes de todos los subintervalos de la partisginsuficientemente
pequefias, el nUmef f, P) es unvalor aproximado por excestel area de la regioB( f,a,b), y el nimerd (f,P)
es unvalor aproximado por defectdel &rea de la regio6(f,a,b).

77?&

a b a b
Figura 2: Aproximaciones del area por defecto y por exceso
La integral como area.Si f es una funciércontinua y positivaen [a, b, se verifica que las sumas superiores e
inferiores se aproximan tanto como queramos a un valor coBgidecirhay un Unico nimero &n la propiedad

de que para toda particidhdel intervalo[a, b] se verifica que

I(f,P) <S<S(f,P)
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Integrales 2

Dicho nimero es, por definicion, ehlor del area del conjuntoG( f,a,b), y escribimos:

Cuando la funciérf toma valores positivos y negativos, el nimg&té, P) es unvalor aproximado por exceso
del area de la parte d&(f,a,b) que esta en el semiplano superior (dorfides positiva) menos el area de la parte
deG(f,a,b) que esta en el semiplano inferior (dontles negativa), y el nimeid f,P) es unvalor aproximado
por defecto

Figura 3: Aproximacion del area por sumas inferiores y sopes

Partes positiva y negativa de una funciénCualquier funciénf puede escribirse como diferencia de dos funciones
positivas:
00 = TOETO0 _ mag£0),0)

f=(x) = W = max{—f(x),0}

Es claro quef (x) = f*(x) — f~(x) y quef*(x) >0, f~(x) > 0.

Lafuncionf' se llamgparte positivade f, y la funciénf ~ se llamaparte negativade f. Como consecuencia
de las definiciones dadas(x)| = f*(x) + f~(x). Si f es continua también* y f~ son continuas.

y="f"(x)

m ) (\ =1

a b a b a b

Figura 4: Partes positiva y negativa de una funcién

La integral como area con signo.En el caso general en que la funcion contifuéome valores positivos y
negativos se define la integral fleen [a, b] como el nimero:

b

[fogax= ff*(x)dx—jbf’(x)dx

a a
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Propiedades bésicas de la integral.

Linealidad.
b b

b
[(@f(x)+Bo(9)dx =a [(x)ax+B [g(x)dx.

a
b b
Conservacion del orden Si f (x) < g(x) para todak < [a, b] entoncesff (x)dx < fg(x) dx.
a a

En particular

b
< 11 (9/ax

Sumas de RiemannDada una particioR = {a= Xo, X1, X2, . .., X1, %n = b} del intervalo[a, b], elegimos en cada
subintervalo un punttx € [x-1,X], ¥ se forma el rectangulo cuya base es el inter{lo;, x] y altura igual a
f(t). El nmero

cmm=éﬂwmfmn

se llamauna suma de Riemantke f para la particiorP.

Puesto que para todpe [x-1,X] esmk < f(t) < M, deducimos que para toda suma de Riemanif,P),
de f para la particiérP se verifica que

I(f,P)<o(f,P) < §f,P)
Por tanto, las sumas de Riemann sirven para aproximar igraht&sta claro que estas aproximaciones son tanto
mejores cuanto mas pequefios sean los intervalos de ladrartic
Teorema de convergencia de las sumas integraleSeaf : [a,b] — R una funcién continua. Para cada N
. -y - b—a

consideremos la particid®, de [a, b] definida por los puntos, = a+ kT’ k=0,1,2,...,ny seac(f,R,) una
suma de Riemann paRy. Entonces se verifica que

b
lim 1 (£,Py) = Iim (£, Py) = Iim S(f, Py) = [ (x)dx @)

n—oo
a

Las sumas de Riemann proporcionan una estrategia paragepobblemas que puede resumirse aEmpre
que la solucién aproximada de un célculo venga dada por una swa de Riemann, la solucion exacta sera la
integral correspondiente

v
Convenio.A veces hay que considerar integrales de la fofnfegt) dt dondeuy v son puntos de un intervalo. El
u

convenio que se hace es que:

jvf(t)dt:—juf(t)dt

Teorema Fundamental del Calculo.Seaf : | — R una funcién continua en un intervalpa un punto dd, y
definamosF : | — R por:

F(x) = ff(t)dt vxel @)
Entonces es derivable ey F'(x) = f(x) para todxel.
Observacion importante. En la igualdad ) la variable es x — el limite superior de la integral. Por ess,
obligado no usar la misma letra x como variable de la funcié@nfel integrando. Fx) es la integral de la funcién

f en el intervalda, X].

Dada un funcionf : [a,b] — R, cualquier funciérF : [a,b] — R que sea continua €g, b|, derivable erja, b|
y verifique queF’(x) = f(x) para toda €]a, b, se llama una@rimitiva de f en el intervalda,by.
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El teorema fundamental del Célculo nos dice tpda funcidn continua en un intervalo tiene primitivas en
dicho intervalo.

Regla de Barrow.Seaf : [a,b] — R y supongamos qu€ es una primitiva dé en([a,b]. Entonces:

Demostracion SeaP, = {Xo,X1,X2,..., Xn} la particion de[a,b] enn intervalos de igual longitud. Aplicando el

teorema de valor medio, tenemos que:

F(b)—F(@) = 3 (FX)—F(t 1) = 3 F0) 0% 1) = 3 F(t00%—Xc1) = o(F, o)
=] k=1 k=1
Pero por 1) sabemos que(f,R,) — J"abf, por lo que obtenemos qigb) — F(a) = fabf a

Derivacion de funciones definidas por integralesPara derivar funciones de la forma

(9
H(x) = jf(t)dt

«Q

dondef es una funcién continua g es una funcién derivable, se aplica el teorema fundameatalaiculo y la
regla de la cadena para derivar la funcion compudgta = F(g(x)), donde

Tenemos que:
H'(x) = F'(9(x))g'(x) = f(9(x))g'(x)

Integrales impropias de RiemannSeaf :]a,c] — R una funcién continua en el intervdla c], donde suponemos
queceR, y quea un nimero real menor queo biena = —oo. Se define la integral impropia de Riemannfde

en]a,c] como el limite:
C o}

jf(x)dx:m f(x) dx
a t

Supuesto, claro esta, que dicho limite exista y sea un nireatcen cuyo caso se dice también que la integral de
f es convergente €n,c|.

Seaf : [b,d[— R una funcién continua en el intervalo, d], donde suponemos ghec R, y qued un nimero
real mayor qué o biend = +o00. Se define la integral impropia de Riemannfden [b,d[ como el limite:

d t
0 abc =lim [ F(x) cx
t—d
b b
Supuesto, claro esta, que dicho limite exista y sea un nireatcen cuyo caso se dice también que la integral de
f es convergente €b,d|.
PX)
Las integrales impropias de la form§ m dx donde Py Q son funciones polinémicas cax)@: 0 para
a

todo x> a ygradqQ) > gradqP) + 2 son convergentes

Céalculo de primitivas

Vamos a ver algunos tipos de funciones elementales cuyagtipas también pueden expresarse por medio de
funciones elementales y pueden calcularse con procedipsiems 0 menos sistematicos.
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Para representar una primitiva de una funcf¢rse usa la notaciéff(x) dx. La integral de una funcién en

b
un intervalof f(x)dx se llama a vecentegral definida” de f (y es un nimeio El simbolof f(x)dx se llama

a
también‘integral indefinida” o, simplementeintegral” de f (y representa una primitiva cualquiege f).

En los simbolos| f(x)dx o j; f(x)dx la letra X" puede sustituirse por cualquier otra, y el simbolx™d
(que se leédiferencial x") sirve para indicar la variable de integracion. Esto es mntilgida funcién f contiene
parametros. Por ejemplo, son muy diferentes las integfatédx y [ xdy.

Te recuerdo también que,ys= y(x) es una funcion dg, suele usarse la notacioly & y dx, que es Util para
mecanizar algunos célculos, pero que no tiene ningln sigdifi especial: es una forma de indicar gues la
derivada dey respecto .

Tabla de primitivas inmediatas

[t (k= fé"ff (aeR,a#—1)

(%) dx={ In(f(x)), si f(x) > 0; }zln(\f(x)|)
X

In(—f(x)), sif(x)<DO.

%
(%)
)

A
=
=
X
x
=
=
X
x
o o
X
[
|
(@]
o
pry
=
=
X
x
=

x = ser(f(x))
)dx = In|seq f(x)) +tg(f(x))]
jcoset@f(x))f’(x) dx = In|cose¢f (x)) —cotg( f (x))|
jseé(f(x))f'(x) dx = tg(f(x))

| cosed(f(x))'(x)dx = —cotg( (x))
[tg?(£00) 1/ (x) dx = tg(f (x)) — F(x)
| cotd?(f(x))f'(x) ax = —cotg( f (x)) — (x)
f/(x) 1 f(x)
jmdx = aarcth
f(%)

f/
j & dx = arcsenT

Integracion por partes.

Lo que suele escribirse en la forma:

fudv = uvffvdu

Y para integrales definidas:

b b
fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x) |ZZ — jv(x) u'(x) dx
a

a

Casos en que se usa la integracion por partes.

e Para calcular una integr§| f(x)dx en la que la derivada dgx) es mas sencilla que la propia funcién, como
es el caso de In arcserx, arctgx. Se eligeu(x) = f(x).
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Ejemplo.

1
u=arctgx — du = —— dx
farctgxdx: o 1+ %2 :xarctgxffl X 5 Ox =
dv=dx - v=x T

1
= xarctgx+ > log(1+x2)

e Cuandof(x) es de la formaP(x)e®, P(x)ser(ax), P(x)cogax), dondeP(x) es una funcién polinébmica. En
todos los casos se eliggx) = P(x) y se obtiene una integrdkl mismo tipo que la primera pero con el grado del
polinomio rebajado en una unida&l proceso se repite tantas veces como sea necesario.

Ejemplo.

X
= P(x)e% - % [Peax

X

P(x) ™ dx =
I () dv:eaxdxav:e%

u=P(x) = du =P'(x) dx]

e Cuando la integraf v(x)u'(x) dx es parecida a la de partida, de forma que al volver a apliganoekso la
integral de partida se repite y es posible despejarla deiéddgd obtenida.

Ejemplo.

1

u=cogInx du = — - ser{Inx) dx

jcos(lnx)dx: nx) - X r(in) =
dv=dx -v=x

=xcogInx) + fser(lnx) dx = [

u=ser(lnx) — du = )%cos(lnx) x|
dv=dx - v=x

=xcogInx) + xser(Inx) — jcos(lnx) dx
deducimos qugcos(lnx) dx = )—Z((cos(lnx) +sen(Inx)).

Integracién por recurrencia. La técnica de integracion por partes permite en algunasoressrelacionar una
integral de la formd, = [ f(x,n)dx en la que interviene upardmetro n (con frecuencia un niimero natural) con
otra del mismo tipo en la que el parametro ha disminuido erowerados unidades.

Las expresiones asi obtenidas se llaft@mulas de reduccion o de recurrenciay permiten el calculo efec-
tivo de la integral cuando se particularizan valores dedupatro. Los siguientes ejemplos son ilustrativos de esta
forma de proceder.

Ejemplo.

u=x"—>du=nx"?

1
Ih= [ x"e™dx= { oax X] = 2 ("™ nly)

dv=e**dx—v=—d
a

Integracién por sustitucion o cambio de variable.

bf o _ | ¥=90, &x =g (bt d
Jroo= .o bg)

Para el caso de integrales indefinidas este proceso dessidstise representa de forma menos precisa y se escribe
simplemente

X:g(t) ’
jf(x) dx = {dx g,(t)dt} :ff(g(t))g (t)dt

Pueden hacerse cambios de variable en integrales impramihsso puede ocurrir que al hacer un cambio de
variable en unéintegral corriente” obtengamos unantegral impropia”.
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Ejemplo. Con frecuencia se hacen cambios de variable para quitaatadi

2
2 /4
=2tgt, dx = —~
J‘#dxz X gt, ox cot :}J‘Edt:
2+ 4 4n/esen°-t

2/V3 2/V/3=2tg(1/6), 2= 2tg(Ti/4)
_ 1 _2-y2
S Alsert|, 4
Ejemplo.
X=tgt
1 1+coq2t)
—— o dx = = Stdt = | ———"Ldt =
j(1+x2)2 X [dx Ldt] Jeo J 2
ot
1 1 1 1 1 1
= St+ Zser(Zt) = St+5sercost = St+ Etgtcoszt =
= }arct + 1
¥ e
Luego
1 1 1 x
I7(1+x2)2 dx = Earctgx+ 2102 (3)
Ejemplo. Un cambio de variable en una integral impropia. Considessiamtegral:
b
N
o V(x—a)(b—x)

Suponemos qua < b. El cambio que hacemos consiste en llevar el interyald, 1] al |a, b[ por una biyeccion
del tipog(t) = at + . Las condicioneg(—1) = a, g(1) = b nos dan quer = (b—a)/2, = (b+a)/2. Con ello:

b 1 x=g(t), dx:b;a foodt

[————x= 2 |=[—o—=—=mn

a Vx=a)b=x) a=g(-1),b=g1) ] =2Vt

Integracion de funciones racionalesDadas dos funciones polinémidaé&) y Q(x), queremos calcula] % ax.
Si el grado dé® es mayor o igual que el d@, podemos dividir los dos polinomios obteniendo

P(X) G
—Z —H(X)+ ——
Q0 "

dondeH (x) y G(x) son polinomios y el grado d& es menor que el grado @&

Por tanto, en lo que sigugipondremos que el grado de P es menor que el grado. &igdndremos también
que el coeficiente lider del polinomio Q &sy queP y Q no tienen factores comunes, es decir, no se anulan
simultdneamente.

P()

La técnica para calcular la integral consiste en descomparﬁmccnonw en otras més sencillas llamadas

fracciones simplesHay varias formas de hacerlo. Nosotros vamos a seguir eegimiento de logoeficientes
indeterminados

Lo primero que hay que hacer es descomponer el denomir@@dgren producto de factores irreducibles
linealesx — a y cuadraticos< + bx+ ¢ sin raices realef — 4c < 0). Estos factores puede aparecer repetidos.
Cada raiz reat de orden o multiplicidad da lugar a un factor del tiptx — o )¥. Cada raiz compleja junto con su
conjugada de multiplicidag dan lugar a un factor del tipo? + bx+c)P.

P()

Se iguala—— a una suma de fracciones simples.

Q(x)
Por cada raiz real de Q(x) de multiplicidadk debemos poner una sumaldfracciones de la forma:
Aj

k
2, x-a)
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Para cada raiz compleja de multiplicidadlebemos poner una suma pl&acciones del tipo:

P Bjx+C;
S ———
]; (X2 +bx+c)!
Los coeficiented\;, Bj, C; se calculan multiplicando por el denominador e identificatus coeficientes de las

mismas potencias de Eso conduce a un sistema de ecuaciones lineales con tacdgsitas como el grado del
denominadogue siempre tiene solucion Gnica

(b —4c < 0)

Sdlo nos queda calcular las integrales de las fracciongdesmbtenidas.

A
—— dx = AlIn|x—al.
- [ = x—al

B
f X*C 4y dondeb? — 4c < 0. Siempre se puede escribifr+ bx+c = (x—d)?+k? conk > 0, con lo

X2 +bx+c

gque descomponemos nuestra integral en dos:

[ Bx+C _I BX+C jwdxz
2+ bx+c +k2 (x—d)?+k2
j +k2 X+I(><E+)28+dk2dxz
:EIn((xfd) +k2)+(C+Bd)f(x,;ﬁ:
- gm (x—d)?+K) + Cin arctg(%) :

Cuando hay raices multiples, aparecen también otros dmsdmfracciones elementales.

. . A . . -
e Fracciones del tlp?x—a)k dondeke Ny k > 2, correspondientes a raices reales multiples, las cualefsaten
dificultad pues

A o A 1
°j(x—a)k X Tk 1x—aFt

. Bx+C . . . L -
e Fracciones del tlp0(2+b7+) dondeke N y k > 2, correspondientes a raices imaginarias multiples, la

integracion de las cuales puede hacerse mediante una &dmuécurrencia.
Ejemplo. Calcula la primitiva

B j 23 —42x—5 dx

) (x+2)(x—1)2(x2 — 4x+7)
Y usa el resultado obtenido para calcular la integral:

+00

23— 42x—-5 dx
Zj (X+2)(x—1)2(x2 — 4x+7)

Observa que ya nos dan hecha la descomposicion en factbdeEndeninador
Q(X) = (x+2)(x—1)2(x® — 4x+7)

Tenemos que-2 es una raiz simple, 1 es una raiz doble, y el trinaxfie 4x + 7 tiene discriminant®? — 4ac =
16— 28 = —12 negativo. La descomposicién en fracciones simples ez fderha

23 —42—5 _ A . B _C  DxtE
(X+2)(Xx—1)20@ —4x+7) x+2 x—-1 (x—1)2 x2—4x+7

Multiplicamos por el denominadd@®(x) para obtener

23— 42X —5=A(X— 1)3(X*— 4x+7) + B(X+2) (X — 1) (X* — 4X+ 7) + C(X+ 2) (X* — 4x+ 7) + (DX + E) (x + 2) (x — 1)? 4)
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Aqui, tanto a la izquierda como a la derecha, tienes dos guolizs de grado 4 (los coeficientes xfey de x*

a la izquierda son 0). La forma de proceder es desarrollaolglgmio de la izquierda e identificar coeficientes,
pero como eso es un trabajo molesto podemos intentar algiajos. Ten en cuenta que la igualdddl rfo es
una ecuacion sino una identidad, por lo que debe cumplirgashi@ que hagas. Por ejemplo, podemos calcular
directamente el valor d& haciendak = —2, con lo que obtenemds= 1. También podemos calcular directamente
C haciendox = 1, con lo que obtenemds = —2. Para igualar los coeficientes de los términos indepetedien
hacemosx = 0 y obtenemos-5 = 7A— 14B + 14C + 2E. SustituyenddA = 1, C = —2, y simplificando, resulta
8= —7B+E. El coeficiente de&* a la derecha se calcula faciimente yesB+D, luego debe ser& A+B+D, es
decirB+D = —1. Nos falta una ecuacion. Para obtenerla podemosxdemaquier valor distinto de los anteriores;
por ejemplox = 2, con lo que, después de simplificar, obtenemes3B + 2D + E. Debemos, por tanto, resolver
el sistema de ecuaciones lineales

B+D=-1
—~7/B+E=8
3B+2D+E =6

Facilmente obtenemdd=0,D = —1, E = 8. Por tanto

23 —42x—5 1 2 —X+8
f(x+2)(x—1)2(x2—4x+7) dx_jx-i-zdxij —12dX+Ix2—4x+7dX_

X+ 8
= Infx+2+ = +sz i

Para calcular la ultima integral, hacemos que en el numergsirezca la derivada del denominador, para lo que
hay que hacer algunos ajustes

—x+8 1 .5 1
- dx = x:——lnx —AX+7)+6 | ———=dx
Ix2—4x+7 ZI 4x+7 2 ( N+ fx2—4x+7

Para hacer esta ltima integral, escribimbs- 4x+ 7 = (x— 2)? + 3 y obtenemos que

I;dxff#dx 1 arct x-2
X—4x+7 J (x—2)243 V3 g V3
Luego

23 —42x—5
j (X+2)(x—1)2(x2 — 4x+ 7)

2 1
=Inix+2+- = -3 INOE — 4x+7) +2\/_arctg(

: )

Observa que la integral

- 23¢—ax-5
jx—i-Z)(x 120¢ —ax17) X

es convergente, pues el denominador no se anulaxpai® el grado del denominador es 5 y el del numerador es
2,y 5—2> 2. Definamos

_ 2 1 .5 = X—2
FO) =Infx+2/+ = = SIn( ~4x+7) +2¢3arctg(w)

Tenemos qud = XLIT F(x) — F(2). Para calcular este limite debemos escribir la difereneiéodaritmos que
aparece efr (x) de forma apropiada.

1, X+2
Injx+2| - 5In(x —4x+7) =In (\/ﬁ)

Por tanto

X+2 2 X—2
F(x)=1In 2V 3arctgl —=
W=n( ) B avaae* )

Deducimos que

J= lim F(x)—F(2) =v3m—In (i +2

L %)
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Integracioén por racionalizaciéon. Acabamos de ver que la primitiva de una funcién racional prerpuede expre-
sarse mediante funciones elementales.

Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones mmaées cuyas integrales se pueden transformar,
por medio de un cambio de variable, en integrales de funsiomeionales. Se dice entonces que la integral de
partida se haacionalizadoy esta técnica se conoce coffistegracion por racionalizacion’

En lo que sigue, representaremos Pote R(x,y) una funcién racional de dos variables, es decir, un cocidate
funciones polindmicas de dos variables.

Integracion de funciones “racionales—trigonométricas”.Las integrales del tipo
f R(serx, cosx) dx

dondeR = R(x,y) una funcion racional de dos variables, se racionalizan tearebio de variabld = tg(x/2).
Con lo que

2t 12 _2dt
12 T e *“1ye

SenX =

Con ello resulta:

2t 1-t2\ 2dt
IR(SGMCOSX)dX = [t=tg(x/2)} :IR<l+t2’ 1+t2) 1+t2

Esta Ultima es la integral de una funcion racional en la btgia que ya se sabe calcular.

Ejemplo.
dx cosxdx t2—1
= - 2—t|=...—
jsenx—tgx ISEWCOS(—SGW {tgx/ t} 23 o
1 logt 1 1
= F + T = 74':92()(/2) + Elog|tg(x/2)|

Hay algunos casos particulares que son muy frecuentes goédsay métodos mas convenientes que el anterior.

e CuandoR(— serx, — cosx) = R(serx,cosx) se dice quéR es par en seno y cosenoEn este caso es prefe-
rible el cambio tgx=t. Con lo que
1 dt
dx

t
Ve vizew e

En el caso particular de tratarse de una integral del tipo

fserﬁ‘x cos"x dx

SenX =

conny mnumeros entergsares es preferible simplificar la integral usando las identetad

1+ cosX 1—cosX
co§x:% ser‘?x:T.

e CuandoR(—serx,cosx) = —R(serx,cosx) se dice quéR es impar en seno’y el cambio cog =t suele ser
eficaz.

e CuandoR(serx, —cosx) = —R(serx, cosx) se dice quéR es impar en cosenoy el cambio sem=t suele ser
eficaz.

Ejemplo. Calcular | = jser?x cogx dx . Tenemos:

| = j(lfcoszx) cogxdx = fco§xdx fjcoéxdx =

1+cosX 1+cos X\ 2
[ ()

X senx 1

=5+ "2 (142 cos X+ cog 2x)dx =
:x+sen2<7§7} coszxdxlecost
4 4 2 4 2
_ X+senX senX x senk 1 (xf sen4<>
4 4 8 32 8 4
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Ejemplo.
cos’x 1—serfx) cosxdx = 112
[0 X g [ lsenxoomxdx_ [t esex | (1C g
serfx serfx dt = cosx dx t2
-1 -1
= — —t= —— —sen.
t sent
. serfx cosx . .
Ejemplo. Sea | = 17 dx. Se trata de una funcién par en seno y en coseno. Hacignddgx,
Serx+ cosx
obtenemos:

t2
- f (t+1)(t2+1)?2
El denominador tiene una raiz réat —1 simple, y una raiz complefa=i doble. La descomposicion en fracciones
simples es

dt

t2 A Bt+C Dt+E

CID@ L2 t11 €+l @112
Multiplicando por el denominador

t?2=At?+ 1)+ (Bt+C)(t+1)(t*+ 1) + (Dt + E)(t + 1)

Haciendat = —1 obtenemo# = 1. Haciendd = i obtenemos-1= (Di+E)(i+1) = —~D+E +i(E + D), por lo
que—1=-D+Ey0=E+D. Obtenemos asi qu2 = —E = % Igualando coeficientes dése tiene 0= A+ B,
luegoB = — . Hacienda = O resulta 0= A+ C+E, luegoC = }. Por tanto

t—1

1 1 1 1
I = ZInj1+t|— = In(1+t2)+ = S —=
4n\ +t 8n( +t)+4arctg+zf(t2+l)2dt

La dltima integral se calcula facilmente teniendo en cuknigualdad 8), y finalmente obtenemos

11+t
41412

1 1 1 1
| = Zln|t+1| - éIn(t2+1) - = Zln|sen><+cosx\ - Zcosx(serb(+cosx)

Aplicaciones de la integral

Principio de Cavalieri. El area de una region plana es igual a la integral de las londés de sus secciones por
rectas paralelas a una recta dada.

Célculo de areas planas. Regiones de tipo Supongamos qué, g son funciones continuas y llamem@sa la
region del plano comprendida entre las curyas f (x) ey = g(x) paraa < x < b. Se dice qu& es una region de
tipo I. Su &rea viene dada por

b
Q) = [1£(x) — g(x)] dx

Cuando la funciérf — g no tiene signo constante en el interv@dobl|, para calcular esta integral se descompone
dicho intervalo en intervalos en los que la funcibr g es siempre positiva o siempre negativa, lo que permite
quitar el valor absoluto en el integrando.

Célculo de areas planas. Regiones de tipo IBupongamos qug, g son funciones continuas y llamem@sa la
region del plano comprendida entre las cuvas f (y) y x = g(y) paraa < y < b. Se dice qu& es una regién de
tipo Il. Su area viene dada por

b
1t ) -awldy

La distincion entre regiones de tipo | y tipo Il es una cuesti@ conveniencia. No son conjuntos de distinta
naturaleza sino formas distintas de describir un conjudtm frecuencia una regién puede considerarse tanto de
tipo | como de tipo Il y hay que elegir la descripcién que maslifa el calculo de la correspondiente integral.

Basta cambiar la variabbepor la variabley para convertir una region de tipo Il en otra de tipo |. Geométr
camente, lo que hacemos es una simetria respecto a layrectalo que deja invariante el area. Por tanto, si en
un ejercicio resulta conveniente considerar la regién @rga quieres calcular como una region de tipo Il y te
encuentras mas comodo trabajando con regiones de tipad, @@s que en todas partes cambies los nombres de
las variables.
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Ejemplo. Vamos a calcular el area de la regi@rcomprendida entre la parabofa= x y la rectay = x — 2.

Calculamos los puntos de corte de la rec-
ta y la parabola resolviendo la ecuacién
x = (x— 2)?, cuyas soluciones san= 1,

b = 4. Puedes ver representada la region
Q en amarillo en la figura de la derecha.
Podemos consider& como una regién
de tipo I. La funcién cuya gréfica limita
a Q por arriba eg(x) = /x. La funcién
cuya grafica limita & por abajo viene
dada por

f(x){_\/)_( 0<x<1

CIx—2 1<x<4

En consecuencia

4

A@) = [lg0) — Tl dx = [(VR— (VR e+ [ (VR— (x-2))dk = 5

1

0 0

Observa que podemos v@rcomo unién

de dos regiones de tipo | como se indica

en la figura de la derecha. Y lo que he-

mos hecho antes ha sido calcular el area
de cada una de estas dos regiones.

También puedes considerar esta region
como una region de tipo Il. La curva que
limita esta region por la derechaes la gra-
fica de la rectx = y+ 2 y la curva que
limita esta region por la izquierda es la
gréfica de la parabobe= y?. La variable

y esta comprendida entrel y 2.

Q={(xy): Y <x<y+2 -1<y<2}

Tenemos que:

2
MNQ) = [(y+2-y)dy =
X1

o
<
Bp----------

Figura 5:Ejemplo de region de tipo |

9

Bp----------

Figura 6:Ejemplo de region de tipo II
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Longitud de un arco de curva.La longitud de una curva dada pgt) = (x(t),y(t)), a< t < b viene dada por

b
o) = [ VX O +y )2t

a

Para el caso particular de que la curva sea la grafica de ucdiiyn= f(x), esto eg/(x) = (x, f(x)), entonces su
longitud viene dada por

b
E(y):j\/l+f’(x)2dx

a

Calculo de volimenes.

Caélculo de volimenes por secciones planagl volumen de una region €R® es igual a la integral del area de
sus secciones por planos paralelos a uno dado.

Volumen de un cuerpo de revolucionLos cuerpos de revolucion son regionesRfeque se obtienen girando
una regioén plana alrededor de una recta llamada eje de gisosécciones de un cuerpo de revolucién por planos
perpendiculares al eje de giro son circulos o coronas eireslVamos a considerar varios casos particulares.

Método de los discos o de las arandelaEn este método se considersetciones perpendiculares al eje de giro
Seaf : [a,b] — R una funcion continua. Girando la region del plano comprmmdintre la curvg = f(x), el eje

de abscisas y las rectas= ay x = b, alrededor del ej©X obtenemos un sélido de revoluciéhcuyo volumen
viene dado por:

b
Vol (@) =t [ F(x)?dx

El volumen del sélido de revoluciéf, obtenido girando alrededor del €)X una region de tipo | definida por
dos funciones continuas,g: [a,b] — R tales que &< f(x) < g(x) para todax € [a,b], se obtiene integrando las
areas de las coronas circulares o arandelas de radio mt¢xjoy radio exteriorg(x), obtenidas al corta® por un
plano perpendicular al efeX en el puntax,0,0).

b
Vol (Q) =1t [ (g(x)? ~ f(x)?) dx

Figura 7: Método de los discos

Consideremos ahora un solido de revolucién obtenido girahetdedor del ej®Y una regiénR de tipo I,
definida por dos funciones continugsy : [c,d] — R tales que & ¢(y) < W(y) para todoy€ [c,d], es decirRes
la region

R={(xy):ye[c.d,o(y) <x<w(y)}
El volumen del sélido de revolucién resultange,viene dado por:

d

Vol(Q) = [ ((y)* - 6(y)*) dy

c
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Figura 8: Método de las laminas o tubos

Método de las laminas o de los tubos.

En este métodee consideran secciones paralelas al eje de gifonsideremos una funcion positifala, b] — R
y la regionG(f,a,b) limitada por la gréfica de dicha funcion y las rectas vertisal= a, x = b. Girando dicha
region alrededor del efoY obtenemos un sélido de revolucid®, cuyo volumen viene dado por

b
Vol (@) = 2t [ xF(x) ax.

a

Esto es lo que se conoce comeétodo de las laminas o de las capas o de los tuBasdes adaptar faciimente esta
expresion para el caso de que el eje de giro sea la rectaalarticc. En general, si notamos pB(x) la distancia
del punto(x, 0) al eje de giro, entonces:

b
Vol (Q) = 2nj R(X) f (x) dx

a

Caélculo de &reas de superficies de revoluciérgea f : [a,b] — R una funcién con derivada primera continua.
Girando la grafica de dicha funcion alrededor del @) obtenemos una superficie de revolucibnguya area

viene dada por:
b

A(T) = 2nff (X)y/1+ ' (x)2dx

a
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