Tema3. Funciones reales

Un conjuntol C R se llama urintervalo sisiempre que dos numeros estan/éndos los nimeros
reales comprendidos entre ellos dos también estah. &l conjunto vacio, @, se considera también
como un intervalo.

Ademas deR y de @, los intervalos de niUmeros reales son los conjuntosedescriben a conti-
nuacion.

Intervalos acotados que tienen dos puntos extrenyds(dondea < b son numeros reales):

[a,b] = {ze€R:a<z<b} (intervalocerradoy acotado)

Ja,b] = {re€R:a<z<b} (intervaloabierto)

[a,b] = {zreR:a<z<b} (intervaloabiertoaderechay cerrado aizquierda)
Ja,b) = {xeR:a<x<b} (intervaloabiertoaizquierday cerrado a derecha)

Intervalos no acotados que tienen un Unico punto extrem® llamadoorigendel intervalo:

]—o0,¢c] = {zxeR:x<c} (semirrectaabiertaa laizquierda)
] —o00,¢] = {zeR:x<c} (semirrectacerradaalaizquierda)
le, 400 = {xe€eR:z>c} (semirrecta abierta ala derecha)
[c,+00] = {xeR:xz>c} (semirrectacerradaa laderecha)

Reglas para trabajar con desigualdades

<y S~ rtz<y+z.
s Siz>0entoncesr <y < xz < yz.
s Siz<0entoncesr <y < xz > yz.

= zy > 0 si,ysoélosix ey son los dos positivos o los dos negativos. En consecuenaigsd
2
esz“>0.

1
s 2> 0 <— ;>0.

. 1 1
= Sizy > 0entoncese <y <— — < —.
Yy xz

Valor absoluto
El valor absoluto de un nimeroe R se define como el nimero:

|| = max {—z,z} = z siz>0
o T —2 o siz <0

Propiedades del valor absoluto

i) |z|=0si,ys6losiz=0,y]|z| >0 siz#0.
i) o] =] —a|y|2?| = |2]* = 2.
i) |zy| = |xllyl.

V) Jz|]<a<—= —a<z<a.

V) |z +y| <|z|+ |y| ylaigualdad se da si, y s6lo siy > 0.

Vi) ||a:| - |y|\ | — y| ylaiigualdad se da si, y sélo siy > 0.
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Funciones reales 2

Notacion
Representaremos p&" el conjunto de los nimeros reales positivos, es detir=]0, +oco[. Repre-
sentaremos pdR~ los nimeros reales negativos, es deRir, =] — oo, 0[. Observa que € no es
positivo ni negativo.
Concepto de funcion
SeanA y B dos conjuntos. Una funcién dé en B es unaregla quea cada elemento dd asocia un
Unico elemento dé3. Simbdlicamente escribimos:

f:A— B

para indicar qug es una funcion definida e# con valores erB.
El conjuntoA recibe el nombre ddominiode la funcién.

Las funciones cuyo dominio es un subconjunt®deque toman valores reales se llanfanciones
reales Son las que vamos a considerar en todo lo que sigue.

Simbélicamente escribiremos:
f:A—R

para indicar qug es una funcion real definida eh
Para cada € A representamos pgfi(z) el nUmero que se obtiene evaluanten .

Dos funcionesf y g son igualesuando tienen igual dominioy f(xz) = g(z) para todaz en el
dominio comun.

El convenio del dominio

Cuando una funcién se define mediante una férmula:
f(z) = férmula

y el dominio no es explicito, se entiende que el dominio esaglanconjunto de valores de< R para
los cuales la expresiof{x) tiene sentido como nimero real. Este es el llantatoinio natural de la
funcion.

Imagen o recorrido de una funcién

Seaf: A — R.Seal C A. Elconjunto{f(x) : x€C} de todos los valores que tonfienC' se llama
la imagen de&” por f y se representa pgi(C'). El conjuntof (A) suele llamarseango o recorrido de
f, o simplementda imagende f.

Calcular el conjunto imagen de una funcién, es decir, tood®sélores que dicha funciéon toma, no
es en general facil de hacer. Se necesitan herramientadadddfue veremos muy pronto.

Composicién de funciones

Supongamos qug¢: A — R y ¢g: B — R son funciones verificando qy& A) C B. En tal caso, la
funcién h: A — R dada poth(z) = g(f(z)) para todar € A se llamacomposicion dg con f y se
representa pat = g o f.

Funciones inyectivas. Funcion inversa

Se dice que una funcidii: A — R esinyectiva en un conjunt@ C A, si en puntos distintos de
C toma valores distintos; es decirasiy e C' 'y x # y, entonces se verifica qyéz) # f(y). Se dice
que f es inyectiva cuando es inyectiva édn

Si f: A — R es una funcién inyectiva, puede definirse una nueva fungioh: f(A) — R que
llamaremoduncion inversade f, que a cada nimenpe f(A) asigna el Gnico nimeroc A tal que
f(z) = y. Equivalentementg ~!(f(x)) = = paratodaor € A, y también f(f~!(y)) = y paratodo

ye f(A).
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Funciones reales 3

Funciones monétonas

Se dice que una funcidyi: A — R escrecienteen un conjuntd@ C A, si f conservael orden entre
puntos de’, es decir, sic,ycC' y = < y, entonces (z) < f(y).

Se dice que una funciofi: A — R esdecrecienteen un conjunt@ C A, si f invierteel orden
entre puntos dé€’, es decir, sic,ycC' y = < y, entonces (z) > f(y).

Se dice que una funcién esondtonapara indicar que es creciente o decreciente. Una funcion
monatona e inyectiva se dice queesgrictamente mondétongudiendo ser estrictamente creciente o
estrictamente decreciente.

Funciones elementales

Las funciones elementaleson las que pueden obtenerse a partir de ciertos tipos dehasc
gque ahora vamos a recordar, realizando las operacionesmde ptoducto, cociente y composicion de
funciones.

Funciones polindmicas

Son las funciones de la forma
P(z) =co+c1z+cax® + -+ cpz™  (cn #0)

dondecy, ¢4, . . ., ¢, SON nUmeros reales llamadoseficienteslel polinomio; el nUmera € N U {0}
se llama grado del polinomio. Un nimediose dice que es unaiz o un cero del polinomio P si
P(a) = 0. En tal caso se verifica quB(z) = (r — «)Q1(z), donde@; es un polinomio de un
grado menor qué®. Puede suceder quetambién sea una raiz dg;, en cuyo caso se dice que
es una raiz doble d&, y podemos escribiP(z) = (z — a)?Q2(x). En general, si se verifica que
P(z) = (z — a)*Q(z), dondeQ;. es un polinomio tal qué&),(a) # 0y k€N, se dice quex es una
raiz de ordenk de P. Las raices de orden 1 se dice que sices simplesy las de ordert: > 1 se
llamanraices mdltiples

Las funciones polindmicas tienen como dominio natural deiden la totalidad déR aunque con
frecuencia nos interesara estudiar una funcién polinéeriaan intervalo.

Funciones racionales

Una funcién racional es una funcién de la forma:
P(x)
Q(x)

dondeP (el numerador) yQ (el denominador) son funciones polindmicag)yno es el polinomio
constante igual &.

R(z) =

La funcionR tiene como dominio natural de definicion el conjufitoc R : Q(z) # 0} el cual es,
en general, unién de un ndmero finito de intervalos.

Raices y potencias racionales

Dados un ndmero real > 0 y un nimero naturak > 2, hay un tnico numero reatayor o igual
que cerg z > 0, que verifica quez* = z. Dicho nimero reak se llama laraiz k-ésima o de ordek
dex y se representa po{/z o por z'/*.

Se verifica quey/zy = {/x /Y.
La funciénz — /x es estrictamente creciente Rry.
Siz < 0y k esimpar se definey/z = — {/|x|.

Si » es un nimero racionat,= b dondep € Zy q € N, definimos para todo > 0:
q

‘{L‘I’A:x% = \q/xp‘

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Funciones reales 4

Las funciones trigonomeétricas

Dado un nimera € R tal que0 < = < 27 se definen los nUmerasn z y cos x por la condicion
de queP, = (cosz,senx) es el Unico punto de la circunferencia unidad tal que la todgiel arco

UP, esigual ar. Es decirsen z y cos x son el seno y el coseno del &ngulo cuya medida en radianes es
x.

1 > = (cos z, sen x) PI/;

COS T COS T

& U9S

T

T uos
/

FiguralOo <z <

NE]

Figura 2.

N

<Tz<Tw

Cos T

1
&

O COos T
&

U
8
=1
2
1 _ —/PT
Figura3.r <z < 2 Figura 4.2 <z < 2w
Observa que 9 < = < 27 se verifica queenz = —sen(27 — ) Y cosx = cos(2m — )

Dadox € R representemos pdt(x) la parte entera de, es decirE(x) es el Gnico nimero entero
que verifica qué) < = — E(x) < 1. Es claro que sk € Z se tiene quéE(x + k) = E(x) + k, y Si
x ¢ 7 se tiene qué(—x) = —E(x) — 1.

Parax € R, teniendo en cuenta que< x« — 27TE( ) < 27, definimos

x
2m

X xz
senx = sen (m — QWE(%)), COS T = COS (Jc - QwE(%))
Es facil comprobar que las funciones asi definidas son peasdle period@w, es decir, se verifica
que
sen(z + 2km) = senwx, cos(x + 2km) = cosx (kezZ)
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Funciones reales 5

Claro estd, para todoc R se verifica quaen? z + cos? z = 1.

La funcion seno es una funcion impar. Sea R. Siz = 2kw conk € Z tenemos queen(z) =
sen(—z) = 0 por lo que, evidentementen(—x) = — sen(x). Supongamos que ¢ 27Z. En tal caso
5= & 7'y tenemos que

sen(—x) = sen (*SC*Q’NE(;—:)) = —sen (27r+a:+27rE(;—:)) = fsen(:cf27rE(%)) = —senx

Anélogamente se prueba que la funcién coseno es una furaion p

Para0 < z < 2w, hemos definideen z como el seno del &ngulo cuya medida en radianes es
¢como podemos interpretam = cuando—27 < z < 0? Al igual que en el eje de abscisas represen-
tamos los nimeros positivos a la derecha del cero y los wegatisu izquierda, en la circunferencia
unidad el puntd/ = (1, 0) hace el papel del origen, y las longitudes de arcos en ebsecintrario a
las agujas del reloj se consideran positivas, mientrasagi@hgitudes de arcos en el sentido del reloj
se consideran negativas. Los angulos en la mitad inferitar diecunferencia unidad suelen medirse en
el sentido de las agujas del reloj y, por tanto, sus medidas eemprendidas entrer y 0. De esta
forma a cada punto de la circunferencia unidad le podemagaaamn Unico nimero en el intervalo
| ==, @

1 1
U U
Ccos T O O cos T
) 8
=] [=]
g 2
®
-1 % -1
P : Py

Figurab.—m <« < —

SIE]

Figura6.—3 < x <0

En la figura7 se han representado en la circunferencia unidad dos argprieeedidas en radianes
x ey, uno a continuacién del otro. Observa gue(z +y) = ED + DC'y
ED ED S
SenT = =— = = ED =senzcosy
OD cosy

Observa que los angulGDE y DBC son iguales por lo que

cosx = cos(@) = = DC = coszseny

seny

Por tanto
sen(z + y) = senz cosy + cosrseny (z,y€eR)

Deducimos queen(x + 7/2) = cosx Y sen(z + m) = —senz y también
sen(x + m) = sen(x + 7/2 + 7/2) = cos(z + 7/2)
por lo quecos(z + 7/2) = — senz Usando estos resultados obtenemos

cos(x+y) =sen(x+y—+m/2) = sen(x+m/2) cosy+cos(z+m/2) seny = cosx cosy —sen rseny
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!

T uss

e P

!

Figura 7.sen(z + y) = senx cosy + cosx seny

Figura 8. Las funciones seno y coseno

Aqui puedes ver la gréfica de la funcién seno y, en linea dedréa del coseno.

Te recuerdo quéa medida de un angulo en radianeses la medida del arco que dicho angulo
abarca en la circunferencia unidad. Asi, la medida en radide un angulo recto eg2. El seno de
un angulo se define como el seno de la medida en radianes de didngulo. En las figuras anteriores

el seno del &ngul®U P, es precisamenten x.

Dado un ndmera € [—1, 1] hay un tnico nimero en el intervdler/2, 7 /2] cuyo seno es igual
az, dicho nimero se llamarco seno de: y se representa parc sen x. Por tanto se verifica que

T T
-3 < arcsenz < BL sen(arcsenz) = x (-1<z<1)
L [
1 1
%
\&
8 &)
0] O
8
5
s
%
1 1
q q
Figura9.—-1 <z <0 Figura1l00 <z <1
Observa que
T T
arcsen(senz) = <= 3 SEUES 5
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777777777 -1

w3

Figura 11. Lafunci6on senogmz~, 2] T
Figura 12. La funcién arcoseno

Dado un namera: € [—1, 1] hay un Unico nimero en el intervdl®d 7] cuyo coseno es iguala

dicho nimero se llamarco coseno de y se representa parc cos z. Por tanto se verifica que

0 < arccosz <, cos(arccosx) = x (-1<z<1)

ar,
c
C
O,
s

2
G

[p)

o
=

1 o 1 1 0 r 1

Figura1l3—1 <z <0 Figural40 <z <1

Y = Cosx

s
2

Yy = arccosx

Figura 15. La funcién coseno €, 7]

Ry
=

1

Figura 16. La funcién arcocoseno

Observa que
arccos(cosz) =z <= O0<z<7
La funcién seno se anula en los nimeros de la fatmdondek € Z. La funcién coseno se anula
en los puntos de la formiar + 7/2 dondek € Z.

Tangente, cotangente, secante y cosecante

sen x 1 cosT 1
, secx = , cotgx = , T =

Cos T cosx senx sen T

Estas funciones estan definidas en todo punto donde los desxbones respectivos no se anulan.

tgx =
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Las propiedades de estas funciones se deducen faciimeateptepiedades del seno y del coseno.
Por ejemplotg(z) = tg(z + 7); esto es, la funcion tangente es periddica de periodo

En la siguiente grafica puedes ver una representacion degartte de un nimero > 0.

tgx

T uos

COS T

Figura17tgx = =22

cos T

Dado un nimera € R hay un Unico nimero en el intervdle- /2, = /2] cuya tangente es igual a
x, dicho nimero se llamarco tangentele x se representa parc tg .

S

Figura 18tg(arctgz) = x
Tenemos que

—7m/2 < arctgx < /2, tg(arctgz) =« (zeR)
Observa que
arctg(tge) = <<= -—7n/2<x<7m/2

xT Tr—r+o0

. ™ , ™
lim arctge = ——, lim arctge = -
——00 2 2
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Funciones reales 9

y = arctgx

Figura 20. La funcién arcotangente

Figura 19. La funcidn tangente

™ T
enj—3,3

La funcién logaritmo natural

Dado un nimera: > 0 definimos el logaritmo natural o neperiano «clerepresentado pdn z,
como el &rea de la region del plano limitada por el eje de aasgila curvgy = 1/t cuando la variable
t recorre el intervalo de extremos lxy con el convenio de que si > 1 el valor de dicha area es
positivo, y si0 < = < 1 el valor de dicha area se toma como negativo.

Para estudiar las propiedades de la funcion lo-
garitmo natural usaremos algunos resultados
de derivadas que seguramente ya conoces Yy
que repasaremos mas adelante. &ea 0y
supongamos que > a. El area en amarillo en

la figura de la izquierda represemtar — In a.
Dicha area es claramente mayor que la del rec-
tangulo de base —ay altura% y menor que

la del rectangulo de base— a y altura®.

1 1 1 Inzx—Ina 1
(x—a)—-<lnhz—-lhae< (z—a)- = —< ———— < —
T a x T —a a
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Funciones reales 10

. 1 Inz —1 1 .
Anélogamente, 9) < = < a, obtenemos que < nr—ma < —. De estas dos desigualdades se
a r—a x
deduce que
., Inz—Ina 1
lim — = - (a>0)
r—a Tr—aQ a

o . L, . .,
Es decirln’a = . Como esto es valido para cualquier nimero positivo, hemaizaplo que la funcion

. . . . 1
logaritmo natural es derivable &1 y su derivada viene dada plfz = — para todar > 0.
x

Como la derivada es positiva, deducimos que el logaritmarabes una funcion estrictamente
creciente. Sea ahota> 0 y consideremos la funciofi definida para tode > 0 por f(z) = In(ax).
Tenemos que

P@=L== (@>0)

axr

Por tanto, la funciénf(x) — Inz tiene derivada cero eR™, lo que nos dice que dicha funcién es
constante. Lueg¢(z) — lnz = f(1). Hemos obtenido asi que(az) = Inz + Ina. Igualdad que es
vélida cualesquiera sean los nimetas 0y = > 0.

A partir de aqui deducimos con facilidad las siguientes igagules del logaritmo natural

s In(1/z) = —Inx paratodar > 0.

s In(z™) = nlnz paratodar > 0y todon €Z. Tambiénh’n% Inz=—-o00, lim Inz = +oc.
T—

Tr—r+o0
» La funcién logaritmo es una biyeccién estrictamente creeideR ™+ sobreR.

s In(z") = rInz paratodar > 0y paratodo-€Q.

Se define el nUmerecomo el Unico nimero positivo que verifica que = 1.

La funcién exponencial

Dadoz € R, notaremosxp(x) al un Gnico nimero positivo cuyo logaritmo es igual.@Queda asi
definida unafunciénxp : R — R* por la propiedad de que paratada R se verifican(exp(z)) = z.
Puesto que para todoc Q se verifica quén(e”) = r, deducimos quexp(r) = e”, por lo que para
todox €R se usa la notacidexp(z) = e”.

Figura 21. Las funciones exponencial y logaritmo naturales

Las propiedades de la funcion exponencial se deducen citiddaade las propiedades del logarit-
mo natural.
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» La funcién exponencial es una biyeccion estrictamentdeméz deR sobreR*. lim e” = 0,

Tr—r—00
lim e* = 4o0.
r—+o0

= Paratodos,ycR se verifica que®ty = e% eV,

= La funcién exponencial es derivable y su derivada es ellanaisp(z) = exp(x).

Potencias de base y exponente real
Se define

x¥ = e¥Ine (x > 0,y€R)

Dadosa > 0 cona # 1y x > 0, se define el logaritmo en basele x por

log,x = Inz
Ina
Con ello se tiene que
a'°8:® = exp(log,zlna) = exp(lnz) =

El logaritmo en base 10 se llarfayaritmo decimalno lo usaremos en este curso.

Derivabilidad de las funciones seno y coseno

e}
—
1 A 8
o0
i
&

@

[}

=}

8

COS T

@] B D

Supongamos que < z < 7/2. Observa que, evidentemente, se verifica que el area dejjtiia
OAB es menor que el area del sector circulet D y ésta es menor que el &rea del trianglie D.
Teniendo en cuenta que el area de un sector circular en unafdrencia de radio es%ﬁrQ dondey
es la medida en radianes de dicho sector, obtenemos:

1 1 1 1
—senzrcosx < —x < —tgxr = cosx <
2 2 senx cosT

Esta desigualdad no cambia al sustituipor —z, por lo que también es valida parar/2 < = < 0.
sen
=1.

Tomando limites para — 0 obtenemos quéim = 1y, por tanto,lim
x—0 z—0

senx T

Teniendo en cuenta quesz = cos?(z/2) — sen?(x/2) = 1 — 2sen?(z/2), deducimos que

cosz — 1 sen?(z/2 . . cosx—1
=-2 (z/2) lo que implica qudim —— = 0. Seaa € R. Tenemos que
i z—0 o
sen(a + x) — sena cosx — 1 senx . sen(a+ x) —sena
=sena + cosa = lim =cosa
i i i z—0 X

Hemos probado quen’(a) = cosa. Ahora, de la igualdados z = 1 — 2sen?(z/2), deducimos que
el coseno es derivablecps’s = —2sen(z/2) cos(z/2) = —senx.
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