Tema 2. Aplicaciones del calculo matricial

Consideremos uprocesajue se desarrolla extapassucesivas. En cada etapastadadel proceso
viene dado por umector de estadde supone que el vector de estado en cada etapa solamestieelep
del vector de estado de la etapa anterior, es decir, se ggtaddesos “sin memoria”. Representaremos
por X(n) el vector de estado en la etapa

Ejemplo 1. Consideremos una poblacion de animales hembras que tie@easperanza méaxima de
vida de 24 meses. Dicha poblacién esta dividida en tres grd@edad: las crias que tienen menos de 8
meses, las jovenes que tienen al menos 8 meses y menos deekbyntessadultas que tienen al menos
16 meses y menos de 24. Se hacen recuentos periddicos dddaipoltada 8 meses. Se supone que
todas las adultas mueren al pasar de uno a otro recuentob&eguaen cada periodg4dde las crias
llegan a jovenes y /B de las jovenes llegan a adultas. Las crias no se reprodela@imero medio de
crias hembras por cada hembra joven es de 2 y por cada henulitsaeside 3. Inicialmente hay 200
crias, 100 jovenes y 80 adultas. Queremos estudiar la édnlde dicha poblacion a medio y largo
plazo.

En este modelo las etapas son de 8 meses. El estado de laifpolglsi& descrito por un vector
X(n) = (x(n),y(n),z(n))! que nos da el nimero de criagy), jovenesy(n), y adultosz(n), en la etapa
n. Tenemos las siguientes relaciones.

x(n+1) = 2y(n)+3z(n)
yn+1) = Zx(n)
zn+1) = Zyn)

Que podemos escribir en forma matricial

x(n+1) 0 2 3 x(n)
yn+1) | =1 3 0 0 || vy
z(n+1) 0 20 z(n)
O bien
X(n+1) =A-X(n) (n=0,1,2,...) (1)
Donde
0 2 3
A=| 2 00
0 20

Pongamos (0) = (200, 100,80)! que nos da la distribucion inicial de la poblacién. Tenemes q
X(1)=A-X(0), X(2)=A-X(1) =A-A-X(0)=A2.X(0), X(3)=A-X(2)=A-A2.X(0)=A3-X(0)

Y en general
X(n)=A"-X(0) (n=1,2,3,...) (2)

Esta igualdad permite calculXi(n) para valores pequefios dealculando la potencia correspondiente
de la matrizA. Veremos mas adelante como pueden obtenerse facilment&des aproximados para
valores grandes de

Ejemplo 2. Supongamos que al realizar estudios climaticos en unandieida zona obtenemos los
siguientes datos. Si un dia es caluroso, entonces la ptolsabile que el dia siguiente sea también
caluroso es 3/5, y la probabilidad de que haga frio 2/5. Rorlatlo, si un dia es frio, entonces 1/5 es
la probabilidad de que el dia siguiente siga siendo frio yd4/fue sea un dia caluroso. Si hoy es un
dia caluroso queremos calcular la probabilidad de quealdstcinco dias sea frio. También queremos
calcular la probabilidad a largo plazo de que un dia sea fealwroso.
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 2

En este proceso las etapas son de un dia y el vector de estmdodedo poX (n) = (x(n),y(n))t,
dondex(n) representa la probabilidad de que el disea caluroso &(n) la probabilidad de que sea
frio. Inicialmente tenemos qué&(0) = (1,0)!. Tenemos que

x(n+1) = 3x(n)+2y(n)
y(n+1) = &x(n)+gy(n)
O bien
X(n+1)=B-X(n) (n=0,1,2,...) (3)
Donde

(1 1)

Y, al igual que en el ejemplo anterior, obtenemos que

gin glw
gl glbs

X(n) =B"-X(0) (n=1,23,...) (4)

Lo que queremos calcular g) para lo cual se calcubd(5) = B®-X(0). Para calcular la probabilidad
a largo plazo de que un dia sea frio o caluroso hay que calaytatencieB" para valores grandes de
n. Mas adelante veremos cémo puede hacerse dicho calculacitddd.

Ejemplo 3. En un laboratorio se coloca un grupo de ratones en una cajddien tres compartimentos
comunicados y con la misma facilidad de acceso, como sedimdida figura.

1 1
—||j|—Is
|

Los compartimentos permanecen cerrados y se abren cada {Cada semana todos los ratones
cambian de compartimento y eligen al azar otro. Suponienddaydistribucién inicial del nimero de
ratones en los compartimentos 1, 2 y 3 viene dad&goy = (x;(0),x2(0),x3(0))t, queremos calcular
la distribucién de ratones en los distintos compartimeot@do han pasado cuatro semanas asi como
su distribucién a largo plazo.

Notemos poip;j la probabilidad de que un raton que esta en el compartinjgmase al comparti-
mentoi. Tenemos que

1 2 1
Ps1=Ps2=73, P21=P2=73 P3=Ps=7, P11 = P22 = P33 =0,

El nimero de ratones que hay en la semafd en cada compartimento viene dado por

xl(n+ 1) = Xz(n) P12+ X3(n) P13 = ng(n) + 1-X3(I'1)

3 2

2 1
Xz(n+ 1) = Xj_(n) P21+ X3(n) P23 = §x1(n) + §x3(n)

1 1
X3(N+ 1) = x1(n) pa1+X2(N) P32 = éxl(n) + §x3(n)
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 3

que podemos escribir matricialmente en la forma

X(n+1) = X(n) (n=0,1,2,...) (5)

Wik Wi O
wkr O wN
O NI NI

LlamandoT a la matriz que aparece en la igualdad anterior, resultaajdsémica de la poblacién
esta descrita por la ecuacion matrickgin+1) = T - X(n) y, al igual que en los ejemplos anteriores,
obtenemos que

X(n) =T"-X(0) (n=1,23,...) (6)

Lo que queremos calcular e§(4), que puede hacerse calculando la potediay tambiénX(n)
para valores grandes aelo que méas adelante veremos cédmo puede hacerse con fadkdforma
aproximada.

Valores y vectores propios. Diagonalizacion de matrices

La dinamica de los procesos considerados en los ejemplesa@ss, asi como la de otros que
veremos mas adelante, responde a una ecuacion matrictgalel

X(n+1)=M-X(n) (n=0,1,2,...) ©)

DondeM es una matriz cuadrada de ordgrPartiendo de un vector de estado inicidD), el vector
de estado en cada etapa viene dado por

X(n) =M"-X(0) (n=1,2,3,...) (8)
Interesan por lo tanto métodos que permitan calcular cahdag las potencias de una matriz o que

nos informen del comportamiento de dichas potencias péoeeggrandes del exponente.

Para calcular las potencias de una matriz cuadiddae orderg, vamos a tratar de escribir dicha
matriz de la forma
M=P.D-P! (9)

dondeP y D son matrices cuadradas de ordg® esinversible y D esdiagonal, es decir, los Gnicos
elementos no nulos d@ estan en la diagonal principal; si dichos elementos losesmtamos por
A1,A2,...,Aq, escribiremo® = diag(A1,Az,. .., Aq).

Vamos a calcular las matric®sy D, cuando ello sea posible, y a estudiar el comportamienkb™e
y deX(n) = M"X(0) para valores grandes de

De la igualdad ) se deduce

M2=pP.D-P1.p.D.-P1=p.D?.p?
Mi=M?.M=P.D?>.Pt.p.D.-Pt=p.D3.p!
Y, en general
MM=p.D".p! (10)
Observa que el calculo d&" es inmediato puel" = diagA1,A7,...,Aq).

Cuando existen matricddy D en las condiciones indicadas que verifican la igual@ad¢ dice
que la matrizM esdiagonalizable Por tanto, si la matrid es diagonalizable y sabemos calcular las
matricesP y D podemos calcular facilmente sus potencias. Veamos cérmal@dan dichas matrices.

Supuesto qud es diagonalizable, se debe verificar dde P = P- D vy, llamandoPy al vector
columnak-ésima de la matri®, deducimos qu# - Py = A¢Px. Observa qu®y # 0 porque la matri
es invertible.
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 4

Se dice que un nimeroes unvalor propio de la matrizV cuando hay algun vectoo nuloX tal
queM - X = A X, en tal caso también se dice gxiees unvector propio asociado al valor propid.

Por tantosi la matrizM es diagonalizable, las columnas de la maRigon vectores propios y los
elementos de la diagonal dzson valores propios di!.

Deducimos queaina condicion necesaria y suficiente para que M sea diagonadible es que
tengaq vectores propios linealmente independientes

Si A es un valor propio d&1, entonces el sistema de ecuaciones linelleX = A X, es decir
M - X — AX =0, que podemos escribir en la forrld — A1) - X =0, dondel es la matriz identidad de
ordenq, debe tener soluciones no nulas y, como es un sistema hoemgdideterminante de la matriz
M — Al debe ser nulo. Reciprocamente, si esta condicion se cumipleces el sistema de ecuaciones
lineales(M — Al) - X = O tiene soluciones distintas de cero y, por tadt@s un valor propio d&. En
consecuencia, los valores propiosMeson las soluciones de écuacién caracteristicade M:

defM —Al) =0

Se trata de una ecuacion polinémica de grgdm la variableA. El Teorema Fundamental del Al-
gebra nos dice que dicha ecuacién tigngoluciones (contando cada solucién tantas veces como su
multiplicidad) reales o complejas

Como consecuencia de que el determinante de una matrizaclzads igual al determinante de la
matriz transpuesta, se verifica gMg tiene la misma ecuacion caracteristica dligy, por tanto, los
mismos valores propios g con las mismas multiplicidades.

Si A es un valor propio d& entonces las soluciones del sistema de ecuaciones lineales
(M—=Al)-X=0

son un subespacio vectorial no nulo que se llamaspkcio propioasociado al valor propia. Se
verifica el siguiente teorema.

Teorema 1.Una matriz cuadradaM es diagonalizable si, y sélo si, se verifica que la dimensgin d
espacio propio asociado a cada valor propio es igual a su iplidtdad algebraica.

Comoel espacio propio asociado a un valor propio simple es ungreectorial cuya dimension es
uno, deducimos, como caso particular de este teoremasiqoeos los valores propios de una matriz
son simples se verifica que dicha matriz es diagonalizable.

Ejemplo 4. Consideremos la matriz

-1 3 3
M= 2 0 2
1 -1 -3

Para saber si es diagonalizable lo primero es calcular $oieggropios
de(M — A1) =16-+4A — 422 - )3

La ecuacion caracteristica es-18A —4A2 — A% = 0. Como tiene coeficientes enteros y el coeficiente
lider es 1, comprobamos si los divisores del término indéeeie son soluciones. Obtenemos facil-
mente quel = 2 es solucién. Con lo cual ya es posible calcular las otragcEmies que resultan ser
—4y —2. Hay tres valores propios distintos, por lo que la matridiagonalizable. Como los valores
propios son simples, cada uno de ellos tiene un espacioqoua sera de dimensiéon uno y estara
engendrado por un vector propio. El espacio propio aso@adalor propioAd = 2 son las soluciones

1Aunque los valores propios de una matriz real pueden ser ménwemplejos, en los ejercicios de este tema solamente
trabajaremos con nimeros reales.
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 5

del sistema de ecuaciones lineal homogéihée-21)- X =0

-3 3 3 X 0 —3x+3y+3z=0
2 -2 2 y |=| 0| < 2X—2y+2z=0
1 -1 -5 Z 0 X— y—5z=0

Este sistema debe tener rango dos. Observa que la tercers lfl@puesta de la suma de las otras dos
por lo que podemos eliminarla y, una vez hecho eso, en efréstie dos ecuaciones que nos queda el
determinante de los coeficientesydede z es distinto de cero, por lo que hacemest y calculamoy

y zen funcién de obteniendo que las soluciones son los vectores de la ftiri8) y haciendd = 1
obtenemos el vector propid, 1,0). De forma anéloga se calculan vectores propios para—4 y para

A = —2, obteniendo, respectivamente los vectdret,0,1) y (0,—1,1). Por tanto

1 -1 0 2 0 0
P=(1 o0 -1|, b=[0 -4 o0
0o 1 1 0 0 -2

Debemos comprobar qid = PDP~! pero, para ahorrarnos el calculo Bet, es mas comodo com-
probar la igualdad equivaleniéP = PD.

-1 3 3 1 -1 O 2 4 0
MP = 2 0 2 1 0 -1|=|12 0 2
1 -1 -3 0 1 1 0 -4 -2
1 -1 O 2 0 O 2 4 0
PD=| 1 0 -1 0O 4 O0)|=|2 0 2
0 1 1 0 0 -2 0 -4 -2

El siguiente resultado proporciona informacion del cortgoorento de las potencias de una matriz para
valores grandes del exponente.

Se dice que un valor propid de una matriz cuadradd es unvalor propio dominante si para
cualquier otro valor propia # A se verifica quéA | > |a|. Recuerda que representamos @on> el
producto escalar de los vectoé® Y.

Teorema 2.SeaM una matriz cuadrada de orden g que tiene un valor propio dami@A que es
simple. Se& un vector propio dé y Q = (B1, Bz, .., By) un vector propio déM' asociados al valor
propio A y tales que(P|Q) = 1. Entonces se verifica que

lim SoM" = (BPIBP.. | BP)? a1

DadoX(0) eRY, pongamos<(n) = M"X(0). Se verifica que

[im iX(n) =aP (12)

n—oo AN
dondea = (X(0)|Q).

Puesto que no hemos dado una definicion formal del signifidados simbolos que figuran a la
izquierda en las igualdade$l) y (12), interpretaremos dichas igualdades en el sentido de qae pa
valores grandes dese verifica que

A—lnM“: (BiP|B2P|...|BqP), A—lnxm) ~aP (13)

2(B1P|B2P|... |ByP) es la matriz cuyas columnas son los vect@#s 1< i < g.
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 6

Ejemplo 5. Sea
011
M= -3 4 1
-2 1 3

La ecuacion caracteristica @t — A1) = —A2+ 712 — 16 4+ 12= 0 tiene dos raices, = 3 simple, y
A =2 doble. El espacio propio asociado al valor propie 2 viene dado por las soluciones del sistema
(M —=21)-X=0, esto es

—2X+ y+ z=0
—-3X+2y+ z=0
—2X+ y+ z=0

Podemos eliminar la tercera ecuacion y se obtiene facikngue las soluciones son los vectores de
la forma(t,t,t) cont € R, es decir, se trata de una recta vectorial, por lo que la difherygeométrica
del valor propioA = 2 es 1. Por tanto, la matriz no es diagonalizable. Pero comathaalor propio

. : P— |
dominanted = 3y simple, podemos calcular el limite I|§%M ". Para ello debemos calcular vectores
n—oo

propiosP = (x,y,2) y Q = (a,b,c) deM y de M! respectivamente, asociados al valor prapie- 3
y tales que(P\Q} = 1. Dichos vectores deben verificar las ecuaciones lindales 3l)-P =0y
(Mt—31)-Q=0, esto es

—3x+ y+ z=0 —3a—3b—2c=0
—3x+ y+ z=0 a+ b+ c=0
—2X+ vy =0 a+ b =0

En el primer sistema podemos eliminar la primera ecuaci@absiene facilmente que las soluciones
son los vectores de la fornfg 2t,t) cont € R, y las soluciones del segundo son de la fo(mat,0).
Podemos tomd? = (1,2,1) y calculamo<Q por la condiciér((t, —t,0) | (1,2, 1)> =1, esdecirt=—-1,
con lo queQ = (—1,1,0). Por tanto

1 110
lim ~M"=( -2 2 0
e 110

Interpretamos esta igualdad en el sentido de que para sajoaades da se verifica que

1 -1 10
ﬁM”E -2 2 0
-1 1 0

Con el programax-Maximase obtiene que

1 —1,00007 0999995 (0000782264
@M%: —2,00007 199999 00000782264
—1,00007 0999995 (00000834415

Poblaciones estructuradas por grupos de edad. Modelo de Lles

Vamos a estudiar un modelo, propuesto por Patrick Leslieq19974), quelescribe la dinamica,
en intervalos de tiempo de longitugde los individuos hembra de una poblacidon que estan cladifisa
por edades en intervalos de la misma longitudkejemplo 1 es tipico de este modelo. La hipotesis
béasica para poder aplicar este modelo es que en la poblastiddiada el nimero de machos es un
porcentaje fijo del de hembras, usualmente se supone qué imégneo nimero de ambos. El modelo
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Algunas aplicaciones del calculo matricial 7

se aplica a poblaciones cerradas (sin inmigracion ni emifnay no se consideran factores que limiten
el crecimiento.

Consideremos, para fijar ideas, una poblacién en la que tabrias tienen una esperanza maxima
de vida deE afios (podria ser otra unidad de tiempo) y las clasificamos gnuglos de edades co-
rrespondientes a los intervalbs= [(k— 1)E/4,KE/4[, k= 1,2,3,4 de forma queada hembra esté
solamente en uno de los misn{oscién nacidas, jovenes, adultas y viejas).

En este modelo la distancia temporal entre dos recuentosamuiivos debe ser igual a la duracion
de los intervalos de edade=n este caso, los recuentos se harian Egddaafios.

Llamandoxk(n) al nimero de individuos en el gruppen la etapa = 0,1,2,..., para describir la
evolucion de la poblacion hay que conocertisas de fertilidad fy, k= 1,2,3,4, que representan el
promedio del nimero de hijas que tiene una hembra del dugharante el tiempo que permanece en
este grupo, y lagasas de supervivencia, k= 1,2,3, que representan la fraccion de las hembras que
estan en el gruply que pasaran al grugg, ;.

Representemos pdt(n) = (x1(n),x2(n),x3(n),X4(Nn))! el vector de distribucion de las edades en la
etapan. El nimero de hembras en el grugeen la etapan+ 1, es decix;(n+ 1), sera la suma de las
hembras nacidas entre las etapgsn+ 1, que viene dado por

xl(n+ 1) = flxl(n) + f2X2(n) + f3x3(n) + f4x4(n) n=0,12,... (14)

El nimero de hembras en el grupgi, k=1,2,3, en la etapan+ 1 serd igual al de hembras que
estaban el en la etapa que han sobrevivido

Xr1(N+1) =sx(n) k=123 n=0,1,2,... (15)

Hemos tenido en cuenta que en cada etapa todos los indiyidsas de un grupo al siguiente, incluidos
los viejos, que se supone que han muerto de uno a otro reciaemos expresar matricialmente las
ecuacionesl4d) y (15 en la forma

x1(n+1) f1 fo f3 f4 x1(Nn)
X2(N+1) s 0 O O X2(N) B
x3(n+ 1) 0 5, 0 O x3(Nn) n=012...
Xa(N+1) 0 0 s3 O X4(n)
Y en forma vectorial
X(n+1)=M - X(n) (n=0,1,2,...) (16)
La matriz
fi fo f3 f4
| s 0 0 O
M= 0 s 0 O
0 0 5 O

se llamamatriz de Lesliey su caracteristica principal es que sus coeficientes sos nah la excepcion
de la primera fila cuyos elementos son todos mayores o igeateqw,f, > 0,k =1,2,3,4, ylos de la
subdiagonal que son positivgs> 0,k =1,2, 3.

Suponiendo conocidas las poblaciones iniciales de cag@gfu0) = (x1(0),x2(0),x3(0),%4(0))t,
tenemos que
X(nN)=M"X(0) (n=1,2,3,...) (17)

Por tanto, conociendo la distribucion inicial de los grugda matriz de Leslie, podemos conocer la
distribucion de hembras en cada etapa y con ello el tamafich@ma hembras) de cada grupo de la
poblacion.

La ecuacion 17) es comoda para estudiar la evolucién a corto plazo de laapidiol, basta para
ello calcular las correspondientes potencias de la magrizdlie, pero también estamos interesados en
estudiar la evolucién a largo plazo de la poblacion.
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El siguiente resultado describe la evolucién a largo plazerdh poblacién modelada por una matriz
de Leslie.

Teorema 3.SeaM una matriz de Leslie en cuya primera fila hay al menos dos eltseeonsecutivos
estrictamente positivdsentonces se verifica qué tiene un Gnico valor propio positivpA, que es
simple y dominantgy tiene un vector propio asociad®= (py, P2, ..., Pq) cOn todas sus componentes
positivas

A la vista de este teorema, y del Teorema 2, deducimos que

lim iX(n) =aP (18)

n—o AN

Dondea = <X(0)\Q>, y Q es un vector propio dd! asociado al valor propio dominamietal que
(P|Q) =1.

Vamos a analizar la informacion que proporciona la iguald&l Poniendd® = (p1, py,..., Pg)s
dicha igualdad significa que

.1
rllmﬁ (Xl(n);XZ(n)a ce. 7Xq(n)) = a(pla p2,..., pq) (19)
es decir -
XN .
r!mv:api 1<i<q (20)

Por tanto, para valores grandesjse tiene que
xi(n)=A"ap, x(n+1)=Ax(n), X(n+1)=AX(n) (21)

Lo que nos dice quepara valores grandes de fa razén de crecimiento de cada grupo poblacional, al
igual que la razén de crecimiento de la poblacién total, dalgitizan y son aproximadamente iguales
a A. Es decirel nimeroA representa la razén con que aumentan o disminuyen todosrigsg de
edad, asi como la poblacion total, al pasar de una etapa agaisnte En consecuencia, para valores
grandes d@, se verifica que

. xi(n+1)
%i(n)
por uno, es la misma para todos ellos e igual a

~ A para 1< i < g. Es decir, laasa de crecimientade cada grupo, expresada en tanto

1 1 1
. am+d)+xn+ 1)+ +xg(n+1) ~ A. Es decir, latasa de crecimientode toda la pobla-
X1 (N) +X2(N) + -+~ +Xg(N)

cion, expresada en tanto por uno, es igukl a

X(n+1)—x(n . . o

] % ~ A —1 para 1< i < g. Es decir, laasa de crecimiento netade cada grupo,
expresada en tanto por uno, es la misma para todos ellosleigual. Lo mismo sucede con
la tasa de crecimiento neta de toda la poblacion.

En consecuencia

= SiO< A < 1lapoblacion terminaré por extinguirse.

= SiA > 1 la poblacién aumentara indefinidamente y tendré una tdaadeecrecimiento igual a
100(A — 1) expresada en tanto por ciento.

= SiA =1 la poblacién alcanzara un equilibrio y a largo plaZm) se mantendra constante apro-
ximadamente igual eP.

3Esto siempre puede conseguirse haciendo los intervalosadeseficientemente pequefios.
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Deducimos también de las igualdadeg)(que
x1(n) +X2(n) + -+ +Xq(N)

lim IO =a(p1+pz2+---+pqg) (22)
Y, haciendo el cociente de los limites @)y (22), obtenemos que
im xi(n) _ pi (23)
noe X (N) +X2(N) 4+ +Xg(N)  Pr+P2+---+Pg
Por tanto
xi(n) -~ P (24)

X1(N) +Xa(N) + -+ +X%q(N) ~ P1+ P2+ + Pq
Es decir,el vectorP nos informa del tamafio relativo quelargo plazotendra cada grupo respecto
al total de la poblaciénEs decirel vector de proporciones relativas de la poblacion se ajpnaxal
vector de poblaciones relativas dado fder

Por tanto, para estudiar la dindmica de una poblacién que sig modelo de Leslie en el que
hay dos tasas de fertilidad consecutivas positivas, toduénecesitamos es calcular el Gnico valor
propio positivoA, de la matriz y un vector propio asociado al misfapcon componentes positivas. Si
ademas queremos una estimacion aproximada de la distwbdeila poblacion para valores grandes
den necesitamos calcular el nimemo= (X(0)|Q), dondeQ es un vector propio dbl' asociado al
valor propioA tal que(P\Q) = 1, pues sabemos que, para valores grandesXitg) = A"aP.

Ejemplo 1 de nuevo.La matrizA del ejemplo 1 es una matriz de Leslie que cumple las condision
del teorema 3 y tiene como ecuacion caracteristica

s 1.1
detA—Al)=-A +2)\+2
gue, evidentemente, tiene la rdiz= 1. El teorema 3 nos dice que dicho valor propio es el Unicdiposi
voy es simple y dominante (los otros dos valores propiospqmuedes comprobar, son complejos). Un
vector propio asociado al mismo con componentes positvBs-e(12,3,2). Por tanto, podemos afir-
mar que, a largo plazo, la poblacion se estabilizara y lasqroiones relativas de cada grupo respecto
al tamafio total de la poblacién viene dadas por el ved®f17,3/17,2/17).

Los vectores propios de la mat#¢ asociados al valor propid = 1 son de la form4t, 4t,3t)
cont # 0. Imponiendo la condici6r(12,3,2)|(t,4t,3t)) = 3& = 1, obtenemos$ = 1/30. Por tanto
Q = (1/30,2/15,1/10)y, comoX (0) = (200,100,80), obtenemos que = (X(0)|Q) = 28. Por tanto,
para valores grandes detenemos qui (n) & 28(12,3,2) = (336,84,56). Por tanto, la poblacion total
se estabilizaria en torno a 476 hembras, de las cuales 326 seias, 84 jévenes y 56 adultas.

El teorema 2 también nos dice que

g
1 |2 |1
imA"=( —P|—P|=P|=| & 2 32
n—o0 <30 ‘15 10> o> 0
15 15 5§
Naturalmente, se cumple que
2 8 6
§ 5 5 200 336
1 2 3 _
v £ 100 | =| 84
1 4 1 80 56
15 15 5

Ejemplo 6. Dividimos las hembras de una poblacion animal, cuya edadmaags de 15 afios, en
tres grupos “crias”, “jovenes” y “adultos”. Las crias no eproducen, cada hembra joven tiene por
promedio 4 crias y las adultas 3. La mitad de las crias pasaeags y la cuarta parte de jévenes pasan

a adultas. La matriz de Leslie es

o

4 3
0
0

O NI
INI N )
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Algunas aplicaciones del célculo matricial 10

Se supone una distribucién inicial de 1000 hembras por grdpmo la poblacién debe dividirse en
grupos de edad de la misma duracion, las crias son las hembrases de 5 afios, las jévenes son las
que tienen al menos 5 afios y menos de 10 y las adultas las gee emenos 10 afios hasta 15. Los
recuentos deben hacerse cada 5 afios. Representandmper (x(n),y(n),z(n)) la distribucion de la
poblacién en la etapaésima (cuando han pasadedfios). Tenemos qu&(n) = L"X(0).

Si, por ejemplo, queremos saber la distribucién de la paftguasados 15 afios debemos calcular
X(3) = L3X(0).

Para estudiar la evolucion a largo plazo, como hay dos taséartlidad positivas consecutivas,
podemos aplicar los resultados que acabamos de ver. Estaicgem que hay un Unico valor propio
positivo, en este caso dicho valorks- % gue es dominante al que podemos asociar un vector propio
con componentes positivas, que calculandolo, resultasakmo(multiplos positivosP = (18,6,1). Por
tanto, a largo plazo, la poblacién aumenta siendo su tasadeeatrecimiento el 50% puegn+1) =
%X(n) = (140,5)X(n), ademas, a largo plazo, cada grupo tendré esa misma taseretcimiento.

El vector(18,6,1) indica que las proporciones, siempre a largo plazo, de cagegespecto del total
son respectivamen% =0,72, 2% =0,24y zls = 0,04, por tanto un 72% de las hembras seran crias,
el 24% jévenesy el 4% adultas.

Sabemos también qué(n) = a (3)"(18,6,1) dondea = ((100010001000)|Q) siendoQ un
vector propio dd_! asociado al valor propia = % y que verifica<(18, 6, 1)\Q> = 1. Poniend® =
(a,b,c) debe verificarse que' (a, b, c)' = 3(a,b,c)!, esto es

030 a 3f @
4 0 3 b:Eb
3 00 c c

Resolviendo obtenemos q@ees de la format/2,3t/2,t), la condicion((18,6,1)|(t/2,3t/2,t)) =1
nos dat = 5. Por tantoQ = (&, =, &), y a = %, Por tanto, para valores grandesnise verifica
queX(n) =~ 8990 (2)" (18 6,1).

Poblaciones estructuradas en estados

Consideraremos ahora poblaciones aisladas constamtesnigjracion ni inmigracién, clasificadas
en grupos por criterios distintos a la edad. La diferendiacfpal con el modelo de Leslie es que ahora
algunos individuos pueden permanecer en el mismo grup@desh diferentes etapas o recuentos. El
ejemplo 3 es un caso tipico.

Ejemplo 3 de nuevo. Aunque la matriZl' de dicho ejemplo

2 1

0 5 3

_ 1 2 1

T=15 0 3
1 1

3 350

no es una matriz de Leslie, sus valores propiosgoa 1, A, = —% Yy Az = —%. Por lo queA; =1es
un valor propio dominante y simple. En consecuencia sabgmogl2), que

lim X(n) = aP

n—co
dondeP es un vector propio asociado al valor propio= 1. Un sencillo célculo nos da qie= (3,3, 2),
luego dicho vector tiene sus componentes positivas. Pto,taonquél no es una matriz de Leslisi
se cumple la tesis del Teorema 3 por lo que también son vdbdasonsecuencias que se deducen de
las mismasPor tanto, el vectdP nos informa del tamafio relativo que, a largo plazo, tendia gaupo
respecto al total de la poblacién. Deducimos que, a Iargmp%del total de los ratones estaran en los
compartimentos 1y 2, ﬁ de los ratones estaran en el compartimento 3.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Algunas aplicaciones del célculo matricial 11

Observa que este resultado es independiente del nUmeia Xi®) = (xl(O),xz(O),xs(O))t de
ratones que hay en cada compartimento y s6lo depende deti¢ota poblacién inicial. De hecho,
como la poblacién total permanece constante, debe vesificarex; (0) + x2(0) + x3(0) = 8a, luego

o= w s6lo depende del total de la poblacion pero no de su distébuicial.
n

_ (aP CP)

DondeQ = (a,b,c) es un vector propio de la matffZ asociado al valor propi#; = 1. Como las filas
de la matriz transpuesT suman 1, se tiene q@@= (t,t,t) y como debe cumplirse queé83t+2t=1
se sigue que= %. Por tanto

También sabemos pod,1), que

lim bP

n—oo

Wk wNh O
Wk O wiN
QO NI NI

imT" =
n—sco

Al 00lw olw
Nl 00w ol
Nl 00w ol

Matrices positivas y grafos. Teorema de Perron—Frobenius

Se dice que una matrid esno negativg y escribiremo$1 > 0, sitodos sus elementos son mayores
o iguales que 0, y se dice que una mallizspositiva, y escribiremod > 0, si todos sus elementos
son estrictamente mayores que 0.

Grafos dirigidos.

Un grafo dirigido es un paiG = (E, F) formado por un conjunt& denodoso vértices y un con-
junto F C E x E cuyos elementos se llamargmentos dirigidoso flechaso arcosque unen algunos
vértices con otros. Si un péE;, Ej) € F, eso significa que se puede pasar directamente delBaalo
nodoE; y graficamente lo representamos como una flecha o arco quiedalg llega aE;j. Uncamino
deE; aE; es una sucesion finita de arcos que pasdf dé;, el nimero de arcos que forman el camino
se llamalongitud del camino. Un camino que empieza y termina en el mismo nodlarea unciclo.

Se dice que un grafo ésertemente conexcsi para cada par de nods, E;j) con 1<, j <, hay un
camino que va dg& aE;.

Matriz de incidencia de un grafo dirigido.

A un grafo dirigidoG = (E,F) podemos asociar una matriz cuadrada,= (mjj ), llamadamatriz
de incidencia cuyo orden es igual al nimero de nodos del grafgy= 1 cuanddE;,E;) €F, es decir,
hay una flecha en el grafo que vaBgaE;, y mj = 0 en otro caso. Un 1 en el lugér j) de la matriz
de incidencia refleja que el nodles accesibldirectament@esde el nodg. Un valork > 0 en el lugar
(i,]) dela potencia n-ésima de dicha matriz indica que hay k camimgtintbs de longitud n que van
del nodo j al nodo.iUn valork = 0 en el lugaf(i, j) dela potencia n-ésima de dicha matriz indica que
no hay ningtn camino de longitud n que vaya del nodo j al no&wi tanto, el grafo es fuertemente
conexo, si para cada pér j) hay algum tal que[(Mg)"|(i, j) > 0, donde hemos notadtM )" (i, )
el elementdi, j) en la potencia-ésima de la matriz de incidencia del grafo.
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Ejemplo 7. Consideremos el siguiente grafo ordenado

—®
\/,
@/

o
=
o

Cuya matriz de incidencia es

=
[
o

Tenemosque
10 1
M2=| 1 2 0
111

La primera columna de esta matriz nos dice que dEsg@@demos alcanzar los tres estados por caminos
de longitud 2 E; — E; — Es, E; — E3 — Ep, E; — E; — Ej). El primer elemento en la segunda
columna nos dice que desite no podemos ir &; por un camino de longitud 2, el 2 en la segunda
columna nos dice que hay dos caminos de longitud 2 que vep d€&; (E; - E; - Ex; y Ex — Ez —

E>). Andloga interpretacion tienen los restantes elemergalaha matriz.

A toda matriz cuadrada no negatiVa= (tij) € Mgxq podemos asociar un grafo dirigidét, cuyo
conjunto de nodos esta formado por tpestado<E; que representan las filas de la matriz, y el estado
E; esta unido por una flecha hacia al est&ldcE; — Ej, si, y solo sitjj > 0. Se dice que una matriz
cuadrada no negativa ggeducible cuando su grafo asociado es fuertemente conexo.

Ejemplo 8. A una matriz cuadrada de orden 3

ti1 ti2 fi3
T=1 tar tx fto3
t31 32 133
asociamos el siguiente grafo dirigido
t11 t22

{33

Se entiende que en este grafdamente deben aparecer las flechas para las qtig> 0.
Ejemplo 9. La matriz

07 02 1
T=[03 0 O
0O 08 O
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tiene el siguiente grafo asociado

@C@

N/
@

Como partiendo de un estado cualquiera puede llegarse guoeraéstado, se trata de un grafo fuerte-
mente conexo por lo que la matriz es irreducible. Podemo®seapesto como sigue.

Ei—-E+E—E+E+E;
Eo—-EBi+E3s—E1+Ex+E3
Es—~E; —>E1+E,—~E+E+E;3

Cuya interpretacién es la siguienig,— E; + E; indica que desdE; podemos alcanzar en un solo paso
el propio E; y E;, y como desdeE, se puede alcanzar en un pag$ey, escribimos
E; — E1+E» — E1 + E> + E3 lo que nos dice que desdig se pueden alcanzar los tres estados en
dos pasos. Analoga interpretacion tiene la segunda lirega. IR tercera lineks — E; nos dice que
desdeEs en un paso solamente puede alcanzBisg ya encadenamos con la primera linea resultando
Es — E1 — E1 + E» — E1 + E> + E3 que nos dice que desflg se pueden alcanzar los tres estados en
3 pasos. Se verifica que

0,667 Q67 055

T3=| 0165 Q282 021
0,168 Q048 Q24

€s una matriz positiva.

Esto no pasa siempre. Consideremos la matriz

M =

QO N O
Wk O O
o

Cuyo grafo asociado es

Dicha matriz es irreducible pero ninguna potencia suya s#iy@pues

M2 =

ol O O

2
0
0

o wo

y M3 = es la matriz identidad de orden 3, por lo que cualquier pideeM o bien es igual & o a
M? o a la identidad, en cualquier caso ninguna potencisl diene todos sus elementos estrictamente
positivos.

Se dice que una matriz cuadrada no negativa esmataiz primitiva si alguna potencia suya
es positiva. Si en una matriz cuadrada no negakiVasustituimos sus elementos positivos por unos
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obtenemos una matrd que es la matriz de incidencia del grafo asociado a la mstrigueM sea
primitiva equivale a que lo sed, pero eso implica que hay un nimertal que en el grafo asociado
a la matriz puede irse de un nodo a cualquier nodo por un caseif@ngitudn. Por tanto, toda matriz
primitiva es irreducible pero, segiin acabamos de ver, gn@o no tiene por qué ser cierto. Para saber
si una matriz es primitiva se utilizan los siguientes ciater

Teorema 4.SeaT una matriz cuadrada no negativa irreducible. Si se verifioa @lgin elemento en
la diagonal principal deT es estrictamente positivo, oBitiene un valor propio dominante, entonces
T es primitiva.

El siguiente teorema es uno de los mas (tiles de la teoria ttizasano negativas.

Teorema de Perron—Frobenius.SeaT una matriz cuadrada primitiva. Entonces se verifica que
tiene un valor propio positivo} > 0, que es simple y dominante, dicho valor propio tiene asaciad
vector propio con componentes positivas y es el Unico vatipip que tiene dicha propiedad.

Por tanto, lo establecido en el teorema 2 puede aplicarsérec@sgprimitivas.

Cadenas de Markov y matrices de probabilidad.

Supongamos que un proceso tignesultados posibles, o estadéE,l, E,..., Eq}. El proceso se
repite de forma que su evolucion solamente depende de siloesttual, es decir, es un proceso “sin
memoria”. Seapi; = P(Ei|E;) la probabilidad de que se produzca el paso del estadd E;. Estas
probabilidades se llamaprobabilidades de transicion y la matrizT = (pij) se llamamatriz de
transicion. Como cada vez que se repite el proceso algunos de los edigamscurrir, se verifica que

Pij+P2jt-+pgj=1 (1<j<0q)

Representemos pqg(n) la probabilidad de que en la repeticiarésima del proceso estemos en el
estadds; (1< i< q). Como alguno de los estados debe ocurrir en dicha etapaemos que

p1(n) + p2(n) +---+pg(n) =1 (n=21,2,...)
La probabilidadp; (n+ 1) de obteneE; en la etapa + 1 viene dada por
pi(N+1) = pirp1(n) + Pi2p2(n) + -+ PiPg(n)  (1<i<q)
Por tanto, definiendB(n) = (p1(n), p2(n), ..., pq(n))t y T = (pij), se verifica que
P(n+1)=T-P(n) n=0,12,...

Algo con lo que ya debes estar familiarizado y que en el comigobabilistico que estamos conside-
rando recibe el nombre deadena de Markov. El ejemplo 2 es un caso tipico de cadena de Markov.

Cada fila deT se corresponde con un estdfoObserva quéas entradas positivas de la columna j
indican los estados que pueden alcanzarse directamende @ébsstado.jLos elementos de la matriz
son nameros mayores o iguales que 0y la suma de cada coluraadtizT es igual a 1. Una matriz
que cumple estas condiciones se dice que esnatez estocastica o una matriz de probabilidad
(por columnas) como, por ejemplo, las consideradas en los ejemplos 2 y 3.t&d)maatriz siempre
tiene como valor propio & = 1. Para convencerte, considera la mafriz| y suma a la primera fila
todas las demas, con ello en la primera fila solamente hag perdo que su determinante es nulo.

El siguiente resultado, que se deduce con facilidad det¢tea® y del teorema de Perron—Frobenius,
describe el comportamiento a largo plazo de una cadena deMar

Teorema 5.Seal una matriz de probabilidad primitiva. Entoncés= 1 es un valor propio simple do-
minante del que tiene un Gnico vector propio asociado con coordenadagipasP = (p1, P2, .. ., Pg)
tal que p+ p2+---+ pg = 1. Se verifica que

1 nf Y
fim 7" = (PIP[ - [P) (25)
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Para X(0) e RY, poniendaX (n) = T"X(0), se verifica que
lim T"X(0) = lim X(n) = (x1(0) +%2(0) + - +%4(0) )P (26)

n—oo

El vectorP se llamadistribucidn de estado estacionaripsus componentes representan la probabilidad
de encontrarse en cada uno de los estados a largo plazo.

Ejemplo 2 de nuevo.La matriz de este ejemplo

X

es una matriz de probabilidad primitiva. Por tanto, sabeguest = 1 es un valor propio dominante.
Facilmente se calcula g2, 1) es un vector propio asociado a dicho valor propio. Normaizadicho
vector de forma que sus coordenadas sumen 1y obterfemd2/3,1/3), lo que nos dice que, a largo
plazo, la probabilidad de que un dia sea caluroso es de 2/3que@sea frio es de 1/3. Se verifica

también que
[im B" = ( )
n—oo

Ejemplo 10. Supongamos que en cierto pais tres partidos poliic8sy C se presentan cada afio a las
elecciones. Se dispone de los siguientes datos

gilno gilw
gl gl
\—/

Wl WIN
Wl WIN

A B | C
A|06|05|03
B|02|03]|0.2
c|02|02|05

Cada columna representa un partido e indica como votar&@mdxima convocatoria los votantes
de dicho partido; por ejemplo, la columna primera se leeQéb@le los votantes del partidovolveran
a votarlo, el 20% de los mismos votaran al partlp el restante 20% al partidd. Se supone que el
ntmero total de votantes permanece constante cada aficgaupos que (n) = (x1(n),x2(n),xz(n))t
representa los porcentajes de votos obtenidos en eh @ los partidosA, B y C respectivamente.
Tenemos entonces que

x1(n+ 1) = 0,6x1(n) + 0,5%2(n) + 0,3x3(N)
X2(N+ 1) = 0,2x1(Nn) + 0,3%2(N) + 0,2x3(N)
x3(N+ 1) = 0,2x1(n) + 0,2x2(N) + 0,5x3(n)

Que podemos escribir

06 05 03
X(n+1) =MX(n) donde M=1| 0,2 03 02 (27)
02 02 05

La matrizM tieneA = 1 como valor propio dominante con vector propio asociaalonalizadg(es
decir, con componentes positivas que suman 1) el véa492 0,222 0,286) que nos da los porcenta-
jes de votantes a cada uno de los partidos a largo plazo sirgéenen las condiciones invariables.

También se verifica que

0,492 Q492 0492
imM"= [ 0222 Q222 Q222
e 0,286 0286 0286
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una matriz cuyas columnas son iguales al vector propio naa® asociado al valor propio dominan-
te.

El ejemplo 3 de nuevoEl ejemplo 3 es otro ejemplo de un proceso estocastico. @bgee la matriz
de dicho ejemplo es una matriz de probabilidad, y se comprifaiimente que es irreducible; ademas
A =1 es un valor propio dominante por lo que, en virtud del tearépdicha matriz es primitiva y, por
tanto, podemos usar el teorema 5 para obtener de maneranetta ths resultados que ya vimos en su
momento.

Herencia autosémica

Vamos a analizar matematicamente cémo se transmite urteanadigado al sexo de una genera-
cion a la siguiente. Conviene recordar unos conceptos.

Un gen, la unidad basica de la herencia, es un segmento de D&lAaptiene toda la informacién
necesaria para sintetizar una proteina. Los seres humamasds unos 20000 a 23000 genes, con-
tenidos en los cromosomas dentro del ndcleo de la célulacélatas somaticas (no reproductoras),
tienen 46 cromosomas en 23 pares. Cada par consiste en uostnmia de la madre y otro del padre.
Veintidds de los pares, l@itosomasson homélogos (idénticos en tamafio, formay posicién y mdme
de genes). El par 23, lasomosomas sexualéX e Y), determina el sexo de una persona. El par 23 en
las mujeres consta de dos cromosoasen los hombres de un cromosoXg otroY.

Los genes estan dispuestos en forma lineal a lo largo del DNlasicromosomas. Cada gen tiene
una localizacion especifica llamadaus Los genes que ocupan el mismo locus en cada cromosoma de
un par se denominaelos Cada individuo hereda un alelo del padre y otro de la madeegdanismo
gen. Cada gen consta de una secuencia especifica de DNAgtisspaleden tener secuencias de DNA
levemente distintas lo que se puede manifestar en modditasiconcretas de la funcién de ese gen
(producen variaciones en caracteristicas heredadas pamejemplo, el color de ojos, de cabello o el
grupo sanguineo). La forma en que se expresa un gen depeladeaebinacion de alelos heredada.

Consideremos dos alelos, que representaremos con |lasAsti@ de un gen autosémico, es decir,
gue codifican caracteres no ligados al sexo. En tal casondiddduos de la poblacion, con indepen-
dencia del sexo, poseen dos alelos y pueden darse las segup@mbinacione8A, Aao aa. Cada una
de ellas se llama ugenotipoy determina la forma en que se expresaran los caractere®dgalos
alelos. Los posibles emparejamientos que pueden darse son

AAx AA, AAxAa, AAxaa AaxAa Aaxaa aaxaa

En la siguiente tabla figuran las probabilidades de losndastigenotipos para los descendientes.

AAx AA | AAxAa | AAxaa| AaxAa | Aaxaa | aaxaa
AA 1 1/2 0 1/4 0 0
Aa 0 1/2 1 1/2 1/2 0
aa 0 0 0 1/4 1/2 1

Un alelo A se dicedominante frente a otroa cuando su sola presencia hace que se exprese el
caracter al que va asociado y se dieeesivoen otro caso. Por ejemplo Aies tener ojos castafios y
atener ojos azules, los genotipAs y Aatienen ojos castafiosaa azules: el alelA es dominante.
Suele reservarse la letPgpara los alelos dominantes.

Ejemplo 112 En un gran cultivo de plantas con genotigod Aay aase va a iniciar un proceso de
polinizacion con plantas del genotigd\. Queremos estudiar la evolucion de los tres genotipos de la
poblacion en las sucesivas generaciones.

4Tomado del texto de los profesores J.Navas, F.J. Estebah Diiesaddodelos Matematicos en Biologiliniversidad de
Jaén 2009, que puede descargarsetgrn/matema.ujaen.es/jnavas/web_modelos/pdf mnmif@&xto%20completo.pdf
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SeaX(n) = (x1(n),%2(n),x3(n))! el vector que representa la proporcion de plantas de lostigeno
posAA Aay aarespectivamente en la generacigrsiendoX (0) las proporciones iniciales. Las tres
primeras filas de la tabla anterior permiten obtefer+ 1) en funcién deX(n)

Xa(+1) = xa(n) + 2xo(n)

X2(n+1) = %Xz(n) +x3(n)
x3g(n+1)=0

ecuaciones que podemos escribir matriciaimatfre+ 1) = TX(n), n=0,1,2,.... Siendo

130
T=|0 3 1
0 00

Se trata de una matriz de probabilidad y podemos consideea@gjla matriz de transicion de un proceso
de Markov con tres posibles estadfis= AA E; = Aay E3 = aa. Observa que, evidentemente, no es
una matriz regular porque el estalg = aa no es accesible. Naturalmente, coX() = T"X(0),
necesitamos calculdrf”. Se calculan facilmente los valores propiosTdgue sonA = 1, A, = % y
A3 = 0. Al ser distintos, la matriz es diagonalizable. Como vexg@ropios asociados podemos tomar

P;=(1,0,00, P=(1,-1,0" P3=(1,-21)".

Observa que el mero hecho de qieno tenga todas sus coordenadas positivas confirmd auees
primitiva. Tenemos qu& = PDP~ con

1 1 1 1 0 0
P=(0 -1 -2], D=|03 0
0 0 1 00 0
Luego
1 1 1 1 0 0 1 1 1\t 1 1-3 1-mg
1 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 o o 0

x1(n) =1— 2—1nx2(0) 2n1 1%3(0)
X2(N) = 2—1nxz(0) + an 7%3(0)
x3(n) =0

Lo que nos da las proporciones de los tres genotipos en laasden en funcion de las proporciones
iniciales de genotipos. En el largo plazo se tienergue)d'(rm) =(1,0,0)".
—00

Observa que este ultimo resultado podiamos haberlo obteiridnecesidad de calculaf pues
A =1 es un valor propio dominante simple y, aunque no podemasapl teorema 5 porque la matriz
T no es primitiva, si podemos aplicar el teorema 2, lo que nos da
lim X(n) = lim T"X(0) = aP;
n—oo n—co

dondea = (X(0)|Q), siendoQ un vector propio de la matriz' asociado al valor propid = 1 con

(P1|Q) =1.
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Como las filas d@* suman 1 se tiene qu@= (1,1,1) y, por tanto,a = 1. También, por el teorema
2, se verifica que
111
imT"=| 0 0 O
e 000

Lo cual también se deduce directamente a la vista de c6mb.es
Google: The page rank algorithn?

El universo (que otros llaman la Biblioteca) se compone datimero indefinido, y tal vez infinito,
de galerias hexagonales,. Asi empieza la inmortal narracién de Jorge Luis BorgasBiblioteca
de Babel Escribe Borges, que la Biblioteca es eterna, siempre tslidxiy perdurard, y entre sus
innumerables libros hay uno que encierra todo el saber rsaiben el que esta escrito todo; esta escrito,
por ejemplo, que en este momento tU estas leyendo estasgsal@haro estd, la probabilidad de que
alguien encuentre ese libro es cero porque en la bibliotdna el caos.

Esta narracion que, entre otras cosas, es una hermosa eatabanetafora del infinito, la escribio
Borges en el afio 1941. Hoy dia esa mitica biblioteca de Baimstkey se llamaNorld Wide Webesto
es,Internet ¢ De qué serviria toda la informacion que hay en Internet bubiera forma de ordenarla?
Algo asi debieron pensar Lawrence Page y Sergey Brin, dodiastes de doctorado de la Universidad
de Stanford, cuando en el afio 1998 estaban diseffandgle Los buscadores que habia en aquellos
dias no ordenaban con criterios eficientes las respuesaascarisultas que recibian, de forma que si
en Altavista (el motor de bisqueda mas popular en 1998) buscabas, pagplejtdniversidad”, po-
dias obtener una lista de direcciones Web perfectamertties)ien las que aunque aparecia la palabra
“Universidad” las razones para ello podian ser de todo tifmoes de extrafiar quiltavistadesapare-
ciera como tal pocos afios después del nacimien®Batgyle PorqueGooglevino a poner orden en el
Universo, es decir, en Internet.

El curioso nombre del buscador esta relacionado con la adgmgol que alguien invento para
referirse al nimero inimaginable ¥8. Lawrence Page y Sergey Brin sabian que su buscador sesia alg
grandioso, y para ponerle nombre les vino la idea de esarpfabasi surgié “Google”. En 1998 habia
unos 100 millones de sitios WebAltavistaatendia unos 20 millones de consultas diarias. En el afio
2020 habia unos 2000 millones de paginas Weébopgleatendia mas de 200 millones de consultas
diarias. Y esto todavia esta empezando.

El disefio de un motor de busqueda en Internet plantea muedatetes problemas: de almace-
namiento, organizacion y actualizacion de datos, de bakgde los mismos, de seguridad frente a
posibles ataques informéaticos, y otros en los que aqui n@yanentrar para centrarnos en lo que co-
mentabamos antes ¢,cémo ordenar los resultados de una tdsquaternet? Los creadores@eogle
guerian que en un nimero suficientemente grande de casasnasmna de las diez primeras paginas
que se muestren contuviera informacion Gtil para quierz@éd consulta. TU mismo, que seguramente
eresgoogleadictopuedes juzgar si han alcanzado este objetivo. Vamos a kesmaticas del asunto.

Puedes ver Internet como un enorme grafo dirigido, cuydscedrson las paginas Web, que supo-
nemos numeraddd, P, ..., Py, y hay una flecha dirigida d& aP; cuando hay un enlace de la pagina
R alaP;. Vamos a llamaM a la matriz de incidencia del grafo. Es una matriz cuadradardenn
y mjj = 1 cuando hay un enlace @ a PR y mj = 0 en otro caso. Se trata, claro esta, de asignar una
“importancia” o “rango” a cada péagina reflejada en un valanérico. El nimero de enlaces que una
pagina recibe son un claro indicio de su valor, por tanto jaoaos pensar en atribuir a cada pagina
un rango proporcional al nimero de enlaces que recibe. Baenoles facil de calcular: los enlaces
que recibe la paginaes la suma de la filade la matrizM. Observa que aunqué es enorme, sus
elementos son casi todos ceros, es lo que se llamenatré dispersa.

5Basado en el trabajBl secreto de Google y el algebra linealel profesor Pablo Fernandez Gallardo de la Universidad
Auténoma de Madrid, que puede descargarskets://sctmates.webs.ull.es/modulolip/8/pfernammz
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Si lo piensas un poco, esta primera idea no es muy buena plerggeamos dando el mismo valor
a todos los enlaces, lo que no es l6gico pues si, por ejempdopégina recibe pocos enlaces pero
desde paginas muy importantes, digamos desde Microsofizamo del World Wide Web Consortium
(W3C), aesos enlaces hay que darles méas valor que a otrdanBgrcambiamos la idea inicial, y ahora
gueremossignar a cada pagina un rango proporcional a la suma de logy@s de las paginas que la
enlazanLlamemosx al rango de la paging y seak > 0 la constante de proporcionalidad. Queremos
que se cumpla la igualdad

n
X =K'S mjx; (1<i<gn)
P

iVayal Tenemos un sistema aeecuaciones lineales canincognitas, las. Date cuenta de que,
definiendo el vectoX = (Xg,Xp,...,Xn) Y A = % podemos escribir matricialmente este sistema en la
forma

MX =AX

lo que nos dice qu& es un valor propio d# y X es un vector propio asociado al valor propig Esto
ya es familiar!

Llegados aqui, lo mejor que podria pasar es que hubiera aa walior propioA > 0, con un vector
propio asociado positivi que fueran solucién de nuestro problema. Si la matrifuera una matriz
de probabilidad primitiva esto estaria asegurado, péresta lejos de cumplir esas condiciones. El
siguiente paso es modificarla de forma conveniente paraagurimpla.

Es razonable considerar que la importancia de una pagimeesamente proporcional al nimero
de enlaces que parten de ella, es decir, si desde una palginasachos enlaces eso disminuye el valor
global de cada uno de los mismos. El nimero de enlaces quedshees la sumal);, de la columna
j de la matrizM. Por tanto sustituimos la matri por otraH cuyos elementos son

Pero aln quedan algunos detalles que resolver. Por ejeemdtbhabrd muchas columnas cuyos ele-
mentos sean todos nulos, por ejemplo, las que corresponpagirmas Web que contengan un docu-
mento, archivos pdf y parecidos, pues de esas paginas noisgie enlace. Lo que hicieron Page y
Brin fue sustituir dichas columnas por un vector cuyas eiagaon todas iguale%a un ndmero muy
pequefio que no afecta casi nada a la importancia de las dégiasp, y que viene a decir que cuando

un navegante sale de una de esas péaginas puede ir aleatdgancaalquier otra. Llamemasl vector

fila 1 x nque en los lugares correspondientes a las columnas nuthsielee un 1 y ceros en los demas
lugares, y sea el vector columnan x 1 cuyas componentes son todas 1. Entonces lo que hacemos es
considerar la matriz

1
S=H+-e-a
n

que es la mism& con las columnas nulas sustituidas en la forma indicadee@bgjueS ya es una
matriz de probabilidad pues sus elementos son no negatileosyma de cada columna es igual a 1.
Observa que también podemos consider@icamo la matriz de transiciéon de una cadena de Markov
cuyos posibles estados son las paginas de la Red.

Naturalmente, queremos asegurarnos de que podemos aglliemrema de Perron — Frobenius,
para ello la matriS tendria que ser irreducible o, lo que es igual, el grafo aslocitendria que ser
fuertemente conexo. Pero la Red no lo es y, ademas, camiie@pentemente, es casi como un orga-
nismo vivo, por lo que no tiene mucho sentido fijarse en suxidnela soluciéon que encontraron Page
y Brin fue sustituir la matri& por la matriz

1
G=0aS+(1- a)ﬁJ
donde O< a < 1 (ellos tomaror = 0,85) y J es una matriz cuyas entradas son todas iguales a 1. Lo

que se hace es sumar una muy pequefia cantidad positiva tadagadas de la mati&con lo que se
consigue que todas las paginas distribuyan rango, de es&ranse evitan situaciones enque un grupo
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de paginas se citan entre ellas pero no tienen ningun erdatedl exterior de ellas mismas, con lo cual
en las sucesivas iteracionesigcumulan rango pero no lo distribuyen. Ademas, de esta flarmatriz

G sigue siendo una matriz de probabilidad pero ahora sus etemgon todos estrictamente positivos,
por lo que es primitiva, y el teorema de Perron—Frobeniugpjaon el teorema 5, nos garantiza que
A =1 esunvalor propio simple dominante con un vector propiciasio de componentes estrictamente
positivas que, ademas, es el Gnico vector propiGa®n esta propiedad.

De hecho, el teorema 5 nos dice que el vector que permiteaasigngo a las paginas de la Red
es el vectoP de la distribucion de estado estacionario. Y dicho vectedpicalcularse partiendo, por

ejemplo del vectoX (0) = e mediante iteraciones de la matfiz es decir, calculando sucesivamente

~n
X(k+ 1) = GX(k), pues sabemos que= l!im X (k). La matrizG no es buena para calcular con ella
—00

directamente porque todos sus elementos son positivasypliendo hacia atras tenemos que
1 1
X(k+1) = GX(k) = (aS+ (1- or)ﬁJ) X(k) = aSX(k)+ (1— a)ﬁJX(k) =
1 a 1
= aSX(k)+ (1— or)ﬁe: aHX (k) + Heax(k) +(1- a)ﬁe:
1

= aHX (k) + ﬁe(aax(k) +(1—-a))
Como la matriH es una matriz dispersa, los calculos con ella son mucho rpié@osique directamente
conG. Ademas, la velocidad de convergencia es bastante rapifterda que no se precisan muchas

iteraciones para obtener resultados aproximados aceptdlus célculos, segun afirman en la pagina
de Google, llevan un par de horas de trabajo de ordenador.
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