Tema 1. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Algunos ejemplos

Ejemplo 1. Queremos obtener 1000 litros de emupageb0 % tempranillo, 26 % syrah y 24 % merlot.
Disponemos para ello de tres barricas de vino B1, B2 y B3. lnapusicion de B1 es de 3, 1y 1 partes
de tempranillo, syrah y merlot respectivamente. La de BZxes @ y 1 y la B3 contiene partes iguales
de dichas uvas. ¢, Qué cantidad de cada barrica se neceaitzbpamer el coupage deseado?

Solucién. Seanz, y, z los litros que usaremos de las barricas B1, B2 y B3 respectuée. Debe

cumplirse que:
3 1 1
g:ch 1y+§27500

1 1 1
- — —z =260
5:c+2y+3z

1 1 1

x4 Sy+-2=240

57TV T3’
Este es un sistema de tres ecuaciones lineales con tresiitasdguya solucién Unica es = 650,
y = 80, z = 270.

Ejemplo 2.* Considera la siguiente tabla

Carb6n| Electricidad| Acero
Carbon .0 4 .6
Electricidad .6 A 2
Acero A4 5 2

La tabla representa un modelo muy sencillo de una econonnidres sectores de produccion:
carbdn, electricidad y acero. Las columnas indican lo qae s&ctor exportao(tpu) por unidad de
produccién a otros sectores y permiten calcular los ingrdsebsector. Las filas representan lo que cada
sector importaiQputy por unidad de produccién de otros sectores y permiten lealtas costes de
produccion del sectdr Se supone que la produccion de cada sector se mide en unittadellones de
dolares. Queremos calcular los precios por unidad de catiar sgcarbén)y (electricidad) (acero)
de manera que el ingreso de cada sector sea igual a su costeddeqion precios de equilibrid.
Debera cumplirse que:

Ay + 6z=x r —.4y—.62=0
br+ . ly+.2z=y » <=« 6r—.9+.2:=0
A+ 5y+.22==2 Ar 4+ .5y —.82=0

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales condégmitas, homogéneo, cuyas soluciones
sonde laforma = .94z, y = .85z y z es unavariable libre a la que podemos asignar valoresyassiti
Para cada valor asignada &e obtiene un conjunto de precios de equilibrio.

Ejemplo 3.3 Cuando se quema gas propangKs), éste se combina con oxiger0.) para formar
diéxido de carbono(O,) y agua H>0), de acuerdo con una reaccion de la forma:

21C3Hg + 2909 — 23C0O5 + 24H50

dondezy, 2, x3 Y £4 SON NUMeros naturales que se calculan por la condicion del quienero total de
atomos de hidrégeno (H), oxigeno (O) y carbono (C) al priogial final de la reaccion sean iguales.

1Ejemplo tomado del librd\igebra Lineal y sus Aplicacionek David C. Lay, editado por Addison Wesley.

2Wassily Leontief, profesor de Harvard, desarrollé en 1949nodeloinput-outputpara la economia de USA considerando
500 sectores, lo que da lugar a un sistema de 500 ecuacioeete con 500 incégnitas. Se le concedi6 el Premio Nobel de
Economia en 1973

3Tomado del mismo libro que el ejemplo anterior.
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Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales:

8x1 = 214 8x1 —2x4=0
29 =2x3+ 14 <~ 2090 — 23— x4 =0
31‘1 = I3 3.251 — I3 =0
Cuya solucién es:
1 ) 3
T = 13347 To = 114, T3 = 1354

dondezx, puede tomar cualquier valor. Puesto que queremos soliiueesean nimeros naturales, lo
razonable es tomar, = 4, conlo quer; = 1, z2 = 5y 23 = 3. La reaccion ajustada es:

C3Hg + 505 — 3CO5 + 4H50

Matrices

Las matrices son objetos matematicos de gran utilidad parasentar y resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales, trabajar con vectores, representar tranafoones en el espacio y mucho mas. Aunque
nuestro objetivo ahora es estudiar sistemas de ecuacioeedek, es decir, dar criterios que permi-

tan saber si tienen o no tienen soluciones y, en caso de ggantecalcularlas todas, la herramienta

fundamental para todo ello seran las matrices.

Un sistema de ecuaciones lineales, SEL en lo que sigue, eistama dem ecuaciones con
incégnitase; (i = 1,2,...,n) del tipo

1121 + @122 + - + a1pTy = by
2121 + A22%2 + -+ + A2pTy, = by

1)
Am1T1 + Am2T2 + -+ + CmnTp = bm

donde se supone que lag; y los b; son numeros reales conocidos, llamados, respectivameste,
coeficientey lostérminos independientele| sistema.

Una solucion del sistemd)es un conjunto de nimeros reales, , ss, . . ., s, tales que al sustituir
en cadaincoégnita; = s;,7 = 1,2, ..., n, se verifican todas las ecuaciones del mismo. Un SEL se dice
incompatible si no tienen ninguna solucion, se dicempatible determinadosi tiene una solucién
Unica ycompatible indeterminadosi tiene méas de una solucién (en cuyo caso, de hecho tieniéaafin
soluciones).

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicgiivalentessi ambos tienen las mismas soluciones.
Nuestro objetivo ahora va a ser convertir un SEL en otro Sklivatgente méas sencillo y lo vamos a
hacer mediante las siguientes togeraciones elementates

= Intercambiar entre si dos ecuaciones.
= Multiplicar una ecuacién por un nimero distinto de cero.

= Sustituir una ecuacidén por su suma con otra multiplicadaiparimero.

Observa que estas operaciones son reversibles y que abraalalquiera de ellas sobre un SEL obte-
nemos otro SEL equivalente. Por tanto, dos SEL tales que@rtabs puede obtenerse a partir del otro
realizando un nimero finito de estas operaciones son egofeal Para visualizar estas operaciones es
muy conveniente usar matrices.

Unamatriz es un conjunto rectangular de nimeros reales que se acaatarebcerrar entre pa-
réntesis, es decir, son numeros dispuestos en filas y cotudenfmrma que cada fila (y cada columna)
tenga el mismo nimero de elementos. Es una definicién algafextpero no importa porque lo que
interesa es saber cOmo se usan las matrices y los célculee gueden hacer con ellas.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Una matriz que tiene: filas yn columnas se dice que es una matrioddenm x n. Se representa
por M,,«. €l conjunto de todas las matrices de orden< n. El elemento que ocupa la filay la
columna;j de una matriz se representa pgf. Una matrizA € M,, ., puede representarse en la
forma:

a11 ai2 - A1n

a21 az - a2n
A_ =

Aml Am2 ' Gmn

0, mas simplemente). = (a;;) 1<i<m.
1<j<n
Dos matricesA = (a;;)1<i<m Y B = (bij) 1<i<p, SON iguales cuando tienen el mismo ndimero de
) <jsn 1<5<q
filas,m = p, y de columnasy = ¢, y a;; = b;; paratodos =1,2,...m,j =1,2,...,n.
Una matriz que tiene una sola columna se llamaeetor columna, y una matriz que tiene una
sola fila se llama umector fila.

Si A € M, xn, SU Matriz traspuesta, que se representaAgoes una matriz de ordenx m que
se obtiene intercambiando ordenadamente filas por coluemés

Una matriz de orden x n (mismo ndamero de filas que de columnas) se llamawiziz cuadrada
de ordem. La diagonal principalde una matriz cuadrada de ordees la formada por los elementos
azi, 1 = 1,2...,n. Una matriz cuadrada se llandé&agonal si todos los elementos que no estan en la
diagonal principal son cero.

Operaciones con matrices

La suma de dos matrices del mismo orden= (a;;)1<i<m ¥ B = (b;)1<i<m Se define como
1<j<n 1<j<n
la matrizA + B = (aij + bij) 1<i<m, €S decir, es la matriz del mismo orden que se obtiene sumando
1<j<n
los elementos dA y B que ocujpan los mismos lugares en ambas matrices. La sumatdeesas
conmutativa y asociativa. La matriz x n cuyas entradas son todas cero se represent@pqr, o,
simplementeQ si no hay lugar a confusion. La matriz que se obtiene sustitdyg en una matriA

cada elemento por su opuesto se llama matriz opuesdaydse representa perA.

Si A es un nimero real A es una matriz, la matrixA es la que se obtiene multiplicando cada
elemento deA por \.

Al igual que la suma de matrices del mismo orden, se define dammatriz obtenida sumando
los elementos que ocupan el mismo lugar en ambas matriogsagensarse que el producto de dos
matrices del mismo orden ser& la matriz obtenida multipticelos elementos que ocupan el mismo
lugar en ambas matrices. Pues quien piense eso se equisogag el producto de matrices se define
de una forma muy diferente. Para entender por qué el prodeatwatrices se define en la forma en que
veremos, conviene interpretar las matrices como operadiosales entre espacios vectoriales.

El espacio vectorialR™
Para todox = (x1,z2,...,2,) €ER™, y = (y1, Y2, - .., yn) ER™ y para todo\ e R definimos:

X+y=(21+y, T2+ Y2, .., Tn +Yn), AX = (AT1,AT2,...,ATy)

Con estas operacion€R!* es un espacio vectorial cuyos elementos representarenuegeita y se
llaman vectores (en la terminologia de matrices son vesfidag. Six = (z1, zo, .. ., z,), l0S nUMeros

z; (1 < i < n) se llaman lagomponentedel vectorx. El vector cuyas componentes son todas nulas
lo representaremos por

Dado un conjunto de vectorés, u, . .., u,, } deR"™, cualquier vectok de la forma

X =AUy + AU + - + Apupy,

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 4

donde los); (1 < i < m) son numeros reales, se llama wwmbinacién linealde los vectores
uy, us, ..., u,,. Sielvectol0 puede expresarse como combinacién lineal de los veatqres, . . ., u,,
con coeficientes; no todos nulosse dice que dichos vectores dorealmente dependientescuan-
do esto no puede hacerse se dice quelis@almente independientesUnabasedeR™ es cualquier
conjunto den vectores linealmente independient8s= {uj, us,...,u,}, con la propiedad de que
cualquier vectox € R" puede expresarse como combinacion lineal de ellos:

x:)\1u1+)\2u2+~--+)\nun

En tal caso los nimerak,;, X5 ..., A\, estan determinados de manera Unica »or se llaman las
coordenadaslel vectorx en la bases.

Es habitual usar eR" labase canoénicgue es la formada por lactores unidade;, es, ..., e,}
dondee; es el vector que tiene todas sus componentes nulas excepte teupa el lugarque es igual
a 1. En dicha base tenemos que:

X = (1‘1,332,- --7xn) =x1€1 + T2€2 + -+ Tp€y

es decir, en dicha base las coordenadas coinciden con lgsoemtes del vector.

Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectoses= (z1,x2,...,2,) €y = (Y1,¥2,--.,Yn) ENR™ l0 repre-
sentaremos pafx|y ), y es el nimero definido por

(x[y) =Y iy )
i=1

Las siguientes propiedades del producto escalar son amerseia directa de las propiedades de la suma
y del producto de nimeros reales.

a) (x|y) = (y[x)-
b) Si\ es un nimero real se verifica g(ikx|y) = A (x|y).
o) (x +v|z) = (x|z) + (v|2).

Producto de matrices
Consideremos dos matricAs= (a;x)1<i<m ¥ B = (br;) 1<k<p, tales que el nimero de columnas

Sk<p 1<gsn
de A sea igual al nimero de filade B. Representemos p@x; = (a1, ai2, - - -, aip) €l vector formado
por los elementos de la filade la matrizA, y porB’ = (b1, baj, ..., by;) €l vector formado por los

elementos de la columnade la matrizB. Observa que dichos vectores tienen el mismo nimero de
componentes por lo que podemos hacer su producto escal#gfie la matriz product€ = A - B
como la matriz de ordem x n, C = (c;;)1<i<m, CUy0s elementos vienen dados pgr= (A, \BJ’>.

1<j<n

Explicitamente

p
cij:Zaikbkj (lgzgm,lgjgn) (3)
k=1

Se define lanatriz identidadde ordem, I,,, como la matriz diagonal x n cuya diagonal principal
esta formada por unos. Cuando no sea preciso indicar la didrerescribiremos simplemerite

El producto de matrices tiene las propiedades (siemprecgygrdductos puedan hacerse):
Asociativa.A- (B-C)=(A-B)-C.
Distributivas.A- B+ C)=A-B+A-Cy(A+B)-C=A-C+B-C.
Elementos neutros. i e M,,, ., entonced,, - A = A, A -1, = A.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Traspuesta de un productd\ - B)! = B? - A",
El producto de matrices no tiene la propiedad conmutativa.
Dada una matriz cuadrad®, se llamamatriz inversa de A, y se notaA !, a otra matriz del

mismo orden verificando qu& - A—! = A~!. A = 1. La existencia y el célculo de la matriz inversa
se estudiardn més adelante.

Producto de una matriz por un vector columna
Consideremos una matri& = (a;;)1<i<m, de ordenm x n. Podemos multiplicar dicha matriz
1<j<n
por un vector columna x 1y obtenemos un vector columnax 1. Si e§ es el vector columna x 1,
traspuesto del vector unided, se tiene que

alj
a2j
t_
A - e; =
Amj
es el vector columnade A. Representemos dicho vector §6f. Ahora, dada = (1, 22, ..., 7,) €

R™, el producto,A - xt, de la matrizA por el vector columna? es el vector (columna) dB™ que
viene dado por:

n n
A-x"=A-(z1e] +xoeb+ - +ael) = ZA -xjef = ijCj (4)
=1 =1

y por tanto es una combinacion lineal de los vectores coluteria matrizA.
Matrices asociadas a un SEL. Transformaciones elementalesr filas
Al SEL (1) le asociamos lanatriz de los coeficienteslel sistemaA = (a;;)1<i<m Y la matriz

1<j<n
ampliada A = (A[b) dondeb es el vector columna formado por los términos independie@isserva
gue en la matriz ampliada cada fila se corresponde con unaiéoyecada columna, salvo la dltima,
se corresponde con una incégnita. Si representamas’ por vector columna x 1, podemos escribir
el SEL en la formaA - x! = b. En consecuencia, teniendo en cued)adl SEL (1) es compatible si,
y s6lo si, el vectorb es combinacidn lineal de los vectores columna de la matrix.

Las operaciones elementales sobre ecuaciones del SElitaesdrprincipio, se traducen en las
siguientegransformaciones elementales por filasobre la matriz ampliada:

= Intercambiar dos filas. Representaremosiio+> F; la operacion de intercambiar las filag ;.

= Multiplicar una fila por un ndmero distinto de cero. Repréassmos po; — oF; la operacion
de multiplicar la filag por el nUmerav.

= Sustituir una fila por su suma con otra multiplicada por un e@mRepresentaremos pBr —
F; + aF; la operacion de sustituir la filepor su suma con la filamultiplicada porc.

Observa que todas estas operaciones son reversibles yrgaéizdr cualquiera de ellas obtenemos una
matriz que representa un SEL equivalente al de partida. asa®s,A y B, se dice que soaqui-
valentes por filas y escribiremosA ~ B, si una se obtiene a partir de otra por un nimero finito de
transformaciones elementales por filas. Realizando salmatriz ampliada de un SEL transformacio-
nes elementales por filas obtenemos una matriz equivalenfeégs cuyo SEL asociado es equivalente
al de partida.

Nuestro objetivo para estudiar el SEL va a ser transformardtiz ampliada del sistema en otra
equivalente por filas lo méas sencilla posible.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Reduccion por filas. Forma de Hermite

Si una fila de una matriz contiene elementos no nulos, al gq@esésado mas a la izquierda le
llamaremogivote. Una matriz se dice que escalonadasi las filas nulas (caso de que las haya) se
encuentran situadas en la parte inferior y el pivote de c#aladinula esta a la derecha del pivote de
la fila anterior. Observa que en un matriz escalonada deleajo givote solamente puede haber ceros.
Una matrizescalonada reducidaes una matriz escalonada cuyos pivotes son iguales a 1 y lmslos
elementos que estan por encima de los pivotes son 0.

De las matrices

2 11 1 2 1.0 1 100 -2 1010
A=[0 -1 12 |B=|0-102]C=|010 3]|D=[011o0
0 1 0 0 0 0 3 4 000 0 000 1

la A no es escalonada, R si lo es pero no es reducida,day la D son escalonadas reducidas.

Se demuestra que, dada una matizhay unainicamatrizescalonada reducid& que esquiva-
lente por filasa A. Dicha matrizH se llamaforma de Hermite (por filas) deA (y también forma de
Gauss-Jordan d& o, simplemente, forma escalonada reducidAdle

Ala forma de Hermite de una matriz se puede llegar por digtio&minos; una estrategia basica
es conseguir un pivote en la primera fila en la posi¢itni ), lo cual es facil si en la primera columna
hay elementos distintos de 0; si no fuera asi tratariamosgtarlun pivote en la posicidfi, 2) y asi
sucesivamente. Logrado el pivote en la primera fila, se h&des elementos debajo de él restando
a cada fila la primera multiplicada por un nimero convenidigeho esto, nos fijamos ahora en la
submatriz que queda al suprimir la primera fila y las colunanksizquierda del pivote incluyendo la
columna del pivote, y repetimos el proceso anterior. Fieali®, partiendo del dltimo pivote, el que
esta mas a la derecha, se hacen 0 los elementos por encimy @stél se hace con los demas pivotes
siempre de derecha a izquierda y de abajo arriba. Veamosmplk.

Ejemplo 4.
0 3-6 6 4-5\  [(3-912-9 6 15 N 1-3 4-3 2 5 N
3-7 858 9, n|3-7 8-58 9 FioiF 3-7 8-58 9|, o
3-9 12-9 6 15 0 3—-6 6 4-5 0 3—-6 6 4-5
1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 2 5
0 2—-4 4 2-6 Fas 1Py 0 1-2 2 13|, o 450 1-2 21-3
0 3—-6 6 4-5 0 3-6 6 4-5 0 00 01 4

—

Esta matriz ya esta en forma escalonada.
facil.

0 que queda pgaa #ida forma de Hermite es muy

1-3 4-3 2 5 N 1-3 4-3 0-3 N 10-23 0-24
0 1-2 2 1-3 52:512:2};;3 0 1-2 2 0-7 Fi—sFy+3F, 01-220 -7
0 0 0 01 4 00 0 01 4 00 001 4

Esta técnica de reduccion por filas proporciona un proceditnisistematico para resolver un SEL.
El siguiente SEL

3rg — 6x3 + 614 + 415 =—5
3r1 — Txo + 8x3 —bxy +8xrs5= 9 (5)
31 — 929 + 1223 — 924 + 625 = 15

Tiene como matriz ampliada la del ejemplo 4

0 3 —6 6 4 -5
3 =7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6 15

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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cuya forma de Hermite, que acabamos de calcular, es

1 0 -2 3 0 —-24
01 -2 2 0 -7
00 001 4
Por tanto, dicho SEL es equivalente al siguiente:
T — 2x3 + 314 =-24
To — 223 + 224 = -7 (6)
Ty = 4

En este caso tenemos cinco incognitas y tres ecuacionds, oz debemos asignar valores arbitrarios
a dos de las incognitas: a aquellas cuyas columnas corispoes no tienen pivote, es deaig,y 4.
Entonces, poniendo; = s, x4 = t, obtenemos como soluciones del SB) l&s de la forma:

r1=—24+25s—3t, xo=—-T+25s—2t, x3 =35, x4=1, v5=4

dondes y t son nimeros reales cualesquiera que suelen llanpargenetros En esta situacién se
dice quers = sy x4 = t sonvariables o pardmetros libreg x1, 2, x5 sonvariables dependientes
Esta manera de representar las soluciones se lfame paramétrica. Dicho SEL es compatible
indeterminado. El método que hemos seguido parar resatesestema se llanmaétodo de Gauss—
Jordan.

La forma de Hermite de la matriz ampliada de un SEL no solaeng@tmite, cuando el sistema es
compatible, calcular muy facilmente todas las soluciomtstismo, sino que también nos informa del
caracter de dicho sistema. Se verifican los siguientestaelag:

1) Sila forma de Hermite de aatriz ampliadade un SEL tiene alguna fila cuyos elementos son todos
cero menos el Ultimo que es distinto de cero, entonces distems es incompatible. Cuando esto no
sucede el sistema es compatible.

2) Si el SEL es compatible y todas las columnas de la forma dmiteede lamatriz de coeficientes del
sistemaienen un pivote, entonces el sistema es compatible detadoicon solucién Unica.

3) Si el SEL es compatible y en la forma de Hermite de&riz de coeficientes del sistemay colum-
nas sin pivote, entonces las variables asociadas a dichasras son variables libres o pardmetros y
la solucion general del sistema se expresa en funcion de Ellaistema es compatible indeterminado.

Observa que para usar estos resultados no es imprescifsilitdese quieren calcular las soluciones)
llegar a la forma de Hermite de la matriz ampliada del sistesimd que basta con llegar a una matriz
escalonada equivalente.

Se llamarango de una matriz el nimero de filas distintas de cero de su fornkéedaite’. Dicho
namero también es igual al de columnas de la forma de Hermégignen un pivote. El rango de una
matriz es un nimero menor o igual que el nimero de filas y meiguab que el nimero de columnas.
El rango de una matriz es cero si, y sélo si, la matriz es laimatita.

Teorema de Rouché—FrobeniusSeanA la matriz de los coeficientes de un SElAyla matriz am-
pliada. Entonces:

1) SiranggA) < rangqA), el sistema es incompatible.
2) SiranggA) = rangqf&) y es igual al nUmero de incAgnitas, el sistema es compaidgminado.

3) SirangdA) = rangc(f&) y es menor que el nimero de incégnitas, el sistema es corgpatileter-
minado. En este caso el nimero de variables libres es ignaharo de incégnitas menos rafgg.

4Para calcular el rango basta con obtener una matriz esdal@uiivalente

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Existencia y célculo de la matriz inversa
El siguiente resultado nos dice qué matrices cuadradastiemersa.
Teorema.SeaA una matriz cuadrada x n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A esinvertible, es deciA tiene inversa.
2) La forma de Hermite d& es la identidad,,.
3) El rango deA es igual an.
Un método para calcular la matriz inversa de una matsizonsiste en escribir una nueva matriz
C = (A | I), formada por la matriA y a su derecha la matriz identid&dA continuacién en dicha
matriz C se realizan las transformaciones elementales por filasaeas hasta que a la izquierda nos

quede la identidad y de esa forma obtendremos la m@tiizZA ~!), es decirA~" es la matriz que ha
quedado a la derecha.

323,100 100, 2-3 2
324010 )~{010] -1 3-3
213|001 001, -1 1 0
323 2-3 2 2-3 2 323 100
324 -1 3-3|]=|-1 3-3 324 )1 =(010
213 -1 1 0 -1 1 0 213 001

Determinantes

Acada matriz cuadrad& vamos a asociar un nimero que llamaremos su determinarpesses-
taremos podet(A) o por|A|. Diremos como se calcula el determinante de mattice®, y daremos
una regla que permite calcular el determinante de matricedradas de orden> 2 reduciendo dicho
calculo al de determinantes de order- 1. Aplicando dicha regla repetidamente se puede reducir el
célculo de cualquier determinante al célculo de deterntésaste orden 2.

El determinante de una mattizx 2 es:

ail a2
az1 Qa2

= a11G22 — 012021

Si A es una matriz, representaremos Agy la matriz obtenida suprimiendo exla fila¢ y la columna
j. Si A es una matriz cuadrada de orden- 2, A;; es una matriz cuadrada de order 1. Supuesto
queA es una matriz cuadrada de ordep- 2 se define:

det(A) = ia”(—l)”] det(AZ]) (7)
j=1

El nimero(—1)"*7 det(A,;) se llamaadjunto del elementa;; de A, y se dice que la expresion
anterior es el desarrollo del determinanteAdeor los elementos de la fila

Veamos que, efectivamente, aplicando la igualdad (ina matri3 x 3 obtenemos su determinante.
aix @iz ais

a21 @G22 Aa23 = a1
az1 azz2 ass

az1 a2
asy  as2

az1 Qa23
az1 ass

a22 A23
az2 ass

— a2 + ais

= ar (a22a33 - a23a32) — a2 (a21a33 - a23a31) + a3 (a21a32 - a22a31) =

= (11022033 + A12023a31 + A21A32013 — 13022031 — 423032011 — 12021033

Igualdad conocida con el nombre @rgyla de Sarrus
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Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 9

También podemos calcular el determinante de una matrizrdiaado por los elementos de una
columna:

det(A) = 3 aig (1) det(Ay) ®)
=1

Propiedades de los determinantes
SeaA una matriz cuadrada de orderr> 2. Se verifica que:
1) Si una fila deA es combinacién lineal de otras filas Ae entonceslet(A) = 0.
2) SiB se obtiene al multiplicar una sola fila @epor un nimerey, entonceslet(B) = avdet(A).
3) SiB se obtiene al intercambiar dos filas Anentonceslet(B) = — det(A).

4) Si B se obtiene al sumar a una fila @e otra multiplicada por un namero, entoncés(B) =
det(A).

5) det(A) = det(AY).
6) SiB es una matriz cuadrada del mismo orden duelet(A - B) = det(A) det(B).

7) Una matriz cuadrada se llant@angular superior (inferior) si todos los elementos por debajo
(por encima) de la diagonal principal son nulosASes una matriz triangular (superior o inferior), el
determinante deé es igual al producto de los elementos de su diagonal prihcipa

Comodet(A) = det(A?), las propiedades anteriores son también vélidas si encgllabiamos
filas por columnas da.

Estas propiedades permiten calcular el determinante denatréz transforméandola en otra méas
sencilla mediante transformaciones elementales de filascoldmnas. La estrategia es tratar de hacer
en una fila o columna todos los elementos cero salvo uno o desarmllar el determinante por los
elementos de dicha fila o columna.

Una importante propiedad de los determinantes es la siguien
Teorema.Una matriz cuadrada es invertible si, y sélo si, su determiaas distinto de cero.

Las matrices cuadradas con determinante distinto de cdlans@nmatrices regulares
Los determinantes pueden usarse para calcular el rangecadeaainiz cualquiera. Si en una matriz
suprimimos algunas filas y columnas la matriz resultantécgeglie es unaubmatriz de la primera.

Teorema.SeaA € M,, «., €l rango deA coincide con el mayor orden de una submatriz cuadrada
regular deA.

Teorema. Una matriz cuadrada es regular si, y sélo si, sus vectoregraok son linealmente indepen-
dientes, en cuyo caso también son linealmente indepeedisns vectores fila

Matriz adjunta e inversa
Si A es una matriz cuadrada su matriz adjunta, representadaddoA Aes la formada por los
adjuntos de sus elementos. Se verifica el siguiente resultad

Teorema.Si A es una matriz cuadrada regular, entonces su inversa vidagpda

1
~ det(A)

(Adj(A))"
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Regla de Cramer

Es una forma de calcular mediante determinantes la solue@am SEL compatible determinado.
Si el sistema, escrito en forma matricial, &s x* = b, dondeA es una matriz regular, el sistema es
compatible determinado y su solucidn viene dada por:

= SR 19,
T qet(A) "

dondeX; es la matriz obtenida al sustituir en la mattiza columna por el vectorb.
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