Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Leer y escribir correctamente

. . 1
. Describe con palabras los conjun{os n eN} y{xeQ:x*<3}.
n

. Representa simbdlicamente el conjunto de los niUmertesreayos inversos estan entre 1y 2.

. Enuncia sin usar simbolos matematicos el siguientertent&ea 1 : [a, b] — R una funcién
continuatal quef(a) f(b) > 0 entonces existe algun punice]a, b[ tal que f(c¢) = 0"

. Lee el epigrafe 1.1.1Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolariale’mi libro

Célculo diferencial e integral de funciones de una variable

Después de leerlo explica el significado de la expresi#e==T". Explica también con todo

detalle qué es lo que hacemos en matematicas cuando demastia teorema.

. Cuando en una expresion matematica aparecen cuantifésael® muy importante el orden de
los mismos. Lee las siguientes afirmaciones (se suponelqueR es un conjunto no vacio de

nameros reales):
a) Para todo € 4 hay unz € R que verificaz > x.
b) Hay unz e R que verificaz > x para todox € 4.

Explica con detalle lo que se dice en a) y en b). ¢ Te pareceeggieeslo mismo en ambas?

. Dados dos numeros realey b, prueba que las siguientes afirmaciones, que debes expogsar

palabras, son equivalentes:

i) a<b.

i) Paratodos € R™ se verifica queb + ¢ = a.
iii) Para todoe € R se verifica quer — & < b.

. Dados dos numeros realey b, prueba las siguientes igualdades que debes enunciar [zen pa

bras:

{(xeR:x>b}={b+e:e>0}, {xeR:x<a}={a—¢e:e>0}.

Vuelve a enunciar con palabras los apartados del ejeraitaiar.

. Dados dos numeros reatey b, prueba que las siguientes afirmaciones, que debes expossar

palabras, son equivalentes:

i) a<b.

i) Paratodov > b se verificaquev = a.
iii) Para todou < a se verifica que: < b.
Compara este ejercicio con el ejerciéio

1

L , - . 1 1
. a) Estudia si hay numerase y que verifican la igualdad— + — =
X

y  x+y

1

1

1
b) Estudia si hay nimerasb, ¢, d que verifican laigualdad—
a

Td by

a?+b+c2+d’


http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf

10.

11.

12.

. Calcula para qué valores e R se verifica que

Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacion 1 - Desigualdades

. Estudia los intervalos en los que un trinomio de segunddap(x) = ax? + bx+ ¢, es positivo

0 negativo. Debes considerar todos los casos posibles geglel trinomio tenga raices reales o
no.

. Calcula para qué valores Be R se verifica quex* — 7x% +2 > 3x% — 7x.

x3—-33
>6
X J—

. Calcula los valores dec R para los que se verifica qQueS—>— >

. . -2x 1
. Calcula para qué valores #e R se verifica la desgualdaéﬁ1 > >

Calcula para qué valores dese verifica la desigualdde + 1| + [x2 — 3x+ 2| < 4.

Calcula para qué valores ge R se verifica que

X—2 - 1
X2—2x—1|" 2’
X3

————|<
x2—2x—3‘ =

Calcula para qué valores de R se verifica qugx — 6[(1+ [x—3|) > 1.

Calcula para qué valores He R se verifica que
X2+ 3x— 9 = [} +x— 6] +]2x—3.

Supuesto queQ a < b, calcula para qué valores de R se verifica la desigualdad

1,01 11
X a+b—x a b’

Prueba cada una de las siguientes desigualdades yeestudada caso, cuando se da la igualdad.
2) 2y <X +Y?, b) Ay < (x+y)%, ©) ¥ +xy+y’ > 0.

Prueba que cualesquiera sean los nimeros reales peaitivO y b > 0 se verifica que

_a 1 1
2(a+b)vb vb Va+b
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11.

12.

. Calcula para qué valores Be R se verifica que

. Calcula para qué valores He R se verifica que|

Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacion 1 - Desigualdades

. Estudia los intervalos en los que un trinomio de segunddap(x) = ax? + bx + ¢, es positivo

0 negativo. Debes considerar todos los casos posibles geg(el trinomio tenga raices reales o
no.

. Calcula para qué valores Be R se verifica quex* — 7x° + 2 > 3x3 — 7x.

. Calcula los valores dec R para los que se verifica que,—;— >

x3—33
>6
Xé—2x—4

- . -2x_ 1
. Calcula para qué valores ge R se verifica la demgualdaéﬁ1 > >

. Calcula para qué valores dese verifica la desigualdd®+ 1| + |x* — 3x+ 2| < 4.

>1
>

X_
X2 —2x—1

. Calcula para qué valores Be R se verifica quex— 6[(1+ [x—3|) > 1.

x3—5
X2 —2x—3

<1

. Calcula para qué valores ge R se verifica que

X2+ 3x— 9 = }*+x— 6] +]2x— 3.

Supuesto que€ a < b, calcula para qué valores de R se verifica la desigualdad
1,01 11
X a+b-x "a b
Prueba cada una de las siguientes desigualdades yegstudada caso, cuando se da la igualdad.

a) 2y <X +y?, b) &y < (x+Y)% ) ¥ +xy+y*>0.

Prueba que cualesquiera sean los niumeros reales peaith0 y b > 0 se verifica que

a1t 1
2(a+b)vb ~vb Va+b



Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacién 2 - Mayorantes, minorante, supremo, infimo

1. SeanA, B conjuntos no vacios de niumeros reales. Supongamos quepara todaa € Ay para
todob € B. Prueba que sip) < inf(B).

2. SeamA, B, conjuntos no vacios y acotados de numeros reales. Prueba qu
i) Si AC B entonces su@) < sugB), inf(A) > inf(B).
i) sup(AUB) = max{sugA),supB)}.

3. Seamy B conjuntos acotados de nimeros reales talesAquB # @.
a) Prueba quA N B esta acotado y que

max{inf(A),inf(B)} <inf(ANB), supANB) < min{supA),supB)}
b) Prueba con un ejemplo que las dos desigualdades puedesirsetas.
c) Prueba que #\y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.

4. Sean @ AC R un conjunto mayorade=supAy € > 0. ¢, Se puede asegurar que existe algéin
Atal ques— ¢ < a < s? En caso afirmativo, demostrarlo. En caso negativo, dar minaajemplo
y modificar las desigualdades anteriores para que sea.cierto

5. SeamA, B, conjuntos no vacios de nimeros reales. Definimos los ctwgun
A+B={a+b:acAbeB}, A-B={a—b:acAbeB}
Supuesto quay B estan acotados, prueba que:

SupA+ B) = sup(A) + sugB) inf(A—B) = inf(A) — sugB).

6. Sear, B, conjuntos no vacios de numeros reales. Definik®s- {ab: ac A,beB}. Supuesto
gueAy B son conjuntos mayorados de nameros reales positivos, gueh

Ssup(AB) = sug(A) sup(B), inf(AB) = inf(A)inf(B).

7. SeamAy B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos. Suporgjqned\ estd mayorado
y quep = inf(B) > 0. Definamos:

C:{g:aeA,beB}.

Prueba qu€ esta mayorado y se verifica la igualdad:

_supA)
SURC) = By

¢ Qué ocurre si iiB) = 0?



Doble Grado en Informatica y Matematicas — Ejercicios de Cétulo | 2

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

SeamA C R y B C R conjuntos no vacios y supongamos quéAnt- supB). Definamos:

c{i: aEA,bEB}
a—b

1

Prueba que syf) = nf(A) — sufB)

. SearAy B conjuntos no vacios y mayorados de nimeros reales posibafisiamos:

1
C=<———:acA beB
{ aZip CEMPE }
Calcula el extremo inferior dé. ¢, Qué pasa si alguno de los conjunAasB no esta mayorado?

SeamA y B conjuntos no vacios de niimeros reales talesBjaeR" y A estAd mayorado. Sea

: beB,aeA}.

a = supgA) y B = inf(B). Supongamos que < B?. DefinamosC = {m

1
Fa

SearAy B conjuntos no vacios y mayorados de nimeros reales posHuasba que el conjunto

Prueba que syf) =

C={ab—c?: acA beB, ceB}
esta mayorado y calcula su supremo.

an—1

SedA = {(—1) : neN}. Calcula infA) y sugA). ¢ TieneA maximo o minimo?

Considera los conjuntos

A:{Z—%:neN}, B:{3+%:neN}, cz{(z—%) (3+%) :neN}.

Calcula el supremo y el infimo dA B,C e indica cuéles de ellos tienen maximo o minimo.
Comprueba si se verifican las igualdades(@®)p= sug/A) supB), inf(C) = inf(A)inf(B). ¢ Hay
alguna contradiccion con lo establecido en el ejercicio 6?

SeaA un conjunto no vacio de numeros reales. Para cadl® definamos la “distancia de a
A" por:
dist(x,A) = inf{|x—a| : a € A}.

Prueba que para todosy € R se verifica que:

|dist(x, A) — disty. A)| < [x—y].

Seaf : [a,b] — R unafuncién creciente verificando qae f(x) < b paratodox € [a,b]. Prueba
que hay algin punte € [a,b] tal que f(c) =c.

Sugerencia: considera el supremo del conjymte [a,b] : x < f(x)}.

Dpto

. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacién 2 - Supremo e infimo. Indudén matematica.
(para hacer en casa)

1. Seamy B conjuntos no vacios y mayorados de nimeros reales posibefisiamos:

1
C=<———:acA beB
{ aZip CEMPE }
Calcula el extremo inferior dé. ¢, Qué pasa si alguno de los conjunAasB no esta mayorado?

2. SearAy B conjuntos no vacios y mayorados de nimeros reales posHimnasba que el conjunto
C={ab—c?: acA beB, ceB}
esta mayorado y calcula su supremo.

3. Prueba, usando el principio de induccion matematica,pgue todo ndmero naturale N se

verifica que:
2.4.6-.... (2n) 2

<
5.7-9---(2n+3) (n+1)v2n+4

4. SeaA un conjunto denso €R. Prueba que la interseccion Aeon cualquier intervalo abierto no
vacio es un conjunto infinito.

Para entregar el lunes 29 de octubre.



Grado en Matematicas

Célculo I — Relacién de ejercicios 2 - Soluciones

Ejercicio 1. Sean4, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Justificeiguientes
afirmaciones:

i) Si 4 € B entonces sup) < sup(B), inf(4) = inf(B).
i) sup(4 U B) = max{sup(A4), sup B)}.

Solucion.i) Para todd € B se verifica qué <sup(B) y, comoA C B, en particular para todoe 4 se
verifica quez < sup(B). Por tanto sufB) es un mayorante dé y, en consecuencia, sgp) < sup B)
ya que, por definicion, sy@) es el minimo mayorante dé.

Para toda € B se verifica qué = inf(B) y, comoA C B, en particular para todoe 4 se verifica
quea = inf(B). Por tantanf(B) es un minorante dd y, en consecuenci&f(4) = inf(B) ya que, por
definicién,inf(A4) es el maximo minorante dé.

i)ComoAd Cc AU By B C AU B, por el apartado anterior, se verifica qeeip4) < sup4 U B)
Yy ,SUAB) < sup4 U B), lo que implica que @x{sup(4),supB)} < sup 4 U B). La desigualdad
contraria es consecuencia de quax{sup(4), supB)} es, evidentemente, un mayorantedle) B. ©
Ejercicio 2. Seand y B conjuntos acotados de numeros reales talesdqoeB # .

a) Probar quel N B estd acotado y que

max{inf(A), inf(B)} <inf(A N B), sup(4 N B) < min{sup(4), supB)}
b) Mostrar con un ejemplo que las dos desigualdades puedeastsetas.
¢) Probar que si y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.
Solucién.a) Para toda € A N B se verifica que:

inf(4) < x <sup4)

inf(B) < x < supB) } —> max{inf(A4), inf(B)} < x <min{sup4), supB)}

Por tanto, rax{inf(4), inf(B)} es un minorante dd N B y min{sup(4), supB)} es un mayorante
de 4 N B. En consecuencia, sin mas que tener en cuenta las defirdaeniafimo y de supremo, se
verifica que:

max{inf(4),inf(B)} <inf(AN B) y supA4 N B) <min{sup4),supB)}
b)A={1,2,3}, B=1{0,2,4}.

¢) SiAy B son intervalos acotados, como el supremoy el infimd geB son los extremos de dichos
intervalos, podemos considerar gdey B son intervalos cerrados. Pongambs= [a, b], B = [¢, d].
Tenemos que:

a<x<bh

xe[a,b]ﬂ[c,d]@} c<x<d

} & max{a,c} < x <min{b,d} & xe[méx{a,c},min{b,d}]

Es decir, hemos probado que

AU B =1a,b]N[c.d] = [max{a. c} . min{b, d}]

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Grado en Matematicas — Ejercicios de Célculo | 2

claro esta, esto es asi siempre qufa, ¢} < min{b, d} porque en otro caso la interseccion es vacia.
Es claro que:

inf(ANB)=max{a, c}=max{inf(4),inf(B)} y supANB)=min{b,d}=min{sup4),supB)}.

©

Ejercicio 3. Seand, B, conjuntos no vacios de numeros reales. Definimos el canjunt
A—B={a—b:acA,be B}
Supuesto quel estd mayorado ¥ esta minorado, prueba que:

sup4 — B) = supA) — inf(B).

Solucion.Es el ejercicio resuelto nimero 64, pagina 125, de mi i@duculo Diferencial e Integral de
Funciones de Una Variablg te suena?). ©

Ejercicio 4. Prueba que un intervald # @, es un intervalo abierto si, y slo si, para cada& [ se
verifica que hay algan nimeng. > 0 tal que]x — ry, x + r[S 1.

Solucién. Los intervalos abiertos son los que no tiene maximo ni minpdgina 12 de mis apuntes
Conceptos Basicos de Analisis Régle suena?)).

Seal un intervalo no vacio y supongamos que para tade I se verifica que hay algin nimero
ry > 0 tal quelx — ry, x + r¢[C 1. Puesto que en el intervala — r, x + ry[ hay nimeros mayores
y menores que (¢ entiendes esta trivialidad? ¢ seguro?), deducimos ggémi € / es minimo ni
maximo del, luego! es un intervalo abierto.

Reciprocamente, supongamos dues un intervalo abierto no vacio y se& /. Comox no es el
minimo ni el maximo dd (las definiciones no son adornos indtiles, se dan para dplgatienen que
existir nimeros € I, v € I verificando que: < x < v. Sear, =min{x — u, v — x}. Entonces se tiene
query >0y u <x —rx, x + ry <v. Luego:

Jx —rx, x +rx[Cu,v] C I

donde la dltima inclusion es consecuencia de fes un intervalo (¢,sabes como se define un interva-
l0?). ©

Ejercicio 5. Calcula elinf(A4) y el sug 4) donde

n—

A:{(—l)” ! :neN}.

n

Debes razonar tus respuestas. ¢ Tiémeaximo o minimo?

Soluciéon.Pongamos

A= {(—1)n (1—%) :neN} = {1—% :neN} U {—1 + 2n1—1 :neN}

Para todo: € N se verifica que:

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Grado en Matematicas — Ejercicios de Célculo | 3

por lo que—1 es un minorante ¥ es un mayorante dé.
Probemos qué es el minimo mayorante dé. Seau < 1. Comol — u > 0, tenemos que:

I I
<l—-—<— —<l—-u<=—=n>—
! 2 2 LR YT

Por la propiedad arquimediana del ordenRjesabemos que hay nimeros naturalgsque verifican
la desigualdad, > 2(+_u) (por ejemplony = E(2(+_u)) + 1). Tomando uno cualquiera de ellos se

: 1
tiene quex < 1 — EP lo que prueba que no es mayorante dé.
no

Hemos probado que= sup(4). Comol ¢ A4, 4 no tiene maximo.
Lo que queda lo haces ti. Oye, ¢ tl estudias o trabajas?. ©

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacion 3
Racionales e irracionales. Principio de Induccién. Desiqaldad de las medias.

1. Indica de forma razonada si los siguientes nimeros s@miles o irracionales:
a) La suma o el producto de un nimero irracional con un nunaeional distinto de cero.
b) La suma o el producto de dos nimeros irracionales.

V5 +2
C)V2+ V3, V6 -2 - \/—3\/—+4

2. Sean, b,c,deQ conc? +d? > 0y x € R\Q. ¢ Qué condiciones deben cumpljb, c, d para que

, ar+b .
el nimero sea racional?
cr+d

3. Seaz € R. Pruebaqueup{r € Q : r < z} = z = inf{s € Q : = < s}. ¢ Permanece valido
este resultado si se sustitu@epor un conjunto denso eR?

4. Seay : R — R una funcién mondtona y supongamos gue) = z para toda: € Q. Prueba que
paratodar €R esp(x) = x.
Sugerencia: la suposicion de quér) # « para algin: € R lleva a una contradiccion.

5. Sea f: R — R una funcién no idénticamente nula verificando, para todog en R que

flx+y)= flx)+ fly) (f esaditiva) yf(zy) = f(z)f(y) (f es multiplicativa). Prueba que
f(z) = x paratodar € R.

Sugerencia: la existencia & de la raiz cuadrada permite probar gfies monoétona.
6. Prueba, usando el principio de induccién, que paratael se verifican las siguientes relaciones.

nn+1)2n+1)
G .

n?(n +1)2

—

a) 12 +22432+...+n? =

b) 13 +23+3° ... 4nd =

n(2n—1)(2n+1)
3 .
n(n+ 1)(n + 2).

c) 12432 +52+. -+ (2n—1)2 =

d1-242-343-44--4+n-(n+1)=
1 1

1
e) Vn<l+—+—+4-+—<2Vn
) vn V2 V3 Vn v
1 1 1 1 n
— — — _> —
Dltgtgtgt t5 2145

135 (2n-1) 1
2-4-6---(2n)  V1+3n
1-3-5---(2n—1) 1
2-4-6---(2n) = 2y/n

7. Prueba que para todo nimero naturalN se verifica que:® — n es divisible por 5.

g)

h)

8. Prueba que la suma de los cubos de tres niimeros naturagesativos es multiplo de 9.
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Principio de induccién completa.Sea A C Ny p un nimero natural. Supongamos que se
verifican las dos condiciones siguientes:

i)p € A,

ii)Sin € N,n > p,yelconjunto{k € N : p < k < n} esta contenido ed, entoncegn+1) € A.
Entonces se verifica que el conjuntocontiene a todos los niimeros naturales mayores o iguales
que p. En particular,sp = 1 esA = N,

Prueba que todoc N conn > 8 puede escribirse en la forma=3p+5¢ dondep, N U {0}.

Prueba que el triangulo equilatero es el triangulo qretmaxima area para un perimetro dado y
de minimo perimetro para un area dada.

Sugerencia. Si, b, ¢ son las longitudes de los lados de un triangulp ¥ (a + b + ¢)/2 es el
semiperimetro, entonces, segun la férmula de Heron derfgp, el area del triangulo viene dada

porA = \/p(p —a)(p —b)(p — ¢).

, o L oa? P
Calcula el rectdngulo de mayor &rea inscrito en la etipszeacuamona—2 + ohe 1.
Concluida la primera vuelta de la liga de un pais con diiaida al fitbol, se observa que no se ha
producido ninglin empate. Probar que puede hacerse unddistalos los equipos participantes,

de forma que cada equipo de la lista haya ganado el partidpugaeontra el siguiente en la lista.

Seaq irracional. Prueba que el conjunfia — E(na) : n € N} es denso er0, 1], es decir,
dadosr,y € [0, 1] con z < y, hay algin nimero naturdd € N tal quex < ka — E(ka) < y.

Supongamos que en un circuito hagoches separados por distintas distancias y que entre todos
ellos tienen la gasolina justa para dar una vuelta al cocHtueba que hay algin coche que
empezando desde donde se encuentra y recogiendo al pasaolmg de los demés vehiculos
puede dar una vuelta completa al circuito.

Los dos ultimos ejercicios son de bastante mayor dificultelej resto y los propongo como un
pequefio desafio por si alguien se atreve con ellos.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Doble Grado en Informatica y Matematicas

Ejercicios de Calculo | — Relacion 3. Sucesiones — Series —i@iouidad

1. Calcula los limites de las sucesiones:

41\ 1434804 2n-1)°
Pinti) D= n

a) X, = <1+ log
2. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia dadagentes series.
5"'n!

a) Zl 7n9-14. 19...(4+5n);

D=

b) ¥ (-1 (¥n+i- )

n>1

3. Seaf : R — R una funcion continua y creciente. Prueba que para todo ntnacotado y no
vacio,A C R, se verifica que suf(A) = f(supA).

Para entregar el 18 de diciembre.



Grado en Matematicas

Célculo I — Relacién de ejercicios 3 - Soluciones

Ejercicio 1. SeanAd y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos y suporgygoe esta
mayorado. Prueba que el conjunto

C = {az—b cacAd, beB}

esta mayorado y calcula su supremo.

Solucién.Seax = sup4). ComoB C R™, B estd minorado. Sea= inf(B). Paratodoa € A y para
todo b € B tenemos que:

0<a<a a’ <a?
B<b } — {—bs—ﬂ}:’ @ -bso’-p

Hemos probado que el nimesd — B es un mayorante d€. Por tanto,C estad mayorado. Sea
y =sup(C). Comoy es, por definicion, el minimo mayorante @etenemos que < «? — B. Proba-
remos la desigualdad contraria.

Paratodoa € Ay paratodo b € B tenemos que? — b < y, es decirg?> < y + b. Consideremos
ahora que € B es un elemento fijo e®. Como0 < « Yy las raices conservan el orden en los reales
positivos, tenemos que< /y + b. Esta desigualdad, vélida para tade 4, nos dice que el nimero
VY + b esun mayorante dé¢, luegox < /v + b. Como son numeros positivos, elevando al cuadrado,
obtenemos que? <y + b, es decirp? —y <h. Como esta desigualdad es valida cualquierasea,
el nimerax? — y es un minorante d8 y, por tantop?> — y < 8, porquef es el maximo minorante de
B. Hemos obtenido asi qué — 8 < y.

De las dos desigualdades obtenidas resukaa?® — B. ©

Ejercicio 2. Prueba, usando el principio de induccidn, que para ogldl se verifican las desigualda-
des siguientes:

1 1 1
Vnsl+ —+—+-F+—=<2Vn
V2 3 Vn

Solucién.Se trata de probar dos desigualdades:

1 1 1
«/ﬁﬁlﬁ-ﬁﬁ-%“r'““r% (1)
1 1 1
1+$+%+“'+ﬁ$2«/ﬁ (2

a) Sead el conjunto de los nimeros naturalese N, para los que se verifica la desigualdayl (
Probaremos qud es inductivo.

Paran = 1 la desigualdadl() se expresa < 1 que, evidentemente, es cierta. LudgoA.

Supongamos que un nimera € A y probemos que entonces tambi€a- 1 € A. Nuestra hipétesis
es que para un cierto numerce N se verifica la desigualdad)(y queremos probar que en tal caso
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también se verifica la desigualdad
Ly Ly
V23 NN

En efecto, como estamos suponiendo gaed, tenemos que:

n+1<1+ (3)

Y como:

concluimos que si la desigualdal) e verifica para un €N entonces también se verifica la desigual-
dad @). Hemos probado asi quees un conjunto inductivo de nimeros naturales y, por el jmimde
induccién matematica, concluimos gde= N, es decir, la desigualdad)(se verifica para todec N.

b) SeaB el conjunto de los nimeros naturalese N, para los que se verifica la desiguald2)l (
Probaremos qu# es inductivo.

Paran = 1 la desigualdadd) se expresa < 2 que, evidentemente, es cierta. LudgoB.

Supongamos que un numera € B y probemos que entonces tambiéa- 1 € B. Nuestra hipétesis
es que para un cierto niumetce N se verifica la desigualda®)(y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

1 1 1 1
I+ —=+—=+ 4+ —F—=+——==x2
V2 V3 NN

En efecto, como estamos suponiendo gae3, tenemos que:

vn+1 4)

1 1 1 1 1

I+ —=+—++—=+ <24n+
V2 3 oo Un+1 n+1
Y como:
1 2vn24+n+1 a4n?2+4n+1 J4n2+4n+14+1 2n+2
2n+ = = < = =2v/n+1

i+l Jn+1  Jun+1 N S Un+1

concluimos que si la desigualda?) 6e verifica para un €N entonces también se verifica la desigual-
dad @). Hemos probado asi qug es un conjunto inductivo de niimeros naturales y, por el fmimc
de induccion matematica, concluimos gBe= N, es decir, la desigualda@)(se verifica para todo
neN. ©

Ejercicio 3. Justifica las siguientes afirmaciones.

a) La suma de un namero racional y un nimero irracional es oreralirracional.
b) El producto de un nimero racional no cero por un nimeroional es un nimero irracional.
c) Lasumay el producto de dos nimeros irracionales puedaaenal o irracional.

542 . .
d) Los nimerosv'6 — 2 — /3y V542 son irracionales.

3V5+4
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Solucion.a) Sir e Q y « e R\Q el nimerog = r + « no puede ser racional, porque=r —  y si g
fuera racional también seria racionat r — 8 en contra de lo supuesto.

b)SireQ,r #0y a € R\Q el nimerof = ra no puede ser racional porque= é y si B fuera
r

B

racional también seria racional= — en contra de lo supuesto.
r

c) Sabemos que’2 es un nimero irracional, por tanto los nimeres 2+ 1y g = +/2— 1 son, por
el apartado a), irracionales. Tenemos que

» o + B =2+/2 esirracional.
= o — =2 esracional.
= of =1 esracional

" aa =3+ 2+/2 esirracional.

d) Seax = v/6 — V2 — /3. Tenemos qua/2 + /3 = v/6 — «. Elevando al cuadrado obtenemos
. 1 2
542/6=6+a>—2a+/6. Y deducimos qué2+2a)+/6=1+a?. Por tanto2 +2a#0y /6= 5 j: g .
o
Esta igualdad nos dice qué6 es una funcién racional de(sumas, productos y cocientesalg otros
ntmeros racionales). Como sabemos fiéees irracional, deducimos quees irracional.

V542 2—4p
—~ =  Despejanda/5 resulta queV/s = . Esta igualdad nos dice que
3544 ord q 3B-1 g g

/5 es una funcién racional g&(sumas, productos y cocientesfig otros nimeros racionales). Como
sabemos que/5 es irracional, deducimos qukes irracional.

Pongamog =

©

Ejercicio 4. Seax € R. Pruebaque sype Q:r < x} = x =inf{s € Q : x < s}. ¢ Permanece
vélido este resultado si se sustitu@epor un conjuntad denso eR?

Solucién.Sead ={r € Q : r < x}. Es evidente qud no es vacio (¢,por qué?) y ques un mayorante
de 4. Seaz € R, z < x. Probemos que no es mayorante dd. En efecto, comd) es denso elR,
exister € Q verificando quer < r < x. Comor < xyr e Q,tenemos que € A. Y comoz < r, z
no es mayorante dé. Hemos probado asi que ninglin nimero menorngas mayorante dd, luego
SUp(A4) = x.

SeaB={s € Q:x < s}. Es evidente qu& no es vacio (¢ por qué?) y guees un minorante ds.
Seaz eR, x < z. Probemos queno es minorante d8. En efecto, com@) es denso eR, existes € Q
verificando quer < s < z. Comox < sy s € Q, tenemos quee B. Y comos < z, z N0 €S minorante
de B. Hemos probado asi que ningdn nimero mayorxgae minorante deé, luegoinf(B) = x.

En el razonamiento anterior lo Unico que se ha utilizado gsdpiedad de densidad dg enR,
por lo que permanece valido si se sustit@y@or cualquier conjunto denso & ©
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Complementos

. Concluida la primera vuelta de la liga de un pais con graivafal futbol, se observa que no se ha
producido ningln empate. Probar que puede hacerse unddistalos los equipos participantes,
de forma que cada equipo de la lista haya ganado el partidmgaeontra el siguiente en la lista.

. Sead un conjunto denso eR. Prueba que la interseccidn decon cualquier intervalo abierto no
vacio es un conjunto infinito.

. (1,5 puntos) Sead y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos. Suporgqune® esta
mayorado y queup(B) < inf(A) inf(B). Definimos el conjunto

U—{ L : aEA,bGB,cEB}.
ab—c

Prueba qué/ esta mayorado y calcutap(U).

. (1 punto) Seanl y B conjuntos no vacios y mayorados de niameros reales posiftvosba que
el conjunto
C = {ab—02 :a€A, beB, CEB}

esta mayorado y calcula su supremo.

. Seand y B conjuntos no vacios de niumeros reales positivos y sea
a
C= { 5 aEA,bEB}

Prueba que sB esta mayorado entonces se verifica que:

inf(A)

mf(C) = S (B)

¢ Qué puede decirse @ (C) si B no estad mayorado?

. Seand C Ry B C R conjuntos no vacios y supongamos @i A) > sup(B). Definamos:

C:{ 1 : aeA,beB}
a—>b

1
inf(A) —sup(B)

. Prueba, usando el principio de induccién matematicapqueetoda: € N se verifica la desigual-
dad:

Prueba quesup(C) =

1 _1:3:5-(2n-1) 1
2/m - 2-4-6---(2n)  I+3n

. Seand y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos y suporgquesi esta mayorado.
Prueba que el conjunto

C= {aQ—b D a€A, bEB}

esta mayorado y calcula su supremo.
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9. Sead el conjunto de nimeros reales definido como sigue:

2_2n—-1
A:{?mijzm}
n

Calcula el supremo y el infimo dé. ¢ TieneA maximo o minimo? Justifica tus respuestas.

10. Prueba, usando el principio de induccién, que paratael se verifica la igualdad:

2 2
1
1312343304003 = %
11. Sean @# A C R un conjunto mayorade; = sup Ay ¢ > 0. (Se puede asegurar que existe
alglina € A tal ques — ¢ < a < s? En caso afirmativo, demostrarlo. En caso negativo, dar un
contraejemplo y modificar las desigualdades anterioresquae sea cierto.
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Ejercicios de Calculo | — Relacion 4 - Sucesiones de numerosales

. Seal unintervalo yf : I — I una funcion verificando qug() C I. Seaa € I y definamos una
sucesionz,, } porzy = ay xn+1 = f(z,) paratodoreN.

a) Supongamos qug es estrictamente decreciente By quex; # xo. Prueba qugz,} no es
mondtonay que si; # x5 entonces las sucesiongs,, 1} Y {z2,} son estrictamente mondto-
nas.

b) Usa lo visto en a), para estudiar la convergencia de lasgnes dada para tode N por:

L _q _ 3Yn+2
1+xn, Yy = 1, yn+1—2yn+1

r1=1, Tpy1 =

. Estudia la convergencia de las sucesidngs vy {y. } dadas para tode<N por:

ban +2. _, 2y, +3
T, + 3 ’ 1 y Yn+1 5yn T 9

x1 =1, Tpy1 =
. Supongamos quer,, } no converge a. Prueba que existe un nimero- 0 y una sucesion parcial
{z,(n} tal que para tode € N se verifica quez, (n) — z| > 7.

. Seaf : [a,b] — R una funcion estrictamente creciente verificando que f(z) < b para todo
x € [a,b]. Definamosz; = a,y 2,41 = f(z,) paratodon € N. Prueba qudz, } converge a
B €la, ] tal ques = sup f([a, 5). Ademas3 < f(B).

. Sean{z,} e {y,} sucesiones acotadas. Prueba que:
lm{z,+y,} <lm{z,} +lm{y,} <Hm{z,+ y,}.
Prueba con ejemplos que las desigualdades anterioresrpsexd®das estrictas.
. Sean{z,} y {yn} sucesiones acotadas tales que> 0 e y, > 0 para todaw € N. Prueba que
lim{z, Him{y,} < im{z,y,} < m{xn}h'_m{yn} < m{xnyn} < m{xn}m{y”}.
Deduce que dim{z,,} = = > 0, entonces
tim{z,yn} = o lim{y,}, Tm{z.y.} = Tm{y.}.
Prueba con ejemplos que las desigualdades anterioresrpsed®das estrictas.

. Calcula los limites de las sucesiones:

[3n+12 log(n + 5)\" " 1\ .
n — -1 b n =\ 77 . 1\ n =1 1 - !
@) Tn "(V 3n+7 V9= gt 1) ¢)zn =log (147 ) Vn

. Calcula los limites de las sucesiones:
1 (2 32 43 (n+1)™

a/)mn:ﬁ _+_+_++

1 2 32 -1 )7 ba,=(n+1)(n+2)(n+3) —n

. Calcula los limites de las sucesiones:

&)z, = (Vntl—yn)vn b)) yn=Vid(Van2+3-v2n) ) z = (3n?!
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Célculo I — Relacion de ejercicios 4 - Soluciones

Ejercicio 1. Supuesto quém{x,} = x, prueba que el conjuntd = {x, : n€ N} U {x} tiene maximo
y minimo.

Solucién.La idea para hacer este ejercicio es clara: cdmé, } = x, dados > 0, todos los términos

de la sucesitfix,} a partir de uno en adelante estaner- ¢, x + ¢[. En consecuencia, los conjuntos
Be={xp:x+e<x,}y Ce ={x,:x, <x— ¢} son finitos aunque pudieran ser vacios. Como todo
conjunto finito y no vacio de numeros reales tiene maximo ymudnes claro que sB, # @ entonces
max(B.) = max(A), y si C. # @ entonces 1im(C,) = min(4). Para queB, # @ en 4 tiene que haber
elementos mayores que Para que’, # @ enA tiene que haber elementos menores guEsto lleva

al siguiente razonamiento.

Si en4 no hay elementos mayores guentoncesc = max(A4). En otro caso hay algury, € 4 tal
quex < xi. Seas > 0 tal quex + ¢ < xi. Entonces se tiene qug € B, y max(B,) = max(A4).

Si en4 no hay elementos menores quentonces: = min(4). En otro caso hay algun, € A4 tal
quex, < x. Seae > 0 tal quex, < x —¢. Entonces se tiene qug € C; y min(Cs) = min(4). ©

Ejercicio 2. Sea4 CR. Prueba quel es denso e si, y sélo si, todo nimero real es limite de alguna
sucesion de elementos de

Solucion. Supongamos qué es denso efk. Eso significa que en todo intervalo abierto no vacio hay
elementos ded. Por tanto, dados e Ry ¢ > 0, existea, €]x — ¢, x + ¢[NA. Para cada € N sea
an €lx — %,x + %[OA. La sucesiora,} asi obtenida verifica que es una sucesion de puntosyle

lan — x| < 1, porlo queim{a,} = x.

Supongamos ahora que todo nimero real es limite de alguraidnae elementos dé y sean
u,veR conu < v. Seax €]u, v[. Por hipétesis existe una sucesidn} de puntos ded, x, € 4, que
converge ax. Como]u, v[ es un interval@bierto que contiene a, todos los términos de la sucesiéon

{x,} a partir de uno en adelante estarjen[; en particulard NJu, v[£D, lo que prueba qué es denso
enR. ©

Ejercicio 3. Calcula los limites de las sucesiones:

ST ()
T ogn+2 + (_4)n+1 :

b) ynzﬁ(;‘/4n2+ —\/ﬁ).

_n+1 n+2+ +n+n
T n24+1 n2+42 n24+n

Solucion. a) Sabemos que gia| < 1 se verifica qu€a”} — 0. Dividiendo por5” numerador y
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denominador tenemos que

1 -3y
S +(?)

n = s5n+2 1 (_4)n+1 5y 4 (__54_)}1

Como

4 1
=-<1ly|—|= - <1, deducimos qudin =—,
5 < y‘ ‘ 5 < uci quéin{x, } 55

b) Tenemos que
i (VETFS = Vo)) (Va3 + Vo)
VanT 43 + v
ﬁ(W—zn) ﬁ(m—2n)(m+2n>
Vi +3+Vm (VI Es 4 ) (VA3 + 2n)

= (Va3 — V) =

B Jn(4n* + 3 —4n?) _ 3n B

_(\/“ An? 43 + «/ﬁ) («/4n2+3 +2n) B ((‘/4n2+3 1 \/ﬁ) (\/4112—1-3 —|—2n)_
3

— -0

(WJF ﬂ) (,/4n+% +2ﬁ)

¢) Tenemos que

n2+2k

n+1+n+2+ +n+n<zn+k k=1
Zy, = e — 17 < _
U241 n242 n?+n k=1n2+1 n?+1
,  nn+1)
R R U -
241 S 2n242 2
n
nz—l-Zk
n+1 n+2 n+n 4k k=1
o= 2 +"'+27>Z 2 - 2 -
n*+1 n*+2 n*+n- —n*+n n* +n
,  nn+1)
ne+ B _ 3n’+n _)3
n?+n S 2n242n 2
Por el principio de las sucesiones encajadas concluimokm{s, } = % ©
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Ejercicio 4. Estudia la convergencia de la sucesjap} definida por por; = 5, y paratodo: € N:

1 5
Xp+1= < | Xn+ —
2 Xn

Solucién.Para estudiar la monotonia podemos expresas —x,+ en funcion dex, 4+ —x,. Tenemos:

! > 1 5 L (Xp +5 X245
iGN A A bl S Akl Raara—
n n n n
B Xpo 1 Xn  5Xn — XpXnt1 — 5Xnt1 _ Xn1Xn(Xng1 — Xn) = S(Xng1 — Xn)
2Xn41Xn 2Xn+1Xn
(Xnt+1X7 —5)
= ————— (41— xn)
2Xp41Xn

Evidentementey, > 0 para todo: € N. Si probamos que,+;x, — 5 > 0, de la igualdad anterior
deducimos que si,+; < x, entoncestambién eg ., < x,4+1;y cOmox, =3 < 5=x1, Se sigue, por
el principio de induccién matematica, qug;; < x, paratoda: € N y la sucesién es estrictamente
decreciente.

Tenemos que:

1 5
Xn+1Xn — 5> 0 < E(X"+_)X">5 <— x,2,>5
Xn

Nos vemos asi llevados a probar la desigualgad 5 o, por serx, > 0, equivalentemente, > /5.
Lo hacemos por induccién. Para= 1 se verifica quer; = 5 > +/5. Supuesto que, > /5, tenemos

que:
1 5 2245 5 — /5)?
xn+1—«/§=§(xn+—)—«/§=x” {xn—i_ _ L Zf) >0
n

Lo que prueba que,; > +/5. Concluimos, por el principio de induccién matematica gue> /5
paratodo: € N.

Hemos probado asi qye,,} es estrictamente decreciente y minoraday#6r luego converge. Sea
£ =1im{x,}. Tenemos qué > 0y debe verificarse que:

1 5
e:- — = .
2(£+£) =—={=4/5

©

Ejercicio 5. Estudia la convergencia de la sucesf@p} definida porx; = 1, y para todo: € N por:

dx, +1
Xp+3

Xn+1 =

Solucién.Evidentementey, > 0 paratodo:e N. Comox; = 5/4 > x1y

4xp41+ 1 4dx,+ 1 11 ( )
X, — X = — = X — X
TR T i+ 43 (i A3 3
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deducimos que si es, < x,+; entonces también,+; < x,+2. Concluimos, por el principio de in-
duccion matematica, que, < x,+; para todo: € N. Hemos probado que la sucesion es estrictamente

creciente. Ademas, esta mayorada pues
4dx, + 1 -

4
Xn+3
Luego es convergente y su limite= lim{x,} verifica
40 + 1 1 5
(=Mt e Y5
L+3 2
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Soluciones

1. Seand y B conjuntos no vacios de niUmeros reales positivos. Suporggued esta mayorado y que
sup(B) < inf(A) inf(B). Definimos el conjunto

U{ L : aGA,bEB,cGB}.
ab—c

Prueba qué/ esta mayorado y calcutap(U).

Solucién. Pongamosy = inf(A), 3 = inf(B) y v = sup(B). Las hipétesisA ¢ RT, B C Rty
v < af implican quex > 0y 8 > 0. Paratodos € A, b, c€ B se verifica que

1 1
<

O<asa 0<aB<ab
— RS
ab—c " af—v

<
0<B<Dh v<—c

}z0<a6—7<ab—c:>
c<y

, 1 -
Obtenemos asi que—— es un mayorante dé. Pongamos. = sup(U) el minimo mayorante d&.
ap =7

Por tanto tenemos que<

. También hemos obtenido qué— ¢ > 0 paratodosi € A, b, c< B.

aB —vy
Para todos € A, b, ce B se verifica que
<A=ab > 1z b L >
ab—c > WTEENTTTNEC

Esta desigualdad, valida para todas A, b, c€ B, implica que, fijados € Ay b€ B, el nUmerab — "
es un mayorante dB, por lo que debe ser mayor o igual que el minimo mayorani®,dss decir:

1 1 1
abfx>'y:>a>— ¥+ -

Esta desigualdad, valida para todas A, b€ B, implica que, fijadd € B, el numero% <’y + %) es un

minorante de4, por lo que debe ser menor o igual que el maximo minoranté, éss decir:
o > l + l — b > l + l
“y\7 7 “a 0"

. - oo . 1 1 .
Esta desigualdad, valida para tdge B, implica que el numere- | v + X) es un minorante d&, por
«

lo que debe ser menor o igual que el maximo minorantB des decir:

1 1 1 1
> — — | = I — <
ﬂ/a<7+)\) af 'y/)\ aﬁ—w\)\

. 1
Concluimos, por tanto, que= . ©
af =y
Comentarios. Salvo alguna excepcién, casi todos habéis hecho bien estec@. Parece que habéis
entendido los conceptos de supremo e infimo y sabéis usarlos.
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2. Prueba que la ecuaciarf — 3z + 1 = 0 tiene tres soluciones reales. Para tedoN definamos

1 1
xr1 = — x = —
1 3; n+1 3_ fL‘%
Prueba qué < z,, < 1 paratoda: €N, que{z,, } es convergente y que su limite es la Gnica solucién de
dicha ecuacion en el intervalo, 1].

Solucién. Definimos la funcionf : R — R por f(x) = 2® — 3z + 1 para todar € R. Es una funcién
polinémica, por tanto es continua y, ademas, esta definidmentervalo, por lo que podemos aplicar
el teorema de Bolzano, que implica que dicha funcion deb&aeseial menos una vez entre cada dos
puntos en los que cambie de signo. Tenemosffue) = —1 < 0, f(0) =1> 0, f(1) = -1< 0

y f(2) = 3 > 0. En consecuencia, la funcién tiene que anularse al menosamen cada uno de los
intervalos| — 2,0, ]0,1[ y ]1,2[. Es decir, la ecuacién® — 3z + 1 = 0 tiene al menos tres soluciones
reales distintas y, como se trata de un polinomio de grad@i¥lgimos que tiene exactamente tres
soluciones reales distintas.

Pongamosi = {neN: 0 < z,, < 1}. Probaremos por induccion que= N. Como0 < z; < 1,
se verifica qué € A. Supuesto que € A tenemos que

1
— S <s<l=n+le4

O<xn<1=$0<xi<1:$3—xi>2:$0<mw4:3 5

n
Luego, por el principio de induccién matematica, conclismoeA = N, es decir) < z,, < 1 para
todon € N. Observa que, de hecho, todos los términos de la sucesidnesoores que 1/2.

. . . 1 9
Para probar la convergencia estudiaremos la monotonistdgeer; = - < 26 = T2 probaremos

que la sucesion es estrictamente creciente. PongdmoegneN : z,, < x,11}. Acabamos de ver que
1€ B. Supuesto que € B, tenemos que

1 < 1
3—x2 " 3-—a2,

O<xn<xn+1<1:>xi<xi+1<1:>37:ci>37:ri+1>0:>

es decirr,+1 < Tn12, luegon + 1 € B. Concluimos queB = N, es decir, la sucesion es estrictamente
creciente. Como estd mayorada por 1, dicha sucesion esrgente. Sed = lim{«,, }. Por algebra de

limites debe verificarse que
1

R
Como0 < ¢ < 1, dicho nimerd es la Unica solucién de la ecuaciéh — 3z + 1 = 0 que esta en el
intervalo]0, 1[.

14 = -30+1=0

Comentarios.En este ejercicio hay muchos errores. Uno frecuente es afijuea:,, < z,41 —
x2 < x2 ., sin antes haber probado que z,, > 0. Observa que la implicacién < b = a* < b* no es
cierta en general. Por ejemple2 < 1 pero(—2)? = 4 > 1. Por tanto en este ejercicio lo primero que
hay que hacer es probar qug > 0, y como también tenemos que probar gue< 1 lo mejor es probar
las dos cosas a la vez porque estan relacionadas.

La monotonia de la sucesion puede probarse también fadgrnensiderando la funcian: [0, 1] —
1 . L . .
R dada por(x) = pppt Dicha funcion es estrictamente creciente pues
— X

1 1

2 2 _

=9(y)

Este resultado nos dice también qué) = 1/3 < g(x) < ¢g(1) = 1/2 para todar €0, 1[. Puesto que
x1 = 1/3Y 2p41 = g(x,) deducimos qué < z, < 1y, comoz; < x9, Y la funcidng conserva el
orden, resulta que la sucesion es estrictamente creciente.
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Es un ejercicio sencillo en el que, algo que yo no me espehnalyanuchos errores. ©

3. Calcula los limites de las sucesiones:

13435453 4 (20— 1)°
Sakihe s R o e LR WU/ o Yo ey

a)x, =

n

Solucion.a) Podemos aplicar el criterio de Stolz pues la sucestées estrictamente creciente y positi-
vamente divergente. Pongamés = 13 + 32 + 5% + ... 4+ (2n — 1)3, B,, = n*. Tenemos que

An—H - An _ (271 + 1)3 (271 + 1)3 8 _ 1

= = — —
Bpy1— B, (n+1)*—n* 4nd4+6n2+4n+1 4 2

Luego, por el criterio de Stolz, concluimos que la suces#necconverge a 1/2.

S IR

L, 1 2 3 L
Es una sucesion de la forméy,, —1) dondey,, = i/(l + —) (1 + —) (1 + —) — 1. Por el criterio
n n n

de equivalencia logaritmica, sabemos aig, — 1) — L <= (y,)" — eL. Tenemos que

(yn)”§/<1+%)n<1+%)n<1+%)n%m\7§ez

Concluimos quer,, — 2. @)
Comentarios. Casi todos hacéis el primer limite pero muy pocos hacéisgeirsto que, por cierto, se
hizo en clase. Hay otras formas de hacer este segundo limite.

Podemos escribig,, = e*» conz, = log(y,) — 0y usar la equivalencia asintétied —1 ~ z,,
vélida cuanda,, — 0, con lo que resulta

1 1 1 2 1
Ty ~ N2y = nlog(y,) = gnlog <1 + E) + gnlog (1 + ﬁ) + gnlog (1 + %)

y usando ahora queg(1 + ) ~ u, cuandou, — 0, obtenemos que

1 1 1 1 2 2 1 2 3
gnlog (1 + ﬁ) — 3’ gnlog (1 + 5) — 3 gnlog (1 + 5) — 3
por lo quez, _>l+2+§:2_
3 3 3
Alternativamente, comg? — 1 podemos escribig? = 1 + v,, dondev,, — 0. Con elloy,, — 1 =
(1+v)/3 =1~ %vn, donde usamos la equivalencia asintéfita v, )® — 1 ~ aw, cuandov,, — 0.

Resulta asi que

Tp = TL(yn - 1) = n((l + ’Un)1/3 - 1) ~ %TLUH = %’I’L ((n + 1)(%7-; 2)(71 + 3) — 1)

y el limite de esta sucesion es muy facil de calcular.
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Ejercicios de Analisis Matematico 4

4. Estudia la convergencia absoluta y no absoluta de lassseri

4”’]?,! ) TL+1
a) - , b) (71)n+17
n%:lv°n4(1+4)(1+8)(1+12)--~(1+4n) %:1 n2 +7n+ 12

Solucién.a) Es una serie de términos positivos. Pongamos

4"n!

VA1 + )1+ 8)(1+12)--- (14 4n)

Ap =

Aplicamos lo criterio del cociente.

4
an+1:4n+45 n 1
an 4n+5 n+1

Ademas, converge a 1 por valores menores que 1, por lo quéearaidel cociente no proporciona
informacion. Aplicamos el criterio de Raabe. Tenemos que

n <1 — —anH) =-n (—anH — 1)
a/TL a’TL

se trata de una sucesion de la formgu, — 1) donde|v,| — 400y u, — 1. Por el criterio de
equivalencia logaritmica, sabemos quéu,, — 1) — L si, y s6lo si,(u,,)? — el.

Gp41 " Qnp " 4n+5\" sf(n+1 an 1 4
_— = = — ed4ed =e2
an Gn+1 4dn+4 n

Resulta asi que
An+1 21
1— - —>1
" ( an ) 20

o
—

=

y la serie es convergente.

n+1

b) Se trata de una serie alternada de la fong —1)"*'qa,, dondea,, = ————
) Ed )" a “ n2+Tn+12

n>1

. Puesto que

a, ~ —, el criterio limite de comparacion nos dice que la s@jean no es convergente, es decir, la
n n>1
serie dadaE(—l)”“an, no es absolutamente convergente.
n>1

Para ver si es convergente aplicaremos el criterio de Lizite$ evidente que,, — 0. Veamos que
Gn = Gny1. TENEMOS qUE

n+1 S n+2

> 1)(n? 20) > (n+2)(n” 12 2+3n—4 >
P Tn 12 n2+9n+20<:>(n+ )(n“+9In+20) > (n+2)(n“+7n+12) <= n“+3n 0

lo cual es, evidentemente, cierto para tedeN. Concluimos que la serie es convergente. ©

Comentarios. La primera serie solamente la han hecho bien unos pocos psaber usar la forma
alternativa del criterio de Raabe (consultar mis apunt&s)la segunda, llama la atencién el enorme
trabajo que os cuesta probar que no hay convergencia absbtiinmediato:

n+1 S n 1
Apn = = =
n24+Mm+127 n2+19n n+19
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Ejercicios de Analisis Matematico 5

Vimos en clase que una serie del t|E Z% dondep(n) y g(n) son polinomios, converge absoluta-
qn
n>1
mente si, y s6lo si, el grado del denominador excede en dosamdades al grado del numerador. Esto
se deduce de comparar dicha serie con una serie de Riemamdd@en el criterio limite de comparacion
se usan series de Riemann se obtiene un criterio de coneggelrcriterio de Pringshein, que no es mas

gue un caso particular del criterio limite de comparacidaparies de términos positivos.
A algunos también les cuesta trabajo probarque- 0. Es inmediato:

n—+1 1

0<ay= <
T3 (n+d) “ntd

Para probar quéa,, } es decreciente algunos tratan de hacerlo por inducciond@gmplica innecesa-
riamente los célculos. Es mucho mas facil probarlo direetesncomo hemos hecho arriba.

Por supuesto, hay quienes no entienden lo que es una serfienden la sucesiofu,, } con la serie
Z an, afirman que una serie de términos positivos jconverge & gentros variados disparates que no
n>1
dejan de sorprenderme. ©

5. Seaf : R — R continua y creciente. Prueba que para todo conjunto R no vacio y mayorado se
verifica quesup(f(A4)) = f(sup(A)).

Solucion. Seaa = sup(A). Para todoa € A se tiene quer < « por lo que, al serf creciente,
f(a) < f(«). Deducimos qu¢ («) es un mayorante d&(A), por lo quesup(f(4)) < f(«). Sia€ A,
entoncesf(a) € f(A) y sup(f(A)) = max(f(A)) = f(a). Supondremos que ¢ A y probaremos
que f(a) es el minimo mayorante d& A). Dadoes > 0, por la continuidad d¢f enc, existes > 0 tal

que para tode €]a — d, a + J] se verifica quef(a) — e < f(z) < f(a) + €. Comoa = sup(4) ¥y

a ¢ A, se verifica quéa — 0, a[NA # @, y paraa €]a — §, [NA se verifica quef (o) — e < f(a), lo

que prueba qu¢(a) — £ no es un mayorante d& A). Hemos probado asi que ningiin nimero menor
que f(«) (es decir, ningn namero de la fornféx) — e cone > 0) es mayorante d¢(A), esto es que

f(a) = sup(f(A)).

Comentarios.Poquisimos habéis intentado hacer este ejercicio y, mémpsoshan hecho correctamen-
te. Puede hacerse también usando sucesiones. Pues sabensbsigpremo de un conjunto es limite
de una sucesion de puntos del conjunto, es decis lim{a,} cona, € A. Por la continuidad d¢
tenemos qug(a) = lim {f(a,)}, 0 que prueba qué(«) es limite de una sucesion de puntosfde )

y, como es un mayorante g A), concluimos que es el supremo fled). Razonando de esta manera
no es necesario distinguir siesta o no esta ea.

Respecto a las cuestiones tedricas no soy yo quien debmdestes sino vosotros. Volveré a pre-
guntar varias de la lista que tenéis y lo que debéis hacetudiatas todas hasta que estéis bien seguros
de la respuesta correcta a cada una.
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Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas

Examen de Célculo | — Soluciones

1. Seand y B conjuntos no vacios y mayorados de nimeros reales posivasba que el conjunto
C = {ab—02 :a€A, beB, ceB}

esta mayorado y calcula su supremo.

Solucién. Pongamosy = sup(A) > 0y 8 = sup(B) > 0. ComoB C R", B estd minorado y
v =inf(B) > 0. Paratodos € A, b, c€ B se verifica que

O0<a<a
<
0<b<p :>{0<2ab<\2a6}:>ab02§aﬂ72
0<vy<ec TsC
En consecuenciay3 — 2 es un mayorante d€. Pongamos$ = sup(C). Como el supremo es, por
definicion, el minimo mayorante, se verifica qug a8 — 2.

e . §+ c?
Paratodos € A, b, c€ B se verifica quab — ¢ < 6. Fijamosb, c€ B y obtenemos que < ZC ,
, - . §+c?
como esta desigualdad es valida para tedoA, deducimos que% es un mayorante dd y, por
5+ c?

tanto,a < . En esta desigualdad, valida para todos < B, fijamosc € B y obtenemos que

+ 2 542

, lo que implica que5 < . Hemos obtenido asi

- )
para todob € B se verifica qué <

« «
queaB — § < c?. Puesto que, evidentemente? es un mayorante d€, se tiene qué < of, es
decir,0 < af — §. Deducimos que/af —§ < ¢, desigualdad vdlida para todoe B, esto es, el
nameroy/af — ¢ es un minorante d&, luego, como el infimo es el maximo minorante, tenemos que
Vap = < vydeducimos que — § < 2, esto esp 3 — 72 < 6.

Las dos desigualdades obtenidas implican@geas — v2. ©

Comentarios.Como tantas veces he repetido en clase, comprender muyolienriceptos de supremo
e infimo y saber usarlos es imprescindible para progresdrfamadisis Matemético. Y ése es un trabajo
que hay que hacer en este curso porque después ya es tardes ho muchos ejercicios parecidos a
este y, salvo alguna excepcién, casi todos lo hacéis camecite. Hay un detalle que, aunque no lo he
tenido en cuenta para calificar, es importante y quiero ctemenEn el razonamiento anterior podriamos
haber procedido como sigue:

Paratodos € A, b, c € B se verifica quab — ¢ < §. Fijamosa € Ay b By deducimos
queab — § < ¢?,de dondey/ab — § < c etcétera ¢ Te das cuenta de que aqui hay algo que
no es correcto? A saber, el nimeio— § podria ser negativo para algunos valores ded
ydebeB.

Antes de aplicar la funcién “raiz cuadrada” a un nimero dabegurarte de que no es negativo.
2. Sean{z,} y {y.} sucesiones acotadas. Prueba que:

H—m{m"} + m{yn} < m{xn + yn}

Prueba con un ejemplo que la desigualdad anterior puedstseta
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Soluciéon.Pongamos
An={{zr : k>2n}, Bo={yxr : k=2n}, Co,={zr+uyr : k=n}

y
Qp = fnf(An>a Bn = Sup(Bn)v TYn = Sup(cn>

Por definicion, tenemos que
H_m{mn} = Hm{an}7 m{yn} = Hm{ﬁn}7 m{xn + yn} = Hm{'yn}

Paratodd: > n setiene quev, +yr < 1 +yr < Yn, POrlo quey, < v, —a,. Esta desigualdad, vélida
para toddk > n, nos dice que el nUmerg, — «,, €s un mayorante dB,, y, por tanto,8,, < v, — Qn,
es decirpy, + B < v,. Y tomando limites en esta desigualdad obtenemos que

lim{z,} + Hm{y, } <Um{z, + yn}
Las sucesione§r,, } Y {y.} definidas potca,,—1 = 0, z2,, = 2, Y2n—1 = 2, Y2, = 1 verifican que
lim{z,} +lim{y,} =0+ 2 < lim{z, +y,} =3

®)

Comentarios.Salvo una nica excepcion nadie ha hecho bien este ejerdieimsistido en clase en la
importancia de los limites superior e inferior (sin ir mgs$eson necesarios para formular con generali-
dad los criterios del cociente y de la raiz para la conveiigelecseries de términos positivos) pero no los
habéis estudiado. Muchos tratais de hacer este ejercicaalguier manera sin ni siquiera saber cémo
se definen dichos limites o definiéndolos de formas disp#aatg A qué jugais? Cuando no se sabe algo
hay que saber reconocerlo y no tratar de hacer el ejercicto@eguier manera porgue eso da muy mala
impresion. En Mateméticas no todo vale. Creo que muchossienas ni siquiera entendéis la definicion
de los conjuntosl,,, B,, 0 C,, ¢tan dificil es? Esos conjuntos son los formados por todoslémentos
de las respectivas sucesiones con indices mayor o igual.dire error frecuente es poner= inf(A,,)

y B = sup(B,) ¢No esta claro que los conjuntds y B,, dependen de? Pues también dependenide
su infimo y su supremo respectivamente. Hemos hecho egg@arecidos y mas complicados que este.
Porque es un ejercicio muy facil: para hacerlo basta comdatdas definiciones de limite superior e

inferior de una sucesion acotada. Como digo, salvo una eXoemadie lo ha hecho. ©

3. Calcula los limites de las sucesiones:

1 (2 32 43 n+ 1) 2U3+3%2)
ns \ 1 2 3 nn 5
. 2 32 43 " n
Solucién.a) Pongamos,, = 1 + e} + 3 4+ 4 M b, = n?. Tenemos que,, = Z y como
nn— n
la sucesior{b,,} es estrictamente creciente y divergente podemos aplicaiteio de Stolz.
(’I’L + 2)n+1
an41 — Gn (n+1)n o n—+2 n+2 n_>E
bpyr —bp  2n+1  2n+1\n+1 2
2V3+332
b) Pongamos:,, = M y v, = n. Puesto qugu,} — 1y {v,} — 400, se trata de una

5
indeterminacion del tipa> por lo que, aplicando el criterio de equivalencia logardemsabemos que

{x,} — el si, y sélo si{v,(u, — 1)} — L. Tenemos que

vn(tn—1) =1 (M _ 1) - gn(%qngn(c/ﬁq) > §1og3+§10g2:1og(€/ﬁ)

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Luegolim{z, } = v/72 ©

Comentarios. Son limites que no tienen ninguna dificultad. El segundo ¢e lein clase y, aunque no

estoy del todo seguro, creo que el primero también. Pocdsaloéis bien. Fallo principal no reconocer
] L (n+2 n - - ‘n(n h(n)
el nimerce en la sucesmr(—i 1> . En clase estudiamos las sucesiones del @&%) donde
n qn

. ., n . . . ,
q 'y h son funciones polinémicas no constantes tales’atié — 1. Dichas sucesiones siempre estan
qn
relacionadas con el nimeeoPues da igual, como si no lo hubiéramos visto. Otra sucdsiéita que

hemos usado, nada menos que para definir la funcion logarémta sucesiokn({/z — 1)} donde
x > 0. Deberias saber que esa sucesion converge al logaritmpalejue precisamente definimog

como el limite de dicha sucesion. Pues nada, ni por esas. ©

4. Estudia la convergencia absoluta y no absoluta de lassseri

((n+2)! , N
9n b -1 n+1
)2>j n+15” : ),;( T

((n+2)H)°

Solucién.a) Pongamos,, =
) Pong (n+1)3n

9™, Se trata de una serie de términos positivos. Aplicaremos el

criterio del cociente.

Unt1 79((n+3)!)3 (n+1)3" 9<n+3)3<n+1)3" 9 _,

an (n+2)3n+t3 (n+2)3 "\ n+2 n+2 e

La serie es convergente.

b) Puesto queL —,ya queM — 1, deducimos, por el criterio limite de comparacion,
nvn+1l n nyn+1

. ., . n .
que la serie no converge absolutamente. También deducmmsaf‘/_? — 0, porgue sucesiones
ny/n
asintéticamente equivalentes tienen el mismo limite.
Para estudiar la convergencia no absoluta aplicaremosezi@ide Leibnitz. Tenemos que

vV 1
(n+1)3:—+1+1 < n\/\gﬁ—i—l S nyn? +ntvn+ 1< (n+DvVn2 +ntbvn e Vn+ 1< /n2+nt+vn
vn

y esta Ultima desigualdad es evidentemente cierta parartaedN. Por tanto la sucesic’mﬁ
n\/n
es decreciente y converge a cero por lo que la sErj((e—l)’”rli es, en virtud del criterio de
n>1 TL\/E + 1

Leibnitz, convergente. ©

Comentarios. Los fallos en la primera serie son debidos a errores al diegliy en no relacionar la
3n

., n , . . . p
sucesién 3 con el nimere. En la segunda serie el fallo principal, por increible quepa
n
ca, esta en probar el decrecimiento de la sucesion. Algaltque no sabéis hacer la mayoria. Y eso
que iniciamos el curso estudiando desigualdades. Por stpueuchos siguen confundiendo una serie

Jn

L, . . 1 .
Z a, con la sucesidn,,. Otros afirman que como las sucesmne\?,—Jrl y — son equivalentes, en-
n\/n n

n=1
\/ﬁ
y Z — son equivalentes. A algunos les cuesta enorme trabajomproba

\/_+1 >1

tonces las senei
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vn

n
ue——— — 0. Es asi de simple:
g nyn +1 ~ P

Vn vno 1

0< < =
nyn+1 nyn n
y usar el principio de las sucesiones encajadas. Por cierdesigualdad evidente:
vn - vn 1
nn+1~ nyn+yn n+1l

nos dice que, en virtud del criterio de comparacion, la sevieonverge absolutamente. Muy pocos,
poquisimos, hacéis bien las dos series. ©

5. Seaf : [a,b] — R continuay definamo& = {z € [a,b] : f(x) = 0}. Supuesto qu& # @, prueba
gueZ tiene maximo y minimo.

Solucion. Puesto que&Z C [a,b], Z es un conjunto acotado y, por hipétesis, no vacio, por lo igne t

un méaximo minorante: = inf(Z) y un minimo mayorantg = sup(Z). Es claro que: < o < 8 < b.
Probemos quer € Z, es decir quef(«) = 0. Podemos razonar como sigue: sabemos que el extremo
inferior de un conjunto es un minorante que es limite de unasién de puntos del conjunto, es decir,

a = lim{z,} dondez, € Z. Como f es continua tenemos qu&n {f(z,)} = f(«)y, como para
todon € N es f(z,) = 0, obtenemos qug(«) = 0. Podemos razonar también por contradiccion.
Supongamos qué(a) # 0. Entonces, por el teorema de conservacion del signo, existe) tal que

para todo z €]a — r,a + r[N[a, b] se verifica quef(z)f(«) > 0y, en particular,f(z) # 0. Pero
comoZ N [a, o + r[# D (¢por qué?) obtenemos una contradiccién. De forma anémgaueba que

f(B) =0. ©

Comentarios.Nadie ha hecho estiificil ejercicio. Lo peor son los disparates sin sentido que casmeté
la mayoria de los que habéis intentado hacerlo. Da la injrel® que no entendierais nada. Abundan

las afirmaciones locuelas como que la funcién toma valorgsentros delirios por el estilo. ©

6. Seaf :a,b[— R continua, estrictamente creciente y acotada. Sea= inf (f(]a,b)),
8 = sup (f(a, b])). Prueba que (Ja, b)) =], .

Solucion. Recuerda que (muchos no lo sabéfg)a, b)) = {f(x) : x €]a,b[}. Puesto que para todo

x €la,b| se tiene quex < f(z) < B, tenemos quef(Ja,b]) C |a, 3]. Como el intervalda, b[ no
tiene maximo ni minimo, dado €]a, b[, hay nimeros:,v €]a,b[ tales queu < z < v. Como la
funcién es estrictamente creciente, se verifica fiue < f(z) < f(v), lo que implica quef(]a, b[)

no tiene maximo ni minimo. Lueg$(]a,b[) Cla, B[. Observa que hasta ahora no hemos usado para
nada la continuidad d¢. Para probar la inclusion contraria, sea&]«, 5[. Comoa < z debe existir
alglins €la,b] tal quea < f(s) < z (¢por qué?), come < [ debe existir algunt €]a, [ tal que

z < f(t) < B (¢ por qué?). Tampoco hemos usado aun la continuidad. Lonteacgeguidamente. Como

f es continua y esta definida en un intervalo, sabemos queceeldfipropiedad del valor intermedio,
comof(s) < z < f(t) deducimos qug debe tomar el valot, es decirz € f(]a, b[). Hemos probado asi

quef(Ja,b]) =Ja, .

Comentarios.Nadie ha hecho estdificil ejercicio. Pero lo peor, igual que en el ejercicio anteson
los increibles disparates de todo tipo que cometen quiete#an hacerlo.
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7. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas odafSaando sean ciertas indica el resultado de
teoria que lo justifica o proporciona una pruebay, cuando fedsas indica un contraejemplo.

1. Siuna sucesién monétoka,, } tiene una sucesion parcial convergente entofizg$ es conver-
gente.

Verdadero. Supongamos q{ie,, } es creciente y sefw,(,)} una sucesion parcial convergente.
Entonces la sucesidfr, )} debe estar mayorada, es decir, exisfe> 0 tal quez,,) < M
para todon € N. Pero sabemos que para tode N esn < o(n), por lo quer,, < z,,,) < M,

lo que prueba quéz, } esta mayorada y, por tanto, es convergente. Andlogamenézsea Si
suponemos quér, } es decreciente.

2. Si{z,} es una sucesion acotada de numeros reales, ent¢mgéstiene la siguiente propiedad:
para cada > 0, pueden encontrarse, n € N, con m # n, tales quéz,, — | < 0.

Verdadero. Por el teorema de Bolzano—\Weierstrass, todssisucacotada tiene alguna sucesion
parcial,{z,(,)}, convergente. Por tanto, la suces{an ) } debe verificar la condicion de Cauchy,
es decir, dadé > 0 existeny €N tal que para todog, ¢ > ng se verifica qu¢xg(p) — ma(q)| < 4.
Poniendan = o(ng) y n = o(ng + 1) tenemos quen # n (porques es estrictamente creciente)
y |xn - xm' < 4.

3. Sif,g : R — R son funciones continuas tales qfier) = g(x) para todor € Q, entonces
f(z) = g(x) para todar €R.

Verdadero. Com@) es denso eff, dadoy € R existe una sucesién de nimeros raciongles;,
conz, € Q, tal quelim{z,,} = y. Por la continuidad d¢ y de g debe serf(y) = lim {f(x,)}
y g(y) = lim{g(z,)}, pero como, por la hip6tesis hecha, para tado N es f(z,) = g(zn),
deducimos qué¢ (y) = im {f(z,)} = lim{g(z,)} = g(y), esto esf(y) = g(y). Concluimos
quefy g coinciden en tod@.

4. Sif :[0,1] — R es continua yf(z) > 0 para todaz € [0, 1] entonces existe: > 0 tal que
f(z) > a paratodar €10, 1].

Verdadero. Por el teorema de Weierstrass de valores mayimosimos, sabemos que una fun-
cion continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza wminmiabsoluto (y también un ma-
ximo absoluto pero eso ahora no interesa), es decir hay algin [0, 1] tal que f(zo) < f(z)
para todox € [0,1]. Y como esf(x) > 0 para todar € [0, 1] debe serf(z) > 0. Tomando
a = f(xzg)/2 (vale cualquier nimero que esté en el interyalg (xo)[) tenemos quée (z) > «

paratodar € [0, 1].

Comentarios.Nadie ha hecho bien las cuatro cuestiones a pesar de qué spiEgreguntaria varias
cuestiones de la lista que os entregué. Quien méas hace siwéahaee dos. No puedo entender que no
hayais preparado bien las respuestas a todas las cuestodieda lista. Hay algunos fallos sistematicos
en la primeray en la tercera cuestion, lo que me hace pensalguno de vosotros ha creido tener la
respuesta correcta y se la ha pasado a otros con lo que totiesét® el mismo error. Algo totalmente
sorprendente es que en la Ultima cuestion, para afirmar qualpédn nimero entr@ y el minimo
absoluto def, algunos (bastantes) usan el jprincipio del supremo! Nemébner claro que entre dos
nameros reales hay otros nimeros reales.

Con respecto al tema de teoria muy pocos hacen algo y nadiedodorrectamente y completo.

Como podéis suponer, después de todo lo anterior, los adssldel examen, que mafiana subiré al
SWAD, han sido desastrosos. ¢ Tu estudias o trabajas?

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Célculo | — Examen Final

. Seand C Ry B C R conjuntos no vacios y supongamos dui A) > sup(B). Definamos:

C:{ 1 : aeA,beB}
a—2b

Prueba quesup(C) = () —sup(B)

. Sean{z,} e {y,} sucesiones acotadas. Prueba que:
lim{a, } +1m{y,} < dm{z,+y,} <lm{z,} + Hm{y,}

Prueba con ejemplos que las desigualdades anterioresrpseddas estrictas. Deduce que si
{z,} — x entonce$im{z,+ y,} = = + lim{y,}.
. Calcula los limites de las sucesiones:
Iy
o V2 V3 Vi I E Y]

vn2 ' (5n)3n

. Estudia, enunciando en cada caso los resultados teqtieaplicas, la convergencia absolutay la
convergencia de las series:

log(n + 2) 4-6-8...(2n+2)
a);( ) n+2 ); 9-11-13...(2n+7)

. Seany unintervalo abierto yf : I — R una funcién creciente eh Supongamos quges continua
en un punta: € . Prueba que:

sup{f(z):z €, x <a}= f(a)=nf{f(zx):z €I, z>a}

. Indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o fadsgdicando brevemente las respuestas.

a) Una sucesion mon6tona que tenga una parcial convergeoteeergente.

b) Si f: I — R es unafuncién inyectivd, es un intervalo y/ = f(I) es un intervalo entonces
su funcién inversg —! es continua ed.

c) Sif: A — R es una funcién inyectivaf(A) un intervalo, yf~! es continua, entonceses
continua.

d) Si)", -, z, €s una serie convergente de términos positivos, entonsesésion{z, } es de-
creciente.
. Elige para responder uno de los temas:

a) Series absolutamente convergentesy series conmutatita o incondicionalmente convergen-
tes. Series alternadas. Criterio de Leibnitz.

b) Continuidad y monotonia.

Granada, 21 de enero de 2019.
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2
1. (1 punto) Seard y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivosy { % ca€A be B} .
Supongamos qué esta mayorado y queaf(B) > 0. Calcula el supremo dé.

2. (1 punto) Seadz,} vy {y.} sucesiones acotadas tales que> 0 e y,, > 0 para todon € N.
Prueba que L L L L
lim{x, Him{y, } < lim{z,y,} < lm{z,} Him{y,}.

Deduce que sim{x, } = = > 0, entonce$im{x,y,} = = lim{y, }.
Prueba con ejemplos que las desigualdades anterioresrpseEd®das estrictas.

3. (1,5 puntos) Calcula los limites de las sucesiones

241\ o/ n? +5n + 2
“”":(1“"gm) B s

4. (1,5 puntos) Estudia la convergencia absoluta y la cgevmia de las siguientes series.

6! n?+n+1
. b 1 n+11 ppre=r-
2 7;«5/_7111-17-23---(5—#671)’ ) 7;2( )" e e

5. (1 punto) Seaf : [-1,1] — R una funcién continua verificando quel < f(x) < 1 para todo
x € [-1,1]. Prueba que hay algine [—1, 1] para el que se verifica la igualdgdc) = Z(CS+3C)'
6. (0,5 puntos cada una) Explica si las siguientes afirmasison ciertas o falsas, indicando el re-
sultado de teoria que lo justifica, o proporcionando unak@weun contraejemplo.
a) La funcion inversa de una funcién continua e inyectiva eginaa,

b) Si f: A—R es unafuncion continua que no esta mayorada ni minoradmaesgf(A) = R.

¢) Toda funcién polinémica o se anula en algin punto o alcanzadximo o un minimo abso-
lutos enR.

d) Si f:R — R escontinuay verifica qugé(R) C Q entonceg es constante.

7. (2 puntos) Elige para responder uno de los temas:

a) Convergencia de series de términos positivos. Critelgosomparacion, del cociente y de la
raiz.

b) Teorema de Bolzano y teorema del valor intermedio. Caressegas.

Pondré las calificaciones en el SWAD. Revision de examer@a®rimo dia 19 de 10h a 12h en mi
despacho.

Granada, 12 de febrero de 2019.



Doble Grado en Informatica y Matematicas
Calculo I — Examen Parcial

1. (1,5 puntos) Sean un conjunto de nimeros reales no vacio y minor&jd@, conjuntos no vacios
de nimeros reales positivos acotados. Calcula el extrei@mdandel conjunto

D={a—bc:acA beB, ceC}

2. (1,5 puntos) Sed el conjunto de niumeros reales definido como sigue:

2 _ _
A_{w;m}
n

Calcula el supremoy el infimo dé. ¢ TieneA maximo o minimo? Justifica tus respuestas.
3. Sea{z, } la sucesioén definida por:

20, + 2
Ty +2

1 =1, Tpy1 = (neN)

a) (1 punto) Estudia la convergencia de dicha sucesion.

1 .
b) (1 punto) Prueba que< v/2 — 2,41 < 3 (\/5 — :vn) y calculan € N por la condicién de que
0<V2—ap1 <1074
4. (1,5 puntos) Seafw,,} y {y.} sucesiones acotadas tales que> 0 e y,, > 0 para todon € N.
Prueba que L L L L
lim{x, Him{y, } < lim{z,y,} < lim{z,} Him{y,}.
Deduce que sim{x, } = = > 0, entonce$im{x,y,} = = lim{y, }.
Prueba con ejemplos que las desigualdades anterioresrpsed®das estrictas.

5. (1,5 puntos) Indica si las siguientes afirmaciones samasi® falsas, explicando brevemente las
respuestas.

a) Sia€R, existe un conjunto de nimeros reales no vacio y minorado corjunto de minoran-
tes es el intervalp— oo, a.
b) Una sucesion no acotada no puede tener una sucesiorl parciargente.

¢) Toda sucesion de nimeros reales admite una sucesioalgamvergente o una sucesion par-
cial divergente.

d) Una sucesién que no tiene ninguna sucesién parcial apener tampoco tiene ninguna suce-
sion parcial acotada.

e) Si{z,} es unasucesion creciente tal dug,1 — =, } — 0, entonceqz, } es convergente.

6. (2 puntos) Elije para responder uno de los temas:
a) Valores de adherencia. Caracterizacion. Teorema deBoX\eierstrass.
b) Teorema de complitud d&.



Grado en Matematicas
Célculo | — Evaluacion capitulo 1 - Soluciones

Ejercicio 1. Calcula los valores de€ R para los que se verifica la desigualdad:

x3-133
—— >6. 1
x2—-2x—4 @

Solucién.Las raices de la ecuaciéR —2x —4 =0sona =1 — /5y B =1 + +/5. Como la funcién
racional en (1) no esta definida en los ceros del denominaddw,que sigue se supondra que o y
x # fB. La desigualdad (1) puede escribirse en la forma:

3 _ 3 _ 2 —
0< X 33 X 6x- 4+ 12x —9 @
x2—2x—4 x2—2x—4
Multiplicando por(x? — 2x — 4)? > 0, esta Ultima desigualdad es equivalente a:
(x}—6x? 4+ 12x —9)(x? —2x —4) = 0. (3)

Como el polinomiox? — 6x2 4+ 12x — 9 tiene la raiz3, obtenemos faciimente:
xP—6ex?P 4+ 12x—9=(x—-3)(x2—3x +3)

Como x2 — 3x + 3 no tiene raices reales, se verifica gife- 3x + 3 > 0 para todox € R. Por tanto,
para estudiar la desigualdad (3) podemos prescindir ddéaeste. Hemos obtenido que la desigualdad
(1) es equivalente a:

h(x)=(x —-3)(x —a)(x—p) =0.

Comoua < 3 < B, tenemos que:

x <a = h(x) <0 porque es producto de tres nUmeros negativos.
a<x <3 = h(x)>0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
3<x<pB = h(x)<0porque es producto de dos nimeros positivos y uno negativo.
B <x =— h(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos.

Como, adema,(3)=0, concluimos que la desigualdad (1) es cierta para valore®déx, 3][U]B, +oo[. ©

Comentario. Principal fallo: no simplificar la desigualdad (1) expresdia como en (2). Segundo fallo,
multiplicar ambos lados de la desigualdad (1) por el denadony afirmar que dicha desigualdad
equivale ax?® — 33 = 6(x? — 2x — 4). Esto serd asi solamente cuando— 2x — 4 > 0, lo que no
siempre es cierto. Tercer fallo: errores en calculos eléaten

No es buena estrategia en este tipo de ejercicios estudiaseparado los intervalos en donde
el numerador o el denominador son siempre positivos 0 semegativos. Esa forma de proceder
complica innecesariamente las cosas.

El signo dei(x) = (x — a)(x — 3)(x — B) en cada intervalo puede estudiarse de muchas formas.
Podemos, por ejemplo, evalu&fx) en un punto de cada intervalo. También podemos observar que
h(x) es un polinomio con coeficiente lider positivo, por lo queapaalores dex positivos y muy
grandes sera(x) > 0, lo que nos dice que para > 8 esi(x) > 0. Ahora, como las raices de
h(x) son simples, se produce un cambio de signo en cada una dg etdb&mos a obtener el mismo
resultado anterior.

Hemos hecho en clase varios ejercicios como este. Estedipjerticios de desigualdades es el que
mas hemos estudiado. Pocos habéis hecho completamengstgeagjercicio. TU, ¢ estudias o trabajas?
Pues eso. e
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Ejercicio 2. Sean4 y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos. Suporgygoed esta
mayorado y qugd = inf(B) > 0. Definamos:

a
cz{gﬂeA,beB}
Prueba qu& estd mayorado y se verifica la igualdad:

sup(4)

SURC) = Tk By

¢ Qué puede decirse desi § = 0?
Solucion.Pongamos: = sup(4). Para todar € A y paratoda € B se verifica que:

0<ase ) _ | US{STL e
0<B<b 0<E§B b~ B

Lo o i
Hemos probado asi q% es un mayorante d€. Luego supC) < B porque el supremo es el minimo

mayorante. Pongamgs= supC).

Tenemos ahora que para todle A y paratoddb € B se verifica quey > %. Multiplicando por
b > 0, tenemosy > a. Esta Ultima desigualdad nos dice que para cada elemhentB se verifica
que el nUmeray es un mayorante dd. Luegoby = «. Comoy > 0, multiplicando esta ultlma

1
desigualdad por obtenemos qub; —. Como esto es cierto para totle B resulta que el nimers
4 4

. o - o . . o
es un minorante d€', luego— < § porque el infimo es el maximo minorante. Deducimos gae —
14

B

y, teniendo en cuenta la desigualdad antes obtenida, éormdquey = g

p
Si 8 = 0, entonce&” no esta mayorado. En efecto, sefa> 0 y elijamos un elemento fijog € 4.
. a . - . .
El numeroﬁ0 no puede ser un minorante @e(porque el maximo minorante d@ es0), es decir, se

verifica que hay algun elemenkg € B tal queby < ;/I_O' Deducimos que/ < Z—O, lo que nos dice
0
queM no es mayorante d€. ©

Comentario. Muy pocos habéis hecho bien este ejercicio que es muy pareca@ros que hemos
hecho en clase. A estas alturas debéis tener clara una eesariceptos de supremo e infimo son las
herramientas basicas del Andlisis Matematico. Si no losrelétis perfectamente y sabéis trabajar con
ellos no entenderéis nada de nada, no podréis estudiar ldiitas Esto es asi. 5]

Ejercicio 3. Sea4 el conjunto de nimeros reales definido como sigue:
3n? —2n—1
A= {7 eN}
1’12

Calcula el supremo y el infimo dé. ¢ Tiene4d maximo o minimo? Justifica tus respuestas.

” 3n? —2n—1 21
Solucién. Los elementos ded son los nameros de la forma’% =3 - - — — para
n n?
n=1,2,3,.... Paran = 1 tenemos qué € A. Ademas, como ewdentemente

P —2n—1=23n—-2n—12n-120
se tiene qué es un minorante dd. Luego mn(A4) = 0. En consecuenci@f(4) = 0.

2 1
Como para toda € N es3 — — — — < 3, tenemos qué es un mayorante d¢. Veamos que es

. n. n .
el minimo mayorante dd. Para ello probaremos quezsi< 3 entonces no es mayorante de¢. En

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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efecto, siz < 3 hay elementos dd que son mayores que Para ello es suficiente tomar un nimero
naturaln suficientemente grande para que se verifique la desigualdad:

2 1
z<3-2 -5 (4)
n n

Veamos que, efectivamente, hay nUmeros naturales quegariéi desigualdad (4). Dicha desigualdad
puede escribirse como sigue:

2 1 2 1
z<3———— <& —+ -5 <3-: (5)
n n? n  n?

1 1 . 2 1 3 _ . 3 .
Puesto que < —, se tiene que- + — < —. Elijamosn € N de forma que- < 3—z 0, lo que es igual,
n n n n n n

3 , " L .

por ser3 —z > 0, tal quen > Fppe Que hay nimeros naturales que verifican esta Ultima degiguial
—Z

es consecuencia de la propiedad arquimediana del ordeR.dgea, pues; € N un nimero natural tal

3 . 3
quen > Fy (por ejemplo, podemos tomar= E (3—) + 1), entonces tenemos que:
—Z

2 1 3

-+ —=<-<3-:z

n n* n
lo que prueba la desigualdad (5) y, por tanto la (4). Hemokgato asi que syd) = 3. Como3 ¢ A4,
A no tiene maximo. ©

Comentario. Hemos hecho en clase ejercicios muy parecidos a este. Agees#o, casi nadie lo hace
bien. Los fallos son de todo tipo. Para algunos el conjuh&s un conjunto de.jnimeros naturales!
Otros afirman que aonjuntoA4 toma valorespor ejemplo quet =0 y otros disparates por el estilo.

Ejercicio 4. Prueba, usando el principio de induccidn, que para togdl se verifica la igualdad:

n?(m+1)>2

P42 43 4’ = ——

(6)

. . 1+ 1)? . .
Solucién.Paran = 1 laigualdad (6) e$® = ! esto es] =1, la cual, evidentemente, es cierta.

Supuesto que la igualdad (6) se verifg@a un valorn € N, entonces tenemos que:

2 12 2 12 4 13
13+23+33+...+n3+(n+1)3 :%_}_(n_}_lf:n(n“r): (n+):
4+ DEm*+4An+4)  (n+1D)En+2)?
- 4 - 4 '

Lo que prueba que dicha igualdad también se verifica paral. Concluimos, por el principio de
induccién matematica, que la igualdad del enunciado etagwara toda: € N.

Comentario. Es imposible poner un ejercicio del principio de inducciagasmsencillo que este. Es un
regalo. Todos deberiais de haberlo hecho bien. Pues no.

Salvo alguna excepcién, nadie responde correctamentedaipia de teoria. e
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Célculo | — Ejercicios de casa capitulo 1 - Soluciones

Ejercicio 1. Comprobar que el conjunto
35
A=lxeR: |2 | <1},
x2—-2x-3

Solucién.Lo que hay que hacer es describir el conjudt@s decir, los nUmeros reales que verifican la
desigualdad:

tiene maximo y minimo y calcularlos.

x3—5
x2—-2x -3

Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades:

’Sl. (1)

| < x3=5 _
T x2-2x-3"

Consideremos la parte de la izquierda de esta desigualdadnios que:

1. ()

I< x3—5 1+ x3—35 _x3+x2—2x—8

= >0 (x3+x2—2x—8)(x2—2x—3)=0.
X2 _2x_3 2 _2x—_3 2 _ox 3 (x74+x"—2x—8)(x"—2x-3)

Como el polinomiox3 + x2 — 2x — 8 tiene la rai2, obtenemos faciimente:
P+ x?—2x=8)(x2=2x—=3) =(x —2)(x> +3x +4)(x + )(x —3)

Comox? + 3x + 4 no tiene raices reales, se sigue que paratogB esx? + 3x + 4 > 0, por lo que
podemos prescindir de este factor. Hemos obtenido quetia gafa izquierda de la desigualdad (2) es
equivalente a:

hx)=(x+ 1D(x—-2)(x—3)=0.

Como la funcién racional en (1) no estéa definida en los cerbsl@®ominadorx = —1y x = 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideracionesmies que:
x <=1 = h(x) < 0 porque es producto de tres niUmeros negativos.
—1l<x <2 = h(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
2<x <3 = h(x) < 0porque es producto de dos niUmeros positivos y uno negativo.
3<x = h(x)> 0porque es producto de tres nUmeros positivos.
Como, ademadi(2) = 0, concluimos que la parte de la izquierda de la desigualdees(2ierta para
x €]—1,2)U]3, +o0.
Consideremos la parte de la derecha de la desigualdad (®mbes que:
x3-=35 <1 x3-5 _x3—x2+2x—2
x2—2x—-3" x2—-2x—-3  x2-2x-3

<0 (x*+x2—2x—8)(x*—2x—3)<0.

Como el polinomiox?® — x? + 2x — 2 tiene la raizl, obtenemos facilmente:
(P =x?+2x-2)(x*=2x =) =(x - D(x>+2)(x + D(x —3)

Para todox € R esx? + 2 > 0, por lo que podemos prescindir de este factor. Hemos olatepid la
parte de la derecha de la desigualdad (2) es equivalente a:

gx)=x+DKx—-1DHx—-3)<0.

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada
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Como la funcién racional en (1) no estéa definida en los cerbsl@®ominadorx = —1y x = 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideracionesmies que:

x <—1 = g(x) <0porque es producto de tres nUmeros negativos.
—l<x<1 = g(x)> 0porque es producto de un niimero positivo y dos negativos.
l<x<3 = g(x) < 0porque es producto de dos niimeros positivos y uno negativo.
3<x = g(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos.

Como, ademasg (1) = 0, concluimos que la parte de la derecha de la desigualdad (@eea para
X €] — o0, —1[U[1, 3].

Concluimos que el conjuntd del enunciado es:

A=(]-1.2JUl3. +00[ ) () (1= co. —1[U[1.3[) =[1.2].

Por tanto nin(A4) = 1 y max(4) = 2. ©
Comentario. Las desigualdades del tipp(x) = 0 dondeP(x) es una funcion polinémica se pueden
resolver factorizando el polinomiB(x). Para estudiar una desiguald&gx) = % >0, dondep(x)
q(x

y ¢(x) son funciones polindmicas, basta tener en cuenta que:

p(x) .

ﬁ >0« p(x)q(x) =0 (ademas debe sef(x) # 0).

q(x

Para estudiar una desigualdad del tiRp(x) < R,(x) dondeR(x) y R,(x) son funciones racio-
nales (alguna de ellas pudiera ser constante), lo que seelaestudiar la desigualdad equivalente
Ry(x)— Ry (x) =0, lo que nos lleva al caso antes considerado pues la fulRii®n= R, (x) — Ry (x)

es también una funcién racional. En definitiva, una desatadhkntre funciones racionales siempre es
equivalente a una desigualdad del tipox) > 0 dondeP(x) es una funcién polinémica.

Si para estudiar una desigualdR¢yr) = @ =0, dondep(x) y ¢(x) son funciones polindmicas,

q(x)

estudias los signos g&(x) y g(x) por separado es mas facil que te equivoques. Ademas losreague
gue muchos hacéis indicando los intervalos donde dicha#fiu@s son positivas o negativas con signos
+ y — son bastante confusos.

Dos fallos repetidos en este ejercicio son dar por evidargeticonjuntod tiene maximo y minimo
y calcular dichos valores resolviendo las ecuaciones

x3—5 x3—5

x2—-2x-3 x2—-2x -3

Quienes hacen esto es porque no entienden la definicionjeihto 4. Basta considerar el conjunto:

1
B:{xe]R{:‘—
X

Sl}:]—oo,—l]u[lﬁ—oo[.

Es claro queB no tiene méaximo ni minimo. En general,B{(x) es una funcién racionaly < b, no
esta garantizado que el conjurftoeR : ¢ < R(x) < b} tenga maximo o minimo, eso dependera de
cémo sea la funcion y de los valoresdlg b.

Me llama la atencién que algunos afirman que el conjuhtiel ejercicio no tiene maximo o mi-
nimo. Quien dice esto pensara que el enunciado es engafiesse gpide comprobar una cosa que no
es verdad. Creo que esto lo he dicho claramente en claseusigjarcicio se pide que pruebes algo es
porgue eso que se pide probar es cierto. Las “preguntas @& megparecen una falta de respeto. Asi
que cuando en un ejercicio se te pida que pruebes algo o queesahlgo, no tengas dudas, lo que se
pide probar es cierto y el célculo puede hacerse con lasrhigméas que se hayan explicado.
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Ejercicio 2. Concluida la primera vuelta de la liga de un pais con grandafial futbol, se observa que
no se ha producido ninglin empate. Probar que puede hacerdistande todos los equipos partici-
pantes, de forma que cada equipo de la lista haya ganaddielopgue jugd contra el siguiente en la
lista.

Solucién. Procederemos por induccion sobre el nimero de equipos &aldks claro que si hay dos
equipos para hacer la lista basta poner en primer lugar adganSupongamos que en una liga con
n equipos puede hacerse una lista como la del enunciado.deoesios ahora que tenemost 1
equipos. Elegimos equipos y con ellos elaboramos una lista como la del enuocidamemosB al
equipo restante. Procedemos de la siguiente form:h& ganado todos los partidos que ha jugado lo
ponemos en el primer lugar de la lista, en otro caso ponenBsdetras del ultimo equipo de la lista
con el que ha perdido. Obtenemos asi una lista con ¥pd equipos en la que cada equipo ha ganado
el partido que jugd contra el siguiente en la lista.

Este procedimiento puede formalizarse como sigue. Paencatll conn > 2 seaP(n) la propo-
sicion siguiente:

Concluida la primera vuelta de una liga dequipos en la que no se producen empates,
puede hacerse una lista de todos los equipos participaetés;ma que cada equipo de la
lista haya ganado el partido que jug6 contra el siguienta &sth.

Lo antes dicho prueba que(2) es cierta, y que la implicacioR(n)—> P(n + 1) también es cierta.
Por el principio de induccién concluimos qién) es cierta para todec N conn = 2. ©

Comentario. Muy pocos habéis hecho bien este sencillo ejercicio. Algwsais la teoria de grafos. Por
lo que a mi respecta, salvo que en el enunciado se indiqueagtea puedes usar todos los resultados
matematicos que conozcas para hacer un ejercicio. Perg @gpbicar con detalle lo que haces. Y
también debes tener en cuenta que no es lo mas apropiadesisitados matematicos muy elaborados
para resolver un ejercicio sencillo. Lo que yo quiero evatem este ejercicio es si sabes aplicar el
principio de induccion matematica a un caso concreto.

Llama la atencidn en este ejercicio un error repetido qusistmen interpretar que la relacién de
“ganara” es transitiva. Consecuencia de esto es suponer que caga egua lista debe haber ganado
a todos los que le siguen en la lista. Son cosas que basta pansasegundos para darse cuenta de
gue no. Y no hay que ser estudiante de matematicas para eso.

Ejercicio 3. Seand y B conjuntos acotados de numeros reales talesdqoeB # Q.
a) Probar qued N B esta acotado y que

méax{inf(4), inf(B)} < inf(A N B), sup(4 N B) < min{sup(4), supB)}

b) Mostrar con un ejemplo que las dos desigualdades puedeantsetas.
c) Probar que sd y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.
Solucién.a) Para toda € A N B se verifica que:

inf(4) < x <sup4) T . .

inf(B) < x < SupB) = max{inf(4), inf(B)} < x < min{sup(4), sup(B)}

Esta ultima desigualdad nos dice quie B esté acotado. Pero también nos dice qag{inf(A4), inf(B)}
es un minorante dd N B y que mn{sup4), sup(B)} es un mayorante dé¢ N B. En consecuencia,
por definicién de infimo y de supremo, tenemos qée {inf(A), inf(B)} <inf(AN B)ysup4N B) <
min{sup(A4), sup B)}.

b) Bastatomad = {1, 3,4}, B =1{2,3,5}.

¢) Teniendo en cuenta que el infimo y el supremo de un intea@tado son sus puntos extremos
independientemente de que dichos puntos pertenezcan amterahlo, y que la interseccion de dos
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intervalos es un intervalo, es suficiente considerar iatesxcerrados. Sean, puds=[a, b], B =|[c, d].
Tenemos que:

a<x<bh p .
x €la,b]Nc,d] = { cex<d } <> max{a,c} < x <min{b,d}
Es decir
[a,b] N[c,d] =[max{a,c},min{b, d}]
lo que prueba el punto c). ©

Comentario. La notacién que algunos usdis es muy mala, la notacion egtampe, una mala notacion
puede llevar a errores que pueden evitarse con una buertidmotan el facilisimo apartado a) muchos
hacen extrafias suposiciones como gueb para todos: € 4, b € B. Esta claro que no tiene por qué
ser asi. En el apartado b) se pide un ejemplo concreto y pargoasabe hacer suposiciones de ningun
tipo. El apartado c), con lo facil que es, lo habéis hecho goco

A estas alturas debéis tener clara una cosa: los concepsopoEmo e infimo son las herramientas
basicas del Andlisis Matematico. Si no los entendéis penfieente y sabéis trabajar con ellos no enten-
deréis nada de nada, no podréis estudiar Matematicasyedt, tampoco podréis aprobar el Calculo.
Esto es asi.

Ejercicio 4. Searu, b, c,d € Q conc? +d? > 0y x € R\Q. ¢ Qué condiciones deben cumplib, ¢, d
b .
para queﬁ sea racional?
cx +d

Solucién. Observa que en las hip6tesis hechas se tiene necesariagoente + d # 0 ¢por qué?.
Tenemos que

b
ax + =r<=ax+b=rex+rd< (a—rc)x=rd —b
cx +d
. . , rd —b
SireQ entoncesd —beQya—rceQ. Sia— rc # 0 entonces se tendria que= €Q, en
a—rc

contra de lo supuesto de ques R\ Q. Por tanto debe ser— rc = 0, en cuyo caso también se tiene
querd — b = 0. Deducimos qued = bc = red. Por tanto, la condicion necesaria que deben cumplir
a,b,c,d esquead =bc, es decirad —bc =0. Esta condicion es también suficiente porquelsi bce
y d # 0 se tiene que

ax+b _ Y%x+b  blex+d) b
ex+d  ex+d  dex+d) _deQ'

Y siad = bcy ¢ # 0 se tiene que

ax+b_ax+%_a(cx+d)_aeQ
ex+d  ecx+d  clex+d) ¢

©

Comentario. Algunos hacen, a su manera, este ejercicio sin usar pardankigtesis de que € R\Q.
Esto es algo que debes tener claro:

Si al resolver un ejercicio no usas todas las hipotesis qubasen en su enunciado, el
ejercicio esta mal hecho.

Esto es asi, a los mateméaticos no nos gusta hacer hipotestesarias. Salvo una excepcion, nadie ha
comprobado que la condici@l — hc = 0 es suficiente.

Hay errores llamativos como, por ejemplo, el siguiente:

ax+b_p {ax+b=p

ex+d g cx+d=gq
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Otro error frecuente en este ejercicio es interpretar lal@ad numéricazx + b =rcx +rd como una
igualdad entre funciones polinémicas para, seguidamategtificar los coeficientes. Quienes hacen
esto no han entendido el enunciado, donde se dice claramgsteesun namero irracional, es decir,
un namero concreto, no es una variable que puede tomar cesalglor real.

La hipotesis? 4+ d? > 0 es lo mismo que decir quey d no pueden ser los dos nulos.

Ejercicio 5. SeaD un conjunto denso €R, es decir, verificando que para cualesquiera € R con
x < y existeze D tal quex < z < y. Probar que sl es un intervalo no vacio y que no se reduce a un
punto, el conjuntd N I es infinito.

Demostracion La idea de este ejercicio es clara: un intervalo con mas gento tiene infinitos puntos
(de hecho, sabemos que es un conjunto infinito no numeraleie)rg cada par de puntos del mismo
tiene que haber algun punto deque también pertenecera al intervalo. Se trata de formalizpoco
esta idea. La forma que me parece mas sencilla es como sigue.

Searu, b puntos def cona < b. Como/ es un intervalo se tiene qiee b[C I. Por tanto, bastara
probar que el conjuntd/ = DN]a, b[ es infinito. Por seiD denso eR dicho conjuntoH no es vacio.
Para probar qué/ es infinito probaremos que no tiene minimo. En efectossH entonces: < z,y
comoD es denso ef, hay algunv € D tal quea < v < z. Puesto que < v < z < b se tiene que
v €la, b[, luegove H'y v < z. Por tantoH no tiene minimo. ©

Comentario. Creo que hay quien piensa que a un numeroxéalsigueel nimerax + 1. Pues vale.
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Soluciones evaluacién del 5/12/2012

Ejercicio 1. Seand € Ry B C R conjuntos no vacios y supongamos duigA) > supB). Defina-

mos: {
Cz{ :aeA,beB}
a—>b
1

inf(4) —supB)

Prueba que syp') =

1
Solucién.Pongamoy = supC), a = inf(A), f = sup(B). Probemos qug < 5 Ello equivale a

o —

| -
probar que—ﬂ es un mayorante d€. En efecto, para todec 4 y para todd € B se verifica que:
a —

1
a—b " a—P

a<a

b<p

}:a—b?a—ﬂ>0:

Por otra parte, para todos 4 y para todo € B se verifica que

1 1 1
0<——<y —a—-b>——a=2b+ —
a—>b y y

. . . . 1 .
Esta ultima desigualdad nos dice que para ¢ada el nUmerab + — es un minorante dd, luego,
14
N e 1 . 1
por definicién de infimo, ha de ser= b + —. Deducimos que para todos B esh <o — —, lo que
4 14

. | 1 L
nos dice que el nUmewd — — es un mayorante d8, luego, por definicién de supremo, ha de de ser
v

1 1 . . .
B <o — —. Hemos probado asi que < o — 8, es deciry > . Esta desigualdad y la anterior
Y 14

1
a—p
prueban la igualdad del enunciado. ©
Ejercicio 2. Prueba, usando el principio de induccion matematica, qeetpdon € N se verifica la
desigualdad:

I _1:3:5-@n-1) _ 1
2/m T 2:4-6---2n) J1+3n

Solucién.Se trata de probar dos desigualdades:

I _1:3:5-Qn—1)
2Jn ~ 2-4-6---(2n)
1:3:5--Qn=1) _ 1
2-4-6---2n) ~ J1+3n

a) Sead el conjunto de los nimeros naturalese N, para los que se verifica la desigualdal (
Probaremos qud es inductivo.

(1)

(@)

_ 1 1 . .
Paran = 1 la desigualdadl)) se expresazc < 3 que, evidentemente, es cierta. LudgoA.
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Supongamos que un nimera € A y probemos que entonces tambi€a- 1 € A. Nuestra hipétesis
es que para un cierto niumertce N se verifica la desigualdad)(y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

I _1:3:5-2n-1)@n+1)
2/n+1 . 2-4-6---Q2n)(2n +2)
En efecto, como estamos suponiendo gaed, tenemos que:
1-3:5---2n—-1D@2n+1) - I 2n+1
2:4.6---2n)2n+2) ~ 2Jn2n+2
Por lo que para probar la desiguald8jideberemos probar que:
1 2n+1 - 1
2yn2n+2" 2n+1

3)

(4)

Tenemos que:
I 2n+1 1
2J/n2n+2" 2n+1
= @Gnt+4n+ D+ 1) =4nm*> +2n+ 1) < 4n® +8n> + 5n+ 1= 4n° + 8n* + dn=
< n+1=0

— n+DVn+1=22Vnn+1) =

Pero esta Ultima desigualdad es, evidentemente, ciertald@arobada asi la desigualddjly por tanto

la (3), es decir, que + 1 € A. Hemos probado asi quees un conjunto inductivo de nimeros naturales
y, por el principio de induccion matematica, concluimos gue- N, es decir, la desigualdad)(se
verifica para toda € N.

b) SeaB el conjunto de los nimeros naturalesc N, para los que se verifica la desiguald&jl (
Probaremos qu# es inductivo.

. 1 1 . .
Paran = 1 la desigualdad?) se expresazc < 3 que, evidentemente, es cierta. LudgoB.

Supongamos que un nimera € B y probemos que entonces tambiéa- 1 € B. Nuestra hipétesis
es que para un cierto numerce N se verifica la desigualda@)(y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

1-3-5---(2n—1)(2n+1)< 1
2-4-6---2m)2n+2)  JA4+3n
En efecto, como estamos suponiendo gae3, tenemos que:

1:3:5-@n-DH@2n+1) _ 1 2n+1
2:4-6---2n)2n+2)  JT+3m2n+2

Por lo que para probar la desigualdajideberemos probar que:

1 2n + 1 - 1
JT+3n2n+2 " Jad+3n

(5)

(6)

Tenemos que:
I 2n41 1
VT+3n2n+2 " Jd13n
= (4n* +4n + 1)(4 + 3n) < @n* + 8n + 4)(1 + 3n) =

= 12nd +28n + 19n+4 <1203 + 280 +20n+ 4 <= 0<n (7)

— 2n+1H)Vv4+3n<2n+2)V1 4+ 3In—=

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Ejercicios de Calculo | 3

Pero esta ultima desigualdad es, evidentemente, ciertaldprobada asi la desiguald&iy por tanto

la (5), es decir, que + 1 € B. Hemos probado asi quges un conjunto inductivo de nimeros naturales
y, por el principio de induccién matematica, concluimos @ue- N, es decir, la desigualda@)(se
verifica para toda € N.

a+b

Ejercicio 3. Prueba que 9l < a < b entonces se verifica que< vab < <b.

Dadosbh; > a; > 0, definamos para todos N:

an+b
Apnt1= v anby, buy1= n2 =,

Prueba que las sucesiones asi definidas son monétonas gacptzonvergen al mismo namero.

Solucién.Tenemos que) < a < b =>a = Va? < ~/ab.Ademas:

b
\/ab<%<:>2«/ab<a+b<:>4ab<a2+2ab+b2<:>0<a2—2ab+b2=(b—a)2

Puesto que la Gltima desigualdad es, evidentemente,,d&mthién lo es la primera. Queda asi probado
que si0 < a < b se verifica la desigualdad:

b
a< ab<a+

<b (8)

Usando esta desigualdad péra «; < b; deducimos que; < a, < b, < b;. La misma desigualdad
(8) aplicada ar, < b, nosdaque; < as < b3 < b,. Supuesto que, < b, la desigualdady) implica
quea, < ay+1 < by+1 < b,. Hemos probado asi que la sucesfop} es estrictamente creciente y la
sucesion{b, } es estrictamente decrecientey<a, < b, <b; paratodo € N. Deducimos que ambas
sucesiones son convergentes por ser monétonas y estatax@eaaiin{a,} =a y lim{b,} = b. Debe
verificarse que

_a+b
2

b —a =>.

©

Ejercicio 4. Estudia la convergencia de la sucesfép} definida por porr; = 1, y para todo: € N:

Sx, +1
2X, + 3

Xn+1 =

L, . 6
Solucion. Es evidente que para todoe N esx, > 0. Tenemos que,; = 3 > 1 = x;. Sea
A=1{neN:x, < x,41}. Probaremos qud = N. Sabemos quée 4. Como:

Sxpt1+ 1 Sxp+1 13
2Xp41 43 2xp 43 (2xps1 +3)Qxn +3)

Xn+2 — Xn+1 = (Xn+1 — Xn)

deducimos que si€ 4, esto esc,+1 — x, > 0, entonces también, 1, —x,+; > 0, esdecirnp+ 1€ A.
Por tanto4 es inductivo. Concluimos qud = N, es decir{x,} es estrictamente creciente. Dicha
sucesion estd mayorada, pues como- 0 se verifica que:

Sxp + 1 6x, + 9
< _

=3
2x, + 3 2x, + 3

Dpto. de Andlisis Matemético Universidad de Granada



Ejercicios de Calculo | 4

Luego{x,} es convergente por ser mondétona creciente y mayoradd. Séém{x, }. Debe se€ > 0.
Tenemos que:

50+ 1 1+ 3
el s — 1m0 — o= 1FYE
2+ 3 >
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