
Doble Grado en Informática y Matemáticas

Ejercicios de Cálculo I – Leer y escribir correctamente

1. Describe con palabras los conjuntos

�

1

n
W n2N

�

y
˚

x 2Q W x2 < 3
	

.

2. Representa simbólicamente el conjunto de los números reales cuyos inversos están entre 1 y 2.

3. Enuncia sin usar símbolos matemáticos el siguiente teorema:“Sea f W Œa; b� ! R una función
continua tal quef .a/f .b/ > 0 entonces existe algún puntoc 2�a; bŒ tal quef .c/ D 0.”

4. Lee el epígrafe 1.1.1.“Axiomas, definiciones, teoremas, lemas, corolarios.”de mi libro

Cálculo diferencial e integral de funciones de una variable.

Después de leerlo explica el significado de la expresión “H÷T ”. Explica también con todo
detalle qué es lo que hacemos en matemáticas cuando demostramos un teorema.

5. Cuando en una expresión matemática aparecen cuantificadores es muy importante el orden de
los mismos. Lee las siguientes afirmaciones (se supone queA � R es un conjunto no vacío de
números reales):

a) Para todox 2A hay unz 2R que verificaz > x.

b) Hay unz 2R que verificaz > x para todox 2A.

Explica con detalle lo que se dice en a) y en b). ¿Te parece que se dice lo mismo en ambas?

6. Dados dos números realesa y b, prueba que las siguientes afirmaciones, que debes expresarcon
palabras, son equivalentes:

i) a 6 b:

ii) Para todo" 2 RC se verifica queb C " > a.

iii) Para todo" 2 RC se verifica quea � " 6 b.

7. Dados dos números realesa y b, prueba las siguientes igualdades que debes enunciar con pala-
bras:

fx 2R W x > bg D fb C " W " > 0g ; fx 2R W x < ag D fa � " W " > 0g :

Vuelve a enunciar con palabras los apartados del ejercicio anterior.

8. Dados dos números realesa y b, prueba que las siguientes afirmaciones, que debes expresarcon
palabras, son equivalentes:

i) a 6 b.

ii) Para todov > b se verifica quev > a.

iii) Para todou < a se verifica queu 6 b.

Compara este ejercicio con el ejercicio6.

9. a) Estudia si hay númerosx e y que verifican la igualdad
1

x
C

1

y
D

1

x C y
.

b) Estudia si hay númerosa, b, c, d que verifican la igualdad
1

a2 C d
C

1

b C c2
D

1

a2 C b C c2 C d
:

http://www.ugr.es/~fjperez/textos/calculo_diferencial_integral_func_una_var.pdf


Doble Grado en Informática y Matemáticas

Ejercicios de Cálculo I – Relación 1 - Desigualdades

1. Estudia los intervalos en los que un trinomio de segundo grado,p(x) = ax2+ bx+ c, es positivo
o negativo. Debes considerar todos los casos posibles segúnque el trinomio tenga raíces reales o
no.

2. Calcula para qué valores dex∈R se verifica quex4−7x2+2> 3x3−7x.

3. Calcula los valores dex∈R para los que se verifica que
x3−33

x2−2x−4
> 6.

4. Calcula para qué valores dex∈R se verifica la desigualdad
1−2x
x2−4

>
1
2

.

5. Calcula para qué valores dex se verifica la desigualdad|x+1|+ |x2−3x+2|< 4.

6. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

∣

∣

∣

∣

x−2
x2−2x−1

∣

∣

∣

∣

>
1
2

.

7. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

∣

∣

∣

∣

x3−5
x2−2x−3

∣

∣

∣

∣

6 1.

8. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que|x−6|(1+ |x−3|)> 1.

9. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

|x2+3x−9|= |x2+ x−6|+ |2x−3| .

10. Supuesto que 0< a < b, calcula para qué valores dex∈R se verifica la desigualdad

1
x
+

1
a+ b− x

<
1
a
+

1
b
.

11. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudia, en cada caso, cuándo se da la igualdad.

a) 2xy 6 x2+ y2
, b) 4xy 6 (x+ y)2

, c) x2+ xy+ y2
> 0.

12. Prueba que cualesquiera sean los números reales positivosa > 0 y b > 0 se verifica que

a

2(a+ b)
√

b
<

1√
b
− 1√

a+ b
.
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Ejercicios de Cálculo I – Relación 1 - Desigualdades
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9. Calcula para qué valores dex∈R se verifica que

|x2+3x−9|= |x2+ x−6|+ |2x−3| .

10. Supuesto que 0< a < b, calcula para qué valores dex∈R se verifica la desigualdad

1
x
+

1
a+ b− x

<
1
a
+

1
b
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b
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Ejercicios de Cálculo I – Relación 2 - Mayorantes, minorantes, supremo, ínfimo

1. SeanA,B conjuntos no vacíos de números reales. Supongamos quea 6 b para todoa ∈ A y para
todob ∈ B. Prueba que sup(A)6 ı́nf(B).

2. SeanA, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Prueba que:

i) Si A ⊆ B entonces sup(A)6 sup(B), ı́nf(A)> ı́nf(B).

ii) sup(A∪B) = máx{sup(A),sup(B)}.

3. SeanA y B conjuntos acotados de números reales tales queA∩B 6= Ø.

a) Prueba queA∩B está acotado y que

máx{ı́nf(A), ı́nf(B)}6 ı́nf(A∩B), sup(A∩B)6 mı́n{sup(A),sup(B)}

b) Prueba con un ejemplo que las dos desigualdades pueden serestrictas.

c) Prueba que siA y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.

4. Sean Ø6=A⊂R un conjunto mayorado,s= supA y ε> 0. ¿Se puede asegurar que existe algúna∈
A tal ques− ε < a < s? En caso afirmativo, demostrarlo. En caso negativo, dar un contraejemplo
y modificar las desigualdades anteriores para que sea cierto.

5. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. Definimos los conjuntos:

A+B = {a+ b : a∈A,b∈B} , A−B = {a− b : a∈A,b∈B}

Supuesto queA y B están acotados, prueba que:

sup(A+B) = sup(A)+ sup(B) ı́nf(A−B) = ı́nf(A)− sup(B).

6. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. DefinimosAB = {ab : a∈A,b∈B}. Supuesto
queA y B son conjuntos mayorados de números reales positivos, prueba que:

sup(AB) = sup(A)sup(B), ı́nf(AB) = ı́nf(A) ı́nf(B).

7. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos. Supongamos queA está mayorado
y queβ = ı́nf(B)> 0. Definamos:

C =
{a

b
: a ∈ A, b ∈ B

}

.

Prueba queC está mayorado y se verifica la igualdad:

sup(C) =
sup(A)
ı́nf(B)

.

¿Qué ocurre si ı́nf(B) = 0?
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8. SeanA ⊂ R y B ⊂ R conjuntos no vacíos y supongamos que ı́nf(A)> sup(B). Definamos:

C =

{

1
a− b

: a∈A,b∈B

}

Prueba que sup(C) =
1

ı́nf(A)− sup(B)
.

9. SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Definamos:

C =

{

1
a2+ b

: a∈A, b∈B

}

Calcula el extremo inferior deC. ¿Qué pasa si alguno de los conjuntosA o B no está mayorado?

10. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales tales queB ⊂ R
+ y A está mayorado. Sea

α = sup(A) y β = ı́nf(B). Supongamos queα < β2. Definamos:C =

{

1
b2− a

: b∈B, a∈A

}

.

Prueba que sup(C) =
1

β2−α
.

11. SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Prueba que el conjunto

C =
{

ab− c2 : a∈A, b∈B, c∈B
}

está mayorado y calcula su supremo.

12. SeaA =

{

(−1)n n−1
n

: n∈N

}

. Calcula ı́nf(A) y sup(A). ¿TieneA máximo o mínimo?

13. Considera los conjuntos

A =

{

2− 1
n

: n ∈ N

}

, B =

{

3+
1
n

: n ∈N

}

, C =

{(

2− 1
n

)(

3+
1
n

)

: n ∈ N

}

.

Calcula el supremo y el ínfimo deA,B,C e indica cuáles de ellos tienen máximo o mínimo.
Comprueba si se verifican las igualdades sup(C) = sup(A)sup(B), ı́nf(C) = ı́nf(A) ı́nf(B). ¿Hay
alguna contradicción con lo establecido en el ejercicio 6?

14. SeaA un conjunto no vacío de números reales. Para cadax ∈ R definamos la “distancia dex a
A” por:

dist(x,A) = ı́nf{|x− a| : a ∈ A}.
Prueba que para todosx,y ∈ R se verifica que:

|dist(x,A)−dist(y,A)|6 |x− y|.

15. Seaf : [a,b]→R una función creciente verificando quea6 f (x)6 b para todox ∈ [a,b]. Prueba
que hay algún puntoc ∈ [a,b] tal que f (c) = c.

Sugerencia: considera el supremo del conjunto{x ∈ [a,b] : x 6 f (x)}.

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada
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Ejercicios de Cálculo I – Relación 2 - Supremo e ínfimo. Inducción matemática.
(para hacer en casa)

1. SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Definamos:

C =

{

1
a2+ b

: a∈A, b∈B

}

Calcula el extremo inferior deC. ¿Qué pasa si alguno de los conjuntosA o B no está mayorado?

2. SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Prueba que el conjunto

C =
{

ab− c2 : a∈A, b∈B, c∈B
}

está mayorado y calcula su supremo.

3. Prueba, usando el principio de inducción matemática, quepara todo número naturaln∈N se
verifica que:

2 ·4 ·6 · · · · · (2n)
5 ·7 ·9· · ·(2n+3)

<
2

(n+1)
√

2n+4

4. SeaA un conjunto denso enR. Prueba que la intersección deA con cualquier intervalo abierto no
vacío es un conjunto infinito.

Para entregar el lunes 29 de octubre.



Grado en Matemáticas
Cálculo I – Relación de ejercicios 2 - Soluciones

Ejercicio 1. SeanA, B, conjuntos no vacíos y acotados de números reales. Justificalas siguientes
afirmaciones:

i) Si A � B entonces sup.A/ 6 sup.B/; Kınf.A/ > Kınf.B/:

ii) sup.A [ B/ D mKaxfsup.A/; sup.B/g:

Solución.i) Para todob 2B se verifica queb 6sup.B/ y, comoA � B, en particular para todoa2A se
verifica quea 6 sup.B/. Por tanto sup.B/ es un mayorante deA y, en consecuencia, sup.A/ 6 sup.B/

ya que, por definición, sup.A/ es el mínimo mayorante deA.

Para todob 2B se verifica queb > Kınf.B/ y, comoA � B, en particular para todoa2A se verifica
quea > Kınf.B/. Por tantoKınf.B/ es un minorante deA y, en consecuencia,Kınf.A/ > Kınf.B/ ya que, por
definición,Kınf.A/ es el máximo minorante deA.

ii) Como A � A [ B y B � A [ B, por el apartado anterior, se verifica que; sup.A/ 6 sup.A [ B/

y ; sup.B/ 6 sup.A [ B/, lo que implica que mKaxfsup.A/; sup.B/g 6 sup.A [ B/. La desigualdad
contraria es consecuencia de que mKaxfsup.A/; sup.B/g es, evidentemente, un mayorante deA [ B.©

Ejercicio 2. SeanA y B conjuntos acotados de números reales tales queA \ B ¤ Ø.

a) Probar queA \ B está acotado y que

mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g 6 Kınf.A \ B/; sup.A \ B/ 6 mKınfsup.A/; sup.B/g

b) Mostrar con un ejemplo que las dos desigualdades pueden ser estrictas.

c) Probar que siA y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.

Solución.a) Para todox 2A \ B se verifica que:

Kınf.A/ 6 x 6 sup.A/

Kınf.B/ 6 x 6 sup.B/

�

÷ mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g 6 x 6 mKınfsup.A/; sup.B/g

Por tanto, mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g es un minorante deA \ B y mKınfsup.A/; sup.B/g es un mayorante
deA \ B. En consecuencia, sin más que tener en cuenta las definiciones de ínfimo y de supremo, se
verifica que:

mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g 6 Kınf.A \ B/ y sup.A \ B/ 6 mKınfsup.A/; sup.B/g

b) A D f1; 2; 3g, B D f0; 2; 4g.

c) SiA y B son intervalos acotados, como el supremo y el ínfimo deA y B son los extremos de dichos
intervalos, podemos considerar queA y B son intervalos cerrados. PongamosA D Œa; b�, B D Œc; d �.
Tenemos que:

x 2 Œa; b� \ Œc; d � ,

�

a 6 x 6 b

c 6 x 6 d

�

, mKaxfa; cg 6 x 6 mKınfb; dg , x 2 ŒmKaxfa; cg ; mKınfb; dg�

Es decir, hemos probado que

A [ B D Œa; b� \ Œc; d � D ŒmKaxfa; cg ; mKınfb; dg�

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada
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claro está, esto es así siempre que mKaxfa; cg 6 mKınfb; dg porque en otro caso la intersección es vacía.
Es claro que:

Kınf.A\B/DmKaxfa; cgDmKaxfKınf.A/; Kınf.B/g y sup.A\B/DmKınfb; dgDmKınfsup.A/; sup.B/g :

©

Ejercicio 3. SeanA, B, conjuntos no vacíos de números reales. Definimos el conjunto:

A � B D fa � b W a2A; b 2Bg

Supuesto queA está mayorado yB está minorado, prueba que:

sup.A � B/ D sup.A/ � Kınf.B/:

Solución.Es el ejercicio resuelto número 64, página 125, de mi libroCálculo Diferencial e Integral de
Funciones de Una Variable(¿te suena?). ©

Ejercicio 4. Prueba que un intervaloI ¤ Ø; es un intervalo abierto si, y sólo si, para cadax 2 I se
verifica que hay algún númerorx > 0 tal que �x � rx ; x C rxŒ� I:

Solución.Los intervalos abiertos son los que no tiene máximo ni mínimo(página 12 de mis apuntes
Conceptos Básicos de Análisis Real(¿te suena?)).

SeaI un intervalo no vacío y supongamos que para todox 2 I se verifica que hay algún número
rx > 0 tal que �x � rx ; x C rx Œ� I: Puesto que en el intervalo�x � rx ; x C rx Œ hay números mayores
y menores quex (¿entiendes esta trivialidad? ¿seguro?), deducimos que ningúnx 2 I es mínimo ni
máximo deI , luegoI es un intervalo abierto.

Recíprocamente, supongamos queI es un intervalo abierto no vacío y seax 2 I . Comox no es el
mínimo ni el máximo deI (las definiciones no son adornos inútiles, se dan para aplicarlas), tienen que
existir númerosu2I , v 2I verificando queu < x < v. Searx DmKınfx � u; v � xg. Entonces se tiene
querx > 0 y u 6 x � rx , x C rx 6 v. Luego:

�x � rx ; x C rx Œ� Œu; v� � I

donde la última inclusión es consecuencia de queI es un intervalo (¿sabes cómo se define un interva-
lo?). ©

Ejercicio 5. Calcula elKınf.A/ y el sup.A/ donde

A D

�

.�1/n
n � 1

n
W n2N

�

:

Debes razonar tus respuestas. ¿TieneA máximo o mínimo?

Solución.Pongamos

A D

�

.�1/n

�

1 �
1

n

�

W n2N

�

D

�

1 �
1

2n
W n2N

�

[

�

�1 C
1

2n � 1
W n2N

�

Para todon2N se verifica que:

�1 < �1 C
1

2n � 1
< 1 �

1

2n
< 1

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada
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por lo que�1 es un minorante y1 es un mayorante deA.

Probemos que1 es el mínimo mayorante deA. Seau < 1. Como1 � u > 0, tenemos que:

u < 1 �
1

2n
”

1

2n
< 1 � u ” n >

1

2.1 � u/

Por la propiedad arquimediana del orden deR, sabemos que hay números naturales,n0, que verifican
la desigualdadn0 > 1

2.1�u/
(por ejemplon0 D E. 1

2.1�u/
/ C 1). Tomando uno cualquiera de ellos se

tiene queu < 1 �
1

2n0

, lo que prueba queu no es mayorante deA.

Hemos probado que1 D sup.A/. Como1 62 A, A no tiene máximo.

Lo que queda lo haces tú. Oye, ¿tú estudias o trabajas?. ©

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada



Doble Grado en Informática y Matemáticas

Ejercicios de Cálculo I – Relación 3

Racionales e irracionales. Principio de Inducción. Desigualdad de las medias.

1. Indica de forma razonada si los siguientes números son racionales o irracionales:

a) La suma o el producto de un número irracional con un número racional distinto de cero.

b) La suma o el producto de dos números irracionales.

c)
√
2 +

√
3,

√
6−

√
2−

√
3 ,

√
5 + 2

3
√
5 + 4

.

2. Seana, b, c, d∈Q conc2+ d2 > 0 y x ∈ R\Q. ¿Qué condiciones deben cumplira, b, c, d para que

el número
ax+ b

cx+ d
sea racional?

3. Seax ∈ R. Prueba quesup{r ∈ Q : r < x} = x = ı́nf{s ∈ Q : x < s}. ¿Permanece válido
este resultado si se sustituyeQ por un conjunto denso enR?

4. Seaϕ : R → R una función monótona y supongamos queϕ(z) = z para todoz∈Q. Prueba que
para todox∈R esϕ(x) = x.

Sugerencia: la suposición de queϕ(x) 6= x para algúnx ∈ R lleva a una contradicción.

5. Sea f : R → R una función no idénticamente nula verificando, para todosx, y en R que
f(x+ y) = f(x) + f(y) ( f es aditiva) yf(x y) = f(x)f(y) ( f es multiplicativa). Prueba que
f(x) = x para todox ∈ R.

Sugerencia: la existencia enR+ de la raíz cuadrada permite probar quef es monótona.

6. Prueba, usando el principio de inducción, que para todon∈N se verifican las siguientes relaciones.

a) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

b) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

c) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 =
n(2n− 1)(2n+ 1)

3
.

d) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n · (n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

e)
√
n 6 1 +

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
6 2

√
n

f) 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
> 1 +

n

2

g)
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n) 6
1√

1 + 3n

h)
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n) >
1

2
√
n

7. Prueba que para todo número naturaln∈N se verifica quen5 − n es divisible por 5.

8. Prueba que la suma de los cubos de tres números naturales consecutivos es múltiplo de 9.
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9. Principio de inducción completa.Sea A ⊆ N y p un número natural. Supongamos que se
verifican las dos condiciones siguientes:

i) p ∈ A,

ii) Si n ∈ N,n > p, y el conjunto{k ∈ N : p 6 k 6 n} está contenido enA, entonces(n+1) ∈ A.

Entonces se verifica que el conjuntoA contiene a todos los números naturales mayores o iguales
que p. En particular, sip = 1 esA = N.

10. Prueba que todon∈N conn>8 puede escribirse en la forman=3p+5q dondep, q∈N ∪ {0}.

11. Prueba que el triángulo equilátero es el triángulo que tiene máxima área para un perímetro dado y
de mínimo perímetro para un área dada.

Sugerencia. Sia, b, c son las longitudes de los lados de un triángulo yp = (a + b + c)/2 es el
semiperímetro, entonces, según la fórmula de Heron de Alejandría, el área del triángulo viene dada

porA =
√

p(p− a)(p− b)(p− c).

12. Calcula el rectángulo de mayor área inscrito en la elipsede ecuación
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

13. Concluida la primera vuelta de la liga de un país con gran afición al fútbol, se observa que no se ha
producido ningún empate. Probar que puede hacerse una listade todos los equipos participantes,
de forma que cada equipo de la lista haya ganado el partido quejugó contra el siguiente en la lista.

14. Seaα irracional. Prueba que el conjunto{nα − E(nα) : n ∈ N} es denso en[0, 1], es decir,
dadosx, y ∈ [0, 1] con x < y, hay algún número naturalk ∈ N tal quex < kα− E(kα) < y.

15. Supongamos que en un circuito hayn coches separados por distintas distancias y que entre todos
ellos tienen la gasolina justa para dar una vuelta al circuito. Prueba que hay algún coche que
empezando desde donde se encuentra y recogiendo al pasar la gasolina de los demás vehículos
puede dar una vuelta completa al circuito.

Los dos últimos ejercicios son de bastante mayor dificultad que el resto y los propongo como un
pequeño desafío por si alguien se atreve con ellos.
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Ejercicios de Cálculo I – Relación 3. Sucesiones – Series – Continuidad

1. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn =

(

1+ log
n2+1

n2+ n+1

)n

; b) yn =
13+33+53+ · · ·+(2n−1)3

n4

2. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia de lassiguientes series.

a) ∑
n>1

5nn!
4
√

n 9 ·14·19· · ·(4+5n)
; b) ∑

n>1
(−1)n+1

(

3
√

n+1− 3
√

n
)

3. Seaf : R → R una función continua y creciente. Prueba que para todo conjunto acotado y no
vacío,A ⊂ R, se verifica que supf (A) = f (supA).

Para entregar el 18 de diciembre.



Grado en Matemáticas
Cálculo I – Relación de ejercicios 3 - Soluciones

Ejercicio 1. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos y supongamos queA está
mayorado. Prueba que el conjunto

C D
n

a
2 � b W a2A; b 2B

o

está mayorado y calcula su supremo.

Solución.Sea˛ D sup.A/. ComoB � RC, B está minorado. SeǎD Kınf.B/. Para todo a2A y para
todo b 2B tenemos que:

0 < a 6 ˛

ˇ 6 b

�

÷

�

a2
6 ˛2

�b 6 �ˇ

�

÷ a
2 � b 6 ˛2 � ˇ

Hemos probado que el númerǫ2 � ˇ es un mayorante deC . Por tanto,C está mayorado. Sea

 D sup.C /. Como
 es, por definición, el mínimo mayorante deC , tenemos que
 6 ˛2 � ˇ. Proba-
remos la desigualdad contraria.

Para todo a 2 A y para todo b 2 B tenemos quea2 � b 6 
 , es decir,a2
6 
 C b. Consideremos

ahora queb 2 B es un elemento fijo enB. Como0 < a y las raíces conservan el orden en los reales
positivos, tenemos quea 6

p


 C b. Esta desigualdad, válida para todoa2A, nos dice que el número
p


 C b es un mayorante deA, luego˛6

p


 C b. Como son números positivos, elevando al cuadrado,
obtenemos quę2

6 
 Cb, es decir,̨ 2 � 
 6 b. Como esta desigualdad es válida cualquiera seab 2B,
el númerǫ 2 � 
 es un minorante deB y, por tanto,̨ 2 � 
 6 ˇ, porquě es el máximo minorante de
B. Hemos obtenido así quę2 � ˇ 6 
 .

De las dos desigualdades obtenidas resulta
 D ˛2 � ˇ. ©

Ejercicio 2. Prueba, usando el principio de inducción, que para todon2N se verifican las desigualda-
des siguientes:

p
n 6 1 C

1
p

2
C

1
p

3
C � � � C

1
p

n
6 2

p
n

Solución.Se trata de probar dos desigualdades:

p
n 6 1 C

1
p

2
C

1
p

3
C � � � C

1
p

n
(1)

1 C
1

p
2

C
1

p
3

C � � � C
1

p
n

6 2
p

n (2)

a) SeaA el conjunto de los números naturales,n 2 N, para los que se verifica la desigualdad (1).
Probaremos queA es inductivo.

Paran D 1 la desigualdad (1) se expresa1 6 1 que, evidentemente, es cierta. Luego12A.

Supongamos que un númeron2A y probemos que entonces tambiénn C 12A. Nuestra hipótesis
es que para un cierto númeron 2 N se verifica la desigualdad (1) y queremos probar que en tal caso
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también se verifica la desigualdad

p
n C 1 6 1 C

1
p

2
C

1
p

3
C � � � C

1
p

n
C

1
p

n C 1
(3)

En efecto, como estamos suponiendo quen2A, tenemos que:

1 C
1

p
2

C
1

p
3

C � � � C
1

p
n

C
1

p
n C 1

>
p

n C
1

p
n C 1

Y como:
p

n C
1

p
n C 1

D

p
n2 C n C 1
p

n C 1
>

n C 1
p

n C 1
D

p
n C 1

concluimos que si la desigualdad (1) se verifica para unn2N entonces también se verifica la desigual-
dad (3). Hemos probado así queA es un conjunto inductivo de números naturales y, por el principio de
inducción matemática, concluimos queA D N, es decir, la desigualdad (1) se verifica para todon2N.

b) SeaB el conjunto de los números naturales,n 2 N, para los que se verifica la desigualdad (2).
Probaremos queB es inductivo.

Paran D 1 la desigualdad (2) se expresa1 6 2 que, evidentemente, es cierta. Luego12B.

Supongamos que un númeron2B y probemos que entonces tambiénn C 12B. Nuestra hipótesis
es que para un cierto númeron 2 N se verifica la desigualdad (2) y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

1 C
1

p
2

C
1

p
3

C � � � C
1

p
n

C
1

p
n C 1

6 2
p

n C 1 (4)

En efecto, como estamos suponiendo quen2B, tenemos que:

1 C
1

p
2

C
1

p
3

C � � � C
1

p
n

C
1

p
n C 1

6 2
p

n C
1

p
n C 1

Y como:

2
p

n C
1

p
n C 1

D
2
p

n2 C n C 1
p

n C 1
D

p
4n2 C 4n C 1

p
n C 1

6

p
4n2 C 4n C 1 C 1

p
n C 1

D
2n C 2
p

n C 1
D 2

p
n C 1

concluimos que si la desigualdad (2) se verifica para unn2N entonces también se verifica la desigual-
dad (4). Hemos probado así queB es un conjunto inductivo de números naturales y, por el principio
de inducción matemática, concluimos queB D N, es decir, la desigualdad (2) se verifica para todo
n2N. ©

Ejercicio 3. Justifica las siguientes afirmaciones.

a) La suma de un número racional y un número irracional es un número irracional.

b) El producto de un número racional no cero por un número irracional es un número irracional.

c) La suma y el producto de dos números irracionales puede serracional o irracional.

d) Los números
p

6 �
p

2 �
p

3 y

p
5 C 2

3
p

5 C 4
son irracionales.
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Solución.a) Sir 2Q y ˛ 2RnQ el númerǒ D r C ˛ no puede ser racional, porque˛ D r � ˇ y si ˇ
fuera racional también sería racional˛ D r � ˇ en contra de lo supuesto.

b) Si r 2 Q, r ¤ 0 y ˛ 2 RnQ el númerǒ D r˛ no puede ser racional porque˛ D
ˇ

r
y si ˇ fuera

racional también sería racional˛ D
ˇ

r
en contra de lo supuesto.

c) Sabemos que
p

2 es un número irracional, por tanto los números˛ D
p

2 C 1 y ˇ D
p

2 � 1 son, por
el apartado a), irracionales. Tenemos que

˛ C ˇ D 2
p

2 es irracional.

˛ � ˇ D 2 es racional.

˛ˇ D 1 es racional

˛˛ D 3 C 2
p

2 es irracional.

d) Sea˛ D
p

6 �
p

2 �
p

3. Tenemos que
p

2 C
p

3 D
p

6 � ˛. Elevando al cuadrado obtenemos

5C2
p

6D6C˛2�2˛
p

6. Y deducimos que.2C2˛/
p

6D1C˛2. Por tanto,2C2˛¤0 y
p

6D
1 C ˛2

2 C 2˛
.

Esta igualdad nos dice que
p

6 es una función racional dę(sumas, productos y cocientes de˛ y otros
números racionales). Como sabemos que

p
6 es irracional, deducimos quęes irracional.

Pongamoš D

p
5 C 2

3
p

5 C 4
. Despejando

p
5 resulta que

p
5 D

2 � 4ˇ

3ˇ � 1
. Esta igualdad nos dice que

p
5 es una función racional dě(sumas, productos y cocientes deˇ y otros números racionales). Como

sabemos que
p

5 es irracional, deducimos quěes irracional.

©

Ejercicio 4. Seax 2 R. Prueba que supfr 2 Q W r < xg D x D Kınffs 2 Q W x < sg. ¿Permanece
válido este resultado si se sustituyeQ por un conjuntoA denso enR?

Solución.SeaADfr 2 Q W r < xg. Es evidente queA no es vacío (¿por qué?) y quex es un mayorante
deA. Seaz 2 R, z < x. Probemos quez no es mayorante deA. En efecto, comoQ es denso enR,
exister 2 Q verificando quez < r < x. Comor < x y r 2 Q, tenemos quer 2 A. Y comoz < r , z

no es mayorante deA. Hemos probado así que ningún número menor quex es mayorante deA, luego
sup.A/ D x.

SeaB Dfs 2 Q W x < sg. Es evidente queB no es vacío (¿por qué?) y quex es un minorante deB.
Seaz 2R, x < z. Probemos quez no es minorante deB. En efecto, comoQ es denso enR, existes 2Q

verificando quex < s < z. Comox < s y s 2Q, tenemos ques 2B. Y comos < z, z no es minorante
deB. Hemos probado así que ningún número mayor quex es minorante deB, luegoKınf.B/ D x.

En el razonamiento anterior lo único que se ha utilizado es lapropiedad de densidad deQ enR,
por lo que permanece válido si se sustituyeQ por cualquier conjunto denso enR. ©
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Complementos

1. Concluida la primera vuelta de la liga de un país con gran afición al fútbol, se observa que no se ha
producido ningún empate. Probar que puede hacerse una listade todos los equipos participantes,
de forma que cada equipo de la lista haya ganado el partido quejugó contra el siguiente en la lista.

2. SeaA un conjunto denso enR. Prueba que la intersección deA con cualquier intervalo abierto no
vacío es un conjunto infinito.

3. (1,5 puntos) SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos. Supongamos queB está
mayorado y quesup(B) < ı́nf(A) ı́nf(B). Definimos el conjunto

U =

{

1

ab− c
: a∈A, b∈B, c∈B

}

.

Prueba queU está mayorado y calculasup(U).

4. (1 punto) SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Prueba que
el conjunto

C =
{

ab− c2 : a∈A, b∈B, c∈B
}

está mayorado y calcula su supremo.

5. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos y sea

C =
{ a

b
: a∈A, b∈B

}

Prueba que siB está mayorado entonces se verifica que:

ı́nf(C) =
ı́nf(A)

sup(B)
.

¿Qué puede decirse deı́nf(C) si B no está mayorado?

6. SeanA ⊂ R y B ⊂ R conjuntos no vacíos y supongamos queı́nf(A) > sup(B). Definamos:

C =

{

1

a− b
: a∈A, b∈B

}

Prueba quesup(C) =
1

ı́nf(A)− sup(B)
.

7. Prueba, usando el principio de inducción matemática, quepara todon∈N se verifica la desigual-
dad:

1

2
√
n

6
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n) 6
1√

1 + 3n

8. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos y supongamos queA está mayorado.
Prueba que el conjunto

C =
{

a2 − b : a∈A, b∈B
}

está mayorado y calcula su supremo.
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9. SeaA el conjunto de números reales definido como sigue:

A =

{

3n2 − 2n− 1

n2
: n∈N

}

Calcula el supremo y el ínfimo deA. ¿TieneA máximo o mínimo? Justifica tus respuestas.

10. Prueba, usando el principio de inducción, que para todon∈N se verifica la igualdad:

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

11. Sean Ø6= A ⊂ R un conjunto mayorado,s = supA y ε > 0. ¿Se puede asegurar que existe
algúna ∈ A tal ques − ε < a < s? En caso afirmativo, demostrarlo. En caso negativo, dar un
contraejemplo y modificar las desigualdades anteriores para que sea cierto.
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Ejercicios de Cálculo I – Relación 4 - Sucesiones de números reales

1. SeaI un intervalo yf : I → I una función verificando quef(I) ⊂ I. Seaa∈ I y definamos una
sucesión{xn} porx1 = a y xn+1 = f(xn) para todon∈N.

a) Supongamos quef es estrictamente decreciente enI y quex1 6= x2. Prueba que{xn} no es
monótona y que six1 6= x3 entonces las sucesiones{x2n−1} y {x2n} son estrictamente monóto-
nas.

b) Usa lo visto en a), para estudiar la convergencia de las sucesiones dada para todon∈N por:

x1 = 1, xn+1 =
1

1 + xn

, y1 = 1, yn+1 =
3yn + 2

2yn + 1

2. Estudia la convergencia de las sucesiones{xn} y {yn} dadas para todon∈N por:

x1 = 1, xn+1 =
5xn + 2

xn + 3
; y1 = 1, yn+1 =

2yn + 3

5yn + 2

3. Supongamos que{xn} no converge az. Prueba que existe un númeror > 0 y una sucesión parcial
{x

σ(n)} tal que para todon∈N se verifica que|xσ(n)− z| > r.

4. Seaf : [a, b] → R una función estrictamente creciente verificando quea < f(x) < b para todo
x ∈ [a, b]. Definamosx1 = a, y xn+1 = f(xn) para todon ∈N. Prueba que{xn} converge a
β ∈]a, b] tal queβ = sup f([a, β[). Ademásβ 6 f(β).

5. Sean{xn} e{yn} sucesiones acotadas. Prueba que:

ĺım{xn+ yn} 6 ĺım{xn}+ ĺım{yn} 6 ĺım{xn+ yn}.

Prueba con ejemplos que las desigualdades anteriores pueden ser todas estrictas.

6. Sean{xn} y {yn} sucesiones acotadas tales quexn> 0 e yn> 0 para todon∈N. Prueba que

ĺım{xn}ĺım{yn} 6 ĺım{xnyn} 6 ĺım{xn}ĺım{yn} 6 ĺım{xnyn} 6 ĺım{xn}ĺım{yn}.

Deduce que siĺım{xn} = x > 0, entonces

ĺım{xnyn} = x ĺım{yn}, ĺım{xnyn} = x ĺım{yn}.

Prueba con ejemplos que las desigualdades anteriores pueden ser todas estrictas.

7. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn = n

(

5

√

3n+ 12

3n+ 7
− 1

)

b) yn =

(

log(n+ 5)

log(n+ 1)

)

n logn

c) zn = log

(

1 +
1

n

)

n

√
n!

8. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn =
1

n2

(

2

1
+

32

2
+

43

32
+ · · ·+ (n+ 1)n

nn−1

)

, b) xn = 3

√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) − n

9. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn =
(

5
√
n+ 1− 5

√
n
)√

n b) yn =
√
n3
(

4

√

4n2 + 3−
√
2n
)

c) zn = n

√

(3n)!

(5n)3n
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Cálculo I – Relación de ejercicios 4 - Soluciones

Ejercicio 1. Supuesto que lKımfxng D x, prueba que el conjuntoA D fxn W n2Ng [ fxg tiene máximo
y mínimo.

Solución.La idea para hacer este ejercicio es clara: como lKımfxng D x, dado" > 0, todos los términos
de la sucesiónfxng a partir de uno en adelante están en�x � "; x C "Œ. En consecuencia, los conjuntos
B" D fxn W x C " 6 xng y C" D fxn W xn 6 x � "g son finitos aunque pudieran ser vacíos. Como todo
conjunto finito y no vacío de números reales tiene máximo y mínimo, es claro que siB" ¤ Ø entonces
mKax.B"/ D mKax.A/, y si C" ¤ Ø entonces mKın.C"/ D mKın.A/. Para queB" ¤ Ø enA tiene que haber
elementos mayores quex. Para queC" ¤ Ø enA tiene que haber elementos menores quex. Esto lleva
al siguiente razonamiento.

Si enA no hay elementos mayores quex entoncesx D mKax.A/. En otro caso hay algúnxk 2A tal
quex < xk . Sea" > 0 tal quex C " < xk . Entonces se tiene quexk 2B" y mKax.B"/ D mKax.A/.

Si enA no hay elementos menores quex entoncesx D mKın.A/. En otro caso hay algúnxp 2A tal
quexp < x. Sea" > 0 tal quexp < x � ". Entonces se tiene quexp 2C" y mKın.C"/ D mKın.A/. ©

Ejercicio 2. SeaA�R. Prueba queA es denso enR si, y sólo si, todo número real es límite de alguna
sucesión de elementos deA.

Solución.Supongamos queA es denso enR. Eso significa que en todo intervalo abierto no vacío hay
elementos deA. Por tanto, dadosx 2 R y " > 0, existea" 2�x � "; x C "Œ\A. Para cadan 2 N sea
an 2�x � 1

n
; x C 1

n
Œ\A. La sucesiónfang así obtenida verifica que es una sucesión de puntos deA y

jan � xj < 1
n
, por lo que lKımfang D x.

Supongamos ahora que todo número real es límite de alguna sucesión de elementos deA y sean
u; v 2 R conu < v. Seax 2�u; vŒ. Por hipótesis existe una sucesiónfxng de puntos deA, xn 2 A, que
converge ax. Como�u; vŒ es un intervaloabierto que contiene ax, todos los términos de la sucesión
fxng a partir de uno en adelante están en�u; vŒ; en particularA\�u; vŒ¤Ø, lo que prueba queA es denso
enR. ©

Ejercicio 3. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn D
5n C .�3/n

5nC2 C .�4/nC1
:

b) yn D
p

n
�

4
p

4n2 C 3 �
p

2n
�

.

c) zn D
n C 1

n2 C 1
C

n C 2

n2 C 2
C � � � C

n C n

n2 C n
:

Solución. a) Sabemos que sij aj < 1 se verifica quefang ! 0. Dividiendo por5n numerador y
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denominador tenemos que

xn D
5n C .�3/n

5nC2 C .�4/nC1
D

1 C

�

�3

5

�n

52 C .�4/

�

�4

5

�n

Como

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�3

5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
4

5
< 1 y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�4

5

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

D
4

5
< 1, deducimos que lKımfxng D

1

25
.

b) Tenemos que

yn D
p

n
�

4
p

4n2 C 3 �
p

2n
�

D

p
n
�

4
p

4n2 C 3 �
p

2n
� �

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
D

D

p
n
�p

4n2 C 3 � 2n
�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
D

p
n
�p

4n2 C 3 � 2n
��p

4n2 C 3 C 2n
�

�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
� �p

4n2 C 3 C 2n
� D

D

p
n .4n2 C 3 � 4n2/

�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
� �p

4n2 C 3 C 2n
� D

3
p

n
�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
� �p

4n2 C 3 C 2n
�D

D
3

�

4
p

4n2 C 3 C
p

2n
�

 

r

4n C
3

n
C 2

p
n

! ! 0

c) Tenemos que

zn D
n C 1

n2 C 1
C

n C 2

n2 C 2
C � � � C

n C n

n2 C n
6

n
X

kD1

n C k

n2 C 1
D

n2 C

n
X

kD1

k

n2 C 1
D

D
n2 C

n.n C 1/

2
n2 C 1

D
3n2 C n

2n2 C 2
!

3

2

zn D
n C 1

n2 C 1
C

n C 2

n2 C 2
C � � � C

n C n

n2 C n
>

n
X

kD1

n C k

n2 C n
D

n2 C

n
X

kD1

k

n2 C n
D

D
n2 C

n.n C 1/

2
n2 C n

D
3n2 C n

2n2 C 2n
!

3

2

Por el principio de las sucesiones encajadas concluimos quelKımfzng D
3

2
. ©
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Ejercicio 4. Estudia la convergencia de la sucesiónfxng definida por porx1 D 5, y para todon2N:

xnC1D
1

2

�

xnC
5

xn

�

Solución.Para estudiar la monotonía podemos expresarxnC2�xnC1 en función dexnC1�xn. Tenemos:

xnC2 � xnC1 D
1

2

�

xnC1C
5

xnC1

�

�
1

2

�

xnC
5

xn

�

D
1

2

 

x2
nC1 C 5

xnC1

�
x2

n C 5

xn

!

D

D
x2

nC1xn C 5xn � x2
nxnC1 � 5xnC1

2xnC1xn

D
xnC1xn.xnC1 � xn/ � 5.xnC1 � xn/

2xnC1xn

D

D
.xnC1xn � 5/

2xnC1xn

.xnC1 � xn/

Evidentemente,xn > 0 para todon 2 N. Si probamos quexnC1xn � 5 > 0, de la igualdad anterior
deducimos que sixnC1 < xn entonces también esxnC2 < xnC1; y comox2 D3 < 5Dx1, se sigue, por
el principio de inducción matemática, quexnC1 < xn para todon 2 N y la sucesión es estrictamente
decreciente.

Tenemos que:

xnC1xn � 5 > 0 ”
1

2

�

xnC
5

xn

�

xn > 5 ” x2
n > 5

Nos vemos así llevados a probar la desigualdadx2
n > 5 o, por serxn > 0, equivalentementexn >

p
5.

Lo hacemos por inducción. Paran D 1 se verifica quex1 D 5 >
p

5. Supuesto quexn >
p

5, tenemos
que:

xnC1 �
p

5 D
1

2

�

xnC
5

xn

�

�
p

5 D
x2

n � 2
p

5xn C 5

2
D

.xn �
p

5/2

2
> 0

Lo que prueba quexnC1 >
p

5. Concluimos, por el principio de inducción matemática quexn >
p

5

para todon2N.

Hemos probado así quefxng es estrictamente decreciente y minorada por
p

5, luego converge. Sea
` D lKımfxng. Tenemos què > 0 y debe verificarse que:

` D
1

2

�

` C
5

`

�

÷` D
p

5:

©

Ejercicio 5. Estudia la convergencia de la sucesiónfxng definida porx1 D 1, y para todon2N por:

xnC1 D
4xn C 1

xn C 3

Solución.Evidentemente,xn > 0 para todon2N. Comox2 D 5=4 > x1 y

xnC2 � xnC1 D
4xnC1 C 1

xnC1 C 3
�

4xn C 1

xn C 3
D

11

.xnC1 C 3/.xn C 3/
.xnC1 � xn/
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deducimos que si esxn < xnC1 entonces tambiénxnC1 < xnC2. Concluimos, por el principio de in-
ducción matemática, quexn < xnC1 para todon2N. Hemos probado que la sucesión es estrictamente
creciente. Además, está mayorada pues

4xn C 1

xn C 3
< 4

Luego es convergente y su límite` D lKımfxng verifica

` D
4` C 1

` C 3
÷`2 � ` � 1 D 0÷` D

1 C
p

5

2
:

©
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Doble Grado en Ingeniería Informática y Matemáticas – Examen de Cálculo I –
Soluciones

1. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos. Supongamos queB está mayorado y que
sup(B) < ı́nf(A) ı́nf(B). Definimos el conjunto

U =

{

1

ab− c
: a∈A, b∈B, c∈B

}

.

Prueba queU está mayorado y calculasup(U).

Solución. Pongamosα = ı́nf(A), β = ı́nf(B) y γ = sup(B). Las hipótesisA ⊂ R
+, B ⊂ R

+ y
γ < αβ implican queα > 0 y β > 0. Para todosa∈A, b, c∈B se verifica que

0 < α 6 a
0 < β 6 b
c 6 γ







=⇒
{

0 < αβ 6 ab
−γ 6 −c

}

=⇒ 0 < αβ − γ 6 ab− c =⇒ 1

ab− c
6

1

αβ − γ

Obtenemos así que
1

αβ − γ
es un mayorante deU . Pongamosλ = sup(U) el mínimo mayorante deU .

Por tanto tenemos queλ 6
1

αβ − γ
. También hemos obtenido queab− c > 0 para todosa∈A, b, c∈B.

Para todosa∈A, b, c∈B se verifica que

1

ab− c
6 λ =⇒ ab− c >

1

λ
=⇒ ab− 1

λ
> c

Esta desigualdad, válida para todosa∈A, b, c∈B, implica que, fijadosa∈A y b∈B, el númeroab− 1

λ
es un mayorante deB, por lo que debe ser mayor o igual que el mínimo mayorante deB, es decir:

ab− 1

λ
> γ =⇒ a >

1

b

(

γ +
1

λ

)

Esta desigualdad, válida para todosa∈A, b∈B, implica que, fijadob∈B, el número
1

b

(

γ +
1

λ

)

es un

minorante deA, por lo que debe ser menor o igual que el máximo minorante deA, es decir:

α >
1

b

(

γ +
1

λ

)

=⇒ b >
1

α

(

γ +
1

λ

)

Esta desigualdad, válida para todob∈B, implica que el número
1

α

(

γ +
1

λ

)

es un minorante deB, por

lo que debe ser menor o igual que el máximo minorante deB, es decir:

β >
1

α

(

γ +
1

λ

)

=⇒ αβ − γ >
1

λ
=⇒ 1

αβ − γ
6 λ

Concluimos, por tanto, queλ =
1

αβ − γ
. ©

Comentarios.Salvo alguna excepción, casi todos habéis hecho bien este ejercicio. Parece que habéis
entendido los conceptos de supremo e ínfimo y sabéis usarlos. ©
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2. Prueba que la ecuaciónx3 − 3x+ 1 = 0 tiene tres soluciones reales. Para todon∈N definamos

x1 =
1

3
, xn+1 =

1

3− x2
n

Prueba que0 < xn < 1 para todon∈N, que{xn} es convergente y que su límite es la única solución de
dicha ecuación en el intervalo]0, 1[.

Solución.Definimos la funciónf : R → R por f(x) = x3 − 3x + 1 para todox∈R. Es una función
polinómica, por tanto es continua y, además, está definida enun intervalo, por lo que podemos aplicar
el teorema de Bolzano, que implica que dicha función debe anularse al menos una vez entre cada dos
puntos en los que cambie de signo. Tenemos quef(−2) = −1 < 0, f(0) = 1 > 0, f(1) = −1 < 0
y f(2) = 3 > 0. En consecuencia, la función tiene que anularse al menos unavez en cada uno de los
intervalos]− 2, 0[, ]0, 1[ y ]1, 2[. Es decir, la ecuaciónx3 − 3x + 1 = 0 tiene al menos tres soluciones
reales distintas y, como se trata de un polinomio de grado 3, concluimos que tiene exactamente tres
soluciones reales distintas.

PongamosA = {n∈N : 0 < xn < 1}. Probaremos por inducción queA = N. Como0 < x1 < 1,
se verifica que1∈A. Supuesto quen∈A tenemos que

0 < xn < 1 =⇒ 0 < x2
n
< 1 =⇒ 3− x2

n
> 2 =⇒ 0 < xn+1 =

1

3− x2
n

<
1

2
< 1 =⇒ n+ 1∈A

Luego, por el principio de inducción matemática, concluimos queA = N, es decir,0 < xn < 1 para
todon∈N. Observa que, de hecho, todos los términos de la sucesión sonmenores que 1/2.

Para probar la convergencia estudiaremos la monotonía. Puesto quex1 =
1

3
<

9

26
= x2, probaremos

que la sucesión es estrictamente creciente. PongamosB = {n∈N : xn < xn+1}. Acabamos de ver que
1∈B. Supuesto quen∈B, tenemos que

0 < xn < xn+1 < 1 =⇒ x2
n
< x2

n+1 < 1 =⇒ 3− x2
n
> 3− x2

n+1 > 0 =⇒ 1

3− x2
n

<
1

3− x2
n+1

es decirxn+1 < xn+2, luegon+ 1∈B. Concluimos queB = N, es decir, la sucesión es estrictamente
creciente. Como está mayorada por 1, dicha sucesión es convergente. Seaℓ = ĺım{xn}. Por álgebra de
límites debe verificarse que

ℓ =
1

3− ℓ2
=⇒ ℓ3 − 3ℓ+ 1 = 0

Como0 < ℓ < 1, dicho númeroℓ es la única solución de la ecuaciónx3 − 3x + 1 = 0 que está en el
intervalo]0, 1[. ©

Comentarios.En este ejercicio hay muchos errores. Uno frecuente es afirmar quexn < xn+1 =⇒
x2
n
< x2

n+1 sin antes haber probado que xn > 0. Observa que la implicacióna < b =⇒ a2 < b2 no es
cierta en general. Por ejemplo,−2 < 1 pero(−2)2 = 4 > 1. Por tanto en este ejercicio lo primero que
hay que hacer es probar quexn > 0, y como también tenemos que probar quexn < 1 lo mejor es probar
las dos cosas a la vez porque están relacionadas.

La monotonía de la sucesión puede probarse también fácilmente considerando la funcióng : [0, 1] →
R dada porg(x) =

1

3− x3
. Dicha función es estrictamente creciente pues

0 6 x < y 6 1 =⇒ 3− x2 > 3− y2 > 2 =⇒ g(x) =
1

3− x3
<

1

3− x3
= g(y)

Este resultado nos dice también queg(0) = 1/3 < g(x) < g(1) = 1/2 para todox∈]0, 1[. Puesto que
x1 = 1/3 y xn+1 = g(xn) deducimos que0 < xn < 1 y, comox1 < x2, y la funcióng conserva el
orden, resulta que la sucesión es estrictamente creciente.
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Es un ejercicio sencillo en el que, algo que yo no me esperaba,hay muchos errores. §

3. Calcula los límites de las sucesiones:

a)xn =
13 + 33 + 53 + · · ·+ (2n− 1)3

n4
, b) xn = 3

√

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) − n

Solución.a) Podemos aplicar el criterio de Stolz pues la sucesiónn4 es estrictamente creciente y positi-
vamente divergente. PongamosAn = 13 + 33 + 53 + · · ·+ (2n− 1)3, Bn = n4. Tenemos que

An+1 −An

Bn+1 −Bn

=
(2n+ 1)3

(n+ 1)4 − n4
=

(2n+ 1)3

4n3 + 6n2 + 4n+ 1
→ 8

4
=

1

2

Luego, por el criterio de Stolz, concluimos que la sucesión dada converge a 1/2.

b)

xn = n

(

3

√

(

1 +
1

n

)(

1 +
2

n

)(

1 +
3

n

)

− 1

)

Es una sucesión de la forman(yn−1) dondeyn = 3

√

(

1 +
1

n

)(

1 +
2

n

)(

1 +
3

n

)

→ 1. Por el criterio

de equivalencia logarítmica, sabemos quen(yn − 1) → L ⇐⇒ (yn)
n → eL. Tenemos que

(yn)
n = 3

√

(

1 +
1

n

)

n
(

1 +
2

n

)

n
(

1 +
3

n

)

n

→
√
e · e2 · e3 =

3
√
e6 = e2

Concluimos quexn → 2. ©

Comentarios.Casi todos hacéis el primer límite pero muy pocos hacéis el segundo que, por cierto, se
hizo en clase. Hay otras formas de hacer este segundo límite.

Podemos escribiryn = ezn conzn = log(yn) → 0 y usar la equivalencia asintóticaezn −1 ∼ zn,
válida cuandozn → 0, con lo que resulta

xn ∼ nzn = n log(yn) =
1

3
n log

(

1 +
1

n

)

+
1

3
n log

(

1 +
2

n

)

+
1

3
n log

(

1 +
3

n

)

y usando ahora quelog(1 + un) ∼ un cuandoun → 0, obtenemos que

1

3
n log

(

1 +
1

n

)

→ 1

3
,

1

3
n log

(

1 +
2

n

)

→ 2

3
,

1

3
n log

(

1 +
2

n

)

→ 3

3

por lo quexn → 1

3
+

2

3
+

3

3
= 2.

Alternativamente, comoy3
n
→ 1 podemos escribiry3

n
= 1 + vn dondevn → 0. Con elloyn − 1 =

(1 + vn)
1/3 − 1 ∼ 1

3
vn, donde usamos la equivalencia asintótica(1 + vn)

α − 1 ∼ αvn cuandovn → 0.

Resulta así que

xn = n(yn − 1) = n
(

(1 + vn)
1/3 − 1

)

∼ 1

3
nvn =

1

3
n

(

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

n3
− 1

)

y el límite de esta sucesión es muy fácil de calcular.
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4. Estudia la convergencia absoluta y no absoluta de las series:

a)
∑

n>1

4nn!
5
√
n4(1 + 4)(1 + 8)(1 + 12) · · · (1 + 4n)

, b)
∑

n>1

(−1)n+1 n+ 1

n2 + 7n+ 12

Solución.a) Es una serie de términos positivos. Pongamos

an =
4nn!

5
√
n4(1 + 4)(1 + 8)(1 + 12) · · · (1 + 4n)

Aplicamos lo criterio del cociente.

an+1

an
=

4n+ 4

4n+ 5
5

√

(

n

n+ 1

)4

→ 1

Además, converge a 1 por valores menores que 1, por lo que el criterio del cociente no proporciona
información. Aplicamos el criterio de Raabe. Tenemos que

n

(

1− an+1

an

)

= −n

(

an+1

an
− 1

)

se trata de una sucesión de la formavn(un − 1) donde|vn| → +∞ y un → 1. Por el criterio de
equivalencia logarítmica, sabemos quevn(un − 1) → L si, y sólo si,(un)

vn → eL.

(

an+1

an

)

−n

=

(

an
an+1

)

n

=

(

4n+ 5

4n+ 4

)

n

5

√

(

n+ 1

n

)4n

→ e
1

4 e
4

5 = e
21

20

Resulta así que

n

(

1− an+1

an

)

→ 21

20
> 1

y la serie es convergente.

b) Se trata de una serie alternada de la forma
∑

n>1

(−1)n+1an dondean =
n+ 1

n2 + 7n+ 12
. Puesto que

an ∼ 1

n
, el criterio límite de comparación nos dice que la serie

∑

n>1

an no es convergente, es decir, la

serie dada,
∑

n>1

(−1)n+1an, no es absolutamente convergente.

Para ver si es convergente aplicaremos el criterio de Leibnitz. Es evidente quean → 0. Veamos que
an > an+1. Tenemos que

n+ 1

n2 + 7n+ 12
>

n+ 2

n2 + 9n+ 20
⇐⇒ (n+1)(n2+9n+20) > (n+2)(n2+7n+12) ⇐⇒ n2+3n−4 > 0

lo cual es, evidentemente, cierto para todon∈N. Concluimos que la serie es convergente. ©

Comentarios. La primera serie solamente la han hecho bien unos pocos por nosaber usar la forma
alternativa del criterio de Raabe (consultar mis apuntes).En la segunda, llama la atención el enorme
trabajo que os cuesta probar que no hay convergencia absoluta. Es inmediato:

an =
n+ 1

n2 + 7n+ 12
>

n

n2 + 19n
=

1

n+ 19
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Vimos en clase que una serie del tipo
∑

n>1

p(n)

q(n)
dondep(n) y q(n) son polinomios, converge absoluta-

mente si, y sólo si, el grado del denominador excede en dos o más unidades al grado del numerador. Esto
se deduce de comparar dicha serie con una serie de Riemann. Cuando en el criterio límite de comparación
se usan series de Riemann se obtiene un criterio de convergencia, el criterio de Pringshein, que no es más
que un caso particular del criterio límite de comparación para series de términos positivos.

A algunos también les cuesta trabajo probar quean → 0. Es inmediato:

0 < an =
n+ 1

(n+ 3)(n+ 4)
<

1

n+ 4

Para probar que{an} es decreciente algunos tratan de hacerlo por inducción lo que complica innecesa-
riamente los cálculos. Es mucho más fácil probarlo directamente como hemos hecho arriba.

Por supuesto, hay quienes no entienden lo que es una serie, confunden la sucesión{an} con la serie
∑

n>1

an, afirman que una serie de términos positivos ¡converge a cero!, y otros variados disparates que no

dejan de sorprenderme. §

5. Seaf : R → R continua y creciente. Prueba que para todo conjuntoA ⊂ R no vacío y mayorado se
verifica quesup(f(A)) = f(sup(A)).

Solución. Seaα = sup(A). Para todoa ∈ A se tiene quea 6 α por lo que, al serf creciente,
f(a) 6 f(α). Deducimos quef(α) es un mayorante def(A), por lo quesup(f(A)) 6 f(α). Siα∈A,
entoncesf(α) ∈ f(A) y sup(f(A)) = máx(f(A)) = f(α). Supondremos queα /∈ A y probaremos
quef(α) es el mínimo mayorante def(A). Dadoε > 0, por la continuidad def enα, existeδ > 0 tal
que para todox ∈]α − δ, α + δ[ se verifica quef(α) − ε < f(x) < f(α) + ε. Comoα = sup(A) y
α /∈ A, se verifica que]α − δ, α[∩A 6= Ø, y paraa ∈]α − δ, α[∩A se verifica quef(α) − ε < f(a), lo
que prueba quef(α) − ε no es un mayorante def(A). Hemos probado así que ningún número menor
quef(α) (es decir, ningún número de la formaf(α) − ε conε > 0) es mayorante def(A), esto es que

f(α) = sup(f(A)). ©

Comentarios.Poquísimos habéis intentado hacer este ejercicio y, menos aún, lo han hecho correctamen-
te. Puede hacerse también usando sucesiones. Pues sabemos que el supremo de un conjunto es límite
de una sucesión de puntos del conjunto, es decir,α = ĺım{an} conan ∈ A. Por la continuidad def
tenemos quef(α) = ĺım {f(an)}, lo que prueba quef(α) es límite de una sucesión de puntos def(A)
y, como es un mayorante def(A), concluimos que es el supremo def(A). Razonando de esta manera
no es necesario distinguir siα está o no está enA.

Respecto a las cuestiones teóricas no soy yo quien debo responderlas sino vosotros. Volveré a pre-
guntar varias de la lista que tenéis y lo que debéis hacer es estudiarlas todas hasta que estéis bien seguros
de la respuesta correcta a cada una.
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Doble Grado en Ingeniería Informática y Matemáticas

Examen de Cálculo I – Soluciones

1. SeanA y B conjuntos no vacíos y mayorados de números reales positivos. Prueba que el conjunto

C =
{

ab− c2 : a∈A, b∈B, c∈B
}

está mayorado y calcula su supremo.

Solución. Pongamosα = sup(A) > 0 y β = sup(B) > 0. ComoB ⊂ R
+, B está minorado y

γ = ı́nf(B) > 0. Para todosa∈A, b, c∈B se verifica que

0 < a 6 α
0 < b 6 β
0 6 γ 6 c







=⇒
{

0 < ab 6 αβ
γ2 6 c2

}

=⇒ ab− c2 6 αβ − γ2

En consecuencia,αβ − γ2 es un mayorante deC. Pongamosδ = sup(C). Como el supremo es, por
definición, el mínimo mayorante, se verifica queδ 6 αβ − γ2.

Para todosa∈A, b, c∈B se verifica queab− c2 6 δ. Fijamosb, c∈B y obtenemos quea 6
δ + c2

b
,

como esta desigualdad es válida para todoa ∈ A, deducimos que
δ + c2

b
es un mayorante deA y, por

tanto,α 6
δ + c2

b
. En esta desigualdad, válida para todosb, c ∈ B, fijamosc ∈ B y obtenemos que

para todob ∈ B se verifica queb 6
δ + c2

α
, lo que implica queβ 6

δ + c2

α
. Hemos obtenido así

queαβ − δ 6 c2. Puesto que, evidentemente,αβ es un mayorante deC, se tiene queδ 6 αβ, es
decir, 0 6 αβ − δ. Deducimos que

√
αβ − δ 6 c, desigualdad válida para todoc ∈ B, esto es, el

número
√
αβ − δ es un minorante deB, luego, como el ínfimo es el máximo minorante, tenemos que√

αβ − δ 6 γ y deducimos queαβ − δ 6 γ2, esto es,αβ − γ2 6 δ.

Las dos desigualdades obtenidas implican queδ = αβ − γ2. ©

Comentarios.Como tantas veces he repetido en clase, comprender muy bien los conceptos de supremo
e ínfimo y saber usarlos es imprescindible para progresar en el Análisis Matemático. Y ése es un trabajo
que hay que hacer en este curso porque después ya es tarde. Hemos hecho muchos ejercicios parecidos a
este y, salvo alguna excepción, casi todos lo hacéis correctamente. Hay un detalle que, aunque no lo he
tenido en cuenta para calificar, es importante y quiero comentarlo. En el razonamiento anterior podríamos
haber procedido como sigue:

Para todosa∈A, b, c∈B se verifica queab − c2 6 δ. Fijamosa∈A y b∈B y deducimos
queab − δ 6 c2,de donde,

√
ab− δ 6 c etcétera. ¿Te das cuenta de que aquí hay algo que

no es correcto? A saber, el númeroab− δ podría ser negativo para algunos valores dea∈A
y deb∈B.

Antes de aplicar la función “raíz cuadrada” a un número debesasegurarte de que no es negativo.

2. Sean{xn} y {yn} sucesiones acotadas. Prueba que:

ĺım{xn}+ ĺım{yn} 6 ĺım{xn + yn}

Prueba con un ejemplo que la desigualdad anterior puede ser estricta.
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Solución.Pongamos

An = {xk : k > n} , Bn = {yk : k > n} , Cn = {xk + yk : k > n}

y
αn = ı́nf(An), βn = sup(Bn), γn = sup(Cn)

Por definición, tenemos que

ĺım{xn} = ĺım{αn}, ĺım{yn} = ĺım{βn}, ĺım{xn + yn} = ĺım{γn}

Para todok > n se tiene queαn+yk 6 xk+yk 6 γn, por lo queyk 6 γn−αn. Esta desigualdad, válida
para todok > n, nos dice que el númeroγn − αn es un mayorante deBn y, por tanto,βn 6 γn − αn,
es decir,αn + βn 6 γn. Y tomando límites en esta desigualdad obtenemos que

ĺım{xn}+ ĺım{yn} 6 ĺım{xn + yn}

Las sucesiones{xn} y {yn} definidas porx2n−1 = 0, x2n = 2, y2n−1 = 2, y2n = 1 verifican que

ĺım{xn}+ ĺım{yn} = 0 + 2 < ĺım{xn + yn} = 3

©

Comentarios.Salvo una única excepción nadie ha hecho bien este ejercicio. He insistido en clase en la
importancia de los límites superior e inferior (sin ir más lejos, son necesarios para formular con generali-
dad los criterios del cociente y de la raíz para la convergencia de series de términos positivos) pero no los
habéis estudiado. Muchos tratáis de hacer este ejercicio decualquier manera sin ni siquiera saber cómo
se definen dichos límites o definiéndolos de formas disparatadas. ¿A qué jugáis? Cuando no se sabe algo
hay que saber reconocerlo y no tratar de hacer el ejercicio decualquier manera porque eso da muy mala
impresión. En Matemáticas no todo vale. Creo que muchos de vosotros ni siquiera entendéis la definición
de los conjuntosAn, Bn o Cn ¿tan difícil es? Esos conjuntos son los formados por todos los elementos
de las respectivas sucesiones con índices mayor o igual quen. Un error frecuente es ponerα = ı́nf(An)
y β = sup(Bn) ¿No está claro que los conjuntosAn y Bn dependen den? Pues también dependen den
su ínfimo y su supremo respectivamente. Hemos hecho ejercicios parecidos y más complicados que este.
Porque es un ejercicio muy fácil: para hacerlo basta con entender las definiciones de límite superior e
inferior de una sucesión acotada. Como digo, salvo una excepción, nadie lo ha hecho. §

3. Calcula los límites de las sucesiones:

a) xn =
1

n2

(

2

1
+

32

2
+

43

32
+ · · ·+ (n+ 1)n

nn−1

)

, b) xn =

(

2 n

√
3 + 3 n

√
2

5

)

n

Solución.a) Pongamosan =
2

1
+

32

2
+

43

32
+ · · ·+ (n+ 1)n

nn−1
, bn = n2. Tenemos quexn =

an
bn

y como

la sucesión{bn} es estrictamente creciente y divergente podemos aplicar elcriterio de Stolz.

an+1 − an
bn+1 − bn

=

(n+ 2)n+1

(n+ 1)n

2n+ 1
=

n+ 2

2n+ 1

(

n+ 2

n+ 1

)

n

→ e

2

b) Pongamosun =
2 n

√
3 + 3 n

√
2

5
y vn = n. Puesto que{un} → 1 y {vn} → +∞, se trata de una

indeterminación del tipo1∞ por lo que, aplicando el criterio de equivalencia logarítmica, sabemos que
{xn} → eL si, y sólo si,{vn(un − 1)} → L. Tenemos que

vn(un−1) = n

(

2 n

√
3 + 3 n

√
2

5
− 1

)

=
2

5
n(

n

√
3−1)+

3

5
n(

n

√
2−1) → 2

5
log 3+

3

5
log 2 = log(

5
√
72)
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Luegoĺım{xn} = 5
√
72 ©

Comentarios.Son límites que no tienen ninguna dificultad. El segundo lo hice en clase y, aunque no
estoy del todo seguro, creo que el primero también. Pocos loshacéis bien. Fallo principal no reconocer

el númeroe en la sucesión

(

n+ 2

n+ 1

)

n

. En clase estudiamos las sucesiones del tipo

(

p(n)

q(n)

)

h(n)

donde

p, q y h son funciones polinómicas no constantes tales que
p(n)

q(n)
→ 1. Dichas sucesiones siempre están

relacionadas con el númeroe. Pues da igual, como si no lo hubiéramos visto. Otra sucesiónbásica que
hemos usado, nada menos que para definir la función logaritmo, es la sucesión{n( n

√
x− 1)} donde

x > 0. Deberías saber que esa sucesión converge al logaritmo dex porque precisamente definimoslog x
como el límite de dicha sucesión. Pues nada, ni por esas. §

4. Estudia la convergencia absoluta y no absoluta de las series:

a)
∑

n>1

((n+ 2)!)3

(n+ 1)3n
9n, b)

∑

n>1

(−1)n+1

√
n

n
√
n+ 1

Solución.a) Pongamosan =
((n+ 2)!)3

(n+ 1)3n
9n. Se trata de una serie de términos positivos. Aplicaremos el

criterio del cociente.

an+1

an
= 9

((n+ 3)!)3

(n+ 2)3n+3

(n+ 1)3n

((n+ 2)!)3
= 9

(

n+ 3

n+ 2

)3(

n+ 1

n+ 2

)3n

→ 9

e3
< 1

La serie es convergente.

b) Puesto que

√
n

n
√
n+ 1

∼ 1

n
, ya que

n
√
n

n
√
n+ 1

→ 1, deducimos, por el criterio límite de comparación,

que la serie no converge absolutamente. También deducimos que

√
n

n
√
n+ 1

→ 0, porque sucesiones

asintóticamente equivalentes tienen el mismo límite.

Para estudiar la convergencia no absoluta aplicaremos el criterio de Leibnitz. Tenemos que
√
n+ 1

(n+ 1)
√
n+ 1 + 1

<

√
n

n
√
n+ 1

⇔ n

√

n2 + n+
√
n+ 1 < (n+1)

√

n2 + n+
√
n ⇔

√
n+ 1 <

√

n2 + n+
√
n

y esta última desigualdad es evidentemente cierta para todon ∈ N. Por tanto la sucesión

√
n

n
√
n+ 1

es decreciente y converge a cero por lo que la serie
∑

n>1

(−1)n+1

√
n

n
√
n+ 1

es, en virtud del criterio de

Leibnitz, convergente. ©

Comentarios.Los fallos en la primera serie son debidos a errores al simplificar y en no relacionar la

sucesión

(

n+ 1

n+ 2

)3n

con el númeroe. En la segunda serie el fallo principal, por increíble que parez-

ca, está en probar el decrecimiento de la sucesión. Algo trivial que no sabéis hacer la mayoría. Y eso
que iniciamos el curso estudiando desigualdades. Por supuesto, muchos siguen confundiendo una serie
∑

n>1

an con la sucesiónan. Otros afirman que como las sucesiones

√
n

n
√
n+ 1

y
1

n
son equivalentes, en-

tonces las series
∑

n>1

√
n

n
√
n+ 1

y
∑

n>1

1

n
son equivalentes. A algunos les cuesta enorme trabajo probar
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que

√
n

n
√
n+ 1

→ 0. Es así de simple:

0 <

√
n

n
√
n+ 1

<

√
n

n
√
n
=

1

n

y usar el principio de las sucesiones encajadas. Por cierto,la desigualdad evidente:

√
n

n
√
n+ 1

>

√
n

n
√
n+

√
n
=

1

n+ 1

nos dice que, en virtud del criterio de comparación, la serieno converge absolutamente. Muy pocos,
poquísimos, hacéis bien las dos series. §

5. Seaf : [a, b] → R continua y definamosZ = {x ∈ [a, b] : f(x) = 0}. Supuesto queZ 6= Ø, prueba
queZ tiene máximo y mínimo.

Solución.Puesto queZ ⊂ [a, b], Z es un conjunto acotado y, por hipótesis, no vacío, por lo que tiene
un máximo minoranteα = ı́nf(Z) y un mínimo mayoranteβ = sup(Z). Es claro quea 6 α 6 β 6 b.
Probemos queα ∈ Z, es decir quef(α) = 0. Podemos razonar como sigue: sabemos que el extremo
inferior de un conjunto es un minorante que es límite de una sucesión de puntos del conjunto, es decir,
α = ĺım{zn} dondezn ∈ Z. Comof es continua tenemos queĺım {f(zn)} = f(α) y, como para
todo n ∈ N es f(zn) = 0, obtenemos quef(α) = 0. Podemos razonar también por contradicción.
Supongamos quef(α) 6= 0. Entonces, por el teorema de conservación del signo, exister > 0 tal que
para todo x ∈]α − r, α + r[∩[a, b] se verifica quef(x)f(α) > 0 y, en particular,f(x) 6= 0. Pero
comoZ ∩ [α, α + r[ 6= Ø (¿por qué?) obtenemos una contradicción. De forma análogase prueba que

f(β) = 0. ©

Comentarios.Nadie ha hecho estedifícil ejercicio. Lo peor son los disparates sin sentido que cometéis
la mayoría de los que habéis intentado hacerlo. Da la impresión de que no entendierais nada. Abundan
las afirmaciones locuelas como que la función toma valores enZ y otros delirios por el estilo. §

6. Sea f :]a, b[→ R continua, estrictamente creciente y acotada. Seaα = ı́nf
(

f(]a, b[)
)

,
β = sup

(

f(]a, b[)
)

. Prueba quef(]a, b[) =]α, β[.

Solución. Recuerda que (muchos no lo sabéis)f(]a, b[) = {f(x) : x ∈]a, b[}. Puesto que para todo
x ∈]a, b[ se tiene queα 6 f(x) 6 β, tenemos quef(]a, b[) ⊂ [α, β]. Como el intervalo]a, b[ no
tiene máximo ni mínimo, dadox ∈]a, b[, hay númerosu, v ∈]a, b[ tales queu < x < v. Como la
función es estrictamente creciente, se verifica quef(u) < f(x) < f(v), lo que implica quef(]a, b[)
no tiene máximo ni mínimo. Luegof(]a, b[) ⊂]α, β[. Observa que hasta ahora no hemos usado para
nada la continuidad def . Para probar la inclusión contraria, seaz ∈]α, β[. Comoα < z debe existir
algúns ∈]a, b[ tal queα < f(s) < z (¿por qué?), comoz < β debe existir algúnt ∈]a, b[ tal que
z < f(t) < β (¿por qué?). Tampoco hemos usado aún la continuidad. Lo hacemos seguidamente. Como
f es continua y está definida en un intervalo, sabemos que verifica la propiedad del valor intermedio,
comof(s) < z < f(t) deducimos quef debe tomar el valorz, es decirz∈f(]a, b[). Hemos probado así

quef(]a, b[) =]α, β[. ©

Comentarios.Nadie ha hecho estedifícil ejercicio. Pero lo peor, igual que en el ejercicio anterior,son
los increíbles disparates de todo tipo que cometen quienes intentan hacerlo.
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7. Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas. Cuando sean ciertas indica el resultado de
teoría que lo justifica o proporciona una prueba y, cuando sean falsas indica un contraejemplo.

1. Si una sucesión monótona{xn} tiene una sucesión parcial convergente entonces{xn} es conver-
gente.

Verdadero. Supongamos que{xn} es creciente y sea{x
σ(n)} una sucesión parcial convergente.

Entonces la sucesión{x
σ(n)} debe estar mayorada, es decir, existeM > 0 tal quex

σ(n) 6 M
para todon∈N. Pero sabemos que para todon∈N esn 6 σ(n), por lo quexn 6 x

σ(n) 6 M ,
lo que prueba que{xn} está mayorada y, por tanto, es convergente. Análogamente serazona si
suponemos que{xn} es decreciente.

2. Si{xn} es una sucesión acotada de números reales, entonces{xn} tiene la siguiente propiedad:
para cadaδ > 0, pueden encontrarsem,n ∈ N, con m 6= n, tales que|xn − xm| < δ.

Verdadero. Por el teorema de Bolzano–Weierstrass, toda sucesión acotada tiene alguna sucesión
parcial,{x

σ(n)}, convergente. Por tanto, la sucesión{x
σ(n)} debe verificar la condición de Cauchy,

es decir, dadoδ > 0 existen0∈N tal que para todosp, q > n0 se verifica que
∣

∣x
σ(p) − x

σ(q)

∣

∣ < δ.
Poniendom = σ(n0) y n = σ(n0 + 1) tenemos quem 6= n (porqueσ es estrictamente creciente)
y |xn − xm| < δ.

3. Si f, g : R → R son funciones continuas tales quef(x) = g(x) para todox ∈ Q, entonces
f(x) = g(x) para todox∈R.

Verdadero. ComoQ es denso enR, dadoy∈R existe una sucesión de números racionales,{xn},
conxn ∈Q, tal queĺım{xn} = y. Por la continuidad def y deg debe serf(y) = ĺım {f(xn)}
y g(y) = ĺım {g(xn)}, pero como, por la hipótesis hecha, para todon ∈ N esf(xn) = g(xn),
deducimos quef(y) = ĺım {f(xn)} = ĺım {g(xn)} = g(y), esto es,f(y) = g(y). Concluimos
quef y g coinciden en todoR.

4. Si f : [0, 1] → R es continua yf(x) > 0 para todox ∈ [0, 1] entonces existeα > 0 tal que
f(x) > α para todox∈ [0, 1].

Verdadero. Por el teorema de Weierstrass de valores máximosy mínimos, sabemos que una fun-
ción continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza un mínimo absoluto (y también un má-
ximo absoluto pero eso ahora no interesa), es decir hay algúnx0 ∈ [0, 1] tal quef(x0) 6 f(x)
para todox ∈ [0, 1]. Y como esf(x) > 0 para todox ∈ [0, 1] debe serf(x0) > 0. Tomando
α = f(x0)/2 (vale cualquier número que esté en el intervalo]0, f(x0)[) tenemos quef(x) > α

para todox ∈ [0, 1]. ©

Comentarios.Nadie ha hecho bien las cuatro cuestiones a pesar de que sabíais que preguntaría varias
cuestiones de la lista que os entregué. Quien más hace solamente hace dos. No puedo entender que no
hayáis preparado bien las respuestas a todas las cuestionesde dicha lista. Hay algunos fallos sistemáticos
en la primera y en la tercera cuestión, lo que me hace pensar que alguno de vosotros ha creído tener la
respuesta correcta y se la ha pasado a otros con lo que todos cometéis el mismo error. Algo totalmente
sorprendente es que en la última cuestión, para afirmar que hay algún número entre0 y el mínimo
absoluto def , algunos (bastantes) usan el ¡principio del supremo! No deben tener claro que entre dos
números reales hay otros números reales.

Con respecto al tema de teoría muy pocos hacen algo y nadie lo hace correctamente y completo.

Como podéis suponer, después de todo lo anterior, los resultados del examen, que mañana subiré al
SWAD, han sido desastrosos. ¿Tú estudias o trabajas?
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Doble Grado en Ingeniería Informática y Matemáticas

Cálculo I – Examen Final

1. SeanA ⊂ R y B ⊂ R conjuntos no vacíos y supongamos queı́nf(A) > sup(B). Definamos:

C =

{

1

a− b
: a∈A, b∈B

}

Prueba quesup(C) =
1

ı́nf(A)− sup(B)
.

2. Sean{xn} e{yn} sucesiones acotadas. Prueba que:

ĺım{xn}+ ĺım{yn} 6 ĺım{xn+ yn} 6 ĺım{xn}+ ĺım{yn}

Prueba con ejemplos que las desigualdades anteriores pueden ser todas estrictas. Deduce que si
{xn} → x entoncesĺım{xn+ yn} = x+ ĺım{yn}.

3. Calcula los límites de las sucesiones:

a)
1 +

1
3
√
2
+

1
3
√
3
+

1
3
√
4
+ · · ·+ 1

3
√
n

3
√
n2

; b) n

√

(3n)!

(5n)3n

4. Estudia, enunciando en cada caso los resultados teóricosque aplicas, la convergencia absoluta y la
convergencia de las series:

a)
∑

n>1

(−1)n+1 log(n+ 2)

n+ 2
; b)

∑

n>1

√

4 · 6 · 8 . . . (2n+ 2)

9 · 11 · 13 . . . (2n+ 7)

5. SeanI un intervalo abierto yf : I → R una función creciente enI. Supongamos quef es continua
en un puntoa∈I. Prueba que:

sup{f(x) : x ∈ I, x < a} = f(a) = ı́nf{f(x) : x ∈ I, x > a}

6. Indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, explicando brevemente las respuestas.

a) Una sucesión monótona que tenga una parcial convergente es convergente.

b) Si f : I → R es una función inyectiva,I es un intervalo yJ = f(I) es un intervalo entonces
su función inversaf−1 es continua enJ .

c) Si f : A → R es una función inyectiva,f(A) un intervalo, yf−1 es continua, entoncesf es
continua.

d) Si
∑

n>1
xn es una serie convergente de términos positivos, entonces lasucesión{xn} es de-

creciente.

7. Elige para responder uno de los temas:

a) Series absolutamente convergentes y series conmutativamente o incondicionalmente convergen-
tes. Series alternadas. Criterio de Leibnitz.

b) Continuidad y monotonía.

Granada, 21 de enero de 2019.



Doble Grado en Ingeniería Informática y Matemáticas – Examen de Cálculo I

1. (1 punto) SeanA yB conjuntos no vacíos de números reales positivos yC =

{

a2

b
: a∈A, b∈B

}

.

Supongamos queA está mayorado y quéınf(B) > 0. Calcula el supremo deC.

2. (1 punto) Sean{xn} y {yn} sucesiones acotadas tales quexn > 0 e yn > 0 para todon ∈ N.
Prueba que

ĺım{xn}ĺım{yn} 6 ĺım{xnyn} 6 ĺım{xn}ĺım{yn}.
Deduce que siĺım{xn} = x > 0, entoncesĺım{xnyn} = x ĺım{yn}.

Prueba con ejemplos que las desigualdades anteriores pueden ser todas estrictas.

3. (1,5 puntos) Calcula los límites de las sucesiones

a) xn =

(

1 + log
3n2 + 1

3n2 + n+ 7

)2n

; b) yn = n





6

√

n2 + 5n+ 2

n2 + n+ 1
− 1





4. (1,5 puntos) Estudia la convergencia absoluta y la convergencia de las siguientes series.

a)
∑

n>1

6nn!
5
√
n 11 · 17 · 23 · · · (5 + 6n)

; b)
∑

n>2

(−1)n+1 log
n2 + n+ 1

n2 + 1

5. (1 punto) Seaf : [−1, 1] → R una función continua verificando que−1 6 f(x) 6 1 para todo

x ∈ [−1, 1]. Prueba que hay algúnc ∈ [−1, 1] para el que se verifica la igualdadf(c) =
1

4
(c3+3c).

6. (0,5 puntos cada una) Explica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, indicando el re-
sultado de teoría que lo justifica, o proporcionando una prueba o un contraejemplo.

a) La función inversa de una función continua e inyectiva es continua,

b) Si f :A→R es una función continua que no está mayorada ni minorada, entoncesf(A) = R.

c) Toda función polinómica o se anula en algún punto o alcanza un máximo o un mínimo abso-
lutos enR.

d) Si f : R → R es continua y verifica quef(R) ⊂ Q entoncesf es constante.

7. (2 puntos) Elige para responder uno de los temas:

a) Convergencia de series de términos positivos. Criteriosde comparación, del cociente y de la
raíz.

b) Teorema de Bolzano y teorema del valor intermedio. Consecuencias.

Pondré las calificaciones en el SWAD. Revisión de exámenes elpróximo día 19 de 10h a 12h en mi
despacho.

Granada, 12 de febrero de 2019.



Doble Grado en Informática y Matemáticas

Cálculo I – Examen Parcial

1. (1,5 puntos) SeanA un conjunto de números reales no vacío y minorado,B,C conjuntos no vacíos
de números reales positivos acotados. Calcula el extremo inferior del conjunto

D = {a− bc : a∈A, b∈B, c∈C}

2. (1,5 puntos) SeaA el conjunto de números reales definido como sigue:

A =

{

3n2 − 2n− 1

n2
: n∈N

}

Calcula el supremo y el ínfimo deA. ¿TieneA máximo o mínimo? Justifica tus respuestas.

3. Sea{xn} la sucesión definida por:

x1 = 1, xn+1 =
2xn + 2

xn + 2
(n∈N)

a) (1 punto) Estudia la convergencia de dicha sucesión.

b) (1 punto) Prueba que0 <
√
2 − xn+1 <

1

3

(

√
2 − xn

)

y calculan∈N por la condición de que

0 <
√
2− xn+1 < 10−4.

4. (1,5 puntos) Sean{xn} y {yn} sucesiones acotadas tales quexn > 0 e yn > 0 para todon∈N.
Prueba que

ĺım{xn}ĺım{yn} 6 ĺım{xnyn} 6 ĺım{xn}ĺım{yn}.
Deduce que siĺım{xn} = x > 0, entoncesĺım{xnyn} = x ĺım{yn}.

Prueba con ejemplos que las desigualdades anteriores pueden ser todas estrictas.

5. (1,5 puntos) Indica si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, explicando brevemente las
respuestas.

a) Sia∈R, existe un conjunto de números reales no vacío y minorado cuyo conjunto de minoran-
tes es el intervalo]−∞, a[.

b) Una sucesión no acotada no puede tener una sucesión parcial convergente.

c) Toda sucesión de números reales admite una sucesión parcial convergente o una sucesión par-
cial divergente.

d) Una sucesión que no tiene ninguna sucesión parcial convergente tampoco tiene ninguna suce-
sión parcial acotada.

e) Si{xn} es una sucesión creciente tal que{xn+1 − xn} → 0, entonces{xn} es convergente.

6. (2 puntos) Elije para responder uno de los temas:

a) Valores de adherencia. Caracterización. Teorema de Bolzano–Weierstrass.

b) Teorema de complitud deR.
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Cálculo I – Evaluación capítulo 1 - Soluciones

Ejercicio 1. Calcula los valores dex 2R para los que se verifica la desigualdad:

x3 � 33

x2 � 2x � 4
> 6: (1)

Solución.Las raíces de la ecuaciónx2 � 2x � 4 D 0 son˛ D 1 �
p

5 y ˇ D 1 C
p

5. Como la función
racional en (1) no está definida en los ceros del denominador,en lo que sigue se supondrá quex ¤ ˛ y
x ¤ ˇ. La desigualdad (1) puede escribirse en la forma:

0 6
x3 � 33

x2 � 2x � 4
� 6 D

x3 � 6x2 C 12x � 9

x2 � 2x � 4
(2)

Multiplicando por.x2 � 2x � 4/2 > 0, esta última desigualdad es equivalente a:

.x3 � 6x
2 C 12x � 9/.x2 � 2x � 4/ > 0: (3)

Como el polinomiox3 � 6x2 C 12x � 9 tiene la raíz3, obtenemos fácilmente:

x
3 � 6x

2 C 12x � 9 D .x � 3/.x2 � 3x C 3/

Como x2 � 3x C 3 no tiene raíces reales, se verifica quex2 � 3x C 3 > 0 para todox 2R. Por tanto,
para estudiar la desigualdad (3) podemos prescindir de estefactor. Hemos obtenido que la desigualdad
(1) es equivalente a:

h.x/ D .x � 3/.x � ˛/.x � ˇ/ > 0:

Como˛ < 3 < ˇ, tenemos que:

x < ˛ ÷ h.x/ < 0 porque es producto de tres números negativos.

˛ < x < 3 ÷ h.x/ > 0 porque es producto de un número positivo y dos negativos.

3 < x < ˇ ÷ h.x/ < 0 porque es producto de dos números positivos y uno negativo.

ˇ < x ÷ h.x/ > 0 porque es producto de tres números positivos.

Como, además,h.3/D0, concluimos que la desigualdad (1) es cierta para valores dex en�˛; 3�Œ[�ˇ; C1Œ.©

Comentario.Principal fallo: no simplificar la desigualdad (1) expresándola como en (2). Segundo fallo,
multiplicar ambos lados de la desigualdad (1) por el denominador y afirmar que dicha desigualdad
equivale ax3 � 33 > 6.x2 � 2x � 4/. Esto será así solamente cuandox2 � 2x � 4 > 0, lo que no
siempre es cierto. Tercer fallo: errores en cálculos elementales.

No es buena estrategia en este tipo de ejercicios estudiar por separado los intervalos en donde
el numerador o el denominador son siempre positivos o siempre negativos. Esa forma de proceder
complica innecesariamente las cosas.

El signo deh.x/ D .x � ˛/.x � 3/.x � ˇ/ en cada intervalo puede estudiarse de muchas formas.
Podemos, por ejemplo, evaluarh.x/ en un punto de cada intervalo. También podemos observar que
h.x/ es un polinomio con coeficiente líder positivo, por lo que para valores dex positivos y muy
grandes seráh.x/ > 0, lo que nos dice que parax > ˇ esh.x/ > 0. Ahora, como las raíces de
h.x/ son simples, se produce un cambio de signo en cada una de ellasy volvemos a obtener el mismo
resultado anterior.

Hemos hecho en clase varios ejercicios como este. Este tipo de ejercicios de desigualdades es el que
más hemos estudiado. Pocos habéis hecho completamente bieneste ejercicio. Tú, ¿estudias o trabajas?
Pues eso. §
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Ejercicio 2. SeanA y B conjuntos no vacíos de números reales positivos. Supongamos queA está
mayorado y quě D Kınf.B/ > 0. Definamos:

C D
n

a

b
W a 2 A; b 2 B

o

:

Prueba queC está mayorado y se verifica la igualdad:

sup.C / D
sup.A/

Kınf.B/
:

¿Qué puede decirse deC si ˇ D 0?

Solución.Pongamos̨ D sup.A/. Para todoa 2 A y para todob 2 B se verifica que:

0 < a 6 ˛

0 < ˇ 6 b

�

÷

8

<

:

0 < a 6 ˛

0 <
1

b
6

1

ˇ

9

=

;

÷
a

b
6

˛

ˇ

Hemos probado así que
˛

ˇ
es un mayorante deC . Luego sup.C / 6

˛

ˇ
porque el supremo es el mínimo

mayorante. Pongamos
 D sup.C /.

Tenemos ahora que para todoa 2 A y para todob 2 B se verifica que
 >
a

b
. Multiplicando por

b > 0, tenemosb
 > a. Esta última desigualdad nos dice que para cada elementob 2 B se verifica
que el númerob
 es un mayorante deA. Luegob
 > ˛. Como
 > 0, multiplicando esta última

desigualdad por
1



obtenemos queb >

˛



. Como esto es cierto para todob 2B resulta que el número

˛




es un minorante deC , luego
˛



6 ˇ porque el ínfimo es el máximo minorante. Deducimos que
 >

˛

ˇ

y, teniendo en cuenta la desigualdad antes obtenida, concluimos que
 D
˛

ˇ
.

Si ˇ D 0, entoncesC no está mayorado. En efecto, seaM > 0 y elijamos un elemento fijoa0 2A.

El número
a0

M
no puede ser un minorante deB (porque el máximo minorante deB es0), es decir, se

verifica que hay algún elementob0 2 B tal queb0 <
a0

M
. Deducimos queM <

a0

b0

, lo que nos dice

queM no es mayorante deC . ©

Comentario. Muy pocos habéis hecho bien este ejercicio que es muy parecido a otros que hemos
hecho en clase. A estas alturas debéis tener clara una cosa: los conceptos de supremo e ínfimo son las
herramientas básicas del Análisis Matemático. Si no los entendéis perfectamente y sabéis trabajar con
ellos no entenderéis nada de nada, no podréis estudiar Matemáticas. Esto es así. §

Ejercicio 3. SeaA el conjunto de números reales definido como sigue:

A D

�

3n2 � 2n � 1

n2
W n2N

�

Calcula el supremo y el ínfimo deA. ¿TieneA máximo o mínimo? Justifica tus respuestas.

Solución. Los elementos deA son los números de la forma
3n

2 � 2n � 1

n2
D 3 �

2

n
�

1

n2
para

n D 1; 2; 3; : : : . Paran D 1 tenemos que02A. Además, como evidentemente

3n
2 � 2n � 1 > 3n � 2n � 1 > n � 1 > 0

se tiene que0 es un minorante deA. Luego mKın.A/ D 0. En consecuencia,Kınf.A/ D 0.

Como para todon 2 N es3 �
2

n
�

1

n2
< 3, tenemos que3 es un mayorante deA. Veamos que es

el mínimo mayorante deA. Para ello probaremos que siz < 3 entoncesz no es mayorante deA. En
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efecto, siz < 3 hay elementos deA que son mayores quez. Para ello es suficiente tomar un número
naturaln suficientemente grande para que se verifique la desigualdad:

z < 3 �
2

n
�

1

n2
(4)

Veamos que, efectivamente, hay números naturales que verifican la desigualdad (4). Dicha desigualdad
puede escribirse como sigue:

z < 3 �
2

n
�

1

n2
”

2

n
C

1

n2
< 3 � z (5)

Puesto que
1

n2
6

1

n
, se tiene que

2

n
C

1

n2
6

3

n
. Elijamosn2N de forma que

3

n
< 3�z o, lo que es igual,

por ser3 � z > 0, tal quen >
3

3 � z
. Que hay números naturales que verifican esta última desigualdad

es consecuencia de la propiedad arquimediana del orden deR. Sea, pues,n2N un número natural tal

quen >
3

3 � z
(por ejemplo, podemos tomarn D E

�

3

3 � z

�

C 1), entonces tenemos que:

2

n
C

1

n2
6

3

n
< 3 � z

lo que prueba la desigualdad (5) y, por tanto la (4). Hemos probado así que sup.A/ D 3. Como3 62 A,
A no tiene máximo. ©

Comentario.Hemos hecho en clase ejercicios muy parecidos a este. A pesarde ello, casi nadie lo hace
bien. Los fallos son de todo tipo. Para algunos el conjuntoA es un conjunto de...¡números naturales!
Otros afirman que elconjuntoA toma valores, por ejemplo queAD0 y otros disparates por el estilo.§

Ejercicio 4. Prueba, usando el principio de inducción, que para todon2N se verifica la igualdad:

1
3 C 2

3 C 3
3 C � � � C n

3 D
n2.n C 1/2

4
: (6)

Solución.Paran D 1 la igualdad (6) es13 D
.1 C 1/2

4
, esto es,1 D 1, la cual, evidentemente, es cierta.

Supuesto que la igualdad (6) se verificapara un valorn2N, entonces tenemos que:

13 C 23 C 33 C � � � C n3 C .n C 1/3 D
n2.n C 1/2

4
C .n C 1/3 D

n2.n C 1/2 C 4.n C 1/3

4
D

D
.n C 1/2.n2 C 4n C 4/

4
D

.n C 1/2.n C 2/2

4
:

Lo que prueba que dicha igualdad también se verifica paran C 1. Concluimos, por el principio de
inducción matemática, que la igualdad del enunciado es cierta para todon2N. ©

Comentario. Es imposible poner un ejercicio del principio de inducción más sencillo que este. Es un
regalo. Todos deberíais de haberlo hecho bien. Pues no.

Salvo alguna excepción, nadie responde correctamente la pregunta de teoría. §
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Ejercicio 1. Comprobar que el conjunto

A D

�

x 2R W

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x3 � 5

x2 � 2x � 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 1

�

:

tiene máximo y mínimo y calcularlos.

Solución.Lo que hay que hacer es describir el conjuntoA, es decir, los números reales que verifican la
desigualdad:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x3 � 5

x2 � 2x � 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 1: (1)

Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades:

�1 6
x3 � 5

x2 � 2x � 3
6 1: (2)

Consideremos la parte de la izquierda de esta desigualdad. Tenemos que:

�16
x3 � 5

x2 � 2x � 3
”1C

x3 � 5

x2 � 2x � 3
D

x3 C x2 � 2x � 8

x2 � 2x � 3
>0”.x3Cx2�2x�8/.x2�2x�3/>0:

Como el polinomiox3 C x2 � 2x � 8 tiene la raíz2, obtenemos fácilmente:

.x3 C x2 � 2x � 8/.x2 � 2x � 3/ D .x � 2/.x2 C 3x C 4/.x C 1/.x � 3/

Comox2 C 3x C 4 no tiene raíces reales, se sigue que para todox 2R esx2 C 3x C 4 > 0, por lo que
podemos prescindir de este factor. Hemos obtenido que la parte de la izquierda de la desigualdad (2) es
equivalente a:

h.x/ D .x C 1/.x � 2/.x � 3/ > 0:

Como la función racional en (1) no está definida en los ceros del denominador,x D �1 y x D 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideraciones. Tenemos que:

x < �1 ÷ h.x/ < 0 porque es producto de tres números negativos.

�1 < x < 2 ÷ h.x/ > 0 porque es producto de un número positivo y dos negativos.

2 < x < 3 ÷ h.x/ < 0 porque es producto de dos números positivos y uno negativo.

3 < x ÷ h.x/ > 0 porque es producto de tres números positivos.

Como, además,h.2/ D 0, concluimos que la parte de la izquierda de la desigualdad (2) es cierta para
x 2� � 1; 2�[�3; C1Œ.

Consideremos la parte de la derecha de la desigualdad (2). Tenemos que:

x3 � 5

x2 � 2x � 3
61”

x3 � 5

x2 � 2x � 3
�1D

x3 � x2 C 2x � 2

x2 � 2x � 3
60”.x3Cx2�2x�8/.x2�2x�3/60:

Como el polinomiox3 � x2 C 2x � 2 tiene la raíz1, obtenemos fácilmente:

.x3 � x2 C 2x � 2/.x2 � 2x � 3/ D .x � 1/.x2 C 2/.x C 1/.x � 3/

Para todox 2 R esx2 C 2 > 0, por lo que podemos prescindir de este factor. Hemos obtenido que la
parte de la derecha de la desigualdad (2) es equivalente a:

g.x/ D .x C 1/.x � 1/.x � 3/ 6 0:
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Como la función racional en (1) no está definida en los ceros del denominador,x D �1 y x D 3,
excluiremos dichos puntos de nuestras consideraciones. Tenemos que:

x < �1 ÷ g.x/ < 0 porque es producto de tres números negativos.

�1 < x < 1 ÷ g.x/ > 0 porque es producto de un número positivo y dos negativos.

1 < x < 3 ÷ g.x/ < 0 porque es producto de dos números positivos y uno negativo.

3 < x ÷ g.x/ > 0 porque es producto de tres números positivos.

Como, además,g.1/ D 0, concluimos que la parte de la derecha de la desigualdad (2) es cierta para
x 2� � 1; �1Œ[Œ1; 3Œ.

Concluimos que el conjuntoA del enunciado es:

A D
�

� � 1; 2�[�3; C1Œ
�

\

�

� � 1; �1Œ[Œ1; 3Œ
�

D Œ1; 2�:

Por tanto mKın.A/ D 1 y mKax.A/ D 2. ©

Comentario. Las desigualdades del tipoP .x/ > 0 dondeP .x/ es una función polinómica se pueden

resolver factorizando el polinomioP .x/. Para estudiar una desigualdadR.x/ D
p.x/

q.x/
> 0, dondep.x/

y q.x/ son funciones polinómicas, basta tener en cuenta que:

p.x/

q.x/
> 0 ” p.x/q.x/ > 0 (además debe serq.x/ ¤ 0):

Para estudiar una desigualdad del tipoR1.x/ 6 R2.x/ dondeR1.x/ y R2.x/ son funciones racio-
nales (alguna de ellas pudiera ser constante), lo que se hacees estudiar la desigualdad equivalente
R2.x/ � R1.x/ > 0, lo que nos lleva al caso antes considerado pues la funciónR.x/ D R2.x/ � R1.x/

es también una función racional. En definitiva, una desigualdad entre funciones racionales siempre es
equivalente a una desigualdad del tipoP .x/ > 0 dondeP .x/ es una función polinómica.

Si para estudiar una desigualdadR.x/ D
p.x/

q.x/
> 0, dondep.x/ y q.x/ son funciones polinómicas,

estudias los signos dep.x/ y q.x/ por separado es más fácil que te equivoques. Además los esquemas
que muchos hacéis indicando los intervalos donde dichas funciones son positivas o negativas con signos
C y � son bastante confusos.

Dos fallos repetidos en este ejercicio son dar por evidente que el conjuntoA tiene máximo y mínimo
y calcular dichos valores resolviendo las ecuaciones

x3 � 5

x2 � 2x � 3
D �1

x3 � 5

x2 � 2x � 3
D 1:

Quienes hacen esto es porque no entienden la definición del conjuntoA. Basta considerar el conjunto:

B D

�

x 2R W

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6 1

�

D� � 1; �1� [ Œ1; C1Œ:

Es claro queB no tiene máximo ni mínimo. En general, siR.x/ es una función racional ya < b, no
está garantizado que el conjuntofx 2R W a 6 R.x/ 6 bg tenga máximo o mínimo, eso dependerá de
cómo sea la función y de los valores dea y b.

Me llama la atención que algunos afirman que el conjuntoA del ejercicio no tiene máximo o mí-
nimo. Quien dice esto pensará que el enunciado es engañoso, que se pide comprobar una cosa que no
es verdad. Creo que esto lo he dicho claramente en clase: si enun ejercicio se pide que pruebes algo es
porque eso que se pide probar es cierto. Las “preguntas de pega” me parecen una falta de respeto. Así
que cuando en un ejercicio se te pida que pruebes algo o que calcules algo, no tengas dudas, lo que se
pide probar es cierto y el cálculo puede hacerse con las herramientas que se hayan explicado.
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Ejercicio 2. Concluida la primera vuelta de la liga de un país con gran afición al fútbol, se observa que
no se ha producido ningún empate. Probar que puede hacerse una lista de todos los equipos partici-
pantes, de forma que cada equipo de la lista haya ganado el partido que jugó contra el siguiente en la
lista.

Solución.Procederemos por inducción sobre el número de equipos en la liga. Es claro que si hay dos
equipos para hacer la lista basta poner en primer lugar al ganador. Supongamos que en una liga con
n equipos puede hacerse una lista como la del enunciado. Consideremos ahora que tenemosn C 1

equipos. Elegimosn equipos y con ellos elaboramos una lista como la del enunciado. LlamemosB al
equipo restante. Procedemos de la siguiente forma: siB ha ganado todos los partidos que ha jugado lo
ponemos en el primer lugar de la lista, en otro caso ponemos aB detrás del último equipo de la lista
con el que ha perdido. Obtenemos así una lista con losn C 1 equipos en la que cada equipo ha ganado
el partido que jugó contra el siguiente en la lista.

Este procedimiento puede formalizarse como sigue. Para cada n2N conn > 2 seaP .n/ la propo-
sición siguiente:

Concluida la primera vuelta de una liga den equipos en la que no se producen empates,
puede hacerse una lista de todos los equipos participantes,de forma que cada equipo de la
lista haya ganado el partido que jugó contra el siguiente en la lista.

Lo antes dicho prueba queP .2/ es cierta, y que la implicaciónP .n/÷P .n C 1/ también es cierta.
Por el principio de inducción concluimos queP .n/ es cierta para todon2N conn > 2. ©

Comentario.Muy pocos habéis hecho bien este sencillo ejercicio. Algunos usáis la teoría de grafos. Por
lo que a mí respecta, salvo que en el enunciado se indique otracosa, puedes usar todos los resultados
matemáticos que conozcas para hacer un ejercicio. Pero debes explicar con detalle lo que haces. Y
también debes tener en cuenta que no es lo más apropiado usar resultados matemáticos muy elaborados
para resolver un ejercicio sencillo. Lo que yo quiero evaluar con este ejercicio es si sabes aplicar el
principio de inducción matemática a un caso concreto.

Llama la atención en este ejercicio un error repetido que consiste en interpretar que la relación de
“ganar a” es transitiva. Consecuencia de esto es suponer que cada equipo de la lista debe haber ganado
a todos los que le siguen en la lista. Son cosas que basta pensar cinco segundos para darse cuenta de
que no. Y no hay que ser estudiante de matemáticas para eso.

Ejercicio 3. SeanA y B conjuntos acotados de números reales tales queA \ B ¤ Ø.

a) Probar queA \ B está acotado y que

mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g 6 Kınf.A \ B/; sup.A \ B/ 6 mKınfsup.A/; sup.B/g

b) Mostrar con un ejemplo que las dos desigualdades pueden ser estrictas.

c) Probar que siA y B son intervalos, dichas desigualdades son igualdades.

Solución.a) Para todox 2A \ B se verifica que:

Kınf.A/ 6 x 6 sup.A/

Kınf.B/ 6 x 6 sup.B/

�

÷ mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g 6 x 6 mKınfsup.A/; sup.B/g

Esta última desigualdad nos dice queA\B está acotado. Pero también nos dice que mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g

es un minorante deA \ B y que mKınfsup.A/; sup.B/g es un mayorante deA \ B. En consecuencia,
por definición de ínfimo y de supremo, tenemos que mKaxfKınf.A/; Kınf.B/g6Kınf.A\B/ y sup.A\B/6

mKınfsup.A/; sup.B/g.

b) Basta tomarA D f1; 3; 4g, B D f2; 3; 5g.

c) Teniendo en cuenta que el ínfimo y el supremo de un intervaloacotado son sus puntos extremos
independientemente de que dichos puntos pertenezcan o no alintervalo, y que la intersección de dos
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intervalos es un intervalo, es suficiente considerar intervalos cerrados. Sean, pues,AD Œa; b�, B D Œc; d �.
Tenemos que:

x 2 Œa; b� \ Œc; d � ”

�

a 6 x 6 b

c 6 x 6 d

�

” mKaxfa; cg 6 x 6 mKınfb; dg

Es decir
Œa; b� \ Œc; d � D ŒmKaxfa; cg ; mKınfb; dg�

lo que prueba el punto c). ©

Comentario.La notación que algunos usáis es muy mala, la notación es importante, una mala notación
puede llevar a errores que pueden evitarse con una buena notación. En el facilísimo apartado a) muchos
hacen extrañas suposiciones como quea 6 b para todosa 2 A, b 2 B. Está claro que no tiene por qué
ser así. En el apartado b) se pide un ejemplo concreto y para eso no cabe hacer suposiciones de ningún
tipo. El apartado c), con lo fácil que es, lo habéis hecho pocos.

A estas alturas debéis tener clara una cosa: los conceptos desupremo e ínfimo son las herramientas
básicas del Análisis Matemático. Si no los entendéis perfectamente y sabéis trabajar con ellos no enten-
deréis nada de nada, no podréis estudiar Matemáticas y, claro está, tampoco podréis aprobar el Cálculo.
Esto es así.

Ejercicio 4. Seana; b; c; d 2Q conc2 Cd2 > 0 y x 2 RnQ. ¿Qué condiciones deben cumplira; b; c; d

para que
ax C b

cx C d
sea racional?

Solución. Observa que en las hipótesis hechas se tiene necesariamentequecx C d ¤ 0 ¿por qué?.
Tenemos que

ax C b

cx C d
D r ” ax C b D rcx C rd ” .a � rc/x D rd � b

Si r 2Q entoncesrd � b 2Q y a � rc 2Q. Si a � rc ¤ 0 entonces se tendría quex D
rd � b

a � rc
2Q, en

contra de lo supuesto de quex 2 RnQ. Por tanto debe sera � rc D 0, en cuyo caso también se tiene
querd � b D 0. Deducimos quead D bc D rcd . Por tanto, la condición necesaria que deben cumplir
a; b; c; d es quead Dbc, es decirad �bc D0. Esta condición es también suficiente porque siad Dbc

y d ¤ 0 se tiene que
ax C b

cx C d
D

bc

d
x C b

cx C d
D

b.cx C d/

d.cx C d/
D

b

d
2Q:

Y si ad D bc y c ¤ 0 se tiene que

ax C b

cx C d
D

ax C ad

c

cx C d
D

a.cx C d/

c.cx C d/
D

a

c
2Q:

©

Comentario.Algunos hacen, a su manera, este ejercicio sin usar para nadala hipótesis de quex 2RnQ.
Esto es algo que debes tener claro:

Si al resolver un ejercicio no usas todas las hipótesis que sehacen en su enunciado, el
ejercicio está mal hecho.

Esto es así, a los matemáticos no nos gusta hacer hipótesis innecesarias. Salvo una excepción, nadie ha
comprobado que la condiciónad � bc D 0 es suficiente.

Hay errores llamativos como, por ejemplo, el siguiente:

ax C b

cx C d
D

p

q
÷

�

ax C b D p

cx C d D q
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Otro error frecuente en este ejercicio es interpretar la igualdad numéricaax Cb D rcx C rd como una
igualdad entre funciones polinómicas para, seguidamente,identificar los coeficientes. Quienes hacen
esto no han entendido el enunciado, donde se dice claramentequex esun número irracional, es decir,
un número concreto, no es una variable que puede tomar cualquier valor real.

La hipótesisc2 C d2 > 0 es lo mismo que decir quec y d no pueden ser los dos nulos.

Ejercicio 5. SeaD un conjunto denso enR, es decir, verificando que para cualesquierax; y 2 R con
x < y existez 2D tal quex < z < y. Probar que siI es un intervalo no vacío y que no se reduce a un
punto, el conjuntoD \ I es infinito.

Demostración. La idea de este ejercicio es clara: un intervalo con más de unpunto tiene infinitos puntos
(de hecho, sabemos que es un conjunto infinito no numerable) yentre cada par de puntos del mismo
tiene que haber algún punto deD que también pertenecerá al intervalo. Se trata de formalizar un poco
esta idea. La forma que me parece más sencilla es como sigue.

Seana; b puntos deI cona < b. ComoI es un intervalo se tiene que�a; bŒ� I . Por tanto, bastará
probar que el conjuntoH D D\�a; bŒ es infinito. Por serD denso enR dicho conjuntoH no es vacío.
Para probar queH es infinito probaremos que no tiene mínimo. En efecto, siz 2H entoncesa < z, y
comoD es denso enR, hay algúnv 2 D tal que a < v < z. Puesto quea < v < z < b se tiene que
v 2�a; bŒ, luegov 2H y v < z. Por tantoH no tiene mínimo. ©

Comentario. Creo que hay quien piensa que a un número realx le sigueel númerox C 1. Pues vale.
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Cálculo I – Grupo B
Soluciones evaluación del 5/12/2012

Ejercicio 1. SeanA � R y B � R conjuntos no vacíos y supongamos queKınf.A/ > sup.B/. Defina-
mos:

C D
�

1

a � b
W a2A; b 2B

�

Prueba que sup.C / D 1

Kınf.A/ � sup.B/
.

Solución.Pongamos
 D sup.C /, ˛ D Kınf.A/, ˇ D sup.B/. Probemos que
 6
1

˛ � ˇ
. Ello equivale a

probar que
1

˛ � ˇ
es un mayorante deC . En efecto, para todoa2A y para todob 2B se verifica que:

˛ 6 a

b 6 ˇ

�

÷a � b > ˛ � ˇ > 0÷ 1

a � b
6

1

˛ � ˇ

Por otra parte, para todoa2A y para todob 2B se verifica que

0 <
1

a � b
6 
 ÷a � b >

1



÷a > b C 1




Esta última desigualdad nos dice que para cadab 2 B el númerob C 1



es un minorante deA, luego,

por definición de ínfimo, ha de ser˛ > b C 1



. Deducimos que para todob 2 B esb 6 ˛ � 1



, lo que

nos dice que el númerǫ� 1



es un mayorante deB, luego, por definición de supremo, ha de de ser

ˇ 6 ˛ � 1



. Hemos probado así que

1



6 ˛ � ˇ, es decir,
 >

1

˛ � ˇ
. Esta desigualdad y la anterior

prueban la igualdad del enunciado. ©

Ejercicio 2. Prueba, usando el principio de inducción matemática, que para todon 2 N se verifica la
desigualdad:

1

2
p

n
6

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/
6

1p
1 C 3n

Solución.Se trata de probar dos desigualdades:

1

2
p

n
6

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/
(1)

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/
6

1p
1 C 3n

(2)

a) SeaA el conjunto de los números naturales,n 2 N, para los que se verifica la desigualdad (1).
Probaremos queA es inductivo.

Paran D 1 la desigualdad (1) se expresa
1

2
6

1

2
que, evidentemente, es cierta. Luego12A.
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Ejercicios de Cálculo I 2

Supongamos que un númeron2A y probemos que entonces tambiénn C 12A. Nuestra hipótesis
es que para un cierto númeron 2 N se verifica la desigualdad (1) y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

1

2
p

n C 1
6

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/.2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/.2n C 2/
(3)

En efecto, como estamos suponiendo quen2A, tenemos que:

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/.2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/.2n C 2/
>

1

2
p

n

2n C 1

2n C 2

Por lo que para probar la desigualdad (3) deberemos probar que:

1

2
p

n

2n C 1

2n C 2
>

1

2
p

n C 1
(4)

Tenemos que:

1

2
p

n

2n C 1

2n C 2
>

1

2
p

n C 1
” .2n C 1/

p
n C 1 > 2

p
n.n C 1/ ”

” .4n
2 C 4n C 1/.n C 1/ > 4n.n2 C 2n C 1/ ” 4n

3 C 8n
2 C 5n C 1 > 4n

3 C 8n
2 C 4n”

” n C 1 > 0

Pero esta última desigualdad es, evidentemente, cierta. Queda probada así la desigualdad (4) y por tanto
la (3), es decir, quen C12A. Hemos probado así queA es un conjunto inductivo de números naturales
y, por el principio de inducción matemática, concluimos queA D N, es decir, la desigualdad (1) se
verifica para todon2N.

b) SeaB el conjunto de los números naturales,n 2 N, para los que se verifica la desigualdad (2).
Probaremos queB es inductivo.

Paran D 1 la desigualdad (2) se expresa
1

2
6

1

2
que, evidentemente, es cierta. Luego12B.

Supongamos que un númeron2B y probemos que entonces tambiénn C 12B. Nuestra hipótesis
es que para un cierto númeron 2 N se verifica la desigualdad (2) y queremos probar que en tal caso
también se verifica la desigualdad

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/.2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/.2n C 2/
6

1p
4 C 3n

(5)

En efecto, como estamos suponiendo quen2B, tenemos que:

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/.2n C 1/

2 � 4 � 6 � � � .2n/.2n C 2/
6

1p
1 C 3n

2n C 1

2n C 2

Por lo que para probar la desigualdad (5) deberemos probar que:

1p
1 C 3n

2n C 1

2n C 2
6

1p
4 C 3n

(6)

Tenemos que:

1p
1 C 3n

2n C 1

2n C 2
6

1p
4 C 3n

” .2n C 1/
p

4 C 3n 6 .2n C 2/
p

1 C 3n”

”.4n
2 C 4n C 1/.4 C 3n/ 6 .4n

2 C 8n C 4/.1 C 3n/”
”12n

3 C 28n
2 C 19n C 4 6 12n

3 C 28n
2 C 20n C 4 ” 0 6 n (7)
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Ejercicios de Cálculo I 3

Pero esta última desigualdad es, evidentemente, cierta. Queda probada así la desigualdad (6) y por tanto
la (5), es decir, quenC12B. Hemos probado así queB es un conjunto inductivo de números naturales
y, por el principio de inducción matemática, concluimos queB D N, es decir, la desigualdad (2) se
verifica para todon2N. ©

Ejercicio 3. Prueba que si0 < a < b entonces se verifica quea <
p

ab <
a C b

2
< b.

Dadosb1 > a1 > 0, definamos para todon2N:

anC1D
p

anbn; bnC1D anC bn

2
:

Prueba que las sucesiones así definidas son monótonas y acotadas y convergen al mismo número.

Solución.Tenemos que0 < a < b ÷a D
p

a2 <
p

ab . Además:

p
ab <

a C b

2
” 2

p
ab < a C b ” 4ab < a

2 C 2ab C b
2 ” 0 < a

2 � 2ab C b
2 D .b � a/2

Puesto que la última desigualdad es, evidentemente, cierta, también lo es la primera. Queda así probado
que si0 < a < b se verifica la desigualdad:

a <
p

ab <
a C b

2
< b (8)

Usando esta desigualdad para0 < a1 < b1 deducimos quea1 < a2 < b2 < b1. La misma desigualdad
(8) aplicada aa2 < b2 nos da quea2 < a3 < b3 < b2. Supuesto quean < bn la desigualdad (8) implica
quean < anC1 < bnC1 < bn. Hemos probado así que la sucesiónfang es estrictamente creciente y la
sucesiónfbng es estrictamente decreciente ya1 6an < bn 6b1 para todon2N. Deducimos que ambas
sucesiones son convergentes por ser monótonas y estar acotadas. Sea lKımfang D a y lKımfbng D b. Debe
verificarse que

b D a C b

2
÷a D b:

©

Ejercicio 4. Estudia la convergencia de la sucesiónfxng definida por porx1 D 1, y para todon2N:

xnC1 D 5xn C 1

2xn C 3

Solución. Es evidente que para todon 2 N es xn > 0. Tenemos quex2 D 6

5
> 1 D x1. Sea

A D fn2N W xn < xnC1g. Probaremos queA D N. Sabemos que12A. Como:

xnC2 � xnC1 D 5xnC1 C 1

2xnC1 C 3
� 5xn C 1

2xn C 3
D 13

.2xnC1 C 3/.2xn C 3/
.xnC1 � xn/

deducimos que sin2A, esto esxnC1 �xn > 0, entonces tambiénxnC2 �xnC1 > 0, es decir,nC12A.
Por tantoA es inductivo. Concluimos queA D N, es decir,fxng es estrictamente creciente. Dicha
sucesión está mayorada, pues comoxn > 0 se verifica que:

5xn C 1

2xn C 3
<

6xn C 9

2xn C 3
D 3
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Ejercicios de Cálculo I 4

Luegofxng es convergente por ser monótona creciente y mayorada. Sea` D lKımfxng. Debe ser̀ > 0.
Tenemos que:

` D 5` C 1

2` C 3
÷ 2`2 C 3` D 5` C 1 ÷ 2`2 � 2` � 1 D 0 ÷ ` D 1 C

p
3

2
:

©
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