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Prologo

Este libro, dirigido a estudiantes del Grado en Matematickssica, es una introduccion
al Andlisis Funcional en el ambiente de los espacios de BarEe un texto esencialmente
autosuficiente en el que la teoria, con demostracionesdasluse desarrolla progresivamente
desde los conceptos mas basicos hasta los resultados fem@des de la teoria de los espacios
de Banach. Su lectura presupone conocimientos basicogelwalineal, topologia de espacios
métricos, calculo diferencial y la integral de Lebesgue.

Nada hay original en estas notas, porque la materia que rc@srdoien conocida hace
tiempo y puede encontrarse en muchos y muy buenos libramadgle los cuales se citan en
los comentarios bibliograficos que hay al final de cada dapii motivacion para escribirlas
ha sido proporcionar a mis estudiantes de la Universidadrdeada un texto que les libere de
tomar apuntes en clase para que puedan concentrarse egrddsrekplicaciones en la pizarra.
En un libro, como este, escrito para servir como texto dedastlas demostraciones deben
cuidarse especialmente procurando que sean, ademasae ctavincentes. El lector juzgara
si lo he conseguido. Es también indispensable incluir aplimes, ejemplos y contraejemplos,
gue ayuden a entender los conceptos abstractos y a patdaulds resultados generales en
situaciones concretas. Algo de eso he tratado de hacemddmtios limites que impone el
tiempo, mas bien escaso, dedicado a esta materia en lokeagilanes de estudio.

El Andlisis Funcional naci6é en el primer tercio del siglo X>X6ys origenes estan en los
trabajos de David Hilbert y Ivar Fredholm en ecuacionegjiaties y teoria espectral de opera-
dores, los trabajos de Henri Lebesgue, Maurice Fréchegy€&siRiesz en teoria de la medida
y espacios abstractos, y los trabajos de Eduard Helly, Hatm it Stefan Banach sobre la
teoria de dualidad. Todos estos trabajos aparecen entfidgsl 902 y 1932, fecha esta Ultima
gue, con la publicacion del libro de Stefan Banddt€orie des opérations linéairess con-
siderada la fecha de nacimiento del Analisis Funcional comateria de estudio por derecho
propio debido a su gran aplicabilidad a multitud de probleeradiversos campos.

En estos afios que van de 1902 a 1932, los matematicos desonlgue problemas pro-
cedentes de diferentes campos compartian una serie déec@tazas comunes que permitian
abordarlos en un contexto unificado, aunque para ello eesago omitir ciertos detalles no
esenciales. Naturalmente, esto condujo a un planteangedtovez méas abstracto de los pro-
blemas, a la consideracion de espacios de funciones desakv8pos y, finalmente, al naci-
miento de loespacios abstractosn los que hay una estructura algebraica que satisfacesciert
axiomas compatible con una topologia, pero en los que ngseiéisa para nada la naturaleza
de sus elementos. Una clara ventaja de este punto de vistacihses que los resultados ob-
tenidos pueden aplicarse en cualquier contexto que giidla axiomas de la teoria. En este
curso estudiaremos con cierto detalle dos tipos de estegiespabstractos: los espacios de



Prologo VI

Banach y los espacios de Hilbert.

El libro consta de 10 capitulos y cada uno de ellos lleva utradaoccién en la que se
indican los objetivos del mismo y los principales resultadBada capitulo termina con una
amplia coleccion de ejercicios cuyo grado de dificultad hecyrado mantener en un nivel
medio. No debes olvidar que la Unica forma de aprender métzma&s hacer matematicas, y
gue, si bien las matematicas expuestas con rigor son unaixi@eductiva sistematica, hacer
matematicas es una ciencia “experimental” inductiva quepsende resolviendo y planteando
problemas.

No quiero terminar este prélogo sin agradecer a mi compa@emrofesor Rafael Paya
Albert, sus excelente8puntes de Analisis Funcion#bs cuales he seguido muy de cerca en
parte de estas notas y que te recomiendo encarecidamente.

Granada, septiembre de 2019


https://www.ugr.es/~rpaya/cursosanteriores.htm

Capitulo 1

Espacios normados. Conceptos basicos

En este capitulo vamos a recordar algunos conceptos deaspeactoriales y de espacios
métricos y normados que ya deben ser conocidos. Aprovechpana fijar notacion que vamos
a usar en adelante. También se incluye un resultado impedae caracteriza la complitud de
un espacio métrico (teoremab) y otro que caracteriza la complitud de un espacio normado
(teoremal.7). Nada mas empezar, hace su aparicion el Lema de Zorn quarseamseste curso
para probar algunos de los teoremas mas importantes.

1.1. Espacios vectoriales. Subespacios. Lema de Zorn. Basd¢gebraicas

En todo lo que sigue vamos a considerar espacios vectoradks o complejos, asi, en la
expresion “seX un espacio vectorial sobi€”’ se entendera qu& = R 0 K = C. La estructura
de espacio vectorial se supone conocida, por lo que aqui lioyitarme a recordar algunos
conceptos y a precisar la notaciéon que vamos a usar.

SiAy B son subconjuntos de un espacio vectoXiglI” C K, se define:
A+B={a+b:acAbeB}; FrB={Ab:Aerl,beB}

Cuando los conjunto8 = {a} o' = {A} sdlo tienen un elemento, escribimas- B o0 AB en
vez de{a} + B o {A} B. Un subconjuntdV C X es un subespacio vectorial o, simplemente, un
subespaciadde X siKM + M C M.

Dado un subconjuntd C X representaremos por LiA) el mas pequefio subespacio vec-
torial de X que contiene &, que se llama etubespacio de X generagmr A. Es claro que
Lin(A) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de eleséeA, esto es:

n
Lin(A) = { Z)\kak: neN, AeK, axeA (1<k< n)}
K=1

Se dice queA es un conjunto csistema de generadorefe X, si Lin(A) = X. Se dice que
A es un conjunto de vectores linealmente independientesraitpdox € A se verifica que
x ¢ Lin(A\{x}), equivalentemente, el vector 0 no puede expresarse comlirtacion lineal
de elementos dA con algun coeficient& # 0. Un sistema de generadoresXiéormado por
vectores linealmente independientes se llamaoasa algebraica, simplemente, unbasede

1
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X!. Se verifica que todas las bases de un espacio vectoriah tetmaismo nimero cardinal,
finito o infinito, que se llama laimensién(algebraica) del espacio. El prototipo de espacio
vectorial de dimensioi esKN. El espacio de las funciones polindmicas (reales o cong)leja
tiene dimension infinita numerable, es decir, su dimensidfyeel cardinal de los naturales.

Los espacio vectoriales que interesan en Analisis Funicgameespacios de funciones que,
salvo excepciones, no tienen dimension finita, es deciienen sistemas finitos de generado-
res. La existencia de bases en tales espacios no es evidiggende de un resultado conocido
comolLema de Zorn que en este curso tendra gran importancia.

Una relacion binariag en un conjuntA se dice que es unalacion de orden parcial si
para todos, b, c enA se verifican las propiedades siguientes.

e Reflexiva.a< a.
e Antisimétrica. Sia< by b < a, entoncea=b.
e Transitiva. Sa< by b < centoncea<c.

SeaA un conjunto con uneelacién de orden parciak. Un conjunto no vaci€ C A que
esta totalmente ordenado, es decir, que para dos elemermtiesquieras,y enC se verifica
guex<yoy <X se dice que es uradenaen.A. Se dice quac.A es un elementmaximal
si no hay ningun elemento ehque sea mayor que es decir, sbe Ay a< b, entoncega=b.

1.1. Lema de Zorn.SeaA un conjunto parcialmente ordenado en el cual toda cadenzetie
una cota superior, entonces tiene algin elemento maximal.

Es inmediato que todo conjunto finito no vacio y totalmentéenado tiene maximo, en
consecuencia, la hipétesis del Lema de Zorn la verifica totjuato finito no vacio parcial-
mente ordenado.

El nombre “lema” se conserva por razones histéricas. Dedhemhla teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel, el lema de Zorn puede deducirsaxieia de elecciénque afirma que
dada una familia de conjuntos no vacigh :i€l}, existe una funciop : | — UA; tal que

iel
¢ (i) €A paratodd 1. Y reciprocamente, este axioma puede deducirse del lemardeZor
tanto, en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, &l BerZorn puede considerarse como
un axioma equivalente al axioma de eleccion. La demostraab siguiente resultado es un
ejemplo tipico de aplicacién del lema de Zorn.

1.2 Proposicién. Si X es un espacio vectorial y S es un subconjunto de X fornmdeeptores
linealmente independientes, entonces existe una base de ¢ogtiene a S. En particular, todo
espacio vectorial X~ {0} tiene una base.

Demostracion.Consideremos la famili& de todos los subconjuntos de vectores linealmente
independientes d¢ que contienen &parcialmente ordenada por inclusién, y Sama cadena
end. SeaA = UC la unidn de todos los elementos@ey seaF C Aun conjunto finito. Para cada
x€F seaA € C tal quexe A,. ComoC es una cadena, es claro g : Xxe F} es una cadena
finita, luego es un conjunto finito totalmente ordenado, poule tiene maximo. Es decir, existe
unzeF tal queA; C A; para todaxe F. LuegoF C A, lo que, por seA; € F, implica queF

1Es frecuente llamavases de Hamel las bases algebraicas
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€s un conjunto linealmente independiente. Puesto quenotarteS C A, tenemos qué € F,

y como clarament@ es un mayorante de, el lema de Zorn asegura la existencia de algun
elemento maximaB € F. Dicho elemento maximal es claramente una bas¥ dee contiene
asS a

Las bases algebraicas son poco utiles en Andlisis Funcienk otras razones porque,
salvo unos pocos casos en que la dimensién es infinita nuleenabse conocen bases. Ade-
mas, como veremos mas adelante, la mayoria de los espativiales de interés en Analisis
Funcional tienen dimension infinita no numerable.

1.2. Normas en un espacio vectorial. Topologia de la norma

Un espacio vectorial es un objeto algebraico. Los espadioriales que nos interesan en
este curso estan provistos de una norma, lo que permiterdsfirilos una topologia y, conse-
cuentemente, procesos de convergencia, limites y codéiduipicos del Analisis Matematico.

Dado un espacio vectorixl sobreK, unanorma enX es una aplicaciof || : X — R{ que
verifica las siguientes propiedades:

i) |X||=0«<=x=0.
i) ||AX|| = |A]||x|| paratodo\ €Ky todoxeX.
i) [[x+y[| < [x]|+[lyll paratodos,yeX.

El par ordenaddX, || ||) se llama unespacio normado Cuando solamente se verifican las
propiedades ii) y iii) se dice qug|| es unaseminormaenX.

Naturalmente, sobre un mismo espacio vectorial puedendaasse distintas normas, ca-
da una de ellas da lugar a un espacio normado diferente. &@madn cuenta este hecho se
dice que un espacio normado es un par orderiXd ||) formado por un espacio vectoril
y una norma. No obstante, con frecuencia se dice simplertigz#ieX un espacio normado” y
se sobreentiende quees un espacio vectorial en el que esta definida una normaatancr

Dado un espacio normadpX, || ||), la aplicacion d X x X — R dada por:

dixy) = [[x=yl (X,yeX)
es una distancia ex que se llamalistancia asociada a la horma

Todo espacio normado se considera siempre como espaciicenétn la distancia aso-
ciada a su norma.

Como en todo espacio métrico, una sucedi¥y} converge ae X si {||[x, —x||} — 0. Y
se dice qugx,} es de Cauchy si para toda> 0 existe unmg € N tal que para todop > m,
g > m se verifica qug|Xp — Xq|| < €. Cuando toda sucesion de Cauchy es convergente se dice
gue la norma esompletay queX es un espacio normado completo oagpacio de Banach

En todo espacio normad6, dadosae X y r > 0, representamos p&(a,r) la bola abierta
de centraay radior:
B(ar) ={xeX:|x—a|| <r}
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Un conjuntoA C X esabiertoen el espacio normadd, || ||) si para cada puntee A hay un
numerory > 0 tal queB(x,rx) C A. Por convenio, el conjunto vacio, &, se considera abierto.
Es inmediato comprobar que las bolas abiertas son conjaiestos y que un conjunto es
abierto si, y s6lo si, es union de bolas abiertas. Un conjsatdice que eserradocuando su
complementario es abierto. Dadas X y r > 0, representamos p@&(a,r) la bola cerrada de
centroay radior:

B(a,r)={xeX:|x—a| <r}

Es facil comprobar que las bolas cerradas son conjuntoadoesr A veces, cuando en un mis-
mo contexto se consideran varios espacios normados, usstamotaciorBy (a,r) o By (a,r)
para representar las bolas en el espacio norn¥xaddsi mismo, cuando en un mismo espa-
cio vectorial se consideran dos normag y ||| |||, indicaremos poB (a,r) y By (ar) las
respectivas bolas en cada norma.

En todo espacio normad¢ representaremos p&y = B(0,1) la bola cerrada unidad,
Ux = B(0,1) labola abierta unidady Sx = {x€ X : ||x|| = 1} la esfera unidadde X. Con ello

tenemos qud(a,r) =a+rUx, B(a,r) = a+rBx.

Todo espacio normado se considera siempre como espacithgigm con la topologia
definida por la distancia asociada a su norma. Dicha topaaggt llama topologia de la norma.

Si (X,d) es un espacio métricoA C X un conjunto no vacio, se dice gAeesta acotado
si el conjunto{d(x,y) : x,y€ A} esta mayorado, en cuyo caso se define el didmetfopmte

diam(A) = sup{d(x,y) : x,ye A}
Representaremos pérla adherencia del conjunt. Es facil probar que diatd) = diam(A).

En el caso particular de gu€ sea un espacio normado, es facil comprobar que conjunto
A C X est4 acotado si, y solo si, exidte> 0 tal que||x|| < M para todake A.

1.3 Proposicion. Sean||-|| y [|-|[| dos normas en un espacio vectorial X,y s@any J) | las
respectivas topologias. Las siguientes afirmaciones sowagntes:

a) T STy -

b) Existef > Otal que||x|| < B|||||| para todo »x X.

Demostracion a) = b). La hipétesis implica quB (0,1) € J) , por lo que existe > 0 tal
queBy (0,r) C By (0,1), y por tanto para tode # O se tiene que

r X

2/l

2
<1 Il < Fil

y basta ponef = 2/r.
b) = a). La hipétesis implica quB | (a, é) C By |(ar). SIA€T| | se tiene que

A=JBj(ar) > JByyag) oA

acA acA

LuegoA = | J By (a ) por tantoAe Ty . .
acA
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Dos normasg|| || y ||| |||, en un espacio vectoria, sonequivalentescuando definen la
misma topologia. Se deduce del anterior resultado ques#iq@valente a que existan nimeros
m > 0, M > 0 verificandose que:

x| < [Ix]ll < M|x] (xeX)

Como consecuencia inmediata obtenemosdpenormas equivalentes dan lugar a los mismos
conjuntos acotados y a las mismas sucesiones de Cau@oy supuesto, tienen las mismas
sucesiones convergentes. Por tamisalquier norma equivalente a una norma completa
también es completa

Dados(X,|| . ||1) e(Y,] . ||2) espacios normados solife en el espacio vectorial producto
X x'Y se define una norma por

1Y) = méx{ ||, [Iyll2}

Observa qudx..v((a,b),r) =Bx(a,r) x By(b,r), por lo que la topologia de dicha norma es la
topologia producto eK x Y.

En todo espacio normady, se verifica quéa aplicacion suma(x,y) — x+y, deX x X enX,
y la aplicacion producto por escalargg\,x) — Ax, deK x X enX, son continuagonsiderando
en cada caso la respectiva topologia producto.

En efecto, s (xn,Yn)} — (X,¥) en el espacio normado productox X, entonces se tiene
que{xn} = xy {yn} =y, y

1% +Yn) = (XY < X0 = X[+ [lyn =¥l = O

lo que prueba que la suma es continua.

Si ahora{(An, %)} — (A, X) en el espacio normado produdtox X, entoncegAn} — Ay
{X} — X, por lo que, en particulafA,} esta acotada, y deducimos que

[AnXn = AX][ = [|AnXn — AnX+ AnX = AX]| < [An|[[X0 = X[ + [An = Af[|x]| — O

lo que prueba que el producto por escalares es continuo.

En consecuencidas traslacionesx — a+x, y las homotecias x — Ax, (A # 0) son ho-
meomorfismos de.X

Consecuencia importante de la continuidad de la suma y delupto por escalares es
gue el cierre topoldgico, es decir, la adherencia, de un sube&paectorial de un espacio
normado también es un subespacio vectorales siM es un subespacio d¢, y AcK es
un escalar fijo, como la aplicacid®: X x X — X definida porS(x,y) = Ax+y es continua,
y M es un subespacio, se tiene s x M) =AM +M C M, y recordando que para toda
funcién continua se verifica que la imagen de la adherencis @enjunto esta contenida en la
adherencia de la imagen del conjunto, obtenemos

SMxM)=SMxM)C SMxM)CM

Lo que prueba quaM +M c M. Como esto es valido para todee K, deducimos qui es
un subespacio.

2Realmente habria que llamarksasmejanzas
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Si A es un subconjunto no vacio de un espacio normadepresentaremos pbm(A) el
mas pequefio subespacio cerradXdgue contiene &. Es claro qué.in(A) = Lin(A).

Todo subespacio vectorill de un espacio normadose considera como espacio normado
con la restriccion aM de la norma deX. Si M es completo entonces es cerrado en X vy, Si
el espacio normado X es de Banach, todo subespacio vectatieddo de X también es de
Banach

Un resultado, que demostraremos mas adelante, etodoeespacio normado X puede
verse como subespacio denso de un espacio de BaxXashcompletacion

El segmento que une dos puntgg de un espacio normadées el conjunto
Xy = {(1-t)x+ty: 0<t < 1}

Se dice que un conjun® C X esconvexosi contiene el segmento que une dos cualesquiera
de sus puntos. Lanvolvente convexale un conjunto no vacié C X se define como el méas
pequefio conjunto convexo que contienyase representa por (&). Se define l&nvolvente
convexo cerradade A como el mas pequefio conjunto convexo y cerrado que contidnyesa
representa paro(A).

En la siguiente proposicién se recogen algunos resultadeseran de uso frecuente en
todo este curso.

1.4 Proposicion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio nhormado X. Pavatod se
define
dist(x,A) =inf{|[x—a|| : ac A}

Se verifica que:

1. |dist(x, A) — dist(y, A)| < x—V].

2. dist(x,A) = dist(x,A), y x€ A si, y solo sidist(x,A) = 0.

3. dist(Ax,AA) = |A|dist(x,A), y dist(x+y,A+ B) < dist(x,A) + dist(y,B). En particular, si
A es un subespacio vectorial de X la aplicacion»dist(x,A) es una seminorma en X.

4. SiM es un subespacio vectorial de X-yxc M entonceslist(x,M) = dist(z,M)

5. SiM es un subespacio vectorial cerrado de X, definiéixdoM || = dist(x, M) se obtiene
una norma en el espacio vectorial cocientg\k

Demostracion 1) Para todac A tenemos que dist, A) < |[x—al| < [[x—y]| + [ly—al|, por

lo que, distx, A) — ||[x—y]|| < [ly—al|, lo que, por la definicién de extremo inferior, implica que
dist(x,A) — ||x—y]|| < dist(y,A), 0 sea, digix, A) —dist(y,A) < ||[x—Y||. Intercambiando ahopa
ey obtenemosdist(x, A) — dist(y, A)| < [|x—y]|.

2) Siac A se tiene qua = lim{a,} cona, €A, por lo que||x — al| = lim||x — a,|| > dist(x, A).
Como esto es cierto para tode A, deducimos que diét,A) > dist(x,A), pero la desigualdad
contraria es evidente ya qéec A, luego distx, A) = dist(x,A).

XEA+=Ve>0 B(X&)NA#D <= Ve>0 distx,A) < € < dist(x,A) =0
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3) Sea\ # 0. Para tod@ae€ A se tiengA| dist(x,A) < |A|||x—a|| = ||]Ax—Aa]|, lo que, por la de-
finiciobn de extremo inferior, implica quid| dist(x,A) < dist(Ax,AA). Esta misma desigualdad,
cambiando\ por 1/A, x por Ax y A por AA, nos dice que&—‘ dist(Ax,AA) < dist(x,A), esto es,
dist(Ax,AA) < |A|dist(x,A). Por tanto digiAx,AA) = |A| dist(x, A).

Por otra parte, digk+y,A+B) < [|x+y— (a+b)| < ||x—al| +|y—b|, y basta tomar
infimos enac Ay enbe B para obtener que dist+y, A+ B) < dist(x,A) + dist(y,B).

4) SiM es un subespacio vectorialzy xe M la aplicaciorm+— m+ (x— z) es una biyeccion de
M sobreM por lo que{|[x—m|| : meM} = {||x— (m+ (x—2))|| : me M} ={]||z— m|| : me M}.

5) Es consecuencia directa de lo ya visto. |

El siguiente es un importante criterio de complitud paraaegs métricos que, como es
natural, se aplica también para espacios normados.

1.5 Teorema(Criterio de complitud de Cantor). Un espacio métricgX,d) es completo si,
y solo si, para toda sucesidff,} de conjuntos cerrados no vacios de X tales qua E F,
para todo re N, ylim{diam(F,)} = 0, se verifica queﬂ Fn# Q.

neN

Demostracion Supongamos qué sea completo y sefF, } como en el enunciado del teorema.
Para cada € N seax, € F,. Para todo > n, g > n, se tiene que @y, %) < diam(Fy), lo que
implica que{x,} es una sucesion de Cauchy, y, porXeompleto, se tiene quie,} — xe X.
Como para cadke N la sucesion parciglXn b,y converge &y todos sus términos estan en
F« que es cerrado, deducimos queky, luegoxe ﬂ Fny, por tanto,ﬂ Fn# Q.
neN neN

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condiciomdetiado y sedx,} una
sucesion de Cauchy. Para cadaN definimosF, = {x : k> n}. La sucesionF,} asi defi-
nida cumple las condiciones del enunciado ya que es unai@uaEsreciente de cerrados no
vacios y diani/,) — 0 por ser la sucesion de Cauchy. Luego existexerﬂ Fn. Puesto que

neN
d(Xn, X) < diam(F,) concluimos qugxn} — X. O

1.3. Series en un espacio normado

Sea(X,||.||) un espacio normado. Dada una sucesién} de elementos dX podemos
n
formar otra sucesio Z ay que se obtiene sumandonsecutivamenti®s términos de
- . k:1 nEN . .
{an}. Dicha sucesion se representa ;Eran y se llamaserie de término generalhaConcre-

n>1
n

tamente,z an, es la aplicacion d& enX dada porn+— Z ay para todne N. Las series son
n>1 k=1

sucesiones por lo que es innecesario especificar lo qudisiggue una serie es convergente.
[oe]

El limite de una serie convergenE a, se representa poz an y se llamasumade la serie.
n>1 n=1
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Cuando la seriez ag(n) Converge para cualquier permutaciddel conjunto de los nime-
n>1
ros naturales, decimos que la se[ean esincondicionalmente o conmutativamente con-

n>1
[ee]

vergente se puede demostrar que, en tal caso, la S@’B@,(n) es la misma cualquiera sea la
n=1

permutaciéro. Finalmente, decimos que la se@ a, esabsolutamente convergenteuando
n>1
la serie numéricaz |lan|| es convergente.
n>1

El siguiente resultado tiene interés por si mismo.

1.6 Proposicion. Sea{x,} una sucesion de Cauchy en un espacio normado X. Entoncés exis
. . - 1
una sucesion paraa{xc(k)} = {y«} que verifica quélyi;1 — Yk|| < x para todo ke N.

Demostracion Para cad&ke N sea
1
A= {nGN Ixp —Xqll < 5 paratodosp>n,q> n}

Se verifica quéy # 9, A1 C A, Y Sine A entonces para todo > n también esne A¢. Por
tanto los conjuntogy son infinitos. Definimow : N — N por

0(1) =min(A1), o(k+1) =min{neAc1:n>0(k)}

. . . . 1
Con ellog es estrictamente creciente y ponienfe= X,k Se tiene quélyi. 1 — Yk < x 0

Con cierta frecuencia se usa el siguiente criterio de canali

1.7 Proposicion. Un espacio normado, X, es un espacio de Banach si, y sélodsi, derie
absolutamente convergente es convergente.

Demostracion SiX es un espacio de Banaclyy- 1 X, €s una serie absolutamente convergente,

entonces de la desigualdad
m

>

m
< Il
k=n an

se deduce que la serjg,-1 x, cumple la condicion de Cauchy y, por tanto, es convergente.

Reciprocamente, si toda serie absolutamente convergeoteneergente, entonces{s}
es una sucesion de Cauchy, sabemos, por la proposiciéigmee hay una sucesion parcial

{Xo(m) } tal que la seriez [Xs(n+1) —Xo(n)|| €S convergente, por lo que también sera convergente
n>1
la serie

n
> (Xotnt1) = Xo(m) = {kzl (Xo(kt12) = Xo(n)) } = {Xo(n+1) —Xo(n) }

n>1

es decir, la sucesion parcigt;y, } €s convergente, pero entondes} también es convergen-
te. O
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Puesto que una serie convergente de términos positivosmpra incondicionalmente con-
vergente, deducimos que, en cualquier espacio de Banaehsdoie absolutamente convergen-
te es, de hecho, incondicionalmente convergente. Asi giggapre en un espacio de Banach,
la relacién entre los distintos tipos de convergencia efglaente:

convergencia absoluta = convergencia incondicional = convergencia

Sabemos que e la convergencia incondicional equivale a la absoluta. gunga veremos
ejemplos de series incondicionalmente convergentes etiespde Banach, que no son abso-
lutamente convergentes.

Bibliografia. Cualquier libro de Analisis Funcional contiene todo loddat en este capitulo.
Cabe destacar entre ellos los textos de Fabian etSliRfynne-Youngson12], Eidelman et
alii [4], Bowers-Kalton L], Megginson LL0], Kreyszig [7], en todos ellos se proponen gran
cantidad de ejercicios con sugerencias para su soluciétuci@res explicitas de muchos de
ellos.

1.4. Ejercicios

1. a) Prueba que todo conjunto finito no vacio parcialmerder@do tiene algin elemento
maximal.

b) Da un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado quemgatmaximo y que
tenga un Unico elemento maximal.

c¢) Prueba que en todo anillo con unidad existen idealesgsapaximales.
2. Prueba que en todo espacio norm&xd| ||) se verifica la desigualdad:
[Ix=yll = llz—ull] < [Ix—=2]| + [ly—u]
Deduce que
Ix=2 = llz=yll| < Ix=yll, [IIXI = Iyll] < [[x=yll

Interpreta geométricamente los resultados obtenidos yogegle la normg ||: X — R
es una aplicacion continua.

3. Sean{xn}, {yn} sucesiones de Cauchy en un espacio normado. Prueba quesssuc
{|I%— yn||} es convergente.

4. SeaX un espacio normado. Prueba que

Deduce que s{x,} es una sucesion de Cauchy de elementos no nulo§ dee no

2|x—y||

ey Ve

Xy
AR
X[y H

converge a cero, entonces la suces{%ﬁ”?”} también es de Cauchy.
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10.

11.

12.

Seg X|| ||) un espacio normado. Prueba que las siguientes afirmaciones|sivalentes:
a) Existen vectores linealmente independientgss X tales que|x+yl|| = ||X|| + |Vl
u+v

2
c) Existen vectores,ve S, conu # v, tales que el segmento, V] esta contenido eSx.

b) Existen vectores linealmente independientesc Sy, tales qu% =1

Deduce de lo anterior que si la esf&ano contiene segmentos no reducidos a un punto,
y X,y son vectores no nulos tales gjpe+y|| = ||x|| +[|y||, entoncesc = Ay conA > 0.
SeaX un espacio normada,y< X, yr > 0,s> 0. Prueba que:

a)B(x,r)NB(y,s) #0 < |x—Yy|| <r+s.

b) B(XJ) N B(y7s) 7é @ <~ HX_yH <r+s.

c)B(x,r) C B(y,s) <= |[x—y| <s-r.

Prueba que s{B,} es una sucesion decreciente de bolas en un espacio nopado
entonces los radios de dichas bolas son una sucesion @ésteegilos centros de dichas
bolas son una sucesién de Cauchy. Deduce gieesiun espacio de Banach y las bolas
son cerradas, su interseccién no es vacia.

Prueba que en todo espacio normado se verifica que:

a) La adherencia de una bola abierta es la correspondielatedroada.

b) El interior de una bola cerrada es la correspondiente dinata.

c) El diametro de una bola es igual al doble de su radio.

. SeaX un espacio normado 4, B subconjuntos no vacios de Prueba que:

a) SiA es abierto, entonces+ B es abierto.

b) SiA es cerrado B es compacto, entoncést+ B es cerrado.

Da un ejemplo de dos conjuntos cerrados en un espacio noroogdosuma no sea un
conjunto cerrado.

SeaX un espacio normado M un subespacio vectorial @& Prueba que si el interior
deM no es vacio entonced = X.

Sear|-|| vy ||||Il dos normas en un espacio vectoXalPrueba que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.
a) Las dos normas son equivalentes.

b) La esfera unidad para cada una de las normas es un conjwttmlagara la otra
norma.

¢) Las dos normas tienen los mismos conjuntos acotados.
d) Las dos normas tienen las mismas sucesiones de Cauchy.
€) Las dos normas tienen las mismas sucesiones convergentes
Prueba que la adherencia de un conjunto convexo en uni@sgamado también es

un conjunto convexo. Deduce queXsies un espacio hormadoA/C X un conjunto no
vacio, se verifica queo(A) = co(A).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

SeaX un espacio vectorial p: X — R una aplicacion que verifica

a)p(x) >0y p(x) =0<x=0.

b) p(Ax) = |A|p(X) para todoxe X, A € K.

Prueba que es una norma si, y solo si, el conjuriee X : p(x) < 1} es convexo.

SeaX un espacio vectorial  un subconjunto no vacio @ Una combinacién convexa
n

de elementos d& es cualquier suma de la formE AXk, dondeneN, y para 1< k< n,
K=1

n
XE€A A=0,y Z)\k:]..
K=1
a) Prueba que todo conjunto convexo contiene a las combimegiconvexas de sus ele-
mentos.
b) Prueba que ¢@\) es el conjunto de todas las combinaciones convexas de dlesnen
deA.

Sea{An} una sucesion de conjuntos no vacios en un espacio méXiah) y seaA =
Un-1An. Prueba que para cada X se verifica que digk,A) = inf{dist(x, A,)}.

SeaX un espacio normadoA C X. Prueba qué = ﬂ (A+B(0,1/n)).

neN

SedA un subconjunto no vacio de un espacio normédBrueba que
A+B(0,1) = {xe X :dist(x,A) < 1}; A+B(0,1) C {xeX :dist(x,A) < 1}
Da un ejemplo en que la segunda inclusion sea estricta.

Se& un compacto no vacio en un espacio normado. Prueba quenegisttosa, be K
tales que|a— b|| = diam(K).

Sea{K,} una sucesion decreciente de compactos no vacios en en wioaspenado y
seaK = (7] Kn. Prueba qu& # @y diam(K) = lim diam(K).
n—oo

neN



Capitulo 2

Ejemplos de espacios normados

En este capitulo vamaos a presentar un repertorio suficiemtenamplio de espacios nor-
mados que permita hacerse una idea de la variedad de campesjael puede aplicarse la
teoria de espacios de Banach. Los elementos de estos aspacia funciones de diversos ti-
pos o sucesiones, que, no lo olvides, también son funci&@sefsindamental aprender a ver las
funciones como puntos de un espacio y para ello hay que glistinuidadosamente una fun-
cion, f, de sus valoresf (x), porque lo habitual es que la funcién esté en un espacio miorma
en el quel| f|| tenga un significado, ¥(x) esté en otro espacio con su norma que, en el caso
del cuerpo base, sera el médulo o valor absoluto, y por tahte)|| o |f(X)| puede tener un
significado muy distinto d¢ f||. Esto es algo que hay hacer permanentemente en este curso:
distinguir una funcién de los valores que toma.

Una parte esencial del trabajo que debes hacer en estatasiges particularizar correcta-
mente los conceptos generales a casos concretos. Asi,a&ejeatplo de espacio normado, el
concepto de convergencia tiene un particular significalereshte en cada caso, que depende
de la naturaleza concreta de los elementos del espacio yrierea definida. Los ejemplos
de espacios normados que vamos a ver te permitiran apraecaersidad de significados que
puede tener el concepto abstracto de convergencia de upsi@uc

Como ya debes saber, la operacion mas frecuente en Anakdesttico, es la de acotar
una cantidad; eso es lo que habitualmente hacemos cuandaesbs procesos de convergen-
cia o de continuidad. Como no hay reglas generales para &egiciones, cualquier resultado
gue pueda ayudarnos es importante. Pues bien, para esdeaaeatar, las desigualdades de
Young, Holder y Minkowsldon muy eficaces y seran de uso frecuente en este curso.

Termina este capitulo contelorema del punto fijo de Banaalm resultado de gran utilidad
del cual veremos alguna de sus muchas aplicaciones.

2.1. Desigualdades de Young, Holder y Minkowski.

. . . 1 1
2.1. Desigualdad de Youndsean pgq numeros reales positivos tales qge|— a = 1, entonces

12
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para todos abe R} se verifica que:

p ]
m<%+% 2.1)

Y la igualdad se da si, y s6lo siPa= bA.

L, . ., P b
Demostracion.Consideremos la funciof: R — R dada pop(a) = % + e ab. Se prueba

facilmente qué’(a) =0« a= be y que en dicho punto la funcid@ntiene un minimo absoluto
estricto que es igual a 0. O

Dado un namero regb > 1, definimos stexponente conjugadage R* por la igualdad

1 1 L, C
5 + a = 1. Observa qug > 1y que la relacion entrpy g es simétrica.

. 1 1
2.2. Desigualdad de HolderSean pge R tales queB +EI =1, entonces para todo NNy

para todos @ bxeR{ (1 < k< N), se verifica que:

NN/ N \@
ady < (z aE) <Z bE) (22)
1 k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos lasatodos los b son nulos, o si hay uk > Otal que
af = Aby paral <k <N.

Mz

k

1

Demostracion.Pongamo#\ = (3, a{(’)%’ B= (3i.,by)? y supongamos qué>0yB >0
porgue en otro caso no hay nada que probar. Aplicando lawddday de Young a los nime-
roscy= %y dk = % parak =1,2,...,N, y sumando las desigualdades obtenidas se obtiene
la desigualdad del enunciado. La igualdad se da si, y s6todas lasN desigualdades son
igualdades, es decir cuanép= Aby, dondeh = 47. O

2.3. Desigualdad de MinkowskiPara todos p> 1, NeNy a,bceR{, 1 <k < N, se verifica

que:
N 5 NP /N \P
(G < (32) (3)
k=1 k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos lgsetodos los k son nulos, o si hay uk > Otal que
ax = Abg paral < k< N.

Demostracién.Supongamos que no todos kso todos lody son nulos, y seg el exponente
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conjugado dep. Tenemos que:

N
> (a+Db)® Zak a+ )P+ Zbk ax+hb )Pt <
k=1

(apllcando la deS|guaIdad de Hélder a cada suma, teniendoegra
queq(p—1) = py sacando factor comun)

(E) - (84) ) (o)

De donde se sigue la desigualdad del enunciado. La iguadddal s, y sdlo si, se da la igualdad
en las dos desigualdades de Hélder que hemos aplicado, iescdaodoaﬁ =a(ak+bk)Py
bl'f = B(ax +bk)P, para 1< k<N, cona > 0y B > 0, lo que equivale a quax = Abx para
1< k<N,coni>0. O

2.2. Normas enkN

Definiendo parax = (x(1),X(2),...,x(N)), y = (y(1),y(2),...,y(N)) enKN y A €K las
operaciones

X+y=(X(1)+Yy(1),x(2) +y(2),...,x(N)+y(N)), Ax= (Ax(1),AX(2),...,Ax(N))

tenemos qué&N es un espacio vectorial. Notaremos peyeg, ..., ey los vectores de la base
usual definidos porjék) =0sik# jyg(j) = 1.

Para cada > 1y parax = (x(1),x(2),...,x(N)) e KN se define

N >
[X][p = (Z !X(k)\p>
k=1

], = max{|x(k)| : 1 < k< N}.

Y también definimos

Es muy facil probar qué || es una norma. También es inmediato djug, =0 x=0y
|AX||p = |A]||X]|p. La desigualdad triangular pafial|,, en el casq = 1 es inmediata, y para
p > 1 es consecuencia de la desigualdad de Minkowski.

1

N 5(1) N b T1)
x+ylp = <kzl|x<k>+y<k>|p> <<kzl(|x<k>|+|y<k>|>> <
2) N Tll N
< <Z\X(k)!p> +<k21!y(k)

Laigualdad|x+yl/p = [|X||[p+ Y|l p S€ da si, y solo si, se da la igualdad en (2) lo que, segln
sabemos, equivale a qiek)| = A|ly(k)| parak=1,2,...,N, dondeA > 0, y también se da la

ol

p) = [[Xl[p +[I¥llp
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igualdad en (1), esto e(k) + y(k)| = [x(K)| + |y(k)|, lo que equivale a que los numeng)
ey(k) estén en una misma semirrecta y, como o bien ambos son nuiloguno es nulo, debe
verificarse que(k) = ayy(k) parak = 1,2,...,N, dondeay > 0. Tomando médulos deducimos
gueay = A, y concluimos que = Ay conA > 0.

De la desigualdad de Hdlder deducimos que

N é N é 1 1
> IX(K)[ly(k) Z Ix(k) > Iy(k)|® (xyekN, =+ > =1) (2.4)
K=1 K=1 P q
Y, supuesto qur# 0 ey #0, la |gualdad se dasi, y solo si hayAr- O tal quelx(K) [P = Aly(k) |9

para 1< k < N (de hecho\ = ”‘XH"

En el caso en qup = q = 2 deducimos también kesigualdad de Cauchy-Schwarz

N % N 2
Y| < (zwk)ﬁ) (z\wk)\Z) (2.5)
k=1 k=1

Si parax,y € KN convenimos en representar porel vector deKN cuyas coordenadas son
(xy) (k) = x(k)y(k), 1< k< N, entonces podemos escribir la desigualdad) en la forma

Nl

k=1

[xyll2 < [IXllpllYllq

Si adoptamos el convenio de qge- « cuandop = 1y q= 1 cuandop = o, esta desigualdad
también es cierta pafa= 1, w.

Todas las normas que acabamos de definiKBrson equivalentes, pues es evidente que
[IX[l,, < [IX[lp y [IX]l2 < N]Ix][,, y también

N N
Il = | 3 x| < 3 Xl ledlo = [l
k=1 k=1
por tanto
X, < IXlp < Xl < NI, (xeKM)

En consecuencia todas ellas inducen la misma topologi'eque no es otra que la topologia
producto, pues es claro que las bolas para la ndfrfia son producto cartesiano de bolas
(intervalos siK = R, y discos siK = C) enK.

Es muy sencillo probar qug|| , es completa, por lo que todas estas normas son completas,
y ademas la convergencia de una suces{@n} — X, en cualquiera de ellas, equivale a la
convergencia por coordenaddsi(k)} — x(k) para 1< k < N. Notaremosf’\‘ KN )y
EI'\)‘ (K) si queremos especificar el cuerpo.

Convergencia puntual y uniforme

2.4 Definicion. SeaQ # @ un conjunto no vacio yE,d) un espacio métrico. Una sucesion,
{fn}, de funcionesf, : Q — E, se dice que converge en un punta Q, si {f,(x)} es una
sucesién convergente éB,d). Se dice que la sucesidr, } espuntualmente convergenteen
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un conjunto no vacié\ C Q si para todoe A la sucesion{ f,(x)} es convergente eft,d). El
conjunto
C={xeQ:{fa(x)} es convergente gffe,d)}

se llamacampo de convergencia puntuatle la sucesiopf, }, y la funcion f : € — E definida
por f(x) =lim{f,(x)} para todoxe €, se llamafuncion limite puntual de la sucesioH f,}.

Se dice qu€ f,} converge uniformementeen un conjunto no vaciaé C C, si para tode > 0,
existeme €N tal que para todoeN conn > mg se verifica que supd (fn(x), f(x)) : xe A} <e.

Dado un conjunto cualquier@ # @, representaremos péxs(Q) el conjunto de todas las
funciones acotadas de enK. Dicho conjunto, con las operaciones de suma y producto por
escalares definidas puntualmente:

(X+Y)t) =x(t) +y(t), (AX)(t) = AX(t) (X, Y€l (Q),AEK,t€Q)
es un espacio vectorial soldke Definiendo:
]I, =sup{[x(t)] :teQ}  (xelu(Q))
se obtiene, como es muy facil comprobar, una norma en digiaxigsvectorial.
2.5 Proposicion. El espacio normadé/.(Q), || || ,) es un espacio de Banach.
Demostracion Sea{x,} una sucesion de Cauchy € (Q), || ||_,). Puesto que para tode Q
se verifica quexp(t) — Xq(t)| < ||Xp — Xq|,,, deducimos que para tode Q la sucesionxa(t)}

es de Cauchy eik, por lo que converge. Podemos definir asi una fungiéif? — K, por
X(t) = r!ln {Xa(t)} para todd € Q. Probaremos quec (»(Q) y que||x, —x|| , — 0.

Dadog > 0, existeny € N tal que
IXp(t) —Xq(t)| < € paratodoteQ siempre que > np,q > Ny (2.6)

Fijamos ahorac Qy p > ng, y consideramos la sucesigr- |Xp(t) — X4(t)|. Dicha sucesion es
convergente y sus términos, cuargip ng, verifican la desigualdad(6), por lo que su limite
también la verificara. Obtenemos asi que

Xp(t) —X(t)| < € paratodotcQ siempre que > ng
p

Deducimos quéix, — X|| < €, por tantoxp — X £o(Q) Y X = Xp — (Xp — X) €4 (Q). Ademas
o — X||, < & para todop > no, luego||x, —x]|_, — 0. 0

La convergencia en la norma||_ es la convergencia uniforme &b, por lo que dicha
norma suele llamarsgorma uniforme.

2.3. [Espacios de sucesiones

Representaremos p&r' el espacio vectorial de todas las sucesiones de escalsugssig
de las funciones di enK, con las operaciones definidas puntualmente:

(x+y)(M =x(M)+y(n), A =Axn)  (neN,xyeK" AeK)
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Recuerda también que el producto de dos sucesiyesk! es la sucesiomy definida por
(xy)(n) = x(n)y(n) para todneN.

Es importante en todo lo que sigue que trates a las sucedgienescalares como lo que
son: aplicacionesde N en K. Por tanto, s{x,} es una “sucesion de sucesiones”, esto es de
elementos d&Y, es decir, insisto, de aplicaciongs: N — K, la expresion {X,} converge
puntualmentétiene perfecto sentido, y significa que para tddeN la sucesion de escalares
{xa(K)} es convergente, en tal caso, la sucesiék" definida porx(k) = Mr; {X(K)} para
todoke N no es otra cosa que el limite puntual{dg}.

El espacic/,(Q), en el caso particular en q@e= N, se representa simplemente gar o
si se quiere precisd (K), y es el espacio vectorial de las sucesiones de escalatesiasen
el que se considera la norma uniforme

X[l = sup{lx(m)| : neN}  (XElw)
Como caso particular de la proposicidrb, tenemos quél.., || || ) es un espacio de Banach.

Fijadop > 1, representaremds el espacio de todas las sucesioneX" tales que la serie

> Ix(k)| es convergente:
K1

lp= {XEKN: §|x(k)|p< 00}
=]

Y se define

Xl = (kimk)\p) (xety)

Tomando limite en4.4), deducimos que sie /, e y € {4, entoncexyc ¢, y se verifica la
siguiente desigualdad de Holder:

1 1
00 00 p 00 q 1 l
> Xy < <Z !X(k)!p> <Z !y(k)!q> (P>1xelpyely, —+-=1) (2.7)

K=1 K=1 K=1 P qQ
La igualdad se da si, y s6lo ||, =0 o |ly|lq = 0 o si hay ur\ > 0 tal que|x(k)|P = Ay(k)|
para toddke N.

Parax,y €/, y para todoN € N, como consecuencia de la desigualdad de Minkowski, se
verifica que

N ¥
(kzl|x(k)+>’(k)|p> < [Xllp +11yllp

por lo que deducimos quetyelyy [[X+Y|p < [[X|p+ Y]l p- ES inmediato comprobar ahora
que/, es un espacio vectorially||, €s una norma efy,. Ademas, par@ > 1, se da la igualdad
IX+Yllp = |IX[p+[Iyllp Si, y s6lo six = Ay conA > 0.

Incluyendo el caso evidente en gpe= 1, = o, podemos escribir la desiguald&l ) en
la forma

1 1
Ixylls < IXllpliylla (P> 1x€lp, yELy, ota” 1) (2.8)

Iyl < X2yl (x€f1, yELe) (2.9)
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Sixe (p, entonces para todos N se verifica quex(k)| < ||x||p, y por tanto
XK < IIXll, < [Xl[p (x€fp, 1< p) (2.10)

Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una su¢gsjo— x, en alguno de los es-
paciost,, entonces se verifica que dicha sucesién converge unifoemter [|x, — x||_ } — O,

y por tanto converge puntualmente, es dgoig(K) }, .y — X(K) para todk € N. Interpretando
Xn(k) como la “coordenad&-ésima” dex,, la convergencia puntual suele llamacsmver-
gencia por coordenadador tanto,la convergencia de una sucesion en cualquiera de los
espacios/,, 1 < p < o, implica convergencia por coordenadaspor otra parte, esta Ultima
condicidn, por si sola, no garantiza la convergencia dedasson.

2.6 Proposicion. El espacio/,, dondel < p < « es un espacio de Banach.

Demostracion Sea{x,} una sucesion de Cauchy ép La desigualdad2.10 implica que
para cad& <N la sucesion de las coordenadagsimas{x,(k)} ..y €s de Cauchy eK y, por
tanto converge. Podemos definir, por tanto, una sucesid — K por x(k) = Mn {Xa(K)}.

Probaremos queec ¢, y ||X, — X||p — 0. Parar ello, dade > 0, existe umg e N tal que para
todosm > ng, g > ng se verifica qué|Xm — Xq|p < €. Por tanto
N
> Xm(K) —x%q(K)[°P <€”  (Mm>no,q>no,NEN) (2.11)
K=1

Fijemos en esta desigualdgd> np y N€ N, y consideremos la sucesion dada por

gue es convergente y cuyos términos verifican la desigugiiad) a partir de quen > ng, por
tanto su limite también la verificara

xK) ~x(K)[P<e”  (q>no,NEN)

Mz

k

1

Como esta desigualdad es valida para tddoN deducimos que
> x(K) —xq(k)[P<e?  (a=no) (2.12)
K=1

lo que nos dice que— xq € £, luego tambiéx = (X— Xq) + Xq € . Finalmente, la desigualdad
(2.12), nos dice quéix — Xq||p < € para today > no, es decir{x,} — xent,,. O

Para cadac N representaremos pof & sucesion cuyo-ésimo término es 1y los demas
son cero: g(n) =1y, parak # n, ey (k) = 0. Nos referiremos a los vectorgsamo losvectores
unidad. El subespacio vectorial d&" que engendran los vectores unidad se representagor
y es el espacio de las sucesiones que solamente toman unorfimiterde valores distintos de
cero. Dichas sucesiones se llansaicesiones casi nulasgg es claramente un espacio vectorial
de dimensioén infinita numerable.



Espacios de sucesiones 19

Otros espacios interesantes sbrespaciocy de las sucesiones convergentes a cerel
espacioc de las sucesiones convergentebenemos queyy C Co C CC o Y Coo C £p C Co
para 1< p < . Los espaciosg y ¢, son espacios hormados con la norma que heredéy,de
mientras que eigg podemos considerar cualquiera de las norfhdg para 1< p < o, en
cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se can§dgenecho, vamos a calcular la
adherencia degg en cada uno de estos espacios.

Veamos que la adherencia dg en/, esco, lo que también probara que es cerrado en
lw. SixeTh =, entonces para todo> 0 existeze coo tal que||x—z| < &, comoz es una
sucesion casi nula, exiskéc N tal quez(n) = 0 para todan > N, lo que implica quéex(n)| < €
para todon > N vy, por tanto,x € ¢g. Reciprocamente, sie ¢y, entonces, dade > 0, existe
N €N tal que|x(n)| < €/2 para toda > N, pero entonces la sucesiar= TR ; x(k) g esta en

(X,€) N Coo # 9, por tantaxe g .

0

Coo: Y [[z—X]||, <€, es decilBH |

Vamos a probar quey es denso efy,. Seaxe ¢, como la seri§ -1 |x(n)|P es convergente,
00

dadog > 0, existeN tal que para toda > N se verifica que Z IX(n)|P < €P. Consideremos la
k=n+1

n
seriey -1 X(n) ey, es decir, la sucesiofx,} dondex, = Z X(Q) &q. Tenemos que, (k) = x(k)
g=1

para 1< k < ny xp(k) = 0 parak > n. Por tantox, € Coo Y [|[X— Xa||p = Z Ix(n)|P, por lo que
k=n+1
paran > N se verifica qué{x — X,||p < €. Hemos probado que la sef§g; x(n) e, converge en

{p ax, es decir

X= Z X(n) en (xelp) (2.13)
y, como la seri&s -1 X(n) e, es una sucesion de elementosgle concluimos quegg! P = ¢,
es decircop es denso eidp. Esto lo podemos también interpretar como g, || ||p) €s un
espacio normado no completo cuya completaciof,es

00

La igualdad en4.13 es Unica en el siguiente sentido,xsi Z Cn €n, donde la conver-
n=1

gencia de la serie es €, y ¢, € K para todone N, entonces se verifica qug = x(n) para
todone N. En efecto, puesto que la convergencia de una sucesidp iemplica convergen-
n

cia por coordenadas, deberé verificarse xike = rI]’lm z Cq€q(K), y como, evidentemente,
—»00
¢=1

n
z Cq€q(K) = ¢k para todm > k, resulta quex(k) = ¢ cualquiera seie N.
g=1

Sivuelves a leer la demostracion hecha mas arriba dmh@ = Cg, comprobaras gue la
igualdad 2.13 también se verifica pavec cp.

X= z X(n)en (X€cp) (2.14)

La unicidad de dicha expresion se prueba exactamente igaeares.
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Vamos a ver que la convergencia de la serieh3 es incondicional, es decir, 8 /p Yy

siT: N — N es una biyeccion di sobreN, se verifica quex= Z X(T(K)) eri) -

En efecto, dade > 0, seap €N tal que para todo > ng se verifique que

1
£ ® g
<z, Y x®IP| <3

Seampe N tal que{1,2,...,ng} C {m(1),1(2),...,1(mp)}. Param > my pongamosky, =
{m(1),1(2),...,(m)} \ {1,2,...,n0}. Param > my tenemos que

— 3 X((K) e
k=1

n

X— Z X(K) ex

k=1

No

= Ix= > x(Kex— 5 x(1(k)) en)

k=1 keFm

x—Zx

_|_
2 (ke Fm

I3 * ; s I3
<= P s+5=¢

k:n0+l

<
P

+ > x(1(k) en

ke Fm

<
p

Hemos probado que para togle ¢, con 1< p < o, se verifica quex = Z X(K) ex y que
K=1
dicha serie converge incondicionalmente. Observa quediehe converge absolutamente si,

y solo si Z [X(K) &llp = Z IX(K)| < o0, es decir, ske /1. Tenemos asi ejemplos de series en

espacios de Banach que convergen incondicionalmente paromrergen absolutamente.

Finalmente, vamos a estudiar las relaciones de inclusitha ks espacioé,. Supongamos
1< p<q, y seaxe {,. Pongamos = ||x||pu con||ul|, = 1. Tenemos que

VKeN  u(k)| < [luflp=1=Ju()|* < [u(K)|P = flullq < 1

Deducimos quex = [[x]pu € fq ¥ [X]lq = [X]pllulla < X/ esto esxlq < [X]p. Por tanto

lp C () 4q, inclusion que es estricta, pues la sucesiig} dada porx, = 175 O esta ert,,
q>p
pero si esta efy, para today > p. También tenemos queU lq C Lpy lainclusion es estricta,

1<o<p

pues la sucesiofix,} dada porx, = no esta erfy para 1< q < py si esta en

nt/Plog(n+ 1)

gp-
También tenemos qu@ ¢p C co Y laiinclusion es estricta, pues la suces{@pn} dada por
1<p
Xn = esta ercy y no esta en ninglr,.

log(n+ 1)
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Observa también que sil p < g < o, entonces podemos considefgrcomo subespacio
normado de€g, y comocy C /p, Se tiene qué_pH o {q, €s decir{, es un subespacio denso

en/q. Por otra parte, es claro qL/J_@“ e = .

2.4. Espacios normados separables. Bases de Schauder

Recuerda que un espacio topolégico se diggarablesi contiene un subconjunto numera-
ble y denso.

2.7 Proposicion. Un espacio normado es separable si, y sélo si, contiene ussgaltio denso
de dimensién numerable.

Demostracion Si {x,:neN} es un conjunto numerable densoXnes evidente que el es-
pacio vectorial que genera dicho conjunto, ({i, : neN}), es un subespacio de dimensién
numerable y denso eX. Reciprocamente, supongamos ties un subespacio de dimension
numerable y denso ex. Sea{u, : ne N} una base algebraica d& cuyos vectores podemos
suponer que tienen norma 1. Observa que para xadd debe existir algime N tal quex
depende linealmente de los vectofeg: 1 < k < n} y, por tantox puede expresarse de forma
anica comax = Y34 AUk conA, € K. Por tanto

n
M= { z )\kuk:)\keK,neN}
k=1

Seal un conjunto numerable densoEnpor ejempld =QsiK=R,0N =Q+iQsiK=C.
Para cadacN sea

n
an{kauk:vkeF}
k=1

Puesto qud., es biyectivo com ", tenemos qué., es numerable y, por tanto, también es
numerable. = U L. Dadoxe X'y € > 0, existeyc M tal que||x—y|| < 5. El vectory sera

neN
de la formay = S_; AUk para algdme N y conveniented € K. Seanycel, 1< k< n, tales
n

que|Ak— Yk < 5 Y pongamosz = Z YkUx. Tenemos quec L, C Ly [|z—y|| < 5. Por tanto
K=1

Ix—27|| <. ]

Por ejemplo, el espaci(Cla,b], || ||) es separable porque toda funcion continua en un
intervalo compacto es limite uniforme de una sucesion deidaes polindmicas.

Se dice que una sucesifn, } en un espacio dBanach Xes unabase de Schaudecuando
para todoxe X existe unainicasucesion de escalar¢s,} tal que

o0
X= Anu
nzl nYn

Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendradogwectoresu, : ne N} es clara-
mente denso eK, por lo queX es separable.
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Hemos visto que la sucesion de los vectores unigigdl es una base de Schauderégn
para 1< p < oy ency. No puede ser una base de Schaudef.gporque dicho espacio no es
separable.

2.8 Proposicion. /. (Q) es separable si, y s6lo € es un conjunto finito.

Demostracion Supongamos qu&, (Q) es separable y sdaun subconjunto numerable y den-
S0 enl(Q). SeaP(Q) el conjunto de las partes @& y para cad#d € P(Q) seaXp la funcion
caracteristica dé. DadosA,Be P(Q), conA # B, se tiene qué{Xa — Xg||, = 1, por lo que
B(Xa,3) NB(Xg, 3) = @. Como para todd e P(Q) se verifica qud(Xa,1/2) N D # @, pode-
mos definir (haciendo uso del axioma de eleccion) una ajica® : P(Q)\ {3} — D, que a
cadaAe P(Q) \ {@} hace corresponder un elemem@®¢A) € B(Xa, 3) N D. Es claro que dicha
aplicacion es inyectiva y, comb es numerable, deducimos que el conjuiif®@) es numera-
ble, lo que implica qué& es finito, pues cualquier conjunto infinito contiene un supawo
equipotente &, y es sabido que el conjunf®N) no es numerable.

Reciprocamente, €2 es un conjunto finito, entoncés (Q) es de dimension finita y, por
tanto, es separable. O

2.5. Espacios de funciones

Supongamos ahora g2 es un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto.
En tal caso, representaremos Q) el subespacio dé.(Q) formado por las funciones
continuas y acotadasleQ enk.

Representaremos p@p(Q) el conjunto de las funciones continués Q — K tales que
para todce > O el conjunto
{teQ:|f(t)| >¢€}

es compacto. Tales funciones se dice quamséan en infinito.

Representaremos pOso(Q) el conjunto de las funciones continuasQ — K tales que el
conjunto

sop(f) ={teQ: f(t) # 0}

llamadosoporte de la funciénf, es compacto. Dichas funciones se llaman, claro esta,dunci
nescontinuas de soporte compacto

La razén de suponer qu@ es un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto,
es porque dicha hipétesis garantiza la abundancia de fegicontinuas d& enK. Ello es
debido al siguiente resultado, qgue no vamos a demostrar.

2.9. Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente cootps. Sea KC U € Q
donde K es compacto y U es abierto. Entonces exist€p(Q) tal que

sopf) CcU, 0<f(t) <1 vteQ y f(t)=1 vteK (2.15)

Seguidamente vamos a probar algunos resultados basieosntets a los espacios de fun-
ciones que acabamos de introducir.
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2.10 Proposicion. 1. El espacio g(Q) es cerrado er,(Q) y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

2. Se verifica que§(Q) C Co(Q) y ambos son subespacios dgQ).

3. La adherencia de §(Q) es G(Q). Por tanto G(Q) es un espacio de Banach con la
norma uniforme.

Demostracién 1) Es consecuencia de que la convergencia uniforme conseceatiauidad.

2) La inclusionCpo(Q) esCp(Q) es consecuencia de que para teds O, se tiene que
{teQ:|f(t)| > €} C sopf). Ademas, sif €cCo(Q) y f(tg) # 0, como la funcion f| alcanza
un méximo en el compactd € Q : |f(t)| > |f(to)|}, deducimos quéf | alcanza un méximo en
Q, lo que implica quef €C,(Q). Por otra parte, de las inclusiones evidentes

{teQ: |t +gt)| > e} C {teQ:[f(1)| > %}U{teQ:|g(t)| > %}
sop(f +g) C sop(f) Usopg)

se sigue facilmente qu&(Q) y Co(Q) son subespacio vectorialesGgQ).

3) Si f €Coo(Q), dadoe > 0, existegc Coo(Q) tal que| f —g|| <&, lo que implica que
|f(t)—g(t)| < € para todot € Q. Por tanto{tcQ: |f(t)| > €} C sop(g), y deducimos que
f €Co(Q). Reciprocamente, gic Co(Q), dadoe > 0, seaK = {teQ : |g(t)| > €} y definamos
U= {eQ Sg(t)] > %} Tenemos qu& C U, K es compacto Y es abierto. El lema de Ury-
sohn, proporciona una funcidhe Coo(Q) verificando las condiciones eB.(5. Seah = gf.
Claramenté € Cgo(Q) y tenemos que

teK=f(t) =1 = [gt) —h(®)[ =[g®)[|1 - f(t)| =

0
t¢U = g < 5 = lgt) —hO] = gO)lI1— (V)] < Jg(V)| <

€
2
teU\K = % <lgt)] <& = |g(t) —h®O)| = [g®O)[[1 - FB)] < [g(t)]

A

€

Por tantol|g— h||_, <&, lo que prueba quge Coo(Q). m

Naturalmente, sf2 es un espacio de Hausdorff compacto se tieneGgue) = Co(Q) =
Co(Q) =C(Q) es el espacio de las funciones continuadn K.

Cuando queramos especificar el cuekprepresentaremos dichos espaciosQp(Q,K),
Co(Q,K),Cp(Q,K),C(Q,K) y 4s(Q,K). Si no se especifica hada es por@upuede ser tanto
R comoC.

2.6. Espacios de Lebesgue

Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinia); RV, representaremos por
L(Q) el espacio de las funciones medibles Lebesgu@ ée K. Las funciones nulas casi por
doquier enQ constituyen un subespacio vectorial 4€Q) que representaremos pdi. Re-
presentaremos p&r(Q) el espacio vectorial cocien&(Q)/N. En consecuencia, propiamente
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hablando, los elementos d¢Q) no son funciones sino clases de funciones bajo la relacién
de equivalencia de “ser iguales casi por doquier”, no obstaomo todo el mundo hace, tra-
taremos los elementos de este espacio como funcionég@g sin olvidar, claro esta, que
debemos tratar como la misma funcién a funciones que sotegoasi por doquier.

Para cadg > 1 definimos

Lp(Q) = {feL(Q) [1f09/Pax < oo}

Q

Si f,geL,(Q) de la desigualdad

1100 +90) [P < ([T ()| +19(x)? < 2°max{|f (4)[7, [9() [P} < 2°(|F (0[P + [9(x)[?)

deducimos qué +geLp(Q). Las demas propiedades que hacehgl€) un espacio vectorial
con las operaciones usuales son inmediatas.

Illp= (ﬁf(xw’dx)
Q

2.11. Desigualdad de HolderSean p> 1, f €Lp(Q) y g€ Lg(Q) con £ + & = 1, entonces
fgeL1(Q), y se verifica la desigualdad integral de Holder:

j\f X)| dx < (I\f(x)]%x)ﬁ (ﬂg(x)\%x)a (2.16)
Q Q

Es decir||fg|[1 < || f||p]/9llg- Supuesto que f y g no son nulas casi por doquier, la igualéad s

p q
()] \g(x)q casi para todo x Q.
[T

Paraf €L, (Q) definimos

da siy sélo si;

Demostracion Supondremos quigf ||, > 0y [|g|lq > O porque en otro caso no hay nada que
probar. Por la desigualdad de Your&yl) tenemos para todoc Q

10011909 _ 1P | 1lgm)? -
T Tola <P 1118 *q ol @10

Integrando esta desigualdad obtenemos que

f(X dx
Hfupuguq J176909

Es decir|| fg||1 < || f||p/|9llg-

La igualdad|| fg||1 = || f||p|l0llq S€ da si, y solo si, la desigualda?l{7) es una igualdad
casi por doquier ef, lo que equivale a la condicion del enunciado. O



Espacios de Lebesgue 25

2.12. Desigualdad de MinkowskiPara p> 1y f,geLy(Q) se verifica que

(ﬂf )+g(t) |Pdt> (ﬂf |Pdt> (g{m(tnpolt)é (2.18)

Es decir|| f +9|p < || f||p+1/9]|p- Supuesto que f y g no son nulas casi por doquier, la igualdad
se da si, y so6lo si, £ Ag conA > 0.

Demostracion Para todoce Q tenemos

[£00+9(x) [P < [FOO|F(x) + 90 [P~ + [g(x)]| f () +9(x) [P~
Como f,ge Lp(Q) y la funciéonx — | f(x) +g(x)|P~1 esta enLq(Q) (porque(p—1)q= p),
podemos aplicar la desigualdad de Holder a cada sumandoliparser
P
IE+alp < (Ifllp+lglp) 1T +alP g = (I fllp+ligllp) I T +alg = 1T +allp <[ p+llgllp

Para que se de laigualdad debe darse la igualdad en la ddaijda Holder que hemos usado
dos veces, luego para casi tadeQ debe verificarse que

FOIP _ [F)+9(x)[P

T

p 1100 = Ll g
9P _ [109+900) lall,
lallp It +gllp

Por otra parte tenemos que

[fllp+llgllp =11t +gllp =l +glllp < [[f[+]glllp < I fllp+llgllp

Por lo que para casi todoc Q debe verificarse quéf (x) +g(x)| = | f(x)| +|g(x)|. Lo que
implica quef(x) = A(x)g(x) con }\( X) > 0 para casi toda € Q. Puesto que tambiéri(x)| =
%M( )|, debe seh(x) = P para casi todae Q, y concluimos que, consideradas como
P
[ fllp

clases de equivalencid,= Ag conA = W O
p

llgllp

De la desigualdad de Minkowski deducimos qjug, es una norma e, (Q). Observa que
|| f]lp = O significa quef, vista como funcion d&(Q), es nula casi por doquier, y, por tanto,
que dichaf, vista como clase de funciones kfQ2), es el elemento cero de dicho espacio, asi
es como hay que entender la implicacifif|, = 0= f =0.

El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

2.13. Teorema de Riesz-FisheEl espacio normadgL,(Q), || ||p) €s un espacio de Banach.

En la demostraciéon de este teorema se prueba también utadesgue se utiliza con
frecuencia.

2.14 Proposicion. Si{ fa} — f en Lp(Q) entonces hay una sucesion parcfdl, } que con-
verge puntualmente a f casi por doquier@n
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Consideramos a continuacion el caso en gaec. Como ahora trabajamos con clases de
equivalencia de funciones iguales casi por doquier, tes&mue adaptar el concepto de funcion
acotada a esta situacion. Se dice que una funti®l (Q) esesencialmente acotadsi esta
acotada casi por doquier €h es decir, existe alguW > 0 tal que|f(x)| < M para casi todo
x€ Q. En tal caso definimos supremo esenciate f por:

ess-sup =inf{M > 0:[f(X)| <M c.pt. xeQ} (2.19)

Observa que sf € /,(Q), entonces se verifica qué(x)| < ||| , para todox< Q por lo que
ess-supf) < || f|| . Esta desigualdad puede ser estricta. SeaR y f = Xg la funcion ca-
racteristica de los racionales. Es claro ¢¥g||, = 1 y como como dicha funcion es nula
casi por doquier se tiene que ess{dup= 0. También puede ocurrir que una funcién no esté
acotada pero si esté esencialmente acotada; por ejemfalacién definida porf (n) = n para
todoneN, y f(x) = 1 parax ¢ N, no esti acotada, pero su supremo esencial es igual a 1. El
siguiente resultado prueba que el infimo que aparec2.&§ s, de hecho, un minimo.

2.15 Proposicion. Sea f una funcion esencialmente acotad&erEntonces se verifica que
|f(X)| < ess-supf) para casi todo x Q.

Demostracion Por definicion de infimo, para cadaN existe 0< M < ess-supf ) + % tal que
[f(x)| <M c.p.t.xeQ, lo que implica que el conjuntd, = {xeQ : |f(x)| > ess-supf) + 1}

tiene medida nula. Coméxe Q : |f(x)| > ess-supf)} = U A, deducimos que el conjunto
n=1

{xeQ:|f(x)| > ess-supf)} es de medida nula, esto es qfiéx)| < ess-supf) para casi todo

Xe Q. O

Deducimos de lo dicho, que $ies una funcion esencialmente acotada, podemos modifi-
carla en un conjunto de medida cero de forma que se verifigug < ess-supf) para todo
xe Q.

Resulta evidente que $ies una funcion esencialmente acotadderualquier otra fun-
cién que sea igual & casi por doquier e también esta esencialmente acotad@eny sus
supremos esenciales coinciden. Representarém@®) el espacio de las funciones (clases de
equivalencia) esencialmente acotada€em definimos

ITf]ll, = ess—supf)  (felx(Q))

Observa que en esta definicion el simbfdipa la izquierda debe entenderse como una clase
de funciones de la cudl es un representante. Es conveniente mantener esta distiecire

la clase[f] y un representanté porque, como ya hemos visto(f]|| v || f||, (cuandof esta
acotada) no tienen por qué coincidir. Se comprueba factengue||[-]|| es una norma en
Le(Q).

2.16 Proposicion. El espacio normadolL.(Q), || ||_) es un espacio de Banach.

Demostracion Por claridad conviene distinguir entre clases y funcioSes, pues{F,} una
sucesion de Cauchy &n,(Q). Para cadac N seaF, = [f,]. El conjunto

U {xeQ: >Rl U  {x€Q:[fa(¥) — fm(X)| > [IFn—Full,}

neN (nm)eNxN
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es, por la proposicién anterior, unibn numerable de coagidé medida nula y, por tanto, es de
medida nula. Podemos, por tanto, modificar las funcidpdsmciéndolas igual a cero en dicho

conjunto, pues esta modificacion no afecta para nada a ka@qlesrepresentan. Supuesto que
esto ya esta hecho, tendremos que

O <Rl Y Fa(X¥) = fn(X)| < IFn—Fll,,  ¥x€Q, vm,neN

La primera desigualdad implica que las funcioriggstan acotadas, y la segunda §di¢} es

una sucesion de Cauchy ég(Q). Por tanto dicha sucesion converge uniformemente a una
funcion f € £,(Q) que sera medible. Sda= [f] € L.(Q) la clase que define dicha funcion.
Puesto quglF, — F|| < |/fn— f|| concluimos queF,} converge & enl«(Q). O

Dijimos al principio queQ c RN es un conjunto de medida positiva, en la practica el con-
junto Q suele ser un intervalo €R, o un abierto o un compacto @&i\. Conviene notar que
si Q; y Q, son conjuntos elRN que se diferencian en un conjunto de medida nula, entonces
los espacid_(Q;) y L(Q2) son idénticos. Cuando el conjunes un abierto disponemos de
resultados de aproximaciéon que son de gran utilidad. Réawpre unduncion escalonada
es una combinacion lineal de funciones caracteristicastde/alos acotados. Tales funciones
son un tipo particularmente sencillo fisciones simplesesto es, de funciones que son com-
binacién lineal de funciones caracteristicas de conjumtegibles. Las funciones escalonadas
cuyo soporte esta contenido ©@mson un subespacio vectorial Hg(Q).

2.17 Teorema. SeaQ abierto enRN y 1 < p < «. Entonces se verifica que el espacio de las
funciones escalonadas cuyo soporte esta contenidd endenso en(Q).

Considerando funciones escalonadas de intervalos coan®dr racionales, obtenemos,
como consecuencia facil de este teorema, que par® & « el espacio de Banaclhp(Q) es
separable

Otro resultado de aproximacion que se usa con frecuencibsaguente. Notaremos por
Coo(Q) el espacio de las funciones continuas de soporte compadiocgre tienen derivadas
parciales continuas de todo orden.

2.18 Teorema. SeaQ abierto enRN y 1 < p < «. Entonces se verifica que el espaci(@)
es denso enj(Q). En particular, Go(Q) es denso end(Q).

Seguidamente estudiaremos las relaciones de inclusidhayuentre los espacids,[0, 1]
y veremos que son opuestas a las que hay entre los espaciased®sed,. Los resultados
que siguen pueden generalizarse con facilidad para el easspécios p[a, b, dondea,beR
cona<b.

2.19 Proposicion.a) Paral < p < q < o« se verifica que 40,1] C Lp[0,1], y || f||p < || fllg
para toda fe Lg[0,1]. Ademas, sl < p < g < o, L4[0,1] es denso end[0,1].
b) Para p> 1 se verifica que | | Lg[0,1] S Lp[0,1].

p<gs

c) Para p> 1 se verifica que p[0,1] & [ Lg[0,1].
1<g<p
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Demostracion a) El casoq = « es claro, pues di € L,[0, 1], entoncesf (t)|P < H[f]Hz c.p.t.
xe [0,1], y por tantof € Lp[0,1] y || f|[p < ||[f]]|,- Ademas, la inclusiohe[0,1] C Lp[0,1] es

: . 1 , :
estricta, pues la funcion dada pfix) = Iog(;) para 0< x < 1, esta erip[0, 1] cualquiera sea
p > 1, pues la integral

400

j[log(%)] pdt _ [x: ﬂ _ 1f (Iogzu)pdu

es finita. Pero no esta &5,[0, 1], pues pard/ > 0 se tiene quét €0, 1] : [f(t)| > M} =]0,e M|
no es de medida nula.

Sea 1< p< <« yseaf ely0,1]. Recordemos la desigualdad de Holderr Sily
s> 1sontales que +1 =1, yueL[0,1], ve L[0, 1], entoncesive L1[0,1] y

. N VRN
jwawaﬂmss<jwaw> (jwaﬂﬁ
0 0 0

Aplicamos esta desigualdad tomande: |f[P,v=Xjgy,yr = % > 1. Conlo cuall = |f|%¢
L1[0,1], es decirucL,[0,1], y obtenemos

1

) :
juuwwx<<jumwm>
0

0

Por tanto,f € Lp[0,1], y || f[|p < || fllg-

Ladensidad diq[0, 1] enL [0, 1] para 1< p < g < , es consecuencia de que las funciones
continuasC[0, 1] son densas en todos los espacigi), 1] con p # .

b) Debemaos probar que la inclusion, consecuencia de lo visé punto anterior, es estricta.

Para ello consideremos la funcion dada pot) = x

X(logx)? 0.4 (¥) para 0< x < 1. Observa

gue es una funcién positiva. Tenemos que

OHMH—'
H
S
Il
—
3|,
— | P
—_
1 [
o [N
|
o
Q|
N

1
th(t)dt =) t(logt)?

Por tantoheL;]0,1]. Ahora, sip> 1

O — i

‘ 1 17
p = _ = = — | = -~ _ —
th(t) a tP(Iogt)ZPdt [X t} 2Itzlo(logt)zlodt e

. 1 . .
como se prueba facilmente recordando que la sglw diverge para tod@ sia < 1.
n>

Por tanto, para todp > 1,hP ¢ L4[0, 1], es decirh & L 5[0, 1]. Por tanto U L4[0,1] & L4[0,1].

1<g<e
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Ahora, sip > 1, deducimos que la funciég = h'/P verifica quegP = f € L4]0,1], es-
to es,ge€ Lp[0,1], pero sig > p entoncesy? = f9/P & 14]0,1], es decirg ¢ L4[0,1]. Luego
U Lql0,2] S Lp[0,1].

p<gse

L, 1 . .
¢) La funcion f(x) = NI para 0< x < 1, esta erl4[0,1] para todog < p, pero no esta en

Lp[0,1]. LuegoLp0,1] S () Lg[0,1]. O
1<a<p

Observa que el espadjO, 1] esta contenido en todos Ibg[0, 1] para 1< p < oy, ademas,
dicho espacio es denso kg[0, 1] para 1< p < o. Por tanto, para £ p < g < o, se verifica
quelq[0, 1] es un subespacio denso y no cerrada g6, 1].

Las relaciones que acabamos de obtener para los espaciebelgué [0, 1], permanece
validas con pequefios ajustes para espdcifes b], dondea,bc R cona < b, e incluso para
espacios de Lebesgug(Q) dondeQ es un abierto eRN de medida finita. Pero no son vélidas
cuandoQ es de medida infinita, de hecho, en tal caso, los espagi3) ni siquiera son
comparables. Para comprobarlo considerebyg®) donde 1< p < . La funcionf : R — R
dada para todg< R por

f L x S L
(x) = W ]o,%](x) +n;W(n))2/p nn+-1[(X)

esta erLp(R) y no esta erLq(R) parap # g. La razon es qué es la suma de dos funciones,
f= fX]Q%] + fXj2 1, Cada una de ellas esta Ep(R) pero, parap # g, una de ellas esta en

Lyq(R) y la otra no, por lo que su suma nunca estd iR ).

Veamos finalmente quie,[0, 1] no es separable. Debemos modificar el razonamiento que
hicimos para probar qu&(Q) no es separable cuan€es un conjunto infinito, para tener en
cuenta que los elementos dg[0, 1] no son funciones sino clases de funciones o, si se quiere,
funciones definidas casi por doquier.ASc [0, 1] representaremd¥a] el elemento dé..[0, 1]
determinado por la funci6Ka. Observa que 8 C [0, 1], entoncegXa] = [Xg] equivale a que
el conjunto(A\B) U (B\A) sea de medida cero. Para catiaN seal, =]717, ], observa que
los I, asi definidos son intervalos disjuntos de medida positigaa Bada conjunto no vacio
C C N, sea®c = [X_, c1,] €L»[0,1]. SiD C N es un conjunto no vacio @ # D entonces
|®c — Pp||,, = 1 porque hay algdn intervalg en el que una de ellas vale 1y la otra 0. Puesto
que la familia de funcione§®c : @ # C C N} no es numerable, deducimos dug0, 1] no es
separable, pues cualquier conjuri®, denso er.[0,1] deberia tener al menos un punto en
cada una de las bol& dc, %), y como dichas bolas son disjuntas dos a dos y son un conjunto
no numerable, se sigue qlieno es numerable.

Como puedes imaginar el razonamiento anterior puede leatarhién eri.(Q), pues
todo lo que se necesita es disponer de una familia humeraldalgtonjuntos d@ disjuntos
dos a dos y de medida positiva, algo bastante evidente stj@iplo,Q es un abierto eiRN.

2.7. Elteorema del punto fijo de Banach

Se trata de un resultado que pone de manifiesto la importded&a complitud y propor-
ciona un método, llamado método iterativo, para obtenercgmies aproximadas de muchos
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problemas, las cuales convergen a la solucion exacta.

2.20 Teorema.Sean(X,d) un espacio métrico completo y: X — X una aplicacion contrac-
tiva, es decir, existe un nimepocon0 < p < 1tal que

dTxTy) <pd(xy)  (xyeX)

Entonces se verifica que:

1. La ecuacion Tx= x tiene una Unica solucion@X (dicha solucion se llama upunto
fijo de T).

2. Dado e X, la sucesionuy} definida por w1 = T(uy) para todo n=0,1,2... con-
verge al Unico punto fijode T.

3. Paratodo reN se tienen las siguientes cotas de error:

n

1-p
d(Uny1,u) < led(UMl,Un) (2.21)

d(Uny1,u) < pd(un, )

d(un,u) < d(ug, uo) (2.20)

Demostracién Tenemos que

d(Unt1,Un) = d(Tth, Tth-1) < Pd(Un,Un-1) = pd(Tth-1,Un2) <
< P?d(Un-1,Un—2) < -+ < p"d(uy, Up)

Usando ahora la desigualdad triangular obtenemos

d(Um Un+m) g d(Um Un+1) + d(Un+17 Un+2) +--+ d(un+m—l7 Un+m) <

(pn+pn+l+...+pn+m—1)d u17u0 <%p> u17u0

n

/N

Como {p"} — 0, deducimos que la sucesidn,} es de Cauchy, por lo que converge a un
elementaue X. Comoun, 1 = Tu, Y, esta claro qué es continua, tomando limites obtenemos
queu = Tu. La solucion es Unica, puesBi = v se tiene que @, Vv) =d(Tu, Tv) < pd(u,v) lo
que, por ser & p < 1, implica que du,v) = 0, por lo queu = v.
En la desigualdad antes obtenida, fijamdoN y tomando limites em — o, deducimos

que

pn
1-p
Lo que pruebaq.20). Para obtener la siguiente cota de error ponemos

d(up,u) < d(ug,up)

d(Uny1,Unimi1) < d(Uny1,Ung2) +d(Uni2,Ung3) + -+ d(Unym, Unymea) <
<

(P+p?+-+pP™d(Un, Un+1)
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Fijandone N y tomando limites em — o, deducimos que
d(Uns1,U) < =—l(Un, Unya)
b 1_ p )
Lo que pruebad.2]). Finalmente

d(Unt1,u) =d(Twy, Tu) < pd(un, )

Las cotas de error dadas p@rZ0 pueden usarse al principio de un célculo para estimar el
namero de iteraciones necesarias para conseguir una detdenprecision, por eso se llaman
cotas de error a prioriLas cotas de error dadas p@rd1) pueden usarse en etapas intermedias
o al final del proceso y se llamatas de error a posterioriSuelen ser mas precisas que las
cotas de error a priori.

La siguiente es una bonita aplicacion del teorema. Una &gudel tipo

<p(s):)\fK(s,t)<p(t)dt+f(s) a<s<b

a

donde se supone qié: [a,b] x [a,b] - Ky f : [a,b] — K son funciones continuas conocidas,
AeK,A# 0,y enlaque laincégnita es la funcignse llama una&cuacion integral de Volterra
de segunda clase

2.21 Proposicion.Dadas funciones KC([a,b] x [a,b]) y f€CJ[a,b], se verifica que para todo
A # 0, la ecuacion integral de Volterra

®9) = [K(she)dt +f(s)  a<s<b (2.22)

a

tiene una solucion unic@eCla, b|.

Demostracion Definamos para > 0y parage Cla, b]
@lla = max{|@(t)| e a<t<b}

Es inmediato comprobar que||« €s una norma e@la,b]. Ademés, como para<t < bes
e M < e % tenemos quéq|q < e %¢||_ . Pero también

o], = max{|(t)| e e : a<t<b} < [|glamax{e": a<t<b}=e"|¢]q

Por tanto||-||« €S una norma equivalente a la norma uniforme y, en consdeyesacompleta.

Consideremos la aplicaciéh : (C[a,b),|-|a) — (C[a,b],|]la) definida para todape
Cla,b] por

[Tel(s) ZAfK(S,t)cp(t)dt +f(s) a<s<b

a
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las hipdtesis hechas garantizan duges una funcion continua €a, b]. Si probamos qué es
una aplicacién contractiva, el teorema del punto fijo de Bangarantiza la existencia de un
anico punto fijo pard que, evidentemente, es solucion de la ecuacion de Vol223 (Para
¢, W eCla,b], tenemos para todee [a, b|:

[Tl(s) — [Twl(9) e < e | [|K(st)]|g(t) —w(t) dt <
<K, [lot) — w(t) e e dt <

S
<& DK Jlo— o [ e dt <
a

_ ens
<K, 0 blla— =
a a
Deduc MK,
educimos qugTe— TY||q < THQ)_ Y|la. Por lo que basta tomar> 0 de forma que
AlIK
M < 1 para conseguir que la aplicacidrsea contractiva. O

Bibliografia. A los textos citados en el primer capituls},[[12],[4], [1], [10], y [ 7], cabe afiadir
el de Balmohan V. Limaye], y el de Harkrishan L. Vasudeva 3], ambos con buenas colec-
ciones de ejercicios resueltos. Asi mismo, los apuntes &ay& [L1] son muy recomendables.

2.8. Ejercicios

20. Prueba que parec ¢g se verifica quefx|| = max{|x(n)| : ne N}.

21. Estudia cuando se da la igualdad en la desigualdad déG&aetwarz.

22. Se 1< p < qprueba que para todos KN se verifica quéix||q < [[X||p < N(Tln’é) (1Xllg-

23. Searp,g,r numeros reales positivos tales q?u& %Jr (—1] Prueba que

T

<§1|x(n)y(n)|’> < |Xllplyllg  (xefp,yely)

Sugerencia. Basta aplicar una vez la desigualdad de Hélder.

24. Supongamos que= ¢, para algunp > 1. Prueba qu% Enﬂxup =X,
— 00

25. Prueba que es un subespacio cerrado e
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26. Prueba que para todae ¢y la seriez x(n) e, converge incondicionalmente. ¢Es dicha
n>1
serie absolutamente convergente?

27. Notando por gla sucesion constante igual a 1, prueba fgye1 : neN} es una base de
Schauder de.

28. Sea{pn} una sucesion de nimeros positivo§g(n)} una sucesion de nimeros natura-
les. Sea
a(n)

X»=pn ) &  (neEN)
1

donde{e,} es la sucesion de los vectores unidad. Calcula la norme éa ¢, para
l1<p<go.

29. Daun ejemplo de una sucesip }:

a) Que converja a cero &f, pero no esté acotada énni en/,.
b) Que converja a cero e pero no esté acotada én
c) Que converja ergy con limite no nulo pero no converja én

30. Se considera efy, el conjunto

a) Prueba qud es cerrado.

1 . . . .
b) Seaa= {14— ﬁ} €. Prueba que digh, A) = 1 pero dicha distancia no se alcan-

neN
Za.

31. a) Prueba que el conjun®= {xecy: [x(n)| < 1V¥neN} es abierto emp.
b) ¢ Es abierto ef, el conjuntoP = {X& /s : [x(N)| < 1¥YneN}?

32. Sea{a,} una sucesion de numeros positivos ¥ p < c. Prueba que el conjunto:
P={xelp:|x(n)| <a, VneN}

a) Es abierto e, si, y solo si, infa, : neN} > 0.
b) Esta acotado ef}, si, y s6lo si{an} € (p.

33. Seae /.. Prueba que digt,co) = limsup{|xn|}.

1 P
34. Prueba que el espaci|—1,1],R) con la normd| f ||, = <I|f(t)|pdt> dondep>1
~1
no es completo.

35. Estudia si el conjunto de las funciones polindmicas emde o abierto en el espacio
Cl=1,1L11,)-
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36. Considerando eN la topologia discreta, justifica qugy = Coo(N), co = Co(N) y le =
Co(N).

37. Prueba que el conjunto de todas las funciones lipclaside[0, 1] enK con la norma

(9~ f(0)

1111 =110+ supf FE=

:s,te[O,l],s;«ét}

es un espacio de Banach.

38. Representaremos p6t[a,b] el espacio de las funciones reales con primera derivada
continua erja, b.
a) Prueba quéC'[a,b], || ||,,) no es completo.

b) Paraf € C[a, b] definimos
I = 1, + 11,
Prueba que con dicha norr@aja, b] es un espacio de Banach separable.
39. En/, se define una norma por

< [X(n)|
2n

Xl =
n=1

Estudia s, con dicha norma es un espacio de Banach.
40. Sedx el espacio de las sucesiones cuya serie es convergente:

S = {XEKN: >

X(n) es convergent
n>1

Paraxe S definamog|x|| = sup{ i X(K)| : neN}. Prueba qués;, || ||) es un espacio
de Banach. =
41. Para cadacN seanf, y g, las funciones definidas para totle [0, 1] por:
fot) =t"—t"1 gn(t) =t"—t"

Estudia la convergencia de las sucesiofigg y {gn} en los espacio€[0,1] y L[0,1]
(1< p<o).

42. Supongamos quies L,[0,1]. Prueba qu%ﬁﬁnﬂ fllo =[]l

.

43. Supongamos quedL < 1/(v/5—1)/2. Prueba que la ecuacion

L
f()— [ /14 (x—y)?cog f(y))dy =ser(&) (x<[0,L))
0

tiene una solucion unicae C([0,L],R).



Capitulo 3

Operadores y funcionales lineales continuos

Cuando una ecuacion integral o diferencial se estudia ddguanto de vista del Analisis
Funcional dicha ecuacion se interpreta como gperador que transforma funciones de un
espacio en funciones de otro, o del mismo, espacio. De estafee centra la atencion en
los aspectos estructurales del problema y en los espacimdmifies que intervienen. En este
curso tales espacios de funciones seran espacios normémoeperadoresentre ellos seran
aplicaciones lineales.

En la teoria de espacios normados los homomorfismos entreiespectoriales se llaman
aplicaciones lineale tambiéroperadores linealese incluso, simplementeperadores Las
aplicaciones lineales de un espacio normado en su cuerpaédiamariuncionales lineales
Naturalmente, interesan aquellos operadores que se ctampmen, no solo desde el punto
de vista algebraico (eso significa que son lineales), simbittn topoldgico, esto es, que sean
continuos. En este capitulo estudiaremos algunas prajgedssicas de los mismos. Para cada
operador lineal continuo de un espacio normden otroY, definiremos su normaorma de
operadoresaparecerd asi el espacio normadX,Y) de los operadores lineales continuos de
X enY. En el caso particular en qie= K sea el cuerpo base, el espacio horma@®, K)
se llamadual topol6gicode X. En la teoria de espacios normados es de gran importancia
representarde forma concreta los duales topoldgicos de los espaciosautms clasicos vistos
en el capitulo anterior, y a ello se dedica buena parte deagtailo.

3.1. Operadores lineales continuos

Como quizas ya sepas, y lo veremos después, las aplicadineakes que parten de un
espacio normado de dimension finita son continuas, pero@senme por qué ser cierto para
aplicaciones lineales definidas en espacios hormados amsgiém infinita.

3.1 Ejemplo. Sea¢ : coo — K definida para toda < cqg por

00

00 = 3 x(K)

K=1
Observa que dicha suma es finita por lo que la aplicagiésta bien definida y es claramente

. . . ., 170
lineal. Siconsideramos exg la sucesio{x, } dondexnzﬁ Z &, tenemos quéXa|| :Fl] -0,
K=1

mientras quep(x,) = 1 que no converge §(0) = 0, por lo (iuerp no es continua. ¢

35
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El siguiente resultados proporciona varias caracteopa&s de la continuidad de una apli-
cacion lineal entre espacios normados.

3.2 Proposicién. Sean X e Y espacios normados sdlrg T : X — Y una aplicacion lineal.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. Existe un nimero Nt O tal que||TX| < M||x|| para todo » X.
2. T es una aplicacion lipchiciana, es decir, existe un naniée> 0 tal que

[TX=Ty| <M[x=y| (xyeX)

T es uniformemente continua en X.
T es continua.
T es continua ef.

Laimagen por T de todo conjunto acotado en X es un conjwttado en'Y .

N o M w

Laimagen por T de la bola unidad cerrada de X es un conjuntdealo en'Y .

Demostracion Las implicaciones J1= 2) = 3) = 4) = 5) son inmediatas.

5) = 6). Si existe un conjunto acotadd C X tal queT (M) C Y no esta acotado, entonces para
cadane N existex, € M tal que|| Tx,|| > n para todme N. Pero entonces la sucesi¢# } — 0
y [IT (%2)|| > 1, por lo queT no es continua en 0.

6) = 7). Evidente.
7) = 1). Por hipétesis, existi®l > 0 tal que para todge X con||x|| < 1 se verifica| T x|| < M.
X
()
[1X]
Debido a lo dicho en el punt8), a los operadores lineales continuos se les llama también
operadores lineales acotado®bserva que ef) y 2) estamos representando igual las normas

enX y enY, ademas, cuando se trata de operadores lineales, la costesibscribiT x en
lugar deT (x).

Por tanto, ske X, x# 0, se verific% < M lo que implica qué|TX| < M|x||. O

3.1.1. Norma de operadores. El espacio(X,Y)

Dados dos espacios normad® Y sobre el mismo cuerpo, representaremosLger,Y')
el espacio vectorial de todos los operadores lineales ymos deX enY. Representaremos
porL(X) el espacid-(X, X).

3.3 Proposicion. Sean X e Y espacios normados.
1. Laaplicacion T— ||T|| definida por:
ITIh=sup{lITx|: Xl <1}  (TeL(X,)Y))

es una norma en(X,Y). Dicha norma se llamaorma de operadores
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2. Se verifican las siguientes igualdades:
[T =sup{[[Tx] : lIXI] = 1} = sup{[[Tx]| : Ix|| <1} =
= sup{ HH ”H xeX, X # 0} =min{M >0 :||TX| < M||x|| ¥xeX}
En particular, para todo x X se verifica la desigualdaffT x|| < || T|/[[x|, y [|T| es la
minima constante que verifica una desigualdad de ese tipo.

3. La convergencia de una sucesion de operadores linefilgs, en L(X,Y) equivale a la
convergencia uniforme de dicha sucesién en todo subcanpgttado de X.

4. SielespacioY es de Banach entonces$,Y) también es de Banach.
5. Si Z es otro espacio normado£L(X,Y)y SeL(Y,Z), se verifica que
[Se T < ISl

Demostracién Recuerda quéy representa la esfera uniddg la bola unidad cerradalyx
la bola unidad abierta de.

1) Si||T|| = 0 entonces para todoc S¢ se tiene qud u= 0y, como todo vectoxe X puede
escribirse en la forma= ||x||u conue S, se sigue qué& x= 0 para todoxe X, esto esI = 0.
ParaS T €L(X,Y) y para todaxe By se tiene que

1(S+T)x]| = [ISx+Tx| < [ISK|+ I < IS]| + [T

Por la definicién de supremo, concluimos qi&+ T|| < ||S||+ || T||. ParaA €K, A # 0, y para
todoxe By, se tiene que

AT = [ATX] = AT < [A[IT]]

por lo que|[AT|| < [A||[T|. Si ahora en esta desigualdad sustituimhasor + y T por AT,
tenemos que(T|| = [|x(AT)|| < /|[AT| y, por tanto, || T|| < [|AT||. Obtenemos asi que
AT || = |A|||T||. lgualdad que es evidente pava- 0.

2) Seaa = sup{||Tu| : |Ju]| = 1}. Claramentex < ||T||. Como
X
0#xeBx = HT <W> H <a = [|[TY <a|lx|<a = ||Tx|<a

deducimos qugT || < a. Por tanto||T|| = a.
Seaf3 = sup{||Tx| : |x|| < 1}. Claramentd < || T||. Sea 0< p < 1, como

Xl <1 = [px] <1 = [T(EII<B = [TX <=

deducimos que para togo=]0, 1] se verifica)| T || < %B, por lo que||T|| < B. Portantd|T| =

Como{||Tul|: |Jul|=1} :{ HIEITH XEX, X # O} tenemog|T|| —sup{ “HT’ﬁ“ XEX, X # 0} y que
un nameradM > 0 sea un mayorante de este Ultimo conjunto significalludl < M||x|| para

todoxe X. Por tanto, la Gltima igualdad es consecuencia directa defiaicion de supremo.
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3) La convergencia de una sucesioh} — T en la norma de operadores significa exactamente
que suf || Toxx—TX|| : xeBx } — 0, es decir, es la convergencia uniforme de dicha sucesion en
Bx. Claro esta que si esto sucede, entonces también hay cengirginiforme en toda bola
B(0,p), pues sup||Tox—Tx| : ||x]| < p} = psup{||Tax—Tx| : xeBx}, y por tanto en todo
conjunto acotado.

4) Sea{T,} una sucesion de Cauchy B(X,Y). Puesto que para todas X se verifica que
([ ToX = TeX|| < [[Tn — T ||

la sucesion{T,x} es de Cauchy e¥, y por la complitud dé&/, converge. Podemos definir una
aplicacionT : X — Y porTx=lim{T,x} para todoke X. La aplicacionT asi definida es lineal.
Dadog > 0, existirdnp € N tal que parar > ng y m > ng se verifica qué|T, — Ty|| < €y, por
tanto, para todac X se tiene que

[ToX = Tox[| < I Ta =Tl IX]] <elIX][ (N, M= o, x€ X)
En esta desigualdad fijamas> ng y x€ X y tomamos limite em para obtener que
lim || Tox— ToX|| = || Tax— T X|| < €[|X||
m—o

desigualdad que es valida para todeX con tal quen > ng. Deducimos que panma> ny €s
|Ta—T|| <€, como ademd¥ =T,— (T,—T)€L(X,Y), hemos probado qugl,} converge a
T enL(X,Y).

5) En las hipotesis hechas tenemos que
[(SeT)X| = ST < [ISITX < [SHITHIXI = [[SeTI <SIITI  (3.2)

]
La norma de un operador tiene una sencilla interpretaci@meggica,||T|| es el radio de la

mas pequefia bola cerrada centrada en 0 que contie(igxa.

El espacioL(X,Y) lo consideraremos siempre como un espacio normado con la noa
de operadores Observa que dicha norma depende de las normas que tengamxog en Y.

En este curso es fundamental que aprendas a trabajar con la nma de operadores,
para ello es esencial que pongas cada norma en donde correada y eso no lo podras
hacer si no eres cuidadoso con la notacionCon un ejemplo entenderas mejor lo que quiero
decir. ¢Cuantas normas hay en la expres®m)? Piénsalo antes de responder, porque hay
muchas:

e Elvector(SoT)x= §Tx)€Z, por tanto su horma es la norma que hayen

SeL(Y,Z), por tanto||S| es la norma de operadoreslefy,Z).

TeL(X,Y), por tanto||T|| es la norma de operadoreslefX,Y).

e ElvectorTxeY, por tanto su horma es la norma que hayen

El vectorxe X, por tanto su norma es la norma que hayen

SoT €L(X,Z), por tanto su norma es la norma de operadords(EnZ).
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En la teoria todas las normas las notamos igual ¢ te imagir@sriplicado y tedioso que
seria representar con un simbolo diferente cada norma®gepain ejercicio en el que tengas
gue trabajar con espacios concretja espacio tiene su propia horma y tienes que estar
muy atento para saber qué norma corresponde poner en cada aasPor eso también es
fundamental que distingas entre una aplicacion y sus \&lsigara tiT x significa lo mismo
queT, entonces vas muy mal porqli€ || tiene un significado YT x| otro muy diferente.

Ya sé, estaras pensando ¢como se calcula la norma de unapeviats adelante, en este
mismo capitulo, veremos cédmo se calculan las normas de@duncionales lineales, y en
los ejercicios de este capitulo y de capitulos siguientgsgmnen algunos casos sencillos de
operadores para que calcules su norma. Pero, en genera facilealcular la norma de un
operador lineall. Ni falta que hace si solamente quieres estudiar su contatjigues para
ello lo que tienes que hacer es encontrar alguna condthnted tal que||Tx| < M||x|| para
todoxe X. Si pruebas una desigualdad como esa ya sabe§ gaeontinuo y, por tanto, tiene
su normayy, si quieres, puedes escribir, aunque no conozeas™®a,||TX|| < ||T|/|[X|| y sabes
gue esa acotacion es optima.

Una aplicacionT € L(X,Y) que es biyectiva y cuya inversa es continua diremos que es un
isomorfismo topolédgico Si una tal aplicacion existe se dice gée Y sontopolégicamente
isomorfos. Puesto que los isomorfismos topolégicos conservan lasisnes de Cauchy vy,
por supuesto, las sucesiones convergentes, conservamjiéitcol. Una aplicaciom € L(X,Y)
que es biyectiva y conserva las normas, estd Esg|| = ||X|| para todox e X, diremos que es
un isomorfismo isométrico Cuando una tal aplicacion existe se dice queY sonisomé-
tricamente isomorfos Dos espacios normados isométricamente isomorfos tefay@nismas
propiedades como espacios hormados, por lo que son imigilas en cuanto a su estructu-
ra de espacios normados. Es decir, un isomorfismo isométsida identificacion total entre
espacios normados. Escribirem¢s Y para indicar qu& eY son isométricamente isomorfos.

Diremos que un operador linell: X — Y de un espacio normadoen un espacio normado
Y estaacotado inferiormentesi existem > 0 tal que||Tx|| > m||x|| para todoxe X.

3.4 Proposicion. Sean X e Y espacios normados g [(X,Y). Supongamos que T esta aco-
tado inferiormente. Entonces T es un isomorfismo topolddgc sobre TX) y, por tanto, si
X es completo también(X) es completo.

Demostracion Por hipétesis existen > 0 tal que|| T x|| > m||x|| para todaxe X. Puesto qu&
es una biyeccion lineal dé sobreT (X), la aplicacionT 1 : T(X) — X esta definida y, claro
est4, es lineal. Por hipétesis, para toddT (X), se verifica quéi T (T~1(y))|| = m||T~1(y)|, es

: 1 , , ,
decir | T~ 1(y)|| < a||y\|, lo que prueba qu& ! es continua y, por tantd, es un isomorfismo
topoldgico deX sobreT (X). O

3.5 Proposicion. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach, M un sulzedpac
X'y TeL(M,Y). Entonces existe una unidac Lin(M,Y) que es una extension de T. Ademas
ITI|=|IT||ysiT esisométrica tambiéh es isométrica.

Demostracién Para todos,y< M tenemos quéiTx— Tyl| < || T||[x— ||, lo que implica que
T transforma sucesiones de CauchyMien sucesiones de Cauchy¥nDadox< M, existira
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una sucesiofx,} conx, € M para todmeN, tal que{xn} — X, por tanto la sucesiofiT x,} es
de Cauchy elY y, por la complitud de&/, converge. Definimoi(x) =Iim{Tx,}. Es inmediato
comprobar que esta definicion no depende de la sucdsignque converge &, porque Si
{yn} es otra sucesion de puntos Bleque converge & entonces{X, —Yyn} — 0 por lo que
{Tx,—Tyn} — 0, esto es, [iMTx,} = lim{Ty,}. Por tantoT : M — Y est4 bien definida. Es
evidente que‘f(m) = T(m) para todome M y queT es lineal. Ademas, es continua pues si
XeMy {X,} es una sucesién de puntos Meque converge & como ||TX,|| < || T||[|X], se
deduce que N

ITX| = 1im || Txal| < lim[| T [xall = | TI]]X]

LuegoT €L(M,Y)y, ademas||T|| < ||T| pero, es claro que, al s€runa extension d&, debe

ser|[T{| < |[T|, por lo que||T|| = |[T|.
La unicidad de la extensién es evidente, pues dos aplisicontinuas que coinciden en
un conjunto denso son iguales. También es claro qlieesiisométrica también lo ds O

3.2. Dual de un espacio normado

Recuerda que el espacio de todos los funcionales lineafesmas lineales, sobre un es-
pacio vectoriaX se llama eblual algebraicode X y suele representarse péf. Una evidencia
gue conviene no olvidar es que toda forma lineal no nula eggettiva.

3.2.1. Hiperplanosy formas lineales

Vamos a ver que cada forma lineal determina un hiperplanmognia su vez, cada hiper-
plano determina de forma Unica, salvo por un factor de popaalidad, una forma lineal.
Conviene precisar la definicion de hiperplano. Un hipempleines un subespacio vectorial
maximal deX, es decir,H es un subespacio vectoripfopio de X, y siV es un subespacio
vectorial deX tal queH C V C X, entonce#d =V 0 X =V. Otra definicién equivalente es que
un hiperplano es un subespacio vectorial de codimension 1.

Si f € X* es una forma lineal no nula, entonces su ndcleq,fkees un hiperplano, pues
X /ker(f) es isomorfo & por lo que keff) tiene codimension 1. Cualquier otra forma lineal
de la formag = A f con A # 0 verifica que keg) = ker(f) y ambas formas lineales determi-
nan el mismo hiperplano. También es cierta la afirmaciérpreca, es decir, si,ge X! son
formas lineales no nulas con el mismo nucleo, entorices\g para algin\ e K. Pues toman-
doue X tal queg(u) = 1, para todoxe X se verifica quex— g(x)u € ker(g) = ker(f), luego
f(x—g(x)u) =0, es decirf (x) = f(u)g(x) y basta tomak = f(u) # 0. Por tantoformas linea-
les con igual nucleo son proporcionaleshora, siH es un hiperplano ye X\H, se verifica
gue cada vectare X puede escribirse de manera Unica comoh+AuconheH y A€k, es
decirX = H @ Ku. La aplicacionf : X — K definida porf(x) = f(h+Au) = A es una forma
lineal cuyo nucleo eHl.

Una propiedad no evidente de las formas lineales es que $iocacignes abiertas. Sea
feXt, f#£0,ysed) C X abierto. Seage f(U), Ao = f(X) conxocU y seaB(xo,r) C U.
Seaue X con f(u) =1yAeK tal quelA —Ag| < HrTH Entoncesxy + (A — Ao)ue B(xo,r) ¥y
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f (Xo+ (A —Ao)u) = A. Hemos probado qu%)\eK: A —Ao| < H_LH} c f(B(xo,r)) C f(U),
por lo quef (U) es abierto.

CuandoX es un espacio normado solifeel espacid_(X,K) de todos los funcionales li-
nealescontinuossobreX se llama eHual topolégicode X y se representa p&t*. En adelante,
como no habra lugar a confusion, nos referiremds @aomo elespacio dualo, simplemente,
el dual del espacio normad$. La norma de operadores &t se llamanorma dual de la
norma deX. Observa qu&* es siempre un espacio de Banach.

Un ejercicio que debes hacer en este momento es partieuldiproposicior.3 para el
caso en qu¥ = K. Ten en cuenta que en el cuerpo bd&§ela norma siempre es el médulo o
el valor absoluto, por lo que $ie X* esté prohibido escribir || f (x)|| y debes escribir| f (x)|;
claro esta,f tiene su normal| f||. Repito, una vez mas, lo importante que es distinguir entre
una aplicacion y los valores que toma.

Todo funcionalf € X*, f # 0, determina un hiperplancerradg su nucleo. El reciproco
también es cierto, como se pone de manifiesto en el siguiesuado que incluye informacion
adicional.

3.6 Proposicion. Sea M un hiperplano cerrado y sea&WX\ M. Entonces existe gX* verifi-
cando queker(g) =M, ||g|| = 1y g(u) = dist(u,M).

Demostracion Segp = dist(u,M). ComoM es cerradop > 0. Tenemos qu¥ = M & Ku. Para
cadax = m+ Au conme M, definimosg(m+ Au) = Ap, la aplicaciéng : X — K asi definida,
es lineal y kefg) = M. Veamos que es continua

|g(m+Au)| = |A|p = |A|dist(u,M) = dist(Au,M) < |[m+Aul|

Luegog es continua Yjg|| < 1. Ahora, para todme M se tiene que

p=g(m-+u) < gl m- u = [m-+u| > 15 = distuM) =p> 7 = o] > 1
Luego||g|| = 1. Observa también qugu) = dist(u,M). ]

SiH es un hiperplano, comd c H ¢ X y H es un subespacio vectorial, debe ocurrir que o
bienH =H, es decirH es cerrado, o bieH = X, es deciH es denso. Luegdodo hiperplano
de un espacio normadoX o es cerrado 0 es denso ex.

Veamos que sf : X — K es una forma lineal no continua entonces(k¢tes denso. En
efecto, comd no es continua, no puede estar acotadBygrpor lo que dadac K debe existir
X € By tal que|f(x)| > |, pero entonces el vector= % verifica que||ul| <1y f(u) =z
Hemos probado qué(Ux) = K dondeUyx es la bola abierta unidad d& Deducimos que
f(B(x,r)) = f(x+rUx) = f(x) +rK =K. Por tantoB(x,r) Nker(f) # @, lo que prueba que
ker(f) es denso. Deducimos quea forma lineal no nula es continua si, y s6lo si, su nucleo
es un hiperplano cerrado

De hecho, hemos probado quefses una forma lineal no continua entonces la imagen
por f de toda bola de radio positivo es la totalidad del cuerpo.l&seonsecuenciai una
forma lineal f esta acotada en alguna bola de radio positivo, o si su parteabRef esta
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mayorada o minorada en alguna bola de radio positivo, entores dicha forma lineal es
continua.

Por comodidad de referencia, recogemos estos resultadasigmiiente proposicion.

3.7 Proposicién. Sea X un espacio normado ¥ X* una forma lineal no nula. Entonces
a) f es abierta.
Es continua si, y s6lo si, se cumple alguna de las dos condisiequivalentes:
b) El nlicleo es cerrado.

c) En alguna bola de radio positivo f esta acotadRef esta mayorada o minorada.

Un hiperplano afin, V, en un espacio vectorial es un trasladado de un hiperplano, es
decir, es una variedad afin de la forMa= a+H dondeH es un hiperplano. Si € X? es tal
queH =ker(f),y f(a) =a, se tiene qu¥ =a+H = {xe X : f(x) = a}. Reciprocamente, un
conjunto de la form& = {xeX: f(x) = a} dondef eX! f#£0,yaek, es un hiperplano,
pues saeV se tiene que

xeV & f(x) = f(a) & f(x—a) =0& x—acker(f) < xea+ker(f)

luegoV = a+ker(f). En el caso de un espacio normado, es claro que un hiperpfamo a
V = {xeX: f(x) =a} es cerrado si, y solo sf,e X*.

El resultado siguiente generaliza la conocida férmula quiadlistancia de un punto a un
plano en la geometria euclidea.

3.8 Proposicion.Sea X un espacio normado y seaH{xe X : f(x) = a}, donde e X*, f #£0
y a €K, un hiperplano cerrado. Dado¢ H se tiene que
_1f@—aqaj

dist(z,H) = = (3.2)

Demostracion Seaxp € H, con lo queH = Xo+ker(f) y u=z—xo ¢ ker(f). La proposicién
3.6, conM = ker(f) y u= z—xp, nos proporciona un funcional linegk X* tal que||g|| = 1,
g(u) = dist(u,M) y ker(g) = M. Esta ultima condicién implica qug= A f por lo queg(u) =
Af(u), esto es, digu,M) = Af(u), pero también % ||g|| = |A|||f|| y deducimos que

dist(u,M) = [A[| f(u)| =

Finalmente, basta observar que @isM) = dist(z— Xp,M) = dist(z,xo + M) = dist(zH) y
f(u) = f(z—xo) = f(2) — Q. O

Todo espacio vectorial complej, también es un espacio vectorial real, al que para dis-
tinguirlo notaremosXg, y llamaremosespacio vectorial real subyacenta X, sin mas que
restringir aR x X el producto por escalares que tenemos definid@ enX. Es decirXg es el
mismo espacio vectoriad en el que “olvidamos” el producto por escalares complejoss/ n
guedamos solamente con el producto por escalares reakigueinte resultado establece una
relacion entre los duales respectivos.
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3.9 Proposicion. Sea X un espacio vectorial complejo.

a) La aplicacion® : X! — (Xg)* dada por®(f) = Ref es una biyeccioR-lineal de X
sobre(Xg)f cuya inversa viene dada para todac (Xg)* por @=1(¢)(x) = ¢(x) —i¢(ix) para
todo xe X.

b) Si X es un espacio normado la aplicacidn X* — (Xg)* dada por®(f) = Ref es una
biyeccionR-lineal isométrica de X sobre(Xg)*

Demostracion a) Observa que sf € X?, la aplicacion Ré : x — Ref(x) esR-lineal, por lo
que Ref € (Xg)®. Por tanto la aplicacio esta bien definida y es clarameridineal. Hay
que probar que es una biyeccion.dgif) = Ref = 0, entonces para todoc X se tiene que
Ref(ix) = Re(if (x)) = —Im f(x) = 0, y por tantof(x) = Ref(x) +ilm f(x) = 0 para todo
x€ X, es decirf = 0. Por tantad es inyectiva. Dada € (Xg)*, definimosf (x) = ¢ (x) —i¢(ix)
para todoe X. Es claro que esR-lineal. Y comof (ix) = ¢ (ix) —ip(—x) =i(d(X) —id(ix)) =
if (x), se deduce facilmente qué,es C-lineal. Evidentement&d(f) = ¢, por lo que®d es
sobreyectiva.

b) Si f € X* la desigualdadRef (x)| < |f(x)| < | f[|[|x]|, implica que Ré € (Xg)* y [[Ref|| <
|| f]|. Si f(x) # 0, podemos escribirf (x)| = uf(x) conucCy |u| = 1 (u= e '® donded es un
argumento dd (x)), comof esC-lineal,uf(x) = f(ux), con lo cual tenemos que

[ (0] = f(ux) = Ref(ux) = [Ref (ux)| < [[Ref]|[jux]| = [[Ref]|||x]

En consecuencig f|| < ||Ref||, y concluimos qud|Ref| = ||f||, lo que prueba que es
isomeétrica.

Dadad € (Xr)*, definimosf (x) = ¢ (x) —ip(ix) para todoxe X, dicha aplicacion es eviden-
temente continua y, por lo visto en el punto anterio€dmeal, por lo quef € X*, y ®(f) = ¢,
por lo qued es una biyeccion d¥* sobre(Xg)*. |

Por tanto,un funcional C-lineal esta4 determinado de manera Unica por su parte real
qgue es un funcionalR-lineal, dicho de otra forma, los funcional&slineales son las partes
reales de los funcionalés-lineales y, para funcionales lineales continuos, un fumali lineal
y su parte real tienen igual norma.

Si X es un espacio vectorial complejo los hiperplanos afines egpeicio real subyacente
Xg son las variedades afines de la forfma X : Ref(x) = a} dondef e Xy acR.

3.2.2. Duales de espacios de sucesiones

3.10 Proposicion.Sean p> 1y g > 1 tales que%) +
el funcional lineal definido por:

¢ = 1. Para cada ye (g seady : £, — K

00

(Py)(x) = > x(ny(n)  (xEp) 3.3)

n=1

Se verifica entonces quey € ¢, [|Py|| = [|y|lq, ¥ la aplicacion® : £q — £, que a cada ¥ (4
hace corresponde®y € ¢/, definido por 8.3) es un isomorfismo isometrico.
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Demostracion.Seay < (g, fijo en lo que sigue y, para evitar trivialidadgs# 0. Por la desigual-
dad de HolderZ.7) tenemos(®y)(x)| < ||xyl|1 < [|Yl/q]|X/|p de donde se sigue quey esta bien
definida (la serie converge), es claramente line@l £}, con || Dyl < [|y]q-

Para cada € K definamos

SgnA) = % si A#0, sgn0)=

Observa que siempre se verificagnA) = |A|.

Definamosx e KN por x(n) = sgr(y(n))|y(n)|%P para todon e N. Tenemos entonces que
Ix(n)[P = |y(n)|9, por lo quex€ £y |IX||p = |lylld- Tenemos que

o)

:ix(n)y(rn:zsgmy<n>>y<n>|y<n>|w:z ()[¥/P+1 = z|y )17= [yl

n=1 n=1

- X
Definiendoz = ——, tenemos quéz||, =1y

X[

(DY) (2) = IIvllg _ Iyl

_ _ |q a/p _
Xl pyya®

=yl = [I¥llq

Luego||®y|| = |ly|lq- Observa que, de hecho, hemos probado que

[®y[| = max{|(®y)(X)| : [IX][p =1}
es decir, que el funcion@y alcanza su norma

Queda ver queb es sobreyectiva. Dadp € ¢, definamosze KN por z(n) = ¢(en) para

todone N. Como¢ es continua, se tiene qug(x)| < ||¢||||x||p para todaxe ¢p. En particular,
N

paraxy = Z sgn(z(k))|z(k)|%P e se tiene que
K=1

N N N Tl)
)= S 1ZK)[FYP =5 27 < [[o]l[Ixllp = [19]] (Z |z(k)|q>
k=1 k=1 K=1

Deducimos que para todd< N se verifica que

A
(k;\z<k>rQ> <ol

por tanto,z€ ¢4 por lo quedze ¢;. Como para todoe N es(®z)(e,) = z(n) = ¢(€n), resulta
gue las formas lineales continudz y ¢ coinciden ercyg y, como dicho subespacio es denso
en/p, concluimos que ambas formas lineales son iguales, esteres . Queda probado asi
gued es un isomorfismo isométrico. O

Larelacion de dualidad entfg y /q se expreséd, = £}, Observa que hay una simetria total,
por lo que tambiérp, = £5.

Seguidamente nos ocupamos del cpsol, g = oo.
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3.11 Proposicion. Para cada e /., sea®y : /1 — K el funcional lineal definido por:
(Py)(x) = > x(ny(n)  (x€l1) (3.4)

Se verifica entonces quey < /7, ||Py|| = |ly]|,. ¥ la aplicacion® : /., — ¢] que a cada ¥ /e
hace correspondey  ¢; definido por 8.4) es un isomorfismo isométrico.

Demostracion La desigualdad2.9) nos dice que la serie e.@) converge y|(®Py)(x)| <
VIl IIX|[2. Por tanto, la aplicaciém®y esta bien definida, es claramente linegisy|| < [|y|| .
Como paratodacN es(®Py)(e,) = y(n), deducimos quedy|| = |ly|| . Por tanto, la aplicacion
®: /., — (7 es unaisometria lineal. Queda ver que es sobreyectiva.

Para ello, seq € (3, y para cadae N seaz(n) = ¢(e,), la sucesionz= {z(n)}, . asi defi-
nida verifica quéz(n)| < ||¢|| para todne€N, por lo queze .. El correspondiente funcional,
®z, es tal quedz)(e,) = z(n) = ¢ (en) para todane N. Por tanto ambos funcionales coinciden
encyp Y, COMO este espacio es densolgrpor continuidad, coinciden ef, es decirhp = ®z,
lo que prueba que es sobreyectiva y, es por tanto un isomorfismo isométrico. O

Veamos lo que sucede con el caso que qupdac y g = 1. Definamos igual que antes
Y/, — ¢% enlaforma

00

(WY)(¥) = > x(My(n)  (XELw, yeL1)

n=1

La desigualdad2.9) implica que la serie converge|{¥y)(x)| < [|y|[1[|x]|,- LuegoWye £, y
|Wy[| < |lyll1. Tomandaxe (o tal quex(k)y(k) = |y(k)| para toddke N, se tiene qugix|| =1
y (Wy)(X) = |ly||1. Luego||Wy|| = |ly||2. Hemos probado qué es una isometria lineal.

Veamos si e& sobreyectiva. Para ello séa /. Razonando como antes, definamos para
cadane N z(n) = ¢(e,). La sucesion asi definida estaf@rpues, para cadd € N se tiene que

N N
) (Z sgn(z(k)) a<> = z |z(k)| < ||$]]. Por tantd¥ze . Los funcionale® y Wz coinciden en
k=1 K=1
Coo Y, por tanto coinciden en la adherenciacggen /.., es decir, coinciden ety. jNo podemos
afirmar que coincidan en todg! De hecho, veremos mas adelante que hay funcionales lineale
continuos sobré,, que no son de la form#y paray < ¢;. De todas formas, commyg C /. €S
denso erty podemos describir el dual ae.

3.12 Proposicion. Para cada \e ¢, sea®y : ¢y — K el funcional lineal definido por:

00

(Py)(x) = > x(ny(n)  (xeco) (3.5)

n=1
Se verifica entonces quey € ¢, ||Py|| = |y|l1, y la aplicacion® : /1 — ¢ que a cada ¥ /4
hace corresponde®y € ¢;; definido por 8.5 es un isomorfismo isométrico.

Demostracion La desigualdadi(®y)(x)| < |ly||1]/X]|,,, nos dice queby esta bien definido (la
serie es convergente), es lineal|®y| < ||y||1. Para cad& € N pongamogy(k)| = u(k)y(k)
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N
con|u(k)| = 1. La sucesiémxy = Z u(k) ex esta ercop C Co, [*n||,, = 1, y claramente

N N

(@000 = 3 00l = [y > 3 I

k=1 k=1

siendo esta desigualdad valida para tdtle N, concluimos que|®y|| > |ly||1, por lo que
lloyll = |lyl|2. Por tanto, la aplicaciom® : ¢, — ¢ es una isometria lineal. Queda probar que es
sobreyectiva.

Para ello, dadé € c;, pongamosz(n) =¢(ey) y para cadkeN pongamo$z(k)| = u(k)z(k)

con|u(k)| =1. Entoncesy = Zu & <Co, [ XN, =1, YO (Xn) Z]z < ||9]], por lo que

deducimos que la sucesian= {z N) } ey @si definida esta ef. El correspondlente funcional,
®z, es tal quedz)(e,) = z(n) = ¢ (en) para todane N. Por tanto ambos funcionales coinciden
encoyp Y, COMo este espacio es densocgnpor continuidad, coinciden e, es decirhp = dz,

lo que prueba que es sobreyectiva y, es por tanto un isomorfismo isométrico. O

3.2.3. Duales de espacios de Lebesgue

3.13. Teorema de representacion de Rie§eaQ un conjunto de medida positiva &N y
sean p> 1,q > 1tales que% +é = 1. Para cada @ Lq(Q) definimosdg : Lp(Q) — K por

j f)g)dx  (felpy(Q)) (3.6)

Se verifica quebge Lp(Q)*, [|Pg|| = ||g||q ¥ la aplicacion® : L4(Q) — Lp(Q)* que a cada
g€ Lq(Q) hace correspondetpge L(Q)* definido por3.6 es un isomorfismo isométrico.

Demostracion Por la desigualdad integral de Hold@rX6), tenemos quége L1 (Q) siempre
quegelLq(Q) y feLp(Q), por lo quedg esta bien definido y es un funcional lineal sobre
L1(Q). Por la desigualdad de Holder se verifica queg)(f)| < ||fglls < [|9llqll fllp ¥, poOr
tanto,Pge Ly (Q)* y || Pg|| < ||gllq- Para probar que se da la igualdad, suponemoggjlse> 0
pues en otro caso nada hay que probar. Definimos una fuficiéh— K por

f)=hXlgX[?  (xeQ)

dondeh es una funcion medible que verifica diue)| = 1 y h(x)g(x) = |g(x)| para todox€ Q.
Con ello es claro qugf (x)|P = |g(x)|% por lo quef eLp(Q) y

(®g)(F) = [ F(x)g0)dx = [|g(9|* P ax = [|g(x)|*x
Q Q Q

Deducimos que

f 1

_ .
) g A

(®g) (
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Concluimos que|®g|| = ||g/|q- Hemos probado qu@ es una isometria.

Queda probar que es sobreyectiva, cosa que no vamos a hacer. O

Larelacion de dualidad enttg,(Q) y Lq(Q) se expresay(Q) =L, (Q)*. Observa que hay
una simetria total, por lo que tambiép(Q) = Lq4(Q)*.

Un tratamiento analogo puede hacerse cuamde- 1 y q = o« obteniendo que
D Le(Q) — L1(Q)* es un isomorfismo isométrico, es detig(Q) = L1(Q)*. Cuandop =
y g =1 definiendo igual que ant@s: L1(Q) — L (Q)*, resulta queb es una isometria lineal
pero no es sobreyectiva.

Algo sobre el dual deCJa, b
3.14 Teorema. Para cada gz L1([a, b]) definamog¥g : C[a,b] — K por

b
jx (xeC[a,b))

Se verifica entonces quég e Cla,b]* y ||Wg|| = ||g||1. Por tanto la aplicaciéon asi definida
W: Li([a,b]) — Cla,b]* es una isometria lineal lo que permite identificar ga,b]) con un
subespacio cerrado de[&b|*.

Demostracion Para cadacCla,b] y geLi([a, b)), se verifica quéx(t)g(t)| < [|x|| ,|9(t)| para
todot € [a,b], lo que prueba que la funcidxge L1([a,b]), por tantoWg esta bien definido,
es claramente lineal (Wg)(x)| < ||gl[+|]|,, por tantoWg e Cla,b]* y ||Wg|| < ||g]|1. Para
probar la igualdad se requiere usar un resultado de Teoll Medida, concretamente, una
consecuencia del teorema de Lusin. Consideremos parara@lduncion medibleh tal que
lg(t)| = h(t)g(t) para toda € [a,b]. El citado teorema, aplicado a nuestro contexto, asegura la
existencia de una sucesion de funciones continuga, B {x,}, que converge puntualmente a
henla,b] y tales qug|x||, < 1. Puesto quex,(t)g(t)| < |g(t)|, podemos aplicar el Teorema
de Convergencia Dominada para obtener

b

b
lim (¥g) (Xn )—,{maxn t)dt = !Imxn =

b
ht)g(t) ot = [lg(t)[ct = |igllx

O

Por tanto||Wg|| > ||g]|2 ¥y concluimos qug|Wg|| = ||g||1. Por tanto la aplicaciét¥ es una
isometria. O

No se agota aqui la descripcion del dualGle,b], otros elementos del dual son los fun-
cionales de evaluacion: fijadoe [a,b] definimosé, : Cla,b] — K por & (x) = x(t) para todo
xeCla,b]. Es inmediato qué& €Cla,b|* y ||&]| = 1. A este funcional se le suele llamdelta
de Diracen el puntot. Se comprueba facilmente quess§ t son puntos erfa, b] entonces
||I&r — 8s|| = 2 de donde se deduce que el espacio du@l[dgh] no es separable.

Bibliografia. Los textos citados al final del capitulo anteriéf, [12],[4], [1], [10], [7].[8] ¥
[13]. Los apuntes de R. Payal] son también muy recomendables.
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3.3.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Ejercicios

Seal : KN — KN el operador lineal que en la base usual tiene asociada l&iatrN
A= (aij) j)enxn- PONGAMOS; = (a1, 8i2, .8, Cj = (&), 82, -, an]).

a) Se considera €k la normal|-||.. Prueba que la norma deviene dada por
ITI=max{[[R[1:1<i<N}.

b) Se considera ek la normal|-||;. Prueba que la norma deviene dada por
[ T]I=max{||Cjll1: 1< j <N}.

c) Se considera ekN la norma euclided:||,. Prueba que

n
ITI<,/ S la
i,]=1

Da un ejemplo efR? en que la desigualdad anterior sea estricta.

Seal un isomorfismo topoldgico dgX, || ||) sobre(Y, || ||). Prueba que definiendo para
todoxe X |||x||| = || T x|| se obtiene una norma éhequivalente a la norma inicial dey
queT es un isomorfismo isométrico dX, || |||) sobre(Y, || |)-

SearX eY espacios normadosTly: X — Y una aplicacion lineal. Prueba que las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

a) T es sobreyectiva y existen nUmers- 0, 3 > 0 tales quex||x|| < ||T x| < B||x|| para
todoxe X.

b) T esinyectiva yaBy C T(Bx) C BBy.
c) T es un isomorfismo topoldgico desobreY y ||T|| < B, [T~ < 1/a.

SearX eY espacios normadosye L(X,Y) un isomorfismo topologico d& sobreY.
Prueba que:

a) |[T7Y > ||T|~L. ¢Es cierta la igualdad?
b) Prueba qu&X es completo si, y sélo sY, es completo.

SearX eY espacios normado$T,} una sucesion eb(X,Y) y {X,} una sucesion eX.
Supongamos quEl,} — T enL(X,Y)y {xa} — xenX. Prueba que entonces se verifica
que{TaXn} — TX

SeaX un espacio normadd, un espacio de Banachyc X verificando quéin(A) = X.
Sea{T,} una sucesion de operadoresl€X,Y) verificando que{T,x} es una sucesion
de Cauchy para todoc A, y existeM > 0 tal que||T,|| < M para todan€ N. Prueba que
{Tn} es puntualmente convergente, y que definiendo paraxaedq T x= lim {Tnx}, se
verifica queT €L(X,Y).

SearX eY espacios normados y s€&,} una sucesion de Cauchy e(X,Y) que con-
verge puntualmente. S@a: X — Y la funcién limite puntual, es decif,x = lim {Tyx}
para todoxe X. Prueba qud €L(X,Y) y que{T,} converge & enL(X,Y).
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.
60.

SeaX un espacio normado f/c X*, f £ 0. Prueba que

{F00 2 [IX[ <1} = {A K Al <[ F][}

Seal un operador lineal de un espacio normal@n un espacio normado con la
propiedad de que para toda sucesfén} — 0 enX se verifica que T x,} esta acotada.
Prueba qud es continuo.

SedP el espacio de los polinomios (de una variable real con ceeties reales) con la
norma

[Pl =sup{|p(t)] : —1<t<1}

Estudia la continuidad de las aplicaciones linedlesP - Ry T : P — P, definidas
respectivamente pdr(p) = p(2) y T(p) = p’ para todope P.

SeaX un espacio normado : X — K un funcional lineal discontinuo. Sean
A={xeX:Ref(x) >0}, B={xeX:Ref(x) <0}

Prueba qué\y B son conjuntos convexos no vacios, que(An= Lin(B) = X y ambos
son densos eN.

Sedl : ¢y — {1 el operador lineal definido para tode cy por

[TX(n) = %2) vneN

Calcula su normay prueba qlieno la alcanza. ¢ Qué puedes decir si el mismo operador
se considera definido €r, en lugar de egy?

Fijadoy e /1, para cadx € ¢y se define una sucesidrx por

00

[TXY(n) =3 x(Ky(k) (neN)

k=n

Prueba qud es un operador lineal continuo dgen si mismo y calcula su norma.

En cada uno de los siguientes casos, prueba que la &plidae> T(f) es un operador
lineal continuo deC[0, 1] en si mismo y calcula su norma:

a) [Tfl(x) = fx fyd, b) [TFl(x)=x*f(0), ) [Tf](x)=1f()
0

Dados, €K, calcula la norma del funcional lineél: C[a, b] — K definido por

f(x) = ax(a) + Bx(b) vxeCla,b]

Prueba quéé’lg')* =/y (1< p< ).

Prueba que la aplicaciéh: ¢; — c* definida por

00

[Py](x) = y(1)lim {x(n)} + Zl><(n)y(n+ 1) (xecyely)

es un isomorfismo isométrico.
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Dadoy € /., para 1< p < o se defineT : ¢/, — ¢, mediante
[TX(n) =x(n)y(n) (neN,xelp)
Prueba qud es un operador lineal continuo y calcula su norma.

Seds: /o, — ¢» el operador definido por
Sx= (x(2),x(3),...) = Z X(n)en (xels)
K=2

y pongamodl, = S para todone€ N. Calcula lim{ || Tox||} y lim {||Ta|| }-

Dada una sucesion acotaala (., se defin€l, : ¢1 — ¢1 por (Tax)(n) = a(n)x(n) para
todoxe ¢1 y para todne N. Prueba que:

a) TacL(41)y ||Tal| = ||al|. Deduce qué.(¢1) contiene una copia isométrica ée.

b) Prueba que s, es inyectivo entonces su imagen es densé en

c) Prueba qué; es un isomorfismo topoldgico si, y sélo si, {fd(n)| : neN} > 0.
SeaX un espacio hormado. Se dice que un funciohalX* alcanza su norma si existe
x€ By tal quel| f|| = |f(x)].
a) Prueba que dic X* alcanza su horma entonces existe alg@i®x tal quef(y) = || f||.

b) Seaf : co — K definido porf (x) = Z % Prueba qué € cj y no alcanza su norma.
n=1

Sear{e, : ne N} los vectores unidad erp. Prueba que, parke ¢, equivalen:

a) f alcanza su norma.

b) Existe utme N tal quef(e,) = 0 para toda > m.

Para cadac N sead,, : cg — K el funcional lineal definido para todo= {Xn},cx € Co

por ¢n(X) = x(n). Prueba quep, € ¢y y que||dn|| = 1, pero para toda e ¢y se verifica
que{¢n(x)} — 0.

SeaC|0, 1] el espacio vectorial de las funciones reales continugd®,&hcon la norma
IIX|]1 = fol IX(t)| dt (xeC[0,1]). Para cadac N sea¢, : C[0,1] — R el funcional lineal
definido por

0a00 =n [ X0 (xeC0,1)
0

a) Prueba quén es continuo y calcula su norma.
b) Prueba que la sucesié®,} converge puntualmente al funcional lingalC[0,1] — R
dado porp(x) = x(0) para todaxcC|0,1]. Prueba qué es discontinuo.

Sed&[—1,1] el espacio vectorial de las funciones reales continugs &ri| con la norma
uniforme. Para cadac N sead,, : C[—1,1] — R el funcional lineal definido por

Sl

on() = | (n—r?ft)x(t)ct  (xeC[-1,1])

Sl
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

a) Prueba qué, es continuo y calcula su norma.
b) Prueba que la sucesiéth, } converge puntualmente al funcional lin¢alC[—1,1] — R
dado porp(x) = x(0) para todaxe C|[—1,1]. Prueba queé es continuo.
Sea&X = {xeCJ[0,1] : x(0) = 0}. Se considera eX la norma del maximo. Para cagda X
1
seap(x) = fx(t)dt . Prueba qué € X*, ||¢|| = 1 y ¢ no alcanza su norma.
0
0 1
Sea : C[—1,1] — R definido pord(x) = fx(t)dt - fx(t)dt. Prueba quep es un
“1 0
funcional lineal continuo y calcula su norma. Prueba tambiée¢ no alcanza su norma.

1
Seap : L1[—1,1] — R definido porp(x) = Itx(t) dt . Prueba qué es un funcional lineal

-1
continuo y calcula su norma.

Sea : L»[0,1] — R definido por¢(x) = t‘%x(t)dt. Prueba quep es un funcional

O—

lineal continuo y calcula su norma.

Dada una sucesion acotatal., se define el funciond : /1 — K por

00

o) = > a(mx(n) (xef1)

n=1

a) Calcula la norma de.
b) Indica una condicién que debe cumplir la sucesiéi., para queh alcance su norma.

1
Sear : L,[0,1] — L[0,1] dado por(Tx)(t) = tfx(s) ds para todox e L[0,1]. Prueba
0

queT es un operador lineal continuo y calcula su norma.

t
Sed : L[0,1] — L>[0,1] dado por(TX)(t) = fx(s) ds para todake L2[0, 1]. Prueba que

0
T es un operador lineal continuo[ff || < 1/v/2.

Sedr : (CH0,1],] I*) — (C[0,1],] ||,,) dado por(Tx)(t) = x'(t). Prueba qud es un
operador lineal continuo y calcula su nhorma. ¢Es dicho dpereontinuo cuando en
C'[0,1] se considera la normig|| ,? ¢Y cuando se considera la norfngy?

t
SeaT : C[0,1] — CJ0,1] definido por(Tx)(t) = fx(s) ds para todoxe C[0,1]. Prueba

0
queT €L(CJ0,1]) y es inyectivo. Describe el espacio imagér- T (C[0,1]) y estudia la
continuidad del operaddar—1:Y — C[0, 1].
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78.

79.

80.

81.

82.

Estudia qué condiciones debe cumplir una funcién coatpn [0, 1] — [0, 1] para que el
operador dado pof x = xo ¢ sea un isomorfismo isométrico @40, 1] sobre si mismo.
Da un ejemplo de una isometi®E L(C[0, 1]) que no sea sobreyectiva.

Dada una funciér € C[a, b] se define un funcional linegl: C[a,b] — R por

69 = [ fxt)dt  (xeCla b))

b
Prueba quél¢|| = f\f(t) dt

Sugerencia.

1+n\ft b—a
< .
f Ol = f’f 1+n\ft fl+n\f f 1+n]f dt\ o el

SeaX = (Cla,b],|| ||.,). Dada una funciorK € C([a,b] x [a,b]), se define un operador
lineal T : X — X por

[T(OI(s) = | K(sf(t)ct

Ve

a<s<b

b
Prueba qud es continuo y|T|| = max {f]K(s,t)\dt }

Sugerencia. Usa el ejercicio anterior.

Dadaf € L,[0,1] se define el funcional linedl : L1[0,1] — K por
1
= [foxOd  (xeLi01))
0

Prueba qué || = [|[f]]__.

SeaX un espacio normadd, un espacio de Banach{yf,} una sucesion de operadores
enL(X,Y) que esta acotada. Prueba que el conjunto

M = {xe X : {Tnx} es convergente

es cerrado.



Capitulo 4

Espacios normados de dimension finita. Espacio
normado cociente. Sumas topoldgico-directas

En la primera parte de este capitulo, veremos que todospasies normados de la misma
dimension finita son topolégicamente isomorfos; esto Bgmnique desde un punto de vista
algebraico-topolégico son indistinguibles, no sucedeeagitros aspectos como, por ejemplo,
su estructura métrica. El hecho de que la dimensién sea fiiaiece que nos hace sentir mas
cémodos porque, sin percatarnos del error, solemos idmmtifin vector con sus coordena-
das en una base, algo que no podemos hacer en dimensiorainfgiemos también que el
concepto dalimensiénque, en principio, es puramente algebraico, puede caites topo-
l6gicamente. En la segunda parte estudiaremos la topaliegia norma cociente, norma que
ya aparecio en la proposicidh4, asi como algunas propiedades de la factorizacién canéni-
ca de un operador lineal continuo. Termina el capitulo cagstldio de la relacién entre las
proyeccionesn un espacio normads, es decir, aplicacioneR< L(X) tales queP?> =P, y la
descomposicién d¥ como suma directa de subespacios cerrados.

Se pone especialmente de manifiesto en este capitulo urtamende todo este curso: la
permanente interrelacion entre algebra y topologia, algogaie debes irte acostumbrando y
gue hace necesario estar siempre atento para distinguétlasjhipétesis y propiedades que
solamente dependen del algebra, de otras que dependenesidldapologia y de otras que
dependen simultaneamente del algebra y de la topologia.

Suponemos conocidos los resultados basicos del espacado(KN, || ||2):

e Teorema de complitud.(KN, || ||.) es un espacio de Banach.

e Teorema de Bolzano-Weirtrass Toda sucesion acotada €KN, || ||») tiene alguna su-
cesion parcial convergente.

e Teorema de Heine-Borel.Los conjuntos compactos €N, || ||2) son los conjuntos
cerrados y acotados.

4.1. Teoremas de Hausdorff y de Riesz

4.1. Teorema de HausdorffTodas las normas en un espacio vectorial de dimension fiaita s
equivalentes.

53
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Demostracion.Probaremos en primer lugar que todas las norma@8&\eson equivalentes. Para
ello bastara probar que §i|| es una norma eKN entonces dicha norma es equivalente a la
norma euclided ||,. Para todoxc KN tenemos que

N

> x(k)ex

k=1

N

N
‘ < Y MWlladl <a 3 (x| < anjxl:

I = \
k=1

Dondea = max{||e| : 1< k< N}. PonienddM = aN, hemos probado que
X <Mlxll2 (xeK™) (4.1)

Consideremos ahora la aplicacion identidad del espacimaao(KN, || ||2) en el espacio nor-
mado(KN, || ||). La desigualdad anterior nos dice que dicha aplicacion etnt@ y, como la
esfera unidad |, = {xeKN : [|x||2 = 1} es compacto e(K, | ||2), deducimos que también
es compacto e(k", || ||). Como toda norma es continua en la topologia que ella define, s
sigue que| || alcanza un valor minimo absoluto &, es decir existen > 0 tal que para

. g A —X
todoxe S |, se verifica que|x|| > m. Por tanto, ske KN, x # 0, tenemos quﬁ T > m
2

y, por tanto,m||x||2 < ||x||. Esta desigualdad, junto cod.{), implica que las dos normas son
equivalentes.

Sea ahorX un espacio vectorial sobii€ de dimensiorN, y sean|| || y || ||| dos normas
en X. Consideremos una biyeccién linekl: KN — X y definimos dos normas ekN, que
notaremosp y g, pord(x) = || T(X)|| y W(x) = || T(x)||| para todoxe KN. Por lo antes probado,
sabemos que existen nimeros- 0, M > 0, tales queny(x) < ¢(x) < MY(x) para todoxe KN.
Ahora, siy€ X, sustituyendo en esta desigualdad T ~1(y), resultaml|ly||| < |ly|| < M|lyll- O

Puesto que normas equivalentes tienen las mismas sucesionecrgentes, las mismas
sucesiones de Cauchy y los mismos conjuntos acotaddgsin espacio de dimensién finita
se puede hablar sin ninguna ambigiedad de convergenciaotician o de sucesiones de
Cauchy erX, sin necesidad de especificar ninguna norma concreta.

Algunas consecuencias importantes del teorema de Hafisgorélnen en el siguiente
teorema.

4.2. Teorema (Consecuencias del teorema de Hausdorff).

1. Toda aplicacion lineal de un espacio normado de dimenSida en otro espacio nor-
mado es continua.

2. Toda biyeccion lineal entre espacios normados de dirdarfita es un isomorfismo
topolégico.

3. Todo espacio normado de dimension finita es un espacio iecBa
4. Todo subespacio de dimension finita de un espacio normsdersado.

5. Toda sucesion acotada de puntos de un espacio normadmeeasiion finita tiene alguna
sucesion parcial convergente.
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6. En un espacio normado de dimensién finita los conjuntosactos son los conjuntos
cerrados y acotados.

Demostracion 1) SeaT : X — Y una aplicacion lineal de un espacio normao|| ||) de di-

mension finita en un espacio normad¥,||| ||). Definimos una nueva norma eX por

X+ ||X|| 4+ |IIT X|||, dicha norma debe ser equivalente a la normX des decir, exist& > 0 tal

quel|x||+ ||| T X||| < M||x|| para todoxe X (evidentemente, debe 9dr> 1 siT # 0). Deducimos
que|||TX|| < (M —1)||x||, lo que prueba la continuidad de

2) Es consecuencia inmediata del punto anterior.

3) Es consecuencia del punto anterior, de que la complitud rsgecea por isomorfismos
topoldgicos (ver ejercicid7b) y de queKN es completo (con cualquier norma).

4) Es consecuencia del punto anterior y de que todo subespaipleto de un espacio
normado es cerrado.

5) SeaX un espacio normado de dimension firlitay {x,} una sucesion acotada ¥nSea
T un isomorfismo topoldgico o sobreKN. La sucesion T x,} esta acotada €kN, por lo que
tiene alguna parcial convergent{e‘l,’xc(n)} —yeKN, y por la continuidad d& —*, deducimos
que{Xs(n) } — xconx =T 1(y).

6) Es consecuencia inmediata del punto anterior. O

Dada la importancia de la compacidad para resolver muldgigroblemas, nos pregun-
tamos si en un espacio hormado de dimensién infinita podesepuear la abundancia de
conjuntos compactos. La respuesta es bastante sorprendent

4.3. Lema de RieszA) Sea X un espacio nhormado y M un subespacio vectorial pippie
dimension finita de X. Entonces existeS tal quedist(x,M) = 1.

B) Sea X un espacio nhormado y M un subespacio vectorial cenpanpio de X. Entonces
para todoa €]0, 1] existe x S tal quedist(x,M) > a.

Demostracion. A) Seaze X\M y sear > ||Z||. El conjuntoK = B(z,r) "M es cerrado y
acotado emM, luego es compacto. Siendo evidente que(dibt) = dist(z, K), deducimos que

existemp € M tal que||z— my|| = dist(z, M). Ahora six = , tenemos quexe S y

_ 1z—my||

dist(x,M) = 1.

B) Seaze X\M y seap = dist(z M). ComoM es cerradg > 0. Dado 0< a < 1, como
p . . -7 . . - p Z_ rTb
4 > P, por definicion de extremo inferior, existe <M tal que||z—mo|| < . Seax= TZ=mol
Tenemos quec S y

distoM) = — = dist(zM) > L distz M) = a
’ Izl = P
]

SiB(a,r) y B(b,s) son dos bolas cerradas de radios positivos en un espaciadoyia
aplicacionx — b+ £(x—a) es un homeomorfismo d&a,r) sobreB(b,s). Por tanto, todas las
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bolas cerradas de radios positivos en un espacio normadwsoEomorfas y, en consecuencia,
si una de ellas es compacta todas son compactas. Recuerda gspacio topoldgico se dice
localmente compactocuando todo punto tiene un entorno compacto. En un espagicado
es evidente que todo entorno de un punto contiene una bakdeede radio positivo. Por
tanto si un espacio normado es localmente compacto, estéodas las bolas cerradas son
compactos, y también todos los conjuntos cerrados y ac®tsolo compactos porque todo
conjunto acotado esta contenido en una bola cerrada.

4.4. Teorema de RiesZ) Sea X un espacio normado de dimension infinita, entongste ex
una sucesio{x,} de vectores en la esfera unidad de X, tal dug— Xm|| > 1 siempre que
n # m. En consecuencia, la esfera unidagt, 8 la bola unidad, &, no son compactos, de
hecho ninguna bola cerrada de radio positivo es compactalytanto, los compactos tienen
interior vacio.

B) Para un espacio normado X equivalen las siguientes afiionas:
i) La topologia de la norma en X es localmente compacta.

i) Los conjuntos cerrados y acotados son compactos.

i) La bola unidad B, es compacto.

iv) La esfera unidad \5es compacto.

v) X es de dimension finita.

Demostracion. A) Seax; € Sx y pongamodM; = Kx;. El lema anterior nos dice que existe
X2 € S tal que disfxz,M1) = 1. Pongamos ahonld, = Lin {x1,X2}, el lema anterior nos dice
que existez € S tal que distxs, M2) = 1. Supongamos que pata- 1,2,... ntenemos vectores
Xk € Sk, Y espaciodMy = Lin {xq,X2,...,X}, verificandose que dist,1,Myx) = 1 parak =
1,2...n—1. Podemos continuar este proceso porque, céree de dimension infinitavl, =
Lin {x1,X2,...,X,} €s un subespacio de dimension finita y, por tanto, propiX,de el lema
anterior nos dice que exisig, 1 € Sx tal que distx,.1,M,) = 1. Es evidente que la sucesion
asi obtenida verifica qu, — Xm|| = 1 siempre que # m.

Como la sucesion obtenida no puede tener ninguna parciaveqifegjue la condicion de
Cauchy y, por tanto, no puede tener ninguna parcial conetgdeducimos que la esfera uni-
dad, S¢, no es compacto por lo que tampoco puede serlo la bola uiga®uesto que dos
bolas cerradas cualesquiera de radio positivo son homéasnse sigue que ninguna bola ce-
rrada de radio positivo es compacta, lo que implica que lofuotos compactos tienen interior
vacio.

B) La implicacioni = ii) es consecuencia inmediata de lo dicho en los comentarios que
preceden al teorema. Las implicaciofigs=- iii ) = iv) son evidentes. La implicaciGn) = v)
es consecuencia de lo probado en el p#jtg la implicaciénv) = i) es consecuencia de que
las bolas cerradas en un espacio hormado de dimensién fnitzosnpactos. O
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4.2. Espacio normado producto y espacio normado cociente

Dados dos espacios normadég Y, se llama espacinormado producto al espacio vec-
torial X x Y dotado de cualquier norma que induzca la topologia proderctdicho espacio.
Por ejemplo, las normas

1
p

1sY)llp = (IIXIP+1IYIP)®, (@< p)i (W), = max{]|x]], ]I}

son todas ellas equivalentes como se deduce de las desidesid

1Y < TTCYp < WL <2 Y, ((y) €XXY)

Y es claro que la normg(-,-)||  induce la topologia producto eix Y pues las bolas abiertas
en dicha norma son productos de bolas abierta$ elY. Suele emplearse la notaci&nb,Y
para representar el espacio normado prod(xta Y, || ||p).

Sea ahora un espacio normadoM un subespacio vectorial cerradoXeDefiniendo
X+ M]| = dist(x, M) =inf{||x—m|| : me M} =inf{|[x+ m|| : meM}

se obtiene una norma en el espacio vectorial coci¥ritd (ver proposicionl.4), dicha nor-
ma se llamanorma cocientey el espaciaX /M con dicha norma se llamespacio normado
cociente La aplicaciontt: X — X/M definida porm(x) = x+ M para todox € X se llama
epimorfismo cocienteo, simplementeaplicacion cocientey es lineal y sobreyectiva.

4.5 Proposicion. Sean X un espacio normado, M un subespacio cerrado propio ge X
T: X — X/M la aplicacion cociente. Entonces se verifica

a) Ttes continua \|1t| = 1.
b) (B(x,r)) = B(x+ M, r) para todo x X, por tantort es abierta.

c) SeaY un espacio normado y X/M — Y una aplicacion lineal, entonces T es continua
si, y s6lo si, ToTt: X — Y es continua.

Demostracion. a) Por la definicion de norma cociente tenemos {iméx)|| < ||x|| para todo
x€ X lo que nos dice qua es continua V|11| < 1. Por otra parte, dado9Q a < 1, sabemos,
por el lema de Riesz, que hay xa S tal que||Ti(x)|| > a. Concluimos quéit]| = 1.

b) Lainclusionm(Bx (0,1)) C Bx,m(0,1) es consecuencia de lo antes visto. Ahora, supuesto
que||x+M]|| < 1, existira utme M tal que||x—m|| < 1y, puesto quer(x —m) = TI(X) = X+ M,
se sigue quex+ M € 1(Bx(0,1)). Lo que proporciona la otra inclusion. Hemos probado que
T(Bx(0,1)) = Bx/m(0,1), a partir de aqui, por la linealidad de se deduce facilmente lo
afirmado en b).

c) Consecuencia de a) y b) es que un conjlta X /M es abierto si, y s6lo sit 1(U) es
abierto enX. Supongamos quEo Ttes continua y se@ C Y abierto. EntonceéT o) ~1(G) =
T 1T 1(G)) es abierto eiX, luegoT ~1(G) es abierto exX /M y, por tanto,T es continua.xl

Acabamos de ver, conviene advertirlo, que la topologiadiduenX /M por la horma
cociente es lgopologia cocientees decir, la mayor topologia &yM que hace continua a la
aplicacién cocientet
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4.6 Proposicion.Sean X e'Y espacios normados yX— Y un operador lineal continuo. Sean
T: X — X/ker(T) el epimorfismo cocientey : X/ker(T) — Y elmonomorfismo cociente
definido porT (x+ kerT) = T (x) para todo x X. Se verifica que

a) T es lineal, inyectivo y continuo cdfT || = ||T|.

b) T es un isomorfismo topolégico de/Ker(T) sobre T(X) si, y s6lo si,T oTt es una
aplicacion abierta de X sobre (K).

Demostracion.a) QueT es lineal e inyectiva es claro. Para tade ker(T) se tiene que
IT(x+kerT)[| = [[TX)[ = IT(x+m)[| < IT][[x+ml|

y, por tanto,|| T (x+ kerT)|| < ||T||[[x+kerT||. LuegoT es continuo y||T|| < ||T||. Por otra
parte, teniendo en cuenta gfsec X : |x+kerT|| < 1} D B(0,1), se deduce que

H'ﬂ\ = sup{”f(x+ kerT)|| : || x+kerT|| < 1} =sup{||TX)| : [[x+kerT| <1} >
= sup{[[TX)[| : [[x]| <1} =T

b) T : X/ker(T) — T(X) es un isomorfismo topoldgico si, y sélo i, %: T(X) — X/ker(T)
es continua, lo que equivale a qlie X /ker(T) — T(X) sea abierta, en cuyo caso, también
es abiertal o Tt: X — T(X). Reciprocamente, di o Tt es abierta, entonces, dado un abierto
U C X/ker(T), se tiene quat *(U) es abierto erX, por lo que(T o) (T 1(U)) = T(U)
es abierto el (X), es decirT : X/ker(T) — T(X) es abierta y, por tanto, es un isomorfismo
topologico deX/ker(T) sobreT (X). O

4.7 Corolario. Sea T: X — Y un operador lineal de un espacio normado X en un espacio
normado Y.

a) Si T(X) es de dimension finita, entonces T es continuo si, y sélorgil kes cerrado.

b) SiY es de dimension finita, entonces T es una aplicaci@rtalsi, y sélo si, es sobre-
yectiva.

Demostracion.a) Si ke(T) es cerrado entonce§/ ker(T) es un espacio normado y podemos
considerar la factorizacion canonicaTe

X -5 X /ker(T) —= T(X) -5 Y

comoT : X/ker(T) — T(X) es un isomorfismo algebraicoTyX) es de dimensién finita, se
sigue queX/ker(T) es de dimension finita, lo que implica, segin sabemosTgeEcontinua.
La ultima aplicacion es la inclusion d& (X) enY, que también es continua. Concluimos que
T =JoT oTtes continua porque es composicién de aplicaciones costinua

b) SiT es abierta entoncds(X) es un subespacio decon interior no vacio, luegd (X) =Y
y T es sobreyectiva. Reciprocamente, Fesmbreyectiva y consideremdsy : 1 < k< N} una

base deY. Seanx, € X tales queT (xx) = ux para 1< k < N. Los vectores{x, : 1 < k< N}
N

son linealmente independientes, mas todavia, si suponqtm)§ AXe = meker(T), en-
K=1

N
tonces se tiene qu{ AUk = 0 lo que implica que\y = 0 1 < k < N. En consecuencia si
K=1
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Z =Lin{x: 1< k< N} se tiene qu&nker(T) = {0} y la aplicacion restricciofo = Tz de
T aZ es una hiyeccion lineal désobreY, por lo que es un isomorfismo topologlco y, en parti-

cular, es abierta. Por otra parte, dadoX seaT (x z AUk, entoncex — Z Ak € ker(T).

Hemos probado qu¥ = ker(T) & Z (suma directa de espamos vectorlales) Fegn X — X
las aplicaciones lineales definidas poe Px+ Qx con Pxe ker(T), Qxe Z. Tenemos que
T(x) = TQ(x) para todaxe X. Paraac X tenemos qud(a,r) =a+B(0,r) D a+B(0,r)nZ
por lo queQ(B(a,r)) D Q(a) + B(0,r) N Z. Deducimos qu&) es una aplicacion abierta de
sobreZ. SiG C X es abierto eiX entonces (G) = T(Q(G)) = To(Q(G)) es abierto elY. O

Observa gue volvemos a obtener, como caso particular de@stiario, tomandd = K,
gue una forma lineal en un espacio normado es continua sipysgésu nucleo es cerrado;
y también volvemos a obtener que toda forma lineal no nulaneespacio normado es una
aplicacién abierta.

4.3. Sumas directas y proyecciones. Complementos topolégs

Recuerda que sK es un espacio vectorial, M, N, son subespacios d¢ tales que
X=M+NyMnN = {0}, se dice quX essuma directadeM y N, y escribimosX =M @ N.
En tal caso, cada vectare X puede escribirse de manera Unica en la foream+ n con
meM y neN. Se dice quéM y N sonespacios complementarigsque cada uno de ellos es
un complemento algebraico del otr@omo consecuencia de que siempre es posible extender
una base de un subespacio a una base del espacio total, bE$pacio tiene complementos
algebraicos que, salvo trivialidad, no son Gnicos; por pjerenR?3 un plano vectorial tiene
como complemento algebraico cualquier recta vectorialnguesté contenida en él.

Un operador lineaP : X — X tal queP? = P se llama unidempotentey también una
proyeccion Vamos a ver que en todo espacio vectorial hay una correspoizd biunivoca
entre sumas directas y proyecciones.

4.8 Proposicion. Sea X un espacio vectorial,:;X — X una aplicacion lineal y M, N subes-
pacios de X.

i) P es una proyeccion si, y solo si;-IP es una proyeccién. En cuyo caso se verifica que
P(X) = ker(I —P), ker(P) = (I — P)(X) y X = P(X) & ker(P)

ii) SiX =M@ N entonces hay una Unica proyeccion P tal gy P= M y ker(P) = N. Se
dice que P es la proyeccion de X sobre M con ndcleo N.

Demostracion i) Puesto quél —P)?2=1—-2P+P?> =1 —P+ (P?>—P) se tiene qu®? = Psi, y
s6lo si,(I —P)2=1—P. Ademas, G= (I — P)(x) = x— Px<= Px=Xx, luegoP(X) D ker(l —P).
SizeP(X), entoncez = Pxconxe X, por lo quePz= P(Px) = Px= zy, por tantoz— Pz=0,
es decirzeker(l —P). Por tantd?(X) = ker(I — P). Cambiandd® por | — P se obtiene kéP) =
(I = P)(X). Todoxe X puede escribirse en la forma= Px+ (x — Px) € P(X) + ker(P) y si
xe P(X) Nker(P) entoncex= Px= 0, luegoP(X) Nker(P) = {0} y X = P(X) @& ker(P).

i) SiX =M@ N. Para cadac X seaPxel Unico vector que verifica quxeM y x—PxeN.
La aplicacionP : X — X asi definida, es una proyeccion tal deeX) = M y ker(P) = N. Si
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ahoraQ es una proyeccion cd@(X) = P(X) y ker(Q) = ker(P), entonces dadec X, existe un
ue X tal quePx= Qu, comox— Pxeker(P) = ker(Q), deducimos qu@x= Q(Px) = Q(Qu) =
Qu = Px, luegoPx= Qx, esto e = Q. O

Sean ahorM y N subespacios vectoriales cualesquiera de un espacio ieédtaor consi-
deremos la aplicacion

Y:N—=X/M, Y(X) =x+M VxeN 4.2)

que es la restriccion B de la aplicacion cociente. Es claro que (d&r=NNM y @(N) =

{X+M:xeN}. Por tantopp es una biyeccion, si, y solo s{, = M & N. Deducimos queual-

quier complemento algebraico de M es isomorfo al espacitoviat cociente X’M. Ademas,
en tal caso, llamandB a la proyeccion dX sobreM y Q =1 — P a la proyeccion d& sobre
N, se tiene que la aplicacién inversayl@iene dada por

Pl X/M=N, g ix+M) =y HPx+Qx+M) = (Qx+M)=Qx vYxeX (4.3)

por tanto,ptomm=Q=1—P.

En las mismas hipétesis, también podemos considerar lzaafiin
®:MxN-—=X, d(xy) =x+y Y(x,y)eMxN (4.4)

Es claro queb es lineal y kef®) = {(x, —X) : xe MNN} y ®(M x N) = M + N. Por tanto®
es una biyeccion, si, y solo 3{,= M @ N. Ademas, en tal caso, llamanBa la proyeccion de
X sobreM y Q =1 — P a la proyeccion de& sobreN, se tiene que la aplicacién inversade
viene dada por

D1 X=MxN, dx)=(PxQx) = (Pxx—Px) VxeX (4.5)

En el caso en quX sea un espacio nhormadoPyuna proyecciércontinug se tiene que
P(X) = ker(l —P) y ker(P) son espacios cerrados ¥ry, claro estdaX = P(X) @ ker(P). Sin
embargo, en el caso de los espacios normados, puede oarieriggamos un subespacio ce-
rrado,M, que no tenga ningln complemento algebraico que tambiéesealo, lo que implica
gue no hay ninguna proyecci@ontinuade X sobreM. También puede ocurrir que un espacio
normado sea suma directa de dos subespacios cerrados peroylacciones correspondien-
tes no sean continuas (ver ejerci®i@. Aunque, como veremos, esto Ultimo no puede ocurrir
en los espacios de Banach. Por tanto, en los espacios hamadtay una correspondencia
biunivoca entre sumas directas de subespacios cerradoggcpiones continuas.

Se dice que un subespacio cerrddale un espacio normad$ estacomplementadoen
X cuando existe una proyeccion lineal contifaX — X tal queP(X) = M. En tal caso,
poniendoN = ker(P) = (I — P)(X), se tiene queX =M @& N y se dice queX es sumasuma
topolégico directade M y N y cada uno de estos espacios se dice que edmplemento
topolégicodel otro.

4.9 Proposicién. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio normado X taées g
X =M@ N. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

() X =M@ N es suma topoldgico directa de M y N.
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(i) La aplicaciony : N — X /M definida ponp(x) = x+ M para todo x N es un isomor-
fismo topolégico.

(iii) La aplicacion ® : M x N — X definida pord(x,y) = x+y para todo(x,y) €M x N es
un isomorfismo topolégico.

Demostracién Las aplicacioneg y ® son continuas porque son, respectivamente, restriccio-
nes de la aplicacién cociente y de la aplicacion suma.

() equivale a que la proyeccid® de X sobreM sea continua, lo que, po#.Q), equivale

aqueptom= Q=1 —P sea continua, lo que, po#.5), equivale a quab— sea continua.
Finalmente, quey—! o Tt sea continua equivale, por la proposiciéhc), a que— sea conti-
nua. O

4.10 Proposicion.Sea X un espacio normado ydvX un subespacio cerrado de codimension
finita. Entonces todo complemento algebraico de M en X es mplemnento topoldgico.

Demostracién SeaN un complemento algebraico d&, de modo queX = M & N. Debemos
probar que la proyeccioR : X — X tal queP(X) = N es continua. Pero ello es consecuencia
inmediata del punto a) del corolado?, pues kefP) = M es cerrado por hipotesisB(X) =N
tiene dimension finita. O

Bibliografia. La misma del capitulo anterior.

4.4. Ejercicios

83. Prueba que una sucesién acotada y no convergente enagivasprmado de dimension
finita tiene al menos dos parciales que convergen a limigtisdis.

84. Prueba que para cablee N existe un namer&y > 0 tal que para todo polinomio de
grado menor o igual quid se verifica que

N N
3 Pl <Cw Oj |p(t)| dt

85. Prueba que una sucesifi,} de funciones polinébmicas, todas ellas de grado menor o
igual que un ciertdN € N, converge uniformemente (es decir, con la nofhiia) en un
intervalo [a,b] si, y s6lo si, existerN + 1 numeros reales distintos del intervaob],
Bo,B1,---,Bn, tales que ladl + 1 sucesione$P,(Bx) } ey (K= 0,1,...,N) convergen.

86. SeaX un espacio normadoM un subespacio cerrado &e Prueba qu& es completo
si, y solo si,M y X/M son completos.

Sugerencia. Utiliza la caracterizacion de la complitudg@ates (proposicion.?).
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87. SeaX un espacio normado f/€ X*. Prueba que son equivalentes las siguientes afirma-
ciones:

a) f alcanza su norma.
b) Para todoce X hay alglny € ker(f) tal que||x—y|| = ||[x+ ker(f)].

88. Considera el espacio vectorkak= { f €C[0,1] : f(0) = 0} con la norma uniforme. Prue-

ba que
1
M:{fex:jf(t)dt:o}
0

es un subespacio cerrado propiode que no existd € X con||f|| =1y dist f,M) = 1.

89. SearN un subespacio finito dimensionalM un subespacio cerrado de un espacio nor-
madoX. Prueba quél + N es cerrado. Sugerencia. Usa la aplicacion cocien¥estibre
X/M.

90. En el espacio normadoqy, ||-||1) se consideran los subespacios
M = {X€Cpo:X(2n) =nx(2n—1) VneN}, N ={xecg:x(2n—1)=0 VneN}

Prueba quéM y N son subespacios cerradosade quecoo = M@ Ny las proyecciones
sobreM y N son discontinuas.

91. Prueba que

1
M = {feC[O,l] SRICL: :o}

0

es un subespacio cerrado propio@®, 1] y calcula la norma dé +M en X /M en los
siguientes casos:

a) f(t) =senmt), b) f(t)=coqmt), c) f(t)=t—-1
Dadaf €CJ|01], prueba que hay una funci@re M tal que|| f — g|| = dist(f,M).
92. Sea
A= {Xecy:x(2n) =0 VneN}, B={xecp:x(2n—1) =nx(2n) VneN}

Prueba qué\ y B son subespacios cerradosajequeA+ B # ¢p y queA+ B es denso
enco.

Sugerencia. Usa funcionales lineales continuos para poulgsd y B son cerrados. Para
probar la densidad d&+ B recuerda quegg es denso enp.

93. SeaM un subespacio de dimension finita de un espacio norfiagiseaN un subespa-
cio cerrado tal qu&X = M @& N. Dadodo € M?, definimos

d:MaeN =K, d(x+y)=0do(x) (xeM,yeN).

Prueba que € X*.
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94. SearM y N subespacios de un espacio normXd&upongamos qu es finito dimen-
sional y que existel €]0,1/2] tal que distx,N) < a para todaxe Sy. Prueba quéM es

finito dimensional.
Sugerencia. S\ fuera infinito dimensional, existiria una sucesioq} tal quex, € Sy
Y |[Xn — Xm|| = 1 siempre quen # m. Para cada, hay uny, € N tal que ||X, — ¥n| =

dist(xn, N).



Capitulo 5

Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son un tipo particular de espacioBat®ch cuya norma viene
definida por un producto escalar, lo que permite definir urtepto de ortogonalidad y desa-
rrollar en ellos una geometria que es la generalizaciéralatie la geometria euclidea. Sus
origenes estan en el estudio de las ecuaciones integratgsode

b

F0) -+ [ Kooy F(y)dy =g(x)

a

dondeK y g son funciones continuas que se suponen conocidas y la itedmla funcion

f. Los trabajos de Ivar Fredholm en los afios 1900-1903 pusdananifiesto una completa
analogia entre este tipo de ecuaciones integrales y lesrgistde ecuaciones lineales. David
Hilbert, motivado por estos trabajos, publicé en los afd@®+2910 seis articulos sobre ecua-
ciones integrales en los cuales se prefiguran los espaadiegan su nombre. Durante algunos
afios solamente se consideraron espacios de Hilbert cosicle$ espaciog, y L,[a,b]. Fue
John von Neumann quien concibio la idea de espacio de Hélbsttacto, y en 1927 codificé
en unos sencillos axiomas, los mismos que vamaos a usar, esthetura.

En este capitulo se presentan los conceptos y resultadosdds la teoria de espacios de
Hilbert. Laigualdad de paralelogramoomo caracteristica distintiva de los espacios de Hilbert
entre los espacios de Banach, el teorema de la proyeccidégoodl, el teorema de Riesz-
Fréchet y la existencia de bases ortonormales son losadsslfundamentales. Acabamos con
una aplicacion de estos resultados abstractos a las seriasuder clasicas.

5.1. Formas sesquilineales

5.1 Definicién. SeaX un espacio vectorial sobii€ (K = R o K = C). Unaforma sesquilineal
sobreX es una aplicaciog : X x X — K que es lineal en la primera variable y conjugado-lineal
en la segunda.

dAX+Y,2) =A0(X,2) +0(%,2);  d(XHy+2) =Ed(XY) +d(X,2) (X Y,ze X, A, ueK)

En el caso de quK = R, una forma sesquilineal no es otra cosa que una forma Hilinea

64
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Una forma sesquilineal queda determinada de manera Unicaepoonocimiento de su
parte real Esto es evidente & = R, y en el caso complejo se tiene que:

¢(X7y) = Re¢(x7y)+i Im ¢(X7y) = Re¢(x7y)+i Re(_lq)(xvy)) = Re¢(x7y)+i Re¢(X7 Iy) (5.1)

Observa que en el caso complejodRr y) es una forma bilineal sobre el espacio vectorial
real Xz subyacente X.

Una forma sesquilineal se dice quehesmitica si ¢(x,y) = ¢(y,x) para todox,ye X. En
el caso real esto es tanto como decir ues una forma bilineal simétrica.

Toda forma sesquilinead, tiene asociada urfarma cuadrética, ¢, definida por

P(x) =d(xx)  (XeX) (5.2)
Observa qué(Ax) = |A|2H(x).

Vamos a ver que, en el caso complejo, la forma cuadrétidetermina de manera Gnica a
la forma sesquilineap. Y, en el caso real, una forma sesquilineal hermitica quetixminada
por su forma cuadratica asociada.

5.2. Identidad de polarizacionSead una forma sesquilineal sobre un espacio vectorial com-
plejo. Se verifica que:

4d(x,y) = ®(x+Yy) —b(x—y) +idp(x+iy) —id(x—iy)

Si¢ es hermitica se tiene que

4Red(x,y) =d(x+y) —d(x—y)  (xyeX) (5.3)

Ademas, en el caso complejo, se verifica §ues hermitica si, y sélo si, su forma cuadratica
$ toma valores reales.

Demostracién.Teniendo en cuenta que:

O(X+Y, X+Y) = 0 (XX) + OV, Y) +0(X,Y) + (¥, X)
d(X—Y,X=Yy) =0 (X,X) +O(V,y) — d(X,Y) — d(¥,X)
deducimos que:
20(%Y) + (¥, X)) = d(X+Y,X+Y) = d(X—y,X—Y)
Es decir
2(0(%y) +0(y,x) = d(x+y) —d(x—y) (5.4)

Si el espacioX es complejo podemos sustituir en esta igualgpdriy con lo que

2(d(x,1y) + d(iy,x)) = d(x+iy) — d(x—ly) <=
2(—id(xy) +id(y,x) = d(x+iy) —b(x—iy) <=
2(0(xy) = 0¥, X)) =i (x+iy) —id(x—ly)

Sumando esta ultima igualdad con la igualdad)(obtenemos la llamaddentidad de pola-
rizacion:

A (xy) =0(x+y) —d(x—y) +id(x+iy) —id(x—ly)  (x,yeX) (5.5)
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Si ¢ es una forma sesquilineal hermitica, de la igualdad) deducimos que

4ReD(XY) =B(x+y) —B(x—y)  (XyEX)
Igualdad que, en el caso de que el espaceea real, determinada

Observa que sp es hermitica, entonces debe €k x) = ¢(x,x), y por tanto la forma
cuadratica asociadf toma valores reales. Reciprocamente, en el caso compiejotosna
valores reales, de la igualdadl®) se deduce faciimente qees hermitica. O

Una forma sesquilineal hermitigese dice que egositiva si $(x,x) > 0 para todxe X. Si,
ademas, se tiene qggx,x) > 0 para todoxe X conx # 0 se dice qué esdefinida positiva

Una forma sesquilineal hermitica definida positiva se llamgroducto escalaren X.
Usaremos la notaciofx | y) en lugar dep(x,y) para representar un producto escalar. Las pro-
piedades que definen a un producto escalar son, pues, langigu

e (AX+Y|2)=A(X|2)+ (Y| 2) para todox,y,ze X y A K.
e (x]y) = (y] x) para todos,y e X.
e (x| X) > 0 para todoce X conx # 0.
5.3 Proposicidn. Sead una forma sesquilineal hermitica positiva. Se verifica Bo&s:

a) Desigualdad de Cauchy—Schwarz
DY VOIXXD(YY)  (XYEX)

b) Desigualdad de Minkowski
VOX+Yx+Y) < VXX +V/oY)  (xyeX)

Por tanto la aplicacion ¥ /¢ (x,X) es una seminorma en X y es una norma si, y solp eg

un producto escalar. En tal caso, supuesto ggeXe y+# 0, la igualdad en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz equivale a que los vectorgssean linealmente dependientes; y la igualdad
en la desigualdad de Minkowski equivale a que uno sea nftipsitivo del otro.

Demostracion.a) Supondremos quix,X) > 0y ¢(y,y) > O pues en otro caso nada hay que
probar. Para todbe R definamos(t) = $(x—ty). Tenemos que

0 < h(t) = p(x—ty,x—ty) = d(y,y)t* — 2Red (X, y)t + h(X,X)

La funciénh(t) representa una parabola convexa que tiene un minimo absstricto en su

vértice que es donde se anula la derivhta) = 2td(y,y) — 2Red(x,y), es decir, en el punto

o — REP(XY)
o(y,y)

h(to) > 0= (Red(x,Y))> < d(x,X)(Y,y) <= [Red(x,Y)| < /(X X)d(¥,y)

Esto prueba la desigualdad en el caso real. En el caso canaglajibamo$d (x,y)| = Ad(X,y)
conAeCy |A| = 1. Con ello tenemos

D0y =Ad(xy) = d(AxY) = Red(AxY) < VOAXAX)D(Y,Y) = VO (X )9 (¥,Y)

. Ahora es inmediato comprobar que:
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lo que prueba la desigualdad.

Si¢ es un producto escalar, en el caso real la igualdad se dadd, §ih(to) = §(x—toy) =0,
es decirx = tpy. EI mismo razonamiento en el caso complejo se aplica a Idsnesd\x ey,
con lo que obtenemos que la igualdad equivale a que dyist® tal queAx —tgy = 0, esto es,
X =0y cona = toh €C.

b) Tenemos que

d(XFY,X+Y) = 0(x,X)+2Redp(x,y) +d(y.y) < 0(X,X) +2[Red(x,y)| + d(y,y) <
< 00X +2V/00600(%,) +0(%:Y) = (VO X) + Vo))

De donde se sigue la desigualdad del enunciad@. & un producto escalar la igualdad se

da si, y sélo si Ré(x,y) = |Redp(X,y)| = v/ (X, X)d(y,y) lo que equivale a qur = tgy con
to > 0. O

5.2. Espacios prehilbertianos

Un espacio prehilbertianoes un espacio vectoridl en el que se tiene definido un pro-
ducto escalaf- | -).

Un espacio prehilbertiano se considera siempre como @spaainado con la norma dada
por
X[ =V (x[x)  (xeX)

Un espacio de Hilbertes un espacio prehilbertiano cuya norma es completa.

La desigualdad de Cauchy—Schwarz se escribe

[xTy)l < Xl

de donde se deduce gakproducto escalar es una aplicacion contindel espacio normado
productoH x H enK. En efecto, s (X,,¥n)} — (X,y), entonces{x,} — Xy {yn} —V, en
particular, ambas sucesiones estan acotadas por lo que

| (X [ Yn) = (XY= [Xn [ Yn—=Y) = (X=X | )| <
< [%nl[1Yn = I+ [[X = Xal[[lyI] = O.

La desigualdad de Minkowski es la desigualdad triangulda d@rma.

Podemos escribir ahora algunas de las igualdades antesdatstgpara el caso de un pro-
ducto escalar usando la norma. En particular tenemos que

4Re(x|y) = [x+y* — x— ] (5.6)

x| y) =[x+ Y1 = [Ix= Yl +i[[x+iyl|* = i~ iy (5.7)

Igualdades que nos dicen que el producto escalar quedanitedelo por la norma. En conse-
cuencia, un isomorfismo isométrico entre espacios pretidibes conserva el producto escalar.
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Partiendo de la igualdad
Ix+y[? = (x+y | x+y) = [[X[°+ ylI* + 2Re(x| ) (5.8)
Sustituyendo en ellgpor —y y sumando, se obtiene la llamaigaialdad del paralelograma
X+ YIIZ + X =yl = 2I|x]|* +2/|y||? (5.9)

gue expresa que la suma de los cuadrados de las diagonalegpderlelogramo es igual a la
suma de los cuadrados de los lados. Es una identidad en |@duienviene el producto escalar
y que debe cumplir cualquier norma que proceda de un pro@sctaar, pero lo sorprendente
es que dicha condicion necesaria es también suficientecesldéentidad del paralelogramo
caracteriza las normas que proceden de un producto escalar.

5.4. Teorema de Jordan—von Neumaniseal| || una norma en un espacio vectorial X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un producto escaldr | -) en X tal que|x||? = (x| x) para todo » X.

(i) Se verifica la igualdad del paralelogramo:

X+ Y112+ [Ix =y = 2I|x|* + 2 yl|?

Demostracion Por lo antes visto, s6lo hay que probar la implicadidh=- (i). Supongamos
gue X es un espacio normado real cuya norma verifica la igualdagatalelogramo y que-
remos probar que la norma deriva de un producto escalar. istia de la igualdad(6), el
producto escalar que buscamos tiene que estar definido por

4x|y) = Ix+yl2=lIx=yl*>  (xyeX)

Observa que con esta definicion se cumple guey) = (y|X) y (x| X) = ||x||. Por tanto, lo
que hay que probar es la linealidad de la aplicacién (x|y). Para ello, dados, v,y € X,
usamos la igualdad del paralelogramo para obtener

4(u+v]y) = Ju+v+y|P = u+v-y|? =
= 2l|u+ Y|+ 2|V~ lu+y— Vi[> = 2[ul]* = 2|V =y + flu+y—v]|* =
= 2l|u+y|I*+2v* — 2/|u® — 2jv—y]|?

Intercambiando en esta igualdag vy sumando las dos igualdades resultantes obtenemos

8(u+v|y) =2ut+y|?—2u—y[?+2[v+Yy|?-2|v-y|* =
=8(uly)+8(v]y)

Hemos probado que para today,y< X se verifica que
(U+vly)=(uly)+(vly) (5.10)
Consideremos ahora el conjunto

K={teR: (tx]y) =t(x]y) YxyeX}
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Evidentemente, A € K. Supongamos quet € K. Usando $.10) tenemos que

(t=9s)x[y) +s(x]y) = ((t—9)x|y)+ (sx|y) = {tx]| y) =t (x]y)

y deducimos qué— s K. Supuesto que# 0, tenemaos
s
t(2xly) = (sx1y) =s(x|y)

y deducimos que € K. Por tantcK es un subcuerpo d@y por tantoK D Q.

Para cada,yc X, la funcionfyy : R — R definida por

fey(t) = (tx|y) —t(x]y)

es continua, luego el conjunlfg@l({o}) es cerrado eR, lo que implica que el conjuntd, que
es la interseccion de todos los conjunfgé({o}) conx,ye X, es cerrado, por lo qu€ = R.
Hemos probado asi que

(tx|y)=t(x]y) (x,yeX,teR) (5.11)

Teniendo en cuenta ahora la igualdadL(), deducimos quétx+y|z) =t(x|z)+(y|2), es
decir, la aplicaciorx— (x| y) es lineal y, por tanto(x,y) — (x| y) es un producto escalar en
X que induce la norma de.

En el caso en qu&X sea un espacio normado complejo, a la vista de la igual8ay, (
definimos
x|y)=(xly)+i(x|iy)  (xyeX)

Comol|x+iy|| = ||ix—Y]|| y [[x—1y|| = ||ix+Y]||, deducimos que

(xliy)==(ix]y)  (xyeX) (5.12)
En particular,(x | ix) = — (ix | X) = — (x| ix), deducimos quéx | ix) = 0y, por tanto(x | X) =
(x| X) = ||x||*>. Ademas

(xly)=(x[y)+i(x|iy) = (y[x) —i(ix]|y)=(y[x) —i(y|ix)=(y[|x)

De las igualdade$(10 y (5.11), deducimos que para totle R y todosx, y< X, se verifica que
(tx+y|2) =t(x|2)+(y| 2). S6lo queda probar qyé& | y) =i (X | y), pero eso es consecuencia
de 6.12, pues

(ix |y) = (ix|y)+i(ix|iy) = — (x|iy) =i (=x|y) =
=i(i(x|iy)+(x|y)) =i(x|y)

Queda asi probado gye| -) es un producto escalar que induce la normXde O

5.5 Ejemplos. La recta realR, es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar es el product
usual de nimeros reale | y) = xy, que induce como norma el valor absolujx | x) =

VX2 =X
El cuerpo complejd, es un espacio de Hilbert cuyo producto escaldzésy) = zw, que

induce como norma el médulg/(z| z2) = vVzz= +/|2? = |2.
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Los espaciog) y /5, reales o complejos, son espacios de Hilbert pues sus nqnoeede
de un producto escalar:

N [

(x|y) = kZlX(k)y() (x.yely)

x|y = ix«ﬂ@ (xyetr)
=1

También es un espacio de Hilb&g(Q) pues su norma viene dada por el producto escalar

(flg) =] fogdx  (f,9eLa(Q)
Q

Los espacioi,'\)' y {p parap # 2 n? son espacios de Hilbert puespsi o, en cualquiera de
ellos se verifica quie; - &/, = 27 y ||e1]|p = ||le2]|p = 1, luego para que se de la igualdad del

paralelogramo debe cumplirse que2125 =4, que solamente se cumple pgra- 2. Sip = o
entoncesle; + & || = [le| = ||e2||, = 1y laigualdad del paralelogramo tampoco se cumple
en/s. El mismo razonamiento prueba quecgini ¢ son espacios de Hilbert.

5.3. Teorema de la proyeccion ortogonal

La gran utilidad de los espacios de Hilbert se debe, entas oizones, al hecho de que en
ellos los problemas d&aproximaciéon éptima”en los que se trata de obtener la mejor aproxi-
macién de un elementoc H, usualmente una funcion, por elementos de un conjwhto H
de funciones de cierto tipo, tienen una sencilla soluci@tr&ta, claro esta, de calcular un
puntome M tal que|x — mj|| = dist(x,M). Cuando dicho punto existe y es Unico se dice que
es laaproximacion optima de x en M, se dice también que dicho puntoc M materializa
la distanciade x a M. Se trata, en definitiva, como tantas veces en Analisis Mitiemde un
problema de extremos.

Recuerda que un conjunfen un espacio vectorixl es convexo st contiene el segmento
que une dos cualesquiera de sus puntos, esto es, siemptg gdese tiene quél—t)x+tyeC
para todd € [0, 1].

5.6. Teorema de aproximacion éptim&ea C un subconjunto convexo y cerrado de un espacio
de Hilbert{. Dado un punto x H existe un Unico punt®e C tal que

|Ix—X]|| = dist(x,C) = inf{||x—ul| :ueC}

Se dice qu& es laproyeccionde x sobre C y suele representarse get Pc(X).

Demostracion.El caso en quaeC es trivial pues entonces= x. Sea, puesse H \ C. Ponga-
mosp = dist(x,C). ComoC es cerrado, tenemos gpe> 0. Searu, ve C. Usando la igualdad
del paralelogramo tenemos

2 2 2 2
2l x=ull* +2fx = v][* = [[2x= (u+V)[| + [[v = ul|* =

u+v|?
X_—

o= uf? = 22+ 2Jx v - 4 x5
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u+v u+v . .
ComoC es convexo, tenemos quer_ €Cy, por tanto,||x — % || > p. Deducimos asi que

[v—ul]?2 < 2|x—ul[?4+2|[x—V|?—4p?>  (u,veC) (5.13)
Para cadac N seax, cC tal que|x—xy||?> < p?+1/2n. Sustituyendo erf(13 u= X, y V= Xm
obtenemos que
n— ]2 < =+ =
n m
y deducimos que la sucesidix,} es de Cauchy. Com@ es completo por ser un conjunto
cerrado en un espacio de Hilbert, dicha sucesion convergeantoxec C. La continuidad de
la norma implica quéix — X||2 < p?y, por tanto,|x— X|| = p. La unicidad d& es consecuencia
inmediata de la desigualda8.{3). O

Observa que este resultado también es valido si se suporig ggeun espacio prehilber-
tiano yC un subconjunto convexogompletode .

5.7 Lema. Sea C un subconjunto convexo de un espacio prehilberttaryosea x H. Dado
un puntoxe C equivalen las siguientes afirmaciones:

(a) X es la proyeccion de x sobre C.
(b) Re(x—X| u—X) <0 para todo L=C.
Si C es de hecho un subespacio, (a) y (b) equivalen a

(c) (x—X|u) =0 paratodo u=C.

Demostracién. (a)= (b) Para todaieC tenemos que
1= %1% < [Ix—ul]? = [|(x=%) — (u=R)||* =
= |[x—R||?+ lu—K||? — 2Re(x— X | u— X) <>
2Rex—X|u—x) < [lu—x|? (5.14)
Puesto qu€ es convexo podemos sustituipor (1 —t)X+tu conueC arbitrario, 0<t <1,y

deducimos que
2t Re(x—X| u—X) < t?[|lu—x]|? (ueC)

dividiendo port y hacienda — 0 obtenemos
Re(x—X|u—X) <0 (ueC)
Esta ultima desigualdad a su vez implica claramehite y por tanto(a).

Supongamos qué es de hecho un subespacio, y probemos(byes (c). Basta observar
gue, por seC un subespacioz = u— X es un vector d€ tan arbitrario comau. Por tanto
podemos cambiar por —zy deducimos que

Re(x—X|u—X)=0 (ueC)

Si el espaciiX es real, esto pruelf@). Si X es complejo, cambiamos ahara- u— X porizy
obtenemos que
Im(x—X|u—x)=0 (ueC)
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Por tanto, en cualquier caso hemos prob@joEl resto es inmediato. O

5.8 Corolario. Sea C un conjunto no vacio, cerrado y convexo en un espacidltoert, y
sea R : H — X la proyeccion sobre C. Entonces se verifica d&e(x) — Pc(y)|| < [|[X— Y|
para todos xy e .

Demostracién En virtud del lem&.7 5.7 se verifica que

Re(x—Pc(x) | Pe(y) —Pe(x)) <0;  Re(Pe(y) —y | Pe(y) —Pe(x)) <0

Sumando estas dos desigualdades obtenemos

Re(x—y+Pe(y) — Pe(x) | Pe(y) —Pe(x) = Re(x—y | Pe(y) = Pe(X)) + [Pe(y) — Pe(x)[| <0

Y, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz deducimos, que

IPe(y)—Pe()I? < —Re(x—y| Po(y) —Pe(x) <|(x =y | Pe(y) —Pe(x)) [ <[Vl [IPe ()P (X

Y por tanto||Pc(y) — Pe(X)|| < [Ix—]|. H

La condicidn
Re(x—X|u—X) <0 para todoueC (5.15)

tiene una sencilla interpretacién geométrica. Para vextasitamos definir éilnguloque for-
man dos vectores en un espacio prehilbertiano. De la dddaglide Cauchy-Schwarz se sigue
gue para todog, y, vectores no nulos en un espacio prehilbertigqficse verifica que

| _Reix]y) _
Iy

Por tanto, existe un tnico nimedee [0, 17 tal que

_ Re(x]y)
X[yl

dicho numerod es la medida en radianes del angulo que forman los vectoegs Observa
gue cos} < 0 indica que dicho &ngulo, medido en grados, esta enfrg 8C°. Por tanto, la
condicién 6.15 nos dice que el angulo que forma el vecter X con el vectomu — X esta entre
90* y 180 para todaueC.

Otrainterpretacion, quizas mas sugerente, es como sigpen8remos quk = R. Fijados
Xo € H y X €C, supuesto que # Xp, el conjuntoM = {xeH : (xo—Xo | X) = (X0 —Xo | X0)}
es unhiperplano afinenH que pasa pok. Como para todoi€ C se tiene quéxg — X | U) <
(X0 —Xo | Xo) pero(xo—Xo | Xo) > (Xo — X0 | X0), resulta que dicho hiperplano deja a un lado el
conjuntoC y a otro lado el puntep. Observa que si,ye M entoncegxy— %o | X—y) =0, es
decir, el angulo de los vectores — Xg Yy X— Y es un angulo recto. En tal caso se dice que los
vectores son ortogonales, concepto que pasamos a definir.
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5.9 Definicion. Se dice que dos vectorgsy de un espacio prehilbertiarid sonortogonales
cuando(x | y) = 0. En tal caso escribimos_ L y. Observa que la relacion de ortogonalidad es
simétrica.

Dado un subconjunto no vacfode H, definimos

Al ={ycH:y L x VxcA}

Es evidente quéies un subespacio vectorial cerraddideasi como qu&NA*+ = {0} y
A C A+, de hecholin(A) c A+,

5.10. Teorema de PitdgorasSean x, y dos vectores de un espacio prehilbertiingobrekK.
@ xLy=[x+y||>=[Ix]>+ Iyl
(b) SIK=R entonces X y<= |[x+Y|?=|x|2+ly|

Demostracion.Las afirmaciones hechas son consecuencia directa de ldagu@l8). O

SiK = C laigualdad||x+Y||? = ||X|? + ||y||? solamente implica que

(X[y)+(y[x) = (x]y)+(x]y) =2Rex|y) =0

es decirx ey son ortogonales respecto del producto escakdr(x,y) — Re(x|y). Por ejemplo
enC no hay vectores ortogonales no nulos pero se cumple la gifid y||? = ||x(|2 + ||y||
cuando los vectores= x; + iXp, Y = Y1 + iy» verifican que

RE(XY) = X1y1+X2y2 =0
Por otra parte, como I® | y) = Re(x | iy), deducimos que, en el caso complejo, se tiene que
X Ly = [x+y|? = [Ix+iy||* = x>+ [Iy]®
Recogemos en el siguiente teorema fundamental los regsltpee hemos obtenido.

5.11. Teorema de la proyeccion ortogongbeal un espacio de Hilbert y M4 {0} un subes-
pacio cerrado propio dé&{. Para cada x H representemos ponfx) su proyeccion sobre M.
Se verifica que:

a) Rv(x) es el anico punto de M que materializa la distancia de x a M eg#,doara todo
xe H se verifica quéix — Py (X)|| = dist(x,M).

b) Ru(x) es el unico punto de M tal que-xPy(X) es ortogonal a M. Por tanto se verifica
que M- #£ {0}, H=Ma Mty

X% = 1P O + [[x = Pu(x)|*  (x€3) (5.16)

¢) La aplicacién Ry : H — H se llama laproyeccién ortogonatle H sobre M. Se verifica
que dicha aplicacion es lineal y continua cpBy || = 1, Bu(H) = M y ker(Py) = M+.

d) M- =MyBR,. =1 Py donde | es la identidad ef.
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Demostracion.El punto a) es consecuencia directa del teorema de apra¥iméptima, y el
punto b) es consecuencia directa del punto c) del I|BaComoM # H se sigue qudl+ #
{0}. Para todoxe H tenemos que = Py (X) + (X— Pu(X)) €M + M+ y comoM N M+ = {0},
se sigue qué{ =M @ M= y la igualdad $.16) es consecuencia del teorema de Pitagoras.

La linealidad dePy es consecuencia de que coioy M-+ son subespacios, para todo
x,ye H y A €K tenemos que

(AX—APw (X)) + (Y= Pu(y)) = AX+Yy— (A\Pu(X) + Pu(y)) e M*

y comoAPy (X) + Pu(y) €M, se sigue, por el punto b), qi (AX+Y) = APy (X) + Pu(y). Es
claro quePy (H) = M y ker(Py) = M-, De la igualdad§.16) se sigue quﬁm(x)u < |[X||, por
lo quePy es continua y|Py|| < 1, pero sime M con||m|| = 1 se tiene qu&y(m) = mpor lo
que||Pull = 1.

Sixe M+t entonces, comBy (x) €M C M+ se tiene que— Py (x) € M-+ N M+ = {0},
luegox = Py (X) € M. Por tantaM++ C M y la otra inclusién ya es sabida.

Finalmente, como k¢P,,. ) = M+ =M, es claro qué®,. =1 — Py. |

Este teorema trivializa en los casos en enlgue {0} o M = H que por eso se han excluido
en el enunciado.

Se dice que los espacidé y M+ son cada uno elomplemento ortogonaldel otro. Ob-
serva que hay una completa simetria y que las proyeccipnesP,,. son complementarias,
esto ePy +PyL =1.

Observa que la igualda®.(L6) puede expresarse también en la forma
IXI[Z = [[Pm ()| + dist(x,M)?  (xeH) (5.17)
Y que distx,M) = ||Py. (X)||-

Observa que los resultados obtenidos son validos si se supm es un espacio prehil-
bertiano yM es un subespacimompletode H. En estas circunstancias hay una diferencia y es
queM+* no puede ser un subespacio completo.

Si A es un subconjunto no vacio arbitrario del espacio de Hitberpodemos aplicar lo
anterior tomandd/ = Lin(A) el subespacio cerrado @€ engendrado poA; puesto que, cla-
ramente A~ = M+ obtenemos lo siguiente.

5.12 Corolario. Seal un espacio de Hilbert y A un subconjunto no vacidti€Entonces A+
es el mas pequefio subespacio cerradf{dgue contiene al conjunto A, estolda (A) = A+,
En particular, siY es un subespacio @iese tiene qu& = Y1+, luego Y es denso &k si, y
soélo si, Y- = {0}.

La principal consecuencia del teorema de la proyecciérgonal es la “autodualidad” de
los espacios de Hilbert pues, como vamos a ver, un espacidkaztrde identifica de una forma
natural con su dual.

5.13. Teorema de Riesz—Fréche®eal un espacio de Hilberty sap: H — H* la aplicacién
que a cada ¥ H hace corresponder el funcional linedly) : H — K definido por

WYX = (x]y)  (xeXH).
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Se verifica qu& es una biyeccion conjugado-lineal e isométricallasobre*.
WY +2) =M(y) +W(2), AeKy,zeH); [yl =yl

Demostracion La linealidad en primera variable del producto escalardics queg(y) es un
funcional lineal, y la desigualdad de Cauchy-Schwabzy)(x)| < |ly||||x||, hos dice quej(y)

es continuo y(y)|| < |ly|l. Pero sy # 0 se tiene quép(y)] () = llyll, luego|[w(y)I| = [I].

Las propiedades de linealidad @ieson consecuencia de que el producto escalar es conjugado-
lineal en la segunda variable. En el caso rgias lineal.

Queda probar la sobreyectividad y aqui es donde se neceditenda esencial la complitud
(ver ejerciciol21). Dado f € H*, que suponemos no nulo, ké) es un subespacio cerrado
propio deJ(. Seaucker(f)* con|ju|| = 1. Comof (u) # 0, para cadac H podemos considerar

X : .
el vectorx— ——u que, evidentemente, esta en({er por lo que es ortogonalldu, luego

f(u)

f(x)
0= (x— Wu

Definiendoy = f(u)u, hemos probado quix) = (x| y) = [W(y)](X) para todoxe H, esto es,
f=w(y). 0

Wu) = (x| f(uu) — f(x) = f(x) = (x| F(u)u)

Como caso particular del teorema anterior obtenemos nuavania descripcion del dual
de los espacio), £, y Ly[a,b]. Notemos que, en el caso complejo, la identificacion quesahor
obtenemos con los respectivos duales es conjugado-lgleaho es ningln problema, puesto
gue la aplicacion de paso a conjugado:

y—y
€s a su vez una biyeccién conjugado-lineal isométrica dewigaa de estos espacios sobre si
mismo. Componiéndola con la que da el Teorema de Riesz-¢tréblenemos un isomorfismo
isométrico. Destacamos el siguiente resultado.

5.14 Corolario. Para cada ¢ Ly[a,b] pongamos

(®g)(f) = | fF(g(x)dx  (feLa[a,b])

D >

Entoncesp es un isomorfismo isométrico de[d, b] sobre Lp[a, b]*.

5.4. Bases ortonormales

Unsistema ortonormalen un espacio prehilbertiarié es un subconjunto no vackbc H
cuyos vectores son dos a dos ortogonales y tienen normaksist| y) = 0 para todox, ye E
conx #Y,Yy (x| X) =1 para todox€ E. Unabase ortonormales un sistema ortonormél tal
que Lin(E) es un subespacio denso&n

En un espacio de Hilbert de dimension finita todas las bagesmmales son también
bases algebraicas y, por tanto, tienen todas ellas el migmeno de elementos. Veremos que
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todo espacio de Hilberfi{, tiene bases ortonormales y se verifica, aunque no lo pnoloare
gue dichas bases tienen el mismonero cardinafue se llama ladimension hilbertianale H.

N
Sea{uk : 1 < k< N} un sistema ortonormal 3= Z AkUk. Se tiene que

N
(Zlup) =5 Aluc | uj) =A;
K=1
Por tanto, st= 0 tenemos qu&; = 0 para I< j < Ny deducimos que los vectorgs : 1 <k <N}
son linealmente independientes. En consecuenu&guier sistema ortonormal es un con-
junto de vectores linealmente independientes

N
Por otra parte para= Z AkUk se tiene que

N N
Z)\jUj) z )\k)\ Uk|UJ Z|)\k|2
=1 k=1

7J_

N
122 = 3 M
k=1

N
SeaM = Lin{ux: 1 < k< N}. Para cualquiexe H se tiene que el vectar= Z (X ] ux)uk esta
k=

enM y, ademas
N
(X=2z|uj) = (x| uj) — ZX\Uk (U [ uj) = (x| uj) = (x| uj) =0

Por tantox— z L uj para 1< j < N, lo que implica quex— ze M-+. Deducimos, por tanto, que
z= Py (Xx). Resumimos estos resultados en el siguiente enunciado.

5.15 Proposicion.Sea{ux : 1 < k < N} un sistema ortonormal y M= Lin ({ug: 1 <k <N} ).

Para todo x H se tiene que
N

Pu(X) = % (X] ui)u (5.18)

K=1
En consecuencia

X2 = I[P ()1 + Ix = Pu ()] = Z! X | u)[? +dist(x,M)? (5.19)

Existe un procedimiento que permite obtener a partir de uoason finita o infinita de
vectores linealmente independientes un sistema ortoha@ueagenera el mismo espacio vec-
torial que la sucesion de partida.

5.16. Método de Gram-SchmidSi {x, : n€ N} es una sucesion de vectores linealmente inde-
pendientes en un espacio prehilbertigig entonces existe un sistema ortonorfia| : ne N}
enXH tal que para todo & N se verifica que:

Lin({ug:1<k<n})=Lin({x:1<k<n})

En consecuencilin({u, : neN}) = Lin({X, : neN}).
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Demostracion Definimos de forma recurrente
n—-1
Xn— ) (X | Uk) Uk
X1

TR — H

=~
Il

n=23,...

>
T

X — D (% | k) Uk
k=1

El conjunto asi definido{u, : neN}, es un sistema ortonormal, pugs,|| = 1, y sin# m,
por ejemplon > m, es claro qual, es ortogonal ai,,. También es claro que L{fu;}) =
Lin({x1}). Supuesto que Li{uk : 1 < k< n}) =Lin({X: 1 < k< n}), entonces tenemos que
Unt1 € Lin({x:1<k<n+1}) por tanto Lir({uc:1<k<n+1})CLin({X:1<k<n+1})y co-
mo ambos son espacios vectoriales de dimensidd deben ser iguales. O

Naturalmente, el método de ortonormalizacién de Gram-&ttipnede aplicarse para sis-
temas finitos de vectores linealmente independientes yifgealntener un sistema ortonormal
gue genera el mismo espacio vectorial que el sistema deaarti

5.17 Corolario. Para cada Ne N, ¢} es, salvo isomorfismos isométricos, el Ginico espacio de
Hilbert de dimension N.

Demostracién SedH un espacio de Hilbert de dimensith El método de Gram-Schmidt per-
mite obtener, partiendo de una base algebraic& den sistema ortonormdluy : 1 < k < N}
N

que también sera una base. Por tanto, catl& se expresa en dicha base per Z (X | uk)uk
K=1

N
y sabemos qugx||2 = Z (x| w)|?. La aplicaciérnxi— {(x| uk),1 < k < N} es un isomorfismo
K=1

isométrico de sobre/}. m

5.18 Proposicién.Un espacio prehilbertiano es separable si, y sélo si, adoniiz base orto-
normal numerable.

Demostracién Si un espacio prehilbertiarid tiene una base ortonormal numerable, entonces
tiene un subespacio denso de dimensién numerable y, segémass, es separable. Recipro-
camente, siH es separable, entonces hay una sucesion de vectores kmalimdependientes
gue genera un subespacio denso, el procedimiento de GramicB@ermite obtener a partir
de dicha sucesién otra sucesién ortonormal que genera elosigbespacio y, en consecuen-
cia, es una base ortonormal. O

El siguiente criterio de convergencia se usa constantenameéspacios de Hilbert.

5.19 Proposicion. Sead un espacio de Hilbert {x,: neN} un conjunto de vectores or-

togonales yA, € K para todo ne N. Entonces la seriez AnXn €s convergente si, y sélo si,

n>1
0

la serie Z IAnl?[|I%||? es convergente. En cuyo caso, s:'hxz AnXn se verifica que|x||? =
n>1 n=1

S Anl?%a]%.
n=1
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Demostracién Basta tener en cuenta que para mse tiene

n
Z }\ka
k=m

por lo que ambas series cumplen la condicién de Cauchy yaptw,tconvergen, o ninguna de
ellas cumple la condicion de Cauchy y no convergen.

2 n
= 3 NPl
k=m

La Ultima afirmacion es inmediata. O

5.20 Lema. Sea{un : n€ N} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertidioy para
cada ne N sea M, = Lin({uc: 1 < k< n}) y B, la proyeccion ortogonal dé{ sobre M,. Se
verifica que:

a) n
Z X| Uk Uk XEU‘C)
; 2 n 5
X2 =5 (<] w)|*+ Z (X[ uui|| = > (x| u)[* +dist(x,Mn)? (5.20)
=] = =]

b) La seriez (x| un)|? es convergente y se verifica que

n>1 0
IXIZ =5 1(x] un) |*+dist(x, M)?  (xe H) (5.21)
n=1
1im |[x— Pa(x)|| = dist(x, M) (5.22)

donde M= Lin({u, : neN}). En particular, se verifica lalesigualdad de Bessel

00

Zl|(X| un)[? < [IXII*  (x€3H) (5.23)

c) SiZ es un espacio de Hilbert, la proyeccion ortogonal sobre despacioM viene dada
por

8

Py(X) = 1(x lupun  (XeH) (5.24)

Demostracion El punto a) es consecuencia directa de la proposibids. De la igualdad

(5.20 se sigue que para todo= N es Z |(x| u)|* < ||x||? y, por tanto, la seriez |(x | un)?
n>1
es convergente. Por otra parte, se tlene que (ver ejerc®ibm dist(x, M,,) = dist(x,M), con

lo cual la igualdadq.21) se deduce de la igualda8l.20 tomando limites.
c) SiJ es un espacio de Hilbert, la seffg.1(X | Un)un, €n virtud de la proposicioh.19
converge a un elemento= z (X | un)un € H. Es claro queze M. Por la continuidad del
=

producto escalar tenemos que

(=20 ) = (¢ )= im, 314 0k ) = (¢ )~ (¢ ) = O
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Deducimos qu& — ze M por lo quez = Pm(x). O

Teniendo en cuenta que un sistema ortonorfogl: n€ N} es una base ortonormal si, y
solo si, distx,M) = 0 para todoxe H dondeM = Lin({un : neN}), deducimos de lo anterior
el siguiente importante resultado.

5.21 Teorema. Sea{un : ne N} un sistema ortonormal en un espacio prehilbertigiioPara
cada ne N sea My = Lin({uc: 1 < k< n})y R, la proyeccion ortogonal dé{ sobre M. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Elsistemgun:neN} es una base ortonormal

2) IN2= S|P (xe3) (5.25)
n=1
3) x—Pwx|—=0 (XeX) (5.26)
4) x:i(x|un)un (xe ) (5.27)
n=1
5 (x|y) = 3 (| )t |y) (oy<0) 5.28)

Demostracion Las implicaciones Jl< 2) y 2) < 3) son consecuencia directa de las igualda-
des 6.21) y (5.22. Por su parte, 3) y 4) significan exactamente lo mismo.

4) = 5). Es consecuencia de la continuidad del producto escalar.

5) = 2) Es evidente. O

La igualdad erb.27 se llamadesarrollo de Fourier del vectorxe H respecto de la base
ortonormal{u, : neN} y los nimerogx | u,) se llamancoeficientes de Fourierdel vector
xeH en dicha base. Las igualdades®R5y 5.28se conocen respectivamente coigualdad
de Bessekigualdad de Parseval

5.22 Proposicion.a) Todo espacio prehilbertiano separable infinito-dimenal, HH, es iso-
métricamente isomorfo a un subespacio denséde

b) ¢, es, salvo isomorfismos isométricos, el Unico espacio desHifleparable de dimen-
sion infinita.

Demostracion a) Sed un : ne N} una base ortonormal dé, y {e, : ne N} la base ortonormal

de/, formada por los vectores unidad. La aplicacipnH — ¢, dada porp(x) = Z (X |un)en
n=1
es, como consecuencia de las igualda®e®7( y (5.25 una isometria lineal cuya imagen es

densa pues)(u,) = &,. Dicha isometria no puede ser sobreyectiv& sio es completo.

b) Razonando como en a) solamente queda probab@sssobreyectiva. Dadte /5, tene-
mos quez=3_1(z| en) &. En virtud de la proposicioh.19, la serie5 -~ 1 (z| en)un converge a
un elemento dé(, x= S 1(z| en)un. Puesto quéx | ux) = (z| &) para todkeN, se verifica
quey(x) =z O
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Un espacio prehilbertiano no separable puede carecer d®tiasormal pero eso no suce-
de en los espacios de Hilbert. Es claro que la familia de ttmosistemas ortonormales de un
espacio prehilbertiano esta ordenada parcialmente plositn, y en dicho orden toda cadena
tiene un mayorante. El siguiente resultado es, por tantsemencia del lema de Zorn.

5.23 Lema. En un espacio prehilbertiano, todo sistema ortonormal estdtenido en un sis-
tema ortonormal maximal.

5.24 Teorema. Todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal. Contretde, en un
espacio de Hilbert cualquier sistema ortonormal maximaliea base ortonormal.

Demostracion SeaB un sistema ortonormal maximal en un espacio de Hilbgry seaM =
Lin(B). Si M # X, el teorema de la proyeccion ortogonal nos dice §ue# {0} lo que
contradice la maximalidad d& En consecuenci®l = H y B es una base ortonormal. 0O

Se verifica que todas las bases ortonormales en un espacidbeet Henen el mismo
cardinal que se llama ldimension hilbertiana del espacio. Dos espacios de Hilbert son iso-
métricamente isomorfos si, y solo si, tienen la misma dindanisilbertiana.

5.5. Series de Fourier. El sistema trigonométrico

Recuerda qué,[—1,1] C Li[—T1 11, por lo que las definiciones que siguen, cuando se
refieren a funciones de [Tt 11, se aplican igual para funciones ldg—1t 11.

Para todaf € L1[—Tt, 11 se definen susoeficientes de Fouriepor

f(n)= %{j f(t)e ™™ o (neZ) (5.29)

La sucesion dada por
n .
S(fi)= 3 fe4 (neN)

k=—n

se representa simbélicamente pEr fA(n) e y se llamaserie de Fourierde f.
nez

Se dice que unaerie trigonométrica Z cn€™ es una serie de Fourier cuando existe
nez
f eL4[—T1 10 tal quef(n) = c, para todneZ.

El problema de caracterizar las series de Fourier entrestésssrigonométricas no tiene,
hoy por hoy, una solucién satisfactoria, si bien se dispangrdn cantidad de informacion
sobre este problema, parte de la cual aparecera mas adelante

Es natural preguntarse si una funcibe L;[—11, 1] esta determinada de manera Unica por
sus coeficientes de Fourier. La respuesta es afirmativadewasido dicha funcidon como clase
de funciones, dicho de otra forma,fsige L1[—, 1 son tales qué (n) = g(n) para todme Z,
entoncesf = g casi por doquier. Este es un resultado fundamental en l&éatderseries de

Fourier qgue no vamos a demostrar.
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5.25. Teorema de unicidad para series de Fouri&ea fe L;[—T1T, 7] y supongamos quﬁz 0}
entonces t= 0 casi por doquier.

Consideramok,[—T1t, 17 como espacio de Hilbert con el producto escatamalizadodado
por
Tt
(f19) = o [ f0a0d  (f.geLal-mm)
2_,_[_]_[ ) 2
y norma

1T 1/2
Hf||2=<ﬁf|f(t)|2dt> (feLa-mm))

—T
Para cada< Z representaremos pay : [—T, 1] — C la funcién definida por
Un(t) = €™ (te[-m )

Se comprueba muy facilmente g, : n€Z} es un sistema ortonormal en el espacio de Hil-
bertL,[—11, 117, que recibe el nombre di#stema trigonométrica Paraf € Lo[—T1, 11 los coefi-
cientes de Fourier dérespecto del sistema trigopnométrico vienen dados por:

y 1 R —int

f(n):(f]un):z_[ff(t)e dt (nez) (5.30)

—Tt
que, naturalmente, coinciden con los antes definidos pateguiar funcién de.;[—Tt 11.

El teorema de unicidad para series de Fourier implicagiisistema trigonométrico es
una base ortonormal del espacio de Hilbert [Tt 1.

El espaciolz(Z).

Sea¢ : N — Z la biyeccion definida para todoc N por¢(2n) =ny ¢(2n—1) =1—n.
Definimos/,(Z) como el conjunto de todas las aplicacionesZ — C tales quexo ¢ € /5.
Con las operaciones usualés(Z) es un espacio vectorial complejo. Paralz(Z) definimos
IX|]] = ||Xo®||2. De esta forma la aplicacion dg(Z) en/, dada poix — Xo ¢ es una biyeccion
lineal isométrica y, por tantdz(Z) con la norma definida es un espacio de Hilbert. Tenemos
que

2n+1 n+1 n
][> =lim % |X(¢(k))|2=,1’lggo (Z X(9(2k—1))[*+ ZIX(¢(2k))|2> =
k=1 k=1 k=1

~ lim <n§|x(1_ W2 + §|x<k>|2> ~ fim ( S KPS |x<k>|2> —1im 3 (P
k=1 k=1 k=—n k=1 k

Suele usarse la notacion

XZ= S m)? = lim ki x(K)[?

Lo Nn—soo

Anélogamente, el producto escalar@(Z) viene dado por

[« n

xly)= 3 xym = lim 3 x(y®) (xyeta(2))

00
N=—o0 n- k=—n
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Razonando con el sistema trigonométriag, : n€Z} como en el lem&.20y como en
el teoremab.21, pero considerando los subespadiis= Lin({ux: —n < k< n}) y teniendo
n

en cuenta que la proyeccion ortogonal sobre dicho espatdadada por Z (X | uk) ux, que
k=—n
Lo[—11, 77 es un espacio de Hilbert y que el sistema trigonométrico adase ortonormal del

mismo, obtenemos los siguientes resultados.

5.26 Teorema. El sistema trigonométrico es una base ortonormal del espade Hilbert
Lo[—T1, 11, por tanto:

1. Igualdad de Parseval.

1

o | OG0 = Y TOFm (fgetal-mm)

En particular

102 E .2

2 110 =3 | (tetzl-nm)

2. Desarrollo de Fourier.Para fe Ly[—m, 1 la serie de Fourier de f converge a f en
Lo[—Tt,70:

2

dt =0

I
[im
n—oo
—TT

f(t) — i flk)ed

k=—n

3. Teorema de Riesz-FishePara cada x ¢2(Z) existe una unica € Lo[—T1t, 1 que verifica

~

que f(n) = x(n) para todo re Z.
En suma, la aplicacion & f de Lo[—Tt, 1 enéy(Z) definida por
Tt
f(n)= L j f(t)e™dt (nez, fely[-mm)
2.,_[ ) 2

—Tt

es un isomorfismo isomeétrico de[ LTt 1] sobrelz(Z).

Finalmente, vamos a obtener un resultado no trivial, calmocomo Lema de Riemann-
Lebesgue o Teorema de Mercer. Notarersi&.) el espacio de las sucesiones K% que se
anulan en infinito, es decir tales que para tede0, el conjunto{neZ : |x(n)| > €} es finito.
Observa ques(Z) no es otra cosa que el espa€lg(Z) de las funciones continuas que se
anulan en infinito cuando se considera la topologia disemrfa

5.27 Proposicion.Para toda feL;[—11, 11 se verifica que la sucesioh, de sus coeficientes de
Fourier esta en g(Z).

Demostracion Puesto quéf (n)| < || ||, la aplicacion linealf — fdeLy[—T, 7] enle(Z) es
continua. Pard € L[t 1, sabemos qué € ¢o(Z) y, comoLy[—Tt, 11 es denso eh, [T T,
concluimos que para todae L1[—T1, 17 se tiene qud € co(Z). O
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5.6. Teoremas de Stampacchia y de Lax—Milgram

Los resultados que siguen son muy Utiles en el estudio deiecea diferenciales lineales
en derivadas parciales de tipo eliptico.

SeaH un espacio de Hilbert. Una forma sesquilingalH x H — K es continua cuando
existeM > 0 tal que

O Y[ <MIx|llyll  (xyeH). (5.31)
Se dice quep escoercivasi existem > 0 tal que

0| = mix|>  (xe0) (5.32)

5.28 Lema. SeaJ{ un espacio de Hilbert ¢ : H x H — K una forma sesquilineal continua y
coerciva. Entonces existen isomorfismos topoldgicos &r8cbe L(H) tales que

d(xy) = (Sx|y)=(x|Ty)  (xyeXH)

Demostracion Para cadg € K fijo, la aplicacionx — ¢(x,y) es un funcional lineal continuo
enX; el teoremab.13nos proporciona un unico vectdye H tal qued(x,y) = (x| Ty) para
todo x € H. Es inmediato comprobar que la aplicacion asi definida esilliry de 6.31) se
deduce quéTy|| < M|ly|| por lo queT es continua. Ahora dé&5(32) deducimos quen||x||? <
(x| TX)| < [|TX||[x]], por tantom||x|| < ||Tx||. Por la proposicior8.4 se verifica queT (3)
es cerrado YT es un isomorfismo topolégico d& sobreT (H). ComoT (H)+ = {0} (pues
sixe T(H)* tenemos quen||x||?> < |(x| TX)| = 0) concluimos quer (K) = T(H)*+ = K.
LuegoT es un isomorfismo topolégico dé sobre si mismo. La unicidad esta clara.

Anélogamente, para cadee K fijo, la aplicaciony — ¢(x,y) es lineal y continua; razo-
nando igual que antes obtenemos la existencia de un isomorfgpoldgicoSe L(H) tal que

d(x,y) = (y| SX por lo qued(x,y) = (Sx|y). O

5.29 Teorema(Stampacchig. SeaXH un espacio de Hilbert realp : H x H — R una forma
bilineal continua y coerciva, y € 3 un convexo cerrado. Para cadacfH* existe un anico
ueC tal que

f(v—u) <¢(u,v—u) YweC (5.33)

Si, ademas} es simétrica y positiva, dicho elemento u queda caractédzzor la propiedad
ueC vy %q)(u,u)— f(u) = m’m{%cb(v,v)— f(v) :vec} (5.34)

Demostracion Por el teorem&.13 existe un vector Unicey € H tal quef(x) = (z | X) para
todoxe H. Sabemos, por el lema anterior, que existe un isomorfismadgieo Se L(H) tal
qued(x,y) = (Sx| y) para todox, ye H. Ademad|S¥| < C||x||. La desigualdady.33 equivale
a que para todweC se verifique que

(Zo|v—u) < (Sulv—u) < (zp—Su|v—u) <0< (pzp—pSu+u—u|v—u) <0 (p>0)

Esta Ultima condicion es, en virtud del le®&, equivalente a qui:(pzp — pSw+u) = u, donde
Pc indica la proyeccion sobre el convexo cerr@&@onsideremos el operaddr. H — H dado
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por Tx= Pc(pzo — pSx+ x) dondep > 0 es un ndmero fijo. Vamos a usar el teorema del punto
fijo de Banach para ver que es posible elggite forma que el operaddr tenga un punto fijo
Unicou para el cual se verificara la desigualda&d3@®. Usando el corolari®.8, tenemos que

ITx= Tyl < [[P(Sy—SX + (x—y)|1* <
< PPMP(|x— Y| + [|)x = Y||* = 2p (Sx— Sy| x—y) =
= (P°M?+ 1) [x—y[|* — 2p0 (x— y,x )
< (1+p?M?— 2pm) [x—y]|?
Por tanto es suficiente elegirde manera que % p°C?—2pm< 1, es decir < p < ZV”‘

Si suponemos qug es simétrica y positiva, entoncéses un producto escalar que define
una normax — /¢ (x,x), equivalente a la dé(, puesm||x||*> < ¢(x,x) < M||x||?. Por tanto
(3, ¢) es un espacio de Hilbert y, una vez més, el teorema de Riéshdirnos da un vector
Unicow € K tal que f(x) = ¢(w,x) para todox € H. Sustituyendo en la desigualdasl 33),
tenemos que para todeeC

d(wv—u) < p(uv—u) <= d(w—uv—u) <0

Pero esta Ultima desigualdad, valida para ted®, nos dice, por el lem&.7, quePc(w) = u
en el espacio de HilbeftH,$), lo que equivale a que

é(w—u,w—u)=min{¢p(w—v,w—V):veC}

lo que facilmente se comprueba que es la desiguakid)( O

5.30 Teorema(Lax—Milgram). SeanX un espacio de Hilbert real p : H x H — R una
forma bilineal continua y coerciva. Entonces, para cadad{* existe un Unico g H tal que

f(x) =¢(ux) YxeH

Si, ademasy es simétrica y positiva, dicho elemento u queda caractddzzor la propiedad
1 1
ueH vy éa(u, u)—o(u) = m’m{ia(v,v) —(v):ve .‘H}

Demostracién Sabemos, por el lema28 que existe un Unico isomorfismo topolégiSa

L(X) tal qued(u,x) = (Su| x). Por otra parte, sabemos que hay un ugied{ tal quef(x) =

(z| x). Por tanto basta poner= S1(z) para que se verifique quiEx) = ¢(u,x) para todo
xe J.

Siadema® es simétrica y positiva, entoncéses un producto escalar y tenemos que
0<O(v—uv—u)=¢(uu)+ (V) —26(uv) =¢(u,u) +d(vv) - 2f(v) =
—(I)(U, U) < ¢(V>V) —Zf(V) = (I)(U, U) - 2f(U) < ¢(V>V) —Zf(V) =

300~ f(6) =min{ 00— 1) :veoc)

Bibliografia. Los textos de MacClueB] y H.L. Vasudeva 13] son apropiados para este capi-
tulo y, como de costumbre, los apuntes de R. Paghgon muy recomendables.
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5.7.

95.

96.

97.
98.
99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

Ejercicios
SedH un espacio prehilbertiano. Prueba que

2
VI (XY = 1<) 12) = HviPx= <yl (xyed0)
Deduce a partir de aqui la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

X+Yy

SedH un espacio prehilbertiano, y searyc X tales qué|x|| = |ly|| = ||——||- Prueba

quex =Y. Deduce que la norma dé es estrictamente convexa, esto e§x§i= |y|| =1
y X#y entonced|Xx+ Y| < 2. En particular, la esfera unidad gieno contiene segmentos
no triviales.

Prueba que pama# 2 la norma erp[a, b] no procede de un producto escalar.
Prueba que la normjal|  enCJ0,1] no procede de un producto escalar.
SeaH un espacio prehilbertiano, y seary € H tales que||x+ ay|| > ||x|| para todo
aeK. Prueba quéx |y) =

X2 y2

Prueba que la eIip{e(x, y)ER?: = + i 1} de semiejes,bcR" es la esfera uni-

dad para una norma de espacio de HilberRén

SedH un espacio prehilbertiano real. Prueba que:
xLy & [x+y>=XP+yYI* & [x+yl=lx=yl & |x+ty] =[] (#eR)

SedH un espacio prehilbertiano. Prueba que para tdo0 existed > 0 tal que para

todosx,y € By con||x—y|| > € se verifica qu% Xty <1l-2o.

SedH un espacio prehilbertiano. Prueba que:

a) Si{X} e {ya} son dos sucesiones & que verifican{|[x, + yn||} — 2 entonces
{IX—ynll} — 0.

b) Si una sucesiorx,} y x< 3 verifican que{(x, | X)} — X2y {lI%ll} — [IXI|,
entoncesX,} — X.

Prueba que en un espacio de Hilbert de dimension infindease ortonormal nunca es
una base algebraica.

Sedun : ne N} una base ortonormal en un espacio prehilbertiEh&eart: N — N una

biyeccion. Prueba que para toda H esx = Z (X Urgn) ) Unn) -
n=1

Sedun : ne N} un sistema ortonormal en un espacio prehilberti@éhdrueba que para
x,y€ H se verifica que

2]

Z Ol a1y [ ua| < (X[l
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107.

108.

109.

110.

111.
112.

113.

Sedun : ne N} un sistema ortonormal en un espacio de HilBérPrueba que para todo
f € H* se verifica que lindf(u,)} = 0.

Da una demostracion directa del teorema de Riesz-€trpaha el caso de un espacio de
Hilbert separable.

En el espacio vectorixl= {xe KN: s 1 x(n) ? < oo} se considera el producto escalar
definido para tode,y € X por

< X(n)y(n)
(x|y)=
nzl n
Prueba que la norma definida Xrpor dicho producto escalar no es completa. Estudia si

) 2
. . X(n
dicha norma es completa en el espatie { xe K" : z % < oo}.
n=1

n
. . . 1
Sugerencia. Considera la sucesioq} dada porx, = z —ka< donde los g son los
K=1
vectores unidad.

Seac KN una sucesion tal quan) # 0 para todme N. Sea

Ha= {xe KN i\a(n)]zyx(n)lz < 00}

a) Prueba qué(, es un espacio vectorial isomorfda
b) Define erfH{; una norma que lo convierte en un espacio de Hilbert.

c) Prueba que todo funcionék H; es de la formd (x) = Z x(n)y(n) dondeye H.
n=1 2

SedH un espacio de Hilbert. Calcula la proyeccion sobre una beiadaB(a,r).

a) Sed&{ un espacio de Hilbert§; c C, conjuntos no vacios, convexos y cerrados. Para
x€ H seanPix y Pyx las proyecciones desobreC; y C, respectivamente. Prueba que

P — Pox||? < 2||x— Pyx||? — 2||x — Pox||?

b) Sea{C,} una sucesion creciente de conjuntos no vacios, cerradovgxms deH.
Parax € H seaP,x la proyeccion dex sobreC,. SeaC = |J,,_;C,. Prueba que& es
convexo y que sPxes la proyeccion de sobreC se verifica qugPx} — Px.

Sugerencia. Para a) usa la identidad del paralelograma.dparueba que digt,C) =
limdist(x,Cy) y usa el punto a).

SedH un espacio de Hilbert g H, a +# 0. Prueba que

dist(x, {a} ) = ’("(‘Lﬁ‘)‘
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114. En el espacio prehilbertia@—1, 1] con el producto escalar
l _
(flo)= [ fho®d  (f,9eC[-1,1))
-1

se consideran los elementés f1, o, dondefo(t) = 1, fi(t) =t, fo(t) =t2. Calcula la
distancia de la funciéni(t) = € a los subespacidd = Lin { fo, f1} y Q=Lin { fo, f1, f2}.

115. SeaM un subespacio cerrado de un espacio de Hitbery seaze 3. Prueba que
min{||z—x|| : xeM} = max{|(z| y)| : yeM*, ly]| = 1}
Sugerencia. Sea=u-+vconueM,veM= . Se tiend|v|| = ||z—u|| = min{||z—X|| : xe M}.
Prueba quév|| = max{|(z|y)| :yeM", |lyl| = 1}.
1

116. a) Calcular el minimo valor dﬁ X3 —a—bx— c><2|2 dx cuandoa, b,ceC.
1

1
b) Calcula el maximo d%ft?’g(t)dt
“1

dondeg cumple las condiciones

1 1 1 1
[gt)ydt = [gtytat = [gt)Pdt =0, |[g(t)[?ct =1
-1 -1 -1 -1

117. Sean=e3". Enel espacio de Hilbeft®, calcula el punto mas proximo del subespacio
M = Lin {(1,w, %), (1,0", w) }
al punto(1,—-1,1).

118. Prueba que
4
M = {feL2[0,4] [ fogax :o}

0
es un subespacio cerrado ldg0,4]. Calcula el punto mas proximo év a la funcion
caracteristica del interval®, 1].

119. Seavl un subespacio cerrado de un espacio de HitbePrueba que los espacibs- y
H /M son isométricamente isomorfos.

120. EnL;][—a,a] seaM el subespacio de las funciones pareé gl subespacio de las funcio-
nes impares.

a) Prueba quéy[—a,a) = M@ Ny queM = N-+. Calcula las proyecciones ortogonales
dely[—a,a) sobreM y N.

b) Calcula las distancias minimas de la funcidh) = t> +t a los espacioM y N.
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121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

00

Se considera el espacio prehilbertigog, || ||2). SeaM = {xe Coo : Z x(n) = 0}.

n
n=
Prueba queM es un subespacio cerrado dg y calculaM'.;Es cierto el teorema de
Riesz-Fréchet enyg?

SeaM y N subespacios cerrados de un espacio de HilHetdles queM L N. Prueba
gue el subespacidl + N es cerrado.

M = Lin({e1+ e, e;+€3,€1+€4}) C ¢». Calcula el complemento ortogonal Keen ¢
y las proyecciones ortogonales soey M.

SeaM = Lin({e; — ey, e, —e3}) C ¢,. Calcula el complemento ortogonal teen/; y
las proyecciones ortogonales sobtey M+,

Sed = {ex_1+en:NeEN} C /o

a) Describe los espacidd = A"y M+,
b) Calcula las proyecciones ortogonales sdirg M.

SeaMl = {xe 7 :x(4n) —x(4n—2) = 0 ¥YneN}. Calcula las proyecciones ortogonales
de /> sobreM y sobreM.

SeaM = {xe€ /7 : x(1) = 0,X(2) +X(3) = 0,x(3) + x(4) = 0}. Calcula las proyecciones
ortogonales dé, sobre sobré/l y sobreM-.

Calcula el desarrollo en serie de Fourier de la fun&ioh= € dondeacR \ Z y deduce
que
e 1
L., (n—a)?  ser(m)
Deduce a partir de aqui quln_lz = g

Prueba, usando la complitud del sistema trigononeétmige la familia de funciones

cognt), 1 ser(nt) : neN}

{ var f NG
es una base ortonormal del espacio de Hilbgjt-11, 71 con el producto escalar

T

(flg)= [ fhg®d  (f,gelo[-mm)

—Tt
Prueba que parfe L,[—11, 11 la mejor aproximacion & por una suma del tipo
ao N
> Z (axcogkx) + b ser(kx))

conN e N fijo, se obtiene cuando

a= Flrf[ f(x)cogkx)dx, bx= Flrf[ f (x) senkx) dx



Ejercicios 89

Los nimerosy, k=0,1,2,... se llamarcoeficientes de Fourier coseny los numeros
by, k=1,2, ... se llamarcoeficientes de Fourier sende f.

Prueba que

00

T

ao

3 (lad+ o) )= [1f()Pd
—Tt

130. Calcula los coeficientes seno y coseno de Fourier daa®hesf (t) =ty g(t) =t?,y
deduce las igualdades que siguen:

1 717
nzlﬁzg’

1
n

Sl

Ms

n=1

131. Seaf €L;[—T 17 tal que Z 1¥(n)|? < 0. Prueba qué € Lo[—Tt T1l.

Nn=—o0



Capitulo 6

Operadores en espacios de Hilbert

La estructura de los espacios de Hilbert constituye una riosa alianza entre algebra,
geometria y analisis que proporciona elegantes y poteréésdos que permiten generalizar
muchos resultados de la geometria euclidea finito dimealsaatimension infinita, esto se pone
especialmente de manifiesto en el estudio de los operadiyas espacios de Hilbert. Cuando
se considera una ecuacion integral o diferencial desdengd ple vista del Analisis Funcional,
lo que vemos es un operador que transforma unas funcionesasn por eso los resultados
obtenidos en el estudio de operadores abstractos se agbspués para resolver problemas
concretos. Es en este camino de ida y vuelta como se iniciéolgat de operadores por D.
Hilbert en los afios 1910-1913, pero pronto dicha teoriaigsaa los trabajos de John von
Neumann en 1930-1932, adquirié personalidad propia y diarla lasilgebras de operadores
gue constituyen uno de los campos de mas intensivo desadiitro del Analisis Funcional.

En este capitulo vamos a ver los conceptos basicos de la tEooperadores en espacios de
Hilbert; obtendremos, como resultado fundamentale@ema de representacion espectral de
un operador compacto normajue dice que un tal operador tiene una representacionrdibgo
respecto de una base ortonormal formada por vectores prapmioresultado que generaliza
la conocida diagonalizacién ortogonal de matrices hecasdtdel algebra lineal en dimensién
finita. Como aplicacion, estudiamos la llamaalternativa de Fredholny termina el capitulo
con laforma polarde un operador.

6.1. Operadores autoadjuntos y operadores normales

En todo lo que sigue la letrd( representara un espacio de Hilbert real o complejo. Si
S TeL(H), notaremosST su composiciorso T. Representaremos pbg o, simplemente, por
I, el operador identidad ef(. Se dice que un operaddre L(H) esinversible, o que tiene
inverso, siT es un isomorfismo topologico, es decir, existe! € L(7).

6.1 Proposicion. Para cada Te L(H) hay un unico operador Te L(H), llamado eladjunto
de T, verificando que
(Tx]y) = (x|T7y) vxyeX (6.1)

Parar todos ST € L(HH), y todoA € K, se verifica:
n i) (SHAT)* =S +AT*; i) (ST)*=T*S5 i) (T*)*=T;

90
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V) | T*| =||T|l; V) |IT*T||=||T||?>. Ademas, T es inversible si, y solo si, &s inver-
sible, en cuyo casfT*) 1 = (T~1)*.

Demostracion Para cadg < X, la aplicacionx — (T x| y) es una forma lineal continua sobre
H que, por el teorema de Riesz-Fréchet, debe ser de la forméx | z) para un Unicae ¥,
gue dependera dey dey. Queda asi definida una aplicacidh: H — H por la condicién

(Txly) = (x|T%) WxyeX
Dicha aplicacion es lineal pues
(X| T*(y+A2) = (Tx|y+A2) = (Tx|y) +A(Tx| 2) = (x| T*'y+AT*2) vxeH
lo que implica queT *(y+Az) = T*y+AT*z
Ademas,T* es continua, pues
(X TE) = [T < (T I

y sustituyendo por T*y obtenemod| T*y|| < || T|||lyl|, es decirT*cL(H) y ||T*|| < |IT]l.

Por otra parte

(Tx]y) = ([ T*) = (Ty|x) = (x| Ty) vxyeXH

de donde se sigue qud*)" = T. Si ahora en la desigualddd*|| < || T|| sustituimosT por
T* deducimos quéiT || < ||T*||, y por tanto|| T*|| = || T||.

También tenemos pa@T cL(H) y AcK:
((S+AT)X|y) = (SxHATX|y) = (SX|Y) + A (Tx| y) = (x| SY) + (x| AT*y) =
= (x| S*y+XT*y) VX, yeH
Deducimos quéS+AT)* = S*+AT*.
Igualmente
(STxy) = (STX) |y) = (Tx[SY) = (x| T*(SY)) = x| (T'S)y) wxyeH
Luego(ST)* = T*S*. Finalmente
(Tx| Tx) = [ITX? = (x| T*TX)| < [ T*T||x]|?
De donde|| T[> < | T*T| < [IT*|||T|| = | T||? luego| T*T|| = |[T|/>. O
Observa qué. () tiene una rica estructura algebraica: es un espacio valcyotambién
es un anillo cuyo producto es la composicion de operad&8s — ST, la cual es distributiva
respecto de la adicion. En consecuencia, los conceptomprd la teoria de anillos como, por
ejemplo, el concepto de ideal, tienen perfecto sentidb(8f). Todo esto se resume diciendo

quelL(H) es unalgebra Ademas, la aplicaciéi — T* es unainvolucion (porque(T*)* =
T) de &lgebra(porque(ST)* = T*Sf); y tiene unidad para el producto que es la aplicacion
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identidad. Todo esto se resume diciendo QU¥) es unalgebra con involucién Se dice que
un subconjuntA C L(H) esautoadjuntosi siempre qud € A se tiene qud * € A. Ademas,
L(%) es un espacio de Banach y el producto es continuo p&&g < ||S|||T||. Todo esto se
resume diciendo que(H) es unélgebra de Banach Ademas, la involucién es continua. Todo
esto se resume diciendo quéH() es unalgebra de Banach involutiva con unidad

6.2 Proposicion. Para T L(JH) se verifica que

=1

T(H) =ker(T*), kerT)t=T*(H) (6.2)

Por tanto

H=ker(T")®T(H)=ker(T)®T*(H) (suma ortogonal) (6.3)

En particular, T tiene imagen densa si, y sélo si,és inyectivo.

Demostracion

yeT(H) —= yeT(H): < (Tx|y) =0 ¥xeH <= (x| Ty) =0 YxeK
< T'y=0<=yeckerT")

Esto prueba la primera igualdad éhd) de la que se sigug(3() = ker(T*)*. Sustituyendo en
esta Ultima igualdad por T* se obtiene la otra igualdad del enunciado. O

Se dice que un subespaaierrado Mde un espacio de Hilbefk es unsubespacio in-
variante por T e L(K), siT(M) C M, y se dice quév es unsubespacio reductorparaT si
T(M)cCMyT(M+) c ML, Observa qud/ es un subespacio reductor parai, y sélo siM-+
es un subespacio reductor pdra

6.3 Proposicion. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de HilfeEntonces se
verifica que
T(M)cN < T*(NH) cM*+ (6.4)

En particular, M es un subespacio reductor para T si, y séJdvsies invariante por T y por
T*.
Demostracién =) Supuesto qu& (M) C N, para todox< M, ye N* se tiene que
0= (Tx[y)=(x|T%y)
LuegoT*ye M+,

<) Supuesto qu&*(N*) c M*, lo que acabamos de probar nos dice (Lig*(M*)1) c
(T*)*((N+)*), esto esT (M) C N. 0

Se dice que un operaddre L(H) esautoadjunto o hermitiano cuandoT* =T, es decir,
cuando se verifica que

(Tx|y)=(X|Ty) (xyeH).

Los operadores autoadjuntos constituyen un subespadiorie¢ceal deL(H) que, ademas, es
cerrado.
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SiT €L(H) es autoadjunto las igualdadésd) y (6.3) se escriben

T(}C)L =ker(T), H=T(H)DkerT) (TEL(H),T*=T) (6.5)
Para toddrl' € L(K) los operadore3 +T*, TT*, T*T son autoadjuntos.

Un operadoiT € L(H) se llamanormal cuandoT T* = T*T. Los operadores normales
constituyen un subespacio vectorialldé{() si la dimensién dé{ es mayor o igual que 2.

Un operadoiT € L(J) se llamaunitario cuandoT T* =T*T =1.

Todo operadofl € L(H) define una forma sesquilineg : H x H — K por

dr(xy) = (Tx]y) (xyeH)

cuya forma cuadratica asociada es

Qr(x) = (Tx|x)  (xe¥H)

Tenemos que

or(xy) =01(y,x) <= (Tx[y)=(x[Ty)

es decir,p7 es hermitica si, y sélo si, es autoadjunto. En particular, Bies autoadjunto la
forma cuadratic®r debe tomar valores reales. En el caso complejo, esta condisitambién
suficiente pues, por la identidad de polarizacién, se tiewee g

407 (xy) = Qr(x+Yy) = Qr(x—y) +i1Qr (Xx+ly) —iQr(x—ly)

y si Qr toma valores reales se deduce enseguidapgues hermitica. Y, también en el caso
complejo, deducimos quier es nula, lo que equivale a qiie= 0, si, y sélo siQr es nula.

6.4 Proposicion. Sea Te L(H) dondeJ es un espacio de Hilbedomplejo
i) Si (Tx|x) =0 para todo x H, entonces F 0.
ii) T es autoadjunto si, y solo ST x| x) € R para todo »x K.

i) T se expresa de forma Unica como=T A+ iB donde AB &< L(H) son operadores
autoadjuntos; T es normal si, y sélo si, ABBA.

Demostracion i) y ii) son consecuencia de lo antes dicho.

T+T* T-T* . .
iif) Basta ponerA = J; ,B= 5 Con ello se tiene qu& = A+iB conAy B

i
autoadjuntos, I T* — T*T = 2i(BA— AB). O

6.5 Proposicion. SeaH un espacio de Hilberty EL(H).

a) Si T es autoadjunto, entonces
ITI = sup{|(Tx|x)| : xe X, []x]| =1} (6.6)

Por tanto, si T=T*y (Tx

X) = 0 para todo x I, entonces = 0.

b) T es normal si, y solo sf,TX|| = ||T*x|| para todo x K.
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Demostracion Paraxe 3 con ||x|| = 1, se tieng(T x| x)| < || TX|[|x]| < | T||[X||> = || T||. De-
ducimos que, llamandM al término de la derecha en la iguald&d6], se tieneM < ||T|.
Observa también que para tode J{ se tiene qué(Tz| z)| < M||Z|?. La identidad de polari-
zacion 6.3), junto con la igualdad del paralelogramo pgxd = ||y|| = 1, nos da:

4Re(Tx|y) = (T(x+Y) [ x+Y) = (T(x=y) [ x=y) < M([x+Y|]* + [x—y[|?) = 4M

Ahora, supuesto qUEx # 0, podemos sustituir en esta desigualgigmbr T x/||T x|, y obtene-
mos que||Tx| < M para todoxe 3 con||x|| = 1, luego||T|| < M.

b) ComoT*T — T T* es autoadjunto, usando lo visto en el punto anterior, se tieeT es
normal si, y solo si

O=((T'T =TT %) =(TTMX) [X)~ (TT(X) [X) = ITH*~ [T*x|* vxex

Si T €L(R?) es el operador dado pdi(x,y) = (—y,x), entoncegT(x,y) | (x,y)) = O pero
T # 0. Este ejemplo prueba que lo dicho en el punto i) de la profws6.4 no es en general
cierto en espacios de Hilbert reales, y también prueba gadirtnado en el punto a) de la
proposicion6.5no es cierto en general §ino es autoadjunto.

6.6 Ejemplos. i) Matrices.Supongamos qu& es un espacio de Hilbert separable de dimen-
sion infinita y sedB = {un : ne N} una base ortonormal. A cada operadaf L(HH) podemos
asociar una funciéa: N x N — K, dada por

a(i,j) = (Tuj [u) ((i,))eNxN)

Podemos pensar en dicha funcién como una “matéizz, (a(i, j))NxN, gue representa al ope-
radorT en la basd, pues como cada elemento #Heviene dado por su serie de Fourier@n
es claro que el operaddr esta determinado de manera Unica por sus valorésyese tiene
que

00 00

T(uj) = ';(Tuj | u)ui = -Zia(i’j)ui (JeN)

por lo queT esta determinado de forma Unica por su mairiz
ComoT*eL(H)y

(THuj i) = (U | Tw) = (Ty [uj) = a(j, i)

deducimos que la matrig* que representa®* enB viene dada por

a(i,j)=a(j,i) ((i,j))eNxN)
es deciA* = A es la matriz transpuesta conjugadaide
i) Operadores de multiplicacion.

Esta representacién matricial de un operador no es Utib s&vcasos especiales. Conside-
remos, por ejemplo, el caso de una matriz diagonal infinitadqeora(i,i) = A, a(i,j) =0
parai # j. Pongamos\ = {A,} y tratemos de definir un operador diago| que verifiqgue
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M, (ui) = Ajui. Una condicion necesaria para que dicho operador sea gorgsque la suce-
sién {An} esté acotada, en cuyo caso definiendo

X) =Y A(X|u)u (xeXH)
i;| i)Y
se tiene que
< 2
IMA(x)[|? = _Z!M (| w2 < A 1]
1=

por lo que el operador asi definido es continuo gl || = [[Af| Y My (ui) = Aju;.

En el caso particular del espadipconsiderando la base ortogora- {e,: n€ N} de los
vectores unidad, se tiene que

My (X) = Z Anx(N) ey (xetp)
n=1
Dicho operador se llamaperador de multiplicaciéporA = {A,} (respecto a la bad#). Por lo
antes visto, se tiene qu#,)* = MX es el operador de multiplicacion pdr= {\,} (respecto
a la baseB). Es inmediato qué, es normal; y es autoadjunto si, y séloXsi,c R para todo
neN. Observa que la aplicacidn— M, de/, enL(¢,) es lineal e isométrica, por lo qug/>)
contiene una copia isomeétrica dgy por tantoL(¢;) no es separable. Observa también que si

A, pE Lo entoncesViz M = M,

Consideremos ahora el espacio de Hilldesfia, b]. Cadage L.[a,b] define un operador
Mg : Lo[a,b] — Lo[a, b] por

My(f) = of (felzla b))

Dicho operador, que se llama operador de multiplicaciéngpes claramente lineal y continuo
con |[My| < ||l ,- De hecho se da la igualdad, pues dade0, por la definicion de supremo
esencial, hay un conjunto medibke C [a,b], con medida positiva)(A) > 0, tal que para todo
teAes|@t)| > ||l@|,, — €. Considerando la funcioh = A(A)~1/2x,, se tiene que € L[a,b]
con|[fl2=1y

IMgl® > j @?dt > (lg],, - &)

Concluimos qué{M|| = [|@]| .. También es inmediato que para togag € Lo[a,b] esMyy =
MMy, Yy (Mg)* = Ma Por tanto,M, es un operador normal; es autoadjunto si, y solo si,

@(t) €R para casi todbe [a,b], y es unitario si, y sélo sig(t)| = 1 para casi todoe [a, b].

iii) Operadores de desplazamiento.

El operadorS: ¢, — ¢, definido por
Sx= z X en+1 (XE fz) (67)

se llama operador di#esplazamiento unilateral o hacia adelan@omoSex = &, 1, la matriz,
A(i, j)i,jenxn, asociada a dicho operador en la base ortonormal de losrgsatoidad viene
dada por

S _ PN 1 sii=j4+1
A(|7J)_(Sej ‘a)_(el-‘rl‘a) _{ 0, sii 7&].-1-1-
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El operadorS* tiene como matriz asociada en dicha base la mAt(g j ) ) cn«n dada por

L 1, sij=i+1;
A(',J)=(gejIG)Z(GJ'\SQ):(GJ’QH):{0 si}¢i+1.
Por tanto
“ ) sij=1,
ZLA'J {ejl, sij>2.
Por tanto

S'x= i X(N)en-1 (6.8)
n=2

dicho operador se llama operadordksplazamiento hacia atras

Observa que para todce /5:

S(X(1),%(2),x(3),...) = (0,x(1),x(2),X(3),...) S(xX(1),x(2),x(3),...) = (X(2),x(3),...)

El operadorS es isométrico||SX| = ||x||, por tanto kefS) = {0} y Ses inyectivo. El operador
S' no es inyectivo y kgiS*) = Ke;. La ecuaciorSx=y, esto es

(0,X(1),%(2),x(3),.--) = (¥(1),¥(2),¥(3);---)
tiene solucion si, y solo sy es ortogonal a kéB*) = Key, es deciry(1) = 0. La ecuacion
S'x = y tiene siempre solucién pero no Unica.

Observa también qu&' S= | peroSS es la proyeccion ortogonal sobfE e; ).

iv) Operadores integrales.

Fijemos una funciork € Lo([a,b] x [a,b]) y seaf € L,[a, b]. ComoK? < Ly([a,b] x [a,b]),
por el teorema de Fubini, para casi tode [a, b] se verifica que la funcioKy : [a,b] — K dada
por Ky(y) = K(x,y), esté erlL,[a,b] y, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que
la funciony — Ky(y) f (y) esta erLi[a,b] y

172
j|Kx <t <j|K x.y) |2dy>

para casi toda € [a,b]. En consecuencia, la funcién

[Tcfl(¥) = | Kxy) f(y)dy  (felzab]) (6.9)

Q’HU

esté definida casi por doquier nb| y podemos convenir en definirla igual a cero en el conjun-
to de medida cero donde pudiera no estar inicialmente dafiAidemas, una nueva aplicacion
del teorema de Fubini nos da que

jr[ £ (0 2ok < Hsz ﬂ K(6y)Pd(x,y)
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Por tantoTk (f) € Lo[a,b] y || Tk (T)|l2 < ||K]|2]| f||2. En consecuencia la igualda6l.9) define
un operador linealk : Lo[a,b] — L»[a,b] que es continuo YTk || < ||K||2. Dicho operador se
llamaoperador integral de nicleoK.

Calculemos el operador adjun(® )*. Por el teorema de Tonelli, $igeL;[a, b] la funcion
(x,y) — f(y)g(x) esté erLo([a,b] x [a,b]) y, por tanto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos
da que la funcion(x,y) — K(x,y)f(y)g(x) estd enL;([a,b] x [a,b]) lo que justifica, por el
teorema de Fubini, el cambio en el orden de integracion gosa hacer.

gy dy = j[jKy, ]Wdy:

Xg(y)dy | dx = (] (T)*(9))

CRLE
Iw

Deducimos que

b
= [Kygy)dy (g€ Lafabl)

Esto eqTk)* = Tk~ dondeK*(x,y) = K(y,x). Por tantdlk es autoadjunto si, y sélo ${(x,y) =
K(y,x) para casi toddx,y) € [a,b] x [a,b].

Un caso particular importante se presenta cugadg = [0,1] y K es la funcion carac-
teristica del conjuntd = {(x,y) : 0 <y < x < 1}. El correspondiente operador integral es el
operador de Volterra, V, dado por

:ff(y)dy (x€[0,1], f €L2[0,1])).
0

Unaproyeccion ortogonalen un espacio de Hilbeft es un idempotente tal que ke(P) =
P(3)*.

6.7 Proposicion. SeaH un espacio de Hilbert y PH — H una aplicacion lineal no nula. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) P es un idempotente autoadjunto, es decfr=P y (Px | y)=(x | Py) para todos xy < K.

ii) P es la proyeccién ortogonal d& sobre RK).

Demostracion i) = ii ). Veamos qué es continua y, de hecho, qlie|| = 1. Seaxc H tal que
Px+# 0, tenemos que

(Px|PX)  (X|P?x)  (x|Px)

IPX] = = = < [X]
1P 1P| 1P

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. DestuguePeL(H)y ||P|| <1
pero sixe P(H) con||x|| = 1, se tiene qu€x= X, por lo que||P|| = 1.

ComoP es continua, se tiene qi&XH) = ker(I —P) es cerrado, al igual que K&). Final-
mente, la igualdad(5) nos dice que kéP) = P(FH)™ .
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i) = i). La hipotesis es que? = Py ker(P) = P(3{)*. Probaremos quB es autoadjunto.
Puesto que kéP) = (I — P)(H), para todox,y € H tenemos que:

(Px|y) = (Px| Py+ (y—Py)) = (Px| Py) = (Xx— (Xx—Px) | Py) = (X| Py)

como queriamos probar. |

Como consecuencia del teorema de la proyeccién ortogaalam que en un espacio de
Hilbert hay una correspondencia biunivoca entre subespaeirrados y proyecciones ortogo-
nales.

6.8 Proposicion. Sean P y Q dos proyecciones ortogonales en un espacio detHibeéEn-
tonces se verifica que PQO si, y sblo si, @H) L P(H), en cuyo caso P Q es la proyeccion
ortogonal sobre PH) + Q(H).

Demostracion PQ = 0 significa queP(Q(J)) = {0} lo que equivale a qu@(H) C kerP =
P(3)*, es decirQ(H) L P(H). Ademas, sPQ= 0 tambiénQP= Q*P* = (PQ)* =0, de don-
de se sigue qu@ -+ P es un idempotente y, como es autoadjunto, es una proyeata@gooal.
Finalmente,(P + Q) (P(H) + Q(H)) = P(H) + Q(H) de donde se sigue que + Q)(H) =
P(J) + Q(H). ]

De esta proposicion se deduce quéMsy N son subespacios cerrados de un espacio de
Hilbert que son ortogonale$4 | N, entoncesM + N es un subespacio cerrado. Lo mismo
ocurre, claro estd, para cualquier suma finita de subespeaxiados ortogonales dos a dos.

6.9 Proposicién. SeaH un espacio de Hilbert, para cadaaN sea M, un subespacio ce-
rrado de H y B, la proyeccion ortogonal sobre M Supongamos que dichos espacios son
dos a dos ortogonales, esto es; M Mg si p # g. Sea M= Lin {Uy_4Mn} y F}w la pro-

yeccion ortogonal sobre M. Entonces para tode X se verifica que f(X) Z Pn(X
2
IPu ()2 = z IPa(x)]2.

Demostracion Naturalmente, podemos suponer &lig# {0} para todaneN. Seaxe M, fijo
en lo que sigue, y pongamgs = P,x. Seau, € M con||u,|| = 1 tal quexy = ||Xa||un. Entonces
{un: neN} es un sistema ortonormal &f, y la desigualdad de Bessel implica que la serie

Z |(x | un)|? es convergente. Lo que prueba que la s@e{x| Un) Uy €s convergente. Como
n>1 n>1

X—Xn L Xq, se tiene quex | Xn) = (Xn+ (X—Xn) | Xn) = (X | Xn) = [%all?, Y

= [Xallun = [[%a[|® = (X | Xn) = HXnH (X] Un) = (X] Un) = [|Xn]|
= (X| Un) Un = [[Xn|un =

n

Hemos obtenido qu§ Xn converge. Pongamas = Z Xjy seaz= Z Xn = lim{z,}. Como

n>1

Z, €My M es cerradoze M. Por la continuidad dé’k se tiene quéx(z) = I|m {Pk Zn)} =X,
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por tantox — z€ kerP = M- para toddk € N, luego

00 00 €L
x—z€ [ My = (U Mn> =M+
n=1

n=1
y, COMO tamblenx ze M, concluimos quex zeMNM+ = {0}, esto ex =z lo que prueba

quex = Z X. Ademas, comdiz,||? = Z [xj||%, se sigue quéx||? = Z [[%a|2.
n=1 =1 n=1

Si ahoraxe H es un vector efi{, podemos hacer uso de lo ya probado sin mas que notar
quePy (X) €My queP,(Pu (X)) = Pa(X+ (Pm(X) — X)) = Pn(X) porquePy (X) —xeM+ c M. O

El espacioM en la proposicion anterior se llansuma ortogonal o hilbertiana de la
familia de espacio$M, : ne N} y se representa pdd = @;,_; M, y tambiénM = L M.

6.2. Operadores de rango finito y operadores compactos

SeaX un espacio normado. Un operadoe L(X) se dice dgango finito si la dimensién
de su imagenT (X), es finita. En un espacio de Hilbeft, las proyecciones ortogonales sobre
subespacios de dimensioén finita, son operadores de rangm filma tal proyeccion es de la

n

formaPy (x) = Z (X | Vi) vk donde{vi : 1 < k < n} es una base ortonormal & En general,
K=1
si T €eL(H) es un operador de rango finitayi : 1 < k < n} es una base ortonormal d¢J(),

se tiene que
n n

n
Tx= Z (TX] Vi)W Z (X] T ) W = z (X ] uk) vk (6.10)
K=1 =1 k=1

donde hemos puest@ = T*w.
Dados dos vectoragve H se definau@ v : H — 3 por
uaV|(x) = (xX|uv (XeH)
La imagen dai®vV, supuestas # 0, v # 0, es la recta vectoridkv. Es facil comprobar que

[u®V]* = v®u. Podemos escribir ahora la iguald&d1() en la forma

n

T= Z Uk @ Vk

Representaremds(H) el conjunto de los operadores de rango finito en un espacidliert
H. Recogemos a continuacion algunas propiedades elengedtales mismos.

6.10 Proposicion.El conjunto ) de los operadores de rango finito de un espacio de Hilbert
X, es el subespacio dgH) engendrado por el conjuntpu® v : u,ve H}. Para Te F(H)
se tiene que Te F(H) y, ademas, si 8L(K), se verifica que TSy ST estan efi.

Las propiedades expresadas en la proposicion anteriorepuegumirse diciendo que
F () es un ideal bilatero autoadjunto HEK).
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Claro est4 que $K es de dimension finita, entoncE$H) = L(H). SiH es de dimension
infinita entonce$- (H) no es cerrado eb(H). Por ejemplo, par&( = ¢, y notando, como de
n

. 1
costumbre, porelos vectores unidad, el operadfy= Z Ea@a(, es un operador de rango
K=1

finito, T, € F(¢2), y si T € L(¢2) es el operador dado pdrx = Z &lf)a( para todox € /5,

k=
entonced no es de rango finito pero se comprueba facilmente||die T|| — O.

Nos proponemos describir el cierre del espdeid() enL(H). SiTeF(H) y By es la
bola unidad cerrada d¥, entoncesT (Bs¢) es un conjunto acotado y, como esté contenido en
el espacio de dimension finite(H), se tiene qud (Bs) es compacto. Vamos a utilizar esta
propiedad para definir una clase de operadores, pero antgeamos algunos conceptos que
vamos a necesitar.

Sea(X,d) un espacio métrico. Un conjunfoC X se dice que eelativamente compacto
si su adherencia, es compacto. Esto equivale a que toda sucesion de puntaedga alguna
parcial convergente. Un conjunoC X se dice que emtalmente acotadosi para todc > 0,
existe un conjunto finitdxy, X, ..., %} C Atal queA C Up_;1B(X,€). Si (X,d) es un espacio
métricocompletoentonces se verifica qua conjunto AC X es relativamente compacto si, y
solo si, es totalmente acotado.

Un operador compactoen un espacio de Banaghes una aplicacion linedl : X — X tal
queT (Bx) es relativamente compacto ¥ro, equivalentementd, (By) es totalmente acotado
enX. En tal caso, puesto qugBx ) esta acotado, se tiene quies L(X) . NotaremoK (X) el
conjunto de todos los operadores compactos en un espacian@elX. El siguiente resultado
es de comprobaciéon inmediata.

6.11 Proposicion.Sea X un espacio de Banach. Equivalen
a) TeK(X).
b) Para todo conjunto acotado & X el conjunto TA) es relativamente compacto.

c) Para toda sucesion acotadan} en X, la sucesiof T x,} tiene alguna parcial conver-
gente.

Ademas, se verifica que(K) es un ideal bilatero de (X).

En un espacio de Banach de dimension infilitagl operador identidad, no es compacto
porgue la bola unidad d& no es relativamente compacta, luego ningln operador campac
T eK(X), es inversible, ya que si lo fuera la identidag T~T seria compacto.

Nos interesan los operadores compactos en espacios detHilbe
6.12 Teorema.SeaXH un espacio de Hilbert.
a) K(H) es un ideal bilatero cerrado de(l) y F(H) C K(%H).

b) SiTeK(H), entonced (H) es separable; y diu, : n€ N} es una base ortonormal dg ),
y para cada re N, P, es la proyeccion ortogonal d& sobre My = Lin({ux: 1< k< n}),
entoncesim{P,T} =T en LH). Por tanto K(H) = F(H).

c) K(H) es autoadjunto, esto es,€IK(H) si, y solo si, T e K(H).

Demostracion a) Probemos quk (H) es cerrado. ST € K(H), dadog > 0, existeSe K(H)
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tal que
IT-Sl<e/3

Por serS(By) totalmente acotado, existen puniasxy, ..., X, enBy tales que

n

S(By) C | B(S%.€/3)

k=1

Como para toda e By es||Tx— SX| < €/3, se deduce facilmente que

n

T(By) C | JB(Tx.€)
k=1

LuegoT e K(H).

b) ComoT (By) es un espacio métrico compacto, es separable, lo que ingpli€R(H) =
Lin(T (By)) también es separable.

El desarrollo de Fourier respecto a una base ortonorn2f)( nos asegura qugy} — Yy
para todoyc T (H). Por tanto||P,Tx— TX| — O para todax € H. Debemos probar que dicha
convergencia es uniforme paxa& By. Dadoe > 0, la compacidad d& implica que existen
X1,X2,...,Xm €nBy tales que

T(By) C Lrj B(T %, €&/3)
k=1

Fijadoxe By, elijamosx; tal que||Tx— Tx;|| < €/3. Para todme N tenemos:
[TX=PaTX| < [[TX=TXj ][+ [[TX) = PaT [ + [[Pa(Txj = TX)||
L2 TXx=Txj|| + [ Tx — PaT x| < % +[|Tx —PaT x|
Como{P,Tx} — Tx, para 1< k < m, existe umg € N tal que para toda > ng se verifica que
IT X — PnTx|| < €/3 para 1< k < m. Por tanto|Tx— P, TX|| < € paran > ng y cualquiera sea

X€ By, luego||T —PyT|| < € paran > ng, esto es{P,T} — T enL(H). Como los operadores
PaT son de rango finito, concluimos qgX) = F (H).

c) Basta tener en cuenta gaéH) es autoadjunto y la continuidad de la aplicacion> T*. O

6.13 Ejemplos. i) Operadores de multiplicacionUn operador de multiplicacioM,, : £2 — ¢,
dondeA € /., es compacto si, y s6lo sh = {A,} € ¢p. En efecto, si € ¢y, poniendoT, =
Y1 Ae® e se tiene quneF(f2) y

M)~ T3 = |5 Moka— 3 hxjed3 = 5 Mex(k)exl3 =
k=1 k=1 k=n+1

= Y PR < sup{ AP k=n+ 1} 3
k=n+1

lo que implica que
My —Thll < sup{[Ak| :k=n+1} =0
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luegoM, es compacto por ser limite de una sucesién de operadoresgtefmaito.

Observa que, de hecho, como para tkgon+ 1 se tiene que

M (&) = Ta(ex)[l2 = [[Mr (&) ll2 = [[Akexll2 = [Ax| - (k=n+1)

se verifica que

[IMy — To|| = sup{|Ak| : k> n+1}

n
Para probar el reciproco, observa gue= P,M, dondeP, = Z g ®e; es la proyeccion or-
=1

togonal sobre el espacio L(i{1ej 1<j< n}). Por tanto, siM, es compacto, acabamos de
probar en el teorema precedente que

IMyx —PaMy|| = |[My = Tn|| = sup{|Ak| : k>n+1} - 0
lo que nos dice qui e cg.
Finalmente, observa que

n [
My=limTo = Iim 5 A&@e= 3 A&® e
k=1 k=1

n—oo

i) Operadores integrales.Los operadores integrales vistos en el Ejengotiv) son compac-
tos. La demostracion requiere un resultado previo.

6.14 Lema.Si{e, : ne N} es una base ortonormal de|a, b] entonces B= {¢j:(k, j) e Nx N}
donde

(I)kj(X, y) = eK(X)W (X’y € [a’ b])
es una base ortonormal de(la, b] x [a,b]).

Demostracién Es casi inmediato guB es un sistema ortonormal. Para probar que es una base
probaremos que es maximal. S€& Lo([a,b] x [a,b]) y pongamoxKy(x) = K(x,y). Por lo

visto en el citado ejemplo, sabemos que para casiyatia, b la funcion fi(y) = (& | Ky) =
f;K(x, y)&(x)dx esta erly[a,b|. Por la igualdad de Parseval

0 ) b— 2
||fi||%=k;|<a<| fi>|2=kg1 j fiy)e(y)dy| =
0 2 )
- K(yRBIa)dox) | = 3 1K
k=1 k=1

[a,b]x[a,b]

Por tanto, sK L B entoncesf; = 0 para todd € N, por lo queKy = 0 para casi tody < [a, b],
es deciK(x,y) = 0 casi por doquier, esto ds,es la funcion nula eh;([a,b] x [a,b]). O

Por lo visto en el Ejempl6.6.iv), a cada funciorK € L,([a,b] x [a,b]) le podemos asignar
el operador integral de nacld6, T € L(Lz[a,b]). La aplicacion asi definid® : K — Tk es
lineal y continua porque vimos quie>(K)|| = [|Tk|| < ||K||2. Consideremos el operaddy,; -

b

b
Tou (D100 = [@X)g ) f(y)dy = ( i Wf(y)dy) a(x) = (1 | &) ex(x)

a
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Es decir, en términos de funcionds, (f) = (f | ej) & = [ej @ &](f), por tantaTy,; = ®(dy;)
es un operador de rango uno. Deducimos qi# siLin {¢x;j:(k, j) € Nx N} entoncesb(M) C

F(L2[a,b]) lo que implica queb(L;[a,b]) = P(M) C F(Lz[a b)) = K(L2[a,b]). O

6.3. Ejercicios

132. En el espacio de HilbeR? se consideran los subespacios
M={(x,0):xeR}, N={(x,xtand):xeR}

donde < 9 < %T[. Calcula un idempotent®; tal queP9 (R?) = M y kerPs = N. Prueba
que||Ps|| = (send)~L.

133. SedK un espacio de Hilbert f € L(3) un idempotente cofiP|| = 1. Prueba qu® es
la proyeccion ortogonal d& sobreP(J).
134. SedH un espacio de Hilbert ¥ € L(HH). Prueba que son equivalentes:
a) T es una isometria, es ded| x|| = ||x|| para todaxe K.
b) T*T =1.
c) (Tx|Ty) = (x|y) para todox,y e H.

135. SedH un espacio de Hilberty € L(H). Prueba que son equivalentes:
a)U es unitario.

b) U es una biyeccion lineal que conserva el producto es edtidily) = (x| y) para
todosx,ye H.

c) U es una biyeccion lineal isométrica.
136. SeaX un espacio normado ¥ € L(X) un operador compacto. Prueba que para todo

€ > 0, existe un subespacio de dimension filitac T(X) tal que para todxe X se
verifica que disfT x, Mg) < g]|x||.

Sugerencia. Usa la precompacidadid8y ).

137. Describe la matriz de la proyeccion ortogonalkdesobre un espaci = Ku donde
Jull = 1.

138. SedH un espacio de Hilbert §¥ € L(H). Prueba qué es de rango finito si, y sélo si,
T* es de rango finito, en cuyo caso los espadt() y T*(H) tienen igual dimension.
entonces ambos tienen la misma dimension.

139. Sed €L(H).

a) Prueba que kéF) =ker(T*T), y T*(H) = (T*T)(H).
b) SiT es normal, prueba que Kar) =ker(T) y T*(H) = T(H).
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140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

SedH un espacio de Hilbert. Prueba que las siguientes afirmacgomeequivalentes.
a) T eL(K) es inversible.

b) ke T*) = {0} y existea > O tal que|| T x|| > a||x|| para todaxe K.

SedH un espacio de Hilbert §¥ € L(H) un operador que verifica qu& x| x) > (x| X)
para todaxe H. Prueba qué@ es inversible.

Sear{ y K espacios de Hillbert sobig, y seaTl € L(H,X).

a) Prueba que existe un Unico operaddre L(X,H) (llamado el adjunto dd’) que
verifica
(Tx]y)=(x|Ty)  (xeH,yeX)

b) SeaSe L(H,X), U eL(X,L), dondel otro espacio de Hilbert sobi, y A € K.
Prueba que

(THAS) =T*+AS; (UT)*=TU* (T =T;
T =0Tl 1T T =T

Sedl : C? — C? el operador definido por
T(uv) = (u+ivu—iv)  ((uv)eC?)
CalculaT*y pruebaqud*T =TT* =1
SedH un espacio de Hilbert. Dadbe L(H), definimos un operaddr : H* — H* por
T@)=¢oT  (pe3)

1) Prueba qué €L (%*) y calcula su norma.
2) ¢ Qué relacién hay entiey T*?

Sea = {A,} €/, Una sucesion acotada y definanfosl, — ¢, por
T(x) = Z AnX(N)eny1  (XEL2)
n=1

a) Prueba qu& €L (¢;) y calcula su norma.
b) Calcula el operador adjuniic’. ¢, EST un operador normal?
c) ¢Hay sucesion€d\,} para las qud sea una isometria?

Calcula el adjunto del operador lindal ¢, — ¢, definido por
T(x(1),%(2),%(3),%(4),X(5),...) = (0,4x(1),x(2),4x(3),x(4),4x(5),...)
Seadl : ¢, — ¢, el operador de desplazamiento hacia atras:
T(x(1),%(2),%(3),%(4),...) = (x(2),x(3),x(4),...) (xety)

Prueba que,(T) =D(0,1).
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148.

149.
150.
151.

152.
153.

154.

155.

156.

157.

158.

SegX,d) un espacio métrico . C X.

a) Prueba qué es relativamente compacto (es dedies compacto) si, y solo si, toda
sucesion de puntos detiene alguna parcial convergente X%n

b) Supongamos quk es relativamente compacto y q{i& } es una sucesion de puntos
deA que no es convergente. Prueba ¢ue¢ tiene dos parciales que convergen a limites
distintos.

Prueba que todo conjunto compacto en un espacio méstédotalmente acotado.
Prueba que todo espacio métrico totalmente acotadpasable.

Prueba que todo conjunto completo y totalmente acaadm espacio métrico es com-
pacto. ¢ Es totalmente acotada la bola unidad de un espaB@ndeh infinito dimensio-
nal?

Prueba la proposicid@ 11

Prueba que el conjunka(H) de los operadores compactos en un espacio de Hilbert
es un ideal bilatero die(J).

SeaX un espacio normado < L(X) un idempotente. Prueba giees compacto si, y
solo si,P es de rango finito.

Sugerencia. Ten en cuenta dRieestringido &P(X) es la identidad y quB(X) es cerrado
enX.

Sed : L,[0,1] — L[0,1] el operador lineal definido por

1
[TH(0 = [sertx—y)f(y)dy  (feLy[0,1],xe[0,1])
0

Prueba que dicho operador es compacto.
Sedl : L[0,1] — L3[0,1] el operador lineal definido por

1
Vax

Prueba qud es continuo y calculd*oT.

[T =

f(vx) (xe[0,1], feLy[0,1])

Para K p < « se define un operador lineal: ¢, — ¢, por
[TX(2n—1) =0, [TX(2n) =x(2n—1) VneNVxe/l,
¢ EST un operador compacto? ¢E$compacto?

SeaX = (Cla,b], || ||,,). Dada una funciérK € C([a,b] x [a,b]), se define un operador
lineal T : X — X por

b
T = [Kxy)Fy)dy

Prueba, usando el teorema de Arzela-Ascoli, s un operador compacto.
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159. Sed un operador compacto en un espacio de Hilbery {u,} una sucesion de vectores
ortonormales efi{. Prueba quéTu,} converge a cero.

Sugerencia. Prueba que si una sucesion parcigl dg converge &< H entoncex = 0.
Ten en cuenta el punto b) del ejercidid8,

160. SedH un espacio de Hilbert ¥ € K(3) un operador compacto. Prueba qkerT)" es
separable.

Sugerencia. Sef; : i €1} un sistema ortonormal gkerT)+. Dadoe > 0, prueba, usan-
do el ejercicio anterior, que el conjunfoc| : [|[Tu|| > €} es finito. Deduce qué es
numerable.

161. SeaM el operador de multiplicacion definido &p[—1t, 11 por una funciompe Lo |—Tt, 1.
Prueba qué/, es compacto si, y solo spes nula casi por doquier.

162. Sea\ = {An} €co y {Ps} una sucesion de proyecciones ortogonales en un espacio de
Hilbert H. Suponemos que las proyecciones son dos a dos ortogorsates;ie, P, = 0
paran # m. Prueba que la serig,-; AP, converge e (J).

163. Sea{P,} una sucesion de proyecciones ortogonales en un espaciollwgEtiH que
converge em.(3) a un operadoll € L(J). Prueba qué& es una proyeccion ortogonal.

6.4. Teorema espectral para operadores compactos normales

Seal un espacio de Hilbert § € L(H). Un numera\ € K se llama unvalor propio o un
autovalor de T si ker(T —Al) # {0}. Todo vector no nulai€ ker(T — Al ), es decir, tal que
Tu=Au, conu = 0, se dice que es wector propio asociado al valor propia. El espacio
ker(T —Al) se llama ekspacio propioasociado al autovaldr. Representaremos pop(T) el
conjunto de los valores propios de

En dimensién finita, los valores propios son las raices dela®on caracteristica del
operador; por eso la existencia de valores propios estéir@skg por el teorema fundamental
del Algebra, para cualquier operador en un espacio de Hidoenplejo de dimension finita.
No ocurre asi para operadores en espacios de Hilbert realdsngnsion finita, pues en tal
caso la existencia de valores propios no esta aseguradeesabasos especiales, como es el de
los operadores autoadjuntos.

Un operador tiene a 0 como valor propio si, y sélo si, no esiiye, lo que, en dimension
finita, equivale a que no sea inversible. No hay que olviddoeue sigue que, en dimensién
infinita, un operador puede ser inyectivo pero no ser inblErsPor ejemplo, un operador de
multiplicacion,M,, en; (ver ejempld5.13 dado por una sucesidn= {An} €co tal queA, # 0
para todmeN, es inyectivo y, como es compacto, no es inversible. Otmogie, mas sencillo,
el operador de desplazamiento unilate&8al, — ¢, dado por

S(X(1),x(2),x(3),...) = (0,x(1),x(2),x(3),...) VXxe lo

es claramente una isometrf&x|2 = ||x||2, por tanto, es inyectivo, es decir, 0 no es valor propio
de S. De hecho, este operador no tiene ningun valor propio, puks &, A # 0, entonces
xeker(S—Al), esto esSx= Ax, solo se cumple pana= 0. Luegoo,(S) = @.
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En lo que sigue, para evitar trivialidades, considerampaags de HilbertH, que no se
reduzcan al vector cer6{ +# {0}.

Observa que st € L(H) y A € 0p(T) entonces|A| < ||T|. En efecto, basta tomare
ker(T —Al) con||x|| =1 con lo cual

A= 1AX[X)[ = [(Tx[ )| < [T
6.15 Proposicion.Seal un espacio de Hilbert ySL(H) un operador compacto autoadjunto.

Se verifica quep(S) C Ry existe un autovalok € op(S) tal que|A| = ||S].

Demostracion SiA es un autovalor xe ker(S—Al) con||x|| = 1, se tiene que

A= (AX]|X)=(SX|X) = (X| SXY = (X|AX) =A
luegoA €R.

Como consecuencia de la proposiciér, existe una sucesiofx,} con ||x,|| = 1 para
todoneN, y {(S% | Xn)} converge at||S||. Cambiandds por —Ssi fuera necesario, podemos
suponer qud (S* | Xa)} — ||S||. Pongamo3a = ||S|| > 0. Tenemos que

[1S% — Axn||2 = ||S%]|> — 2ARe(S¥ | Xn) + A2 < 222 — 2ARe(S¥ | X,) — 0

es decir{S» —Ax,} — 0. ComoSes compacto, la sucesi§Sx,} admite una parciaf Sx, }
convergente. Pero entonc®%&n) = Sxn) — (SXn) — AXg(n)) también es convergente y, por
tanto, {Xs(n) } cOnverge a un puntocon ||x|| = 1y que verificaSSx= Ax. ]

Teniendo en cuenta queBE L (H) es compacto, entonc@ST es compacto y autoadjunto,
que||T|| = +/|IT*T|l y que los valores propios de‘T son mayores o iguales que cero, pues
si T*Tx= Ax conx # 0, se tiene\ (x| x) = (T*Tx| x) = (Tx| Tx), deducimos el siguiente
resultado.

6.16 Corolario. SeaJ{ un espacio de Hilbert y SL(H) un operador compacto autoadjunto.
Se verifica que
ISl = max{[A|: Aeop(S)}

Y para todo Te K(H) se verifica que

IT| = méx{\/X:)\eop(T*T)}

El operador dé&k? enR? cuya matriz en la base usual és(l) _é ) es normal y no tiene
valores propios. Esto no puede pasar en el caso complejo.
6.17 Proposicion.Sea T un operador compacto normal en un espacio de HilberplapatH.
Se verifica quep(T) # 3.

Demostracién Pongamosl = A+ iB dondeA y B son operadores compactos autoadjuntos
conAB = BA Sea) € 0(A) (pues sabemos qug,(A) # @) y pongamod = ker(A—Al). Se
tiene queM es invariante poB, pues parxceM

A(Bx) = BAx= B(Ax) = ABX



Teorema espectral para operadores compactos normales 108

por lo queBxe M. La restriccion deB al espacio de Hilbe1 es un operador compacto auto-
adjunto que, por la proposicion anterior, tiene algin altmu. Ahora, sixe M con||x|| =1y
Bx = px, tenemos qué x= Ax+iBx= (A +il)x, esto esh +ipeop(T). |

6.18 Proposicion.Sea T un operador normal en un espacio de Hill¥ért

a) SiA, u son valores propios distintos de T, entonces los espacagsosker(T —Al) y
ker(T — pl) son ortogonales. Por tanto, sj B B, son las proyecciones ortogonalesHesobre
dichos subespacios se tiene qu&P= 0.

b) SiH es un espacio de Hilbert complejo, entoncesix es un vector propio de T con
valor propioA si, y s6lo si, x es un vector propio de €on valor propioA. Por tantoker(T —
Al) = ker(T* — Al) para todoA € C. En particular, se verifica que

op(T) = {X:heap(T) }
Ademasker(T —Al) es un subespacio reductor para T.

Demostracion a) Paraxcker(T —Al) eyeker(T — pl) se tiene

Axly) = (Wxy) = (Tx|y) = (x| T*y) = (X[ py) = u(x|y)
Por tanto, sk # pha de sefx|y) =0.

b) Como(T —Al)* = T* —Al, se tiene qud — Al es normal, y por la proposicio8.5,
tenemos B
(T =ADX| = I(T" = ADx|
para todoxe H'y todoA € C. Por tantol x=Ax < T*X = AXxy, en consecuencia, Kar—Al) =
ker(T* —Al).

Sixeker(T —Al) = ker(T* —Al) se tiene qud x= Axy T*x= Ax, por lo que kefT —Al)
es invariante pofl y por T* y, por la proposicion6.3, concluimos que k¢ — Al) es un
subespacio reductor para O

6.19 Proposicién.Sea T un operador compacto en un espacio de HilberEntonces para
todoA € K conA # 0 se verifica que el espacler(T — Al ) es de dimension finita.

Demostracion Si ker(T — Al) fuera infinito dimensional, como es un espacio de Hilbert; te
dria una sucesiofix,} de vectores ortonormales. Pero entonces, pafan:

T % — Txml|? = [N %0 — Xl = 2]A

lo que implica que la sucesidiT x,} no puede tener ninguna sucesion parcial convergente, en
contradiccion con qu& es compacto. O

6.20 Proposicion.Sea T un operador compacto normal en un espacio de HifieEntonces
el conjunto de los valores propios de T es numerable, y sifiestmtiene a 0 como Unico punto
de acumulacién.
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Demostracion Supondremos que,(T) # &. Sabemos quep(T) C {AeK: || <||T|[}.

Probaremos que para cagla 0, el conjuntoLg = {Ac0p(T) : |A| > €} es finito. Si fuera
infinito, entonces existiria un conjunfd,: NneN} C Lg conAp # A Sin# m. Six, es un
vector propio del asociado al valor propid, con||X,|| = 1, teniendo en cuenta que vectores
propios asociados a valores propios distintos son ortdgense tiene

[T % — TXml|2 = [AnXn — AmXml[2 = [An|? + [Am|? > 2€2

lo que implica que la sucesi®fT x,} no tiene ninguna parcial convergente en contradiccion
con la compacidad d€. Por tanto, el conjuntb; es finito. Puesto que,(T)\{0} = U L1,

deducimos que,(T) es numerable.

En el caso en quep(T) sea un conjunto infinito, se deduce de lo anterior que 0 es@ (n
punto de acumulacion del mismo. Ademassi} es cualquier enumeracion dg(T) se tiene
que{An} — 0. O

En lo que sigue representaremos BQrel espacio propio kél — Al) asociado a un valor
propio A de un operador compacto normiak L(H). Sabemos que dichos espacios son dos
a dos ortogonales y, 3 £ 0, E, es de dimensién finita. En el caso en que 0 sea un valor
propio deT, esto es, qud@ no sea inyectivo, se tiene qii = ker(T) puede tener cualquier
dimensién. Sabemos también gHg es un espacio reductor pafa Observa que sk # 0
entonced (E)) = AE, = E) y tambiénT*(E,) = E,.

6.21 Teorema. Sea T+ 0 un operador compacto hormal en un espacio de Hilbert coraplej
H. Entonces se verifica qué es la suma hilbertiana de los espacios propios de T.

H= P E (6.11)
Aeop(T)
Ademas
TH) = P E (6.12)
Aeap(T)\{0}

Se verifica también quB(H) = T*(H).

Demostracién Pongamo# = Lin (U)\eop(T) EA> y N = M+. Nuestro objetivo es probar que

M = 3 para lo cual probaremos qié= {0}. Como para todd € o(T), E) es un espacio
reductor pardl, se deduce facilmente g es un espacio reductor pafay, por tanto,N
también lo es. El operad@= Ty, restriccion del aN, es un operador compacto normal en el
espacio de Hilbem, por lo que, en virtud de la proposiciénl7, siN # {0}, existexe N con
IIX|| =1yaeC tal queSx= ax, esto esT x= ax, luegoxe E4 por lo quexe M, pero entonces
xeMNN = {0}, es decirx= 0, lo cual es claramente contradictorio. Luége- {0}.

Finalmente, como por6(3), sabemos qué{ = ker(T*) & T(H) = ker(T) ®T(H) y, de
lo que acabamos de probar, se sigue que tambiéna ker(T) EB E,, puesto que el

_ . . Aeap(T)\{0}
complemento ortogonal es Unico, deducimos la igual@at?).

La ultima igualdad en el enunciado se deduce de lo anteribbieendoT por T* (que
también es compacto y normal) y tiene los mismos espacigsqsrqueT . O



Teorema espectral para operadores compactos normales 110

Observa que 9%, es la proyeccién ortogonal d€ sobreE, se tiene qué B, = AP,. Ya esta
todo preparado para obtener la representacion espectnaled&o operador compacto normal
T. Por claridad en la exposicién, aunque puede hacerse amigatto simultaneo, voy a tratar
por separado el caso en qoig(T) es finito y el caso en que,(T) es infinito.

6.22 Teorema. SeaX un espacio de Hilbert complejo y &L(H) un operador compacto
normal. Equivalen las afirmaciones siguientes

a) T(H) es de dimension finita.

b) op(T) es finito, es decir, T tiene solamente un ndmero fikifd < i < N, de valores
propios distintos.

En tal caso, poniendo &= E,,, y llamando R a la proyeccion ortogonal dé{ sobre k,

se verifica que
N

N N

H=PE: 1=YhR T=3 MK (6.13)
k=1 k=1 k=1

Ademas, si Bes una base ortonormal de fentonces B= U{:‘:l Bk es una base ortonormal de

H formada por vectores propios de T. YOs 0,(T) entoncesH es de dimension finitay T es

inversible.

Demostracion La equivalencia entre a) y b) es consecuencia inmediataidedldad §.12).

Las igualdades er6(13 se deducen de la igualda@.{1) que, en este caso, se expresa en
la forma

H=E1®Ex®---®EN

Es claro queB es una base ortonormal @#&formada por vectores propios de Finalmente, si

0 ¢ 0p(T), entonces kéil) = {0}, por lo queH = ker(T) & T(H) = T(H). Y, por tanto,d
es de dimension finita, en cuyo ca3oes inversible por ser inyectivo. O

6.23 Observacion.Con las mismas hip6tesis y notaciones del teorema antstipgniendo
queap(T) es finito, y llamandd; a los elementos d& que no estan en ker ), se tiene qud;

es una base ortonormal finita @€JH), y si enumeramos sus elemenBs= {u;: 1<i<n}y
renombramogos valores propios llamandn al valor propio que corresponde al vector propio
U (por tanto, es de esperar que un misipaorresponda a varias;), se tiene que para todo
xeH es

n n n

> = 'ZL(TX‘ui)ui:_Z(X‘T*Ui)ui:'ZL(X’U_iUi)Ui:

n n

- -Z\ai (x| u)u = _ZIO(i(Ui ®U)(X)
Es decir n
T= ,Zaiui ® Ui
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6.24 Teorema. Sead{ un espacio de Hilbert complejo y &L(H) un operador compacto
normal. Supongamos qug(T) es infinito y seap(T) = {An : n€ N} una enumeracion cual-
quiera deap(T). Pongamos = E, , y sea R a la proyeccion ortogonal dé( sobre k, se
verifica entonces que

H=EPE; T= > AP (6.14)
k=1 k=1

donde la serie converge en el espacio de Bang(ti)L Ademas, se verifica que
IIT|| =max{|]A| :Aeop(T)} (6.15)

Si B¢ es una base ortonormal decEentonces B= |J,_, Bk es una base ortonormal d&
formada por vectores propios de T. YOst o(T) entoncesH es separable.

Demostraciéon La primera igualdad en6(14) es otra forma de escribir la igualda6.1).
Como consecuencia de la proposici#, se verifica que

x=3 P, IXP= S [Px?  (xeH) (6.16)
n=1
Por la continuidad y linealidad de deducimos que
n=1 n=1

Falta probar que la serfg,’.; AcPk converge a en el espacio de Bana¢l{J(). Dadoe > 0,
seanp € N tal que|A,| < € para todon > ng. Entonces, para todo> ng y todoxe H se tiene
que

n 2 ) 2 o0
0= 3 MA| = 5 naco| = 3 MEIRIE <
k=1 k=n+1 k=n+1
<& T [ROIZ< N2
k=n+1

lo que implica que para todo> ng es
n
K=1

es decir,T =S¢ ; AP siendo la convergencia en el espacio de Banhatt).

Sabemos que para tode o,(T) se verifica queA| < || T||. Por otra parte se tiene que
ITX|? =" [An|[[Pax|* < sup{|An|* : nEN} x|
n=1
Lo que implica qud|T || < sup{|An|: neN}, por tanto||T|| = sup{|A| : Acap(T)}. Y basta

observar que el conjuntgA| : A€ o,(T)} = {|An| : N€ N} tiene maximo porqugA,} — 0.

Las ultimas afirmaciones en el enunciado son claras. O
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6.25 Observacion.Con las mismas hip6tesis y notaciones del teorema antstipgniendo
queap(T) es infinito, y llamandd; a los elementos dB que no estan en kgr), se tiene que
B1 es una base ortonormal numerable infinita del espacio dettiligd(), y sienumeramos sus
elementosB; = {u, : NN} y renombramodos valores propios llamandm, al valor propio
gue corresponde al vector propig (por tanto, cada, se repite en la sucesion de lag un
namero de veces igual a la dimensionklg, se tiene que para todee H es

Tx = i(Tnyn)Un: i (X]| T*up)up = i (X | OpUn) Up =

n=1 n=1 n=1
== Z an (X| Un) Un: Z qn(Un@Un)(X)
n=1 n=1
Es decir .
T= Z OpUn & Un (6-17)
n=1

serie que converge er(J).

Los teorema$.22y 6.24se llamariTeorema Espectrglara operadores compactos horma-
les.

6.26 Observacion.Los teorema$.22y 6.24 permanecen validos para operadores compac-
tos autoadjuntos en espacios de Hilbert reatesm exactamente las mismas demostraciones,
salvo que el uso que se hace en el teorér2d de la proposiciéré.17 debe sustituirse por la
proposicién6.15

Un operadoiT € L(H) dondeH es un espacio de Hilbert, se dice quelgjonalizable si
existe una base ortonormal @& B = {u; : i€}, formada por vectores propios d@e es decir
T(u) = Ajy; dondeA; e K. Sabemos qué( es separable si, y solo sies numerable, por lo que
si H no es separable el conjunitmo es numerable. En cualquier caso, observa que el operador
T queda determinado de manera Unica por sus valores en losegde una base ortonormal ya
que, por definicion de la misma{ = Lin({u; : i€1}). Ademas, sT es diagonalizable también
T* lo es, pues di# | se tiene que

O=(Aui [ uj) =(Tu [ uj) = (u | T*(uj))

lo que nos dice qu&*(u;) es ortogonal &\ {Uj} lo que, por la maximalidad d8, exige que
T*u; = a;u; y deducimos que

Aj=(Tuj [ up) = (uj | T"uj) = (uj [ ojuy) =T

Por tantooj = Aj y T*(uj) = Aju;. Por tanto, para todioc I, TT*(u) = T*T(u) = |Ai2u;, y
concluimos qud es un operador normal.

Por tanto, todo operador diagonalizable es normal. Rezdpnente, como consecuencia
del Teorema Espectral, tenemos que un operador compactahen un espacio de Hilbert
complejo es diagonalizable. Concluimos qureoperador compacto en un espacio de Hilbert
complejo es diagonalizable si, y sélo si, es hormal
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6.4.1. Diagonalizacion ortogonal de matrices.

Consideremo&" con el producto escalar usual

x]y)=xX-y  (xyeC"

dondex ey representan vectores columna, la leétsgnifica transposicion matricial y el punto
“.” representa producto de matrices. SeaC" — C" un operador lineal (automaticamente
continuo y compacto). Fijada una base(@&h podemos representdiry su adjunto por sendas
matricesA, B Mp.n(C). Tenemos que

(Tx]y)=(A-x)"y=xX-A.y= (x| T*)y=Xx-B-y

como esta igualdad es valida para todos= C" deducimos qué' = B, esto e = A'. Resul-
tado que ya sabiamos y que nos dice que si un operador lin€! esta representado en una
base dada por una matriz, entonces su adjunto esté repdsant dicha base por la matriz
transpuesta conjugada. Notaremids= A,

Una matriz, A€ M,«n(C), se dice que eBermitiana o autoadjunta si A = A*, normal si
A-A* = A*. A unitaria siA* = AL,

Las matrices reales hermitianas se llaman matsgasgtricas y las matrices reales unita-
rias se llaman matricemtogonales

Claramente, s : C" — C" es un operador lineal $ es su matriz en una base @&,
entoncesl es autoadjunto, normal o unitario si, y séloAies hermitiana, normal o unitaria
respectivamente. Analoga observacion puede hacersegenadores linealeb : R" — R", un
tal operador es simétrico (autoadjunto) u ortogonal (anf@uando su matriz en una base de
R" es simétrica u ortogonal respectivamente.

Se dice que dos matrices B € M,,.n(K) sonunitariamente equivalentessi existe una
matriz unitaridd € Mp.n(K) tal queA=U -B-U*. Siuna matriA es unitariamente equivalente
a una matriz diagondD es inmediato comprobar quees normal. En el caso complejo, el
teorema6.22 nos da la afirmacion reciproca, puesAsi Mpxn(C) es una matriz normal, y
consideramos el operador lineal €A, x — A- X, dicho teorema implica que existe una base
ortonormal deC", {ux,1 < k< n}, y nimeros\c€ C, 1 < k < ntales que

n n
Z X|u)w = AX_Z)\k (X | uk) uk

Igualdad que podemos escribir como sigue.

n | | A1(x|up)
A'X:Z)\k(X‘Uk)Uk: U ... Unf- =

k=L | | An (X ] Un)
IR | ¥

= (U ... Un|- . . —
_| |_ L )\n_ _Xt'u_n
| 1 [M 1@ -

= |U ... Uy|- . X=U-D-U*-x
_| |_ L )\n_ L~ U_n -
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DondeU es la matriz unitaria cuyas columnas son los vectaies,, ..., u,, y D = (d;j) es
la matriz diagonal dada pak = A, djj = O parai # j. Deducimos qué& =U -D-U", lo que
prueba queéA es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Un resultado analogo se obtiene para matrices simétriedassiec M,.n(R). Podemos
enunciar ambos resultados conjuntamente para matricesdfuntas reales o complejas. Ob-
serva que entonces los valores propios son reales.

6.27 Teorema. Sea Ac M,.n(K) dondeK = R o K = C. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes
a) A es autoadjunta.

b) Existe una base ortonormély : 1 < k< n} de K" formada por vectores propios de A
con correspondientes valores propios reaf@g : 1 < k < n}.

c) Existen nimeros realég, Ao, ..., A, y vectores ortonormales; Ly, ..., U, tales que

n
AX=% Ni(X] Ug) U (xeK")
K=1

d) A=U-D-U*donde U es unitaria y D es diagonal con escalares reales eralgotal.

Los siguientes resultados proporcionan interesantenrgoidn sobre los operadores com-
pactos.

6.28 Proposicién. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilb&rtvM £ {0} un
subespacio cerrado d&, y A € K conA # 0. Pongamos

m=1inf{|[(T —=ADX|| : [|X]| = 1,xeM} (6.18)

Entonces:
a) Sim= 0, se verifica qué. € o,(T) y ker(T —Al)NM # {0}.

b) Si m> 0 se verifica quéT — Al )(M) es cerrado y T- Al es un isomorfismo topoldgico
de M sobreg(T — Al)(M).

Demostracion a) Sim = 0, entonces existe una sucesifig} conxa e M y %]l = 1 tal
que [|[(T —Al)xq|| — 0. ComoT es compacto, existe una sucesion pargiak X, tal que

{Tyn} —y. Como
N

1
Yn= 3 (Al =T)yn+ Tyn] =3y

Tenemos qug # 0, y deducimos quéTy,} — %T(y), luegoTy = Ay. Ademas, comdM es
cerradoye M.

b) Sim > 0 entonces|(T — Al)x|| > m||x|| para todaxe M. Y lo afirmado en b) es conse-
cuencia de lo visto en la proposiciGm. O

6.29 Proposicién.Sea T un operador compacto en un espacio de Hitheyth € K conA #£ 0,
entoncegT — Al )(HH) es cerrado. En consecuencia se verifica que

(T —N)(F) = ker(T* —Al)* (6.19)
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Demostracion Suponemos, claro esta, que [er Al) # 3, pues en caso contrario seria
T = Al lo que, por sefl compacto, implica qué{ es finito dimensional en cuyo caso no hay
nada que probar. Pongamids= ker(T — Al ). Tenemos qui = {0} y 3 = ker(T —Al) & M.
Seam como en 6.18. No puede sem = 0, pues entonces, por lo visto en el punto a) de
la proposicion anterior, se tendria que (Rer- Al) "M # {0} lo que no puede ocurrir, en
consecuencia debe sar> 0, pero entonces, por lo visto en el punto b) de la misma prcipos

se verifica quéT — Al)(M) = (T —Al)(H) es cerrado.

La ultima afirmacién es consecuencia @€, O

6.30 Teorema.Sea T un operador compacto en un espacio de Hilhegt A € K conA # 0.
Entonces se verifica que-TAl es inyectiva si, y sélo si, es sobreyectiva:

(T=AI)(H) =H < ker(T —Al)={0}

Demostracion =) SupongamosT — Al )(H) = H pero ke(T —Al) # {0} y llegaremos a
una contradiccion. Para ello tomemos un vector no rRegeker(T —Al). Como(T —Al)(H) =
X, existe una sucesitfx,} de vectores no nulos verificando que

(T —=A)(Xn+1) =X, paratodoneN
Entonces T — Al)"(Xy:1) = X1 # 0, pero(T —AN)™1(x, 1) = (T —Al)(x) = 0. Es decir
Xni1 € ker(T =AD" pero x,.1cker(T —Al)™1

Puesto que, evidentemente, para todaN es kefT —Al)" C ker(T — Al)™1, deducimos que
esta inclusion es estricta. Por tanto caddker Al )" es un subespacio propio del espacio de
Hilbert kerT — A", y deducimos que existe una suces{§n} de vectores tales que para
todoneN:

Iyl =1, ynekerT —AD", yni1 L ker(T —AI)"

Como distyni1,ker(T —AI)") = ||Yns1|| = 1 se tiend|yn1 — X|| > 1 para todoxe ker(T —Al)".

Parap > g se tiene que
TYp—T¥q =AVp— (Ng+ (T = Al)yq— (T —Al)yp)
es de facil comprobacion queg+ (T —Al)yq— (T —Al)yp€ker(T —Al)P~2, por lo que
[ TYp — Tyql| = dist(Ayp, ker(T —AP~Y) = || dist(yp, ker(T —AI)P™) = |A|

es decir|| Ty, — Tyg|| > |A| siempre quep > q lo que implica que la sucesiéfTy,} no tiene
ninguna parcial convergente en contradiccion con la coidpddeT .

<=) Supongamos que k@ —Al) = {0}. Entonces, pord.3) se tiene quéT* — Al )(H) es
denso erf{. ComoT* es compacto, por la proposicion anteri@; — Al ) () es cerrado, y por
tanto (T* — Al ) () = H. Por lo ya probado en la primera parte, puesto fjti@s compacto,
se verificara que kéT* —Al) = {0}, pero entonces, usando otra véz3( y razonando como
antes, deducimos qu@ — Al )(H) = 3. O

Representaremos por Ifif H)) el conjunto de los operadores inversibled @¢&().
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6.31 Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbery seah €K, A #£ 0.
Entonces se verifica que
T—Aelnv(L(K)) <= A & op(T)

Demostracion La implicacion hacia la derecha es evidente pueg, siAl € Inv(LH)), en-
tonces kefT —Al) = {0}, y por tantoA ¢ o,(T). Reciprocamente, 3i ¢ 0,(T), entonces
ker(T —Al) = {0} y, por el teorema anterior, se tiene qe— Al)(H) = H. Ahora, por lo
visto en la proposicion.28 se tiene que el nimerm considerado en6(18 conM = K, es
positivo yT — Al es un isomorfismo topoldgico deé sobreJ, es decir, es inversible. O

Observa que park = 0 todo lo que puede decirse es quf ss inversible entonces®
0p(T), pero esto no implica qu& sea inversible, ya que en dimension infinita un operador
puede ser inyectivo y no inversible. El operador de despia#o hacia adelant&(7) es un
ejemplo de ello.

6.32 Corolario. Sea T un operador compacto en un espacio de Hilbert comfigjpA # 0.
Entonces se verifica ques ap(T) si, y s6lo SiA € ap(T).

Demostracion Tenemos que

AeOp(T) <= T A gInv(L(H)) <= T* Al ¢ Inv(L(H)) <= A€ ap(T")

El corolario6.31suele enunciarse de la siguiente formal €is un operador compacto en
un espacio de Hilbeft( y A # 0, entonces si la ecuacion

(T=AI)x=0 (6.20)
tiene solucién Unica = 0, se verifica que la ecuacién

(T—=Al)x=y (6.21)
tiene para cadge H solucion Unicaxe H y, ademas, dicha solucion depende continuamente

dey.

Este resultado suele interpretarse diciendo lguaicidad de la solucién de la ecuacién
(6.21) para cada y= H implica la existencia de dicha solucioBs un resultado Gtil porque con
frecuencia es relativamente facil probar la unicidad deddsciones def.21) en cuyo caso se
tiene garantizada su existencia.

6.4.2. Caélculo funcional acotado

Vamos a ver a continuacién como el Teorema Espectral pedsfiair funciones de un
operador compacto normal. Consideraremos en lo que sigao@enador compactd en un
espacio de Hilber#. Si H es un espacio de Hilbert real suponemos fes autoadjunto, en
el caso complejo basta suponer para lo que siguél qegenormal. Supondremos qag(T) es
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infinito! y que{\, : neN} = o,(T) es una enumeracion d@g(T). LlamaremosV, al espacio
propio asociado al valor propid, y P, a la proyeccion ortogonal d& sobreM,,. En estas
condiciones, el Teorema Espectral, nos dice que

T(x) = i AnPa(X) (xeH) (6.22)

lo que implica queT queda determinado de manera Unica por sus valores en losiasspa
propios M,. Podemos utilizar la igualdad anterior para definir operesl@n que tengan

los mismos espacios propidé, queT y cuyos valores propios vengan dados por una cierta
funcion@: ap(T) — C. Un tal operador, que representaremos@di sera de la forma

X) = ilq)()\n)Pn(x) (xeXH) (6.23)

Observa queg[T](x) = @A\y)x para todox€ M,,. Naturalmente, hay que imponer alguna con-
dicién a la funciéng que garantice la convergencia de la serie@83. Una condicion clara
es que dicha funcion esté acotada pues, c@iq) son los valores propios dgT| debera
cumplirse qué@(A)| < [|@[T]|| para todo\ € o,(T). Esta condicién también es suficiente pues

2

Z @A) P = kZ |@(An) 7P < H<PH§,kZ IR =
m 2
= llollZ|| 3 Px)
k=n
Por tanto m m
> O(h)Pi(x > R(x
k=n k=n

Como por 6.16 sabemos que para cagda I esx = 1 P, la seriey -, P,x converge y,
por tanto, cumple la condicion de Cauchy, de donde, por lmudaslad anterior, deducimos
gue la serie eng(23 cumple la condicién de Cauchy, por lo que es convergenteedemmento
deXH que notamo®[T|(x). Queda asi definida, por medio de la igualda@3®, una aplicacion
lineal @[T] : H — . Dicha aplicacion es continua pues para tbbdoN

2 N
2 2 2 2
< lolly, D 1R < [l x|
k=1

Lo que implica quel@T] ()| < 9] [X], por tantog(T] € L(%) y [[9[T]|| < l|@].. Pero si
x& My con x| = 1 se tiene quéo(T](x)]| = [o(An)], luego|[¢(T] || = [|a]..

Observa que la convergencia de la serie @23 es convergencia puntual, dicha serie
converge en la norma de operadores si, y sol¢ggh,)} — 0, lo que equivale a qugT] sea
compacto.

Observemos que, en el caso en que 0 sea un valor propipatela igualdadq.22 aparece
como sumando B,y = 0, el cual puede ser eliminado sin que afecte para nada a dicha
igualdad, pero eso si afectarla alaigualdadd) porqueg(0) puede ser distinto de 0. Por tanto,

1El caso finito, méas sencillo, queda como ejercicio.
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para lo que estamos haciendo, la igualda@2) debe interpretarse literalmente incluyendo un
sumando nulo cuando K@r) # {0}.

Vamos a considerar el espacio de Bandgligp(T)), de las funciones acotadas ag(T)
enkK con la norma uniforméq|| = sup{|@A)|:Acap(T)}. Acabamos de definir una aplica-
cion@— @[T] delw(0,(T)) enL(J). Dicha aplicacion recibe el nombre délculo funcional
acotadoen el operador .

Lo mismo que e (3) tenemos el producto de composicion de operadd&%¥,) — ST,y
la operacion de paso a operador adjunte: T*, asi mismo e, (0,(T)), tenemos el producto
usual de funcione&p, B) — @y, en el caso complejo, el paso a funcion compleja conjugada
@ — @. Que el célculo funcional acotado conserva todas estaacipaes es lo que se dice en
el siguiente teorema.

6.33 Teorema.La aplicacion@— @[T] de/e.(0p(T)) en L(H) es lineal e isométrica, también
es un homomorfismo de algebras, es dégip)[T] = Y[T]|@T], para todasp, Y € l,(0p(T)),

y verifica queg[T]* = @[T]. Ademas k& @[T], T = @ [T] donde@(A) = 1y @i () = A para
todoA € 0p(T) y op(@[T]) = @(0p(T)).

Demostracion La linealidad de la aplicaciomp — @[T] es clara, y que es isométrica se ha
probado antes. Probemaos que conserva el producto. Para¢ddcse tiene que

00

ATIWTI) = 5 oNIR(W[T](9) =

k=1

N
= lim kz PMIWAR(X) = [im 5 (@) (M) Pe(x) = (@) [T](x)
=1

N—o0

Luego(@y)[T] = @[T]yY[T]. Las restantes afirmaciones del enunciado son inmediatas.C]

6.4.3. Laecuaciont x—Ax =y. Alternativa de Fredholm

Vamos a ver ahora como la representacion espectral de uadaperompactd permite
obtener las soluciones de una ecuacion del Tige- Ax = y. Las hipotesis siguen siendo las
mismasJ{ es un espacio de Hilbertlye L(H) un operador compacto. $i es un espacio de
Hilbert real hay que suponer qidees autoadjunto, y en el caso complejo basta suponef que
es normal. En estas condiciones consideremos la ecuacion

TX—ux=y (6.24)

en la que se supone gye H es conocido yi€ K. Distinguiremos tres casos.
A) u#0ypuno es un valor propio dé. Entonces se verifica que la funcign op(T) — K

dada porp(A) = ﬁ esta acotada y, por tantp[T] € L(F). Se tiene que

1
An—H

ITI0 = 3 P
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TX— px= Z AnPa(X) — 1 Z Pa(x) = Z (An = H)Pn(X)
n=1 n=1 n=1
Por tantoT — pl = @[T] sondep: 0,(T) — K es la funcionp(A) = A —p. Comoy(A)e(A) =1,
se sigue quey[T] = (T —ul)~%, por lo que la solucién de la ecuaciéh 24 es Gnica y viene
dada pox = Y[T](y).

B) u# 0y = Ak es un valor propio d&. En este caso el operaddr— pl verifica, por
(6.19 y por el apartado a) de la proposiciéri8 que

(T —u)(FH) =ker(T* — )+ =ker(T —ul)*

Ademas, kefT — ul)* es un espacio reductor pafa En consecuencia@ induce, por restric-
cién, un operador compacto en el espacio de HilbertTkerpl)* cuyos valores propios son
op(T)\ {1} (pues para €o,(T) conA # |, se tiene que k€T —Al) C ker(T —pl)+). Por tan-

to, dadoy < (T — ul)(3H) = ker(T — pl)+, podemos aplicar lo visto en el punto A) al operador
T — ul. Por tanto, parac ker(T — pl)* se verifica que

& 1
Tz MNzZ=y&= 7= —PB
k y nZl )\n—)\k n(y)

n#£k

Ahora, dadax€ 3, podemos escribix = z+ u conze ker(T — pl)*+ y ucker(T — ul), con lo
que(T —ul)(x) = (T — ul)(z) =y. Concluimos que en este caso las soluciones de la ecuacion
(6.24) vienen dadas por
X=Uu+

nzl

n=£k
en consecuencia hay un total dg soluciones linealmente independientes dongees la
dimension del espacio k@ — Al). Por otra parte, es claro queyst ker(T — Al )+ entonces
la ecuacion §.24) no tiene solucion.

Pa(y) (yeker(T — M)t ucker(T —Al))

)\n—)\k

C) u= 0. En este caso la ecuacion BEx= y que, evidentemente, tiene solucién cuando
y€e T (H). Para describir las soluciones consideremos la expregidncomo en 6.17)
T - Z anUn ® Un
n=1

Donde{u,: neN} es una base ortonormal déX) formada por vectores propios decon
correspondientes valores propms= 0. Por tanto

00

YET(H) <= y=Tx= Z On (X| Up)Up <= (Y| Un) =0n(X|Un) VneN
n=1

Puesto que, por la desigualdad de Bessel, la sErje( | un)|? es convergente, deducimos que

n>1
2
: u o .
la serlez M es convergente. Por tanto podemos describir la imagdnateno sigue

n>1 ‘an’2

00

o0 2
T(%) = {n;cnun: Zl ||§:||2 < oo} (6.25)

n=
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Dadoy = nicnun enT(H) el vector deH dado porx = ni;:—:un verifica queT x=y. Natu-
ralmente, sze ker(T) tambiénT (x+2z) =Y.

De la igualdad .25 se deduce que la imagen del opera@iono es cerrada. En efecto,
basta considerar una sucesion parfig) } tal quedy) < % y definimos una sucesidt, }

1
POr Co(n) = %ac(m y ¢, = 0 paran ¢ o(N). Con ello tenemos que la serE c2 converge, por

n>1
(<] n

lo quew = Z CnUn € H, y si consideramos la sucesion de las sumas pard,al:esz CyUy, Se
n=1 k=1

|Cn?
no converge.
n

tiene quez, € T(H) pero{z,} — w, yw ¢ T(H) porque la seriez 2
n>1

6.34 Proposicion.Seal( un espacio de Hilbert, € L(J) un operador compactoy< K, con
A # 0. Entonces se verifica que los espadieg T — Al ) y ker(T* — Al ) tienen igual dimension.

Demostracién Sabemos, por la proposici@nl9 que dichos espacios son de dimension finita
por la compacidad d& y T*. Sean{uk: 1< k< n}y{w:1<k<m} bases ortonormales de

ker(T —Al) y de keXT* — Al) respectivamente. Debemos probar que- n, para ello basta
probar quem > nlleva a contradiccion. Sea, pues;> n.

Definamos el operador
n
Sx=Tx+y (x|u)w  (XEH)
K=1

ClaramenteS es compacto. Probemos que (& Al) = {0}. Para todoxe H tenemos que
((S=Ax|wi) = ((T = Al)x | vie) + (x| u) =
- <x| (T*—Xl)vk) Fxu)=(x|u)  (1<k<n)

Por tanto, six < ker(S—Al) debe ser(x| ux) = 0 para 1< k < n, esto esxe ker(T —Al)+.
Pero por la propia definicion d8 se tiene quéT —Al)x = (S—Al)x— Y4 (X | uk) vic por
lo que six e ker(S—Al) también se tiene quec ker(T — Al). Concluimos asi que& = 0,
esto es, kdiS— Al) = {0}. ComoS es compacto, por el teorenta30, debe cumplirse que
(S= A (H) = H. En particularv,.1 = (S—Al)(2) para algurze 3. Pero entonces se tiene

que
n

(T=A)@) =Vou1— Y (x] )i
k=1

Comovp, 1 €ker(T* —Al) llegamos a que

0= <z| (T —Xl)vnH) = (T =A)Z| Vsa) =

n
= (Vn+1 = > (X i) ic | Vn+l> = (Vn+1 [ V1) =1

k=1

Una clara contradiccion. O
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6.35(Alternativa de Fredholm). Dado un operador compactodL(H) y un nimero\ # 0,
consideremos las ecuaciones homogéneas

(T —=Al)x=0, (T*—=Al)y=0 (6.26)
y las ecuaciones no homogéneas
(T=A)x=u, (T*=A)y=v (6.27)

Entonces se verifica una y sélo una de las siguientes afirmesio

a) Las ecuacionef.26) tienen soluciones Unicasx0, y= 0, en cuyo caso las ecuaciones
(6.27) tienen solucion unica parar todoatH, ve 3, soluciones que dependen continuamente
deuydev.

b) Las ecuaciones.26) no tienen soluciones Unicas, en cuyo caso ambas tienenmlanis
numero finito, igual a la dimensién der(T — Al), de soluciones linealmente independientes,
y las ecuacione$6.27) tienen solucion si, y solo si,aker(T —Al)* y ueker(T* —Al)*, en
cuyo caso las soluciones estan determinadas mdar@ — Al) o méduloker(T* — Al).

Demostracién Lo_afirmado en a) quiere decir qdeZ op(T), en cuyo caso, por el corolario
6.32 se tiene que\ € o,(T*), por lo que en virtud del corolari6.31, se tiene qud — Al €
Inv(L(3H)) y T* — Al € Inv(L(H)).

Lo afirmado en b) significa quec ap(T), en cuyo caso, por el corolar32, se tiene que
e op(T*), y por la proposicior6.34 los espacios de soluciones Ker-Al) y ker(T* —Al)
tienen la misma dimension. Ademas, pérlQ se tiene quéT — Al)(3) = ker(T* —Al) -y
(T* = AI)(H) = ker(T — Al O

6.4.4. Raiz cuadraday forma polar de un operador

Un operadoiT € L(JH) se dice que epositivo si es autoadjunto YT x| X) > 0 para todo
x € H. Las proyecciones ortogonales son operadores positives, SiP es una proyeccion
ortogonal, se tiene qué@x | x) = (P?x | x) = (Px| Px) > 0. También son operadores positivos
T*T y TT* cualquiera se@ €L (). Es claro que la suma de operadores positivos y el producto
de un operador positivo por un escalar positivo son opeesdoositivos. La continuidad del
producto escalar implica que los operadores positivos saronjunto cerrado eb(H). SiH
es un espacio de Hilbert complejo entonces, por lo visto gudposicién6.4, la condicion
(Tx|x) > 0 para todoxe 3, por si sola, implica qu& es autoadjunto.

6.36 Proposicién.Sea T un operador compacto en un espacio de HilberSi H es real se
supone que T es autoadjunto, yéies complejo se supone que T es normal.

a) T es positivo si, y s6lo si, todos sus valores propios samends reales mayores o iguales
que cero.

b) Si T es positivo existe un Gnico operador compacto y pos8ital que 3= T, dicho
operador se representa con la notacior=S/T.
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Demostracion a) SiT es positivo yA es un valor propio d&, entonces skeker(T —Al) con
IIX|| = 1, se tiene que
0< (Tx|X)=(AX|x) =A

Reciprocamente, si todos los valores propio§ dmn nimeros reales mayores o iguales que
cero, entonce$ = 571 A\nP, es limite erL (3() de una sucesion de operadores positivos y, por
tanto, es positivo.

b) Seal =S, AnPh la representacion espectral @ePor lo visto en a))\, > 0 para todo
neN. El operador definido pd8= S5 _; v/AnP, €s un operador compacto positivey=T.

Supongamos qué € L(3) es un operador positivo que verifica Qv = T. Entonces se
verifica queTV =V T y por tanto

(T—=A)VR=V(T —A\d)P=0

lo que implica queV R(H) C ker(T — Axl) = B(H) y, por tanto,AV R = VR. ComoV =
V* deducimos qu&/ B, = RV. Por definicion deS se sigue qu&/ S= SV. Puesto quéH =
ker(S+V) & (S+V)(H), para probar qu8=\V probaremos que ambos operadores coinciden
en kefS+V) y en(S+V)(H). Como(S—V)(S+V) = -V2 =0, se tiene qu&—V =0
en (S+V)(K) y por tanto en(S+V)(H). Ahora, seaxc ker(S+V). EntoncesSx+Vx=0
por lo que 0< (Sx| x) = — (Vx| x) < 0, asi(Sx| x) = (Vx| x) = 0 para todxe ker(S+V), lo
que sienddy V autoadjuntos, implica, por la proposiciérb, queS=V = 0 en ke(S+V).
Concluimos qués=V. O

Nos planteamos ahora obtener una “descomposicion polavhdgperador analoga a la
representacion de un complejo en forma palaf |z|€®. Consideremos primero el caso fi-
nito dimensional en qué{ = C" y el operador viene dado por una matriz normal inversi-
ble A€ M,«n(C). Hemos visto que existen una matriz unitatih, y una matriz diagonal
D =diag(A1,Az,...,An), tales queA =U -D-U*. Ademas, coma\ es inversible, todos sus
valores propios\y deben ser distintos de cero. Podemos esdiibir ® - |D| donde

® = diag(¢*,€%,....é%),  |D| =diag(|A1l, A2, [An])
A=U -®.|D|-U*=U -®.U*.U-|D|-U*=V"S

dondeV =U - @-U* es una matriz unitaria $=U - |D|-U* es positiva. Observa qu& =
U-|D|?-U* = A*A, esto esS= +/A*-A. Por tanto la igualdad obtenida=V - Sresponde a

lo que queriamos. Si no se supone dues inversible, algunos elementos en la diagonal de
D seran nulos (tantos como la dimensién del nacled)dgV ya no serd una matriz unitaria,
peroV -V* =diag(1,1,1,...,0,...,0) es una isometria cuando se restringe al complemento
ortogonal de su nucleo.

Consideremos ya el caso general en gies un espacio de Hilbert complejolye L(H)
es un operador cualquiera. CombdT es positivo, definimo§T | = v T*T.

Se dice que un operaddre L (3H) es undsometria parcial cuando su restriccion(&erT )+
es una isometria, es ded|T x|| = ||x|| para todox < (kerT)= .

6.37 (Descomposicion polay. Sea Te L(H). Entonces existen una isometria parcial U tal
que T=U|T|ykerU) =ker(T). Ademas YH) = T(H). SiVeL(K) es tal que T=V|T| y
ker(V) D ker(T), entonces \=U.
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Si T es inversible, entonces U es unitario.

Demostracién DefinimosU : |T|() — T () porU (|T|x) = Tx Puesto que
ITXI? = (Tx| TX) = (x| TTX) = (x| [T[*) = ([TIx [ [T]x) = [||T|x]| (6.28)

deducimos que $iT |[x = |T|y entoncesT x= Ty por lo queU esta bien definido. La igualdad
(6.28 también nos dice qué es una isometria y, por tanto, puede extenderse de formadnic

una isometria déT |(H) sobreT (). Dicha igualdad también nos dice que (Rer= ker(|T|).
Extendemod) a todoH definiéndolo igual a cero e(rm)L =ker(|T|) =ker(T). Tenemos
asi queT =U|T| conke(U) =ker(T) yU(H) =T(H).

SiV es cualquier operador lineal tal qlie=V|T|y ker(V) D ker(T), entonces para todo
y=|T|xe|T|(H) se tiene qu&y=V|T|x=Tx= Uy, por tanto =V en|T|(H). Y ya que
ambos operadores son cero en(ker= ker(|T|) = (\T\(iH))L, concluimos qué) =V.

SiT esinversible, kel ) = {0} y T(H) = X, por tanto kefU) = {0} yU(H) =T(H) =
JH, luegoU es una biyeccidn lineal isométrica, es decir, es un opetautario. O

En general, para un operador compacto arbitrdrie K (H), no puede asegurarse la exis-
tencia de valores propios (el operador de Volterra es un@@mnpor lo que para un tal operador
es impensable una representacién espectral andloga eladsbpara el caso en que el ope-
rador sea también normal. Pero, a partir de la descompogicitar, usando la representacion
espectral del operador compacto y autoadjuiiip podemos obtener una representacion de
como una serie de operadores de rango uno. Los valores progimperadofT| se llaman
valores singularesde T. Sea, pues] = U|T| la descomposicién polar de. Por el teorema
espectral pard*T tenemos que

An (X | Un)Un

M s

[T=*T](x) =
K

1

dondeA, > 0 son los valores propios distintos de cerold& y {u, : n€ N} es una base orto-
normal de[T*T](H)formada por vectores propios @&T con valores propios respectivag
(cada uno de ellos repetido tantas veces como la dimensi@sjigcio propio correspondien-
te). El operadoiT| viene dado por

IT|x= ZSn(x|un)un (sh=VAn VneN)
K=1
Por tanto, poniende, = U (u,), tenemos que

Tx=U|T|x= an(x]un)vn (6.29)
K=1

Puesto qué& es un isomorfismo isométrico dig|(H) sobreT (H) y

[T*T](3) = kern(T*T)* = ker(T)* = |T|(H)

se tiene qud Vv, : N€N} es una base ortonormal @¢J(). La igualdad ¢.29 se conoce como
representacion singulardel operador compactb.
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Bibliografia. He seguido muy de cerca en algunas partes de este capit@gtelide H.L.
Vasudeva 13]. También puede consultarse los textos de J.B. Con®jay dle |. Gohberg y S.
Goldberg f].

6.5.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

Ejercicios

Sed : C? — C? el operador definido pdF (u,v) = (u-+iv,u—iv) para toda(u,v) € C2.
CalculaT* y comprueba quéd*T = TT* = 2|. Expresal = A+iB dondeAy B son
autoadjuntos.

SedH = C?, calcula simbolicamente la norma del opera@iar}t — H que en la base
usual tiene asociada la matriz

a b

c d

Sedl € L(H) dondeX es un espacio de Hilbert complejo. Prueba qu&Zstiene un
valor propio entonce$ también tiene un valor propio.

Sedl €L(¥H) y supongamos que existen nimeeos 0 y 3 > 0 tales que|T x|| > a|X||
y [|T*x|| = BJ|x|| para todoxe 3. Prueba qué es inversible.

Seal €L(H) un operador autoadjunto y saa= o + i € C con 3 # 0. Prueba que
||(T —Al)x|| > |B|||x]|. Deduce qué — Al es inversible.

Prueba que &l es un subespacio cerrado reductor para un operador hormabcto
T €L(%), entonces la restriccion deaM es un operador compacto normal en el espacio
de HilbertM.

Sear§ T €/, los operadores definidos para tode/, por

Sx= (0,%&22),&:),..); Tx= (X(Z)@ @,>

Calculacy(S) y 0p(T). Estudia siS(¢2) 0 T(/2) son densos efp.

Una forma cuadratica &f' es una aplicacio : R" — R dada poiQ(x) = x - A-x para
todox e R", dondeA € My«n(R) es una matriz simétrica. Prueba que hay un operador
autoadjuntdrl € L(RN) tal queQ(x) = (T x| x) para todaxc R", y deduce que existe una
base ortonormaB = {ux : 1 < k< n}, enR" y niUmeros realeg, 1 < k< n, tales que
para todoy = S}, YUk Se verifica que

QAY) = 5 My
k=1
Deduce que mifiQ(X) : [[X|l2 =1} = min{Ax: 1< k< n} y max{Q(x) : x|z =1} =

max{Ax : 1 < k< n}y que dichos valores se alcanzan en vectores que son vegtores
pios deT.
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172.

173.

174.

175.
176.

177.

178.
179.

180.

181.

182.

Seag: R — C una funcion continua y 2periddica. Sedk el operador integral en
Lo[—11, 1] cuyo nucleo es la funcioK(s,t) = g(s—t). Prueba que las funciones del
sistema trigonométrico son funciones propias Py deduce que dicho operador es
diagonalizable y que

co 1 Tt
2 _ 2_ + 2
> (a3 =gl = 2n_jﬁ|g<t>| ot

N=—o0

Sed el operador integral eh,[0, 1] dado por el ndcle&(s,t) = min{s,t}. Prueba que
las funciones
Un(t) = vV2ser{(n—1/2)t)  (t €[0,1],neN)

son un conjunto ortonormal de vectores propiog de

Prueba que 0 es un valor propio de todo operador comeaatn espacio de Hilbert no
separable.

Calcula la raiz cuadrada de un operador de rango uno.

Seal un operador normal y supongamos que 2 y 3 son los Unicos sgloopios deT .
Prueba qu@?—5T + 6l = 0.

Sed €L(K") un operador normal en el caso complejo o autoadjunto enekeak Sea
p el polinomio caracteristico de. Prueba quey(T) = 0.

Estudia la descomposicion polar de un operador depficaittion enly[a, b.

Calcula la representacion espectral del oper&iddr(C?) dado por la matriz

(3 )

Es decir, calcula valores propios, espacios propios y priyees asociadas.

Comprueba que el operador@hdefinido por la matriz

5 -4
-4 5
es positivo y calcula su raiz cuadrada.

Comprueba que el operador@hdefinido por la matriz

G5

dondea > 0, es positivo y calcula su raiz cuadrada.

Calcula la descomposicion polar de las matrices

a=(73) e=s(en Ah)
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183. Calcula la descomposicion singular de la matriz

()

184. SedH un espacio de Hilbert complejoSe L(H) un operador autoadjunto cdis|| < 1.

Prueba que
a) El operadot — & es positivo.
b) Los operadoreS=+iv/l1 — $ son unitarios.

185. Prueba que el operador de Volterral [0, 1] — L0, 1]

V(X)](s) = fsx(t)dt (xeL2]0,1],0<s< 1)
0

no tiene valores propios.
Sugerencia. Usa el Teorema Fundamental del Célculo pantetzrél de Lebesgue.

186. Se trata de calcular la norma del operador de Voltérra,[0,1] — L;[0,1]

(x€L2[0,1],0 < s< 1)

b) Comprueba que
1t
(VV)X)(8) = [ [ x(uydudt
s 0

¢) Recuerda qu¥ es un operador compacto, por lo que para calcular su norneanagc
uso del corolaris.16y debemos calcular el mayor valor propio\&/. Supuesto que
x€L[0,1] conx # 0, verifica queV*V)(x) = Ax, (deberé sek > 0) es decir

AX(S) = flftx(u) du dt
s 0

entonces comprueba que debe verificarse que

Comprueba que la solucion general de la ecuacion difellestaienida parx es

X(s)=¢ cos(%s) +c ser‘(%s)
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187.

. . 1
Las condiciones de contorno implican que=0y ﬁ = n(k— %) k=12,.... Por
4
tanto los valores propios del operad6biVv sonA\y = —————,k=1,2,.... Concluye
prop p k R(2k— 172 Y

2

ue|V||=—.

que(lV]l=—
En este ejercicio vamos a obtener la representaci@ctesipde un operador integral. Sea

T : L2[0,1] — L3[0,1] el operador integral

[TX(s) = | K(s,t)x(t)dt

O

donde ( )
1-9t, 0<t<s«<1
Kst) = { s(1-t), 0<s<t< 1.
Se trata de un operador compacto porues una funcion continua, y por tankoe
L2([0,1] x [0,1]), y es autoadjunto porqu€(s,t) = K(t,s). Comprueba que la igualdad
Tx=AxdondeA = 0 implica quex verifica la ecuacion diferencialk” (s) +x(s) = 0 con

condiciones de contornx0) = x(1) = 0. Dicha ecuacién tiene soluciones no nulas si, y
so6lo si,A = o n=12,.... Las funciones propias correspondientes estan dadas por
Xn(S) = sern(ntis), con espacio propio KEF — Apl) = Cxq.

Por otra parte, 0 no es un valor propio H&omo se comprueba derivando dos veces la
igualdadT x(s) = 0. Por tanto, para todoc L,[01]:

00

1
Tx= — (X X
nzlnznz( ‘Xn) n

donde la serie converge en la norma.gf, 1]. Pero también se verifica que

o 1
TH() =y n2—11'[2 (jx(t)ser(nnt)dt) serinms)  (0<s< 1)
n=1 0

pues dicha serie converge absoluta y uniformement6,é&h

Podemos aplicar ahora los resultados obtenidos en la segdi@referentes a la ecua-
cionTx—Ax =Yy, dondey<L>[0, 1] es una funcién que se supone conocida. Observa que
dicha ecuacion se escribe en la forma

S 1
[(1— s) [ttt +s [(1-t)x(t)ct

0

() =Yy(s), se0,1] (6.30)

SINAZOYA#£ o) paran=1,2,.... Entonces la ecuacion integrél 80 tiene solucion
Unica que viene dada por

o0 -1
KO = (T-N) (8= 5 (5 -1) (s s€ 0.

n=1
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SiA= —— para algumg € N, entonces la ecuacion integr&.80 tiene infinitas so-
N&TE

o

luciones siy es ortogonal a la funcion propia, (S) = sennpTs) y ninguna solucién en

otro caso. La solucion, en el primer caso, viene dada por

o0 -1
K9 —aseroms) + 5 (s —A) (V1xx(d. se 0.1,y Lxy

n
n

S -

0



Capitulo 7

Teorema de Hahn—Banach

En temas anteriores hemos estudiado los duales de algyrasassnormados y , en al-
gunos casos, los hemos descrito de la mejor manera posiplessentando los funcionales
continuos, algo en principio muy abstracto, de una forma&@a en cada caso. Hemos podido
hacer esto porque conociamos la naturaleza de los elententagia uno de esos espacio, eran
sucesiones o funciones de cierto tipo. Considera ahorapatiesnormado abstractoX, || ||),
no sabes nada de la naturaleza de sus elementos y, en consgcne hay forma de describir
los elementos del duad*. En esta situacién, parece légico preguntarse qué podesairsath
general del dual de un espacio normado. Naturalmente egémtle este estudio se debe a que
pretendemos desarrollar uteoria general de los espacio normadns/os resultados puedan
aplicarse en cada caso concreto. El uso que hemos hech@mdghtede Riesz-Frechet en el
contexto de los espacios de Hilbert, es una muestra de lo @permos llamaftécnicas de
dualidad”, es decir, el estudio de propiedades del espacio nori{aaltravés de su dua{*.
Naturalmente, la pregunta inevitable es ¢qué podemos delcdual X* de un espacio nor-
mado abstracto? Esta fuera de lugar, obviamente, pretedederibir los elementos d¢* jni
siquiera conocemos la naturaleza de los elemento¢! d@ pregunta que podemos hacernos
es referente al “tamafio” d¢* ¢ podemos garantizar que el dual de cualquier espacio normad
es suficientemente “grande” como para poder desarrollaftaaegia de dualidad” que permi-
ta relacionar cada espacio hormado con su dual de forma qoapuwexpresarse conceptos o
resultados referentes a un espacio en términos de su duatfeRmlo, siM es un subespacio
de un espacio normad ¢ podemos expresar el hecho de que un pxat¥ pertenezca a la
adherencia d& en términos de formas lineales continuas? El objetivo deassiitulo es pro-
bar que el dual de todo espacio normado es suficientememgegia que permite responder a
este tipo de preguntas.

¢,Cual es el punto de partida para probar que el dual de uniespamado es “grande™?
Pues, a poco que lo pienses, lo natural es partir de espaeidsmnsion finita, porque en
ellos esta asegurada la rigueza de formas lineales, tddassgin sabemos, automaticamente
continuas. Surge asi la idea ¢ es posible extender una forez tefinida en un subespacio
de dimension finita de un espacio normado a una forma line#lne@m definida en todo el
espacio? Observa que, desde un punto de vista algebraimespaesta es clara, pueshi
es un subespacio de dimension finita de un espacio vectdrialf € M?, siempre podemos
extender una base algebraicaMea una base d¥, lo que permite hacer extensiones fda
todo X definiéndola en los nuevos elementos de la base de cualquies f extendiéndola por
linealidad. Pero lo que queremos nosotros es que la extessgcontinua y ello conduce de
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forma natural al siguiente planteamiento: dada una fornealicontinuaf, en un subespacio
M de un espacio normad¥, por tanto se cumple qué (X)| < || f||||x|| para todoxe M ¢es
posible extenderf a todoX conservando la acotacidri(x)| < ||f||||x|| para todox e X? El
teorema de Hahn-Banach, uno de los grandes teoremas ddig\Mgtematico que, pese a ser
un teorema de “pura existencia”, ¢acaso puede ser de atma?oes uno de los resultados que
mas aplicaciones tiene en los mas diversos contextos, rioguk si. Tal es el objetivo de este
capitulo.

7.1. \ersion analitica del teorema de Hahn—Banach

Un funcional sublineal en un espacio vectoria es una aplicaciép: X — R tal que

= p(X+Yy) < pX)+py) (XyeX).
= p(ax) =ap(x) (a=>=0,xeX).
Ejemplos de funcionales sublineales son las partes realEsduncionales lineales y las se-

minormas.

7.1. Teorema de Hahn—Banach - Version analiticgHahn 1927, Banach 1929). Sea X un
espacio vectorial y p un funcional sublineal en X. Si M es uespacio propio de X y g es un
funcional lineal en M dominado por p, es decir, verificando

Reg(m) < p(m) (meM),
entonces existe un funcional lineal f en X cuya restriccidt eoincide con gy que verifica
Ref(x) < p(x) (xeX).

En otras palabras, todo funcional lineal en M dominado poepsaede extender a un funcional
lineal en X que sigue estando dominado por p.

Si p es una seminorma se tiene, de hecho,

I <P (xeX).

Demostracién Consideraremos primero el caso en @le- R. El primer paso, y en cierta
forma decisivo, consiste en extendea un subespacio que conteng®laero que solamente
tenga una dimensién mayor qlvk es decir un subespacio que se obtiene afiadiehdaiaa
recta vectorial. Sea, pues¢ M y pongamoy = M @ Kx. La extension dg ay, llamémosle
h, es obligada pues tendra que ser de la forma

h(m+Ax) = h(m) + h(Ax) = g(m) 4+ Ah(x) (meM,AeR)

Cualquiera sea el valor que demols(&) € R se verificara qué, asi definida, es una extension
dega, pero se trata de eledifx) para que se conserve la acotadidm+ Ax) < p(m+ Ax),
es decir, queremos que se cumpla

g(m) +Ah(x) < p(m+ AXx) (meM,AeR) (7.1)
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Cuandoh > 0, esta desigualdad, dividiendo por- 0, es equivalente a

m m
g<X>+h(x)gp<X+x) (meM,A > 0)
Puesto quel = m/A es un vector d& tan arbitrario coman, obtenemos qui(x) verifica la
desigualdadq.1) parak > 0 si, y sélo si

h(x) < pu+x)—g(u)  (ueM) (7.2)

Cuandohi < 0, la desigualdad7(1) es equivalente a la que se obtiene dividiendo-pbr

m m
) — < o
9( )\) h(X)\p< }\ ) (meM,A <0)
Puesto quev = —m/A es un vector d& tan arbitrario coman, obtenemos quie(x) verifica la
desigualdadq.1) parai < 0 si, y sélo si

h(x) > g(w) —pw—x)  (weM) (7.3)

Para\ = 0 la desigualdad?(1) se cumple por hipotesis cualquiera 8&g). En resumen, hemos
probado que la desigualdad.{) equivale a qué(x) verifique la siguiente desigualdad

gw) —p(w—x) <h(x) < pu+x)—gu)  (uweM) (7.4)

Que efectivamente hay numeros que verifican dicha des@giad consecuencia de que para
todosu,we M se verifica por hipotesis que

g(u) +g(w) = g(u+w) < p(u+w) < p(u+X) + p(w —X)

y por tanto
gw) —pW—x) < p(u+x) —g(u)  (uweM)

lo que equivale a que
sup{g(w) — p(w—X) : we M} <inf{p(u+x) —g(u) :uecM} (7.5)

Por tanto, cualquier nimera(x) comprendido entre los dos miembros de esta desigualdad
verificara también la desigualdad.{), y por tanto la7.1). Los dos numeros en la desigualdad
(7.5 no tienen por qué coincidir, en cuyo caso hay infinitas pesiklecciones pata(x), es
decir, la extension dg aY que cumple la desigualdad.() no tiene por qué ser Unica. Pero
eso ahora no nos interesa, solamente estamos interesatioexéstencia de dicha extension
gue ha quedado asegurada.

Naturalmente, si la dimensién dees finita, o si la codimension dé es finita, basta con
repetir este proceso un namero finito de veces para obteaéménte la extension deseada de
gatodoX. Pero ¢,qué hacer cuandmo tiene dimension finita M es un subespacio de dimen-
sion finita? Podria pensarse en iterar el proceso afadienchala etapa una recta vectorial para
obtener una nueva extension, de esta forma iniciariamosdoecion que, en el caso en que
la dimension d& fuera infinita numerable, permitiria finalmente obtenexigrsion deseada;
pero la dimension d& no tiene por qué ser infinita numerable; de hecho, veremosdedan-
te que un espacio de Banach infinito dimensional no puede timension numerable. Pero
incluso en un espacio de Banach separable podria seguadéaica inductiva, que permitiria
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finalmente obtener una extension apropiada en un subespEtso del total, la cual puede ser
finalmente extendida al total por densidad. La ventaja dprosedimientos inductivos es que
permiten un cierto control de la extensién en cada etapaggigdecirse que son “procesos
constructivos”. Pero muchos espacios de Banach no sorabégmr¢ como proceder en estos
casos? Pues tradicionalmente se seguia un “método de ibnu@Ensfinita” que ha sido muy
ventajosamente sustituido por el Lema de Zorn. Ambos métaeto definitiva, descansan en
el axioma de eleccion sin el cual poco puede hacerse enisib@gccomo esta. Por tanto, el
paso siguiente en la demostracion sera aplicar el Lema dedgoforma conveniente, lo que
permitird probar la existencia de la extension aunque pemes todo control sobre la misma
porgue la prueba no es constructiva.

Para aplicar el lema de Zorn necesitamos un conjunto parerde ordenado. Nuestro con-
junto va a ser la familigF de todos los parefN, f) tales queN es un subespacio dé que
contiene aM y f es un funcional lineal sobrd que extiende @ y estad dominado pop. El
orden parcial el esta definido po(Ny, f1) < (N2, f2) cuandoN; C Ny y fo es una extension
de f;. Es inmediato que la relacion asi definida es un orden pacial

Debemos comprobar que toda caden& ¢iene algin mayorante. S€a= {(N;, fj) :i€l}
un subconjunto dé totalmente ordenado. S&b= J;., N;, es facil comprobar qul es un
subespacio vectorial d¢, pues siu,ve N y A € R, existiranj,kc | tales queue Nj, ve N,
puesto queC es un conjunto totalmente ordenado, uno de los espagias Ny debe estar
contenido en el otro, supongamos dijeC Nk, entoncesi+ Ave N por lo queu+AveN.

Definamosf : N — R de la forma siguiente: para cada N, f(x) = fi(x) sixeN;. Esta
definicion es correcta pues no depende del espdcique contiene &, ya que si también
x€ Nj, como uno de los dos espacios debe estar contenido en epotrgamos qué; C N;,
entoncesf; es una extension di por lo quefi(x) = fj(x). Queda comprobar quies lineal.
Siu,veN y A eR, repitiendo el razonamiento anterior, existeign tal queu,ve N; por lo
que f(u+Av) = fi(u+Av) = fi(u) + Afi(v) = f(u) + Af(v). Esto prueba qué es lineal y es
evidente que extiendegaya quef extiende a cad& que a su vez extiendega Finalmente, si
ue Ny se tiene quei€ N;, entoncesf (u) = fj(u) < p(u), lo que prueba qué esta dominada
por p. Por tanto el pafN, f) es un elemento d& que es un mayorante de la cadé€ha

El lema de Zorn nos dice que énhhay al menos un elementh,h) que es maximal. La
primera parte de la demostracion implica due X pues si fuerd. # X, llegamos a una con-
tradiccion con la maximalidad del pét, h), pues bastaria tomae X peroz ¢ L, y extender,
como se hizo en la primera etapa, el funcidmekL a un funcionah enL = L & Rz dominado
por p, pero entonces se tiene gleh) € F, (L,h) < (L,h) y L # L, lo que lo que contradice la
maximalidad de€L,h). Concluye asi la demostracion del teorema en el caso real.

Supongamos ahora qué€ es un espacio vectorial complej un subespacio d& y
g: M — Cun funcional lineal dominado pqu, es decir tal que REmM) < p(m) para todane M.
Entonces tenemos qdg es un subespacio del espacio vectorial ¥egly Reg: Mr — R es
un funcional lineal dominado pqu. Lo ya demostrado para el caso real nos proporciona un
funcional linealh: Xg — R que extiende a Rgy esta dominado pop. Pero entonces, como
vimos en la proposicioB.9, se verifica que la funciofh : X — C dada porf (x) = h(x) —ih(ix)
es un funcional lineal sobié que verifica que R&(x) = h(x) y, por tanto Re (x) < p(x) para
todoxe X. Ademas, la restriccion deaM es un funcional eM cuya parte real €, = Reg;
pero sabemos, por la misma proposicién antes citada, quenaiohal esta determinado de
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manera Unica por su parte real, luego la restricciof d& coincide corg, fy = g. Por tanto
f es la extension deseadagldo que demuestra el teorema en el caso complejo.

Solamente queda comprobar la Ultima afirmacién. Supongamu®p es una seminorma
y nuestro funcional, real o complejo, esta dominado paes decir Ré (x) < p(x) para todo
xe X. Entonces escribimos, como ya hemos hecho en varias oeagibfx)| = uf(x) donde
ueK conjul = 1. Y, comop es una seminorma, y evidentemefiteix) = uf(x) = Ref(ux),
tenemos
[£(x)] = uf(x) = f(ux) = Ref(ux) < p(ux) = [u|p(x) = p(x)

lo que concluye la demostracion. O

7.2. Version geométrica del teorema de Hahn—-Banach

SeaX un espacio vectorial real y consideremos un hiperplanotafin{xe X : f(x) = a},
dondef € X*, f 0, a €R. Dicho hiperplano define dos semiespadios= {xc X : f(x) > a}
y H™ ={xeX: f(x) < a}, cualquier par de conjuntos no vack® C X que estén en distin-
tos semiespacios se dice que estan separados por el hiygerla que estan en distintos lados
deH, y se dice también quid separalos conjuntosA y B. Puesto que los semiespacios son
conjuntos convexos, es evidente quélsseparad y B también separa a sus envolventes con-
vexas. Por tanto, si queremos separar conjuntos por unpkaper podemos considerar que
nuestros conjuntos son convexos. Ademas, ejemplos elalegetiR? muestran que si alguno
de los conjuntos no es convexo entonces, aunque sean disjootpuede asegurarse que exista
un hiperplano que los separa. La separacion de conjuntes)xases importante en los llama-
dosproblemas de optimizacion convegae se presentan en una gran variedad de situaciones
practicas, aunque para nosotros su interés en este cuesiries.t

Para que dos conjuntésy B no vacios y convexos puedan separarse es necesario gae exist
un funcional linealf # 0 enX que verifique

f(a)< f(b) (vacA vbeB)

0, lo que es igual
supf(A) <inf f(B)

Reciprocamente, cuando esto ocurcegs cualquier nimero real tal qéiéa) < o < f(b) para
todosac Ay be B, entonces el hiperplano afin de ecuaci@w) = a deja el conjuntdA a un
lado y el conjuntdB al otro. Se dice también que funcional f separa los conjuntosA 'y B.
Observa que sf separaA y B cualquier funcional de la formaf conp R también separa
y B.

La separacion de conjuntos convexos puede plantearseémambiel caso en qu¢ sea
un espacio vectorial complejo sin mas que considerar etaspaal subyacent¥g, pues los
convexos en ambos espacios son los mismos y si existe umplaiperenXz que los separa,
puesto que los funcionales linealesX¢nson las partes reales de los funcionales lineales, en
tendremos un funcional linedl= 0 enX verificando que

Ref(a) <a < Ref(b) (VYacAVbeB)
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para alguro € R. 0, lo que es igual
supRef (A) < infRef(B)

Por tanto, el problema de la separacion de convexos se radrroere al caso real. No obs-

tante, enunciaremos los resultados que siguen para espacioriales reales o complejos, sin
especificar, con la precaucion de considerar siempre lésspaales de los funcionales lineales
para escribir las desigualdades en las que intervienecayr®n innecesaria, obviamente, si
el espacio es real.

En la siguiente proposicién se recogen algunos resultddosatales que seran usados sin
previo aviso en lo que sigue.

7.2 Proposicién. Sea X un espacio vectorial y A, B conjuntos convexos no vdefibsnces
a) Si0eAy0 < a < B se verifica quetA C BA.
b) SiA € K el conjunto A+ AB es convexo.

c) Sia > 0y B > 0 se verifica que&xA+ BA= (a+B)A.

Demostracién a) Basta observa que para toda A, aa = %Ba+ (1— %)Oe BA.
b) Sixi =a +Abj€ A+ AB,conag €A, b eB, parai = 1,2,y 0<t < 1 se tiene que
(1-t)X +1txo = (1—t)ag +tap+A((L—t)by +thy) EA+AB

c) Es claro quda + B)A C aA+ BA. Ahora, siu,ve A tenemos que

au-+Bv= (a+B)<Lu+ B

v)e(a+pA
a+B  a+p > (o)

En dimension infinita no siempre es posible separar dos goawdisjuntos como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo.

7.3 Ejemplo. SeaX un espacio vectorial real con una base algebraica infinitaenable
{un:neN}. SeaC el conjunto de las combinaciones lineales de elementos Haska cuyo
altimo coeficiente es positivo. Claramefes un conjunto convexo y no contien¢@. Cual-
quier funcional que sepat@ y {0} debe verificar que (C) Cc R} o f(C) C R,. Podemos
suponer, cambiandé por —f si fuera necesario, que(C) C R{. Para todo\ € R tenemos
queAun +un 1 €C, por lo quef (Aup + Uni1) = A f(un) + f(unp1) > 0, desigualdad valida para
todoA € R, lo que fuerza qué (u,) = 0, luego el funcionalf se anula en todos los elementos
de la base y, por tantd,= 0. Por tanto, los conjuntos convexos disjun@g {0} no pueden
separarse. ¢

Veremos que esto no puede pasar en dimension finita, per&nemnad, para separar dos
convexos se necesita alguna hipotesis adicional. Un canjum vacioA C X se dice que es
absorbentesi para todoce X existe algin\ > 0 tal quexe AA. EquivalentementeX = RTA.

Es evidente que un conjunto absorbente debe contener a Gdesias, es convexo, entonces
para todaxe€ X, también ha de contener un segmento de la fdrtg] conty > 0.
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7.4 Proposicién. Sea X un espacio vectorial y C un conjunto no vacio, convexsgraente.
Entonces se verifica que ®incional de Minkowskide C, es decir la aplicaciongt X — R
dada por

pc(X) =inf{A > 0:xeAC} =inf{A > 0:x/AcC} (xeX)

es un funcional sublineal. Ademas se verifica que

{xeX:pc(x) <1} cCcC {xeX:pc(x) <1}

Demostracion Es evidente qugc(0) = 0. Sea > 0, para todo\ > 0 tal quetxe AC se tiene
quexe 2C, por lo quepic(x) < 2, esto estpc(x) <A, por lo quetpc(x) < pe(tx). Cambiando
en esta desigualdadgor % y X portx se obtiengic (tX) < tpc(X). Luegopc (tx) = tpc(X).

Sia >0y (>0 son tales quecaC, ye 3C, entoncex+ye aC+ C = (a + 3)C por
lo quepc(X+Yy) < a+B. En esta desigualdad, fijam@s> O tal quey € C, y tenemos que
Hc(X+Y) — B < a, desigualdad valida para todo> 0 tal quex< aC, y, por la definicion de
infimo, deducimos quac(X+Y) — B < pc(X); por tantopc (X+Y) — pe(X) < B, para todd3 > 0
tal quey € BC, luegopc(X+Y) — He(X) < He(y), es decirie(X+Y) < He(X) + He(Y)-

Finalmente, sjic(x) < 1 entonces hay uk €]0,1] tal quexe AC C C. La otra inclusion es
evidente. O

La version analitica del Teorema de Hahn-Banach, permitiegprel siguiente teorema de
separacién en ambiente puramente algebraico.

7.5. Versién geométrica del teorema de Hahn-Bana®ean A y B subconjuntos no vacios,
convexos, disjuntos, de un espacio vectorial X y suponggue$#\ contiene un puntqdal
que A— ap es absorbente. Entonces, existen)X?, f =0, tal que:

sup Ref (A) < infRef (B)

Demostracibn Como ya hemos dicho, para la demostracion basta considecaso real.
Fijemosbg € B, seaxg = bg — ag, y consideremaos el conjunto

U =(A—a)— (B—b) =A—B+x

Observa que comANB =@, xg € U. El conjuntoU es convexo, y también absorbente porque
A— 3y C U. El funcional de Minkowski d&J, y, es un funcional sublineal que verifica que
H(u) < 1 paratodareU y p(xg) > 1.

Definamos en funcional linegl: Rxo — R dado porg(AXg) = Ap(Xo) para todo € R. Para
A > 0 tenemos qug(AXo) = AH(X0) = H(AXp), y paraA < 0 tenemos qug(Axg) < 0 < p(AXp).
Luegog estd dominado pau y la version analitica del teorema de Hahn-Banach nos da un
funcional linealf : X — R que verifica

f(X) <UX) VXX, 'y f(Ax)=0(A%) =A%) VAER
En particular, podemos tomar=ueU y A = 1, para obtener que

fu) <pU) <1< ) =f(xo)  YueU
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Es decirf (u) < f(xp) para todauc U, lo que significa que para todas Ay be B se verifica
quef(a—b+xp) = f(a)— f(b)+ f(x0) < f(Xo), por tantof (a) < f(b). O

Puede probarse, aunque no vamos a hacerlo, que ambas esrd&lrteorema de Hahn-
Banach, la analitica y la geométrica, son equivalentes.

7.3. Elteorema de Hahn-Banach en espacios normados

Si particularizamos la version analitica del teorema denHBdinach al ambiente de los
espacios normados, obtenemos el siguiente resultado.

7.6. Teorema de extension equinérmic&ea X un espacio normado, Y un subespacio de X y
geY*, entonces existed X* con||f|| = ||g|| y tal que fly) = g(y) paratodo Y.

Demostracion Definamosp(x) = ||g||||x|| para todox e X. La funcién p asi definida es una
seminorma (de hecho, una norma salvo gue 0). Por la continuidad dg, se verifica que
Reg(y) < |g(y)| < p(y) para todoyeY. La version analitica del teorema de Hahn-Banach nos
proporciona un funcional linea : X — K tal que|f(x)| < p(x) = ||g||||x|| para todox € X

y f(y) =9(y) para todoycY. Por tantof € X* y | f|| < ||9]|, pero, claro est&, siendbuna
extension deg debe sef| f|| > ||g||, por tanto|| || = ||g]|. O

Un funcional comof en el teorema anterior se dice que es ext@nsion Hahn-Banacho
unaextension equinérmicadeg a X. En general, no hay garantia de que una tal extension sea
Unica, no obstante, asi ocurre en los espacios de Hilbenlyiéa en los espacids,(Q2) para
l<p<o,

7.7 Corolario. Si X es un espacio normado, para cada X con x# 0, existe fe X* con
|If] =1y f(x) = ||x||. En consecuencia, se tiene la siguiente expresion pararaaade X:

IIX|| =max{|f(X)|: feS} (xeX). (7.6)

Demostracién Basta considerar el espadkx y definir el funcional linealg : Kx — K por
g(Ax) = A||x|| que verifical|g|| = 1 y g(X) = ||x||. Cualquier extension Hahn-Banachgieeri-
fica las condiciones del enunciado. Una consecuencia irataeel la igualdadr(6). O

Obtenemos, como consecuencia de este resultados ‘gsepara los puntos deX, esto es
sixe X'y f(x) = 0 para todof € X*, entoncex = 0; equivalentemente, giyc X conx # Y,
existef € X* tal quef(x) # f(y).

De hecho, los funcionales del dual de un espacio normadalamente separan pares de
puntos sino subespacios cerrados y puntos. El siguientia@s es una generalizaciéon de la
proposicién3.6.

7.8 Proposicion. Sea M un subespacio cerrado propio de un espacio hormado Xay s
ze X\ M, entonces existed X* tal que||f|| =1, f(z) =dist(z M) y M C ker(f).
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Demostracion Pongamop = dist(z,M). ComoM es cerrado, y ¢ M, p > 0. Consideremos
el funcionalg: M & Kz — K definido porg(m+ Az) = Ap para todane M y A € K. Para todo
meM tenemos que
9(m+A2)| = AJp = distAz M) < [Im+AZ]

por tantog es continuo yj|g|| < 1. Como para todme M es

0m+2) = p < lglim-+2] = [m+-2] > 7 = distz M) = p> 1 = g > 1
Luego||g|| = 1. Si ahoraf es una extension Hahn-Banachgise tiene que (m) =g(m) =0
para todane M, por lo queM C ker(f), f(z) =g(z) =p=distizM) y |[f||=]g|=1. O

Este resultado afirma, en particular, qudises un subespacio cerrado de un espacio nor-
madoX y z¢ M, existef € X* tal quef(z) #0y f(M) = {0}. Si ahora suponemos g¥ees un
subespacio d¥ no necesariamente cerradag Y, existef € X* tal quef(z) #0y f(Y) = {0}.

Por la continuidad dé, se tiene que (Y) = {0} si, y solo si,f(Y) = {0}. Deducimos asi el
siguiente resultado.

7.9 Corolario. SeaY un subespacio de un espacio normado XX.5i todo funcional & X*
gue se anula en 'Y también se anula en z entoneesé. £n particular, Y es denso en X si el
Unico funcional del dual que se anula enY es el funcional.nulo

Este resultado es de los que mas se utilizan en teoremasaiénageion. En este tipo de
teoremas se parte de un espacio normdg,de un subespacio su. Lo habitual es que los
elementos dX sean funciones de un cierto tipo y losMesean un tipo particularmente sencillo
de las mismas, y nuestro problema consiste en saber quérigscileX pueden aproximarse
por funciones eiM. En esta situacion, por el corolario anterior, el conocmuedel dual deX
puede ser de gran utilidad para resolver el problema.

Podemos expresar estos resultados de una forma alterriddéida un conjunto no vacio
A de un espacio normad$ definimos suanulador, que representaremos par, como el
conjunto de los funcionales del du&t que se anulan eA.

Al ={feX*: f(a)=0VacA}

El siguiente resultado es una reformulacion de los an&sigrnos dice qudo subespacio
cerrado es igual a la interseccién de los hiperplanos ceosadue lo contienen

7.10 Proposicion.Sea M un subespacio de un espacio normado X, entonces seaveué

M= (] ker(f) y M=X<=M"={0}
feML

Podemos mejorar un poco este resultado como sigueA 8eaubconjunto de un espacio
normadoX y pongamosM = Lin(A). Es claro queM+ = A* y deducimos que

Lin(A)= () ker(f) y Lin(A)=X<«=A"={0} (7.7)

feAL

Los resultados anteriores proporcionan herramientasrp@ionar las propiedades de un
espacio normado con las de su dual. Un ejemplo tipico de sstbsiguiente resultado.
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7.11 Proposicion. Sea X un espacio normado y supongamos qties<separable, entonces
también X es separable.

Demostracion Sea{ f, : n€ N} una sucesién densa &p-, y para cadan€ N, seax, € S tal
que | fr(xn)| > % SeaM = Lin({x,: neN}) y supongamos que hay algdre X*, f # 0 tal
que f(M) = {0} para llegar a una contradiccion. Podemos suponer, cladp @gst| f|| = 1.
Tenemos que

1

5 < IT00)] = [n(xn) = fOQ)[ < [[fn— ]| ¥neN

lo que contradice quéf, : neN} es denso efx-. Por tanto, el Gnico funcional continuo que
se anula eM es el funcional nulo, por lo qud = X, lo que implica queX es separable. O

El espacio/y es un ejemplo de espacio normado separable cuyo dual noaslsiep

Vimos en su momento, ver proposicidrl( que todo subespacio cerrado de codimension
finita esta complementado. El siguiente resultado eragbdeipero hasta ahora no lo hemos
podido demostrar.

7.12 Proposiciéon. Todo subespacio de dimensidn finita de un espacio normadaesiple-
mentado.

Demostracién SeaM un subespacio de dimension finita de un espacio norn¥agosea

B = {ug,uy,...,uy} una base d&. PongamodVy = Lin (B\{uk}). Comoug ¢ My, la pro-

posicion7.8 nos da un funcionafy € X* tal que fy(My) = {0} v fk(uk) # {0}, multiplican-

do por un escalar podemos suponer due@i) = 1. La aplicacionP : X — X definida por
n

P(x) = Z fk(X)ux para todoxe X, es lineal y continualR(X) = M y, como es facil comprobarr,
K=1

P(P(x)) = x, es decirP? = P. Por tantoP es una proyeccion continua ¥esobreM por lo que
M esta complementado. De hecho, observalgu® es la proyeccion sobrey_, ker fy. O

7.4. Teoremas de separacion en espacios normados

Vamos a obtener consecuencias de la version geométriceodeita de Hahn-Banach para
espacios normados. El siguiente resultado permitira mejas hipétesis iniciales del teorema.

7.13 Proposicién. Sea X un espacio normado y A un subconjunto convexo de X esioint
no vacio. Entonces, parae@, ycint(A), se tiene que

Xy ={(d-t)x+ty:t€]0,1]} Cint(A).

En consecuenciant(A) es convexo ¥ = int(A).

Demostracion SeaB(y,r) C A. Para todd €]0,1] el conjunto(1—t)x+tB(y,r) es abierto y,
por la convexidad dé, esta contenido eA, luego también en iA) y, por tanto

Iy ={(1-t)x+ty:t€]o,1} c J <(1—t)x+tB(y,r)> C int(A)

O<t<1
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luego]x,y] C int(A) para todaxe Ay para todoy € int(A), por tanto,x,y] C int(A) para todos
x,y€int(A). Finalmente, sk A entonces coma € |x,y] se sigue quec int(A), luegoA C
int(A) y, por tanto A C int(A). La otra inclusion es evidente. O

Observa que, en un espacio hormaddoda bola centrada en el origen de radio positivo
es un conjunto absorbente, por tantoAsi X tiene interior no vacio ne<int(A), el conjunto
A—aes un entorno del origen y, por tanto, es absorbente.

7.14 Teorema(de separacion de convexos en espacios hormades) X un espacio normado
y A, B subconjuntos no vacios y convexos talesiquyé) # @ y Bnint(A) = &. Entonces
existe fe X*, que puede suponerse de norma igual a uno, verificando que

supRef (A) < infRef (B)
AdemésRef (a) < supRef (int(A)) para todo aint(A).

Demostracion Basta considerar el caso real. ComdAntes convexo, la version geométrica
del teorema de Hahn-Banach nos proporciona un funcibaa{?, f + 0, tal que

supf (int(A)) < inf f(B)

Como f esta mayorado en un abierto no vacio deducimos, por la podfs.7c), que es
continuo. Como la convexidad se conserva por aplicacidnealés, deducimos qugint(A))

es un intervalo y, por la proposici@7a), es abierto, luego es un intervalo abierto por lo que
no tiene maximo, y por tantb(a) < supf (int(A)) para todaaecint(A).

Si ahorant es cualquier nimero tal que sfiint(A)) < a < inf f(B), tenemos que iff) C
f~1(] —e0,a]). En consecuencia, confo (] — e, a]) es un conjunto cerrado, se verificara que

A=int(A) C f1(]—,a]), luego sud (A) < a < inff(B). |

Si A es cerrado con interior no vacioB/= {xp}, dondexg € Fr(A), podemos aplicar el
resultado anterior para obtenkee X*, f =£ 0, verificando que

Ref(x) < Ref(xg) VxeA<= maxRef(A)=Ref(xp)

En tal caso, el hiperplano afin rddl= {xe X : Ref(x) = Ref(Xo)}, pasa por el punto frontera
deA, xo, Y deja el conjunt® a un lado. Suele expresarse esto diciendo fgee unfuncional
de soportedel conjuntoA enXg, 0 que dicho hiperplano es tniperplano de soportede A en

Xo-

7.15. Corolario. (Existencia de funcionales de soporte). Sea X un espacimado y A un
subconjunto convexo y cerrado de X, con interior no vaci®ofges para cada puntgen la
frontera de A existe un funcionalefSk- tal quemax{Ref (x) : xe A} = Ref(xo).

Otra consecuencia del teoremd4se obtiene tomando conibuna variedad afin, esto es,
un trasladado de un subespacio vectorial, y teniendo ertacgere sif es un funcional lineal
y Ref estd mayorado o minorado en una variedad\éfémtonced tiene que ser constante en
V.
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7.16 Corolario. Sea X un espacio normado,AX un conjunto no vacio, convexo y abierto,
V una variedad afin tal que AV = @. Entonces existe un hiperplano afin cerrado H tal que
VCHYHNA=@.

Podemos mejorar el resultado del teorema de separacidierekigque la distancia entre
los convexos a separar sea positiva.

7.17. Teorema.(Separacion fuerte en espacios normados). Sean A y B suintosjconvexos
no vacios de un espacio normado X y supongamoslti@d, B) = p > 0. Entonces existen
f e X*, con| f|| = 1tal que

supRef (A) + p < infRef(B). (7.8)

Se dice que el funcional depara fuertementes conjuntos Ay B.

En particular, si A es un subconjunto convexo, no vacio yatkride X y g ¢ A, entonces
existe fe X* con||f|| = 1tal que

sup Ref (A) +dist(xo, A) < Ref(x)

luegosup Ref (A) < Ref(Xp).

Demostracion SeaA; = A+ B(0,p). Tenemos qué\, es convexo, abierto i, "B = @. El
teorema7.14nos da un funcional de norma unbg Sk- tal que supRé&(A,) < infRef(B).
Pero comd|f|| = 1, se tiene que

supRef (Ay) = supRef (A) + supRef (B(0,p)) = supRef (A) +p.

Observa que si definimas= sup Ref (A), la desigualdad?(.8) nos dice que el hiperplano
afin cerraddi; = {xe X : Ref(x) = a} deja el conjuntd a un lado, y el hiperplano paralelo al
anteriorH, = {xe X : Ref(x) = a + p} deja al conjuntd al otro lado. Observa que la distancia
entre dichos hiperplanos es mayor o igual gue

Recuerda que ¢\ C X es un conjunto no vacio en un espacio norm#dta envolvente
convexo cerradade A se representa p@o(A) y se define como el mas pequefio conjunto
convexo y cerrado que contienefa Puesto que el cierre de un convexo €s un convexo, se
verifica queco(A) = co(A).

7.18 Corolario. Sea AC X un subconjunto no vacio en un espacio normado. Entonces

Co(A) = () {xeX:Ref(x) <supRef(A)} (7.9)
feScx

Demostracién La inclusiéncC es clara. La inclusion contraria es consecuencia de la propo
cién anterior, pues si ¢ TO(A), entonces existé € Sx- tal que supRé(To(A)) < Ref (o), y
basta notar que sup R€A) < sup Ref (HJ(A)), lo que implica que el puntgy no pertenece al
semiespacigxe X : Ref (x) < supRef(A)}, y por tantoxp no esta en la interseccion de dichos
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semiespacios. O

Seguidamente consideramos la separacién de convexos asodimito dimensional. Una
observacion que sera util es la siguiente. aan espacio vectorial, ungombinacion con-

vexade n-puntosx € X 1 < i < > 2, es una suma de la formz AX¢ dondeAg >0y

n

Z A = 1. SiA C X es un conjunto convexo, entonc&sontiene las combinaciones conve-
K=1
xas de cualquier conjunto finito de puntosAleEn efecto, observa que, de forma evidewte,

contiene las convexas de dos puntos cualesquiefa Beocedemos por induccién. Suponga-
mMos queA contiene las combinaciones convexamgmintos cualesquiera dg n > 2, y sean
X, 1<i<n+1,n+1 puntos déA. Si una combinacién convexa de estos 1 puntos tiene
algun coeficiente nulo, entonces dicha combinacion coneexana combinacion convexa de

n puntos deA y, por tanto, esté eA. Por lo que consideraremos combinaciones convexas de
n+1
dichosn+ 1 puntos cuyos coeficientes sean todos positivos, de la f(ZnMxk conig >0y

n+1 n
Z Ak = 1. Pongamop = Z Ak. Entonces tenemos que

n+1 n Ak
> Mx=p( > % +(1-p)Xni1 €A
k=1

K=1
Lo que completa la prueba por induccion de dueontiene las combinaciones convexasde
puntos cualesquiera de

Deducimos de lo anterior queGiC X es convexo y @C, entonces para todo conjunto de

n puntos deC, X, 1 <i < n, y para todod > 0 conp = z Ak < 1 se verifica que

n

i Z M+ (1—-p)0eC

Sea ahoré C RN convexo tal que @Ay Lin(A) = RN. Vamos a probar que ifA) # @. Puesto
queA contiene una base d&", podemos suponer, salvo un isomorfismo lineaRéesobre
si mismo, que es un homeomorfismo, dueontiene a la base usufé, e, ... ey} de RN,
Entonces tenemos que el conjunto

N N N
> Me A>0(L<k<N) Y A<lp=RHVNIxeRY: § x(k) <1
K=1 K=1 K=1
evidentemente abierto, esta contenidddeRor tanto intA) # &.
7.19 Proposicién.Sean Ay B conjuntos convexos no vacios y disjunt@\eEntonces existe

un hiperplano que los separa, es decir, existen nimeyesR, 1 <i < N tales que

N N
Z aka(k) < Z akb(k) VacA, VvbeB
=1 =1
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Demostracion Seanay € A, bp € By pongamosg = bg —ag, YU = (A—ag) — (B—bp) =

A — B+ xo. EntoncedJ es un conjunto convexo tal ques® peroxy ¢ U. Si Lin(U) = RN,
entonces intJ) # @y, por el teorema de separacion de convexos en espacioshuspo-
demos separdd de {X}, lo que equivale a separérde B. Si Lin(U) # RN, entonces hay
un hiperplano que contienely, es decir, una forma linedl : RN — R tal queU c ker(f).
Cambiando si es necesarfopor —f, podemos suponer quiEgXp) > 0, y tenemos que para
todoucU es 0= f(u) = f(a) — f(b)+ f(x0) < f(Xo), esto esf(a) < f(b) paratodomacAy
beB. O

Bibliografia. Cualquier texto de Analisis Funcional incluye el contenigoeste capitulo. Me
parecen recomendables los textos de J.B. Con@lai[ Fabian et alii p], B. P. Rynne and M.
A. Youngson 2], A.L. Brown and A. Paged], E. Zeidler [L4] y los apuntes de R. Pay&]].

7.5. Ejercicios

188. Consideremos el subespacio vectoriaRdelado porM = {(x,y) eR? :y—2x =0} y
el funcional f : M — R dado porf(x,y) = x para toda(x,y) € M. Calcula una extension
Hahn-Banach dé en/2 y comprueba que es Unica. Estudia el mismo problem.en

189. Consideremos el subespacio vectoriaRdelado poM = R x {0} y seag el funcional
lineal enM definido porg(t,0) =t para todd € R. Prueba qug tiene una Unica extension
Hahn-Banach e mientras que admite infinitas extensiones Hahn-Banadf.en

190. Se considera el espacio normado feglel subespacitM = {xe ¢4 : x(1) — 3x(2) = 0}.
Calcula una extension Hahn-Banach del funcionaM — R dado porf (x) = x(1) para
todoxe M.

191. a) SeM un subespacio cerrado de un espacio de Hilbeyt f : M — K un funcional
lineal continuo. Prueba que el funciorfal: X — K dado porF(x) = f(Pu(x)) donde
Pu es la proyeccién ortogonal solvées la Unica extension Hahn-Banachfde

b) En el caso en quM sea un hiperplano dado pdft = {xeXH : (x| a) = 0}, donde
acHya#0,yf:M— Kvengadado pof(x) = (x| b), prueba que la Unica extension
Hahn-Banach dé viene dada por

09 = (x|b) ~ g xl &) (ke

c) SeaVl = { fely0,1]: fole(x) dx = 0} y seap:M —K el funcional lineal y continuo
o(f)= fol x2f (x) dx para todof € M. Calcula la Ginica extensién Hahn-Banachpde
192. Prueba que para cala N existe f € C[0, 1]* verificando quef (p) = p’(0) para todo

polinomio p de grado menor o igual qué.¢ Existe un funcional lineal y continuben
C[0,1] tal quef(p) = p’(0) para todo polinomig?

193. SearK # {0} eY espacios normados. Si el espakiX,Y) es completo, entonceses
completo.
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Sugerencia. Sefy, } una sucesion de Cauchy ¥nSeaf € X*\ {0} y definamosT,(x) =
f(X)yn. Entonced T, } es de Cauchy eh(X.,Y).

194. SeaX un espacio normado fux : 1 < k< N} un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes d¥. DadosN numerosag (1 < k < N), prueba que existé X* tal que
f(u) = ok para(l < k< N).

195. SeaX un espacio normado y s€acC X un conjunto abierto, convexo y acotado que
contiene al origen. Supongamos también Gues equilibrado, es decir, que para todo
AeK con|A| < 1, se verifica quaC C C. Prueba que el funcional de Minkowski Ge
es una norma el equivalente a la norma d¢.

196. En el espaci¢C[0,1], ||-||,) se considera el conjunto

1
C= {XEC[O, 1] :I\x(t)yzdt < 1}

0

Prueba qu€& es convexo, absorbente y equilibrado. ¢Es acotado? Calcfuacional
de Minkowski deC y comprueba que es una norma. ¢ Es dicha equivalente a la norma
uniforme?

197. Se&X un espacio normado®@ C X un conjunto convexo con€C. Definamos
C'={feX":Ref(x) <1 ¥xeC}, C,={xeX:Ref(x) <1 VvfeC'}
Prueba qu€ =C,.

198. Se& un espacio normadd] un subespacio d¢ y ue X\M. Prueba qud :M+Ku— K
dada porf(m+ Au) = A es una forma lineal bien definida y es continua si, y sdlo si,
u¢ M, en cuyo casd| f|| = 1/dist(u,M).

199. SeaX un espacio normadd/ un subespacio d¥ y ue X. Prueba que existee X* tal
que|f(x)| < dist(x,M) para todaxe X y f(u) = dist(u,M).

200. SearX eY espacios normados, dadag X cona= 0 y beY, prueba que existe un
operadofT eL(X,Y) tal queT (a) =by ||T||||al = ||b]|-

201. Se& un espacio normadoye S¢. Prueba que existe un subespacio ceriddie X tal
queX =M@ Kxy dist(x,M) = 1.

202. SeaX un espacio normado separable. Prueba que existe un cofijnmtac N} C X*
tal que para todac X se verifica qué|x|| = sup{|x;(x)| : ne N}.

203. Limites de Banach.Sea/., el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de nimeros
reales. Seaf,S: /. — /. l0S operadores que a cada sucesiéna(x(1),x(2),x(3),...)
en/, hacen corresponder las sucesiones

Tx=(0,x(1),x(2),x(3),...), SX) = (x(2),x(3),...)

SeaY = {x—Tx:xe/l.} y ulasucesion constantd, 1,1,...).
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a) Prueba que digt,Y) = 1.
Sugerencia. Sie /., dadoe > 0, existe algume N tal quex(n) —x(n—1) < &.
b) Sead €/, tal quedp(u) =1=|¢|| y ker(¢) DY (cuya existencia es consecuencia

del teorema de Hahn-Banach). Prueba ¢{(Ex) = ¢(x). Considera la aplicacion
T oSy deduce que(SX = ¢(X).

€) Seaxe€ l, Y pongamosm = inf{x,:neN}, M = sup{x,: neN}. Prueba que
m< ¢(x) < M.

d(x) — @ = ‘¢ <x— @u) .

d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anteri®"éx) deduce que para todo
X€ {s, Se verifica:

Sugerencia

liminf{x,} < ¢(X) < limsup{xn}
€) Seaxe /., Una sucesion periddica, es decir, existeN tal quex(p+n) = x(n) para
todoneN. Calculad(x).
204. Para cada< N seaf, : /-, — K el funcional definido por

(%) = x(1)+x(2):---+x(n) (XE L)

SeaM = {x€ /. : {fn(X)} convergé y definamos : M — K por F(x) = lim{f,(x)}
para todaxe M.
a) Prueba qud,</, y que| f,|| =1 para todmeN.

b) Prueba quév es un subespacio vectorial cerrado/deque contiene al espacio
de las sucesiones convergentes.

c) Prueba qué& e M* con||F|| =1y queF (x) = lim{x,} para todaxec.

d) Sear(x) = (x(2),x(3),...) para todoe (.. Prueba que—t(x) cker(F) C M para
todox e le.

e) Deduce que exist8e /7, extension dé, tal que||S| = 1y S(x) = S(1"(x)) para
todoxe /, y para todaneN.

f) Prueba qu&(0,3,0,3,...) = 1. ¢ Cuanto val&(1,0,0,1,0,0,1,...)?
205. Convexos cerrados que no pueden separarsgean
E = {x€/l1:x(2n) =0 VneN}, F = {xel1:x(2n) =2""x(2n— 1) VneN}

a) Prueba qué& y F son subespacio cerrados@ey queE +F = /1.

b) Seaze /4 la sucesion dada para tode N por z(2n) = 27", z(2n— 1) = 0. Prueba
quez¢€ E+F.

¢) Prueba qué& —zy F son convexos cerrados disjuntos que no pueden separarse.

Sugerencias y F son intersecciones de hiperplanos cerradgses denso e#;. ¢ Qué
puedes decir de un funcional que esta mayorado o minorado smagspacio?

206. SeaM un subespacio vectorial de un espacio normadp T € L(M, 4.,). Prueba que
existeSe L(X,/») que extiende d y ||S| = ||T|.



Capitulo 8

Dualidad en espacios normados

En este capitulo, apoyandonos en los resultados obtenidelscapitulo anterior, profun-
dizamos en el estudio de las relaciones entre un espacicadormmsu dual. El teorema de
Hahn-Banach sigue siendo la herramienta principal pava ell

8.1. Bidual de un espacio normado. Reflexividad

Sabemos, por el corolaria7 que el duaX* de un espacio normado determina la norma de
X, esto es lo que pone de manifiesto la igualdé@ique podemos comparar con la definicion
de norma dual:

X[ = max{[f([: [[f[| <1} (xeX) (8.1)
Il = sup{[f()]:[x[ <1} (feX?)

Para resaltar esta simetria, suele usarse la notatigara representar a los elementosxde
viéndolos mas como “vectores” d€ que como funcionales eX. Ademas usaremos de vez
en cuando la notacion:

(X] X)) =x"(x) (X"eX*, xeX).
Expresion en la que tantocomox* pueden ser la variable.

Si X es un espacio normado, el segundo duaXdes el espacio de Bana¥hi* = (X*)* =
L(X*,K), que se llamdidual de X, cuyos elementos suelen representarse de forma genérica
por x** y cuya norma esta definida por

(X = sup{x™ )] = Xl < 1} = min{m > 0 x™ () < mix{|}
De forma anédloga se define el tercer d¥&l* = (X**)* y duales sucesivos.

Para cada € X, fijo, podemos considerar §uncional de evaluacion en x’que represen-
taremos pod(x) (o tambiénJy (x) cuando se quiera especificar el espatjy es el funcional
gue a cada* € X* hace corresponder su evaluacionxen

JX) X =K, (JX)(X)=x(x) ¥ eX*

La desigualdad(J(x))(x*){ = |X*(x)| < ||x]|||x*|| nos dice quel(x) € X**y ||II(X)|| < ||X||. De
hecho, se tiene la igualdad, pues @hd) tenemos que

O = sup{[JC) ()] = X[ < 1} = sup{[X"(x)| : [X'[| < 1} = [I]

145
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Por tanto, la aplicaciéd : X — X** que a cadx e X hace corresponder el funcional de eva-
luacion enx, J(x) € X**, que, evidentemente, es lineal, es una isometria lineatgllamala
inyeccion canonica del espacio normad® en su bidual

La inyeccion canodnicd identifica totalmente & con un subespacio d¢**, simbolica-
mente:X = J(X). Si X no es completo, se tiene qex) # X**.

8.1 Proposicion. Si X es un espacio normado no completo, existe un espaciorfBd y
un isomorfismo isométrico de X sobre un subespacio den¥o EhespacioX es Unico salvo
por isomorfismos isométricos.

Demostracion El espacioX = m es un subespacio cerrado del espacio de BaKétly,

por tanto,X es completo y, ademas, contiene un subespacio ddpso, que es isométrico a

X. Si X es otro espacio de Banach tal que existe un isomorfismo isiemdt: X — X con
J(X) denso erX, entonces la aplicaciaho J -1 : J(X) — X es una isometria lineal con imagen
densa y se deduce facilmente, por la proposi@idngue puede extenderse de manera Unica a
una biyeccion lineal isométrica desobreX. O

El espacio de BanacK de la proposicién anterior se llanka completacion de X. En
consecuencia, siempre podemos ver un espacio normado retoraomo un subespacio
denso de un espacio de Banach. Y tambiém @s un subespacio denso de un espacio de
BanachyY, podemos considerar qitees la completacién dil. Asi, ¢y es la completacion de
(coo, || l,,); para 1< p < oo, £, es la completacion deeoo, || [|p) ¥ Lpla, b es la completacion
de (Cla, b, | [Ip).

Se dice que un espacio de Banachsreflexivo cuando la inyeccion candnica dleen X**
es sobreyectiva, es decir, cuarltiX ) = X**. En tal caso, es un isomorfismo isométrico de
sobreX**, X = X**, y tenemos una total simetria en¥ey X* ya que el espacio dual d€* se
identifica conX.

Conviene llamar la atencién sobre el hecho de que puedéraxistsomorfismo isomé-
trico de X sobreX*™* sin que el espacio de Banaghsea reflexivo. El primer ejemplo de esa
naturaleza fue dado por el matematico R.C. James en 1951.

8.2 Ejemplos. e Todo espacio normado de dimension finita es reflexivo

Es consecuencia de que en dimension finita un espacio \&gt@u dual tienen igual di-
mensién, en cuyo caso la inyeccién candnies una aplicacion lineal inyectiva entre espacios
vectoriales de la misma dimension finita por lo que ha de s#egectiva.

e Todo espacio de Hilbett( es reflexivo
Seay : H — H* la aplicacién que a cadac H hace corresponder el funcional lineal
P(2) : H — K definido por
W@ =(x[2)  (xeXH).

Vimos en la demostracion del teorema de Riesz-Fréchetjges una biyeccion conjugado-
lineal isométrica. Sede H** y definamosp : H — K por

oy)=f(W(y) VvyeH
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Comoy — W(y) es conjugado-lineal, la aplicaci@nes lineal. Ademagh(y)| < || f||||w(y)|| =
IITIlllYll, luegod € H*. Seaze H tal qued = Y(2). Seax" € H* y pongamos<* = P(w) con
we H. Tenemos que

Il
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N
I
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N
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=
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~
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~—
—~
x
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por tantof (x*) = (J(2)) (x*) para todox* € }*, es decirf = J(z), por tanto es sobreyectiva.

e Paral < p < o« los espaciogp y Lp(Q) son reflexivos

Seaq > 1 tal que; + ¢ = 1. Pondremos

x|y)= Zx (xelp, yely)

Al estudiar el dual dé, vimos que la aplicaciony, : £q — ¢, definida por

(Wpy)() = (x|y)  (xelp, yely)

es una biyeccion lineal isométrica. De la misma forma, lecapionyy : £, — £ definida por

(W) (y) = X[y)  (xelp, yely)

es una biyeccion lineal isométrica. S€ac (" y definamosy” = x**o ip. Puesto queg” € ¢
existe un unicxe ¢, tal quegx = y*. Seax” € £ que sera de la forme = Yy para ury e 4q.
Tenemos que

XH(X) =X (Wpy) = (X" oWp)(y) =Y (y) =
= (WgX)(y) = (x]y) = (Wpy)(x) =X"

Por tantox™ = J(x) y £, es reflexivo.

Para los espacids,(Q) se pone

(flg)= [ f0gMdx  (feLy(Q), geLy(@))

Q

y se considera el isomorfismo isometrigg : Lq(Q) — Lp(Q)* dado por
Wp(@)(f) =(flg  (felp(Q), gelq(Q))
el razonamiento sigue igual que en el caso de los espégios

e Teniendo en cuenta qua espacio reflexivo es separable si, y sélo si, su dual esaapa
se deduce qué no es reflexivo.

8.3 Proposicién. Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sélo si, su dtias<eflexivo.
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Demostracién Supongamos qu¥ es reflexivo y sead; : X — X** y J 1 X* — X*** las
inyecciones candnicas. Dada X*** definimosd = ¢ o0 J; € X*. Tenemos que

[B2(®)](x™) = x*(§) = ( porqueX es reflexivox™= J;(x))
=[2()](®) =90 = ($ o) (¥) = ¢ (J(¥)) = d(x™)

Luegod = J($) por lo queX* es reflexivo.

Supongamos ahora qu€ es reflexivo, entonces cualquigre X*** sera un funcional de
evaluacion, esto eg,= Jo(x*). Tenemos que

0 (R(¥) = [RO)] (1) = [REIX)=x"(x)  (xeX)

Deducimos que sp = J(X*) se anula ed;(X) entonce* = 0y, por tanto,p = O, es decir,
el unico funcional del dual d¥** que se anula en el subespadjoX) es el funcional nulo, lo
que, por la proposiciéi.10, implica quel; (X) es denso eX**, pero como es cerrado por ser
isométrico aX, concluimos qué; (X) = X**. O

Si X es un espacio normadoX* su dual, la aplicacion{: | -) : X x X* — K dada por
(X,X*) — (x| X*) = x*(x), es bilineal y|(x|x*)| < ||x||||[x"||. Hay aqui cierto parecido con el
producto escalar en un espacio de Hilbert, de hecho, parrelite de Riesz-Fréchet, podemos
identificar un espacio de Hilbef{ con su dual sin mas que identificar cada vegtafH con
la aplicacion linealy* € H* dada pory*(x) = (x| y) para todax < H, pues sabemos que dicha
identificacién es una biyeccidén conjugado-lineal e isoitatiCon esta identificacion, tenemos
que(x|y) = (x| y*"). SiahoraA C H tenemos que

AL ={yed(:(x|y) =0 VxeA} = {y* € H* : y*(x) =0 Vxc Al = {y* € H{* : AC ker(y*)}

Vamos a trasladar esta situacion a espacios hormados.
SeaX un espacio normado y se&C X y B C X* conjuntos no vacios. Definimos
Al = {(XeX*:(x|x)=0 ¥YxcA}
1B = {xeX:(x|x')=0 vx'cB}
Al se llamaanulador deA enX*, y +B se llamaanulador de B enX. Observa que la notacion
Al es coherente con la usada para el ortogonal de un conjuntoespacio de Hilbert, siempre

gue hagamos la identificacién antes mencionada, con lo cuahespacio de Hilbert no se
distingue entre\- y LA,

Puesto que
{XeX": (x| x) =0 ¥xeA} = {X"eX": (x| X") =0 VxeLin(A)} =
= {X"eX*: (x|x") =0 ¥xeLin(A)}
se verifica quA = (Lin(A))L = (m(A))L.

Es claro queA ct(A') y que B C (LB)L. También es claro que $3 C Ay C X y
B1 C By C X* entoncesy C Af, 1B, Ct B;.
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8.4 Proposicién. Sea X un espacio normado y seart X y BC X* conjuntos no vacios.
(a) A- y B son subespacios cerrados dé XX respectivamente. De hecho,

A= {Xex :(x|x)=0} = (kerd(x) y “B= [ {xeX:(x|x)=0}= [ kerx

XEA XeA x*eB x*eB
(b) +(At) = Lin(A). De manera mas sugerente,
Lin(A) = (1) kerx* =(){H : H hiperplano cerrado de XAC H}.
x*eAL
(c) A+ = X* si, y sblo si, A= {0}. *B = X si, y s6lo si, B= {0}.
(d) Lin(A) = X si, y s6lo si, A = {0}. En particular, si Y es un subespacio de X, entonces Y
es denso en X si, y solo si-¥= {0}.

(e) Si X es reflexivo entoncks (B) = (LB)L.

Demostracién El punto(a) es claro. Para el pun{) basta tener en cuenta la igualdadr .
Para(c) basta observar queAi- = X*, entonces, por el corolaria 7, se tiene qué = {0}. Las
demas afirmaciones de) son evidentes. El punt@l) es consecuencia de los dos anteriores.

(e)ComoB C (L B)L, se tiene quéin(B) C (L B)L. Para probar la igualdad bastara probar

que sip € X** se anula ehin(B) también se anula e(nlB)l. En efecto, se tendra qge= J(x)
para algunx € X, funcional que debe anularse Bnesto esx*(x) = 0 para todax* € B, pero

esto significa quexe B y por tanto para toda* € (lB)L se tendra que*(x) = 0, es decir
¢ (x*) =0, luegod se anula erﬁlB)l. 0

Observa que en el caso de un espacio de HildegaraA C K se tiene que (A1) = A+,
por lo que lo dicho en el puntih) de la proposicién anterior ya era conocido, pues sabiamos
queLin(A) = AL

8.5 Proposicion. Todo subespacio cerrado de un espacio normado reflexivdlesive.
Demostracién SeaY un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflxifara cada

X* € X* seax*|y € Y* la restriccion dex* aY. Por el teorema de extension equindrmica, todo
elemento d&* es de la forma*|y para algunc* € X*. Dadad € Y** definimosh : X* — K por

h(xX)=¢(Xly)  (x"e€X?)

Puesto quéh(x*)| < [|®]l1X* vl < [|]]]|x* ||, tenemos qube X**. ComoX** es reflexivo, existe
xe X tal queh = J(x).

Probaremos quecY. Para ello probaremos que todo funciorak X* que se anule evi
también se anula en En efecto, para tode' € X* tal quex* €Y tenemos que

0=0(xly) =h(x') = (309) (') =X (X

Concluimos quexeY =Y. Por tanto, para tode € X* se tiened (X*|y) = x*(x) = (X*|v) (%),
es decirg es la evaluacion exeY, por lo queY es reflexivo. O
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8.6 Ejemplo. SeaV =<ye/l;: Z y(n) =0,, V es un hiperplano cerrado ép porque es
n=1

el ndcleo de la forma lineal continua solfhedefinida por la sucesion constante igual a uno.
Sead : /1 — ¢ el isomorfismo isométrico definido en la proposici®i2 y seaM = ®(V).
EntoncesM es un subespacio cerrado propioggey vamos a comprobar queM = {0}. Sea
xc M. Para todme N se tiene qug = e, —ey1 €V por lo quedyc M y debe cumplirse que

(Py)(x) =x(n) —x(n+1)=0  VneN
lo que implica quex es una sucesion constante, y coxay, debe sex = 0. Luego™M = {0}
1 1
y, por tanto,(" M)~ = ¢ # M.

Concluimos, por el punte) de la proposicior8.4, quecy no es reflexivo, y comag es un
subespacio cerrado dg, deducimos qué., no es reflexivo. ¢

Pasamos a describir el dual de un subespacio y de un coctntan sentido bastante
concreto son “duales” uno de otro.

8.7 Proposicidn. Sea X un espacio normado y M un subespacio suyo.
(@) M* = X* /M. Concretamente, la aplicaciow : X*/M+ — M* dada por

DX+ ML) =X |m (X" eX¥)
es un isomorfismo isomeétrico.
(b) Si M es cerrado, entoncéX /M)* = M. Concretamente, si: X — X/M es la apli-
cacion cociente, la aplicaciol : (X/M)* — M+ dada por
Yif)=Fformr (fe(X/M)*)

es un isomorfismo isométrico.

Demostracion (a) La aplicacion® esté bien definida porquesi+ M=+ = y* +M*, entonces
X" —y* €M por lo quex*|y = y*|m. Dicha aplicacién es claramente lineal y, por el teorema
7.6, sobreyectiva. Debemos probar que es isométrica. Paradntedd - tenemos que
IP(x* +M5)|| = [[O(x" +h" + M| = || (X +h)[u <[ +h"]| vh*eM" =
[P +M5)[| < X +M-|

Para probar la desigualdad contraria usaremos otra vearehta7.6. Dadax*|M seay* € X*
tal quey*|m = X*|m Y ||Y*|| = ||X*|m||- ES claro que/* € x* + M+, y tenemos que

X +ME = [y + M < Y] = X ] = [P +MY)|

lo gue completa la demostracion.

(b) Es claro que para tode (X/M)* se tiene qud oTte X*y foi(M) = f(M) =0, luego
f ote M. Por tanto, la aplicacioW esta bien definida y es claro que es lineal. Es sobreyectiva
porque, dadx* € M+, definimosf : X/M — K por f(x+M) = x*(x), con lo quef € (X/M)*
y W(f) = f ot= x*. Finalmente, por la proposiciéh5, sabemos qua(B(0,1)) = B(M, 1),
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es decir la bola abierta unidad d¢M es la imagen portde la bola abierta unidad d& por
tanto

W) = sup{ (I F(mOO)| = [IXI| < 1} = sup{[[f (x+M)[| [[x+M][[ <1} = [|f]]

lo que prueba qu¥ es isométrica. O

8.2. Transposicion de operadores

SeanX eY espacios normados. Dado un operablerl(X,Y) podemos definir un operador
T :Y* — X* por
(X TY) = (Tx[y) (Y €Y' XEX)
Es decir, T*y* =y*o T por lo queT*y" € X* y ||[T*y*|| < ||T||||ly*|]| de donde se sigue que
T*eL(Y*,X*)y ||T*|| < ||T||. El operadoiT* se llamatranspuestd deT.

Observa que la definicién dada de transpuesto de un opeaftomealmente la misma que
define al operador adjunto de un operador en un espacio dertifuedes comprobar que si
H es un espacio de Hilbef,c L(H), y notamos pofl el transpuesto d& y por T* el adjunto,
se verifica quer* = quofo W, dondey : H — H* es la isometria conjugado-lineal @é
sobreH* considerada en el teorerbal 3

El nombre de “operador transpuesto” se justifica, al igual gjmos para el operador ad-
junto hilbertiano, por lo que pasa en dimension finita. S€amY espacios de dimensiones
finitasny mrespectivamente. Fijadas batks- {uj,uy,...,up} enXyV ={vi,va,...,vpn} €n
Y, todo operadofl € L(X,Y) esté representado por una maviz € Mm.n(K) cuya columna
j-ésima son las componentes en la bdsdel vectorT (u;j). Considerando las bases duales
V* ={Vj,V5,....Vi} Yy B* = {uj,u5,...,u;}, el operadoi™* e L(Y*,X*) tiene asociada en di-
chas bases una matiitr- € M,,.m(K) cuya columnaj-ésima son las componentes en la base
B* del vectorT*(vj). Tenemos

m n
T(u;) :i;)\ijvi, T(vj) :iZLBijUi
Y Mt = ()\ij)%éijinr;\, My = (B”)lléiéﬂq son las matrices asociadas. Puesto que
Vi(T(W)) =Ny, [T (v)l(u) = Byj
Obtenemos
i =V (T () = (T(up) [ Vi) = (uj | THV)) = [TV (uj) = Bji
Por tanto, la matridr- es la transpuesta de la mathitz .

8.8 Proposicién. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Para cada TeL(X,Y), ||[T*|| =||T||. De hecho, la aplicacion 7> T* es una isometria
lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).

1También se llama operadomspuestoadjuntoo dualdeT.
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(b) SiTeL(X,Y)y SeL(Y,Z), entoncegSoT)* =T*o S,
(©) (Ix)" = Ix-.
Demostracion (a) Hemos visto qué|T*|| < ||T||. Probaremos la desigualdad contraria. Sea

xe X fijo. Sabemos, por el corolarin.7, que existey* € Y* tal que|ly*|| =1y y* (Tx) = || T x|.
Tenemos que

ITX =y (Tx) = (T7y") (x) = [(T"y") I < [Ty Xl < [Ty HIx] = 1T ]
y deducimos quéT|| < ||T*||. Luego|[T|| = ||T*||. Por tanto, la aplicaciom — T* que, clara-
mente, es lineal, es una isometria linealLd¥,Y) enL(Y* X*).
(b) Para toda" € Z* tenemos

(SoT)(Z')=Z"0(SoT)=(Z09oT =(SZ)oT=T*(SZ)=(T"0S")(Z")

(c) Es evidente. O

DadoT € L(X,Y), su transpuestd * € L(X*,Y*), y podemos considerar su transpuesto,
(T*)" =T* eL(X*™,Y*™). Como las respectivas inyecciones canonlag Jy identificanX e
Y con subespacios ex** e Y** respectivamente, es natural preguntarse si en ciertaloezgi
posible ver a ** como un “extension” d& . El siguiente diagrama pone de manifiesto lo que
cabe esperar.

T

Y

JIx Jy

T**

X i

Efectivamente, cabe esperar g€ o Jx = Jy o T. Comprobémoslo. Parac X fijo, y
cualquieray* € Y* tenemos

T () (y) = [ (TY) = (Ty) () =y (TX = [J(TX)](¥)
LuegoT**(Ix(x)) = Jy(TX) para todaxe X.

El siguiente resultado dice que la clase de los espacios diecBaeflexivos es invariante
por isomorfismos topolégicos.

8.9 Proposicion. Sean X e Y espacios normados ¥ IL(X,Y) un isomorfismo topoldgico,
entonces T€ L(X*,Y*) también es un isomorfismo topologicd )1 = (T-1)*. Si T es
isométrico también Tes isométrico. Si uno de ellos es reflexivo también lo es@l otr

Demostracion Seanly, ly los respectivos operadores identidad. Tenemos que
Ix=T loT=lx-=To(T Y, K=ToT l=ly:=(T Y oT"

Por tantaT * es un isomorfismo yT*)~1 = (T~1)*. El isomorfismdTl es una isometria significa
que||T|| = ||T 2|, pero entonces tambidiT*|| = ||(T*)~||, luegoT* es isométrico.
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Por lo que acabamos de proba@i;* es un isomorfismo d¥** sobreY** y, como hemos
visto, se verifica qué@ ** o Jx = Jy o T. Por tanto, sX es reflexivo se verifica que

Y= T X) = T (3(X) = H(T(X) = K (Y)

luego tambiéryY es reflexivo. O

El siguiente resultado también recuerda las propiedadexifmto hilbertiano y establece
cierta dualidad entre las propiedades de un operador y lag tlanspuesto.

8.10 Proposicion.Sean X e Y espacios normados g O(X,Y). Entonces
kerT*=T(X)t y kerT =1T*(Y").
En consecuencia, se tiene:

(a) T* es inyectivo si, y solo si,(K) esdensoenY.

(b) Si T* es sobreyectivo, entonces T es inyectivo.

Demostracion
xekelT* & T*(x) =0« [TH(x)](X) =0VXeX & X (Tx) =0VxeX & x e T(X)*

xekelT & Tx=0<y (TX) =0Vy eY* < [T*(y")](X) =0y €Y* & xe 1 T*(Y¥)

|
El reciproco d€b) no es cierto, como muestra el siguiente ejemploi séa— /5 la inclusion

natural, que es continua (de hechi], = 1) e inyectiva, pero su adjuntd,: {2 — ¢, NO puede
ser sobreyectiva porque es separable mientras géeno lo es.

No obstante, la propiedad de ser isomorfismo topoldgicoaiziy aunque hemos de exigir
la complitud del espacio de partida.

8.11 Corolario. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normade ly(X,Y). Entonces:
(@) T es un isomorfismo topoldgico si, y sélo si, lo és T

(b) T es un isomorfismo isométrico si, y sélo si, lo és T

Demostracion (a) Si T* es un isomorfismo, entonces existe> 0 tal queT*(BY) D mBx-.
Seaxe X fijo. Existex* € Sx- tal quex*(x) = ||x||, y comomx' € T*(BY), existey* € By- tal que
mx' = T*y*. Por tanto

mix|| = mx (x) = (T7y")(}) = y"(TX) = ly" (T < [ly“ [T} < [T x|

Lo que prueba qué& esté acotada inferiormente y por tanto es un isomorfismddgjpo de
X sobreT (X), por lo queT (X) es completo y, por tanto, cerrado ¥nPero comdl (X)*+ =
kerT* = {0}, tenemos qué& (X) es denso el. LuegoT (X) =Y.

(b) Si T* es unisomorfismo isométrico, entonces, por la proposiaiferiar, T es inyectivo
y T(X) es denso e. ComoT *(By-) = Bx- tenemos

X[ =sup{x* ()| = X[ < 1} =sup{[(Ty") ()| : ly*[| < 1} =sup{ly" (TX)| : y"[| <1} =|[Tx]|
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LuegoT es un isomorfismo isométrico desobreT (X), lo que implica, por seK completo,
queT (X) es cerrado y, por tantd,(X) =Y. O

Bibliografia. La misma del capitulo anterior.

8.3. Ejercicios

207. Prueba que 3 es un espacio normado reflexivocye X*, entonces existee S tal que

X (%) = [Ix*]].

Utiliza este resultado para probar que los espagjos, /1, -, C[0, 1] no son reflexivos.
208. SearN y M subespacios cerrados de un espacio norméadBupongamos que existe

a > 0 tal que disx,N) < al|x|| para todaxe M. Prueba que dit*,M+) < al|x*|| para
todoxjeN* .

209. SeaX un espacio de Banach. Prueba qu&sicontiene un subespacio cerrado propio
gue separa los puntos de entoncesX no es reflexivo.

210. Justifica que el espadale las sucesiones convergentes no es reflexivo.

211. SiY es un subespacio de un espacio normago* es separable, prueba grietambién
es separable. Deduce gfieno es topoldgicamente isomorfo a un subespaciode

212. SeanX, Y espacios de Banach ¥ € L(X,Y) tal queT(X) es cerrado. Prueba que
T*(Y*) = (kerT)*. Prueba directamente qi¢(Y*) es cerrado eX*.

Sugerencia. Considera la factorizackér™ X / ker(T) 1N T(X) J, Y,T=joTom Por
loqueT* =10 T* o j*. CalculaT*(Y*).



Capitulo 9

Principio de acotacion uniforme y teorema de la
aplicacion abierta

Este capitulo esta dedicado al Teorema de Banach-Steigtzlos teoremas equivalentes
de la Aplicacion Abierta y de la Gréfica Cerrada, los cualestg con el teorema de Hahn-
Banach, se consideran los tres principios fundamentalesnddisis Funcional.

9.1. ElLema de Categoria de Baire

En Matematicas hay diversas formas de precisar la idea deiguenjunto es “peque-
fio”. Por ejemplo, los conjuntos numerables son los mas fieguentre los conjuntos infinitos.
También podemos considerar “pequefios” los conjuntos délmedro, aunque un conjunto de
medida cero puede no ser numerable como, por ejemplo, eticlenconjunto ternario de Can-
tor. La idea de ser “pequefio” puede tener distintos sigrifisapero siempre que se dispone
de un concepto adecuado de “pequefiez” se dispone de unzatéae puede esquematizarse
como sigue: si un conjunt¥ es “grande” y queremos probar que un subconjunto guyoX
es grande o, simplemente, no es vacio, podemos hacerloplmbae su complemeni\ B es
“pequefio”. Aclaremos esto con un ejemplo bien conocido.rilmaeros reales que son raices
de ecuaciones polinémicas con coeficientes enteros senlafmaeros algebraicos. Los nUme-
ros no algebraicos se llaman trascendentes. Es muy diftdibp que un nimero real cualquiera
es trascendente. Hermite demostré en 1873 que el nUmercesestdente, en 1882 Ferdinand
von Lindemann demostro la trascendenciamldemostraciones que, pese al tiempo transcu-
rrido, no se han simplificado mucho y siguen siendo compl§aruestro interés no esta en
probar que un niimero concreto es trascendente, sino err puadaay nimeros trascendentes
en un intervalo[a,b] cona < b, podemos razonar como sigue: los nimeros algebraicos son
un conjunto numerable, es decir “pequefio”, (eso es muy d@cjprobar), como el intervalo
[a,b] no es numerable, es decir, es “grande”, concluimos gua, bntiene que haber nimeros
trascendentes, de hecho, probamos asi que los nUmer@ntiastes que hay éa b] son un
conjunto infinito no numerable jy sin dar ni un sélo ejempl.forma analoga, podemos pro-
bar que un conjunto es “grande” probando que su complemente enedida cero. Para que
una idea de “pequenez” sea Util debe ocurrir que la union deshiws” objetos pequeiios siga
siendo pequefa. Asi, los conjuntos de medida cero y los mmgumumerables son estables por
uniones numerables. Vamos a estudiar ahora un conceptamtm“pequefio” independien-
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te de los antes considerados, pero que, al igual que elledepusarse para probar la existencia
y, de hecho, la abundancia de muchos objetos matematicos.

SeaE un espacio topologico & C E. Se dice qué\ es deprimera categoriaenE cuandoA
esta contenido en una uniéon numerable de subconjuntoslosrdaE que tienen todos interior
vacio. En otro caso se dice gess desegunda categorianE.

Observemos que todo subconjunto de un conjunto de primergaréa erkE es de primera
categoria el , asi como que una unién numerable de conjuntos de primegoréd erkE es
de primera categoria €f

Hay que tener siempre presente que las nociones de catsgorfalativas, dependen del
espacio ambient&. Por ejemplo,R visto como subconjunto d&? es cerrado con interior
vacio, luego es de primera categorial®f) pero veremos enseguida gqRees de segunda
categoria en si mismo. En generak-ss un espacio topologicoByes un subconjunto de en
el que consideramos la topologia inducida, puede habepsjulntos deE que “vistos desde
E” sean “grandes”, pero que “vistos deddésean “pequefios”, como pone de manifiesto el
ejemplo anterior. Sin embargo, es facil ver que todo conjdetprimera categoria (“pequefio”)
enE sigue siendo de primera categoria (“pequefio”Fen

9.1 Proposicion. Sea F un espacio topoldgico y & F un subespacio topolégico. Entonces
todo conjunto de primera categoria en E también es de priroategoria en F.

Demostracién Basta probar que un conjunto cerradoEeoon interior erE vacio esta conte-
nido en un conjunto cerrado éncon interior vacio. SeA C E un conjunto cerrado relativo
deE con interior relativo vacio. Se&la adherencia da enF, y seaJ un abierto erF tal que
U C A. Probaremos que = @. Por serA cerrado erE se tiene quAN E = A. El conjunto
U NE es abierto e y UNE c ANE = A, luego comaA tiene interior relativo & vacio, ha de
serU NE = @, pero entonced C E C F\ U, comoF \U es cerrado eR, debe seAC F\U.
Luego resulta que& C AC F\U lo que implica qué) = @. O

En lo que sigue conviene tener en cuenta que un subcorjuikain espacio topolégide

tiene interior vacio, iniA) = &, si, y solo si, su complemento es dendd) A) = E.
9.2 Proposicidn. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones@analentes:

(a) Todo conjunto de primera categoria en X tiene interiociea

00

(b) Si{F,} es una sucesion de conjuntos cerrados en X cuya unidf, tiene interior no
’ . . , n:l
vacio, entonces alguno de log tfene interior no vacio.

o)

(c) Si{Gn} es una sucesion de abiertos densos en X ento@&l es denso en X.
n=1

Demostracion Es evidente quéa) <= (b). Parar probafc) basta observar que patac X

AN (ﬁ Gn> — P AC O(X\Gn)

n=1 n=1
y tener en cuenta que, abierto denso equivale a g¥eé\ G, cerrado con interior vacio. 0O
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9.3. Lema de Categoria de BaireSi E es un espacio métrico completo, entonces todo sub-
conjunto abierto no vacio de E es de segunda categoria en paHicular, E es de segunda
categoria en si mismo.

Demostracién Se trata de probar que los conjuntos de primera categofatienen interior
vacio o, lo que es igual, que toda interseccion numerablbide@s densos es densa. $&a}

una sucesion de abiertos densoenpongamoss = ﬂ Gn. SeaA C E abierto. Se trata de

probar queAN G # @. ComoG; es denso, tenemos (;Aéw G1 # @. SeaB; una bola cerrada
de radio positivo, G< r; < 1, tal queB; € AN G;. El conjunto intB;) tendr4 interseccion no
vacia coray, luego habra una bola cerraBacon radio 0< ry < % tal queB, C int(B1) NGy C
B1 N G,. Demostramos asi, con una induccion facil de formalizaxistencia de una sucesion
de bolas cerradas de radio positi,} tales que para todoc N:

. 2
Bni1 C BnNGpya, dlam(Bn) < H Yy By Cc ANGy

El criterio de complitud de Cantor, teorerizb, implica que @+~ ﬂ Bn C AN G, por tanto
n=1
ANG#@. a

9.4 Corolario. En un espacio métrico completo el complemento de un conpimtprime-
ra categoria es de segunda categoria y denso en el espacipaffinular, toda interseccién
numerable de abiertos densos es de segunda categoria y.densa

Como consecuencia del lema de categoria de BRies de segunda categoria en si mis-
mo y como clarament@ es de primera categoria & deducimos qu® \ Q es de segunda
categoria efiR y, por tantoR \ Q no es numerable.

Conviene notar que un conjunto puede ser “pequefio” en uideqrgro no serlo en otro.
Por ejemploQ es “pequefio” porque es numerable, pero topolégicamentgraade” enR,
porque es denso dk. También es “pequefia porque tiene medida cero, ello significa que
para cadan€ N hay un abiertds, O Q cuya medida es menor ql%eEI conjuntoA = N_; Gy
es una interseccion de abiertos denso®epor lo queB = R\ A es un conjunto de primera
categoria efR. Tenemos asi quR = AU B, union disjunta, coi\ de segunda categoria, denso
y de medida cero, B de primera categoria y de medida infinita.

La siguiente es una llamativa consecuencia del lema dearédetdg Baire para espacios de
Banach.

9.5 Corolario. La dimensién de un espacio de Banach es finita 0 no numerable.

Demostracién Basta probar que un espacio normado de dimensién infiniteerable es de
primera categoria en si mismo. Sea, p¥esn espacio hormado {u, : ne N} una base del
mismo. Para todacN el subespacid, = Lin({uk : 1 < k < n}) tiene dimensidn finita, por

lo que es cerrado, y comd,, # X, M, tiene interior vacio. Puesto que clarameXte: U Mpn
n=1
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se tiene qu&X es de primera categoria en si mismo. O

El lema de categoria de Baire tiene consecuencias muy sdgrees. Indiqguemos algunas
de ellas sin entrar en la demostracion.

9.6 Teorema. El conjunto de las funciones continuas|arb] que tienen derivada lateral finita
en algln punto déa, b] es un conjunto de primera categoria efa@®], por tanto el conjunto de
las funciones continuas da, b|] que no son derivables en ningun puntojdd| es de segunda
categoria en (a,b.

9.7 Teorema. Sea{ f,} una sucesion de funciones continuas de un espacio métriodRqgae
converge puntualmente en X y sex)f=lim{ f,(x)}. Entonces el conjunto de puntos en los
gue f no es continua es de primera categoria en X.

9.2. Teorema de Banach-Steinhaus

Si X eY son espacios normados, se dice que un conjunto de operatiardgX,Y) esté
puntualmente acotadosi el conjunto{Tx: T € A} esta acotado e¥i para cadac X. Y se
dice queA estauniformemente acotadocuando esté acotado en la normd.@¥,Y), es decir,
existeM > 0 tal que||T|| < M para todoT € A. Es claro que la acotacion uniforme implica la
acotacion puntual, pues 6T || < M para todoTl € A y xe X, entonced| T x| < M||x|| para todo
T €A, por lo que el conjuntd Tx: T € A} esta acotado e¥i. La afirmacién reciproca no es
cierta en general. Considera para cadaN el funcional f, : cogo — K definido por

fn(X) = nx(n) (X€Coop)

Es claro que para cadee ¢y fijo, el conjunto{ f,(x) : ne N} esta acotado pues es finito. Pero
Il fnll = N, luego{ fn : NN} C L(cgo, K) no esta acotado. Vamos a ver que esto no puede pasar
cuando el espacio de partidé, es un espacio de Banach.

9.8. Teorema de Banach—-SteinhauSea X un espacio de Banach, Y un espacio nhormado y
A CL(X,Y). Sea
B={xeX:sup{|Tx|:TeA} <o}

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) B es de segunda categoria en X.
i) B =X, es decirAd estd puntualmente acotado.

i) A esta uniformemente acotado, es decir, existe Plital que||T || < M para todo Te A.

Demostracion Es evidente quéi) = ii) y, por el lema de Bairgj) = i). Probaremos que
i) = iii ). Para cadac N definamos

Fn={xeX:|ITX| <n VTeA}= ) {xeX:|Tx| <n}
TeA
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La continuidad de la normay de los operadoresﬂdlmplican queF, es cerrado. Entoncd$n }
€s una sucesion de conjuntos cerradds=y U Fn, por lo que debe existime N tal queFy,

tlene interior no vacio. Sea, por tanto;+ er C Fm, conr > 0. Parauc Bx podemos escribir
u=- 1(w+ru—w), con lo que para tod® €.A tenemos que

1 1
|Tul| = HT <F(W—|—FU—W)> H < F(HT(W—H’U)H + HTWH) < —

y deducimos quéiT|| < 27’“ para toddrl € A lo que prueba qud esta uniformemente acotada.

La implicacionii) = iii ), que permite pasar de la acotacion puntual a la uniforme, esd
mas se utiliza, pero también tiene interég) la> iii ) porque permite deducir que si una familia
de operadores definidos en un espacio de Banach no estamanif@nte acotada, entonces
el conjunto de puntos donde esta puntualmente acotada esmkrg categoria, y por tanto
dicha familia de operadores no esta acotada puntualmente @njunto de segunda categoria
denso en el espacio. El teorema de Banach-Steinhaus sadarhinprincipio de acotacion
uniforme.

Una primera consecuencia directa de este principio la ebtes considerando un espacio
de BanaclX y un subconjuntd c X*.

9.9 Corolario. Sea X un espacio de Banach, un conjunta X* est4 acotado si, y solo si,
esta puntualmente acotado.

El ejemplo anterior al teorema, nos dice que el corolarieréont no es cierto en general
cuando no hay complitud. En el siguiente resultado podemwitar éa hipotesis de complitud
pasando al bidual.

9.10 Corolario. Sea X un espacio normado. Un conjunta KX esté acotado si, y sélo si, para
todo x € X* el conjunto{x*(x) : x€ B} est& acotado.

Demostracion Consideremos la familid(B) = {J(x) : xe B} € X** dondeJ es la inyeccion
canonica deX en X**. La acotacién puntual de dicha familia significa que paraacdd:

X* el conjunto{[J(X)](x*) = X*(x) : xe B} esta acotado, en cuyo caso, el teorema de Banach-
Steinhaus nos dice qu¥B) esta acotado eX™, pero, comal es isométrica, esto equivale a
gueB est4 acotado eX. O

Una de las principales consecuencias del teorema es laisigui

9.11. Teorema de cierre de SteinhauSea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y
{Tn} una sucesion de operadores lineales y continuos de X en Yoguerge puntualmente en
X, es decir, tal que la sucesidiTy(X)} converge en Y para cadaeX. Entonces, definiendo

T = lim {Th(0)}  (xeX),

n—oo

se obtiene un operador lineal y continuceL(X,Y).
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Demostracién La linealidad deT es clara, por otra parte, como toda sucesion convergente
esté acotada, la familifiT, : n€ N} estd puntualmente acotada. Por tanto, esta uniformemente
acotada, es decir, existé > 0 tal que||Ty|| < M para todme N, y deducimos que

ITX| =lim||Tx|| < MJ]x]| VxeX

lo que prueba qué& es continua. O

Respecto a este ultimo resultado, hay que advertir que auhgu (X,Y), y para todo
xe X se tienelT x= lim {Ty(X) }, eso no significa quéT,} converja al en el espacid.(X,Y).
Para cadan € N definamosf, : cg — K por f,(x) = x(n) para todox € ¢y. Es evidente que
{fa(X)} — O, por tanto la sucesion de funcionalgk} converge puntualmente al funcional
nulo, pero|| fn|| = 1 para todae N. Luego{ f,} no converge a cero egj.

9.2.1. Algunas aplicaciones del teorema de Banach-Steinia

Convergencia puntual de series de Fourier

Recordemos que los coeficientes de Fourier de una furfcidn [— 11, 11 se definen por

f(n)= %{j f)e™dt (neZz)

La sucesion dada por
n .
S(fit)= Y f(me™ (neN)

k=—n

se representa simbdlicamente pEr fA(k) e y se llama serie de Fourier de Sabemos, co-
nez
mo consecuencia de la complitud del sistema trigonométgae sif € L[t 11, la serie de

Fourier def converge en el espacio de Hilbér|—111] y su suma ed . La pregunta que
nos hacemos ahora es muy diferente, queremos saber sidaledfourier de una funcioh
continua enl—T1t, 17 converge puntualmentefalLa respuesta es negativa, el matemético aleméan
Du Bois-Reymond construy6 en 1876 una funcion continua ceyee de Fourier no conver-
ge puntualmente. Dicha construcciéon es bastante compli¢éghndo el teorema de Banach-
Steinhaus puede probarse con facilidad que tales ejempiasgy abundantes, aunque sin dar
ninguno de forma explicita.

9.12 Proposicién. Las funciones continuas & C[—T11, 11 cuya serie de Fourier tiene sumas
parciales acotadas en cero, esto es, tales que la suc{sz’@gfn fA(k)} esta acotada, forman
un conjunto de primera categoria en el espacio de Bandeh(iy.

Demostracion Para cadac N definimos,, : C[—1, 1] — K por

()= Y Tk vieCl-mn
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Observa queps(f) = Si(f;0) es lan-ésima suma parcial de la serie de Fourierfden 0.
Claramentep,, es lineal y como para todoc Z es|f(n)| < || f||_, tenemos qué, es continuo
Y ||l < 2n+ 1. Queremos probar quig,|| — +. Tenemos que

Tt

On(f) = an f(t (k__n —"“> dt = E{j f (t)Dn(t) ot

—Tt

donde para € [T, 1],t A0 es

v gk Mt _eg M ser((2n+1)t/2)
25 T T E1 T s

y Dn(0) = 2n+1. Puesto que
l Tt
on(f) = o j f(t)Dn(t) ot

1
Por lo visto en el ejercici@9, tenemos quéd,| = o " +Dn(t)|dt.

lser((2n+1)t/2)| * |ser((2n+ 1)t)|
f’ ()l dt = f setjz)] O J sert]
g 2n
)41 |sen((2n+1)t)| dt > 8 1
4 t m& k+1

Concluimos que, efectivamentgdn| — +o. El teorema de Banach-Steinhaus implica que
el conjunto de las funcionete C[—Tt, 17 cuyas sumas de Fourier en O estan acotadas es un
conjunto de primera categoria €h-T, 1. O

Aplicaciones en teoria de sumabilidad

9.13 Proposicion. Sea ye KN una sucesion de escalares. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. yels.

2. Parar todo x /., la seriey -1 X(n)y(n) es absolutamente convergente.
3. Paratodo x co, la seriey -1 X(n)y(n) es absolutamente convergente.
4. Para todo x Co, la seriey -1 X(n)y(n) es convergente.
5

. Paratodo x ¢y, la seriey -1 x(n)y(n) tienen sumas parciales acotadas



Algunas aplicaciones del teorema de Banach-Steinhaus 162

Demostracion Es evidente que)t= 2) = 3) = 4) = 5). Probaremos que)5= 1). Definimos
fn:co— K por

a9 = > x(Ky(k)  (xeco)

n
Recordando la descripcion del dual@etenemos quéneciy || fn|| = Z ly(k)|. La hipotesis
K=1
5) afirma que para todg € ¢y la sucesion{ fy(x)} esta acotada, es decir, que la familia de

funcionales{ f, : ne N} C ¢ esta puntualmente acotada, por lo que, como consecuericia de
principio de acotacion uniforme, dicha familia esta acatad norma, es decir, exide > 0 tal

quel| fa]] < M, es decir, la seriez y(n) converge absolutamente, o sga,/;. O
n>1

El mismo resultado es valido si cambiamos en la proposianberiar co por £ y £1 por {q
1 1_
cong+5=1

Consideremos una matriz infinita de escalakes (anm)(n myenx: D2da una sucesione

KY, podemos hacer formalmente el producto de la matpor el vector columna, lo que nos
da la sucesiox definida por

A0 = 3 aw(m) (<)

siempre que estas series sean convergentes. Esto llevainelefominio de la matrizA como
el subespacio vectorial d€"':

D(A) = {xe KN Z ammx(m) converge para todneN}

m>1

Claramentecyo C D(A). CuandoD(A) contiene a las sucesiones convergentey, ademas,
para todoxe ¢ la sucesiorA(x) es convergente y tiene el mismo limite que
lim [AX(n) = lim x(n) Vxec

n—oo n—o0

se dice quéA esregular.

Elinterés que tienen las matrices regulares es que proparcimétodos de sumabilidad”
ya que, ademas, de conservar las sucesiones convergenteBnjites, también pueden trans-
formar sucesiones que no son convergentes en otras queosi, [pesmitiendo de esta forma
definir un concepto de convergencia para estas sucesioreaugvo concepto es compatible
con el habitual. Un ejemplo sencillo es el de las medias atitas, si una sucesion converge
también converge la sucesion de sus medias aritméticad ouarao limite, pero el reciproco
no es cierto. Por tanto, nada se pierde por asignarle a upaiénel limite de la sucesion de
sus medias aritméticas, y puede ganarse mucho. Por ejeamptesultado fundamental en la
teoria de series de Fourier, el Teorema de Fejér, afirma qguetsion de las medias aritméti-
cas de la serie de Fourier de una funcién continuarp&riddica converge uniformemente en
R a la funcién. Observa que la matriz triangufas (anm) cuyos elementos s@ym, = % para
1<m<n,yaym=0 en otro caso, transforma una sucesion en la sucesion decslissnarit-
méticas. Pues bien, el teorema de Banach-Steinhaus peardigterizar de forma satisfactoria
las matrices regulares.
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9.14. Condiciones de Silverman-Toeplitzina matriz infinita de escalares,-A (anm)
es regular si, y solo si, verifica las siguientes condiciones

(n,meNxN*

i) sup Z\anm\ :nNEN; < o,
m=1

ii) Para cada me N existe el limitelim apm = 0.

n—oo

i) Existe el limitelim Z anm=1.
e m=1

Demostracion Observa que la condicidnsignifica que las filas de la matgson un conjunto
acotado erfs, la condicion 2 significa que las columnas deestan ercy, la condicioniii )
significa que la sucesién cuysésimo término es la suma de la fil@onverge a 1.

Representaremos paira sucesion constante igual a 1 y, como siempre, notarentas, po
los vectores unidad. Las condicionéy iii) son necesarias porque para todoN tenemos
que

[Aen](n) = > aem(k) =am  [AU(N) =} anmu(m) = 5 am (9.1)
k=1 m=1 m=1
Si A es regular debe cumplir queen, € co, que es la condicioii ), y también debe verificarse
quenl’lm[Au](n) =1, que es la condicioii) .
—>00
Ahora, si representamos pgyla n-ésima fila deA, debe cumplirse que para toge c; la
serie Z anmX(m) = z Yn(m)x(m) es convergente, luego, por la proposicion anterior, deduci
m=1 m=1

mMos quey, € ¢1. Pero ademas, definiendo

On(X) = 3 Yn(M)x(m) = 5 anmx(m) =[AX(n)  (VXeco, YNEN)

tenemos quén ey Y ||dn|| = z |anm|. La regularidad dé\ implica que la sucesiofidn(x)}
m=1

converge a ceroy, en particular, esta acotada, es deaicéai®n de funcionaleg, : ne N} C

¢y esta puntualmente acotada. El teorema de Banach-Steinbausice que dicha sucesion
estd acotada en norma, y esto es justamente la condicifias condiciones son por tanto
necesarias. Veamos gue también son suficientes.

NotemosM > 0, el supremo que apareceignPara cualquiexecy neN, se tiene que
S Janmx(m)] < IXIl,, 3 [anm] < MIX,,
m=1 m=1

Por tanto, la seriez anmX(m) es convergente para tode N cualquiera seac c, luegoc C

m=1
D(A). Ademas, la desigualdad anterior implica que

[[AXY(n)| < M|IX]|, vneN, vxec
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LuegoAxe lx Y ||AX| , < M]|X|| .. Tenemos asi definido un operador lineal contiAug — /e,
y debemos probar quic) C c. La condicionii) nos dice que para todoe N Aey € ¢, luego,
A(Coo) C Cp Y, COMOCy €S densa eqy Y Cp es cerrado ek, deducimos que

A(Co) = A(Tao) C A(Coo) C To = Co
Toda sucesion convergenies ¢, podemos escribirla en la forma= Au+y dondeA = rI]in x(n),

u es la sucesién constante lyecy. Deducimos qué\x = AAu-+ Ayecy

[im [AX(n) = A lim [Au](n) +r!’|_r>rgo[A)4(n) = A= lim x(n)

n—so0 n—oo n—oo

luegoA es una matriz regular.
[oe]

Observa que si en la condicidin) se supone que I’mz anm= 0, es decir, linfAuj(n) =aq,
n—>00nbl n—o0

entonces resulta q%iil[m)q (n)=a Agro]o x(n). O

Veamos dos consecuencias que muestran la utilidad de esten

9.15. Criterio de StolzSea{bn} una sucesion de nimeros positivos estrictamente cregiente
divergente y{a,} una sucesion de escalares. Supongamos que

< any1—an
lim = — |
N—c0 bn-&-l — by
. . an
Entonces se verifica quén — = L.
n— pp,
., . L b —bm .
Demostracion Consideremos la matriz triangul&r= (anm), dada poranm = % Si
1
1<m<nyam=0paran>n. )
bo=br g
by
bo—b; bz—b 0
5 B O e
bo—b1 bs—Dby Pn1—bn 0
Bni1 bz (VNE]

Comprobemos que es regular. La suma de los elementos deneéfiana, que son positivos,

bhi1—b o .
es % por lo que se cumplen las condicionigsy iii ). Ademas, todas las columnas
n+1

convergen a cero, lo que nosida

Consideremos ahora la sucesiénKk! dada por

_Gnp1—an

=By by

vneN
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gue, por hipétesis, convergelay, por tanto, también convergelda sucesionix, y tenemos
que

00

[A(n) = 5 anmx(m) =

m=1 b1

A1 &
bn+1 bn+1

(Bny1—a1) =

por lo que{ a““} — L. O

El siguiente es un resultado especialmente (til para s#eigetencias.

9.16. Teorema de MertensSeay -oa, una serie absolutamente convergentgy.obn una
serie convergente. Entonces se verifica que la sgyig ¢, donde

Ch= kian_kbk (neNU{0}).

(producto de Cauchy de dichas series) es convergente y

so (3 (3)

Demostracién Consideremos la matriz trianguléar= (anm), dada para todo =0,1,2,...
por anm = an_m para 0< m< n, apm =0 param > n.

a 0 ...
aa O ...........
dn an-1 a 0

Es evidente que se cumplen las condicioneg ii), y la condicioniii) se cumple corx =

n—oo

[im Z am = Z)an por lo que para toda sucesién convergerge se tiene que In{Ax] n) =

o Am x( ). Considerando la sucesién convergente dada por
x(n):Zbk (n=0,1,2,...)

se tiene quéAX(n) = chk, y por tanto, dicha sucesion es convergente y
k=

r!’l_rgo[Ax](n) = icn_armlx (Zoan> (ibn>
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9.3. Teorema de la aplicacién abierta

Los homomorfismos de espacios vectoriales son las aplitesiineales. Como es sabido,
si X eY son espacios vectoriales, toda aplicacién lifeaK — Y factorizaT = Jo T oTtsegun
el diagrama adjunto

1
X Y

T J

X /kerT T(X)

DondeJNes lainclusion naturaldeT (X) enY, que es un monomorfismages elepimorfismo
cocientey T es elisomorfismo cocienté&i ahora suponemaos gdeeY son espacios normados
y TeL(X,Y), hemos visto en las proposicioné$y 4.6 que

= El epimorfismo cocient& es una aplicacion continua y abierta.
= Elisomorfismo cocient@ es continuo.

= T es un isomorfismo topoldgico ae/kerT sobreT (X) si, y s6lo si,T oTtes una aplica-
cion abierta deX sobreT (X).

Observa quél o Tt no es otra cosa que la misrfavista como aplicacion dX sobreT (X).
Diremos que una aplicacion lineal contindag L(X,Y), es unhomomorfismo topologicosi

T es una aplicacion abierta desobreT (X), es decir, la imagef (V) de todo abiertd/ C X

es un abierto efii (X). Por tanto,T es un homomorfismo topolégico si, y solo si, el isomorfis-
mo cociente es un isomorfismo topoldgico. Por supudstd) se considera como subespacio
normado deY, y su topologia es la topologia relativa con respecto 8i, ademas] es so-
breyectiva (resp. inyectiva, biyectiva), se dice que espimorfismo (resp. monomorfismo,
isomorfismo) topoldgico Observa que cuandbes biyectiva recuperamos el concepto de iso-
morfismo topolégico ya conocido.

Nuestro propdsito es estudiar condiciones para que uneaejdin lineal entre espacios
normados sea un homomorfismo topoldgico. En particuladicames que garanticen que una
biyeccion lineal continua entre espacios normados seaamoigismo topolégico, es decir,
gue su inversa sea continua. Es facil dar ejemplos de quenessidnasegurado en general. Por
ejemplo, siX es el espacio de Banach de las funciones continu#8 gnque se anulan en 0,
con la norma uniforme, ¥ es el espacio de las funciones con primera derivada continua
[0,1] que se anulan en cero, también con la norma uniforme, eld@efa X — Y dado por

t
[TX(t) = fx(s)ds vt € ]0,1], YxeX
0

es una biyeccién lineal continua, pero su invefsd : Y — X, T~1(x) = x/, no es continuo.
Observa que en este ejemplo el espatino es completo. De hecho, la complitud juega un
papel esencial en los resultados que siguen. Y en su deriéstrlveremos a usar el lema
de categoria de Baire.

Conviene tener presentes en lo que sigue las siguientes/abiemes.
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= Toda aplicacién lineal y abierta entre espacios hormadosaseyectivaEsto es con-
secuencia de que un subespacio con interior no vacio de aniesprmado es el total.

= Una aplicacién lineal T: X — Y, donde X e Y son espacios normados, es abierta si, y
sélo si, laimagen por T de la bola abierta unidad de X es unreotde ceroenY .

La condicion es evidentemente necesaria paraTgsea abierta. Reciprocamente, su-
pongamos qud (B(0,1)) D B(0,s) dondeB(0,s) C Y es una bola abierta. Entonces,
si B(a,r) C X es una bola abierta ex tenemos qué(a,r) = a+rB(0,1), por lo que
T(B(a,r)=Ta+rT(B(0,1)) D Ta+rB(0,s) =B(Tars), y deducimos qué& transforma
entornos de cualquier punto en entornos del punto imageno gpie es una aplicacion
abierta.

En lo que sigue notaremds= {xc X : ||x|| < 1} la bola unidad abierta ex.

9.17 Lema. Sean X e Y espacios normados yX — Y una aplicacion lineal. Si TX) es de

segunda categoria en 'Y, entondg®) es entorno de ceroen'Y.

Demostracion Puesto qu&X = U B(0,n) = U nB, tenemos claramente que
n=1 n=1

00

T(X)=JnT(B) C O nT (B)
n=1

n=1

ComoT (X) es de segunda categoria, deducimosTgiB tiene interior no vacio, es decir, hay

una bola abiert®(a,r) C T(B), pero entonces, comb(B) es convexo y simétrico respecto al
origen, se tiene que

1 1 r =
>(—a)+5B(ar) =B(0,5) CT(B)
lo que prueba qué& (B) es un entorno de cero. O

Lo que queremos probar es qli€B) es un entorno de cero, y parece que con el resulta-
do anterior ya casi lo tenemos, pues es una impresion fatsdebho, una aplicacion lineal,
T:X =Y, tal queT (B) sea un entorno de cero ¥resta lejos de ser abierta. Por ejemplos si
es un subespacio denso¥ra inyeccion deX enY verifica dicha propiedad pero no es abierta.
Ahora bien, sV = T(B) es un entorno de cero &hesto significa que dadpeV y € > 0, se
verifica que hay algure B tal que||ly— TX| < €, es decir, que la ecuacign=Tx, conyeV y
X € B, tiene “soluciones aproximadas”. Observa que lo que nacess es un entorno de cero
enY, W, no tiene por qué ser el mismg tal que la ecuaciég = TxconyeW tenga alguna
“solucién exacta’kxe B. Lo que haremos para ello serd usar las soluciones aproaghdfor-
ma recurrente para obtener una sucesién de las mismas quegama a la solucion exacta, y
para ello necesitaremos la complitud del espacio de partig@ontinuidad de la aplicacion.

9.18 Lema. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normad& ¥ (K,Y). SiT(B) es
entorno de cero en Y, entonces T es abierta.
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Demostracion Por hipétesis, exist& > 0 tal queB(0,8) c T(B). Por tanto, para todoc N se

tiene que
o)

o
Esto significa que para todae B(O, 2%) y para todc > 0, existexe 2—1nB tal quelly—TX| <k,
es decir

B(0,5-) C T(#B)

) . 1
vyeY con |ly| < o Y Ve >0 existe xe X con ||x|| < on Y ly—Tx| <€

Observa que partimos de un vectondgY y llegamos a otro vector— TXeY, queremos que
este vector desempefie el papelylefiginal y que la aproximacién sea cada vez mejor, para
ello basta con que tomemes-= 2n_6+1' Por tanto, para todo< N se verifica lo siguiente

) 1
VyeY con |ly| < o’ existe xe X con ||x|| < on Y lly—Tx| < (9.2)

2n+1
Consideremos un vectgrecon ||ly|| < g gque va a permanecer fijo en lo que sigue. Haciendo
n=1en @.2), obtenemos un vectos € X con|jxi|| < 3y |ly— Tx1|| < 5 . Para este vector
haciendon = 2 en Q.2), obtenemos un vectog € X con ||xz|| < 22 y Hy Txa—Txl < ?

Este procedimiento iterativo prueba la existencia de unasson{x,} de vectores d&X tales
que

n o
v- 3T <

La dltima desigualdad nos dice, por definicibn de suma de eria g sin usar adn la conti-

1
(%] < on Y

nuidad deT, quey = Z TX,. La primera desigualdad implica que la se@xn es absolu-
n>1
tamente convergente por lo que, sielflain espacio de Banach, es convergente. Pongamos

X= Z Xn. Tenemos qudx|| < Z IIXa]] < 1, luegoxe By, por la continuidad d&, tenemos
=1 n=1

queTx= Z Tx, =Y, luegoy = Tx. Hemos probado asi qug£0, 525) C T(B), lo que concluye

la demostracion. O

De los dos lemas anteriores deducimos el siguiente resuliael afiade como informacion
novedosa la complitud d¥, la cual es consecuencia de dde= T(X) es topoldgicamente
isomorfo aX /kerT que es un espacio de Banach.

9.19 Proposicion.Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normadely(X,Y). Si T(X)
es de segunda categoria en Y, entonces T es abierta y porsainteyectiva e Y es completo.

La hipétesis de qué& (X) es de segunda categoria¥ise cumple si suponemos quliees
sobreyectiva & es completo.

9.20. Teorema de la aplicacion abiertaloda aplicacion lineal, continua y sobreyectiva entre
espacios de Banach es una aplicacion abierta.

Para el caso particular de gqliesea una biyeccién tenemos el siguiente resultado.
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9.21. Teorema del isomorfismo de BanacHoda biyeccién lineal continua entre espacios de
Banach es un isomorfismo topoldgico.

Este dltimo resultado, aplicado al isomorfismo cocienendicomo consecuencia el si-
guiente resultado.

9.22. Teorema del homomorfismo de BanacBean X e Y espacios de BanachgO(X,Y).
Entonces T es un homomorfismo topoldgico si, y sélo(¥,) Es cerrado en'Y .

Este dltimo resultado, a su vez, implica claramente el tearde la aplicacion abierta.
Se trata, por tanto, de tres resultados equivalentes. UWiacior usado con frecuencia es el
siguiente.

9.23 Corolario. Dos normas completas en un mismo espacio vectorial que soparables
son equivalentes.

Una aplicacion interesante del teorema de la aplicaciéeriabés la siguiente. Considere-
mos la aplicaciom : Ly[—1, 1] — ¢4 que a cada funcién integrable asocia sus coeficientes de
Fourier. Mas concretamente

[T f](n) = %Tf f()e™dt (nez, feli-m)

Hemos visto en la proposicid®27quets C T(Li[-T ) C ¢4, ademad es inyectiva. Pero,
¢cuadl es laimagen de? ¢ Qué sucesiones convergentes a cero son las sucesiooes$iderc
tes de Fourier de funciones integrables? Este es uno de ksnpartantes problemas abiertos
en la teoria de series trigpnométricas. La proposicedhd permite probar con facilidad que
laimagen deT es de primera categoria e.

9.24 Corolario. El conjunto de las sucesiones de coeficientes de Fourier mgoines de
L1[—Tt 70 es un conjunto de primera categoria €n ¢

Demostracion Segun la proposiciof.19 basta probar que la aplicacidn: Ly[—1t, 1] — ¢Z

no puede ser un isomorfismo topolégico. De hecho, no existginiisomorfismo topologico
entrecs y L1[—Tt 11. Ello puede justificarse observando gjees topolégicamente isomorfo a
Co, Y Cp NO puede ser topoldgicamente isomorfb;&-Tt, 7] porque este espacio contiene una
copia isométrica dé;, mientras quey no puede contener una copia isométricagdporque

C; es separable pelj = (. no es separable. O

Una aplicacion a ecuaciones diferencialeszijadas dos funciones;, u, € C[a,b|, para cada
terna(u,a, B) €Cla,b] x K? podemos considerar el problema de valores iniciales
X"+wux' +ux=u; x@ =a, x'(a)=p

Las soluciones de dicho problema pertenecen al espasi€?[a, b] de las funciones de clase
C? en[a,b] que es un espacio de Banach con la norma

X = 11Xl + X[, + X", (xE€X)
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La aplicacionT : X — Cla, b] x K? dada por
T(X) = (X" +usx’ + upx, x(a), X' (a)) (xeX)

es claramente lineal y, cuando €fa,b] x K? se considera la norma complétéu, a,p)|| =
lull., + |a| +|B], es continua.

El que nuestro problema de valores iniciales tenga solutida para cada terria, a, ) €
Cla,b] x K?, equivale a qud sea biyectiva. Supuesto que asi es, el Teorema de los Issmorfi
mos de Banach nos dice que, automaticamente, la soluaépende de manera continua de
los valores inicialest,3 € K y del datoueCla, b).

Otra consecuencia interesante del teorema de la aplicabiérta o, si se quiere del teore-
ma del isomorfismo de Banach, se refiere a las sumas topoldigiszias.

9.25 Proposicion.Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Banach Xgtaes
X =M N, entonces se verifica que dicha suma es topoldgico-directa

Demostracion Es suficiente probar, en virtud de la proposici8(ii), que la aplicacion
Y : N — X/M definida por(x) = x+ M para todox < N es un isomorfismo topoldgico, lo
cual es consecuencia de que dicha aplicacion es una bipdaué@l continua entre espacios
de Banach. |

9.4. Teorema de la grafica cerrada

La gréfica de una aplicacioni, de un espacio topoldgicé en otroY es el conjunto
G(f) ={(x, f(x) : xeX} C XxY

Decimos quef tiene grafica cerrada si G(f) es cerrado en el espacio topolégico producto
X x Y. Es facil probar que ¥ es un espacio de Hausdorff, toda funcién contifiua — Y
tiene gréfica cerrada. Ejemplos sencillos, inclusoXeaY = R muestran que el reciproco no
es cierto. Por tanto, para una aplicacion entre espaciofgipos la propiedad de tener gréfica
cerrada es en general mas débil que la continuidad. Es poqed el siguiente resultado es
muy notable.

9.26. Teorema de la gréafica cerradaloda aplicacién lineal entre espacios de Banach con
gréfica cerrada es continua.

Demostracion Sean(X, ||-||) e (Y,]|-||) espacios de BanachTy: X — Y una aplicacion lineal
con gréfica cerrada. Definimos una nueva normX @or |||x||| = ||x|| + || T X|| para todaxe X.
Veamos que dicha norma es completa. $&8g una sucesion de Cauchy €K, |||-||), ello
equivale a que(x,} sea de Cauchy efX,|-||) y {Tx} sea de Cauchy efY,||-||). Como
dichos espacios son completos, existenX, yeY, tales qug|x, —x|| = 0y [|[Tx —Y| — O,
pero entonce$(xn, TX,) } — (X,y) en el espacio normado producto< Y y, como la grafica de

T es cerrada, debe sge= Tx en cuyo caso la sucesid®,} converge & en (X, |||-|||). Hemos
probado asi qué|-|| es una norma completa & como dicha norma es comparable con la
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inicial de X deben ser, en virtud del corolar®23 equivalentes, esto es, exidte> 0 tal que
para todoxe X se verifica qud||X|| = [|x|| + || TX/| < M||x|| (evidentementd/ > 1, siT # 0),
es decir||Tx|| < (M —1)||x||, lo que prueba la continuidad de O

La demostracion pone de manifiesto que el teorema de la geéficeda es una consecuen-
cia del teorema del isomorfismo de Banach, pero a su vez ladaplues s : X — Y es una
biyeccion, las gréficas dey la deT —* se deducen una de otra por la aplicacigy) — (y,X),
gue es un homeomorfismo &ex Y sobreY x X, por tanto si una de ellas es cerrada la otra
también lo es. Por tanto, XieY son espacios de BanaclTy. X — Y es una biyeccion lineal
continua, la gréfica d€ es cerrada, luego la de ! también, y el teorema de la gréfica cerrada
implica queT ~! es continua.

El teorema de la gréfica cerrada proporciona una estrateggatchordinaria utilidad para
probar la continuidad de una aplicacion lineal entre esgagé Banach. Sek: X — Y una
aplicacion lineal entre dos espacios normados Y. Probar la continuidad d& equivale a
probar queT es continua en el origen, y para ello hay que probar la sigiiemplicacion

X} =2 0={Tx}—0 (9.3)

Si X eY son espacios de Banach, para probar la continuidadl de suficiente con probar
que su gréfica es cerrada. En particula (sh, Tx,)} — (0,y) entonces se debe cumplir que
y=TO0= 0. Reciprocamente, si esta condicion se cumple y suponemed®&q, T %)} — (X, Y),
entonces (X, — X, T (X, — X))} — (0,y—TX), por lo quey— Tx= 0, esto esy = Tx Por tanto,
para probar que la gréfica dees cerrada, es suficiente probar la siguiente implicacién

{%n} —0 _0 9.4
Tty 77 64

Observa la importante diferencia que hay eftBy 9.4. En el primer caso hay que probar que
{Tx} — 0, mientras que en el segunsigponiendo qu¢T x,} — Yy hay que probar qug= 0,

lo que nos concede la ventaja de que no hay que probafTpge converja. Hemos obtenido
asi el siguiente resultado.

9.27 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach yX— Y una aplicacion lineal. Suponga-
mos que para toda sucesiofx, } en X convergente a 0y tal q4& (xn)} — y€Y, se tiene que
y= 0. Entonces T es continua.

Si X es un espacio normado, se dice que una familia de funcioliabsdes continuos,
F C X*, separa puntosen X cuando el unico vector en el que se anulan todos los funesnal
de dicha familia es el cero, es decirxsi X y x*(x) = 0 para todo<* € F entoncex = 0. Como
una consecuencia del teorema de Hahn-Banach, sabemds gapara puntos ex, pero con
frecuencia se conocen familidsC X*, mas pequefias qUE* y que también separan puntos.
En estos casos el siguiente resultado puede ser muy Uutil.

9.28 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach y F un subconjuntc dgi& separa puntos
en Y. Entonces un operador lineal: X — Y es continuo si, y s6lo si;y T es continuo para
todo ¥ € F.
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Demostracion Basta probar qu€ tiene gréfica cerrada. Para ello probaremos q¢e,$i— O
y {Tx} — Y, entoncesy = 0. En efecto, s{Tx,} — y, entonces para todg' € Y* se tiene
que {y*(Tx,)} — y*(y). Por otra parte, coméx,} — 0, y para todoy* € F se verifica que

y*oT eX*, tenemos qué(y* oT)(X,)} = {y*(Tx)} — 0, luegoy*(y) = 0 para todoy/* € F, y
comoF separa puntos exi, concluimos queg = 0. a

Como caso particular, podemos considefar ¢/, con 1< p < o y tomar como conjunto
F C £} los funcionales de evaluacion

e(y)=y(n)  (yeY,neN)
y obtenemos el resultado siguiente

9.29 Proposicion. Si X es un espacio de Banach < p < o, entonces un operador lineal
T:X — {p es continuo si, y solo si, para cadacN el funcional lineal en X dado por
x — [TX(n) es continuo. En particular, cualquier norma completa &ncon la propiedad
de que la convergencia en dicha norma implique convergepaigual, es equivalente a la
norma detp,.

Otro caso particular interesante es cuakde Y = C[0, 1] con la norma uniforme. Los fun-
cionales de evaluacion en un putte [0, 1], es decir, los funcionales : C[0, 1] — K definidos
por & (x) = x(t) para todox € C[a,b], son una familia de funcionales lineales continuos que
separa puntos €D[0,1].

9.30 Proposicion.Sea T: C[0, 1] — CJ0, 1] un operador lineal que transforma sucesiones uni-
formemente convergentes a cero en sucesiones puntualowe™ergentes a cero, entonces T
es continuo. En particular, cualquier norma completa €0,d] con la propiedad de que la
convergencia en dicha norma impliqgue convergencia puneskquivalente a la norma uni-
forme.

Se podria decir que el teorema de la grafica cerrada enceerfitodofia de que toda
aplicacién lineal entre espacios de Banach es continugpséeque tengamos una expresion
concreta de su definicion. Para entender esto, considerenzomatriz infinita de escalares
A= (anm)(n,m)eNxN' Dicha matriz permite definir un operador lineal ggen ¢4 siempre que
para todax € £ tenga sentido el producto formal de la ma#ipor el vector columna y sea
una sucesion que esté &) es decir, que las series

[AX|(n) = ilanmx(m) (neN, xely)

sean convergentes y que la sucesdén= {[AX(n)} esté erty. Esta claro que estas son condi-
ciones necesarias minimas para que dicha matriz permitédrdefioperador lineal dé, en/.

Lo llamativo es quecuando tales condiciones se verifican, el operador asi diefii — AXx,

es automaticamente continuBues estas condiciones implican, por el teorema de Banach-
Steinhaus, que las filas de la mathzes decir las sucesiongsnm} .y, €stan ertg, y por
tanto las aplicaciones— [Ax|(n) son formas lineales continuas solbge

Bibliografia. Cualquier texto de Analisis Funcional incluye el contenigoeste capitulo. Me
parecen recomendables los textos de Bowers-Kalflpd.B. Conway 8], M. Fabian et alii p],
A.L. Brown and A. Paged], MacCluer B, E. Zeidler [L4] y los apuntes de R. Paya]].
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9.5.

213

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

Ejercicios

. SeaE un espacio métrico completo y supongamos gue U F. donde losF, son
neN

conjuntos cerrados. Prueba q@ F, es un abierto denso ¢&n
neN

La aplicacion identidald : (¢1, ||.]|1) — (¢1,]] . ||») €S continua. ¢Es continua su inversa?
¢ Contradice esto el teorema de los isomorfismos de Banach?

SearX un espacio de BanacH,un espacio normado¥ : X — Y una aplicacion lineal.
Se define una nueva norma ¥mmediante la expresiofix||| = ||x|| + || T (X)|| para todo
xe X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es continua.

b) || 1l'y Il -l son normas equivalentes.
c) ||| .l es una norma completa &n
SeaX eY espacios de Banachly: X — Y una aplicacién lineal y continua. Prueba que

T es inyectiva yT(X) es cerrado enY si, y solo si, existeM > 0 tal que
IX|]] < M||T(x)|| para todoxe X.

Sedl un operador lineal, que no suponemos continuo, de un espagitadoX en un
espacio normady. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es una aplicacion abierta.

(i) Existe 6 > 0 tal quedBy C T(Bx).

(i) Existe M > 0 tal que para todoy € Y existe x € T-1(y) verificando que
X[ < MIl]|-

SearX, Y espacios de Banachlyc L(X,Y). Prueba que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) T(X) es cerrado eN.

(i) T es una aplicacion abierta desobreT (X).

(i) Existe K > 0 tal que||x+ kerT || < K||TX|| para todoxe X.

(iv) ExisteM >0 tal que para todg< T(X) existexc T~1(y) verificando||x|| < M|ly]|.
SearX, Y espacios de Banachlye L(X,Y). Supongamos qug(X) tiene codimension

finita, es decir que el espacio vectorial cocieYifd (X) es de dimension finita. Prueba
queT (X) es cerrado.

Sugerencia. Puede suponerse gjues inyectiva. Sedx; + T(X) : 1<i < n} una base
deY/T(X)ydefineZ=Lin({x:1<i<n}). SeaS: X&Z — Y definido por§(x,y) =
TX+Y.

SeaVl un subespacio cerrado dgy de /. Prueba que las normas inducidasMipor
lp Yy Lq son equivalentes.
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221.

222.

223.

224,

225.

226.

227.

228.

229.

230.

Prueba que en el espacio de Ban@ib, 1}, ||.| ) las funciones que son derivables en
1/2 forman un conjunto de primera categoria.

Sugerencia. Parar cad& N, conn > 2, definef, € (C[0,1])* por
fa(x) = n(x(1/241/n) —x(1/2)) (xeC[0,1])
Calcula|| fy|| y usa el teorema de Banach-Steinhaus.

Sea K p < q < ». Prueba qué,, es de primera categoria én
Sugerencia. Considera la inmersion/desn/q.

Seatc KN una sucesion tal que para tode ¢; se verifica que la sucesidix(n)u(n)}
estd acotada. Prueba questa acotada.

Seaxc KN una sucesion tal que para togl@ £, 1 < p < =, la serie Z x(n)y(n) es
n>1
convergente. Prueba gue /.

Prueba que ¥ eY son espacios normadok, X — Y es un operador lineal con gréafica
cerrada yT (X) tiene dimension finita, entoncdses continuo.

SearX un espacio de Banaclf, un espacio normado § un subconjunto d&(X,Y).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) F esta acotado.

b) Para cadac X y cadage Y* el conjunto{g(T(x)) : T € F} esta acotado.

SearX un espacio de Banach,C X tal queX = Lin(A), y {f,} una sucesion de ele-
mentos deX*. Prueba que equivalen las afirmaciones:

a) { fn} converge puntualmente a ceroXn

b) El conjunto{ f, : ne N} esta acotado yf,} converge puntualmente a cero&n

Sea& un espacio de Banach realy. X — CJ0, 1] un operador lineal. Se considera, para
cadane NU {0}, el funcional linealp, enX definido por:

1

dn(x) = [CITHO A (xeX)

0
Prueba qud es continuo si, y sélo s§, € X* para todne NU {0}.

Sed un espacio métrico } un espacio normado. Prueba que una aplica€iége — X
es lipchiciana si, y sélo si, lo e$ o T, para todoc* € X*.
Sed un subespacio cerrado del espacio de Banach (C[O|[1]) tal queF c C*[0,1].

a) Prueba que la aplicaciob : F — C[0,1] dada porD(f) = f’ para todaf € F, es
continua.

b) Prueba qué& es finito dimensional.

c) Considera la aplicaciéB : (C[0,1],].]|,) — (C[0,1],].]|,) dada porD(f)= f".
¢ Tiene dicha aplicacion gréfica cerrada? ¢ Es continua?
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231.

232.

233.

Sugerencia para b). Usartelbrema de Arzela-Ascoli Sea E un espacio métrico com-
pacto, entonces un subconjuntoFC(E) es compacto si, y solo si, es cerrado, acotado
y equicontinuo.

Se dice que un conjuntd de aplicaciones continuas de un espacio métiial) en

otro espacio métricgY, p) es equicontinuo si parar todo> 0 y para cadxc X existe

0 > 0 (que depende dey deX) tal que siempre quge X cond(x,y) < 0 se verifica que
p(f(x), f(y)) < € para todaf € F.

Sea un espacio de BanachM, N subespacios cerrados Heales queM NN = {0}.
a) Prueba qu& & N es cerrado si, y sélo si, existe> 0 tal que

Xl <Clx+yll  (xeM,yeN)
b) Prueba et @ N es cerrado si, y solo &= inf{||x—V|| : xe Su,ye v} > 0.

SearX eY espacios de Banach. SEa X — Y una aplicacion lineal y supongamos que
hay una aplicacion line&@: Y* — X* tal que

Y(TX) = (SYy)(x) (xeX,y eY’)
Prueba qud es continua \6=T*.

SeanX e Y espacios de Banach € L(X,Y) tal queT(X) es cerrado. Prueba que
T*(Y*) = (kerT)* .



Capitulo 10

Topologias débiles

Recuerda que 3{ es un espacio normadaoxg X se verifica que
X[ = max{|x*(x)[ : [[X"]| < 1} = max{|[JC)] ()| = [[X"[| < 1}

igualdad que nos dice que el funciodgk) € X** alcanza su norma dBy-. Si ahorax* € X*,
sabemos que existiec X** tal que||f|| =1, y f(x*) = ||x*||. Si el espaciX es reflexivo, dicho
funcional sera de la formba = J(x) para algirxe X con||x|| = 1 y deducimos que

x| = max{|x* ()| : x| <1} (X" €X,X reflexivg

Es decirx® alcanza su norma eBy. Estas igualdades, que prueban que ciertos supremos se
alcanzan, son consecuencia del Teorema de Hahn-Banackpueden demostrarse usando la
propiedad de compacidad, ya que ni la bola unidad de un espacnado de dimensioén infinita

ni la bola unidad de su dual son compactas. De hecho, la estasebconjuntos compactos en

un espacio normado de dimension infinita quedd de manifiesto consecuencia del Teorema

de Riesz, pues cualquier compacto en un tal espacio ha ddn@r@r vacio.

La utilidad de la propiedad de compacidad en muchas situesjy la idea (que a posterio-
ri sera cierta) de que los resultados anteriores puedawmssecuencia de que la bola unidad de
un espacio normado dual o la bola unidad de un espacio nomra#elxivo sean compactas para
otras topologias, nos llevan a considerar que la topolagia dorma tiene “demasiados abier-
tos”, por lo que parece natural considerar topologias masgi&s en las que los funcionales
del dual sigan siendo continuos y para las que abunden lgsmsjuintos compactos.

Esa sera la idea fundamental del presente capitulo: irdh@shnos dos topologias, una en
cualquier espacio normado (llamada topologia débil) y ta eh espacios duales (topologia
débil-*). El estudio de las propiedades de estas nuevadogips nos permitira demostrar
importantes resultados del Andlisis Funcional.

El Unico ingrediente topoldgico que necesitamos es el @aade topologia inicial para
una familia de aplicaciones.

10.1. Topologia inicial para una familia de aplicaciones

SeaX un conjunto no vaciayY,T), un espacio topoldgico § una familia de aplicaciones
de X enY, la topologia inicial en X para la familiaF es la topologia mas pequefia, es decir,

176
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con menos abiertos, para la cual todas las funcione$ den continuas. Notaremos dicha
topologia porJs. Para todo abiertac Ty para todaf € F, el conjuntof ~1(w) ha de estar en
T4 y también deben estar 8 los conjuntos de la forma

q
() f *(w), donde fieF y weT para 1<i<q (10.1)
=1

Se comprueba sin dificultad que las uniones de conjuntostddagma son ya una topologia
en X que es, precisamente, la topolo@ia Por tanto, dichos conjuntos, intersecciones finitas
de imagenes inversas de abiertosydgor funciones déf, forman una base de abiertos de la
topologiaTy.

Una base de entornos de un purtoX para dicha topologia se obtiene cuandodpson
entornos ddfj(x) enY. Recordemos algunas propiedades elementales de estagiapol

10.1 Proposicion. 1. Sea{xn} una sucesion de elementos de X. Se verifica{gyp— X
en(X,Ty) si, y solo si{ f(xn)} — f(x) para toda fe F.

2. Sea Z un espacio topologico y séaZ — X . Entoncesp es continua si, y sélo si,
fod:Z—Y escontinua para todad .

Demostracion Probaremos la parte no evidente de las afirmacioneg g2l Para 1}, su-

puesto que(f(xn)} — f(x) para todaf € F, seaU un entorno de. Dicho entorno conten-

dr& un entorno béasico como eh0(1) con f;(x) € wy para 1< i < g. Como{fi(xn)} — fi(x)

existiram € N tal que paran > m; se tiene quefi(x,) € w, es decin, € fi‘l((oi). Poniendo
q

no = max{my,my, ..., My}, paran > ng se verifica quen ) f~1(w) C U, lo que prueba que

(%} — xen (X, Ts). i

Para 2, supuesto quéo ¢ : Z — Y es continua para todbe F, se tiene que el conjunto

q q q
ot (ﬂ fil(wi)> =)o (f M) = (fiod) H(w)
i=1 i=1 i

i=1

es abierto eiz, lo que prueba qué es continua. O

10.2. Topologia débil en un espacio normado

SeaX un espacio normadoX* su dual. Laopologia débilenX es la topologia inicial para
la familia de funciones<*, es decir, es la menor topologia ¥rpara la cual todas las formas
lineales deX* son continuas. Notaremos dicha topologia @oX, X*), w(X), o, simplemente,
por w, y los conceptos referentes a ella suelen indicarse cotréanelos conceptos relativos
a la topologia de la norma los indicaremos con el simpd|o

Unabase de entornode xo € X en la topologias (X, X*) esté formada por los conjuntos de
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la forma
V (%0, 1, fa,.. ., fn,€) = {XEX 1 [fi(X) — fi(x0)| <€, 1<i <n} = (10.2)
n

:(n]{xex fi(x—x0)| <€} =xo+ [ {xeX:[fi(x)] <&} =
i=1 i=1

- X0+V(07 f17 f27" o fnvg)

dondee > 0,neN, fy,..., f,eX*.

Teniendo en cuenta que un funcional linefad; X!, es continuo si, y solo si, su parte real,
Ref, es continuo, deducimos que usabbase de abiertogara la topologiao(X,X*) esta
formada por los semiespacios abierfas X : Ref(x) < a} dondef e X*y a eR.

NotaremoA” el cierre en la topologia débil de un conjuia X.

10.2 Proposicion. 1. Latopologia débil es de Hausdorff y las aplicaciones sympaduc-
to por escalares son w-continuas, es deck, o(X,X*)) es unespacio vectorial topo-
I6gico. En consecuencia, las traslaciones;sxa+ X, y las homotecias, % AX, (A = 0)
son homeomorfismos @, w).

2. Elcierre débil de un subespacio o de un convexo es tamhiéohespacio o un convexo.

Demostracion 1) Dadosx # y en X, existef € X* tal quef(x) # f(y). SearlJ y V entornos
abiertos disjuntos dé(x) y f(y). Entoncesf ~(U) y f~(V) sonw-entornos disjuntos dee
y respectivamente.

Para probar que la aplicacion su@aX x X — X, §(x,y) =Xx+Y, esw-continua (enX x X
se considera la topologia producto de la débiXdees suficiente, pot0.12), probar que la
aplicacionh= f oS: X x X — K, h(x,y) = f(x) + f(y) es continua para todae X*. Para ello,
dados(x,y) € X x X y un abiertoV C K con f(x) + f(y) €W, searlJ y V entornos abiertos de
f(x) y f(y) respectivamente tales que+V C W. Entoncegx,y) € f1(U) x f~1(V) que es
unw-abierto enX x X, y para todds,t) € f~1(U) x f~1(V) se tiene quér(s;t) = f(s)+ f(t) e
U +V CW, lo que prueba la continuidad de Analogamente se prueba que la aplicacién
(A,X) = Ax, deK x X enX, esw-continua.

2) Por lo visto en el punto anterior, la aplicacibn K x X x X — X, F(A,X,y) = AX+Yyes
w-continua. Por tanto, #1 es un subespacio, tenemos que

FKxM“xM")CFKxMxM) =M"

lo que prueba quBl" es un subespacio. Analogamente se prueba queigre de un convexo
es convexo. 0O

Observa que la igualdad@.2 dice que loswv-entornos basicos de un punto se obtienen
trasladando a ese punto lsentornos basicos del origen.

El siguiente resultado de algebra elemental sera muy Ukl gne sigue.

10.3 Proposicion. Supongamos que f y,ff,, ..., f, son funcionales lineales sobre un espacio
vectorial X. Entonces son equivalentes:
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1. feLin({fy, fo,..., fn}).

2. Existe C= Otal que|f(x)| < Cmax{|fi(x)| : 1 < i< n} paratodo »x X.
3. f esta acotado, o mayorado, o minorador&h, ker f;.

4. N, kerf; C kerf.

n

Demostracion 1) = 2). Si f = Z Ak fk, entonces para todos X

< (iw) max{|fi(x)|: 1 <i<n} =Cmax{|fi(x)|:1<i<n}
k=1

= i )\kfk(X)
k=1

donde hemos pues®= S} _;|Ay|.
2) = 3). De hecho 2implica quef(x) = 0 para todoxe N ; kerf;.

3) = 4). ComoN =N ; kerf; es un subespacio, se tiene &) es un subespacio d,
luego o es el propi& o es{0}, por tanto, un funcional lineal que esté acotado, o mayom@do
minorado erN tiene que anularse .

4) = 5). Pongamo® = N ; ker f;. La aplicacion lineall : X — K" dada por

T(X) = (f2(x), f2(X), ..., fa(x)) (xeX)

verifica que kel = N. Pongamosvl = T(X) C K", y seaT : X/N — M el isomorfismo co-
ciente. Definamos : X /N — K por f(x+N) = f(x). ComoN c kerf, la forma linealf esta
bien definida. Entonceas= foT1: M — K es una forma lineal definida en un subespéadio

deK". Sead una extension lineal de a K", que sera de la formé(u) Z AkUk para todo

u= (ug,Uy,...,u,) €K". Para todoxe X se tiene qud xe M por lo queq)(Tx) =h(Tx)y
zxkfk h(Tx) = F(T1)(Tx) = fF(x+N) = f(x)

Luego f (x Z Ak fi(X O

Observa que, si representamos Py la topologia de la norma ex, puesto que lag € X*
son continuas para dicha topologia, se tiene@¢ X*) C 7). De hecho, sif : X — K es
una forma lineal, entoncesesw-continua si, y sélo sif € X*.

Una consecuencia importante de la proposicion anteriouesi{ f1, f2,..., fy} son for-
mas lineales sobre un espacio vectoXal Ny_, ker fy = {0}, entonces para toda forma lineal
f € X* se cumple que'  kerf; C kerf y, por tanto, f € Lin({fy, f2,..., fa}), es decir,X*
es de dimension finita y, en consecuend{a@ambién es de dimension finita. Por tanto, si la
dimension deX es infinita se verifica quey_, ker fi es un subespacio vectorial no nulo. Si
ahoraX es un espacio normado de dimension infinita, taelentorno del origen es de la forma
Ny {xeX :|fi(x)| < €} y por tanto contiene un subespacio vectorial no mujlo, ker f;. Por
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tanto,los entornos débiles del origen en un espacio hormado de dim&dn infinita no es-
tan acotados en normaen consecuencia, cuando la dimensiéiXdss infinita, la bola unidad
no es un entorno débil de cero y, por tanto, la topologia @didl estrictamente contenida en la
topologia de la norma. A su vez, los entornos débiles de aataocomo se pone de manifies-
to en la igualdad0.2), son trasladados de entornos débiles del origen, por lpayaedo la
dimension deX es infinita, todo entorno débil de un punto contiene una gaddineal afin que
no se reduce a un punto, es decir, contiene, al menos unafattpor lo que dichos entornos
débiles no estan acotados en norma.

10.4 Proposicion. La topologia débil coincide con la topologia de la norma sgdyo si, la
dimensién es finita.

Demostracién Ya hemos visto que en dimensién infinita la topologia de lanaocontiene
estrictamente a la débil. Supongamos dues un espacio normado de dimension finita y sea
{f1, f2,..., fa} una base del espacio dual. Podemos definX @ma norma por

X[ = max{[fi(x)| :1<i<n}  (xeX)

Como todas las normas ehson equivalentes, bastara probar que la topologia de laanguen
acabamos de definir coincide con la topologia débil, pemesdl consecuencia inmediata de
que

B(Xo,r) = {XxeX [[x—xo|| <r}={xeX:|[fix—X)|<r, 1<i<n}=

= [ {xeX:[fi(x) = fi(xo)| <r} =V (0, f1, f2,..., fn,r)
k=1

En el siguiente resultado se establecen algunas prop®edada convergencia de sucesio-
nes en la topologia débil.

10.5 Proposicién. Sea{x,} una sucesion de puntos de un espacio normado X ¥XxSe
verifica que:

1. {X} — x si, y s6lo si{ f(x,)} — f(x) para todo fe X*.

2. D) b = {3} Y x.

3. Si{X} — x, entoncegx,} esta acotada yix|| < liminf {||x,||}.
4. Si{xat % xy{fa} 1L £ en X', entonces fu(xa)} — ().

Demostracién 1) Es consecuencia directa del punto 1) de la propositibh

2) Es consecuencia del punto anterior y de que todX* es continua para la topologia de
la norma.

3) Si {xa} — x, entoncegx,} esta acotada como consecuencia directa del cor@akib
Ademas, comd[ f(x,)} — f(X) para todof € X*, tomandof € X* tal que||f|| =1 = f(X)
tenemos quéf (x,)| < x| y

X[ = £ = [F(x)| = lim | (n) | = liminf [ f (xq)| < liminf {[|xa]| }
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4)
[ (%) — FO)1 < [ (x0) = FO0)[+ [F00) = FOO < [l o= Fll [l + [ (%) — (X))
Como{f(xn)}— (), {||fn— f||}—0, y{||X| } esté acotada, deducimos qug(xn)} — f(X).

Como consecuencia del teorema de Riesz-Fréchet, en uricedpddilbertH, una suce-
sion {x,} — x, si'y s6l0 si,(%, | y) — (x| y) para todoy e H. Por ejemplo, s{u, : neN} es
un sistema ortonormal, como consecuencia de la desigudlBessel§.23), se verifica que
{(un | X)} — 0 para todoxe K, por lo que{u,} — 0.

10.6 Corolario. En un espacio normado de dimension infinita la topologiald@ébies metri-
zable.

Demostracién SeaX un espacio normado de dimension infinita y supongamos quierhub
una distancia @,-) en X cuya topologia es la topologia débil de Consideremos las bolas
B, = {xex 1d(x,0) < ;1]} Cada una de ellas es un entorno débil del origen y, por taoto,
estan acotadas en norma, por lo que exigte B, tal que||x,|| > n. Por tanto, tenemos que
{%} — 0 pero{x,} no esta acotada, lo que contradice lo antes demostrado. O

Como consecuencia de este resultado, la caracterizaclaradberencia y otros resultados
propios de la teoria de espacios métricos en los que intexvigsucesiones pueden no ser ciertos
para la topologia débil.

10.7 Ejemplo. En el espacio de Hilbefy consideremos el conjun®d= {ey+me, : mne N}.
Para todoe ¢, tenemos que

(em+men | X) =x(m) +mx(n)  Vn,meN

Por tanto, para cadac N fijo, tenemos qu%_!in{(em+men | X)} =x(m) = (eq | X), por tanto
{em+men}, ey — em. Luego g,€A". Como{en} — 0, deducimos que A"

Veamos que no hay ninguna sucesion de elementos gige converja débilmente a 0.
Cualquier sucesion de puntos Aees de la forma, = ey +0(n) €y dondeo, ¢ : N — N.
Para que esta sucesion converja débilmente a 0 debe estadacg como||x,||2 > a(n),

. L . . 1
deducimos que la aplicaci@ndebe estar acotada. Pero si conaderamsz X e < f2, como
K=1

1 a(n)

X | X) = —+ —=

bl = 50 * on)
deducimos que s¥ esté acotada, no puede cumplirse §@e, | X)} — 0, luego{x,} no con-
verge débilmente a 0. ¢

El siguiente resultado muestra lo diferente que es la tg@@ldébil de la topologia de la
norma en dimension infinita.

10.8 Proposicion. Sea X un espacio normado de dimension infinita. Entoncegifeargue:
S =Bx

En consecuencia, la aplicacion-x ||x|| es w-inferiormente semicontinua pero no es w- conti-
nua.
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Demostracion Probemos primero quBy esw-cerrado. Para ello basta observar queyst
Bx, el teoremar.17 nos dice que hay ufi € X* tal que supRé&(Byx) < Ref(xp). Pongamos
o = supRef (Bx). El conjuntoU = {xe X: Ref%) > a} es unw-entorno de y U NBx = @.
Por tantoBx esw-cerrado y, en consecuenci, C By.

Para probar la inclusién contraria, consideremos un pxnton %] < 1y seaV unw-
entorno dexg. ComoX es de dimension infinita, dicho entorno debe contener una decla
formaxg+tudondetcRYy ||u|| = 1. Como la aplicacionp(t) = ||Xo+tul| es continuap(0) < 1
y tE,me(t) = 400, debe existir algumy € R tal queW(ty) = 1, es decirxy + tou € Sk, lo que

implica queV NS # @, luegoxo € S« . Hemos probado asi la inclusi@y c Sx .

Puesto queBx esw-cerrado, deducimos que todas las bolas cerradas son tawcdnié
juntos w-cerrados, por tanto la aplicacién— ||x|| esw-inferiormente semicontinua ya que
{xeX: ||x|| < c} esw-cerrado. Pero dicha funcién no escontinua porquexe X : ||x|| < 1}
no esw-abierto. |

El siguiente resultado es consecuencia de los teoremagpdasi®n para conjuntos con-
VEXO0S.

10.9. Teorema de MazurSea X un espacio normado y C un subconjunto convexo de X. En-
tonces C e{ ||-cerrado si, y solo si, es w-cerrado. En consecuencia, parguntos convexos,
el cierre en norma y el cierre débil coinciden.

Demaostracién Es claro qué_l” | c C". Sabemos, por7(9), que

cll= M {xex:Ref(x) < supRef(C)}
fexs

lo que prueba qué” lesun conjuntav-cerrado y, por tantd" C cll, O

10.10 Ejemplos. Si H es un espacio de Hilbert, como consecuencia del teoremaedz-Ri
Fréchet, losv-entornos basicos del origen son de la forma

m
V(0,X1, X, - Xm, €) = [ J{X€H :|(x|x)| <&} (>0, x€H,1<i<m)
i—1

Paral< p<oyl<qgs< o, tales que%+%:1,ysip:1,q:oo, sabemos qué; = {qy
Lp(Q)* = L¢(Q). En la topologia débit(¢, 4q) de ¢, los w-entornos basicos del origen son
de la forma

m
V(O7yl7y27' .. 7Ym7€) - ﬂ {XEgp .
i=1

Zyi(k)x(k)‘<s} (>0, yielg,1<i<m)
K=1

En la topologia débit(Lp(Q),Lq(Q)) deLp(Q), los w-entornos basicos del origen son de la
forma

V(0,01,02,--,Gm.€) = ) {fGLp(Q):

i=1

| f00@0dx
Q

<s} (£>0,0€Lq(Q),1<i<m)
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10.11 Proposicion.Sea X un espacio normado yEX* tal que X = Lin(F). Sea{x,} una
sucesion de puntos de X que esté acotada en normaX tal quelim{g(x,)} = g(x) para
todo ge F. Entonces{x,} — X.

Demostracion La hipétesis de que lifg(x») } = 9(x) para todgye F, implica claramente que
que lim{g(xn)} = g(x) para todog € Lin(F). SeaM > 0 tal que||x,|| < M para todone€ N.
Fijado f € X*, y cualquiera sege< Lin(F) escribamos

(%) = FO)] < [f(%n) = 90%) [ +19(x0) = 9(X)| +[9(x) = F(X)| <
I =gl [l + 9(xn) — 90| + [lg = FII[IX]| <

<
<[ =dllM+[IX]]) +[9(x) — g(¥)|

Dadog > 0, comoX* = Lin(F), podemos tomage Lin(F) tal que| f —g|[(M + ||x||) < &/2
con lo cual tenemos qué (x,) — f(x)| < § +|9(xa) —9(x)| y, comoge Lin(F) se verifica que
|9(%h) —g(x)| — 0. Concluimos asi quéf (x,) — f(x)| — 0 y, como eso es valido para toda
f € X*, hemos probado quig,} — X. O

Teniendo en cuenta qugg es denso ey y en’p, (1< p < ), y quecy = Lin {e.: ke N}
donde los gson los vectores unidad, podemos particularizar el rekutaterior como sigue.

» X=0Cg, E={&c:keN}, cg=11.
= X={p, E={e&:keN}, (;=(q dondep>1y ;+5=1.

Ademas, las formas lineales que en cada caso definen losegamidad gson las evaluacio-
nes, @(x) = x(k), parax en cualquiera de los espacios que estamos considerandmentus,
como consecuencia de la proposicion anterior, lo siguiente

10.12 Proposicion. 1. Sea{x,} una sucesion acotada ep ¥ supongamos que existe 8
tal que lim xa(k) = x(k) para todo ke N, entonces se verifica quen} olcody)
—>00

2. Sea{xn} una sucesion acotada efy (p > 1) y supongamos que existe=X, tal que

1im xa(k) = x(k) para todo ke N, entonces se verifica quen} otlela)
—00

Observa que este resultado da condiciones suficientes mbétason necesarias. Es de-
cir, la convergencia debil de una sucesion en los espagigs/p, 1 < p < o, equivale a la
convergencia puntual y acotaciéon en norma.

De forma analoga, podemos particularizar la proposidiorila los espaciosp(Q) con
1 < p < » dondeQ es un abierto e®RN. En tal caso, sabemos que las funciones escalonadas
con soporte contenido €@, o las funciones continuas de soporte compact@ eson densas
enLp(Q) con 1< p< oy el dual delp(Q) se identifica corhg(Q). Ademas las funciones es-
calonadas no son otra cosa que el espacio vectorial engenglvalas funciones caracteristicas
de intervalos acotados. Obtenemos asi el siguiente rdsulta

10.13 Proposicién.Seal < p < o y Q un abierto enRN. Entonces una sucesidf,} de
funciones de (Q) converge débilmente a una funcior E,(Q) si, y solo si, esta acotada y
cumple alguna de las dos condiciones equivalentes:
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a) Para todo intervalo acotadod Q, se verifica qug]’lm fa(x)dx = f f(x)dx.
oo
|

|
b) Para toda g= Coo(Q) se verifica qug]mf fa(X)g(x)dx = f f(x)g(x) dx.
Q Q

Otra consecuencia que se deduce directamente de la pidpdeiclles la siguiente rela-
tiva a la convergencia débil de sucesiones en un espaciolloerti

10.14 Proposicion.Sea un espacio de Hilbert y sefy; : i €1} una base ortonormal, enton-
ces{X,} — X si, y s6lo si{x,} esta acotada ¥ (x, | uj)} — (x| u;) para todo ic|.

10.3. Topologia débil-* de un espacio normado dual

SeaX un espacio normado X* su dual. Como todo espacio normado, el espcitiene
su topologia débilg(X*,X**), que es la topologia inicial eX* para las formas lineales de
su dualX**. Vamos a considerar ahora ¥ una topologia mas pequefia que es la topologia
inicial enX* para las formas lineales del subespakioX) C X**, es decir, es la mas pequefia
topologia enX* para la cual las aplicaciones de evaluacikin xX*(X) (X* € X*), es decir las
formas lineales que los elementosXidefinen enX*, son continuas; dicha topologia se llama
topologia débil-* de X* y se representa par(X*,X) o w*, y los conceptos referentes a ella
suelen indicarse con la letve.

Unabase de entornode x; € X* en la topologiao(X*, X) esta formada por los conjuntos
de la forma

V (X0, X1, X2, - -, Xn, €) = {X"€X™ 1 X (%) —x5(%)| <&,1<i<n}= (10.3)

HXE=x0) (%) <&} =

I
D)
—~—
><*

m
g

:X6+ﬂ{x*ex* L X (%) < €}

dondee > 0,neN, Xg,...,X € X.

Una subbase de abiertogara la topologias(X*,X) esta formada por los semiespacios
abiertos{x* € X* : Rex"(x) < a} dondexe X y a € R.

Como consecuencia de la proposicilih 1tenemos el siguiente resultado.

10.15 Proposicion.Sea(Z,T) un espacio topologico. Una aplicacidp: (Z,T) — (X*,w*) es
continua si, y solo si, para todoeX la aplicacion Jx) oW : (Z,7) — K dada por

B owl(2) = W@]  Vzez

es continua.

10.16 Proposicién. 1. Latopologia débil-* es de Hausdorff y las aplicacionesauy pro-
ducto por escalares son*vcontinuas, es decitX*,o(X*, X)) es unespacio vectorial
topolégica En consecuencia, las traslacione$ a* + x*, y las homotecias,»— Ax*,
(A # 0) son homeomorfismos @&*, w").
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2. El cierre débil-* de un subespacio o de un convexo es taminésubespacio o un con-
Vexo.

Demostracion 1) Para probar que la aplicacion sui™ x X* — X*, S(x*,y*) =x*+y*, es
w*-continua (enX* x X* se considera la topologia producto de la débil-*dg, es suficiente,
por la proposicion anterior, probar que la aplicacioa J(x) o S: X* x X* — K, h(x*,y*) =

X" (X) +y*(X) es continua para todos X. Para ello, dadosc*, y*) € X* x X* y un abiertoV ¢ K
conx*(x) +y*(x) €W, searlJ y V entornos abiertos d&(x) y y*(x) respectivamente tales que
U +V c W. Entonces(x*,y*) € J(x)"1(U) x J(x)~1(V) que es urw*-abierto enX* x X*, y
para toda(u*,v¥) € J(x)1(U) x J(x) (V) se tiene quéa(u*,v*) = u*(X) +Vv*(X) €U +V C W,

lo que prueba la continuidad tle Analogamente se prueba que la aplicadi®yx”) — Ax*, de

K x X* enX*, esw*-continua.

2) Se hace como el punto 2) de la proposiclén2 O

Observa que

m
X5+ [ kerd(x) € V06, %1%, .- . Xn,€)
k=1
Si X es de dimension infinita, entonc&s$ también es de dimensién infinita y, por la propo-
sicién 10.3 debe verificarse quéy. ; kerJ(x) # {0}, por lo que todav*-abierto contiene un
subespacio afin no reducido a un punto y, por tanto, no estadwen norma. En consecuencia,
en dimensioén infinita las bolas abiertas no son abiertoslpdopologia débil-*.

Asi, en todo espacio normado dual tenemos tres topologiak la norma7 |, la debil
o(X*,X**) y la débil-* o(X*, X), cada una de ellas contenida en la anterior.

10.17 Proposicién.Sea X un espacio normado. Los Unicos funcionales lineales*f— K
w*-continuos son los de la forma(&) con xe X, es decir, los funcionales de evaluacion
sobre X'. En consecuencia, las topologia$X*, X) y o(X*,X**) coinciden si, y sélo si, X es
reflexivo.

En consecuencia, la topologia de la norma, la topologia ldélai topologia débil* coinci-
den si, y sélo si, el espacio es de dimension finita.

Demostracion Es evidente que ¥ es reflexivo entonces(X*, X) = o(X*,X**). Observa que
laigualdado(X*, X) = a(X*, X**) implica que todo funcional € X** seaw*-continuo y lo que
vamos a probar es que los Unicos funcionalégontinuos son los funcionales de evaluacion.
Sea, puesf : X* — K un funcional lineaw*-continuo. El conjuntgxe X : |f(x)| < 1} debe
ser unw*-entorno del origen por lo que existirdn X, ... x, enX 'y € > 0, tales que

n
V(0,X1,%2, .., X, €) = (] {X"€X" 1 X" ()| < €} C {xeX:|f(x)| <1}
k=1
Lo que implica quef esta acotado ef! ; kerJ(x), y por tantog; kerd(x) C kerf, lo que
implica quef = S¢_; A (X) € I(X). 0

10.18 Proposicion.Sea{x’} una sucesion de puntos en el dudl de un espacio normado X
y X" € X*. Se verifica que:
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1. {x} Y5 x* si, y s6l0 si{x:(xX)} — x*(x) para todo x X.

2. Si el espacio X es de Banach;} WX, entonces{x;;} esta acotada en norma y
[ < Timvinf i}

Demostracién 1) Es consecuencia directa del punto 1) de la propositibh

2) Si X es un espacio de Banach{y;:} M X, entonces{x;;} est4 acotada como con-
secuencia directa de teorema de Banach-Steinhaus. Adeoms{x;(x)} — X*(x) para to-
doxe X, y [xy(X)| < xll[X]l, deducimos quex* (x)| < liminf[x;x|| y, por tanto,||x‘|| <
liminf {||x}]/}. O

Sabemos, por el teorenfal7, que en un espacio normado siempre es posible separar fuer-
temente un convexo cerrado y un punto fuera del mismo, enpatiesnormado dual interesa
separar conjuntos-cerrados por funcionaleg*-continuos.

10.19 Teorema(de separacion de convexos para la topologia débiB8a X un espacio nor-
mado, AC X* un conjunto no vacio, wcerrado y convexo, ype X*\ A. Entonces existexX
tal que

sup{Rea*(x) : a* € A} < Rexj(X) (10.4)

Demostracion ComoA esw*-cerrado yx; ¢ A, existira unw*-entorno del origen
U =V(0,X3,%X2,...,.%n, &) = {X" eX™:IX'(X)| <¢&1<i<n}

tal que(xy+U) NA=@. PongamosV =V (0,x1, X, ..., %, €/2). Observa qu&vV +W C U.

Comprobemos quéxj+W) N (A+W) = @. En efecto, una igualdad del tipg + v* =
a*+w' convi,weW y a €A, implica quexj+ V' —w" = a" €A peroxj+ v —w"e
Xy +W +W C x3+U y obtenemos una contradiccion con dug+U ) NA = . Por tanto, se
cumple quexy+W) N (A+W) = @. Esto nos dice que, ¢A+WW.

El conjuntoC = A+WW es convexo w*-cerrado y, por tanto, cerrado en norma. Podemos
aplicar el teorem&.17 en el espacioX* al convexoC y al puntoxj ¢ C, para obtener que
existe un funcionak* € X** tal que sup RE*(C) < Rex™(x;) y, comoA C C, tenemos que
sup Rex™ (A) < Rex*™ (xg).

Queda probar que™ € J(X). Ello es consecuencia de que Reesta mayorado ew vy,
por tanto, esta mayorado en el subespagjo, kerJ(x¢) lo que, como sabemos, implica que
Rex** y, por tanto,x** se anula en dicho subespacio, lo que implica xftiees combinacion
lineal de los funcionaled(x) : 1 < k< n, por lo quex* € J(X), es decir, existac X tal que
x** = J(x), con lo que la igualdad sup R& (A) < Rex™(xg) significa exactamente lo mismo
gue la igualdad0.4). O

Observa que g1 €R es cualquier nimero tal que s{iRea*(x) : a* € A} < a < Rexy(x), el
hiperplano w*-cerrado H = {x* € X*: Rex*(x) =a} separa estrictament& de x;, pues
AC {x" eX*:Rex*(x) <a}yxje{x eX*:Rex*(x) >a}.
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El teorema de Mazur no es valido para la topologia débil*,exirdsi X no es reflexivo,
existen conjuntos convexos cerrados en norma que no sof-débiados. Para ello conside-
remos un hiperplanw/*-cerrado, y por tanto cerrado en norma,nque, por tanto, sera de
la formaH = {x*eX*: f(x*) =0} con f € X**. Six§ & H, el teorema anterior nos dice que
existexe X tal que sufReJ(x)](H) < R€J(x)](x5), lo que implica que kel(x) = H, es decir
H = {x": [J(X)](x*) = 0}. Luego, siX no es reflexivo, un hiperplano et que sea el nucleo
de un funcionalf € X**\ J(X) es convexo y cerrado en norma pero nevéserrado.

10.20 Proposicion.Sea X un espacio normado de dimension infinita. Entoncesifieavgue:

S5 =By

En consecuencia, la aplicaciort x» ||x*|| es w-inferiormente semicontinua pero no es-w
continua.

Demostracion Probaremos primero qugx- esw*-cerrado. Si|x*|| < 1 entonces para todo
x € By tenemos que Re(x) < [x*(X)| < ||x*|||Ix]] < 1. Reciprocamente, si REX) < 1 para
todoxe By entonceg|Rex*|| = ||x*|| < 1. Hemos probado asi que

Bx- = [ {X'eX*:Rex‘(x) <1}

[Ixl<2

lo que prueba quByx- esw*-cerrado.
El resto de la demostracion es como la de la proposit®a

Puesto quéBy- esw*-cerrado, deducimos que todas las bolas cerradas son tagtré
juntosw*-cerrados, por tanto la aplicaci@h+— ||x*|| esw*-inferiormente semicontinua ya que
{x"eX:||x*|| < c} esw*-cerrado. Pero dicha funcion no @s-continua porque el conjunto
{x*eX*:|x*|| < 1} no esw*-abierto. O

El siguiente es el resultado “dual” de la proposicidhll

10.21 Proposicion.Sea X un espacio normado y&EX tal que X= Lin(F). Sea{x}} una
sucesién de puntos de Xue esté acotada en norma yX* tal quelim {x;(z)} = x*(z) para

todo z= F. Entonces{x;} - x.

Demostracion La hipotesis de que lifx;(z)} = x*(z) para todoze F, implica claramente
que que li{x;(2)} = x*(z) para todaze Lin(F). SeaM > 0 tal que||x;|| < M para todmneN.
Fijadoxe X, y cualquiera seac Lin(F) escribamos

P00 =X ()| < X (X) = X0 (D] + X0 (2) =X (2) [+ X (2) =X ()] <
< alllx =2l + q(2) =X @[+ X [l][z— x| <
< x=ZI(M + X)) + X0 (2) =X (2)]
Dadog > 0, comoX = Lin(F), podemos tomaz< Lin(F) tal que||x—z||(M + ||x|)) < &/2

con lo cual tenemos qus;(x) — X" (x)| < 5 +[x(2) —x*(2)| v, comoze Lin(F) se verifica que
I (z2) — x*(z)| — 0. Concluimos asi qug;(x) — x*(x)| — 0y, como eso es valido para todo
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x€ X, hemos probado qu;} - x*. O

Teniendo en cuenta qugp es denso eny y enfy, y quecy = Lin({ex : ke N}) donde los
& son los vectores unidad, podemos particularizar el resubaterior como sigue.

n X=/{1,F ={ex:kKeN}, lo =13.
» X=0Cp, F ={e&:keN}, {1 =c.

y deducimos el siguiente.

10.22 Proposicion. 1. Sea{x,} una sucesion acotada éR y supongamos que existe &,

tal que lim x,(k) = x(k) para todo ke N, entonces se verifica quen} oleks)

2. Sea{x,} una sucesion acotada €h tal que existe x /1 tal quer!'l_r>n Xn(K) = x(k) para

todo ke N, entonces se verifica qyen } o)y

Observa que este resultado da condiciones suficientesmbetason necesarias. Es decir,
la convergencia débil* de una sucesion en los espdgi¢somo dual desg) y 4. (como dual
de ;) equivale a la convergencia puntual y acotacién en norma.

Naturalmente, la convergencia debil y la débil* son lo misendos espacios, y Lp(Q)
para 1< p < o puesto que dichos espacios son reflexivos.

Vamos a ver que la topologia débil* en el dual de un espacimado tiene una gran abun-
dancia de compactos. Para ello necesitaremos un teorenopaledia general que vamos a
presentar a continuacion. S€ain conjunto cualquiera no vacio, y sp4 : xe X} una familia
de conjuntos no vacios. El producto cartesiano de dichdiass representa pcﬂ Yx Yy €s

xeX
el conjunto de todas las aplicacionés X — UYX tales quef(x) € Yy para todox e X. Para
=
cadax € X se define la aplicaciomy : |_| Yx — Yy por T (f) = f(x) para todaf € |_| Yy. Ta-
xeX XeX

les aplicaciones reciben el nombre de “proyecciones”. Bg@mos ahora que cataes un

espacio topoldgicdYy, Tx). En tal caso se define tapologia productoen |'| Yx como la to-
XeX
pologia inicial para la familia de funciondsi, : xe X}, es decir, es la més pequefia topologia

en |_| Yx que hace continuas a las proyecciones. Una base de dicHagiapesta formada por
xeX
los conjuntos de la forma

ﬂnxl(ux):ﬂ{fean:f(x)eUX} Ux€Byx ¥y JC X, Jfinito
xeJ xeJ xeX

dondeBy es una base dg.

10.23 Teoremdde Tychonoff) El producto de una familia de espacios topolégicos comacto
con la topologia producto es un espacio topolégico compacto
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Nos interesa el caso particular en que para todX se tiene qu&y = K, en cuyo caso el
producto[yex Yx = KX son todas las funciones #eenkK, y una base de entornos abiertos de
un puntofy e KX la forman los conjuntos de la forma

U (fo,X1,X2, ..., %n, €) = fn]{fe]KX f(x) — fo(x)| < €} (10.5)
i=1

dondeg > 0, X1,Xo, ..., X, Son elementos d€ y neN.

Supongamos ahora qu€ es un espacio normado. Los elementosXdeson funciones
de X enK, por lo quex* c KX y (X* a(X*, X)) es un subespacio topologico #e& con la
topologia producto, pues una basevfeentornos abiertos de un puntpe X* esta formada
por los conjuntos

n

V06, X0. X, X0 €) = () (X €X7 1 X () —xp()]| < £} =
i=1

n

= {FeR :f(%)—x5(x)| <e}(X* =
i=1

=U (X9, X1, %2, - - ,Xn, €) N X*

Como para todo funcional € Bx- se tiene quef(x)| < ||x|| para todox € X, si notamos

Dy = {A€K: |\ < x|}, los funcionalesf € Bx- son elementos del producﬂ Dy, esto es
XeX
By« C |‘| Dy. Por supuest(ﬂ D, C K*. Como losDy son compactos, el teorema de Tycho-
xeX xeX
noff nos dice que|'| Dy, es un compacto en el espacio topoldgico prodiicto Ya esta todo

xeX
preparado para el siguiente resultado, uno de los mas délésnalisis Funcional.

10.24 Teorema(de Banach — Alaoglu)La bola cerrada unidad del dual de un espacio nor-
mado es Wcompacta. Como consecuencia, todo subconjunto del duah @spacio normado
gue sea Wircerrado y acotado en norma eswompacto.

Demostracién Pongamo§3 = |_| Dy. En vista de lo que preceddx-,0(X*, X)) es un subes-
xeX
pacio topoldgico del espacip con la topologia producto que, por el teorema de Tychonsff, e

compacto; por tanto bastara probar ¢Bg-,o(X*, X)) es cerrado en dicho espacio. Para ello
fijemos fp € Bx- dondeBx- significa la adherencia d&- en‘B. Fijemosx,ye€ X, a,B<K. Para
€ > 0, consideremos el siguiente entornofgen‘d

L £
U= {965}3 :max{|g(x) — fo(X)[,19(y) — fo(y)|, [g(ax+ By) — fo(ax+By)[} < m}

Puesto qué&) NBx- # @, seaf €U N Bx-. Tenemos que

[ fo(ax+By) — (afo(x) +Bfo(y))| = [(fo— ) (ax+By) —a(fo— F)(x) —B(fo— F)(y)[ <e

Como esto es cierto para todo> 0, deducimos qudy es lineal. Si ahora fijamose By,
y consideramos el entorno dg dado porW = {ge‘B : |g(x) — fo(X)| < €}, y f € W N Bx-
tenemos quéf (x) — fo(X)| < €, luego|fo(x)| < 1+ €y, como esto es valido para todo> O,
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deducimos quéfy(x)| < 1, lo que nos dice que la forma linekl es continua Y fo|| < 1. Por
tanto fo € Bx- y, en consecuenci®y- es cerrado ef. O

IniciAbamos este capitulo recordando qu¥ sis un espacio normado, los funcionales de
evaluacion(x) conxe X alcanzan su norma -, lo cual es una consecuencia del teorema de
Hahn-Banach que proporciona un funcioxiat Sx- tal que[J(x)](x*) = x*(x) = ||x||. Podemos
entender ahora este resultado de otra forma: los funcea@tesonw*-continuos y, por tanto,
también sow*-continuas las aplicaciones — |[J(x)](x*)|, y la bolaBx- esw*-compacto, por
tanto dichas aplicaciones alcanzan un maxim®gn es decir, los funcionale}(x) alcanzan
Su norma.

10.25 Teorema(de Goldstine) Si X es un espacio normado, entoncéBy) esa(X**, X*)-
denso en B-. En consecuencia,(X) eso(X**, X*)-denso en X'.

Demostracién Hemos visto en la proposicidid.20que la bola unidad de un espacio normado
dual esw*-cerrada, por tantBy- eso(X**, X*)-cerrada, y comd(By) C Bx-- deducimos que

—w
J(Bx) C By

Para probar la inclusion contraria considerenys X**\J(BX)W. El teorema de separa-
cion de conjuntos convexos para la topologia débil-* nop@rmona un funcionak) € X* tal
que

—w
Rex; (X5) > sup{Rex** (x) : X" € I(By) } >
> SUp{RelJ(x)](xo) : x€ Bx } = sup{Rexp(x) : xe Bx } = [|Xg|

Por tanto Reg* (x5) > [|%5]| 1o que implica qué|xg*|| > 1y, por tantoxs* & By.

w* e , - —W
Hemos probado qué(Bx) = Bx-. La Ultima afirmacion es clara pud$X) es un
subespacio d¥** que contiene a la bola unidad ¥&*, luego es el total. O

Como la familia de funcionales que define la topologia débilie espacio normad¥
es la misma que define la topologia débil-* en el bidual, e dae si identificamoX con
J(X) € X* y consideramoX C X**, entonces la topologia débil-* del bidual restringidx a
es la topologia débil d¥. Dicho de otra forma, la inyeccion canénita(X,w) — (J(X),w*)
es un homeomorfismo, algo que es muy facil de comprobar pas)doV (0,X;,%5, ..., X, €)
los entornos basicos abiertos del origen en la topologid deéiX y porW(0,x7,X%5, ..., %), €)
los entornos basicos abiertos del origen en la topologig-tidb X**, se tiene que

IV(0., %, x4, 8)) = I({xeX 1 X (x)]| <&, 1<i<n}) =
={I0) 1 [FI(6)| <e1<i<n} =
={X": I X*"(X)| <egl<i<nnI(X)=
=W(0,X31,%5,...,%,€) NJI(X)
Por tanto, la inyeccién candnidaestablece una biyeccion entre la base de entornos abiettos d

origen en la topologia débil d¢ y la base de los entornos abiertos del origen en la topologia
deJ(X) relativa a la topologia débil-* d&**. Como una base de entornos abiertos de cualquier
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punto se obtiene trasladando una base de entornos abielmsgedn yJ es lineal, deducimos
queJ establece una biyeccion entre lesabiertos deX y los w*-abiertos relativos dé(X), es
decir, es un homeomorfismo (¥, w) sobre(J(X), w*).

10.26 Corolario. Sea X un espacio normado de dimension infinita. Enton¢&g) &s denso
en By« para la topologiac (X**, X*).

Demostracién Sabemos qu§W =Bx =Bx", por lo que, usando qukes un homeomorfis-
mo, tenemos que
3B w*

I&") =) =3(Bx")=3(Bx) =Bx-.

El siguiente resultado nos da la abundancia de compactaslganpologia débil en un
espacio normado reflexivo.

10.27 Teoremade Dieudonné) Un espacio normado es reflexivo si, y solo si, su bola unidad
es débilmente compacta. En consecuencia, cualquier cmnjterrado y acotado en norma
de un espacio reflexivo es w-compacto.

Demostracion Que un espacio normad sea reflexivo equivale a quEByx) = Bx--. Por
tanto, siX es reflexivo, por el teorema de Banach-Alaogl(Bx) esw*-compacto, lo que
equivale a queByx seaw-compacto. Reciprocamente, By esw-compacto, entonce3(By)

esw*-compacto, luego es*-cerrado enX**, y por tantoJ(Bx) = J(Bx) = Bx++, donde la
segunda igualdad es el teorema de Goldstine. O

Deciamos al principio del capitulo que, como consecueralitedrema de Hahn-Banach,
en un espacio de Banach reflexidodo funcionalx* € X* alcanza su norma. Podemos enten-
der ahora eso mismo desde otro punto de vista. Los func®daledual son continuos para la
topologia débil y, por tanto, las funciones» |x*(X)| sonw-continuas, como la bola unid&
esw-compacto, dichas funciones alcanzan un maximo, es desifiihcionales* alcanzan su
norma.

Una consecuencia llamativa del teorema de Banach-Alaagl siguiente.

10.28 Corolario. Dado un espacio normado X, existe un espacio topolégico actople
Hausdorff, K, tal que X es isométricamente isomorfo a unspdugo de CK).

Demostracion PongamoX = (Bx-,w"), y consideremos la aplicacion que a cadaX hace
corresponder la restriccion d¢x) aK. La aplicacion asi definida— J(x)x, de X enC(K),
es claramente lineal e isométrica. |

El corolario anterior mas que una representacion auténéote Util para un espacio nor-
mado abstracto, muestra cuan variados pueden ser los aglmssgeC(K).
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10.4. Metrizabilidad de las topologias débiles

Se dice que un espacio topoldgiconastrizablesi existe una distancia que induce la topo-
logia o, equivalentemente, es homeomorfo a un espaciocmétri

10.29 Proposicion.Sea X un espacio normado.

1. Si X es separable, entoncBx-,w*) es metrizable y, por tanto, lo mismo le pasa a
cualquier subconjunto acotado de X

2. Si X' es separable, entoncé8y,w) es metrizable y, por tanto, lo mismo le pasa a
cualquier subconjunto acotado de X.

Demostracion 1) Fijamos un conjunto densfx, : ne N} en Sy y definimos erBx- una dis-
tancia en la forma

A0y = 3 0=y ()l ¢y €Bx)

Es inmediato comprobar que, efectivamente, se trata deistaacia. Queremos probar que la
aplicacion identidadl : (Bx-,w") — (Bx-,d) es un homeomorfismo. Puesto qBg-, w") es un
espacio topoldgico compacto(Bx-,d) es un espacio topologico de Hausdorff, bastara probar
que la identidad es continua. Consideremos para ello uropgre Bx- y una bola abierta
centrada en dicho punty(xg,r) = {X* €Bx- : d(x*,x5) < r}. EljamosngeN de forma que

1 = 1

[ — <
k

2"o k:%HZ

M=

Es muy facil comprobar que @af*-entorno dec enBx- dado por

* r * oy * r H
U :V(xo,xl,xz,...,xno,é)me* = {x €Bx+ 1 X (%) —Xo(Xi)| < 5,1< i < no}
esta contenido eBy(xg,r), lo que prueba que la identidad (Bx:,w") — (Bx+,d) es continua
enxg, Yy como esto es valido para cualquier puntdBgn queda probado que dicha aplicacion
es continua.

2) Si X* es separable, entonces, por lo que acabamos de p{Barw") es metrizable y,
comoJ(Bx) C Bx-+, también es metrizabl@(Byx),w"), y como este espacio es homeomorfo a
(Bx,w), concluimos quéBy, w) es metrizable. O

Los resultados anteriores permiten generalizar el teodmyolzano-Weierstrass a espa-
cios normados reflexivos.

10.30. Teorema de Bolzano—Weierstrass para la topologia déhilda sucesién acotada en
un espacio normado reflexivo tiene alguna sucesion paréhilehente convergente.

Demostracion SeaX un espacio normado reflexivo §x,} una sucesion acotada én El
subespacio cerradd= Lin({x, : n€ N}) es, por la proposicioB.5, reflexivo. Evidentemente,
Y es separable por lo qugY) = Y** es separable y, por la proposicidri], se verifica qu&’™*
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es separable. Por tanto, podemos aplicar al esyagipunto 2) de la proposicion anterior para
concluir que en cualquier conjunto acotadoYdi topologia débil d& es metrizable. Ahora
como{X,} es una sucesion acotada de punto¥ dexistiraM > 0 tal que||x,|| < M para todo
neN, lo que significa que, € MBy dondeMBy es la bola cerrada exh con centro el origen

y radio M. Puesto que dicha bola es homeomorfa a la bola unidad giee, por el teorema
de Dieudonné, es-compacto, concluimos qui,} es una sucesion de puntos en el espacio
meétrico w-compactoMBy por lo que tiene alguna parcial-convergente{ X } 2 xeY,
donde la convergencia débil es relativa al espaci®ero entonces es inmediato que dicha
sucesion parcial también converge débilmentXen |

Para la topologiay* tenemos un resultado analogo, valido solo en caso sepasabteata
de una consecuencia directa del punto 1) de la proposicidmni@ny del teorema de Banach-
Alaoglu.

10.31. Teorema de Bolzano—Weierstrass para la topologia débilgda sucesion acotada en
el dual de un espacio normado separable tiene alguna sutgsictial débil-* convergente.

Bibliografia. En la mayoria de los textos, el contenido de este capitule sereer un tratamien-
to mucho mas general. Dicho esto, los textos de M. Fabiani¢6ply el de Bowers-Kalton
[1], me parecen adecuados.

10.5. Ejercicios

234. Considera ehjy[a,b] la sucesion{ f,} donde para cadac N, f,(x) = ser(nx) para
a< x< b. Prueba qué f,} converge débilmente a cero. (g} convergente eh[a,b].

Sugerencia. Proposici®f.12
235. Sea{e,} la sucesion de los vectores unidad @nPrueba que 0 es débilmente adhe-

rente al conjunto{\/ne,: neN} y que ninguna sucesion parcial de¢/ne,} converge
débilmente a cero.

236. (a) Seden} la sucesion de los vectores unidadégnPrueba quéen} ¥, 0, dondew* se
refiere a la topologia(¢1,¢p).

(b) Prueba que 0 no esta en{e, : neN} y deduce qude,} no converge débilmente a
cero.

Sugerencia para (b). Considera la sucesiéif.,, dada pomu(n) = 1 para todmeN.
237. Prueba que todo conjuntecompacto en un espacio normado esta acotado.

238. SearX un espacio de Banachfn} una sucesion eX* y {an} una sucesion de nimeros
positivos que converge a cero. Supongamos que paraxgadaexisteKy > 0 tal que
|fa(X)| < Kxap para todane N. Prueba qué|| fn||} — O.

239. Se& un espacio de Banach. Supongamos gué — xenXy {f,} ¥, f enX*. Prueba
que{fn(Xa)} — f(X).
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240. Sear|.||1 Y ||.]|2 dos normas no equivalentes en un espacio vectiridrueba que
existe algun funcional lineal ex que es continuo para una de las normas pero no lo es

para la otra.

241. SeaX un espacio de BanachA c X*. Prueba queé\ separa puntos eX si, y soélo si,
LnA) = x-.

242. SeaX un espacio reflexivo & un subespacio cerrado d& que separa puntos ef
Prueba qu& = X*.
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