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...quando, ao tentar fazer investigacao, dou comigo as vezes a construir
esquemas cada vez mais abstractos, sem finalidade, comego a ver o sorriso,
entre irénico e afectuoso, de Bento Caraca, e julgo ouvir a sua voz a dizer-
me, com lhaneza alentejana: “Amigo, vocé por esse caminho arrisca-se a ficar
perdido em congeminagoes escoldsticas: vai ser como um moinho, que mexe
e remexe, sem ter nada dentro para moer.” Acordo entdao do meu devaneio, e
prometo a mim mesmo ser mais razoavel dai por diante.

J. Sebastiao e Silva, Bento Caraca e o ensino da Matemdtica em Portugal,
Diéario da Republica, 25 Junho de 1968.
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Resumo

Estudamos a dinamica de sistemas nao-auténomos periédicos que tem
como espaco de fases o cilindro. Sempre que o sistema for dissipativo a
aplicacao de Poincaré tem um atractor. Procuramos condicoes para que
este atractor seja ou nao homeomorfo ao circulo. Motivados pelos resultados
obtidos por M. Levi e independentemente por Q. Min, S. Xian e Z. Jinyan
estudamos aplicacoes a equacao do péndulo forcado com atrito. Encontramos
relagoes com a trabalho de R. A. Smith que utilizamos no estudo de sistemas
de osciladores acoplados e equacoes ordinarias de ordem n.

Palavras chave: Atractor, sistema dissipativo, péndulo, espaco de fases
cilindrico.
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Abstract

We study the dynamics of non-autonomous and periodic systems with a
cylindrical phase space. Whenever the system is dissipative the Poincaré map
has an atractor. We look for conditions which ensure that this atractor is
homeomorphic or not to the circle. Motivated by previous results by M. Levi
and independently by Q. Min, S. Xian, and Z. Jinyan we study applications
to the forced pendulum equation with friction. We find connections with
the work of R. A. Smith and we apply it to the study of coupled pendulum
equations and ordinary differential equations of order n.

Key words: Attractor, dissipative system, pendulum, cylindrical phase
space.
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Notacao

Esta é uma lista das notagoes de uso corrente usadas ao longo desta tese.
As notagbes menos comuns na literatura serao introduzidas ao longo do texto.
Desta forma, em principio nao serd estritamente necesséario ler esta seccao
para entender o texto.

Denotamos por M xm(R) (M,xm(C)), o espago vectorial das matrizes
com n linhas e m colunas com entradas em R (em C). Dado um elemento
M € M, 5, (C) denotamos por M* a matriz transconjugada de M. A matriz
diagonal serd denotada por diag(xy, ..., z,) e trM serd a soma dos elementos
da diagonal principal de uma matriz. A matriz identidade em M, ., (R) sera
denotada por I,,. Consideramos em particular o espago R" = M, «;(R) das
matrizes coluna. Neste espaco, dados dois elementos z,y € R", consideramos
o produto interno z*y e a norma Euclideana ||z|. Dados zy,...,z, € R"
designamos por span{zi,...,z,} o subespago gerado por estes elementos.
Denotamos por (M) o conjunto dos valores préprios de M e por |M| a
norma espectral de M i.e.

M| = inf ||Mu|| = (maxo(M*M))V2.

f[ull<1

Dados dois subconjuntos A e B de X, denotamos por A\ B o conjunto dos
elementos que pertencem a A e nao pertencem a B. Se todos os elementos
de A estdo em B (ou mesmo se A = B) escrevemos A C B, finalmente, se
A e B sao disjuntos, denotamos por AUB a uniao disjunta. Se X for um
espago vectorial e R € X escrevemos A+ R ={z+ R:x € A}. Se X for um
espaco métrico com uma distancia d definimos

d(x, A) = inf d(z,u).

u€A

Se X for um espaco topolégico, denotamos por A o fecho, intA o interior e
0A a fronteira de A.
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Consideramos os espacos C*(R/kZ) das fungoes reais de varidvel real, de
classe C* e k—periédicas.

Dada uma fungao f : R" — R™ denotamos por f'(z) o Jacobiano de f
em x. Se f for linear denotamos por Kerf e Rankf o nicleo e a imagem de
f, respectivamente.

Dada uma fungao f : X — X escrevemos

fr@)=(fofo...0f)(x)

n vezes

Fr@ = (e s oo )

n vezes

sempre que estes estejam definidos. Diremos que um conjunto B C X ¢é
positivamente invariante para f se f(B) C B e invariante se f(B) = B.

Denotamos por deg o valor do grau de Brouwer, teoria esta que assumi-
mos conhecida. Finalmente usamos a abreviatura c.q.d de “como queriamos
demonstrar”’para indicar o fim de uma demonstragao e a abreviatura q.t.p.
para “quase todo o ponto ”.
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Introducao

Dadoc > 2eT > 0, a aplicacao de Poincaré associada a equagao do péndulo
periodicamente forcado com atrito

/
{ z’:icv—sinx—i-p(t) , (#,v) ER/ZXR (1)
tem um atractor homeomorfo ao circulo. Este resultado foi provado por M.
Levi [Le] e independentemente por Q. Min, S. Xian, Z. Jinyan [MiXili] e
formou a base inicial do nosso trabalho. Pretendemos, por um lado estudar
se a estimativa obtida para c era éptima e por outro lado encontrar condicoes
gerais que garantam que um sistema dissipativo no cilindro tenha um atractor
homeomorfo ao circulo.
Dado um sistema nao-auténomo da forma

¥ =F(t,x), zeR" (2)

onde F' é T-periédica em t e R-peridédica em x, podemos ver o espaco de fases
como o espago cociente R"/RZ, que é um cilindro com n dimensdes. Diremos
que um sistema deste tipo é dissipativo quando existir um subconjunto do
cilindro que intercepte todas as orbitas dadas por iteradas da aplicacao de
Poincaré P; a um tal conjunto chamamos uma janela. Como estamos a tra-
balhar em dimensao finita (em particular num espago localmente compacto)
vamos ver que isto é equivalente a existéncia de uma janela B positivamente
invariante pela aplicagao de Poincaré. Chamamos atractor ao conjunto

() P"(B),
neN
que é o maior conjunto invariante pela aplicacao de Poincaré.

Observamos que quando a dissipacao ¢ forte temos tipicamente um atrac-
tor homeomorfo ao circulo. Neste caso, a aplicacao de Poincaré restrita ao
atractor é conjugada com um homeomorfismo do circulo, pelo que podemos
definir um numero de rotacdo. A teoria dos homeomorfismos do circulo
permite-nos obter bastante informacao sobre a dinamica dentro do atractor.



Reformulamos os trabalhos [Le] e [MiXiJi] e mostramos que dadas h(z) e
g(t, ) 1-periédicas em z, com minh =c > 0e H(z) = fox h(s)ds, a equagao

I — —
{ i/ _ ig(tHx(;c) . (z,v,t) e RxR xR/TZ,

é tal que sempre que o conjunto

{g(t’m) —9Y) R (12,y) € RITZ X R X R}

r—y
é limitado e tem ¢?/4 como majorante, o atractor associado é homeomorfo ao
circulo. O nosso resultado tem a vantagem de tratar o caso nao diferenciavel.
Por outro lado, mostramos que a existéncia de solugoes sub-harmoénicas inver-
samente instaveis (ver [Lev]) implica que o atractor nao seja homeomorfo ao
circulo. Este é um resultado que depende do facto de estarmos a trabalhar em
duas dimensoes. Usamos este resultado para construir um contra-exemplo
que mostra que o limite ¢?/4 é éptimo. Mais tarde chegamos & conclusao
que este mesmo facto pode ser observado a partir de uma classe de equagoes
auténomas do tipo das estudadas por F. Tricomi nos anos 30.

Os resultados obtidos para dimensao 2 nao sao facilmente generalizaveis
a dimensoes superiores; uns simplesmente porque a geometria se torna mais
complicada outros porque dependem intrinsecamente da dimensao. Contudo,
mostramos que existem relagoes com uma condigao introduzida por R. A.
Smith que consiste em encontrar uma forma quadratica V' de indice 1 em R"
e um ntmero A > 0 de tal forma que eV (z(t) — x2(t)) seja decrescente
para cada par de solugoes 7 e x5 de (2). Mostramos que sempre que esta
condigao é verificada o atractor é homeomorfo ao circulo. Dada agora uma
equacao do tipo

y =Cy+J(ty), (ty)eR/TZxR"/RZ, (3)

onde C' é uma matriz com um valor proprio nulo e todos os restantes com
parte real negativa, foi provado por R. A. Smith que a condicao acima é
satisfeita sempre que a constante de Lipschitz de J na segunda variavel for
inferior a p(A\)™!, definido por

~1/2
u(A) = (inlf&mina{(C'-I— M —iwl)(C* + )\I+iw1)}) :
we

Embora esta seja uma condicao aparentemente simples para que o atractor
seja homeomorfo ao circulo, na prética a quantidade p(\) nao é facil de
calcular. Podemos todavia fazer uma mudanca de varidvel conveniente de



forma a facilitar o célculo desta quantidade. Pretendemos de seguida aplicar
estes resultados a algumas classes particulares de equagoes, por exemplo a
equacao de n péndulos acoplados

v +yu' + Au+ S(t,u) =0, (t,u) e R/TZxR"/nZ, ~+>0, neR"

onde A é uma matriz simétrica com um valor préprio nulo e todos os restantes
ay < ... < «, positivos (supomos que estao escritos de acordo com a sua
multiplicidade). O caso auténomo foi estudado por M. Qian, W. Qin e S.
Zhu [QiQiZh], vamo generalizar este resultado. Podemos escrever o sistema

na forma de (3)
()= ) ()= (seim)

e depois de uma mudanga de coordenadas conveniente chegamos a conclusao
que o atractor associado é homeomorfo ao circulo sempre que a constante de
Lipschitz de S na segunda variavel verificar

_ /23
K<Z ZS a2 E{lin VY2 — 4oyl

Obtemos desta forma um resultado independente do obtido em [QiQiZh].
Finalmente estudamos a equacao

2™ a2V 4t agr” +aga =gt a2, 2, t e R/TZ,

onde g é uma fungao periédica em x e ay, ..., a,_1 sdo constantes reais. Esta
equagao pode ser escrita como (3) da forma habitual e também aqui obtemos
uma estimativa para os valores a;’s para os quais o atractor associado é
homeomorfo ao circulo.






Capitulo 1

Atractores de sistemas
periodicos e dissipativos

Consideremos um sistema de equagoes diferenciais em R"
¥ = F(t,x) (1.1)

onde F' : RxR"™ — R"™ é uma funcao continua e verifica as seguintes condicoes
de periodicidade:

F(t+T,2) = F(t,z),
F(t,z + R) = F(t,z),

para todo o (t,z) € R x R"; T € R é uma constante positiva e R é um
vector nao nulo de R™. Vamos supor, ao longo de toda a tese, que para cada
(to, z0) € R x R", o problema de condigoes iniciais

{f:F@@ 12)

ZE(to) = X

tem uma e uma sé solugao z(t) = x(t; to, o), definida num intervalo maxi-
mal Jw_(ty, zo), +00[C R, i.e. assumimos que as solugoes estdo bem definidas
para todo o t > ty. Pretendemos neste capitulo formalizar uma base de tra-
balho que nos permita estudar a dinamica de sistemas do tipo de (1.2). Na
secgao seguinte vamos definir a aplicagao de Poincaré associada a (1.1) e de
seguida introduzimos o espago quociente R™/RZ, que serd o espaco de fases
natural para a equagao (1.1). A Secgao 1.2 serd dedicada ao conceito de dis-
sipagao. Veremos também como a existéncia de um conjunto positivamente
invariante para a aplicacao de Poincaré implica a existéncia de um atractor
para as sucessoes dadas por iteradas desta aplicacao. Estudaremos final-
mente algumas propriedades destes atractores. Na Secgao 1.3 estudaremos



condigdes para que certos sistemas (perturbagoes de sistemas lineares) sejam
dissipativos; muitos dos modelos estudados ao longo desta tese serao deste
tipo. Finalmente, na tltima seccao apresentaremos condigoes gerais para que
estes atractores sejam homeomorfos ao circulo.

1.1 A aplicacao de Poincaré e o espaco de
fases

Definimos a aplicacao de Poincaré em R™

P:R" - R"
P(xo) = x(T'; 0, x0).

Como assumimos que temos existéncia e unicidade para o problema de
condigdes iniciais (1.2), P é uma fun¢ao bem definida e bijectiva entre R”
e P(R"). Podemos ainda concluir que temos dependéncia continua nas
condigoes iniciais (ver [Har], pdg.94), logo P é continua com inversa continua
i.e. P é um homeomorfismo entre R" e P(R"). Podemos também deduzir
que P(R™) é um aberto em R™.

Definimos uma relacao de equivaléncia em R"

r~y&sx—y e R

cujo conjunto de classes de equivaléncia designamos por C. Representaremos

por T, ou simplesmente por x, a classe de equivaléncia de z € R". Esta

relagao de equivaléncia identifica cada hiperplano r perpendicular a R com o

hiperplano paralelo r + R. A soma de elementos de C, dada da forma 6bvia
T+y=x+y,

torna C um grupo. Consideremos a fungao

d:CxC—R
d(z,y) = inf |uf,
uET—Y

e os conjuntos (ver Figura 1.1)
Si={zeR": (i—12)|R|* < =*R < (i+1/2)|R|*}, i€LZ,
que formam uma particao disjunta de R™. Para cada par z, y € C
d(z,y) = d(T —7,0) = [Ju]

6
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Si

S

Figura 1.1:

onde uy € R™ é o inico elemento em x — y N Sy. Nao ¢ dificil verificar que d
¢ uma distancia em C. Deste modo C é um espago métrico. Consideremos a
projeccao candnica

e:R" —=C

r — 7.
Vamos ver que esta fungao define a topologia em C.

Proposigao 1.1.1. Um conjunto U C C € aberto em C sse e *(U) é aberto
em R".

Dem. A projeccao canonica é continua. De facto, se x, — x em R" entao
para n grande d(T,,T) = ||z, — x|, logo e(z,) — e(z). Concluimos que se U
é aberto em C entao e~ (U) é aberto em R™.

Seja U C C tal que e }(U) é aberto em R™ e (T,)neny Wma sucessao a
convergir para T € U. Seja d(7,,T) = ||u,||, onde u, € x, —x N Sy. Se
Up = Ty — T + i, R entao (z,, + i, R),.n converge para x € int(e”*(U)) e logo
T, +i,R € e7*(U), ouseja e(z, +i,R) = T, € U, paran grande. Concluimos
que U é aberto em C. c.q.d.

A 1ltima proposicao mostra que a topologia criada por d em C é a maior
topologia para a qual a projeccao candnica ¢é continua. Nao é dificil de ver

7



que o espaco C é um grupo topoldgico com esta topologia. Quando n = 2, C
¢ homeomorfo ao cilindro topoldgico.

Se z for solugao de (1.1) entdo, dada a periodicidade de F' na segunda
variavel, x + R também é solucao. Concluimos que

z(t;0,2 + R) = z(t;0,2) + R

e em particular

P(z+ R) = P(z) + R.

Fica entao bem definida a aplicacao de Poincaré em C por

P:C—¢C

T — P(x) =e(P(x)) =7%(T;0,z).
Proposicao 1.1.2. A fung¢io P : C — P(C) é um homeomorfismo.

Dem. Vamos comecar por ver que P é injectiva. Dados Ty # @7 em C, se
por absurdo Z(7T;0,x¢) = Z(T; 0, z1) entao existe k € Z tal que z(T;0, o) =
x(T;0,21) + kR = z(T;0,21, + kR). Por unicidade concluimos que zy =
r1 + kR, o que é um absurdo.

Para provar a continuidade vamos usar a ultima proposicao e o facto de
P ser um homeomorfismo entre R" e o aberto P(R™). Em primeiro lugar
observamos que e *(P(C)) = P(e7*(C)) = P(R"™) é aberto, logo P(C) é
aberto em C. Se U C P(C) é aberto, entdao U é aberto em C e logo e 1(U) é
aberto. Mais, e"(P_(U)) = P~}(e~}(U)) é aberto em R", pelo que P (U)
é aberto em C. Concluimos que P é continua. Por outro lado, se U C C é
aberto entao e~1(U) é aberto em R™ e e~ 1(P(U)) = P(e"1(U)) é aberto em
R". Logo P(U) é aberto em R" e também em P(C). Concluimos que Pl
continua. c.q.d.

1.2 A dissipacao e o atractor

Com vista ao estudo de P vamos comecar por ver algumas propriedades
gerais de homeomorfismos em espagos métricos localmente compactos.

Definigao 1.2.1. Seja f : X — f(X) C X um homeomorfismo num espaco
métrico localmente compacto X. Um subconjunto compacto W C X € uma
janela de f se para todo o x € X existe n € N tal que f™(x) € W. Diremos
que f € dissipativo se tiver uma janela.

8



Se X for um espaco topoldgico compacto entao a tltima definigao é triv-
ialmente verificada. Desta forma a tltima definicao so faz sentido em espacos
topoldgicos que nao sao compactos.

A préxima proposicao foi provada em [RiWil] embora a demonstragao
que apresentamos da segunda implicacao seja da autoria de Rafael Ortega.

Proposicao 1.2.2. Seja X um espaco métrico localmente compacto e
f X — f(X) C X um homeomorfismo. As sequintes proposi¢oes $ao
equivalentes:

(i) f € dissipativo;

(11) dado qualquer compacto S C X, existe uma janela W tal que S C intW,
fW) C W e para todo o x € X existe n, € N tal que f™*(x) € intW;

(111) dado qualquer compacto S C X, existe uma janela W tal que S C intW
e f(W) C intW.

Dem. Vamos comegar por demonstrar que (i) = (i7). Seja W uma janela
de f. Dado que X ¢ localmente compacto, podemos considerar um com-
pacto W de tal forma que SUW C int’. Em particular W é uma janela
para f. Para cada z € X existe n, € N tal que f™(z) € W C intTv
Por continuidade, para cada x € X existe U,, vizinhanca de x, tal que
fr=(U,) C intTv . Seja U,,,...,U,, uma subcobertura finita de Wer=
max{ng,,..., N, }. Consideramos o compacto W, = U},_, f’“(ﬁ/\), que veri-
fica f(W1) = Ui, fE (W) U fr+1 (W) C Wy U fr+1(W). Se mostrarmos que
fr“(/W) C Wi, entao W é a janela procurada. De facto, dado = € fr“(/W)
existe y € W tal que z = f"(y). Por outro lado, y € U,, para algum
1 <i<mpelo que z = frl=ne frei(y) € fri=ns (/W) c Wi.

Vamos ver agora que (ii) = (ii7). Seja W uma janela nas condigoes de
(77). Tal como na parte anterior, vamos considerar uma janela W de tal

forma que SUW C intT. Definimos a funcao
Vie) =) 24d(f'(x),W).
i=0

Dado = € X, por (ii), existe uma vizinhanca U de z e n, € N tal que

fM(U) c W C W qualquer que seja n > n,. Desta forma, V esta definida
em U pela soma finita de fungoes continuas. Concluimos que V' é uma fungao
continua. Temos

V() = Y2 (@), W) < 5V (),

9



pelo que, se definirmos
We={zeX:V(z)<e},

temos f(W.) C intWW.. Como V(z) = 0 sse x € W temos S C intlW C
We. Se para algum ¢,, W, for compacto entao o resultado fica provado.
Consideremos outro compacto W tal que W C intW. Se

1 —_~
€= = inf d(z,W)>0
zeX\W
temos W, C W, pelo que W, é compacto. c.q.d.

Gostariamos de enfatizar que a equivaléncia dada na tultima proposi¢ao s6
é possivel devido ao facto de X ser localmente compacto. Em [Ha| podemos
ver o que se passa quando X nao é localmente compacto.

Exemplo 1.2.3. Consideremos a equacao nao-auténoma em R?

0 =1
v/ = —v4sint ’

Tomando R = (1,0)* e T'= 27 obtemos um problema do tipo de (1.1). Este
sistema tem solugoes

sintp — cost sint —cost\”
x(t;toaeoav(]) = ((t—t0>+00,6(tt0) (,UO_ 1N Zg 08 0) + 1mn O ) ’

2 2
(1.3)
pelo que a aplicacao de Poincaré esta definida em todo o plano por

1 1\"*
P (0o, v0) = (27? + 0p, 7" (Uo + 5) _ 5) '

Observemos que se P = (P, P»)*,

Py (0, v9) — (_%)' o

logo, dado ¢; > 0, o conjunto
L <
v—|—= c
5 1

¢ uma janela para P. Concluimos que P é dissipativa.

E:{WGC:
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Consideremos agora um sistema do tipo de (1.1) e a sua aplicagao de
Poincaré P no cilindro. Se P for dissipativa, pela proposicao anterior podemos
tomar uma janela B tal que P(B) C intB, obtemos entao

. P"B) cP ' B)c...cP(B)c P(B)CB. (1.4)

Consideremos a interseccao de todos estes compactos
o0
A=(\P"(B
n=0

Este tipo de construgao é classico, veja-se [Lev] ou [Pl]. A préxima proposigao
descreve algumas das propriedades de A.

Proposicao 1.2.4. O conjunto A € nao  vazio, compacto, invariante para a
aplicacao de Poincaré e nao depende de B.

Dem. Consideremos uma sucessio tal que 7, € P (B). Dado que esta
sucessao esta dentro de um compacto, podemos extrair uma subsucessao
convergente para T. Obviamente que T € ?n(ﬁ) para todo o n € N, logo
TeA#0.

O conjunto A é fechado e esté contido dentro do compacto B pelo que
também é compacto.

Dado que

-NP"'B=NPB-=

o conjunto A é invariante para a aplicagao de Poincaré.

Vamos agora demonstrar a ult1ma parte da proposicao. Seja B uma outra
janela de P tal que P(B) C intB. Para cada x € B existe n, € N tal que
P (x ) CintB e dado que P é continua existe uma vizinhanga de z, U, tal
que P™(U,) C intB". Como B ¢ compacto existe um ntmero finito destas

vizinhancgas que o cobre, digamos {U,,, ..., U, }. Se ng = max{ng,,..., Ny }
entdo P (B) C intB', para todo o n > ng. Concluimos entdo que A C A’ =
o P"(B)). De forma andloga se prova que A’ C A. c.q.d.

Ao conjunto A chamamos um atractor para a aplicacao de Poincaré em
C. A préoxima proposicao justifica esta designacao.

Proposicao 1.2.5. Para cada™ € C

—-=n

d(P"(z), A) = 0,

11



quando n — oo e a convergéncia € uniforme em cada conjunto compacto
Scc.

Dem. Vamos ver que
sup d(z,A) — 0,
xeF"(E)
quando n — oo. Caso contrério, para todo o n € N existe Z,, € B tal que

d(fk"(fn),/l) > ¢ > 0 para alguma sucessao k, — 400 e € > 0. Como

P (Z,) € B, podemos extrair uma subsucessdo convergente para T € B.

Finalmente, tendo em conta o encaixe dos compactos ﬁk"(B), concluimos
que T € P (B) para todo o n € N e logo T € A; o que é um absurdo. Dado
um conjunto compacto S, pela Proposicdo 1.2.2 podemos supor que S C B,
pelo que

sup d(z, A) — 0,

zeP"(S)

quando n — oo. c.q.d.

A relagao de equivaléncia em R,
r~ysr=y+k kel

define uma partigao em R. Denotamos como habitualmente T' = R/Z o
conjunto dos elementos desta particao. Denotamos por T os elementos de
T!, onde = é um dos elementos de Z. Este conjunto possui naturalmente
uma estrutura de grupo. Dada a projecgao canonica

7:R—T!
r— T,

consideramos a maior topologia em T' para a qual 7 é continua. Deste modo
obtemos uma estrutura de grupo topolégico para T*.

Consideremos um subespaco vectorial F de R™ de dimensao n—1, tal que
R ¢ F. Se @ for a projecgao sobre F tal que Ker@ = span{R}, definimos
uma funcao de C sobre T! da seguinte forma:

7:C— T

I SR

Proposicao 1.2.6. A func¢ao w € continua.

12



Dem. Dado um aberto A C T*, pela Proposigao 1.1.1, 7~!(A) é aberto sse
e~ (m71(A)) é aberto. Dado que

el (7Y (A)) = {x eR":

: HRHQ(I—Q)x €T (A)}

e 77 1(A) é aberto, concluimos que 77 *(A) é aberto em C. c.q.d.

Foi provado em [RiWi2] que a inclusao ¢ : A — C induz um isomorfismo na
cohomologia de Cech i* : H*(C) — H*(.A), desta forma poderfamos concluir
que A nao ¢é contractil em C, pelo que 74 : A — T! é sobrejectiva. Contudo
vamos demonstrar este facto por uma via mais elementar.

Dado um espago topologico X, chamamos curva fechada em X a uma
aplicagdo continua « : [0,1] — X cuja restricao a [0, 1] é injectiva e tal
que a(0) = a(1). Frequentemente vamos identificar @ com a sua imagem
{a(t) : t € ]0,1]}. Diremos que duas curvas fechadas a; e ay sdo homotdpicas
em X se existir uma aplicagdo continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que
H(0,-) = ay, H(1,-) = ay e H(-,0) = H(-,1). A funcio H chamamos uma
homotopia de a; para as.

Lema 1.2.7. Se L ¢ uma curva fechada em C tal que w(L) # T' entdo L €
homotépica em C a um ponto.

Dem. Dado que (L) # T, existe @ € T' tal que

1
12|

(I = Q)L()]*R # a,

para todo o t € [0,1]. Deste modo, L esté contida em

C\ {f eC: (I —Q)z]*R = a}

122

que é homeomorfo a

{xGR”:a<ﬁ[(]—Q)x]*R<a+l}

que ainda é homeomorfo a R™. Consideremos um homeomorfismo

1
I

o :.C\{TeC: ——[(I—Q)z]*R=a} — R"

13



A aplicacao

H : [0,1]x[0,1]—¢C
(A1) — @ HAP(L(1)))

¢ uma homotopia de L para o ponto ®~1(0). c.q.d.

Lema 1.2.8. Sejam X, Y dois espacos métricos e { X, }nen uma sucessao
de compactos nao vazios e encairados de X, ou seja X,,.11 C X,, C X para
todo o n € N. Suponhamos que f : X — Y é uma funcao continua tal que
f(X,) =Y para todo o n € N. Entao

o)

n
Dem. E ébvio que f (N, X,) C Y. Por outro lado para cada y € Y ex-
iste uma sucessao x, € X, tal que f(z,) = y. Como {x,},en estd contida
no compacto Xp, podemos extrair uma subsucessao (que ainda notamos por
{2 }nen) convergente para x € X;. Dado que os conjuntos X, estdao encaixa-

dos, concluimos que z € X,, para todoon € Nelogo x € N, X,,. Finalmente,
por continuidade, f(z,) tende para f(x) =y logo y € f (N, X,). c.q.d.

Proposicao 1.2.9. Suponhamos que a aplicagao de Poincaré associada a
equagdo (1.1) é dissipativa, entao w(A) = T?.

Dem. Consideremos a curva fechada
L:[0,1]—C

L(t) =tR.

Usando o Lema 1.2.2 consideremos uma janela B de P tal que P(B) C intB e
L € B. Temos que A =N, P" (B) e pelo tltimo lema s6 temos de demonstrar
que
©(P'(B)) =T,
paratodoon € N. Como P (L) C P"(B), basta demonstrar que 7(P" (L)) =
T!, para todo o n € N. O que é obviamente valido para n = 0. Consideremos
a homotopia
H:[0,1] x[0,1] = C

14



(A1) — x(An; 0,tR).
Temos que H(0,t) = L(t), H(1,t) = P"(L(t)) e H(-,0) = H(-,1). Con-

cluimos que Pn(L) ¢ homotopica a L. Dado que L nao é obviamente ho-
motépica a um ponto, concluimos pelo Lema 1.2.7 que 7(P"(L)) = T". c.q.d.

Na tltima parte desta secciio vamos ver que sempre que P contrair 4reas
A tem medida nula. Partindo da medida de Lebesgue m(-) em R"™ podemos
definir uma medida no cilindro C. Se A C C é tal que a interseccao da imagem
inversa de A pela projeccao canénica com Sy, e '(A) N Sy, é mensurdvel,
definimos

me(A) = m(e ' (A) N Sp).
Necessitamos de alguns lemas auxiliares.
Lema 1.2.10. Para cada x € P(R") existe i € N tal que x + iR € P(Sp).

Dem. Relembremos que, para cada x € R", P(z + iR) = P(z) + iR. Seja
r € P(R") ey € R" tais que x = P(y). Assim, sei € N for tal que y+iR € Sy
temos P(y +iR) = P(y) + iR =z + iR. c.q.d.

Lema 1.2.11. Temos
UJI(P(So) N S) — iR] = P(R™) N 5.
iEN

Dem. Para cada z € P(R") N Sy seja i € N tal que z + iR € P(S), temos
entdo x +iR € P(Sp)NS; ousejax € (P(Sp)NS;) —iR. A inclusao reciproca
¢ obvia.

Vamos agora ver que a uniao é disjunta. Seja i # j. Se por absurdo
x € (P(Sy)NS;)—iRex e (P(Sy)NS;) —jR entao existem z1, x5 € Sy tais
que

x=P(x;) —iR = P(x3) — jR< P(x1) = P(xs + (i — j)R),

logo 1 = x5 + (i — j)R; o que é um absurdo. c.q.d.
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Lema 1.2.12. Seja A C P(R™) um conjunto mensurdvel e com a propriedade
de A+ R= A. Entao

m(ANSy) =m(AN P(S)).

Dem. De facto, pelo lema anterior,

m(ANS,) = (A N U (So) N S;) — iR]) = m(AN[(P(So)NS;)—iR))

=Y m(ANP(S) NS —iR) =Y m(ANP(Sy) N S;)

1€EN €N

:m<U(AmP(SO)mS ) _m<AmU (So) N Sy) ) = m(AN P(Sy)).

€N €N

c.q.d.

Na hipétese adicional de que F' seja suficientemente regular podemos
enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.13. Suponhamos que a aplicagcao de Poincaré € dissipativa.
Se F e COU R xR") e

n

F.
div, F(t,z) = g “t,x) < —c <0

x4
i=1 v

entio me(A) = 0.

Dem. Consideremos a solugao geral de (1.1), z(t) = x(t; to, z9). Dada uma
condigao inicial o € R", a funcao

Y iR — Myyn(R)

0
Y(t) = =—ux(t;0
(t) axox( , o)
é solugao da equagao variacional (ver [Har|, pag.95)

{ Y'(t) = ZF(t, x(t; 0, 3))Y ()
Y(0) =1, '

Utilizando a férmula de Liouville (ver [Har], padg.46) obtemos

det P'(zo) = det Y(T') = elo U FF(sa(s0a0))ds =T 1

16



Concluimos que 0 < det P'(zg) < e_CTE 1, para todo o zp € R".
Para cada n € N o conjunto P(e~'(P"(B))) verifica as condicoes do lema
anterior; podemos entao concluir que

n—1

me(P"(B)) = m(P(e” (P"(B))) N So)

= m(P(e”(P""(B)) N P(Sy))) < m(e” (" (B)) N So) max{det P'(x)}
< e Tm(e (P (B)) N Sy) = e Lme(P" (B)).

Assim, para todo on € N

me(A) < e Tme(P" " (B)) < e "Tme(B).
Dado que n é arbitrario, o resultado fica provado. c.q.d.
Na verdade, as condicoes de regularidade para F' na ultima proposicao

poderiam ser enfraquecidas para o caso em que F' é Lipschitziana, utilizando
a teoria desenvolvida em [Sa].

Exemplo 1.2.14. Consideremos a equagao do Exemplo 1.2.3. Tomemos

E:{WGC: v—(—%) <cl},

P(B) - {(9—1)) cc:|v- (_5) < 62”01}

e mais geralmente

obtemos

1.3 Um exemplo tipico de sistema dissipativo
Estudaremos neste capitulo o sistema de equagoes em R”
¥ =Cx+ J(t, x), (1.5)

17



onde C' é uma matriz com um valor proprio Ay = 0 com espago préprio
unidimensional gerado por um vector R e todos os restantes valores proprios
tém parte real negativa. Vamos supor que a funcao J : R x R® — R” ¢é
continua e para todo o (¢,z) € R x R”

Jt, o+ R)=Jt+T,z)=J(t ),

onde 7' é uma constante positiva. Finalmente, vamos supor que J é tal que
(1.5) tém existéncia e unicidade de solugao para cada conjunto de condigoes
iniciais. Obtemos desta forma um sistema do tipo de (1.1).

Pretendemos encontrar condicoes para que a aplicacao de Poincaré asso-
ciada & equagao (1.5) seja dissipativa. Vamos comegar por recordar a forma
candnica real de uma matriz (ver [HoJo]).

Teorema 1.3.1. Dada uma matriz C € M,x,(R), existe S € M,x,(R)
invertivel e tal que ST'CS € uma matriz com a forma

Bnl ()‘1)
Bng()\Q) 0
B, (Ap) (1.6)
an (aq7 bQ)
0
an (ary bT)
onde i, Ag, ..., A\, sdo 0s valores proprios reais de C, ndao necessariamente
distintos, e ag £ byi, ..., a, £ b3, com ag, by, ..., a,,b, € R, sao os valores

proprios complexos de C eny+...+n,+n,+...n, =n. Cada bloco B, (\)
¢ uma matriz de Jordan em M, «,, (R) da forma

Y| 0
Ak (1.7)
o1
0 Ak
e Zn, (ag, by) € uma matriz em M, «n, (R) com a forma
N(ak, bk) IQ 0
N (ax, br) (1.8)
. I
0 N((lk, bk?)
[ ak —by,
onde N (ay,by) = (bk o ) :
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No caso particular de C' ser semelhante a uma matriz da forma de (1.6)
comn, =---=mn,=1en, =---=n, =2, 0 que acontece por exemplo
quando cada um dos valores préprios tiver multiplicidade algébrica 1, diremos
que C' é semi-simples.

Consideremos entao uma matriz invertivel em M, ., (R) tal que S~'CS
tem a forma de (1.6) e tal que B,, (A1) = 0 é a matriz nula em M;,;(R).
Consideremos {ey, es,...,¢e,} a base canénica em R™.

Lema 1.3.2. Seja C' a matriz do problema (1.5) e suponhamos que
Re(\) < (1.9)

para todo o valor proprio X nao nulo de C. Entdo existe uma matriz invertivel
U tal que
(UCz) Uz < B||Ux|]?

para todo o x € span{Ses,...,Se,}. Além disso, se C for semi-simples
podemos permitir a igualdade em (1.9).

Dem. A demonstracao é adaptada de um resultado semelhante em [HiSm].
Consideramos em primeiro lugar o caso em que C' é semi-simples. Vamos
supor que Re(A) < (3 para todo o valor préprio nao nulo A de C'. Neste caso,
S € M,xn(R) é tal que

0
A2 0

Silcs = (ap+1 —bp+1)

bpt1 Gpt

Ap—1 _bnf 1
bnfl Ap—1

onde Ay, ..., A, sao os valores proprios reais de C'e Apy1 = api1+bpi1t, Apra =
Apt1 — bpy1t, ..., Ay = ap—1 — by_1% sao os valores proprios complexos de C'.
Tomemos a base {Sey, ..., Se,}, onde Se; € KerC' = span{R}. Deste modo
temos

Aiset=7=1,...,p;
a; ou a;_1 se 1 =7 > p;

(S7'CSe))*ej =¢ —biisei=p+2,p+4,....,nej=i—1;
bjset=p+1,p+3,....n—1ej=1+1;
0 em todos os outros casos.
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Assim, se x € span{Sey, ..., Se,} se escrever como x = Y ., x;5¢;, temos

(S_ICI)*S_IZE = Z Z ZEZ'ZE]‘(S_ICSGZ‘)*GJ‘

i=2 j=2

p
“Yoat Y atatie) < BIS
=1

’L:erl, p+377 n—1

pelo que o resultado é verificado com U = S~1.

Consideremos agora o caso geral. Observemos que R” se decompoe numa
soma directa de subespacos invariantes por S~!CS, de tal forma que a re-
stricao da aplicacao linear S™1C'S a cada um destes subespacos tem como
representagao matricial um dos blocos de (1.6). Vamos fazer a demonstragao
no caso em que S~'CS tem a forma

o o0 0 - 0
0O X 1 - 0
0o 0 . i,
: DY |
0 ces e
o caso geral tem uma demonstracao analoga. Dado € > 0, consideremos a
matriz S, = diag(1,1, €, €,..., €"1), temos
oo o0 --- 0
0 X € -+ 0
S-tstcss.=10 0 . :
/\k: €
0 e e

Consideremos agora a base B, = {SS.e;, SSces,..., SSce,}. Se

z € span{Se,, ..., Se,} se escrever como x =Y ., 2;55ce; temos

((SSe) ™' Cx)*(SS) e =D ww; (S ST CSSees) e

i=2 j=2

= 2N+ Y miwisge < (A + (n— 3)e)]|(SS) ||
=2 =3

Pelo que se ¢ for suficientemente pequeno o resultado fica provado com U =

(Sse)il‘ C.q.d.
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Vamos denotar por
A = —max{Re(A) : A é um valor préprio de C' ndo nulo}

o valor absoluto da maior parte real dos valores nao nulos de C'.

Vamos de seguida ver condigoes para que (1.5) seja dissipativa. Em [Pl]
podemos encontrar critérios do mesmo tipo para equacoes definidas em R" e
onde se supoe que todos os valores préprios de C' sao negativos.

Proposicao 1.3.3. Se existirem constantes c1, co € R e 0 < p < 1 tais que
17t 2)[| < el + e, (1.10)

para todo o (t,x) € R", entdo a aplicagao de Poincaré associada ao sistema
(1.5) € dissipativa.

Dem. Consideremos a projecgao @) sobre x € span{Ses,...,Se,} tal que
Ker@ = span{R}. Observemos que, dado z € R" podemos escrever z =
Qz + kR + aR com a € [0,1], k € Z, temos entao

17(t, )| = [|7(t, Qu+aR)|| < er([|Ql|+al[R[)P+e: < er|Q) [P+ BI[P+cs.

Aplicando () a ambos os lados da equagao (1.5) e observando que @)
comuta com C', obtemos

Q' (t) = CQx(t) + QJ(t, x(t)).

Como as condigoes da tltimo Lema sao satisfeitas com § = —A/2, consider-
emos a matriz U tal que

A
(UCz) Uz < =5 |Ua|]?,

para todo o = € span{Se,,...,Se,}. Temos entao
d
aHUQfE(tW =2(UCQux(t) + UQJ(t, x(1)))" UQu(t)

< —AUQx(t)|? + ca[UQ () [P* + e5|UQ (1)),
para algumas constantes ¢4, c5. Para cada p > 0 consideremos o conjunto
B, = {F€C: [UQ@)|* < p}.

Se fixarmos uma constante p, suficientemente grande de forma a que —Ap?+
capP ™ +e5p < —1, para todo o p > po, entao se |[UQz(ty)||*> = p1 > po temos
1UQz(t)|]* < po para todo o t > tg+ p1 — po. Concluimos que B = B,, é
uma janela para a aplicacao de Poincaré. c.q.d.
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1.4 Condicoes gerais para a existéncia de um
atractor homeomorfo a T!

Pretendemos encontrar condicoes para que o atractor A seja homeomorfo a
T!. Consideremos a seguinte condicao:

Consideremos um subespaco vectorial F de R™ de dimensao n — 1, tal
(F1) | que R ¢ F. Suponhamos que para cada par de solugoes 1 e x5 de
(1.1) distintas e limitadas em C, temos z1(0) — z9(0) & F.

Pretendemos mostrar nesta seccio que se P for dissipativa e se (Fy) for
satisfeita entdo a fungao /4 : A — T' definida na Secgéo 1.2. é um homeo-
morfismo. Mostrdmos na Secgao 1.2 que 74 : A — T' é sobrejectiva. Antes
de mostrarmos que (F}) é suficiente para que 7,4 seja injectiva vamos ver
outra caracterizacao de A. Consideremos o conjunto de solugoes de (1.1)

B={x:R—R" : zésolugao de (1.1) limitada em C}.

No préximo lema mostramos que A é formado pelos valores que os elementos
de B tomam na origem.

Lema 1.4.1. A= {Z(0) : z € B}.

Dem. Para cada 7 € A tomemos a solu¢ao de (1.1) que em 0 vale y,
x(t) = z(t;0,y). Temos ¥ = T(0) e vamos mostrar que z € B. Como A é

invariante para P, para cada n € Z,
P'(g) = P"(x(0)) = T(nT;0,y) € A.
Pelo que Z(t) estd bem definida em todo o R e Z(t) € B para todo o t € R.
Consideremos agora x € B. Pela Proposigao 1.2.2 podemos supor sem
perda de generalidade que Z(t) € B, para todo o ¢ € R; em particular,
Z(—nT) € B e logo P (Z(—nT)) = ©(0) € P"(B) para todo o n € N.
Concluimos que Z(0) € A. c.q.d.

Teorema 1.4.2. Supondo que P é dissipativa e a condigdo (Fy) € satisfeita,
a aplicag¢io 7,4 € um homeomorfismo de A para T!.

Dem. Atendendo ao Lema 1.4.1, consideramos z1, 2 € B tais que Z7(0) #
Z2(0). Vamos supor, com vista a um absurdo, que 7(77(0)) = 7(73(0)) ou
seja

1 1

(I = Q)z2(0)]* 12
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& [(I = Q)(x1(0) = 22(0))"R = K| R, keZ
o (I—Q)(21(0) — 22(0)) = kR, keZ

Consideremos Ty = x5 + kR, 5 ainda é solugao de (1.1) em B. Além disso,
79(0) = 75(0) # 71(0); logo T e x; sao solugoes distintas de (1.1) em B tais
que (I — Q)(z1(0) — 9(0)) = 0 ou seja, x1(0) — 72(0) € F o que dd um
absurdo com (F}). Concluimos que 7/A ¢é injectiva. Dado que 7/ A é uma
funcao injectiva, continua, definida num compacto e com valores num espago
separado, concluimos que tem inversa continua. c.q.d.

Gostariamos de salientar que nas condigoes do teorema anterior, A nao
s6 é homeomorfo a T como é mesmo um grafico de uma funcao de T! em C.

Exemplo 1.4.3. Consideremos a equacao do Exemplo 1.2.3. Tomemos F =
span{(0,1)*} e @ a projeccao ortogonal sobre F. Se x(t) = x(t;t1,61,v1) €
xo(t) = x(t; ta, B2, v2) sdo duas solugdes distintas de (1.1) entao por (1.3), x;
e T sao limitadas em C sse

sint; — cost;
I AL W S B}
2

Pelo que se x1, x5 sao limitadas temos que
33'1(0) — 33'2(0) = (—(tl - tg) -+ 91 - 92, O)*

Se por absurdo z1(0) — z2(0) € F, temos 0; — 03 = t; — t3, pelo que de (1.3)
concluimos que

sint —cost\”
ZEl(t) = (t—tl +01,f) :l'g(t),

o que é um absurdo. O Teorema 1.4.2 garante-nos que A é homeomorfo a
T!, facto que ja tinhamos observado no Exemplo 1.2.14.
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Capitulo 2

A equacao do tipo do péndulo
com atrito

Como um primeiro exemplo de aplicacao da teoria que temos vindo a desen-
volver, tomemos a equagao

2"+ h(x)x' + g(t,x) =0, (2.1)

onde h : R — R e g : R? — R sao funcoes continuas, que verificam as
seguintes condigoes de periodicidade

h(zx 4+ 1) = h(z),

gt+T,z)=g(t,x) =g(t,z+ 1),

para todo o (t, ) € R? e alguma constante positiva 7. Vamos também supor
que h é estritamente positiva, ou seja,

0<c= rriénh(:z:).

Vamos supor que a equagao acima tem existéncia e unicidade para cada
conjunto de condicoes iniciais.

Considerando uma das primitivas de h, H(z) = [ h(s)ds, observamos
que z é solugao de (2.1) se e 86 se (z, 2" + H(x)) é solucao de

Yo =vo — H(yr)
{ Yy = —g(t,y) (22)

O sistema acima tem a forma



com y = (y,y2)* e F : R x R* — R? dada por F(t,y1,y2) = (y2 —
H(y1), —g(t,y1))*. Escrevendo h = h+h, onde h = fol h(s)ds e fol h(s)ds =0
obtemos

H(z+1)= /m h(s)ds + /Hl[ﬁ(s) + h)ds = H(z) + h. (2.3)

Deste modo, tomando R = (1, h)* obtemos
F(t,y+ R) = F(t,y),

para todo o (¢,y) € R?, ou seja, o sistema (2.2) é do tipo dos estudados no
capitulo anterior.

No presente capitulo vamos ver que a aplicagao de Poincaré associada a
(2.2) é dissipativa e que se o declive de qualquer secante ao grafico de g(t,-)
for inferior a ¢? /4 entao A é homeomorfo a T'. Na segunda sec¢ao mostramos
como o aparecimento de solucoes inversamente instaveis implica que o atrac-
tor nao seja topologicamente um circulo. Utilizaremos este resultado para
mostrar que a constante ¢?/4 ¢ optimal. Na tltima sec¢gio mostraremos o
mesmo facto a partir de uma classe de equagoes auténomas para as quais A
nao é homeomorfo a T!.

2.1 Existéncia de um atractor unidimensional
De (2.3) concluimos que
H(z) = hz +0(x),
onde 6 é uma funcao 1-periédica. Nao é dificil de concluir que
1E )|l < allyll + 0,

para todo o (t,y) € R x R? e onde a,b sao constantes reais positivas. Con-
cluimos entdao que as solucoes de (2.2) estao definidas para todo o tempo e
consequentemente a aplicacao de Poincaré é um homeomorfismo de R? nele
préprio.

Lema 2.1.1. A aplicacao de Poincaré associada ao sistema (2.2) € dissipa-
tiva.

Dem. Observemos que (2.2) pode ser escrito como

() = (0 (1) + (P 1y,
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Desta forma obtemos um sistema do tipo de (1.5) onde (_Oh é) ¢ uma

matriz com valores préprios 0 e —h e vectores proprios associados R e (1,0)*
respectivamente. Dado que a func¢ao (y1,vy2) — (hyr — H(y1), —g(t,1y1))" é
limitada, o resultado sai da Proposicao 1.3.3. c.q.d.

Pelo lema anterior e do Capitulo 1 podemos concluir que existe um atrac-
tor A para a aplicagdo de Poincaré associada & equagao (2.2) que é nao vazio
e compacto. Além disso, a Proposicao 1.2.9 diz-nos que A se projecta de
uma forma sobrejectiva sobre T*.

Corolario 2.1.2. Se g ¢ continuamente diferencidvel na sequnda varidvel
entdo me(A) = 0.

Dem. Temos
divF = —h(y;) < —c <0,

logo o resultado é consequéncia da Proposicao 1.2.13. c.q.d.

Resta ver em que condigbes (2.2) verifica (F7).

Teorema 2.1.3. Se existir uma constante ¢y tal que

g(t, ) —g(t,y) -
-y

cr <

02
Z:

para todo o (t,x,y) € R, com x #y, entao m/4 ¢ um homeomorfismo de A
para T!.

Dem. Pelo Teorema 1.4.2 s6 temos de verificar que a equagao (2.2) verifica
a condicdo (F}). Vamos considerar, neste caso, F = span{(—h,1)*} o sube-
spago unidimensional ortogonal a span{R} e a projec¢ao ortogonal ) sobre
F tal que Ker@ = span{R}. Consideremos duas solugoes x = (z1,x3)* e y =
(y1,y2)* de (2.2) distintas, limitadasem C e (§,1)* = 2—y = (v1—y1, x2a—Yy2)".
A fungao (&, 7) é solugao da equacao

{ g =n—at)
n=-6t¢

onde
H(a1 ()~ H(y (1)
alt) =4 — mo-nn e ul)Fnl)
0 se z1(t) = y1(t)
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sy = | R se () £ ()
0 se x1(t) = y1(t)

Observemos que « e (3 nao sao necessariamente continuas embora sejam

mensuraveis e limitadas. Notemos ainda que para todo o t € R para o qual

x1(t) # y1(t) (ou seja £ # 0) temos «(t) > ce ((t) < %. Para todo o ponto

onde £ # 0 a fungao v = g verifica

,_ —BM®E —n*+at)én
Y = &

ou seja, v € solucao da equacao de Ricatti

= —p(t) =7 + o)y,

v ==+ alt)y - B(t). (2.4)

Dado que a e 3 sao limitadas, se tomarmos uma constante suficientemente
grande obtemos uma sobre-solugao de (2.4), ou seja, uma constante M tal
que v'(t) < 0 sempre que y(t) = M. Por outro lado, se para algum ¢t € R
v(t) = ¢/2 entao

2 * A

Y(t) =7 +alt)y = B) >~ + 5 — 7 =0.

Concluimos que ¢/2 é uma sub-solucao de (2.4) (ver Figura 2.1). Traduzindo

e

M

c/2
2

v

Figura 2.1:

0 que vimos até aqui em termos de £ e 7, observamos que sempre que uma
solucao entra na zona a sombreado da Figura 2.2 ja nao volta a sair.

Vamos ainda supor que M é suficientemente grande, de modo a que a(t) <
M/2, para todo o t € R. Analisemos agora a derivada de £ fora da area a
sombreado. Temos seis situacoes distintas:
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Sen<cel>0entdo =n—alt)f < (c—a(t)s <0.

Sen<0ef&=0entao & =n<0.

Sen< et <0entio =n—alt)l < (& —alt)<0.

Sen>2&cet>0entio ' =n—al)l> (¥ —a)E>0.
e Sen>0ef=0entdo & =n>0.
e Sen>clel<0entao =n—alt) > (c—at)t > 0.

Podemos resumir a informagao obtida até aqui na Figura 2.2. Suponhamos

AN declive M
N declive M/2
—
(B
declive ¢
H R
declive ¢/2
% % R
% £ >
%
%
%
&
e_
Figura 2.2:

por absurdo que z1(0) — z2(0) = (£(0),7(0))* € F. Temos que (£(0),n(0)) #
(0,0), por unicidade. Vamos assumir que (£(0),7(0))(—h,1)* > 0, o outro
caso é andlogo. Concluimos que &'(t) > 0, para todo o t < 0, em particular
£(t) < £(0) <0, parat < 0. Como n(t) > 5£(t), para todo o ¢t < 0, obtemos

C

§(0) =n(t) - (e > (5 - o) €0) > —35(0) > 0,

para todo o t < 0, pelo que £ — —oo0 quando ¢t — —oo. Finalmente

(€O (1) 2 (5~ B) €(t) = +oo

quando t — —o0, logo x(t) — y(t) (e consequentemente x(t) ou y(t)) é ilimi-
tada em C o que dé o absurdo. c.q.d.
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As estimativas obtidas no teorema anterior sao semelhantes as obtidas
em [Le] e [MiXilJi] para casos particulares de equagoes do tipo de (2.2), onde
em particular se exige que g seja continuamente diferencidvel na segunda
variavel.

2.2 Condicoes para que A nao seja homeo-
morfo a T!

Acabamos de ver, na seccao anterior, que as Orbitas dadas por iteradas da

aplicacao de Poincaré associada a equagao (2.2) convergem, no espagco de fases

C, para um atractor A nao-vazio e compacto. Vimos além disso condi¢oes

para que A seja homeomorfo a T'. Supondo que A é homeomorfo a T,

vamos definir o nimero de rotacao associado a equagao (2.2), ao qual, como

veremos, esta associada muita informacao acerca da dinamica desta equacao.
Suponhamos que A ¢ homeomorfo a T!. Seja

0: A— T
um homeomorfismo. Consideremos também a aplicacao candnica
7R — T
r—7x
e a restrigdo da aplicagao de Poincaré associada a equagao (2.2)
P JA ACC— A,

que, como vimos no Capitulo 1, forma um homeomorfismo de A para ele
préprio.

Lema 2.2.1. Se ¢ for um homeomorfismo de A para T, existe um homeo-
morfismo f : R — R que verifica uma das sequintes igualdades

fle+1)=f(x)+1 ou f(x+1)=f(x)—1, (2.5)

para todo o x € R e que torna o sequinte diagrama comutativo

P4
A — A
e "1 Tt
™ — T
T f 1T
R — R
f



Além disso, se fi1 for outro homeomorfismo nas mesmas condigoes de f,
entao f = f1 + N para algum N € Z.

Dem. Ver [ArPl], pag.7.

Diremos que ?/ 4 preserva ou inverte a orientacao se for valida a primeira
ou a segunda igualdade em (2.5) respectivamente. Intuitivamente, a aplicagao
de Poincaré preserva a orientacao em C, contudo nao é 6bvio que a sua
restricao a A preserve a orientacao. Observemos que por exemplo a aplicacao
(0,7) — (=60, —r/2) preserva a orientacao no cilindro (onde identificimos os
pontos (0,7) e (0 + k,r), k € Z) mas a sua restricdo a curva invariante
r = 0 nao preserva a orientacao. Vamos entao provar rigorosamente que ?/ A
preserva a orientacao.

Lema 2.2.2. Se A é homeomorfo a T' e F/A nao preserva a orienta¢ao,
entao existem exactamente dois pontos fizos de f/A, digamos A e B, que
dividem A em dois arcos Cy e C_ (A = AUBUC,UC_) tais que P(C) = C_
e P(C_) =C,.

Dem. Suponhamos que ¢ : A — T! é um homeomorfismo. Se ﬁ/ A hao
preserva a orientacao entao a funcao f dada pelo lema anterior é decrescente.
A funcao intersecta as rectas do tipo y = x + 2k, k € Z em pontos da
forma a+ k, k € Z e as rectas y = x + 2k + 1, k € Z, em pontos da forma
b+k, k € Z (supomos que b €]a,a+1], f(a) = ae f(b) = b—1). Temos entao
f(la,b)) =[b—1,a] e f([b,a+1]) = [a —1,b—1]. Definindo A = p~' o 7(a),
B=yptlor(), Cy =ptor(la,b]) e C_=¢tor(ba+1]) o lema fica
provado. c.q.d.

Proposicao 2.2.3. Se A for homeomorfo a T entdo f/A preserva a ori-
entacao.

Proof. Suponhamos por absurdo que f/ 4 hao preserva a orientacao. Con-
sideremos os pontos A, B e os arcos C, C_ dados pelo tiltimo lema. Con-
sideremos uma parametrizagao continua de A, a : [0, 1] — C tal que «(0) =
a(l) = A, a(1/2) = B, a(]0,1/2]) = Cy, a(]1/2,1]) = C_ e tal que a
restricdo de a ao intervalo ]0,1[ seja injectiva. Foi provado em [RiWi2]
que a inclusio i : A — C induz um isomorfismo na cohomologia de Cech
i* . H*(C) — H*(A). Desta forma, A nao é contrictil em C e logo a curva
« define um elemento nao trivial do grupo fundamental topolégico de C. A
curva P o a é homotépica a . De facto, Hy : [0,T] x [0,1] — C definida
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por Hi(\,t) = y(A;0,(t)), é uma homotopia. Assim P o define o mesmo
elemento do grupo fundamental m(C) que a. A curva

a(2t) set € [0,1/2]
V() = { (Poa)(2t —1)set e [1/2,1]

deveria definir um elemento nao trivial de m;(C'), mas é homotdpica ao ponto
A pela homotopia Hs : [0, 1] x [0,1] — C definida por
v(t) se t €[0,A/2]
Hy(A 1) = § 7(A/2) set € [A/2,9(A/2)]
(t) se t € [$(A/2),1]

onde v : [0,1/2] — [1/2,1] é definida por

a1 7_1(1
(P ( CONTL g6 ¢ €]0,1/2]
Y(t) =1 1set=0
1/2set=1/2

O que da um absurdo. c.q.d.

Consideremos f dada pelo Lema 2.2.1. Definimos o nimero de rotacao

de f por
p(f) = lim 1)

n—-+oo n

Ntumero este que existe para todo o # € R e ndao depende de 0 (ver [KiHa],
pdg.387). Ainda pela dltima parte do Lema 2.2.1 fica bem definido p(Pa),
o numero de rotagao associado a P, 4, pelo elemento de T!

p(Pa) = pu(f) + Z.

Um ntmero de rotagao racional para f determina o tipo de pontos peridédicos
que podem existir em P, 4, ou seja:

Lema 2.2.4. Suponhamos que existem n € Z, m € N tais que
— n
Pig))=—+7Z 2.6
p( /A) m + 4, ( )

onde 7= ¢ uma fracgdo irredutivel (se n = 0 entao m = 1). Entdo ?/A tem
pelo menos um ponto periodico de periodo minimo m, além disso qualquer
outro ponto periodico de ﬁ/ 4 tem periodo minimo m. Reciprocamente, se
F/A tem um ponto periodico de periodo minimo m entao existe n € Z tal que
o nimero de rotagio de P, 4 tem a forma (2.6).
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Dem. Ver [KaHa|, pag.386, 389.

Diremos que uma solugao y de (2.2) é (a,b)—periédica, para a,b € Z,
b>1, sse
y(t+bT) = y(t) + aR,

para todo o ¢ € R. Intuitivamente, uma solu¢ao (a,b)-periédica é uma
solugao bT-periddica em C que dé a volta ao cilindro a vezes em cada periodo.
Existe uma correspondéncia entre as solucoes (a,b)—periddicas e os pontos
periodicos de periodo b da aplicacao de Poincaré. Mais concretamente, se y
for uma solugao (a,b)—periddica de (2.2), temos

(7(0)) =5(0),

ou seja, 7(0) € A e y(0) é um ponto periédico de P4, de periodo b. Recip-
rocamente, se existe 7 € A tal que

Fb

—b _ _
P/A(?Jo) =Y

entao a solugao y(t) = y(t;0,y0) verifica y(bT') = y(0) + aR, para algum
a € Z. Como y(t) e y(t + bT') — aR sao ambas solugdes de (2.2) e verificam
as mesmas condigoes iniciais, concluimos que sao a mesma solucao, ou seja,

y(t+0T) — aR = y(t),

para todo ot € R e y é (a,b)—periddica.

Como vimos, se y é uma solugao de (2.2) (a,b)—periédica entao y(0) é
um ponto fixo de P° — aR : R? — R2. Supondo que y(0) é um ponto fixo
isolado desta aplicagao, podemos definir o indice de y como

w(y) = deg( — [P* — aR)], B),

onde deg designa o grau de Brouwer e B C R? é um disco suficientemente
pequeno de modo a que y(0) seja o tinico ponto fixo de P’ — aR em B.

Se y for uma solugao (a, b)—periddica de (2.2) entao esta mesma solugao
é também (2a, 2b)-periédica. Diremos que y é inversamente instével se y(0)
for um ponto fixo isolado de P® — aR e de P% — 2aR e se

Wy)=1 e yuy)=-1.
Consideremos uma equacgao linear homogénea

ZE, = A(t)l’, x € MQXQ(R), (27)
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onde A : R — Myyo(R) é continua e T-periddica. Se z(t) é solugao de (2.7)
e verifica a condi¢ao inicial 2(0) = I entdo x(7) é chamada uma matrix de
monodromia de (2.7) e os seus valores préprios p, pe sdo chamados multi-
plicadores caracteristicos de (2.7) (ver Teoria de Floquet em [Har]). Diremos
que a equagao (2.7) é inversamente instavel se os seus multiplicadores carac-
teristicos satisfazem

< —-1< Mo < 0.

A partir de agora vamos assumir mais regularidade para a equagao (2.2),
mais concretamente, vamos supor que existe g—g(t, x), para todo o (t,z) €
R x R, e que % € C°%R x R). Deste modo a aplicacao de Poincaré é
continuamente diferencidvel (ver Apéndice 1). Dada uma solucao y de (2.2)
(a, b)-periddica, a fungao
dy

Y=g

(t;0,v0)

estd bem definida e é solugao da equagao variacional (ou também chamada
a equagao linearizada em torno de y)

Y/(t) _ ( _h(yl(t)) 1) Y(t) (28)

_%(tv yl(t)) 0

e verifica a condigao inicial Y (0) = Iy (ver [Har|, padg.95). Dado que y é uma
solugao (a, b)—periédica, a fungao matricial

—h(y1(t)) 1)
t—
(—%(t, n(t) 0
é bT—periddica, pelo que a equagao (2.8) é do tipo de (2.7). Como Y (bT') =
(P®)(y(0)), os multiplicadores caracteristicos de (2.8) sdo os valores proprios
de (P?)(y(0)). Desta forma, ou um dos multiplicadores caracteristicos, p,

2 toma o valor 1, e nesse caso diremos que y é degenerada, ou y(0) é ponto
fixo isolado de P’ — aR e podemos calcular o indice de y da seguinte forma

w(y) = deg(I — [P* —aR], B)

= sign{det(Z — (P"))'(y(0))} = sign{(1 — m)(1 - p2)}.

Segundo N. Levinson [Lev] uma solucéo y de (2.2) (a, b)—periddica é in-
versamente instavel se os multiplicadores caracteristicos associados verificam
< —1 < e < 0 (ou seja se a equagao linearizada em torno de y é inversa-
mente instavel). Neste caso, e de acordo com as férmulas acima,

Y(y) = sign{(1 — p1)(1 — p2)} =1,
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Yau(y) = sign{(1 — pi)(1 — p3)} = —1,

ou seja, y ¢ uma solucao inversamente instavel segundo a nossa defini¢ao.

Desta forma, a definicao de solugao inversamente instavel apresentada nesta

tese pode ser vista como uma versao topoldgica da definicao de N. Levinson.
Observemos que, pela férmula de Liouville (ver [Har|, pdg.46),

pipy = det Y(bT') = efobT —h(y1(t))dt < e_CbT,

pelo que
0 < pppe < 1.

Desta forma temos um nimero reduzido de situagoes. Se 1y < —1 < g <
0 entdo a equagao linearizada (2.8) associada a y é inversamente instével e,
como vimos, y é uma solucao (a, b)—periddica inversamente instavel de (2.2).
Se —1 <y < pe <0ouse0 < < pg <1 temos

Yo(y) = sign{(1 — p1)(1 — p2)} =1

va(y) = sign{(1 — p2)(1 — p2)} = 1.

Se 1y = —1 < py < 0, temos Y(y) = 1, porém y é degenerada quando
vista como solugao (2a, 2b)—periddica, o célculo de ~yq,(y) nao se pode fazer
através da linearizacao em torno do ponto fixo, podemos estar ou nao na
presenca de uma solucao inversamente instavel. Se pq, ps € C sdo complexos
conjugados temos Y,(y) = 7y2(y) = 1. Finalmente, se 0 < p; < pz = 1 entao
y ¢é degenerada como soluc¢ao (a,b)—periédica e como (2a,2b)—periddica.
Vamos ver nos lemas seguintes que também neste caso v,(y) = Yau(v)-

Consideremos um aberto limitado e convexo €2 C R? e o espaco das
funcdes em C*(, R?) com a norma

2
IFlh =) supllfill + > sup
i=1 Q

i=1,2, j=1,2

0fi
8xj

Lema 2.2.5. Consideremos uma familia de funcoes
P. € C*(Q,R?), ec]0,1],

de tal forma que se €, for uma sucessao em [0,1] a convergir para €, entdo
P., — P., na norma de C*(Q,R?). Supondo que 0 € Q, Py(0) = 0 e que

—1 & o(P}(0)), existe e¢ > 0 e Q > 0 tais que se P*(x) = x para algum
e €[0,e] e||z]] < @ entdo P.(x) = .
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Dem. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existem sucessoes €, — 0
em [0,1] e 2, — 0 em R? tais que P2 (z,) = x, mas P. (z,) # &,. Temos

P. () — P2 (z,) = { /0 P! (tzy, + (1 =) P, (,))dt| (zn — P., (2,)). (2.9)

Consideremos a sucessao limitada
_ Pen (xn) — Ty
Hpen(xn) - an

Zn

Extraimos uma subsucessao convergente para z, que ainda denotamos por z,.
Finalmente, dividindo (2.9) por || P., (z,) — z,|| e passando ao limite obtemos
P}(0)z = —z. O que é um absurdo. c.q.d.

Para a demonstragao do préximo lema usamos algumas ideias de [Or4] e
[KrPePoZal.

Lema 2.2.6. Suponhamos que y € uma solugdo (a,b)—periddica degenerada
de (2.2) de tal forma que yo = y(0) é um ponto fizo isolado de P’ —aR. Entdo
Ww(y) € {=1,0,1}, yo € um ponto fizo isolado de P?** —2aR e v(y) = vyau(y).

Dem. Suponhamos que os multiplicadores caracteristicos associados a esta
solucao sao p; =1 e 0 < puy < 1. Vamos supor que yy = 0 para simplificar a
notagao. Seja D uma matriz invertivel tal que

D(P" —aR)(0)D™! = (é /?2) :

Para simplificar a notacdo, a partir de agora escreveremos F = D(P’ —
aR)D~'. Escrevendo a formula de Taylor para F' em torno da origem obtemos

F(Ivy) = (ZL‘ + Rl(Ivy)7M2y + RQ(xvy))v
onde R;(z,y) = o(|[(z,y)|]), i = 1,2, ou seja,

I@w)l—o || (x, )]

=0.

Dado que 8(18;;)2(0,0) = (1 — p2) # 0, podemos aplicar o teorema das
fungdes implicitas (ver [Ze], pag.250) a fungao (I — F')3 e concluir que existem
vizinhancas V' C R de 0 e W C R? de (0,0) e uma fungao de classe C*

¢:V — R tal que

(I = Fla(z,y) = 0 = ¢()
{(x,y)eWy ﬁ{zev
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Deste modo,

Rl(*T: ¢(3§')) =0

(I_F)('r7y):0 PN :¢(x)
{(x,y)GW iev
Seja
d:V-—-R

O(r) = Ri(z, o(2)).

Dado que 0 é ponto fixo isolado de P® — aR, podemos assumir que 0 é o
unico zero de . Vamos tratar separadamente os quatro casos possiveis de
comportamentos de ® em torno da origem, ilustrados na Figura que se segue.
Caso 1: definimos a familia de funcoes

A D A9

4 4
Caso 1 Caso 2
A D Ap

s 4
<A 4

Caso 3 Caso 4

Figura 2.3:

F.z,y) = ((1+ €z + Ri(x,y), u2y + Ra(x,y)), €€]0,1].

Desta forma, Fy = F e

iy
g

) = —ex

{Ei,;)Fé)(v?y):O < ) & (x,y)=(0,0).

¢
e

8 <
m |l



Pelo que F, € € [0, 1] forma uma homotopia admissivel numa bola suficien-
temente pequena B; em torno da origem. Concluimos que

W(y) = deg(I — [P* — aR], D™'(B1)) = deg(I — F, B)

= deg(I — F, By) = sign{det(I — F})'(0,0)} = sign{puy — 1} = —1.

Dado que —1 ¢ o(F}(0)), podemos utilizar o lema anterior com P, = F..
Sabemos entao que existe €g > 0 e @ > 0 tais que se € € [0, €], todos os
pontos fixos de F? de norma inferior a @) sao também pontos fixos de F.. Em
particular 0 é ponto fixo isolado de F?. Por outro lado, se By é uma bola
centrada na origem, de raio inferior a () obtemos

Yeu(y) = deg(I — [P* — aRJ*, D7 (By)) = deg(I — F?, By)
= deg(I — F?, By) = sign{det(I — F2)'(0,0)}
— sign{(1 - p3)(1 - [1 + &)} = —1.
Caso 2: definindo neste caso
Fe(z,y) = (1 — )z + Ru(x,y), poy + Ra(x,y)), € €0, 1],

e com um argumento semelhante ao Caso 1 obtemos v,(y) = vau(y) = 1.
Caso 3: neste caso, definimos

Fe(xay) = (_6'7:2 + T+ Rl(xa y)a M2y + RQ(xay»: €€ [07 1]

Deste forma

O (z) = ex?
(I = F)(z,y) =0 N = ¢(z)
{ (z,y) e W i cv

ou seja, F, nao tem pontos fixos em OW qualquer que seja o € € [0, 1]. Assim,
F. é uma homotopia admissivel e se B; for uma bola suficientemente pequena
temos

Y(y) = deg(I —[P* —aR], D" *(B,)) = deg(I — F, B,) = deg(I — Fy, B;) = 0.

Por outro lado, o lema anterior mostra que existe uma bola B, suficiente-
mente pequena e €y de tal forma que I — F? nao tem zeros em B, para cada
e € [0,€], em particular temos uma homotopia admissivel. Consequente-
mente

Yau(y) = deg(I—[P°—aR]?, D™ (B,)) = deg(I—F?, By) = deg(I—F2, By) = 0.

€0’
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Caso 4: Este caso é semelhante ao caso anterior. c.q.d.

A hipétese de que P seja de classe C! é essencial no ultimo lema. De facto,
em [AlCa] foi construido um exemplo de um homeomorfismo P; : R? — R?
que preserva a orientacao, contrai areas, 0 é ponto fixo isolado de qualquer
iteracao de Py, deg[P;, B] = deg|[P?, B] = deg[P}, B] = 1 e deg[P}!, B] = -3,
onde B ¢ uma pequena bola em torno da origem.

A demonstracao do préximo lema foi retirada de [Orl].

Lema 2.2.7. Consideremos o rectingulo > C R? fechado, de lados d || e
paralelos a R e f || f + R perpendiculares a R e R = (—h, 1); como mostra
a Figura 2.4. Suponhamos que F = (Fy, Fy) : ¥ — R? é uma fungdo continua
que verifica

F(x)=F(x+R)#0, Vzef; (2.10)
F(z)*R° <0, Vre€d, (2.11)
F(x)*R° >0, Vrc€e. (2.12)
Entao deg[F,¥] = 0.
RU
Ax,
f+R
£
d
R
Figura 2.4:

Dem. Observemos que podemos supor que
S={r=(r,m) eR?:~1 <z <1, ~1<z9<1}, R"=(0,2)"

Na verdade, podemos fazer uma translagao, uma rotacao e uma homotetia
sem alterar o valor do grau. Suponhamos entao que F' verifica

F(=1,29) = F(1,29) # 0, Vo € [—1,1];
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FQ(.CI?l, 1) > 0, Fg(l'l, —1) < O, Vr, € [—1, 1]

Consideremos a fungao F* = FoJ, onde J(x,y) = (—x,y) é uma simetria
que deixa invariante o eixo das ordenadas. Consideremos a homotopia

H:[0,1]x X — R?
H(\ z) = F"(z)+ (1 = \)F(x).
Utilizando as propriedades de F' na fronteira de X é facil de ver que
H(\x)#0, V(\zx)€l0,1] x 9%,
pelo que F' forma uma homotopia admissivel; o que nos permite concluir que
deg[F, ¥] = deg[F™, X]. (2.13)

Pelos Teoremas de Weierstrass (ver [Di], pdg.224) e Sard (ver [Ze], pdg.318)
podemos considerar uma aproximagao Fy de F verificando Fy € CY(X),
det Fj(z) # 0 para todo o z tal que Fy(z) =0 e

Fy—F inf |F.
bt

Finalmente, obtemos

deg[F, Y] = deg[Fy, Y] = Z sign det F{(p)

Fo(p)=0

—— ) sign det(Fy)'(p) = — deg[Fy, %] = — deg[F", ¥,
F§(p)=0

onde Ff = FyoJ. O que junto com (2.13) nos permite concluir que
deg[F, %] = 0. c.q.d.

Proposicao 2.2.8. Suponhamos que para algum (a,b) € Z x N, b > 1, o
conjunto das solugies (a,b)—periddicas de (2.2) € finito e dado por

Y1, y27"'7yp7

(onde estamos a supor que y; e y;+kR, k € Z, sao a mesma solu¢ao). Entao
p
> wly:) =0.
i=1
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Dem. Consideremos o rectangulo
Y={zeR*:a<s*R<a+|R|*e|z*R" < p},

onde R = (—h,1), a e p sdo constantes de tal forma que possamos supor
que
y:(0) € int(X), i=1,2,...,p.

Consideremos também
F=1I-(P"—aR):R*—R?

e vamos ver que F' e Y estao nas condicoes do lema anterior. A condicao
(2.10) é 6bvia, dadas as condigoes de periodicidade da aplicagao de Poincaré.
Para cada yo € R? tal que y; R® = p, consideramos a solugao y(t) = y(t; 0, yo).
A fungao y(t)*R® verifica a equacao linear

¢' = —h¢ + a(t)

onde a(t) = —h(hy (t)—H(y1(t)))—g(t, y1(t)) é uma funcdo limitada. Vamos
supor que |a(t)| < L, ¥t € R. Concluimos entao que

_ t _
y(t)*R® = y(0)* RO " + / a(s)e =9 s,
0

E logo
F(yo) R® = ygR® — y(bT)" R’

_ bT _ _
=y RO(1 — 7M7) +- / a(s)e "9 ds > 4= RO(1 — e T —bT'L
0

Pelo que se p = yi R for suficientemente grande F'(yp)*R° > 0. Concluimos
que se tem (2.12). Analogamente se verifica que se y3R® = —p, com p suficien-
temente grande, temos F(yo)*R® < 0; ou seja F' verifica (2.11). Aplicando
agora o tltimo lema, conclufmos que deg[l — (P* — aR),X] = 0.

Por hipétese,

fix(P’ —aR)NY = {y(0): i =1,2,...,p}.

Tomemos €2¢, s, ..., €2, subconjuntos abertos disjuntos de X tal que

U2=% ¢ n@ea i=1...p

deste modo,
p p
> w(y) =) degll — (P"—aR), Q] = deg[I — (P’ - aR),X] =0,
=1 =1
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como pretendido. c.q.d.

Lema 2.2.9. Suponhamos que, para algum (a,b) € Zx N, b > 1, o conjunto
das solugoes (a,b)—periddicas de (2.2) € finito e dado por

Yi,Y2, - Yp

(onde estamos a supor que y; e y; + kR, k € Z, sao a mesma solugdo). Se
existe uma solugao (a,b)—periddica inversamente instdvel entao existe uma
outra solugdo (2a,2b)—periddica que nao € (a,b)—periodica.

Dem. Vamos supor por absurdo que toda a solucao (2a,2b)—periddica é
também (a,b)—periddica, em particular é finito o nimero de solugoes de
cada um dos tipos. Podemos entao aplicar o teorema anterior duas vezes e
concluir que

Y. wly)=0= > ). (2.14)

y € (a,b)—periddica y € (2a,2b)—periddica

Como estamos a assumir que toda a solugao (2a,2b)-periédica é também
(a, b)-periddica, as somas acima tém exactamente o mesmo numero de el-
ementos. Por outro lado, pelo Lema 2.2.6 as somas acima sé tem 1’s 0's
e —1’s. Como vimos na discussao antes do Lema 2.2.5, dada uma solucao
(a, b)—periédica y e os multiplicadores p; e uo associados a equagao lin-
earizada em torno de y temos 7,(y) = Yap(y) se 0 < g < 1 < g, 0 < pg <
e < 1, =1 < pp < py < 0, ou se pq, pe sao complexos conjugados. Por
outro lado, se 0 < p; < 1 = py o Lema 2.2.6 mostra que v,(y) = v2(y).
Se up = —1 < py < 0 temos Y(y) = 1 e, de novo pelo Lema 2.2.6,
yau(y) € {1,0,—1}. Finalmente, se y1 < —1 < py < 0 entdo y é inversamente
instavel, v, = 1 e 79, = —1. Concluimos que v,(y;) > Yap(vi), ¢ = 1,...,p.
Como existe uma solucao inversamente instavel (com ,(y) > Ya5(y)) cheg-
amos a um absurdo com a igualdade (2.14). c.q.d.

Vamos finalmente enunciar um critério, que nos mostra que em certas
situagoes o atractor da aplicacdo de Poincaré associado a equagao (2.2) nao
¢ homeomorfo a T*.

Teorema 2.2.10. Suponhamos que para algum (a,b) € Z X N, b > 1, o
conjunto das solugies (a,b)—periddicas de (2.2) € finito e dado por

Y, Y2, -5 Yp
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(onde estamos a supor que y; e y; + kR, k € Z, é a mesma solucao). Se
existe uma solu¢ao (a,b)—periddica inversamente instdvel entao A ¥ T,

Dem. Seja y a solugao periddica inversamente instavel. Observemos que
neste caso a aplicagdo de Poincaré associada a equagao (2.2) tem um ponto
periédico 7(0) € A de periodo b. Por outro lado, pelo tltimo lema existe uma
solugao ¥y, (2a,2b)—periddica que nao é (a,b)—periddica; consequentemente
y(0) € A é um ponto periddico de periodo 2b mas nao é ponto periédico de
periodo b. Pelo que necessariamente y(0) e y(0) sdo pontos periddicos de
distinto periodo minimo; o Lema 2.2.4 mostra que, neste caso, o nimero de
rotacao nao estd bem definido e logo A nao é homeomorfo a T!. c.q.d.

Tal como veremos na préxima seccao, se tivermos uma equacao com
uma solugao (a, b)—periddica inversamente instdvel com um ntimero infinito
de solugoes (a, b)-periddicas, podemos usar o Teorema de Sard-Smale para
perturbar a equagao e obter uma outra equacao com um numero finito de
solugdes (a, b)-periédicas em que uma delas é inversamente instavel de forma
a podermos aplicar o teorema acima.

Observemos que na hipdtese adicional de que nenhuma das solugoes

ylay27"'7yp7

do ultimo teorema seja degenerada, a demonstragao deste resultado seria
bastante simplificada.

2.3 Uma classe de equacoes tal que A nao é
homeomorfo a T!

Vamos de seguida ver uma aplicacao do Teorema 2.2.10. Para cada ¢ > 0 e
H > ¢*/4 vamos ver que existe k € N, p € C(R/TkZ), g € C*(R/Z), tais
que ¢'(x) < H para todo o x € R e de tal forma que a equagao

{ wi - —29(_331) 1+p(t) (2.15)

tem um numero finito de solugdes (0, k)—periddicas e uma delas é inversa-
mente instavel; pelo que, neste caso, A nao é homeomorfo a T!. Observemos
que uma solugao (0, k)—periddica é uma solugao kT-periédica de (2.15) em
R2. Vamos comegar por usar algumas ideias de [Or2] para construir uma
equacao linear que sera a equacao linearizada do exemplo final. Dadas wy,
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wy e T constantes reais positivas e k € N, definimos uma funcao em escada
da seguinte forma

alt) = —w%—l—%sete[o,g]
w%—l—%sete]%T,kT]

que prolongamos por periodicidade a todo o R. Vamos estudar a equacao

linear
T =129 — Ccxy
. 2.16
{ xh = —a(t)x; ( )

Observemos que embora « nao seja continua, ela é mensuravel. Desta forma,
vamos considerar as solugoes da ultima equacao no sentido de Carathéodory
i.e. (x1,5) é solugao sse for absolutamente continua e verificar a equagao
q.t.p.. Supondo que os multiplicadores caracteristicos desta equacao sao pi;
e liz, a férmula de Liouville mostra que gy = e=*T > 0. Dada uma funcao
a nas condigoes acima, definimos o discriminante de (2.16) como

A(2.16) [Oé] = U1 + M2 = trq)(kT),
onde ® é a matriz solucao de (2.16) tal que ®(0) = Is.
Lema 2.3.1. A equagao (2.16) € inversamente instdvel sse

A(2.16) [Oé] < —(1 + eickT).

Dem. Dado que pipus = e~*T > 0, os multiplicadores caracteristicos sao

ambos positivos ou ambos negativos. A conclusao resulta agora do facto da
desigualdade acima ser equivalente a

pr i+ 1+ pape <0< (u + 1) (pe + 1) < 0.

c.q.d.

O préximo lema mostra-nos qual a relagao entre A 16 e o discrimi-
nante de

T = o
he (ot 2) 2
que denotamos por A 17)[a].

Lema 2.3.2. A7 [a] = €%kTA(2.16) [a].
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Dem. Observemos que se p é um multiplicador caracteristico de (2.16) entao
existe uma solugao x = (z1, z3) desta equacao que verifica

x(t + kT) = px(t).

Assim,
_ 5t o
Y1 =€e2Ty1, Y2 =19y

verifica a equacao (2.17) e é tal que

yilt +KT) = ex'ex™ pay (t) = ey (t)

Yo(t + kT) = 2 py; (1) = 2y (8);

ou seja, ez*Ty é multiplicador caracteristico de (2.17). Logo o resultado.
c.q.d.

Lema 2.3.3. A equagao (2.16) € inversamente instdvel sse
kT
A(2_17) [Oé] < —2cosh (CT) .

Dem. De facto, pelos lemas anteriores, (2.16) é inversamente instével sse

c kT
Aganla] < —e2"(1 4+ e~*T) = —2cosh (CT) '

c.q.d.

Interessa-nos calcular o discriminante de (2.17) em funcdo de wy, wy e T

Lema 2.3.4. O valor de Ai17y[a] € dado por

9 cosh wlkT oS kaT + sinh wlkT sin wng ﬂ _ % '
2 2 2 2 wy Wy

Dem. Observemos que a equagao (2.17) se pode escrever como z’ = A(t)z,

onde
(02 1) = A sete|0,kT]
w; 0
A(t) = 0
(—w% O) = Ay se t €]EL kT
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que se prolonga por periodicidade a todo o R. A funcao matricial

d(t) = et = cosh(wst) %
wy sinh(wyt)  cosh(w;t)

¢ a solugdo de (2.17) em [0, £F] que verifica ®(0) = I. Se ¢ € [£L kT,

in(ws (t— L
B(t) = M- F)eA _ cos(.wg(t — %TIE)T % AT
—wy sin(wsy(t — %)) cos(wa(t — %))

é a solucdo de (2.17) que verifica ®(kT/2) = e*1*T/2, Finalmente

Apanla] = tr(eAQ% A’y ).

O calculo apresentado no tltimo lema é cldssico, veja-se [MaWi].

Lema 2.3.5. Dado H > ¢*/4 existe wy, wy e k tais que a equacao (2.16) ¢é
inversamente instdvel e a(t) < H.

Dem. Escolhemos w, de tal forma que

U)QkT .
2 =

.

Deste modo, o ultimo lema mostra-nos que

kT
)

Pelo que, do Lema 2.3.3 sai que (2.16) é inversamente instével sse
kT kT
—2cosh (wlT) < —2cosh (%) S wp > 6

escolhemos entao um w; qualquer maior do que ¢. Finalmente escolhemos
k € N suficientemente grande de modo a que w3 < H — ¢?/4; assim

2
a(t)§w§+cz<7i,

para todo o t € R. c.q.d.
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O nosso objectivo é definir g e uma solu¢ao x de (2.15) de forma a que
g'(z(t)) = a(t); contudo a fun¢do « até agora encontrada nao nos da uma
funcao g continuamente diferenciavel. O préximo lema, que foi provado em
[Or3], permite-nos regularizar « e ainda assim obter uma equagio inversa-
mente instavel. Seja L>°(R/kTZ) o subespago das fung¢oes kT —periddicas de
L>(R). Dada uma matriz A = (a;j) € M,xn(R) definimos a norma

14]lec = maxa;;].

Observemos que se A, B € My, (R) entao ||AB||oc < n||Al sl Bl|co-

Lema 2.3.6. Seja {«,} uma sucessio limitada em L>®(R/TZ) a convergir
para o € L®°(R/TZ) na topologia fraca*, ou seja

T T
| antvetvie— [ atveat
0 0
para todo o p € L*(0,T). Entao
hm A(Q.lﬁ) [O[n] = A(Q.lﬁ) [O[] .

Dem. Para cada n € N seja x,, € Mayxo(R) a solugao da equagao integral

xa(t) = Iy +/0 A, (s)xn(s)ds,

0= (oo o),

Pretendemos mostrar que x,, tende uniformemente em [0, 7] para a solugao
de

onde

z(t) = I +/0 A(s)x(s)ds, (2.18)

Alt) = (—;Et) (1)) ‘

Se W for uma constante real tal que ||A,(t)||cc < W, temos

onde

t
e (®) e < 1+ 20V / len(®)llwdt, ¢ € [0,T).
0
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para todo o n € N. Pelo Lema de Gronwall concluimos que ||z, (t)]|c <
et vt € [0,T), pelo que () nen é uniformemente limitada em [0, T]. Dados
t1, to € [0, 7] temos

lea(t1) — 2a(ts)lloe < ’

t1
/ An(t)a:n(t)dtH <2WePWT |t — ty;

to

concluimos que x, ¢ equicontinua. O Teorema de Ascoli-Arzela (ver [Har],
pag.4) garante-nos que existe pelo menos uma subsucessao que converge uni-
formemente.

Suponhamos agora que z,, ¢ uma subsucessao qualquer a convergir uni-
formemente para y. Seja ¢ € Mayo(R) uma fun¢ao matricial arbitraria com
entradas em L'(0,T). Obtemos

/OT An(t)(@a(t) — y(t))¢(t)dt” n

[e.o]

[ e [ awuosto]

[e.o]

<

[ e - awrwoeoa]

o0

T
< AW W)=y s " oodt
<4V g (=00 | lol0) g

/0 (un(t) - a(t))(y(t)go(t)h,idt' ,

que tende para 0 quando n — 4o00. Em particular

on(t) = I + / t An()n(t)dt — I + / tA(t)y(t)dt

pontualmente; concluimos que y é solucao de (2.18).

Do que vimos até aqui é agora possivel deduzir que z,, converge uniforme-
mente para a solu¢ao = de (2.18). Em particular z,(T) — x(7T) quando
n — 400 e consequentemente

lim A 16)[on] = limtr 2,(T) = tr (1) = Apaela].

Definimos a convolugao

() = (pn % ) (t) = / pult — y)oy)dy = / a(t — y)pu(y)dy,

onde, para cada n € N, p, € C*°(R) é uma fun¢ao com suporte contido no
intervalo | — =, L[ [ p,(t)dt =1 e p, > 0. E bem sabido que a,, € C*(R),

n
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para todo o n € N. Por outro lado, dado que « é kT'—periddica, observamos
que «, ¢ ainda kT —peridédica. Vamos ver agora que o, — « na topologia
fraca*. De facto, dada ¢ € L'(0,T) arbitraria, dada a forma de «a, o, — «
pontualmente q.t.p. e consequentemente, o,y — ap pontualmente q.t.p..
Por outro lado, |a,¢| < ||a/le|e| € L*(0,T). Pelo teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue temos

/0 an(Dp()dt — /0 a(t)o(t)dt,

como pretendido. Dado 'H > %, pelos lemas anteriores podemos agora fixar
uma fungao oy = ay,, € C°(R/kTZ), para ny € N suficientemente grande,
tal que a < 'H e tal que a equagao

T = x9 — Ccxy
2.19
{ xh = —p(t)zy ( )

¢é inversamente instavel. Observemos ainda que esta nova ag tem uma forma
semelhante & antiga; em particular ag(t) = —w} + /4 se t € (1/n,kT/2 —
1/n) e ap(t) =wi+c?/dset € (kT/2+1/n, kT —1/n).

Lema 2.3.7. Dado H > ¢*/4 existe g € C*(R/Z), k € N ep € C*(R/kTZ)
tais que ¢’ < H e a equagao (2.15) tem uma solucao = (0, k)—periddica cuja
equacao linearizada € inversamente instdvel.

Dem. Consideremos a funcao «g definida antes. Consideremos constantes
A,B € R tais que A < ap(t) < B < H. Vamos fixar uma fungao g €
C*(R/Z) de tal forma que exista um intervalo I C [0,1] tal que g” > 0
em I, ¢ < Heg(I) =[A B] (ver Figura 2.5). Definimos agora a funcao

AS
H

B

I~

i 4

Figura 2.5:

49



kT-periédica a1 (t) = (g);)"'(ao(t)) e a fungio AT-periddica p(t) = 21 (t) +
cx'y (t) + g(x1(t)). Deste modo x = (1,2} + cxq)* é solugao (0, k)—periddica
de (2.15), e a equagao linearizada em torno de x é a equacao (2.19) que por
construcao ¢ inversamente instavel. c.q.d.

Até agora encontramos uma equagao do tipo de (2.15) com uma solugao
(0, k)—periddica cuja equagao linearizada é inversamente instavel. Se esta
solucao for isolada entao ela é inversamente instavel. Para podermos aplicar
o Teorema 2.2.10 temos de resolver o problema da existéncia de um nimero
finito de solugoes (0, k)—periddicas, ndo degeneradas. O lema seguinte mostra-
nos que é suficiente excluir a existéncia de solugoes (0, k) —periddicas degen-
eradas.

Lema 2.3.8. Suponhamos que existe um niumero infinito de solucoes

(0, k)—periddicas de (2.15) (onde estamos a supor que as solu¢oes x e x+iR,
i € Z, sio a mesma solug¢do), entdo existe uma solugdo (0, k)—periddica
degenerada.

Dem. Suponhamos que (z,,),en é uma sucessao de solugoes (0, k) —periddicas
de (2.15). Vamos supor, sem perda de generalidade, que

0 <z, (0)"R < ||R|I?,

para todo o n € N. Dado que a aplicacao de Poincaré é dissipativa, podemos
supor a existéncia de um compacto E C R? tal que z,(0) € E, para todo o
n € N. Podemos supor a existéncia de uma subsucessao (z,(0)),en conver-
gente para x € E. Deste modo obtivemos uma sucessao de zeros de I — P¥
convergindo para z (consequentemente x também é um zero de I — P*). Se
por absurdo x nao for degenerado, podemos aplicar o teorema da fung¢ao in-
versa (ver [Di], pdg.166) e concluir que I — P* é localmente invertivel o que
¢ um absurdo. c.q.d.

Vamos ver de seguida, como consequéncia do Teorema de Sard-Smale,
que o conjunto das forgas p para as quais a equagao (2.15) nao tem solugoes
(0, k)—periddicas degeneradas é denso em C(R/KTZ).

Dados X e Y espacos de Banach, um operador continuamente diferen-
ciavel ® : U C X — Y, definido num conjunto aberto e conexo U, é de
Fredholm se dim(Ker(®'(u))) e codim(Rank(®’(u))) forem finitas para cada
u € U. Chamamos indice de ® ao valor

ind(®) = dim(Ker(®'(u))) — codim(Rank(®'(u))),
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que é o mesmo para cada u € U (ver [Ze], p4ag.317). Diremos que y € U é
um ponto regular de ® se ®’(y) for sobrejectiva. Diremos ainda que y € Y é
um valor regular de ® se ®~!(y) é vazio ou constituido por pontos regulares.

Teorema 2.3.9 (Sard-Smale). Suponhamos que X e Y sao espacos de Ba-
nach separdveis (i.e. tém um subconjunto denso e contdvel) e ® : U C X —
Y é um operador de Fredholm de classe C* com k > max{0,ind(®)}. Entdo
o conjunto dos valores requlares de ® € residual em'Y (i.e. contém a inter-
seccao de uma familia de conjuntos abertos e densos em 'Y ); em particular é
denso em Y.

Dem. Ver [AbMaRa|, pag. 227.

Para cada j € N consideremos o espaco de Banach CY(R/KTZ) das
fungoes kT —periddicas em C’(R), com a norma

J

lullci = sup [u®(1)].

i—0 LE[0,KT]

Lema 2.3.10. Se g € C'(R) e [a,b] C R entdo g ¢ uniformemente difer-
encidvel em |a,b], i.e. para todo o € > 0 existe 6 > 0 tal que se |h] < J e
h # 0 temos

—d(z)] <e

'g(x +h) —g(x)
h

para todo o x € [a,b].

Dem. A funcao ¢’ é uniformemente continua em [a—1,b+1], i.e. dado e > 0
existe > 0 tal que

lt —yl<d=19'(x) —g'(y)| <e

para todo o x,y € [a — 1,b+ 1]. Dado entao € > 0 seja 0 < § < 1 tal que a
expressao acima seja valida. Se |[h| <d <1, h# 0 e x € [a,b], temos

gz +h) —g(x)

: — g (@) =1g'(c) —g'(x)| <,

onde ¢ € [a —1,b+ 1]. c.q.d.
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Lema 2.3.11. Dada g € C'(R), o operador
®: C*(R/kTZ) — C(R/KTZ)
() = 2" + ca’ + g(x)
¢ de classe C' e de Fredholm com indice zero.

Dem. A primeira parte do funcional é linear e continuo, pelo que nao ap-
resenta dificuldade o cdlculo da derivada. Fixemos u € C*(R/kTZ), vamos
ver que V(u) = g(u) é derivavel Fréchet em u e

V' (u) : C*R/KTZ) — C(R/KTZ)
V'(u)(h) = g'(u)h.
De facto, para cada h € C*(R/kTZ) temos
U(u+h) = ¥(u) = g'(u)h =glu+h) — g(u) — g'(u)h.

Como u toma valores num compacto, podemos usar o ultimo lema e concluir
que para todo o € > 0 existe § > 0 tal que se ||h|jc2 < e h # 0 temos

[W(u+h) =) = g'Whlleo _ [Ihllco
<€ €.
Itiree 1Pl

Pelo que ® ¢é derivavel Fréchet em u e
' (u)(h) = " + ch’ + ¢'(u)h.

Se (un)nen é uma sucessao de fungoes a convergir para u em C*(R/kTZ),
temos

| (un) = ' (u)| = sup [|(g"(un) = g'(u))h]l

Ihll g2 <1

< [lg'(un) =g’ (w5 = O,

quando n — oo. Concluimos que ® é de classe C*.

Vamos de seguida ver que podemos decompor ®'(u) = S + T na soma de
um operador S(h) = h” de Fredholm com indice zero com um funcional com-
pacto. Deste modo podemos concluir que ®’ é uma perturbacado compacta
de S e logo também é de Fredholm com indice zero (ver [Ze], pag.296). O
operador S é obviamente continuo e o nicleo é constituido pelas constantes
de C*(R/kTZ) logo tem dimensao 1. Por outro lado

Rank(S) — {h € C(R/KTZ) - /0 )i = 0} ,
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ou seja C(R/kTZ) = R & Rank(S) logo codim Rank(S) = 1. Vejamos agora
que o operador T'(h) = ch/ + ¢’(u)h é compacto. De facto, se (hy)nen ¢ uma
sucessao limitada em C?*(R/kTZ) entdo a sucessao (T'(hy,))nen ¢ uniforme-
mente limitada e equicontinua. O teorema de Ascoli-Arzela permite-nos con-
cluir que existe uma subsucessao de (T'(hy,))nen convergente em C(R/kTZ).
c.q.d.

Em [AbMaRa], pag.101, pode ser visto um estudo mais geral da diferen-
ciabilidade de operadores do tipo de ®.
Seja

A={pe CR/KTZ) : (2.15) tem uma solucao (0, k)—peridédica degenerada}.
Lema 2.3.12. O conjunto C(R/kTZ)\ A é denso em C(R/kTZ).

Dem. Consideremos a fungao ® do tltimo lema. Uma fungao p € C(R/kTZ)
¢ um valor regular de ® sse todas as solugoes u de

"+ cx’ + g(x) = p(t), (2.20)

em C?(R/kTZ) sao tais que a fungao ®'(u) é bijectiva (visto que ind(®) = 0).
Por outro lado, p € A sse existe uma solugao de (2.20) em C?*(R/kTZ) tal
que 1 é multiplicador caracteristico de

{ g=n—c

n = —g'(u)

O que ainda é equivalente a existéncia de uma solugao periddica (£,7) nao
trivial da tdltima equagao. Ou seja, ®'(u1)(§) = P'(u1)(0) e ®'(uy) nao é

injectiva. Como ®(u;) = p, p ndo é um valor regular de ®. Até agora
mostramos que

{p € C(R/KTZ) : p é um valor regular de &} = C(R/kTZ) \ A.

Uma aplicagao do ultimo lema junto com o Teorema de Sard-Smale da-nos
o resultado. c.q.d.

Finalmente estamos em condicoes de apresentar o resultado final.

Teorema 2.3.13. Dado H > ¢*/4 eriste g € C°(R/Z) tal que ¢’ < H e ex-
istemk € N ep € C(R/ETZ) tais que a equagdo (2.15) tem um nimero finito
de solugoes (0, k)—periddicas e uma delas € tal que a equagao linearizada em
torno dela € inversamente instavel.

23



Dem. Consideremos g € C*°(R/Z) tal que ¢ < H, k € N, p € C*(R/kT7Z)
e a solucdo (0, k)-periddica dadas pelo Lema 2.3.7. Temos ®(z:(t)) = p(t).
Como a equagao linearizada

{ §'=n—ct
n=—g(r)§ "’

¢ inversamente instavel, nao tem solucoes kT -peridédicas nao triviais. O
mesImo se passa com a equacao

h" + ch' + ¢'(x1(t))h = 0.
Dado que, pelo Lema 2.3.11, ind(®'(z;)) = 0, a equagao
R" +ch' + ¢’ (x1(t))h = b(t)

tem uma tnica solugao kT -periddica para cada b € C(R/kTZ), ou seja ¢’ (x;)
¢ um isomorfismo. Aplicando o teorema da funcao inversa, concluimos que
® é um homeomorfismo na vizinhanca de z;. Pelo Lema 2.3.12 podemos
considerar uma sucessao (p,)neny @ convergir para p em C(R/ETZ) de tal
forma que a equacao

{ ¥ = —g(@(1)) + pa(t) (2.21)

nao tenha solugoes (0, k)-periddicas degeneradas. Pelo que vimos acima, para
n suficientemente grande, estd bem definida (x1), = ®7'(p,) e (z1), — 71
em C?(R/kTZ). Para cada n € N a fungio z, = ((z1)n, (x1)), + c(x1),)* é
uma solucao (0, k)-periédica de (2.21) com equagao linearizada

{ £ =n—c
1= —g'((z)a(t)§

Como ¢((x1),) — g(z1) na topologia fraca*, o Lema 2.3.6 mostra que para
n = ng suficientemente grande a equacao anterior é inversamente instavel.
Logo a funcao ((1)ng, (21)p, + c(21)n,)* é uma solucao (0, k)-periddica de
(2.21) cuja equacao linearizada é inversamente instavel. Dado que a equagao
(2.21) nao tem solugoes (0, k) —periddicas degeneradas, concluimos, pelo Lema
2.3.8, que tem um nimero finito de solugées (0, k)-peridédicas. O teorema fica
entao provado com p = py,. c.q.d.
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Corolario 2.3.14. Dado H > ¢*/4 existe g € C®(R/Z) tal que ¢ < H,
evistem k € N e p € C(R/KTZ) tais que o atractor associado a equagao
(2.15) nao é homeomorfo a T*.

Dem. E consequeéncia imediata do ultimo teorema e do Teorema 2.2.10.
c.q.d.

Vamos ainda mostrar que o resultado do Teorema 2.3.13 é robusto, ou
seja, se existe um numero finito de solucoes nao degeneradas e uma delas é
tal que a equacao linearizada em torno dela é inversamente instavel e per-
turbarmos um pouco a equagao (2.2), num sentido a definir futuramente,
continuamos a ter um numero finito de solugoes nao degeneradas onde uma
delas é tal que a equacao linearizada em torno dela é inversamente instavel.
Mais concretamente, consideremos o espago C'(R/Z) das fungoes continuas e
1-periddicas, com a norma

[ flloe = sup £ (2)]
R

Seja C%Y(R/TZxR/Z) o espago das fungoes T-periédicas na primeira varidvel,
1-periddicas na segunda, continuas e tal que existe e é continua a derivada
parcial em ordem a segunda varidvel. Consideremos ainda a norma

dg
lgllcor = sup |g(t,z)| + sup a—x(t,x)-

(t,z)ER? (t,z)ER?

Finalmente consideremos o espago produto

X =C°(R/Z) x C*Y(R/TZ x R/Z),

com a norma produto || - || x. Desta forma, X é um espago de Banach.
Fixemos uma equacao do tipo de (2.2)
I — H*
Yo =—g"(t, )
onde (h*, ¢*) € X, fo h*(t)dt e 0 < ¢ = min h* vamos supor que
para algum (a,b) Z >< N b > 1, a equacao anterior tem um nimero finito
de solugoes (a, b)—periédicas
yr7y>2k7 A 7y;7

nao degeneradas e uma delas é tal que a equacao linearizada em torno dela
¢é inversamente instavel. E valida a seguinte proposicao:
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Proposicao 2.3.15. Eziste uma vizinhanca U de (h*,g*) em X tal que se
(h,g) € U entdo a equagio (2.2) tem p solugoes (a,b)-periddicas, todas elas
nao degeneradas e uma delas € tal que a equacgao linearizada em torno dela
¢ inversamente instavel.

Dem. Vamos supor, sem perda de generalidade, que y/(0) € Sy, i =1,...,p
(Sp definido no inicio do primeiro capitulo). Consideremos o operador

U:R?2x X — R?

($, h: g) - [I - (Pb - &R)](JL‘),

onde P é a aplicagao de Poincaré. Este operador é de classe C'! (ver Proposigao
4.3.6 do Apéndice 1) e além disso

U(x,h*,g") =0ex €Sy xe{y(0),. ..,y,(0)}

Para cada i € {1,...,p}, consideremos y(¢;0,yo) a solucao geral de (2.22) e

Oy

Yi(t) = a0

(¢;0,9))

a matriz solu¢do da equagao linearizada de (2.22) em torno de y;. Temos

o
o, Wi (0),h%,g7) : R* = R® (2.23)

x — [I = Y;(bT)]x.

Como por hipétese y; é ndo degenerada, os valores préprios de I —Y;(bT") sao
1 — 1 e 1 — g, ambos diferentes de zero; pelo que (2.23) é um isomorfismo.
Concluimos, pelo teorema das fungoes implicitas, (ver [Ze], pag.250) que
existe V; C R? vizinhanga de y;(0), U; C X vizinhanga de (h*,g*) e uma
funcao f; : U; — R? de classe C* tal que

U(z,h,9)=0 e (x,h,g9) €VixU < fi(h,g) = (2.24)

Desta forma, para cada

(hag> € m Uz
i=1,...,p
a equagao (2.2) tem pelo menos p solugoes (a, b)-periddicas, cada vizinhanga
V; tem uma condicao inicial correspondente a uma destas solugoes. Supon-
hamos, com vista a um absurdo, que existe uma sucessao (hy,g,) de ele-
mentos em X a convergir para (h*,g*) em X e de tal forma que (2.2) tem
pelo menos p + 1 solugdes (a, b)—periédicas. Supondo que (h,, g,) € N;U;,
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podemos tomar uma sucessao y2 € Sy tal que U(y2 h,,g,) = 0 e 2 &
{filhn,9n),- - fo(hn, gn)}, para cada n € N. Usando um argumento semel-
hante ao usado na demonstracao do Lema 2.2.8 podemos demonstrar que
a sucessao de condigoes iniciais y2 € Sy estd dentro de um compacto, logo
Yy é uma sucessao limitada, podemos supor que uma sua subsucessao y)
converge para 1. Temos entao

0= \I](y?zka hnk:gnk) - \D(ym h*vg*> =0.

Pelo que yo = y7(0) para algum i € {1,...,p}, concluimos que ygk € V; para
ny grande; o que dd uma contradigdo com (2.24). Provamos até agora que
existe uma vizinhanga Uy de (h*, ¢*) em X tal que se (h,g) € U entdo a
equagao (2.2) tem exactamente p solugoes (a,b)—periddicas com condigoes
iniciais
{fl(h7 g): R fp(ha g)}

Suponhamos, de novo por absurdo, que existe uma sucessao (h,, g,) de ele-
mentos em X a convergir para (h*, ¢g*) em X e de tal forma que (2.2) tem
pelo menos uma solucao degenerada y,,. Podemos ainda supor, sem perda de
generalidade, que y,(0) € V; para todo o n € N e algum i € {1,...,p} fixo.
Dado que y,(0) = ¢;(hn, gn) temos 4,(0) — y;(0). Como estamos a assumir
que y, ¢ degenerada podemos concluir da existéncia de uma sucessao v, de
vectores em R? de norma unitaria e tal que

ov

%(yn(o): Py Gn) (0n) = 0.

Assumindo que v, — v e recordando que ¥ é de classe C!, obtemos

o (0). 0%, 4")(0) =0,

o que é um absurdo porque y; nao ¢ degenerada.
Vamos supor agora que a equagao linearizada de (2.22) em torno de yj

§=n—h" )¢
{w:—%wm@ﬁ (2.25)

¢ inversamente instavel i.e. a solu¢ao Y* desta equagao tal que Y*(0) = I, é
tal que os valores préprios pq, ps de Y*(0T') verificam p; < —1 < g < 0. Se
(hn, gn) converge para (h*, g*) em X entao, pelo que vimos anteriormente, a

equacao
Yy = —gn(t, Y1)
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tem uma solugao ¥y, (a,b)-periédica tal que y,(0) — y;(0). Pela Proposigao
4.3.6 do Apéndice 1, as componentes de Y, (bT"), onde Y,, é a solucao da
equagao linearizada em torno de y, que verifica Y;,(0) = I3, convergem para
as componentes de Y*(bT"). Concluimos que os valores préprios de Y, (b))
(raizes do polinémio caracteristico) convergem para os valores préprios de
Y*(bT"); pelo que se n for suficientemente grande, y,, é inversamente instavel.
c.q.d.

2.4 Um contra-exemplo auténomo

O estudo feito na ultima secgao mostra, em particular, que nao é possivel
melhorar a desigualdade no Teorema 2.1.3. Todavia, é possivel observar este
facto a partir de uma classe de equagoes auténomas.

No inicio da década de trinta, F. Tricomi [Tr1] [Tr2] estudou uma equagao
do tipo

2"+ cx’ +sinz = g, (2.26)

onde ¢ e (8 sdo constantes positivas. A sua motivacao eram as aplicagoes
desta equacao aos motores eléctricos. Observemos que esta é também a
equacao do péndulo forcado por um torque constante. F. Tricomi mostrou
que quando 3 > 1 nao existem equilibrios e existe uma solucao periddica
rotativa i.e. uma solugao z de (2.26) tal que x(t+ 1) = x(t) + 27, para algum
7 > 0. Provou além disso que = atrai todas as outras solugoes. Por outro
lado, quando # < 1 este autor mostrou a existéncia de dois equilibrios e de
uma constante c¢o(3) tal que se 0 < ¢ < ¢o(3), existe uma solugao periddica
rotativa, porém, quando o parametro ¢ se move para valores acima de co(3),
a solugao periddica rotativa é destruida numa bifurcagao de homoclinicas.
Ambas as situagoes estao esbocadas na Figura 2.6; em ambos os casos 0s
pontos de equilibrio estaveis estao representados como espirais embora sejam
nodos estaveis para alguns valores de c. Atendendo aos resultados de F.
Tricomi (ver também [HoLeMi]), podemos construir o diagrama de bifurcacao
que eshbogamos na Figura 2.7. Dado que a equacao (2.26) nao depende do
tempo, podemos considera-la T-periédica de um qualquer periodo T > 0
e considerar a correspondente aplicacao de Poincaré. Nesta seccao vamos
considerar a equagao associada a (2.26)

{ v=v (2.27)

vV=—cv—sinz+ 3’
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Figura 2.7:

que é do tipo de (1.1) com R = (1,0)*. Observemos que se (z,v)* for solugao
da equagao anterior entao (x,v + cz)* é solugao da equagao

T =v—cx
{ Y sine i (2.28)

Desta forma, o espago de fases de (2.28) é a imagem do espaco de fases
de (2.27) por uma transformagcao linear. Como vimos na Secgao 1 deste
Capitulo, a aplicacao de Poincaré associada a (2.28) é dissipativa, podemos
agora concluir que o mesmo se passa com (2.27). Da mesma forma, o atractor
A associado a (2.27) é homeomorfo a T sse o atractor associado a (2.28) tiver
a mesma propriedade.

Atendendo a caracterizagao de A dada pelo Lema 1.4.1, e atendendo
a Figura 2.6 concluimos que quando 0 < ¢ < ¢o(f3) o atractor é formado
pelos equilibrios, pela solucao periddica rotativa e pelas heteroclinicas que
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juntam estas orbitas; pelo que, neste caso A nao é obviamente homeomorfo
ao circulo. Podemos entdo deduzir pelo Teorema 2.1.3 que ¢o(3) < 2 para
todo o 5 €0, 1[. Na verdade esta é uma estimativa muito grosseira para co(3);
estimativas mais finas foram encontradas por F.Tricomi (ver [SaCol para uma
descrigao das estimativas para ¢o(3)). As estimativas obtidas mostram que
co(8) < /2. Vamos ver nesta seccdo que se considerarmos uma equacio do

mesmo tipo
=
{ vV=—cv—gx)+ 5’ (2.29)

onde a funcao seno foi substituida pela funcao 27-peridédica definida por

rsex € |—m/2,7/2]
g9(z) :{ —x+msex € [n/2,3m/2]

entao vamos ter uma situacao analoga a anterior e além disso vamos mostrar
que neste caso se 3 toma valores arbitrariamente perto de 7/2, a fungao cy(53)
toma valores arbitrariamente perto de 2.

Diremos que uma solugao (z,v) de (2.29) é periddica rotativa se x(t+71) =
x(t) + 27 para algum 7 > 0. Mais concretamente, vamos mostrar que fixado
¢ de forma a que ¢*/4 < 1 & ¢ < 2, podemos escolher 5 €]0,7/2[ de
forma a que a equacao (2.29) tem equilibrios e simultaneamente uma solugao
periddica rotativa, pelo que o atractor associado nao é homeomorfo a T!.
Dado que 1 ¢é a constante de Lipschitz de g, isto mostra que a desigualdade
do Teorema 2.1.3 é optimal.

Dado que f é Lipschitziana, a equagao (2.29) tem existéncia e unicidade
de solucao para cada conjunto de condigoes iniciais. Dado § €]0,7/2], a
equagao (2.29) tem pontos de equilibrio em (54 2k, 0)* e (—7 — B+ 2km,0)*
para cada k € Z. O estudo da linearizacao de (2.29) em torno destes pontos
mostra que os pontos da forma (5 + 2km,0)* sdo focos estdveis e os pontos
da forma (—m — § 4 2k7,0)* s@o selas.

Para cada > 0 fixo, a funcao

—ctvVertd \/(’2"'4,5
& 2

Ts(t) = (7/2+ 0) -1
¢é solucao de
' +ecr' —x—m=0.
Por outro lado, Ts(t) é crescente, Tg(0) = —m/2, limy_,_Ts(t) = —1 — 3

e lim; ., 73(t) = 0. Conclufmos que (T3, Tj5) é uma solugao de (2.29) em
] —00, 0] dentro da variedade instavel de (—7—/,0)*. Fixemos yg = (23, v3) a
solugdo de (2.29) que coincide com (T, Tj5) no intervalo | — oo, 0] (ver Figura
2.8). A fungao vg é positiva no intervalo | — oo, 0[; seja tg > 0 o primeiro valor

60



v

- —r/2: /2 n

Figura 2.8:

onde vg(tz) = 0, caso vg(t) > 0 para todo ot > 0 definimos t3 = +00. Vamos
provar nos proximos lemas que existe 51 €]0,7/2[ tal que se f; < § < 7/2
entao tg = +o00.

Lema 2.4.1. Se ¢ < 2, existe 3y €]0,7/2[ tal que para cada By < 5 < 7/2
existe 0 <ty < tg tal que x5(ts) > 7/2 e vg(t) > 0, para todo ot €] — o0, tp|.

Dem. Observemos que a funcao

—2c+ V2 +4 sin (\/mt) — cos (mt)] +5

B5(t) = (r/2+B) 5

Vi 2 2

é a solucao da equacgao
2+ +x =0

que verifica

73(0) = ~7/2 = 75(0) ¢ F(0) = (x/2+ ) (L ;*4) = 70).
Definindo
e | —2c+VeE+4 . (VA= Va4 —c?
f(t) =e 2 Ve sm< 5 t) —cos( 5 t)] ,
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observamos que o valor mais pequeno to > 0 onde f'(t3) = 0 é tal que
f(t2) > 0. Concluimos que a funcao z5(t) = (7/2+ B)f(t) + B é crescente
em [0,t5] e Tg(te) = (/2 + B) f(t2) + 5 > /2 se
Tl — f(tg)
> ffp = maxs 0, - ——== 5.

= X{ 21+ f(ta)
Se t3 > 0 for o primeiro valor para o qual Tg(t) €] — 7/2,7/2|, entao z45(t) =
Tg(t) em |0, 3], concluimos que para cada (3 > [y existe tj tal que zg(tg) >
7/2 e vg > 0 para todo o t €] — oo, t5]. c.q.d.

Lema 2.4.2. Se ¢ < 2, eziste 1 €]0,7/2[ tal que se f; < [ < w/2 entdo
tﬁ = +OO

Dem. Seja (3 dado pelo iltimo lema. Consideremos (3; €|f, 7/2[ tal que
zp,(tgr) > m — Bi. Consideremos ainda 3; < < /2. Pelo tltimo lema v
estd bem definida como fungao de x e é positiva no intervalo | — 7 — 3, z5(t})|
(com zg(ty) > m/2). Por outro lado, vs(x) é solugao de

dv B —g(z)

= — — 7 2.30
I = (2.30)

no mesmo intervalo. Como

%:_C+50—9(37) <_C+ﬂ—g(@“),
dx ) )

v, ¢ uma sub-solugao de (2.30) no intervalo | —m — Gy, 7 — 1 |. Considerando
uma constante L suficientemente grande obtemos uma sobre-solucao. Este
par de sub e sobre-solugoes forma um funil para a equagao (2.30) no intervalo
| —m—Bo, m— B[ (ver Figura 2.9). Como vg(—m—fy) €]0, L[, concluimos que
vg(z) estd bem definida e é positiva no intervalo | — 7 — 3,7 — 3]. Analoga-
mente podemos concluir que vz estd bem definida e é positiva no intervalo
|m — 3,31 — B[, usando vg(x — 27) como sub-soluc¢do e uma constante como
sobre-soluc@o. Por indugdo concluimos que vg(x) estd bem definida e é pos-
itiva no intervalo | — m — 3, +oo[. Logo tg = +o0. c.q.d.

Na demonstracao do ultimo lema usamos o conceito de sobre e sub-
solugoes para construir um funil. Na demonstracao do préximo teorema
vamos usar este mesmo conceito para provar a existéncia de solucao para um
problema de valores de fronteira periddico. Mais precisamente, vamos usar
o seguinte resultado classico:
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Figura 2.9:

Teorema 2.4.3. Consideremos f € C(R/TZ x R) e «, 8 € C'[0,T] verifi-
cando

o (t) < ft,alt), B'() = f(E6(1), VEeloT],
e a(0) < o(T) < B(T) < 5(0). Entao o,  sao chamados um par ordenado

de sub e sobre-solugoes e existe uma solu¢ao T-periddica x de ' = f(t,x) tal
que a(t) < x(t) < B(t), para todo ot € [0, T].

Lema 2.4.4. Se ¢ < 2, existe 31 €]0,7/2[ tal que se f; < B < 7/2 a equagao
(2.29) tem uma solucao periodica rotativa.

Dem. Consideremos (3; dado pelo ultimo lema e 3, < § < 7/2. Us-
ando vg(x) como sub-solugdo e uma constante L suficientemente grande
como sobre-solucao, obtemos um par ordenado de sub e sobre-solugoes de
(2.30) no intervalo [—m — 3,7 — (]. Concluimos que (2.30) tem uma solugao
periédica positiva. A esta solucao corresponde uma solugao periddica rota-
tiva de (2.29). c.q.d.

Apresentamos agora o resultado central desta seccao:

Teorema 2.4.5. Dado ¢ < 2, existe 31 €0, 7/2[ tal que se f; < B < 7/2 o
atractor da aplicagao de Poincaré associado a equagao (2.29) nao é homeo-
morfo a T,

Dem. Consideremos a solucao periédica rotativa (xg,v9) dada pelo 1ltimo
lema. Pelo Lema 1.4.1 concluimos que

{(zo(t),v0(t)) : t € RFU{(=m — 5,0)} U{(5,0)} C A.
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Observemos que os pontos (—m — 3,0) e (3, 0) ndo pertencem a drbita (xg, vy).
Como {(xo(t),ve(t)) : t € R} é um subconjunto préprio de A e é homeomorfo
a T! concluimos que 4 nao é homeomorfo a T!.
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Capitulo 3

Conexoes com os trabalhos de

R. A. Smith

Russel A. Smith em [Sm2]| procura condigoes suficientes para a existéncia
de solugoes periddicas estéveis para uma equagao do tipo de (1.1), sem a
condicao de periodicidade em z. Vamos ver que uma das suas condicoes im-
plica a condigao (F}). Finalmente, vamos aproveitar as ideias desenvolvidas
em trabalhos relacionados com teoria do controlo para mostrar que certas
classes de sistemas verificam (F}).

3.1 A condicao de R. A. Smith

No artigo [Sm2] é introduzida a condic@o seguinte:

Suponhamos que existem A > 0, ¢ > 0 e P uma matriz real simétrica,
com um valor préprio negativo, todos os outros valores proprios

(Fy) | positivos, de tal forma que

(x1 — 22)*P[F(t,21) — F(t,22) + Mx1 — 22)] < —€||z1 — 227,

para todo o x1, 20 € R" e t € R.

Antes de demonstrar a proposicao central deste Capitulo vamos provar
um lema auxiliar.

Lema 3.1.1. Seja A C R" e Q : R — R"™ uma aplicacdo linear tal que
Ker@ = span{R}. Entao e(A) € limitado em C sse Q(A) é limitado em R™.

Dem. Para cada x € A seja u, € R" tal que u, € TN Sy e d(T,0) = [|uy|.

Assim, e(A) é limitado em C sse o conjunto {u, : z € A} é limitado em R™.
Concluimos que o conjunto A é limitado em C sse o conjunto {Q(u,) : x € A}
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é limitado em R™. Finalmente, observando que Q(u,) = Q(z), para todo o
x € A, o lema fica demonstrado. c.q.d.

Vamos ver que a condigao (Fy) é mais forte do que (F}), ou seja:

Proposicao 3.1.2. Se o sistema (1.1) satisfaz a condi¢ao (Fy) entdo também
satisfaz a condi¢ao (F1).

Dem. Sejam A\; < 0 e Ay, ..., A, > 0 os valores proprios de P contados
de acordo com a sua multiplicidade. Consideremos Vi, V5, ..., V, uma base
ortonormada de vectores préprios associada a Ay, Ao, . .., A,, respectivamente.
Tomando z; = R e 9 = 0 em (F,) obtemos R*PR < —¢||R||*/)\; pelo
que se conclui que R ¢ span{Vs,...,V,}. Consideremos o subespaco F =
span{ Vs, ..., V,} de dimensao n —1 e @ a projeccao sobre F tal que Ker@) =
span{R}. Consideremos x;, xs duas solugoes distintas de (1.1) e limitadas
em C. Pelo lema anterior podemos tomar uma constante ¢; tal que

Q@1 (t) = 2o())]| <1, VEER.
Definimos V' (z) = 2* Px e vamos mostrar que o conjunto
A={z eR": |Q(x)]| < ¢ e V(x) >0}

¢é limitado. Se por absurdo assim nao fosse, existiria uma sucessao de ele-
mentos de A que se pode escrever na forma

Tp = Q(-rn) + anR7

para todo o n € N, onde «, é uma sucessao ilimitada. Mas nesse caso
obtemos

0 < 2 Px, = Q(x,)*PQ(z,) + 20,,Q(2,)* PR + o> R*PR

€
< 1P+ 2ei|an] PRI — an S 1R
o que é um absurdo.

Por (F3) obtemos

% (eMV (w1 (t) — m2(t))) < —2ee® |1 () — 22(1)]]* < 0;

pelo que eV (21 (t) —2(t)) é decrescente. Se por absurdo z;(0) —x4(0) € F
entao

MV (21(t) — 22(t)) > V(21(0) — 22(0)) > 0,
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para todo o t < 0; logo A = {a1(t) — x(t), ¢ < 0} é ilimitado. Como A &
um subconjunto de A, obtemos um absurdo. c.q.d.

No mesmo artigo [Sm2] o autor encontra condigoes para que um sistema
do tipo de (1.5) verifique (F3). Vamos entao supor que temos um sistema do
tipo

¥ =Cx+ J(t,x), xeR" (3.1)
satisfazendo as condigoes assumidas na Secgao 1.3. Recordemos que
A = —max{Re(A) : A é um valor préprio nao nulo de C'}.
Para cada A €]0, A[ definimos p(\) por
p(\) 2= inHl;rnina{(CY + M —iwl)(C* + M +iwl)}.
we
Observemos que, utilizando a caracterizagao variacional do menor valor préprio

de uma matriz hermitica (ver [LaTi], pag. 285),

min o {(CH+N —iwl)(C*+ N +iwl)} = |min T(CHM—iwl)(C*+ A +iwl)x

|z[|=1
= mmin, [[(C7 + M +iwl)z|* > i (w?lz]]* = [(C" + AD)z|]*)
z||=1 z||=1
= w? — max [|(C* + X )z|?,

llell=1
que tende para +oo quando |w| — 400. Dado que Ker(C* + A\ +iwl) = 0,
concluimos que p(\)~2 > 0. Em particular, a matriz (C' + X — iwl)(C* +
M +iwl) é definida positiva.
Diremos que J é K—Lipschitziana na segunda variavel se
17 (t,z) = J(t, y)|l < Klz =y
para todo o (x,y,t) € R**1. Vamos necessitar do seguinte teorema provado
em [Ja].
Teorema 3.1.3. Ser € N € par e
B(2) = By + Biz+ Byz* + ...+ B.2", 2€C, By,...,B. € My,(R),

¢ um polindmio de matrizes tal que (B(2))* = B(—%) e (B(iw)) € semi-
definida positiva (i.e. x*B(iw)x > 0, Yo € R") para todo o w € R. Entao
existe um polinomio de matrizes

h(z) = Co+Crz+Coz® + ...+ Copz?, 2€C, Cy,...,Criz € Myxn(R),
tal que



O préximo resultado foi provado em [Sml] e [Sm2| para equagoes muito
mais gerais. Vamos fazer um resumo da demonstracao para este contexto.

Teorema 3.1.4. Se J for K -Lipschitziana na sequnda varidvel e K < pu(\)™!
para algum A €]0, A[, entdo (3.1) satisfaz (F3).

Dem. Tal como na iltima demonstragao usamos a funcao auxiliar V(x) =
x*Px. Dado que estamos a supor existéncia e unicidade para o problema de
condigdes iniciais, (F3) é verificada sse para cada par xy, o, de solugoes de
(1.1) temos

d
LV (@ (1) — (1)) < —2e€® |21 (1) — 22(8)]1* (3.2)
Dado um par z7, x5 de solugdes distintas de (1.1), a diferenga X = x; — 9
verifica a equacao

X' =CX+M(t)X,
onde

1 *
M(t) = W(J(t,fﬁ(t)) — J(t,22(1))) X ()" € Myxn(R).
Por hipétese temos |M(t)| < K, para todo o t € R.
Consideremos v € R tal que K < y~! < u(\)~! e o polinémio de matrizes

B(2) =y*(C*+ M + 2I)(C+ X —zI) -1, z€eC.

Dado que v > pu(A), todos os valores préprios de B(iw) sao positivos, as-
sim B(iw) é definida positiva qualquer que seja o w € R. Por outro lado,
(B(2))* = B(—%). Utilizando agora o teorema anterior podemos concluir que
existe um polinémio de matrizes do tipo h(z) = C1+Csz, C1,Cy € Myn(R)
tal que

VHC* + M)(C+ X)) — 1 = C;Cy
B(z) = (h(=2))"h(z) & § ¥*(C = C*) = C1Cy — C5C1
’721 == C;OQ

Consideremos a matriz simétrica
P=—~7*C+ M) —C3C, = —7*(C*+ \I) — C;Cy.

Se Y = eMX, entdo Y = (C + M)Y + M(t)Y e (algumas das igualdades
seguintes envolvem calculos longos embora basicos, além disso, algumas das
igualdades s@o mais facilmente verificas da frente para tréas)

d

a[e”‘tV(X(t))] = (Y')*PY +Y*PY’
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= (Y)*(=*(C + M) — C5C0)Y + Y*(=v*(C* + A\I) — C7Cy)Y’
= VY (CHN) =YV [(CHN)Y =Y =YY —(Y*C7+(Y)*C3)(CLY +CyY")

= P(MOY) (MHY) =YY = |CY + G|

< - <1 — (igﬂg‘MW)Q) halw

Concluimos que (3.2) é satisfeita com

teR

2
2¢ =1— > (sup ]M(t)\) > 0.
Até agora mostramos que
(z1 — 22)*P[C(zy — 11) + J(t,21) — J(t, 29) + Mw1 — 23)] < —€|w1 — 22|,

para todo o (t,x1, 1) € R**1. Falta ver que P tem a forma exigida pela
condigao (F,). Observemos que P nao depende de J, em particular se J =0
obtemos € =1/2 e

(21 — 29)*P(C + M) (21 — 73) < —€|lz1 — 22]?,
para todo o 1, x9 € R". Tomando 1 =z + h e x5 = x obtemos
h*P(C + AI)h < —¢||h|)>.

Assim, a matriz simétrica da forma quadratica 1/2(P(C'+ A )+ (C*+\I)P)
¢ definida negativa. Utilizando o teorema geral da inércia (ver [LaTi|, p.445
) concluimos que —P e C'+ Al tém o mesmo nimero de valores préprios com
parte real positiva, nula e negativa. c.q.d.

Dada uma equacao do tipo de (1.1), podemos escreve-la como (3.1) de
varias formas. Assim o teorema anterior da varias condigbes para que o
sistema verifique (Fy).

Corolario 3.1.5. Consideremos uma equagio do tipo de (3.1) tal que a
aplicacao de Poincaré associada é dissipativa. Se J ¢ K-Lipschitziana na
sequnda varidvel e se K < p(A)™! para algum \ €]0,A[, entdo 7,4 € um
homeomorfismo de A para T*.

69



Dem. O resultado é consequéncia do ultimo teorema, Proposicao 3.1.2 e
Teorema 1.4.2. c.q.d.

No caso particular de C' ser semi-simples (ver defini¢ao na Seccao 1.3) é
facil calcular o valor de p(A).

Teorema 3.1.6. Consideremos uma equagao do tipo de (3.1) tal que a aplicagdo
de Poincaré associada € dissipativa. Suponhamos que C' € semi-simples e que
M € M,xn(R) € uma matriz invertivel tal que MC M~ é do tipo de (1.6). Se

a fungao G(t,y) = MJ(t, M~'y) for K—Lipschitziana na sequnda varidvel e
K < A/2, entao /4 é um homeomorfismo de A para T*.

Dem. Suponhamosque \; =0, Ag,..., A\, € R, Ay = a1 Fiboyy, ..., A =
as £ 1bs, € C sao os valores proprios de C' escritos de acordo com a sua mul-
tiplicidade. Dado que C' ¢ semi-simples, a matriz MCM~! = D tem valores

4 . . i —bi . .
préprios ou caixas do tipo “ ‘ ) ,i1€{r+1,...,s} na diagonal e todas

bi a;

as restantes entradas nulas. A mudanca de varidveis y = Mz transforma a
equagao (3.1) em

y'= Dy +G(t,y). (3.3)

Observemos que a equagao acima ¢ do tipo de (3.1); em particular
G(t,y) = G(t+T,y) = G(t,y + R)

onde R = MR.

Para cada A €]0,A] e w € R, a matriz (D + A — iwl)(D* + A\ + iwl)
tem elementos da forma (\; + \)* + w?, i € {1,...,7} ou caixas da forma
((ai + A)? 4+ w? + b7 —2iwb;

2iwb; (a; + A)? + w? + b7
todos os restantes elementos sao nulos. Concluimos que os valores préprios
de (D + M —iwl)(D* 4+ A\ + iwl) séo

;1€ {r+1,...,s}, nadiagonal e

N w?, (A + A 0’ (A A P (e + A (wEb)

(as+ A)* + (w £ by)*.

Obtemos entao para a equagao (3.3)
M(/\)_2 = min{/\27 (/\2 + )‘)27 SR (/\7“ + /\)27 (ar—i—l + /\)27 ceey (CLS + )\)2}
= min{\? (A — A)?}.
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Assim pu(A/2)7!' = A/2. Concluimos, pelo Teorema 3.1.4 e pela Proposigao
3.1.2 que (3.3) satisfaz (F7) sempre que K < A/2.

Vamos ver que se (3.3) satisfaz (F}) entao (3.1) também satisfaz (F7).
De facto, se F é um subespaco de dimensio n — 1 nas condicoes de (F}) e
dadas duas solugdes z1, x5 de (3.1) limitadas em C entdo podemos usar o
Lema 3.1.1 para mostrar que y; = Mx; e yo = Mz, sdo solugoes de (3.3)
limitadas no cilindro C correspondente & equacio (3.3), logo 1 (0) —12(0) & F
e consequentemente z1(0) — 25(0) & M~'F. Concluimos que (3.1) verifica
a condicio (F}) com F = M~'F. O resultado é agora consequéncia do
Teorema 1.4.2. c.q.d.
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Capitulo 4

Sistemas de osciladores
acoplados

Neste capitulo vamos ver aplicagoes dos teoremas demonstrados no ultimo
capitulo. Estudaremos modelos de péndulos acoplados. Vamos ver que sem-
pre que o atrito é suficientemente forte estes sistemas tém um atractor home-
omorfo ao circulo. Na tultima seccao estudaremos equagoes ordindrias de
ordem n.

4.1 Um sistema de osciladores simetricamente
acoplados

Vamos estudar nesta seccao o caso particular em que C' é uma matriz simétrica.
Neste caso o estudo da equagao (3.1) fica bastante simplificado ja que a ma-
triz M que aparece no Teorema 3.1.6 pode ser tomada ortogonal.

Corolario 4.1.1. Consideremos uma equagio do tipo de (3.1) tal que a
aplicacao de Poincaré associada € dissipativa. Suponhamos que C € uma
matriz simétrica, J é K-Lipschitziana na sequnda varidvel e que K < A/2.
Entao w4 € um homeomorfismo de A para T'.

Dem. No caso de C ser simétrica, existe uma matriz ortogonal M tal
que MCM~! é diagonal (em particular C' é semi-simples). Obviamente que
G(t,y) = MJ(t, M~ 'y) é também K-Lipschitziana na segunda varidvel, logo
o resultado é consequéncia do Teorema 3.1.6. c.q.d.
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Consideramos como exemplo o sistema (3.1) com

1 -1 0 0
-1 2 -1 :
C=-v] o 0 (4.1)
-1 2 -1
0 0 -1 1

Deste modo, ficamos com o sistema de equagoes em R"”

¥y =v(re —x1) + J(t, x)
zh = v(r; — 29 + x3) + J(t, )

z, =v(xy_1 —x,) + J(t, )
onde v > 0 é o chamado coeficiente de acoplamento. Neste caso particular a
matriz C' é simétrica e os valores proprios de C' sao:

— 1
—A4y sin® (u), j=1, ..., n.

2n

Se a aplicacdo de Poincaré associada for dissipativa (que é o caso se J for
limitada ou mais geralmente se estiver nas condig¢bes da Proposigao 1.3.3)
entdo o atractor associado é homeomorfo a T! se J for K-Lipschitziana na
segunda varidvel e K < 2vsin®(£).

O caso particular (auténomo) em que J(t,z) = (w; — sin(xy),. .., w, —
sin(x,,)) foi estudado em [QiZhQi], onde foi provado que A é homeomorfo ao
circulo para todo o v > 0.

4.2 Um sistema de n péndulos acoplados

Consideremos uma equacao do tipo das estudadas no Capitulo 2

v=v c>0
vV =—cv—g(t,x) ’ '

onde g é T-peridédica em t, 2m-peridédica em x e K-Lipschitziana na segunda
varidvel. Podemos escrever este sistema na forma y' = Cy + J(¢,y) com

-6 1) ) (L)
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Observemos que C' tem valores préoprios 0, —c e que g é limitada; pelo Teo-
rema 1.3.3 a aplicacao de Poincaré é associada a esta equacao é dissipativa
e logo existe um atractor A. Por outro lado, os vectores proprios associados

a 0, —c sao ((1)) e (_10) respectivamente, pelo que se M = ((1) _10) e

M~ = é —11/;0) temos M~'CM = diag(0, —c). Definindo G(t,z,v) =

M=1J(t, M(z,v)*) temos

|G(t, 1, v1) — G(t, x2, ) || = [|M 70, —g(t, 21 + v1) + g(t, 32 + v2)) ||

V2 V2
= T!g(t,xl +v1) —g(t,za + )| < TK\xl — To 4 v; — vy

2K
< 7“(']7171)1) - (x2702)H7

ou seja, G é %—Lipsehitziana em y. Pelo Teorema 3.1.6 podemos concluir
que o atractor associado a A ¢ homeomorfo a T! sempre que

2K ¢ c?

— < - K< —.

c 2 4

Desta forma, reobtemos parcialmente o resultado do Teorema 2.1.3. O Teo-
rema 2.1.3 tem a vantagem de se referir a uma equagao onde o coeficiente de
atrito nao é constante e de nao exigir limite inferior para

g(t7 xl) - g(ta 1'2)
1 — T2 '

Contudo, o Teorema 3.1.6 pode ser aplicado a equagoes com mais graus de
liberdade, como vamos ver de seguida.
Consideremos o seguinte sistema de equagoes em R", com n > 2,

u +yu' 4+ Au+ S(t,u) =0, ueR", (4.2)

onde v é uma constante positiva e A é uma matriz em M, ,(R), simétrica,
com um valor proprio nulo a; = 0 e todos os restantes positivos ap < ... < «,,
(escritos por ordem crescente e de acordo com a sua multiplicidade). Vamos
entao supor que 7 € R™ de norma 1 é tal que

KerA = span{n}. (4.3)

Além disso, S : R x R" — R” é uma aplicagao continua e de tal forma que
S(t,u+mn) = S(t,u) = S(t+T,u) para todo o (t,u) € R x R" e para alguma
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constante positiva T'. Finalmente, vamos supor que S é de tal forma que o
problema (4.2) tem existéncia e unicidade de solugao para cada conjunto de
condicoes iniciais.

Este tipo de equagao surge quando se discretiza a equacao de derivadas
parciais de sine-Gordon, além disso ¢ um modelo mecanico para um sistema
de péndulos acoplados ou um sistema de juntas de Josephson (ver [HoLeMi).

Considerando v’ = v, o sistema (4.2) pode ser escrito como um sistema
de primeira ordem do tipo de (3.1) onde = = (u,v)* € R*",

o= ). 1= ()

Observemos que para R = (1,0)* € R*" temos J(t,y + R) = J(t,y) para
todo o (t,y) € R x R*".

Dado que A é uma matriz simétrica, podemos tomar uma base orto-
normada {7, 72,73, ..., M, } de vectores préprios de A, associados aos valores
proprios a; = 0, aw, as, . . ., a, respectivamente. A matriz cujas colunas sao
constituidas pelos vectores da base acima

Pr=1n n ...

é ortogonal, isto é Pt = Py, e PfAP, = diag(0, as, ..., a,). Considerando
P, = (Pl O) obtemos

0 Pr

Por outro lado, a matriz Ps correspondente a aplicagao linear

Py : R*™ — R™
(g, Uy« ooy Uy V1, Ve e ooy U) ™ — (U, U1, Uy Ve, ooy Uy V)
¢é de tal forma que
0 1
0 —v 0
0 1
P, P,CPy Pyt = —y =y
0 0 1
—0p -
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Para cada ¢ = 1,...,n consideremos o bloco

Ai:(o 1)‘
—Q; =7

Vamos supor que y? — 4a; # 0. Podemos entao ter dois casos:
Caso 1: Se 72 — 4a; > 0 entdao a matriz A; tem dois valores préprios reais,

2 . 2 .
A/ v4—4a \/ v —4a . .
—3 + Y—5— e —3 — Y—5— associados a vectores préprios
1 1
V24/v2—da; e V24/72—da;
S S S, S U
202/ 2 —da; = 2V2 W\ 2—da;  2V2

respectivamente. Pelo que a matriz

1

1
M, = V2+/72—4da; V24/ 72 —4ay
AN [P S A AN
2v/24/v2—4a; 2V2 2v/24/72—4a; 2V2

com inversa

Ve=rl

M7 = vt 2
f_}_ ’y401Z _\/—
é tal que
2 _ Aoy, 2 _ 4o,
VLA, = ding <_%+L20g _%_LJ%)'

A escolha dos vectores préprios que formam a matriz M; foi feita de modo a
simplificar os calculos a fazer futuramente.
Caso 2: Se 72 — 4a; < 0 entdo a matriz A; tem um par de valores préprios

4o, —v2 . \/ 4o —~2
N, —3 — Y4 com vectores proprios

complexos conjugados —3 + :

associados

* *
1 vy + 7 1 Y 7 s
— =] e — -z respectivamente.
( \/4041'*’72 ’ 2\/4012'*72 2) ( \/4012'*72 ’ 2\/4012'*72 2) P

Pelo que a matriz

com inversa



é tal que
_ __ e o do;—
MYAM, = 2 2
¢ v vV 4oy —2 vy
T2 2

2

(4.4)

De tudo o que ja vimos até aqui, concluimos que se ag é o maior valor
préprio para o qual v2 — 4q; é positivo e

Mt
0
M—l
P = S
! Ms—l—ll
0

Ar—1
M,

entdo PyPsP,C' Py ' Pyt Pyt é uma matriz da forma de (1.6) que tem na diag-
onal ou valores préprios de C' ou entao blocos em My o(R) com a forma de
(4.4). Em particular, C' é semi-simples. Com vista & aplicacao do Teorema
3.1.6, interessa-nos calcular a constante de Lipschitz de

G(t,y) = PyPsP,J(t, Py ' Pyt P ly)
em y.
Lema 4.2.1. Se y = (0,v)* € R*™ entao ||PyPsPoy| = 2||v]|.
Dem. Dado y = (0,v)* € R*" temos:
| P2Ps Poy|| = || P4P5(0,0, ..., 0, 0%, m50, ..., o)

- ||P4(O7 /r]*v7 07 /r];v7 07‘ N ‘707 n:L/U)H
— ||(\/§77*v, —\/57]*1), \/577;1}, - —\/577:1}, 0, =2n.,4v,...,—2n0)||
=2||(n"v, n5v, ..., mp)|| = 2[|Pyv|| = 2|v]|

c.q.d.

Lema 4.2.2. Para todo oy = (u,v)* € R* temos

IPPPoyll > min /12— dallul.
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Dem. Se y = (u,v)* € R*" entdo
122 PsPoyl| = | Pa(n"u, "0, n3u, msv, ...y, mpv) || =

7 72_4&1 * * i V ’72_4041 * *

2 — 4oy /7?2 — 4oy . .
VT T ) g Vo, | =+ YR e — Vg,
V2 V2 V2 V2
VAasir — V20w, =yl u — 2050, -\ Aoy — P, —ymnu — 2n50) ||
2
/A2 — 4 2
- 2<un*u> +4<7* ) T

7 57U +n*v
2_ 4 2 9
v a0 7
e (N s (L)
( \/5 n ) 277 n
(VA4Asy1 — ’7277;1“)2 + (= v — 277;1“)2 +...,
Via, — v2niu)® + —WZU — 2n50)%)
>¢(( ok —404177u + (V7? = dasniu)
V 4&S+1 - 775+1u 40471 nn 1/2
2 min_ V% = 4oyl HP UH = min \/\7 — da|[[ul]

c.q.d.

Finamente estamos em condicoes de demonstrar o teorema central desta
seccao. Observemos que neste caso

A = —max{Re(A) : A é um valor préprio nao nulo de C'}

72 —daz

5 se 72 —4day > 0ev/2 se y? — 4day < 0.

Y _
vale 5

Teorema 4.2.3. Suponhamos que v* — 4o; # 0, a aplicacdo de Poincaré
associada a equacao (4.2) € dissipativa e S é K-Lipschitziana na sequnda

varidvel. Se A
K < 1 ‘_Hllin VIvE — 4oy

=1,..,

entao a aplicagao de Poincaré associada a equagao (4.2) tem um atractor
homeomorfo a T,
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Dem. Como C' é semi-simples, pelo Teorema 3.1.6 basta mostrar que a
constante de Lipschitz de G(t,y) = P,P3PyJ(t, Py ' Py ' P, 'y) na segunda
varidvel é inferior a A/2. De facto, para cada

Yy = P4P3P2(u,v)*, y/ = P4P3P2(ul, ’Ul)* € R2n
et € R, obtemos pelos dois lemas anteriores

o IG(E0) = G IPPP0. =St w) + St /)|

y#y' Hy - y’” Yy H?J - y’“

aup NS w) =S| 2Kl — |
= sup <sup—m———
Yy ||y_?/H y#y ||y_y,H

-1
A
<2K (Arrllin V|72 —4)\i]> <3

)

c.q.d.

Em [QiQiZh] foi estudado um sistema auténomo do tipo da equagao (4.2)
com uma matriz A da forma de (4.1). Foi também provada a existéncia de
um atractor homeomorfo ao circulo. O resultado é do tipo do obtido no
teorema anterior, contudo as suas condigoes sao independentes das exigidas
aqui.

4.3 Uma equacao ordinaria de ordem n
Consideremos a equacao de ordem n

g™ 4, 2™V 4 4 ar” + i gtz 2™ =0 (4.5)

onde g : R"" — R ¢ uma funcao continua. Se y = (x, 2/, ... ,x(”_l))*, vamos
supor que

gt +T,y)=g(t,y) =gty +(1,0,...,0))
para todo o (t,y) € R"™! e T > 0. Vamos supor, como habitual, que g é tal
que a equagao (4.5) tem existéncia e unicidade de solugao para cada conjunto
de condigoes iniciais

x(”—l)(to) =Tp_1,...,2" (to) = 2,2 (to) = 11, 2(t0) = 0.
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Uma fungdo x é solucdo de (4.5) se e s6 se y = (z, 2, 2", ..., 2™ D)* c R" é
solucao do sistema

( ?Jﬂ Y2
Yy = Y3
, (4.6)
y;zfl Yn
| Yn = —@n-1Yn — .. —ary2 — g(t,y)
ou seja, de
y =Cy+ J(ty)
onde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
C = : e J(ty) = 0
0 0 0 1 :
0 —a1 —ag -+ —ap— _g(tay)

Facilmente se prova por indugao que o polinémio caracteristico de C' é

(=1)™(2" + ap_12" 4.+ a7 + ar7),

pelo que A\; = 0 é um valor préprio de C' que tem (1,0,...,0)* como vector
préoprio. Vamos também supor que todos os restantes valores proprios de C
sao distintos, reais e negativos; sejam eles A\, < \,_1 < ... < A3 < Ay <
0. A cada um destes valores proprios \; estd associado o vector préprio
(1, M, A2, ..., A" 1)*: conclufmos entdo que a matriz

1 1 | R 1

0 X Az e\,

polo 2 x ..ox

0 Ap7h At oL et

é tal que

PICP = diag(0, Ay, ..., \y).

A matriz P, chamada matriz de Vandermonde, é bem conhecida em prob-
lemas de interpolacao polinomial. De facto, dados y, z € R", a equacao

U1 =%

. Y1+ Yado +ysAs o F YR AT = 2
Py=z«< .

Y1+ Yo e Yz oy AT = 2
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equivale a encontrar os coeficientes y1, ys, . . ., ¥, de um polinémio L de grau
n — 1 que verifique

L(0) = 21, LX) = 20, ..., LO\) = 2. (4.7)

Ao polinémio L é usual chamar polinémio interpolador de Lagrange. Obvi-
amente a unicidade deste polinémio depende do determinante de P.

Lema 4.3.1. O determinante de P vale

n

LT u=2).

ij=1
i>j

Dem. Ver [La], pag.221.

Como estamos a supor que os \;’s sao todos diferentes, o determinante
de P é diferente de 0 e logo o polinémio L é tnico. Embora pudéssemos,
pelo menos teoricamente, tentar inverter a matriz P, essa é uma tarefa com-
plicada. Existe na verdade um modo mais simples de escrever o polinémio
L. Para cada ¢ =1,...,n consideremos o polinémio

(t=A)(Et—=Xo) o  (E—= X)) (E— A1) .- (E—Ap)
[[=1(t = A))
_ J# '
[L=1(h = X)
J#i
Este polinémio, de grau n — 1, verifica

_J 1seg=u
Li()\j)_{ Osej#1i’

Li(t) =

pelo que
L(t) = z1L1(t) + 22 Lo(t) 4+ ... + 2, L (1)

¢ um polinémio de grau n — 1 e verifica (4.7). Como jd sabemos que s6
existe um polindémio nestas condigoes, concluimos que este é o polinémio
interpolador de Lagrange.

Voltemos ao problema inicial da existéncia de um atractor unidimen-
sional. Com vista a aplicagao do Teorema 3.1.6 interessa-nos calcular a con-
stante de Lipschitz de G(t,y) = P~ J(t, Py). Consideremos o vector

*

1 1 1
[G=1(h =) TH=1(Ae = A5)7 T T=(An = )
1 j#2 j#n

Q:

82



Lema 4.3.2. Dado y = (0,0,...,0,y,)* € R", temos P~y = y,Q.
Dem. Se y = (0,0,...,0,y,)" € R", entao
Ply=9yQ sse (P'y)z=(y.Q)*z, VzeR"

Mas
(P’ly)*z —_ y*(P’l)*z —_ y*(P*)fl
é o produto de ¥, pelo coeficiente de t"~! no polinémio L(t) e este coeficiente

(dada a forma de L) vale

n

2
ZZI [=1(x = A )
J#i
Logo
P Yy)z =y, WS 2 = (y,2)*z
(P'y) yZHJM—A) y (Yn$2)
Dado que z é arbitrario, o resultado fica provado. c.q.d.

Podemos finalmente indicar uma condicao suficiente para a existéncia de
um atractor homeomorfo ao circulo.

Teorema 4.3.3. Suponhamos que a aplicacdo de Poincaré associada a equagao
(4.6) € dissipativa. Se g for K-Lipschitziana na sequnda varidvel e

Ao

K<——22_
2(12|P]

entao a aplica¢io de Poincaré associada ao sistema (4.6) tem um atractor A
homeomorfo a T!.
Dem. Visto que por hipétese C' é semi-simples, pelo Teorema 3.1.6 basta

mostrar que a constante de Lipschitz de G(t,y) = P~'J(t, Py) na segunda

variavel é inferior a & = —22. Dados 2/ = Pz, y = Py € R", pelo tltimo

2 2
lema temos

IG(t,2) = G(t.y)ll = |1 P7(0,0,...,0,—g(t, 2') + g(t, )"l
= [[Qlg(t,2") = gt y")| < K[Q]I2" = v

_ Ao
= K|QIPPT(" =)l < K[IQUIPlllz = yll < =5 ]l= = yll,
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para todo o t € R. Pelo que o teorema fica provado. c.q.d.

Um ponto fraco do teorema acima é a dificuldade de calcular || P|| no caso
geral para a norma Euclidiana; todavia nao é dificil obter uma estimativa a
partir do célculo da norma de P relativamente a norma da soma em R".
Consideremos a norma .

el = fal,
n=1

para cada x € R™. A esta norma corresponde uma norma matricial dada por

n
| Al = max. {Z; ’%‘\} :
1=

para cada A € My, (R). Assim,

n—1 n—1
i1 = e { - S

i=0 i=0
Para cada x € R",
[Pzl < [[Pxfly < [[Pllflzlly < nll Pl
concluimos entao que
|P| < n|| P,
e logo:

Corolario 4.3.4. Se
A2

<= n—1 x
2[12 2230 [Anl’
entdo a aplica¢do de Poincaré associada ao sistema (4.6) tem um atractor A
homeomorfo a T*.

Como exemplo concreto de aplicacao do teorema acima tomemos o sis-
tema

Y

" + c1x’ 4 sin(z) = p(t)
y'+oyty=x
que é um modelo mecanico para uma mola com atrito forcada pelo movimento

de um péndulo forgado por uma forga periddica p(t). A fungao y verifica a
equacao de quarta ordem

y W+ (e + )y + (L + crc)y” + ey’ = —sin(y” + cay/ +y) + p(t),
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que ¢é do tipo de (4.5). Se ¢y > 2, ¢; > 0 entao as rafzes de > + (¢; + c2)A\? +
—cot 03—4 (

5 reais e negativas); pelo que podemos

(1 + c1e9)A + ¢1 sdo —c; e
aplicar o dltimo teorema.
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Apeéendice

De forma andloga ao final da Seccd@o 2.3, vamos considerar o espaco C'(R/Z)
das fungoes continuas e 1-periédicas com valores em R, com a norma

[ lleo = sup [ f(2)];
R

os espagos C'([a,b], R™), i > 0, das fungoes de classe C* definidas num inter-
valo [a, b] e com valores em R", com a norma

1f1

m=§}%WWM

j=0 [a,

finalmente o espago C%!'(R/TZ x R/Z) das fungoes T-periddicas na primeira
variavel, 1-periddicas na segunda, continuas, com valores em R e tal que
existe e é continua a derivada parcial em ordem a segunda varidvel, com a
norma

ox

Todos estes espagos com as normas indicadas sao espacos de Banach. Final-
mente consideremos o espago produto

|g|lcoa = sup|g| + sup
R2 R2

X =C(R/Z) x C*YR/TZ x R/7Z),

com a norma produto || - || x.
Dado (h,g) € X a equagao

vy =y2 — H(y)
{zé=:—g@4n) (4.8)

onde H(x) = [ h(s)ds, tem solugoes x(t) = x(t; to, yo, b, g), tais que z(to) =
Yo, definidas em todo o R. Pretendemos demonstrar neste apéndice que a
solugao = depende de forma diferenciavel de yg e (h, g). Provaremos este facto
via teorema das funcoes implicitas em espacgos de Banach. Vamos necessitar
do seguinte lema:
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Lema 4.3.5. As funcgaes
Y C%[a,b],R) x C(R/Z) — C°([a, b],R)
(v, h) — H(v),
¢ : C°%[a,b],R) x C*Y(R/TZ,R/Z) — C°([a, b],R)

(v,9) = 9(-,7)
sdo de classe C' e temos

V(Y R, h) = W (Y )y + (Y,

o', 97) (. 9) = aag; (7 )y + 96,77

Dem. Vamos demonstrar o resultado para a funcao ¢, o outro caso é analogo.

Dado (7%, g*) € X vamos ver que ¢ é diferencidavel Fréchet em (v*,¢*) De
facto, dado (v, g) € C°%([a,b],R) x C*YR/TZ,R/Z),

o((7,9") + (7.9) = (7", g") = (- 7")7 = 9( )
99 99" . 99
= %('701)7 - a—x('ﬁ )Y+ £('7C2)%
onde ¢ () e co(t) estao entre v*(£)+v(t) e v*(¢). Se max{||y||co, ||gllcor} — 0
entao c; e ¢ tendem uniformemente para v*. Dividindo a norma da expressao
acima. por max{|1]|cs, gllcos } obtemos

H%(':Cl) - 8_%:(':7*)7 + %('762>7H00

max{|[v[lco, [lglloo. }

% e = Fo

<

+

CO
quando max{||v||co, ||gllcor} — 0.
Resta ver que a funcao (v*,¢*) — ¢'(v*,¢*) é continua. Seja (v, gn) —
(v*, g*) entao
sup 16/ (s 92) (7, 9) — &' (7", 9 (7, 9) [l o

max{[[v[|co,llgllco,1 <1

Ogn dg*

< %(7771) - or (77*)

+ |7 = 7| co
CO

Ogn 99" 99" 9" .
et = G|+ Tt - o)

quando n — oo. c.q.d.

+H7n_’7*||00 - 07
0
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Proposicao 4.3.6. A funcao
IT:R?* x X — C%Ja, 1], R?)

(Z, hag) - .CI?(';CL, 2 hag)
¢ de classe C'.
Dem. Fixemos 2* = (2}, 23) € R?, (h*,g*) € X e v* = (7},75) a solugao de

(4.8) tal que v*(a) = 2*. Consideremos o subespaco C;([a, b], R?) das funcoes
em C'([a,b], R?) tais que f(a) = 0. Pelo tltimo lema, a fungao

[':R? x Cj([a,b],R?*) x X — C%[a,b], R?)

(217227’77 hag) - (Viv’yé) - (22 + Y2 — H(Zl +’71); _9(7 z1 + 71))

onde v = (71,72), ¢ de classe C*. Temos ['(z*,v* — 2*, h*, g*) = 0. Por outro
lado, de novo pelo lema anterior,

O = 2t ) i BB — C([a, ], )
8

/ * * ag* *
Y= (72 —h (71)717—%('771)%) .

Esta fungdo é um isomorfismo. De facto, dada y = (y1,2) € C°([a, b], R?)

g—z(Z*,’y* — 2500 )(y) =y

sse v é solugao da equacao linear

{ m= 72 h* (v +u(t)
% = =35 (DM + (1)

em |a,b] e verifica y(a) = 0. Podemos entdo aplicar o teorema das fungoes
implicitas (ver [Ze], pdg.250) e concluir que existem numeros p > 0 e r > 0

tais que se
Iz =2 <p, |(h.g) = (h*, g")|lx <p (4.9)
entao a equacao
I'(z,7,h,9) =0
tem uma tnica solugao v € Cj([a, b], R?) com ||y—~*+2*||co < 7. Além disso,
se V for a fungao definida numa vizinhanga de (z*, h*, g*) determinada por

(4.9) que a cada (z, h, g) corresponde 7, entao V ¢ de classe C''. Observemos
finalmente que nesta vizinhanga temos I1(z, h, g) = V(2,h,g9) + 2.  c.q.d.
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Conclusao e trabalho futuro

Dados os resultados obtidos nesta tese algumas perguntas surgem natural-
mente. Por exemplo, uma questao que fica em aberto é a de saber qual é o
valor éptimo de ¢ para o qual a equagao do péndulo periodicamente forcado

2" + cx’ +sinz = p(t),

tem um atractor homeomorfo ao circulo. O Teorema 2.1.3 mostra que sempre
que ¢ > 2 o atractor é homeomorfo ao circulo, pelo que este valor éptimo é
necessariamente inferior a 2.

Tentamos caracterizar alguns sistemas que tém um atractor homeomorfo
ao circulo. Esta é topologicamente a forma mais simples que o atractor de
um sistema dissipativo no cilindro pode tomar. De facto, como vimos, se
o atractor é homeomorfo ao circulo entao a teoria dos homeomorfismos do
circulo ajuda-nos a entender a dinamica em A. Por outro lado, o atractor
A tem necessariamente de ser algo que nao é contractil no cilindro, pelo
que nao se pode reduzir por exemplo a um ponto. Vimos na Seccao 2.4 um
exemplo de sistema onde 4 nao é homeomorfo ao circulo e embora o sistema
seja autonomo, o atractor ja apresenta alguma complexidade, nomeadamente
nao ¢ localmente conexo. Gostariamos de poder entender algo da dinamica
destes sistemas quando a dissipacao ¢ mais fraca e tipicamente A nao é
homeomorfo a T!. Alguns passos nesta direccao foram dados por exemplo
em [WaYo| e [HoHo].

Quando mostramos que um destes atractores é homeomorfo a T! esta-
mos de certa forma a provar um resultado de sincronizacao, também usual-
mente chamada “generalizing synchronization”. De facto, neste caso, qual-
quer orbita se aproxima assimptoticamente de uma variedade de dimensao
1, o que de certo modo é um tipo de sincronizagao. Alguns dos resultados
de sincronizacao sao baseados no facto de o fluxo do sistema se aproximar
de uma variedade invariante (ver por exemplo [AfRo|, [AfChHal, [LaRo]).
Seria interessante ver até que ponto a condi¢ao geral de R. Smith (ver [Sm2])
pode ser usada, de uma forma semelhante ao que foi feito nesta tese, para
mostrar a existéncia de variedades invariantes de dimensao igual ao niimero
de valores préprios negativos de P.
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Nos ltimos anos o estudo de sistemas do tipo de (4.2) tem sido motivado
pelo estudo de sistemas de juntas de Josephson. O estudo do caso nao-
auténomo é, tanto quanto sabemos, uma novidade. Seria interessante estudar
as consequéncias praticas do Teorema 4.2.3 nestes problemas.
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