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Introduccién

Esta memoria estuvo concebida inicialmente como una continuacién
natural de los trabajos del profesor Rafael Ortega en [50],[51] y [52].
A finales del invierno del 96 en mi primera visita a Espana, acordamos
trabajar en estos problemas y casi sin darme cuenta en pleno Diciem-
bre sostenia en mis manos un libro o deberia decir el libro, que ponia:
“Lectures on Celestial Mechanics”. jQue Dios me auxilie!, dije enton-
ces. En todo este tiempo he sido auxiliado bastante, sobre todo por el
profesor Ortega quien pacientemente me ha internado en los senderos
de la investigacion en un area que ha conseguido enamorar mis sentidos
matematicos: la estabilidad en sistemas hamiltonianos.

Esta memoria trata sobre el problema de estabilidad de Lyapunov
en ecuaciones diferenciales Newtonianas no autéonomas, es decir, ecua-
ciones de la forma

i:g—Z(t,x),xER (0.1)
donde V' es una funcién continua, infinitamente diferenciable en la va-
riable x y T-periédica en la variable independiente. De modo que el
contexto de nuestro trabajo se sitia en los sistemas hamiltonianos pe-
riédicos con un grado de libertad también llamados sistemas con 1
grado y medio de libertad.

El problema de estabilidad estara siempre referido a un equilibrio
o a una soluciéon T-periédica ¢ de (0.1). El estudio de la dindmica
alrededor de ¢ es con frecuencia abordado por medio de la transforma-
cién de Poincaré o transformacion de periodos P de la soluciéon ¢. Esta
transformacién es un difeomorfismo local del plano que conserva el area
debido al caracter hamiltoniano de la ecuacion y tiene como punto fijo
a la condicién inicial (xg,yo) de ¢. En particular la estabilidad de ¢
es equivalente a la estabilidad de P en (zg,yy) como sistema dindmico
discreto.

Es un hecho conocido que los métodos clasicos de Lyapunov no
funcionan en este ambito cuando la solucion es estable, porque por un
lado los multiplicadores caracteristicos asociados a ¢ siempre estan en
una zona neutral para la estabilidad, la circunferencia unidad, y por
otra parte, genéricamente la dinamica cerca de ¢ resulta tan compleja
que no puede soportar funciones de Lyapunov.
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6 INTRODUCCION

El estudio de la estabilidad se ve entonces conducido por ciertas
técnicas que tienen en cuenta el efecto de los términos no lineales en la
estabilidad. A grosso modo podemos decir que este conglomerado de
técnicas forma parte de lo que hoy conocemos como Teoria KAM. Dos
resultados fundamentales podemos citar aqui:

i) La reducciéon a Forma Normal de Birkhoff (que simplifica los
términos no lineales de P),

ii) El Teorema Twist de Moser que se aplica a la forma Normal de
P para conseguir curvas cerradas e invariantes rodeando todo entorno
del punto fijo y asegurando de este modo la estabilidad.

Esta memoria no habla sobre resultados teéricos nuevos en teoria
KAM, sino mas bien sobre resultados de estabilidad para la ecuacién
(0.1) que muestran una manera no clésica de aplicar el Teorema Twist
de Moser. Y digo no clasica porque no presupone en modo alguno
que nuestras ecuaciones estén préximas a una ecuacién auténomal. Es
decir, los resultados de esta memoria permiten tratar con problemas
no locales.

En este trabajo combinaremos ciertos métodos globales de existen-
cia del Analisis No Lineal (métodos de Sub y Super soluciones) con
la teoria KAM para conseguir soluciones peridédicas estables, y en este
sentido puede decirse también que la metodologia es de tipo global.
Nuestro método sigue las lineas de [50, 51, 52] donde el autor combi-
na también herramientas globales (como el grado topoldgico, teoremas
variacionales, principio del méaximo, etc) con la teoria KAM.

Resumiendo, el estudio de la estabilidad no lineal puede ser descrito
por el siguiente esquema:

Ecuacién diferencial — Difeomorfismo (P) +— Dindmica

El ultimo paso de la cadena es la dindmica que requiere pasar por
el eslabén intermedio del difeomorfismo P. Este eslabon no es conocido
explicitamente y existen dos caminos para llegar hasta él:

i) El método del pequeno parametro (via jets). Nos permite conocer
aproximadamente a P a través de un desarrollo en el parametro con
coeficientes calculados a partir de la ecuacién auténoma (que se supone
conocida).

ISiendo més explicito, la metodologia local es la siguiente:

Bajo la cobertura de un pequeiio pardmetro , es posible (bajo ciertas hipdtesis)
continuar equilibrios en soluciones periédicas, partiendo de una ecuacién auténoma
conocida. La estabilidad de estas tltimas se decide entonces con la informacién de
la ecuacién. auténoma. Lo crucial aqui es que una vez que las hipdtesis del teore-
ma de Moser se verifiquen para la ecuacién auténoma (pardmetro nulo) entonces
persistiran para valores pequenos del parametro. Este procedimiento es conocido
como método del pequenio pardmetro. Por ejemplo asi estudiaron Arnold y Moser
(con hipétesis mas finas) la estabilidad de ciertas soluciones periédicas distinguidas
en el problema restringido de 3-cuerpos.
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ii) Métodos globales (Anélisis No Lineal: grado topolégico, méto-
dos variacionales, sub y supersoluciones, ...etc). Estos métodos pro-
veen globalmente una solucion periédica ¢ que nos permite conocer
P aproximadamente en términos de las ecuaciones variacionales de ¢.
Mas precisamente, la ecuacién (0.1) puede escribirse (trasladando ¢ al
origen) como una ecuacién del siguiente tipo

i +a(t)r +bt)x® +ct)z® +---=0 (0.2)
donde a,b, c,... son funciones continuas y T-periédicas dadas por las
derivadas de orden 1,2,3,... de la ecuacién (0.1) en ¢. Los jets de P
siempre pueden expresarse en términos de b,c,... y las soluciones de
la ecuacién linealizada.

Finalmente para llegar al iltimo eslabén de la cadena, se procede
a estudiar las condiciones del Teorema Twist que seran expresadas en
términos de a, b, ¢, ...2 Es este punto precisamente el que contiene la
mayor dificultad del trabajo. Para explicarlo mejor debo hablar primero
de las condiciones del Teorema Twist.

La Forma Normal de Birkhoff se aplica cuando la condicién inicial
(x0,Y0) de ¢ es un punto fijo eliptico sin resonancias fuertes, es decir,
los multiplicadores caracteristicos A, A satisfacen: [A| = 1y A\* # 1
para k = 1,2,3,4. En estas condiciones es posible reducir P = P(z)

por un cambio simpléctico de variables z = () a la forma siguiente
(Birkhoft):

N (&) = Rlw + B[] + O(l¢]*), € — 0,

para cierto nimero real 3, A = ¢ y donde R[f] denota la rotacién de
angulo 6.

El Teorema Twist de Moser establece que en las condiciones ante-
riores si § # 0 entonces £ = 0 (y por lo tanto @) es estable.

El coeficiente § se denomina coeficiente twist y depende del 3-jet
de P, es decir, depende de a,b y c.

Cuando aplicamos el primer procedimiento, 3 serd una funcién re-
gular en el parametro y puede calcularse explicitamente hasta un orden
dado del parametro (en términos de los jets de P). Entonces se procede
a examinar las regiones del parametro que hacen estas estimaciones de
[ positivas o negativas.

El caso més simple ocurre cuando P’(0) esta en forma candnica, es
decir, es una rotacion. En este caso podemos usar una férmula calcu-
lable para ( ([52, Proposiciones 2.4 y 4.4]) en términos de b, ¢ y las
soluciones de la ecuacién linealizada (el caso general puede reducirse a
éste por medio de algunas técnicas, véase la introduccién al capitulo
1). Entonces fijando adecuadamente los signos de b y ¢ y controlando
el crecimiento de las soluciones de la ecuacién lineal & 4 a(t)x = 0, es

2En esta memoria sélo consideraremos la tercera aproximacion.
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posible determinar el signo de 3 via el principio del méaximo *(véase
(50, 52]).

En muchos problemas interesantes los coeficientes b y ¢ cambian
el signo y esta metodologia tiene serias limitaciones. En esta memoria
avanzamos en esta direccién elaborando un criterio de estabilidad para
el equilibrio de una ecuacién de la forma (0.2) cuando los coeficientes
by ¢ cambian el signo (capitulo 3). El criterio de estabilidad (al igual
que en [50, 52]) es realmente un conjunto finito de relaciones entre los
coeficientes de la forma

®;(a,b,c) <0,
donde los
®;: C(T)” = R,
son ciertos funcionales. Esto nos recuerda el criterio de estabilidad de
Lyapunov ([31, seccién 2.6]) para una ecuacién lineal de la forma

i+ Q(t)z =0, (0.3)

donde @ es una funcién T-periddica y continua (o continua a trozos).
En este caso los funcionales son

#1(Q) = ~min Q). #:(Q) = ~4+T [ Q)i

La filosofia de Lyapunov era obtener un criterio general que pudiera
aplicarse sin tener un conocimiento muy preciso de (). En contraste
a esta situacion tenemos el analisis local de ecuaciones de Hill que
precisa de un pequeno parametro, como en la ecuacién de Mathieu,
que puede verse como una pequena pertubacion de un oscilador lineal
con frecuencia w,

i+ w?(l+ecost)r =0, e < 1. (0.4)

Una cuestion clasica es la determinacién de regiones de estabilidad en
los pardmetros (w, €). El estudio se reduce a un célculo del discriminante
cuando € = 0. Resultados globales en este contexto son dados en [12].

Encontramos aqui un paralelismo entre estas dos iltimas técnicas
para la estabilidad lineal y las dos metodologias descritas anteriormente
para la estabilidad no lineal. jEn realidad las ultimas son descendientes
directas de las primeras!.

Mientras que en la ecuaciéon de Mathieu (y en general en familias de
ecuaciones lineales con un nimero finito de pardmetros) se puede ser
muy fino con las estimaciones, no ocurre asi cuando se aplica el criterio
de Lyapunov a situaciones concretas; sin embargo este ultimo tiene la
ventaja de la generalidad. De hecho citando a Magnus y Winkler [31,
seccién 2.6

3Vemos en este punto el uso de otra herramienta global.
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“Liapunoft’s theorem is the earliest example of a type of result whi-
ch guarantees stability of the solutions of Hill’s equation without invol-
ving data which can be derived only by actually solving the equation

En esta memoria se pretende dar criterios de estabilidad para las
ecuaciones diferenciales no lineales (0.2) siguiendo el marco filoséfico
de Lyapunov. Esto nos lega mas generalidad aunque va a pasar algo
similar al caso lineal: la otra metodologia generalmente resulta mas fina
para las estimaciones en un problema especifico *.

Otro aspecto importante de este marco filoséfico es la cuestion de la
optimalidad de los criterios. Esto significa qua las desigualdades en los
funcionales que definen el criterio son las mejores posibles, es decir, son
optimas. Por ejemplo el criterio de Lyapunov es éptimo, en el sentido
de que para cualquier € > 0 existe una funcién @)y continua a trozos,
positiva y T-periddica satisfaciendo

T
T/O Qo(t)dt —4 <,

y tal que = 0 es inestable para & + Qo (t)x = 0 ([28]).

En [63] se definen los L-criterios o criterios éptimos para sistemas
lineales periédicos. Una cuestion natural es si los criterios de estabili-
dad para la ecuacion (0.2) dados en esta memoria son L-criterios. La
obtencion de L-criterios en el caso no lineal es un asunto tremendamen-
te dificil. De hecho nuestros criterios estan lejos de ser 6ptimos como
se discutird en el capitulo 3 de esta memoria. Lo ideal (aunque muy
lejano todavia) seria conseguir un criterio de estabilidad 6ptimo para
la clase de ecuaciones (0.2), tanto cuando los signos de b y ¢ son fijos
como cuando son variables. jResultados de este tipo serian excelentes!.

Una vez aclarados la mayoria de los fundamentos y la naturale-
za de nuestra metodologia, es el momento propicio para describir los
resultados fundamentales de esta memoria.

El segundo capitulo lo he colocado alli por razones cronoldgicas. Al
inicio de nuestra investigacién comenzamos a considerar las posibles
extensiones de los resultados en [52, 50] que son de tipo eliptico. Al
poco tiempo por motivos que no merece la pena explicar ahora, dejamos
aparcado este asunto y preferimos abordar entonces un caso parabdlico
que qued6 pendiente en [51]. En este articulo el autor considera una
ecuacion de Hill no lineal y periddica de la forma

i+a(t)r+ct)z® ™+ =0, (0.5)
donde ¢ no cambia de signo y no es idénticamente nula. Esta ecuacién

admite el equilibrio x = 0. El criterio de estabilidad en [51] es el

“En un problema concreto con pardmetro se conoce la ecuacién auténoma de
modo que se puede ser tan preciso como se quiera en el desarrollo de los jets que
involucran los coeficientes twist.
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siguiente:
i+ a(t)y = 0 estable = x = 0 estable.

Este resultado tiene consecuencias inmediatas para la estabilidad
del equilibrio en dos problemas importantes:

(i) El péndulo de longitud variable.

(ii) El problema de Sitnikov (un problema super-restringido de 3
cuerpos que modela el movimiento de un asteroide en presencia
de estrellas dobles).

Surge naturalmente la siguiente pregunta, ;Es posible que el equi-
librio z = 0 de (0.5) sea estable siendo § + a(t)y = 0 inestable?. La
respuesta es afirmativa y un ejemplo de esta situacién fue dado por B.
Liu [29] cuando a = 0. B. Liu establece que el equilibrio es estable si

fOT ¢ > 0 e inestable si fOT c<0.

Nos propusimos entonces estudiar el caso general cuando a no era
idénticamente nula.

Cuando = = 0 es estable y la ecuacion linealizada es inestable,
la tinica posibilidad para los multiplicadores caracteristicos A;, Ao es
A1 = A9 = =1 con la matriz de monodromia de la ecuacién lineal

conjugada a la matriz
+1 1
0 +1 )

Este caso es llamado caso parabdlico no-semisimple o simplemente
caso parabdlico inestable (p.i).

Echando mano de un resultado de C. Sim6 [61] sobre puntos fijos
p-i pudimos establecer y demostrar el resultado central del capitulo
(Teorema 2.19). Este teorema es establecido a través de dos nimeros
o, v que son asociados a la ecuacion lineal y que son invariantes sim-
plécticos. Se supone que x = 0 es p.i. y que el coeficiente ¢ no cambia
el signo. El resultado es el siguiente:

xr =0 es estable & ovsigne > 0.

Este resultado establece que la linealizacién decide la estabilidad
pero con una informacién mas fina que la mera forma canodnica de
Jordan, es decir, con una informacién simpléctica.

Este teorema cierra definitivamente el problema de estabilidad del
equilibrio en el péndulo de longitud variable y en el problema de Sit-
nikov (Corolarios 2.20 y 2.21). De hecho conseguimos caracterizar la
estabilidad del equilibrio x = 0 de estos dos problemas juntando el teo-
rema 2.19 con el teorema principal de [51]. Los resultados son también
no locales puesto que sélo se exigen condiciones sobre el signo de ¢ y
no sobre su tamaio.

Cabe destacar algunos procedimientos esenciales del capitulo 2.

En primer lugar la forma normal que empleamos cerca de un punto
fijo p.i. de una transformacién F' no es la forma normal de Simé [61].
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Alternativamente incluimos a F' en un flujo hamiltoniano de un cierto
hamiltoniano H periédico y proponemos una reduccién de H a forma
normal, es decir, reducimos a una parte autonoma H, mas un resto
no autéonomo. El hamiltoniano Hy es mas simple que el hamiltoniano
interpolante (auténomo) empleado por Simé en [61] lo que proporciona
una geometria mas simple y conveniente para preparar la aplicaciéon del
Teorema Twist de Moser®.

El criterio de estabilidad queda expresado en términos del coeficien-
te no lineal « de la forma normal Hy. El coeficiente a puede calcularse
a partir del primer jet no nulo de F' (véase (2.39)) y es invariante frente
a ciertos cambios de coordenadas simplécticos.

El criterio de estabilidad obtenido es equivalente al de Simé [61] con
la diferencia que este ultimo sélo trata el caso analitico. Finalmente
el criterio es empleado (junto con sus corolarios) para demostrar el
resultado central del capitulo 2 (Teorema 2.19).

En realidad si sélo se esta interesado en resultados para la ecuacién
(0.5), el proceso de reduccién anterior puede aplicarse directamente
al hamiltoniano de esta ecuacion e implementar asi una demostracion
directa del Teorema 2.19 que es independiente del resultado en [61].
Sin embargo no he procedido de este modo porque quiero enfatizar
las conexiones entre la estabilidad de los equilibrios y los puntos fijos,
ademés de dar el justo valor que el resultado fundamental [61] tiene en
la teoria.

A propdsito, cuando me encontraba estudiando [61] me percaté que
los calculos y estimaciones eran bastante largos, de hecho nunca llegué a
terminarlos, debo confesarlo. Entonces nos planteamos que tal vez seria
mejor buscar una forma normal geométricamente (aunque no algebrai-
camente) mas sencilla. Un curso dictado por el profesor Ortega en El
Escorial en el verano del 97, me di6 la idea. En este curso se exponian
algunas aplicaciones del teorema twist a perturbaciones de ecuaciones
de Duffing, resultando muy cémodas las estimaciones porque se trataba
de flujos. Entonces me dije jpor qué no incluir a F' en un flujo hamil-
toniano y reducir el hamiltoniano interpolante de F' a una ecuacién
de Duffing perturbada?®. Efectivamente esto hicimos y por medio de
una versién apropiada del teorema de diferenciabilidad de parametros
llas estimaciones salieron casi gratuitas!. No interpreto esto como un
triunfo, sino mas bien como jun ardid desesperado para salir del agu-
jero!. Bueno, finalmente sali de el. Luego miraba las demostraciones
y me parecian muy elegantes.....bueno......js6lo vana autocompensacion
psicolégical.

5Sin embargo a nivel de las transformaciones, la forma normal de Simé es
algebraicamente més simple que la nuestra y estuvo inspirada por ciertos esquemas
finitos en diferencias.

OEstas ideas también se vieron reforzadas por [10]
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De todos modos el método me permitié también extender los resul-
tados a ciertas ecuaciones reversibles en la linea de [30], aunque esto
no sera tratado aqui.

Para concluir esta introduccién quisiera también comentar mis ex-
periencias con respecto al dltimo capitulo de la memoria.

Comenzamos a estudiar los casos elipticos partiendo de un ejem-
plo médelico: la ecuacién del péndulo forzado periédicamente por una
fuerza externa T-peridédica p de valor medio cero

I+ asinx = p(t).

Esta ecuacién ha sido muy importante en la evolucion del Analisis No
Lineal. En este modelo por diferentes métodos se deduce la existencia
de una soluciéon T-periddica ¢. Cuando p es una funcién impar sospe-
chabamos que algunos términos del coeficiente twist de ¢ se anulaban,
pero esta suposicién era falsa. Descartamos la hipotesis de imparidad
y nos dispusimos a buscar el método mas adecuado de existencia que
nos permitiera estudiar la no nulidad del coeficiente twist.

Por otra parte, como el coeficiente b de la ecuacién (0.2) asociada a
 cambia el signo, este problema nos llevaba naturalmente a considerar
extensiones de los resultados en [50, 52]. El proceso investigativo se
cristalizé en los teoremas 3.22 y 3.23.

Decidimos emplear el método de Sub y Super Soluciones para pro-
blemas periédicos de segundo orden. La version mas clésica de este
método conduce tipicamente a soluciones periddicas inestables [16], sin
embargo el método de sub y super soluciones con orden invertido, es
decir, cuando la sub-solucién estd por encima de la super solucién, nos
permite en muchos casos “pillar” la solucién estable. Esto nos llevé a
elaborar un resultado mas general que conecta el método de sub y su-
per soluciones con orden inverso y la estabilidad (Teorema 3.24). Este
resultado es una consecuencia de nuestro primer teorema de estabili-
dad para la ecuacion (0.2) (Teorema 3.22). Aplicando este resultado
al péndulo forzado encontramos un intervalo preciso en el pardametro a
para la estabilidad.

Clasicamente la ecuacion del péndulo forzado se estudia con un pe-
queno parametro ¢ multiplicando a p, de modo que § = 0 corresponde
a un péndulo libre. Entonces para valores pequenos de ¢ el equilibrio
x = 0 del péndulo libre se continiia en una oscilacién peridédica pequena
que con el auxilio del Teorema de Moser puede probarse que es esta-
ble. Los argumentos de este capitulo pueden emplearse también para
precisar un intervalo de estabilidad de 6 que dependera obviamente de
a.

El profesor Pedro Torres se interesé por estos resultados y me sugi-
ri6 la posibilidad de aplicarlos para estudiar la estabilidad en un modelo
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de satélites artificiales moviéndose en una Orbita circular polar terres-
tre [65]. Este modelo es periddico, tiene un pardmetro a y presenta
algunas simetrias de tipo impar.

En [65] los autores por métodos mondtonos obtienen la existencia
de soluciones periédicas impares elipticas para a < % Nuestra aporta-
cién es que estas soluciones son realmente estables si o < 1z. ([47])

El problema de existencia en este modelo puede ser tratado como
un problema de Dirichlet en medio periodo. Entonces usamos aqui el
clasico método de sub y super soluciones para un problema de Dirichlet
para encontrar soluciones periddicas impares. Analogamente al teorema
3.25 encontramos un resultado mas general que conecta el método de
“sub y super soluciones Dirichlet” con la estabilidad (Teorema 3.26).

Estas ideas permiten tratar también con modelos més generales que
incorporan el pardmetro de excentricidad (las 6rbitas no son circulares),
como por ejemplo el estudiado en [55, 33]. La ecuacién diferencial
en [55] no es del tipo (0.1) pero puede reducirse a esta forma por
un cambio adecuado en la variable independiente. Estas cuestiones no
seran tratadas en esta memoria.

Esta memoria estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 exponemos las herramientas KAM que seran em-
pleadas en el resto de la memoria con el objeto de situar al lector en el
contexto y dificultades basicas de los problemas que seran estudiados.
Béasicamente aqui retino algunas observaciones y ejemplos claves que he
ido guardando en mi experiencia personal durante esta investigacién y
que aunque sencillas seran muy utiles para abordar la lectura de la
memoria.

En el capitulo 2 estudiamos los problemas parabdlicos ya descritos.

En el tercer capitulo se estudiaran los problemas elipticos. Las de-
mostraciones de los resultados ejes, teoremas 3.22 y 3.23, se posponen
para el final del capitulo.

Finalmente, en el capitulo 4 esbozamos algunas lineas de trabajo
que han surgido como continuacién de los resultados de esta memoria.

Inicio cada capitulo con una introduccién y siempre emplearemos
el simbolo “0’para indicar el final de una demostracion.

No quiero dejar esta introduccién sin expresar mi mas profundo
agradecimiento al profesor Ortega por ser un guia, un consejero y un
amigo en estos anos de mi estancia en este pais. Su influencia ha sido
decisiva para dejar el timido gateo y comenzar a caminar con pasos
modestos pero seguros en el apasionante mundo de la investigacion.
Esta memoria representa el fruto de este aprendizaje y la he escrito
con mucho placer.

Confieso que mucho ha cambiado en mi desde que llegué, sobre
todo porque me he habituado a pensar sobre ejemplos, a guiarme por
modelos mecanicos, a no divagar tanto en cuestiones formales, en fin
creo que soy ahora menos Bourbakista que antes.
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También quiero agradecer al profesor Pedro Torres por llamar mi
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CAP{TULO 1

Preliminares

1.1. Introducccién

Después de mucho cavilar, he decidido al fin incluir este capitulo
de preliminares. A decir verdad, para el lector especializado la omision
de este capitulo no supondria ningiin problema a la hora de abordar la
lectura de este trabajo. Sin embargo lejos de cualquier pretension de
elaborar una memoria autocontenida, he decidido incluirlo por dos ra-
zones. En primer lugar, porque se exponen muy sucintamente algunos
resultados fundamentales de la teoria K.A.M. discreta que seran usa-
dos indefectiblemente en el resto de la memoria, creando un eje teérico
necesario para apreciar las dificultades basicas de los problemas que
seran objeto de estudio. En segundo lugar, desearia que para el lector
interesado y sin ninguna experiencia en el area, el presente capitulo
proporcione un primer contacto de motivacién con las técnicas de in-
vestigacion de la misma.

Puede decirse que la Mecanica del siglo XX arranca con los trabajos
de Poincaré. Su interés por el muy dificil problema de n cuerpos y
especialmente por el problema restringido de tres cuerpos, le condujo a
formular hermosos resultados de profunda naturaleza topoldgica y de
no pocas repercusiones en Mecanica Celeste. La original idea de hacer
secciones transversales al flujo en una variedad de nivel de energia, le
llevé a considerar el estudio de la dindmica de homeomorfismos entre
abiertos del plano que conservaban el area. Posteriormente Birkhoff
puso rigor al trabajo de Poincaré y estudié en abstracto la dinamica
de estas transformaciones. Las tres secciones siguientes recogen una
pequena parte de éstas y otras contribuciones que seran nuestras he-
rramientas fundamentales.

El capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién
1.2 se exponen algunas nociones fundamentales sobre la estabilidad
de puntos fijos de transformaciones en el plano que conservan el area.
Se introduce también la notacion compleja, muy 1til en el contexto
simpléctico y se define el espacio de gérmenes de transformaciones sim-
plécticas que sera usado repetidamente en el resto de la memoria. Tres
ejemplos paradigmaticos son introducidos: el grupo lineal simpléctico
y la tradicional clasificacion dentro de éste; las transformaciones twist
con 1 o mas coeficientes y finalmente las transformaciones de Poin-
caré de sistemas Hamiltonianos peridédicos planos, que constituyen el

15
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mecanismo de ida y vuelta entre la dindmica continua y la dindmica
abstracta de transformaciones. Concretamente se establece la técnica
de interpolaciéon local hamiltoniana que sera usada en el capitulo 2
de esta memoria. Al final de esta seccién se discuten las dificultades
bésicas que surgen al aplicar los métodos clasicos de Lyapunov para el
estudio de la estabilidad en el ambiente simpléctico.

En la seccién 1.3 se estudia la forma normal de Birkhoff cerca de
un punto fijo eliptico y se establece el celebrado teorema de estabili-
dad de los puntos fijos elipticos de tipo general. También se establece
en esta seccién una férmula calculable del primer coeficiente de Birk-
hoff (coeficiente twist) en términos del 3-jet de la transformacién. Esta
formula serd sumamente 1til en el capitulo 3 de esta memoria para
conseguir criterios de estabilidad en ecuaciones de Newton no auténo-
mas. Seguidamente se describen algunos resultados de estabilidad para
puntos fijos parabdlicos debidos a C. Simé, D. Ahoronov y U. Elias
y las relaciones entre los mismos. Personalmente considero que estos
resultados son un punto de partida obligado para el estudio de los pro-
blemas resonantes y degenerados en sistemas hamiltonianos con grado
y medio y 2 grados de libertad, asi que he creido pertinente comentarlos
aqui (el teorema de estabilidad de Simé para puntos fijos parabdlicos
no semi-simples sera reobtenido de modo independiente y aplicado a
una ecuacién de Hill no lineal en el capitulo 2 de esta memoria).

La seccién 1.4 esta dedicada a establecer la version precisa del céle-
bre Teorema de la Curva Invariante de Moser o Teorema del Pequeno
Twist que emplearemos en el resto de la memoria. Las difeomorfismos
sobre anillos del cilindro aparecen aqui de modo natural cuando nos
aproximamos al problema de estabilidad de un punto fijo eliptico de
tipo general. Acompaniamos también este resultado con una versién del
teorema de diferenciabilidad respecto de pardmetros (Proposicién 1.8)
que permite a menudo una aplicaciéon bastante agil del Teorema del
Pequeno Twist tanto en problemas de estabilidad como en problemas
de acotacion de soluciones. Concretamente esta versién se empleard en
la demostracion del Teorema 2.15.

Finalmente la seccion 1.5 introduce al lector en el problema de la es-
tabilidad de soluciones periédicas elipticas en una ecuaciéon de Newton
no autonoma, vislumbrando algunas estrategias basicas de la metodo-
logia que se empleard en el capitulo 3 de esta memoria. Se aprove-
cha aqui la ocasién para introducir una de las nociones claves de este
trabajo: las soluciones periddicas de tipo twist que son el analogo de
los puntos fijos elipticos de tipo general. En esta seccién se describe
también el clasico método del pequeno parametro, enfatizando que los
resultados de esta memoria no suponen de ningiin modo “estar cerca”
de una ecuaciéon auténoma.

Aunque no soy amigo de los prolegémenos en trabajos de investi-
gacion, espero sinceramente que la inclusién de un capitulo como éste,
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ayude al lector interesado y no especializado ante la paciente tarea de
leer una memoria no exenta de veredas referenciales, y al lector espe-
cializado a una lectura més cémoda y conveniente.

1.2. Transformaciones que conservan el area

Sea X un espacio topolédgico y €2, €2; subconjuntos abiertos de X.
Considérese un homeomorfismo F' : 2 — ; con un punto fijo p €
QNQy.

Diremos que p es estable en el futuro en el sentido de Lyapunov
si dado un entorno V de p, existe otro entorno U de p tal que las
imdgenes sucesivas F"(U) estan bien definidas Vn € ZT e incluidas
en V. La nocién de estable en el pasado se define de modo analogo
substituyendo Z* por Z~. El punto fijo p se dird estable si es a la vez
estable en el futuro y en el pasado. En esta memoria un punto fijo que
no es estable sera llamado inestable.

Dado un subconjunto A de ) diremos que es positivamente inva-
riante para F' si F(A) € A. Un subconjunto A de €y se dird ne-
gativamente invariante si es positivamente invariante para F~!. Un
subconjunto A de 2 N ) se dird invariante si es positiva y negativa-
mente invariante, es decir si F'(A) = A. Es posible verificar que el tipo
de estabilidad del punto fijo p esta caracterizada en cada caso por la
existencia de un sistema de entornos de p que son positivamente in-
variantes, negativamente invariantes o invariantes respectivamente. De
esta suerte resulta claro que el concepto de estabilidad introducido es
un invariante topolégico, es decir que si h : X — Y es un homeomor-
fismo sobre otro espacio topoldgico Y, entonces p es estable para F' si
y s6lo si ¢ = h(p) es estable para ho F o h™: h(Q2) — h().

En esta memoria s6lo nos limitaremos a estudiar el problema de
la estabilidad en el plano; asi que supondremos de ahora en adelante
que X = R2. En este caso cada elemento de la base de entornos in-
variantes puede tomarse simplemente conexo mediante el proceso de
rellenar agujeros (véase [60, sec. 25]). Para ser precisos, a cada entorno
invariante U le asociamos el conjunto U obtenido al afiadir a U las re-
giones interiores R;(I") de todas las curvas de Jordan I' contenidas en
U . El conjunto U resulta un entorno invariante de p en virtud de que
los homeomorfismos respetan los interiores deAlas curvas de Jordan i.e.
R,(F(I")) = F(R;(I")). No es dificil ver que U es simplemente conexo
(véase por ejemplo [53] para una demostracién de esto).

En conclusion, la estabilidad de un punto fijo p de una transforma-
cion del plano, es equivalente a la existencia de un sistema de entornos
abiertos en p invariantes y simplemente conexos.

Notese que la frontera de cada uno de estos entornos es también
un conjunto invariante. Birkhoff llamaba “curva” a la frontera de un
dominio simplemente conexo y en este sentido decia que un punto fijo
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estable esta rodeado por “curvas” invariantes. La frontera de un do-
minio simplemente conexo puede ser muy complicada (véase la teoria
de Caratheodory de los puntos frontera de un dominio [35, 58]) y s6lo
serd una curva de Jordan si los puntos frontera son simples (véase [58,
cap. 14] para definiciones y resultados). Un resultado de Birkhoff es-
tablece que bajo algunas condiciones geométricas que son naturales en
Mecéanica, estos conjuntos son efectivamente curvas de Jordan ([40,
seccién E, cap. X]). Sin embargo, existen ejemplos excepcionales como

n [21], donde se muestra un difeomorfismo del plano que conserva el
area y que tiene un sistema de entornos abiertos simplemente conexos
e invariantes con frontera un pseudocirculo.

En la practica, para probar que p es estable, sera suficiente mostrar
que todo entorno de p contiene una curva de Jordan I' que verifica:

() p € Ri(T)
(ii) F(I') =T.

Como la estabilidad es invariante por conjugaciones y en parti-
cular por traslaciones, supondremos de ahora en adelante que p = 0.
También resulta méas conveniente representar F(£), & = (x,y) en las
variables complejas z, Z identificando

o z=a+iy, F(§) < F(z7%).
Cuando F' es regular, esto proporciona una expresion mas sintética

para los desarrollos de Taylor alrededor del punto fijo z = 0 mediante
las derivaciones formales

1 1
F. = o(F, —iFy), F:=_(F,+iF). (1.6)
oiti

Las derivaciones de orden superior 57— I se definen recursivamen-
te aplicando (1.6). Si F' es de clase C™, entonces F' posee el siguiente
desarrollo en notacion compleja

Fzz)= Y Y a7 +0(""), 2 =0

m=1,....n  1=0,....,m

donde .
Qi — 1 1 - a_F (O)
il(m — i) 9zm—i9z"
El polinomio de arriba coincide con el desarrollo n-ésimo de Taylor de
F' alrededor de z = 0.

El teorema de Liouville nos dice que los homeomorfismos del flujo
de un sistema hamiltoniano deben conservar la medida de Lebesgue.
En el caso de sistemas con 1 grado y medio de libertad (i.e. periédicos
con 1 grado de libertad) esto significa simplemente que los homeomor-
fismos del flujo conservan el area y la orientacion. Birkhoff estudio sis-
tematicamente la dindmica de estas transformaciones y especialmente
el problema de la estabilidad de un punto fijo ([11]).
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Diremos que F conserva el drea si preserva la orientacién de R? y
para todo subconjunto medible A de € se tiene que F'(A) es medible y
v(F(A)) = v(A). Aqui v denota la medida de Lebesgue en R?. Cuando
F' es diferenciable esta definicion es equivalente a la condicién

det F'(2) =1, Vz € Q.

Para una transformacién que conserva el area, todas las definiciones
de estabilidad dadas al principio de esta seccién son equivalentes. Esta
afirmacién es una clara consecuencia del siguiente resultado aplicado a
Fy FL

Si G es un homeomorfismo que preserva area y U es un abierto de
medida finita tal que G(U) C U entonces G(intU) = intU.

Para probar este resultado serd suficiente demostrar que G(U) = U,
en virtud de que G es un homeomorfismo y conmuta con el operador
int. Nétese primero que G(U) C U pues G es un homeomorfismo. Si
fuera U \ G(U) # @ entonces v(U \ G(U)) > 0 por ser un conjunto
abierto. De la aditividad de la medida se tiene que

V() = vd) = vl \ G@)) + UGT)),

lo que nos conduce a una contradiccién. Luego U C G(U) y esto finaliza
la prueba de la afirmacién.

El estudio de la estabilidad sélo involucra el comportamiento de F
en un entorno de z = 0. De este modo para cada m =1,2,--- , 00, w,
introducimos la clase A™ de los gérmenes en cero de transformaciones

F:UCR? - R? 2+ F(2,2)

definidas en algiin entorno abierto U de 0 € R? (el conjunto U depende
de F) y tal que

(i) F(0)=0

(i) F e C™(U,R?)

(iii) |F.|* — |Fz|* =1 en todos los puntos de U.

La condicién (iii) expresa la propiedad de conservar el drea escri-
ta en notacion compleja. A la aplicaciones en A" se les suele llamar
candnicas o simplécticas porque conservan la forma simpléctica natural
de R?, a saber, la forma dz A dy.

EJEMPLO 1.1. El grupo Simpléctico Sp(R?).
Las aplicaciones lineales simplécticas
Sp(R?) = {A € GI(R?) : det A =1}
constituyen la clase méas simple de transformaciones en A™. Este con-
junto puede identificarse con las polinomios de primer grado
F(z,2) =az+bz: |a]* — |b]* = 1;
y puede demostrarse facilmente que Sp(R?) es una variedad diferencia-

ble 3-dimensional que con el producto habitual pasa a ser un grupo de
Lie.
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Como ejemplo téomese la rotacién de angulo 6 en sentido contrario a
las agujas del reloj, Ry(z) = Az con A = expifl. Observe que R, € A
y es estable en z = 0 puesto que las circunferencias |z| = constante
son curvas cerradas e invariantes de la aplicacion.

.. Qué podemos decir de la estabilidad de una A general en el grupo
simpléctico?. Como los autovalores Ai, A\ de A satisfacen A\ y = 1,
solo se pueden presentar tres casos:

e A es hiperbdlica: \; € R, |A\j| <1 < |Ag]

e A es parabdlica : A\ = \y = £1

o Aes eliptica : [\ = 1, N\ # £1, A\; = s

La matriz A es conjugada por un cambio lineal de variables a su
forma candnica de Jordan N. En el caso hiperbdlico, N es la matriz
diagonal diag(A1, \2), que es evidentemente inestable. Por otra parte
en el caso parabdlico pueden darse dos posibilidades:

i) N = 1 que es estable 6
. +1 1
i) N = 0 41

Finalmente en el caso eliptico puede tomarse indistintamente N =
Ry 6 Ry; sin embargo A serd conjugada en el grupo simpléctico a
s6lo una de estas dos rotaciones. En efecto, la identidad B~'R\B =
Ry implica que det B < 0. En consecuencia, toda aplicacién eliptica
en Sp(R?) es estable y su conjunto de curvas cerradas e invariantes
estda formado por elipses concéntricas que folian el plano y tienen la
misma frecuencia de rotaciéon bajo A. Esta relacién constante entre
la amplitud y la frecuencia es un hecho caracteristico del caso lineal.
El siguiente ejemplo nos muestra la situacién tipica de una relacion
biunivoca amplitud-frecuencia.

que es inestable.

EJjemMPLO 1.2. Una aplicacion Twist.
Dados w, 8 nimeros reales con 3 # 0, definimos T, 3 por la férmula

T.,5(2,2) = expli(w + G]2|*)]z, z € C (1.7)

Un cédlculo sencillo muestra que (9,7, 5]* — |0:T, 5> = 1, luego
Tw,ﬁ c Av.

La transformacién T, 3 es un ejemplo de las llamadas transforma-
ciones twist. Es evidente que las circunferencias C, : 3]z|*> = r son
curvas invariantes de la aplicacion twist, por lo que z = 0 es un punto
fijo estable de T, 3. Por otra parte, la restricciéon de T, 3 sobre cada
circunferencia C, es la rotacién de dngulo a(r) = w + 20r. Nétese que
el angulo de rotacion « es una funcién estrictamente mondtona de la
amplitud r puesto que 3 # 0. Por ejemplo, si § > 0 entonces las cir-
cunferencias van rotando en sentido antihorario con mayor rapidez a
medida que nos alejamos del origen. En virtud de la variacién de a con
r, es inmediato comprobar la existencia de puntos periddicos de periodo
arbitrario para 7, g. Esto ocurre cuando a pasa por valores racionales.
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Si a pasa por valores irracionales, encontramos una dindmica de tipo
irracional sobre la circunferencia invariante correspondiente, es decir,
las érbitas llenan densamente la circunferencia invariante.

Sea H(z,z) = sw|z|* + 18|z|* y consideremos el sistema Hamilto-
niano asociado, que en forma compleja puede escribirse como

i = 2iHy(2, 7). (1.8)

Es inmediato verificar directamente que

o(t, 2,Z) = explit(w + Bl2|)] 2
es la solucién general de (1.8). Entonces T, 3 se realiza como la aplica-
cién a tiempo t = 1 del flujo del sistema Hamiltoniano (1.8).

Se obtienen comportamientos similares sustituyendo en la definicion
(1.7) el argumento w + B]z|* por a(|z]?), donde a = a(r), r > 0 es una
funcién estrictamente mondtona en un entorno de r = 0. Por ejemplo,
tomando a(r) = w+ Y., B’ con ¢ € Ny 3 € R no todos nulos',
obtenemos la siguiente transformacién twist que incluye a (1.7):

q
Top,..5,(2,Z) = expi(w + Z Bilz|*)z, z € C (1.9)

i=1
Como antes, esta transformaciéon es estable en z = 0, de hecho
esta transformacion es un prototipo de las transformaciones estables
como veremos méas adelante. Lo que se pretende es reducir por cambios
candnicos de variables una transformacion simpléctica a la forma (1.9)
o al menos a una perturbacién de esta en un entorno del origen (véase

la préxima seccién).

EJEMPLO 1.3. Aplicaciones de Poincaré.

Los sistema Hamiltonianos son el ambiente natural donde surgen las
aplicaciones que conservan drea. Sea H € C%*(R/TZ x 2), donde Q es
un abierto del plano que contiene al origen. Esta notacién significa que
H es una funcién a valores reales, continua y T-peridédica en la primera
variable e infinitamente diferenciable en las restantes. Considérese el
sistema Hamiltoniano de ecuaciones

i = JV,H(t,2), (1.10)

(50,

Supéngase que z = 0 es una posicién de equilibrio del sistema (1.10).
Denotemos por ¢ = ¢(t, z) a la solucién general de (1.10). Por el teore-
ma de dependencia continua respecto de condiciones iniciales, se sabe
que la aplicacién z — ¢y(z) = ¢(t, z) estd bien definida en un entor-
no del origen, para cada 0 < t < T. La transformacion P = ¢ es

donde

IEsta funcién es mondtona en un entorno de r = 0.
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llamada la aplicacién de periodos o aplicacién de Poincaré asociada a
(1.10). Como z = 0 es un equilibrio entonces P(0) = 0. El teorema de
Liouville nos dice que P € A™ y la estabilidad del punto fijo 2 = 0 es
equivalente a la estabilidad del equilibrio de (1.10).

Reciprocamente, dada F' € A, es posible encontrar un Hamilto-
niano T-peridédico H tal que F' = ¢p. Este es el conocido problema
local de interpolacion Hamiltoniana. Este problema es equivalente a la
existencia de una isotopia de transformaciones en A> conectando F
con la transformacién identidad I (vedse [40, cap. V]). El hamiltoniano
H es llamado el hamiltoniano interpolante de F'.

Lo anterior muestra una equivalencia local entre la dinamica de
flujos Hamiltonianos y la dindmica discreta de transformaciones que
conservan el area, lo cual permite tratar un problema desde el punto de
vista que resulte mas conveniente. El salto a un lenguaje de flujos para
tratar un problema discreto, permite en algunos casos ahorrar muchos
calculos y estimaciones. Por ejemplo, en el capitulo 3 utilizaremos el
lenguaje de los flujos para demostrar un teorema de C. Simé sobre
puntos fijos parabdlicos ([62]).

Para finalizar esta seccién, expondremos las dificultades que sur-
gen al aplicar los resultados clasicos de Lyapunov, en el estudio de la
estabilidad de puntos fijos de transformaciones que conservan el area.

Dada F € A™ se tiene que F’(0) € Sp(R?) y por lo visto en el
ejemplo 1.1, el radio espectral de F’(0) es igual a 1 en los casos eliptico
y parabdlico y mayor que 1 en el caso hiperbdlico . Del primer método
de Lyapunov se infiere que z = 0 es inestable si F’(0) es hiperbdlica,
mientras que en los casos eliptico y parabdlico el primer método de
Lyapunov no decide la estabilidad. En conclusién, el problema de la
estabilidad de un punto fijo eliptico o parabdlico tiene caracter no lineal
y es necesario tener en cuenta el efecto de los términos no lineales.

Sea F': 0 — €y un homeomorfismo con F(0) =0y V: QU — R
una funciéon continua y no constante. Se dice que V' es una integral
primera de F' si

V(F(x)) =V(x), Vo € Q.

Se dice que V' es una funcién de Lyapunov si

(i) V(z) >0V € Q—{0}, V(0) =0

(ii) V(F(z)) < V(x), Vx € Q.
El segundo método de Lyapunov establece que si existe una funcion
de Lyapunov entonces el equilibrio z = 0 es estable. En particular si
F admite una integral que satisface (i) entonces z = 0 es estable. Un
ejemplo es la aplicaciéon twist T}, 3, que tiene por integral primera al
Hamiltoniano H(z) = sw|z|? + 13|z|* (véase ejemplo 1.2).

Puede demostrarse que si F' € A™ es estable en z = 0 entonces toda
funcién de Lyapunov es una integral primera. En efecto, como z = 0 es
estable podemos tomar un entorno abierto U de 0 tal que F(U) = U. El
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teorema de recurrencia de Poincaré establece que para casi todo punto
x € U, existe una sucesion parcial de enteros positivos ny — oo tal que
F™(x) — x, k — oo. Entonces si V' es una funcién de Lyapunov se
tiene que
Vi(z) 2 V(F*(x)) \, L, n — oo,
para algtin ntimero real L. Por otra parte
V("™ (x)) \ V(z), k — oo,

asi que
V(F"(x)) =V(x), Vn € N.

En conclusion, la igualdad V(F(z)) = F(z) es valida casi por doquier
en U. Como V es continua la igualdad es valida en todos los puntos de
Uu.

Este resultado tiene el valor de mostrar que el segundo método de
Lyapunov no puede ser empleado para un difeomorfismo génerico que
conserva el area, en virtud de que generalmente no existen integrales
primeras definidas positivas en torno a un punto fijo estable. En efecto,
genéricamente ocurre la siguiente situacién cuando z = 0 es estable
([11, pag. 231], véase también el trabajo més reciente de Mather [37]):

El origen esta rodeado por un conjunto Cantoriano de curvas de
Jordan invariantes I'; — 0 y la dindmica en cada I'; es conjugada a
una rotacion irracional sobre la circunferencia unidad S'. Esto implica
que todas las érbitas en I'; son densas. De este modo cualquier integral
primera debe ser a la fuerza constante sobre cada I';. En las regiones
comprendidas entre dos curvas invariantes consecutivas (llamadas zo-
nas de inestabilidad por Birkhoff) aparecen puntos x tal que su érbita
“conecta ” estas fronteras, es decir que los conjuntos alfa limite L, (x) y
omega limite L, (x) intersectan a la primera y segunda curva respecti-
vamente. En consecuencia, si existiese una integral primera verificando
(i) en la definicién anterior, tomaria el valor cero en cada I';, lo cual es
absurdo.

1.3. La Forma Normal cerca de un punto fijo eliptico

La teoria de formas normales puede verse como el analogo no lineal
de las formas candnicas de Jordan. Esta teoria ha sido intensa y am-
pliamente estudiada tanto para campos como para transformaciones en
dimensiones més altas y con més grados de libertad (véase por ejemplo
[40, 60, 11, 9]). Poincaré ya empleaba este método para simplificar
algunos sistemas hamiltonianos en sus estudios sobre el problema de n-
cuerpos ([56]). Siguiendo las ideas de Poincaré, Birkhoff desarrollé un
método formal para reduccion a forma normal en torno a puntos fijos
y posiciones de equilibrio ([11]).

Sea F' en A™ con m > 3. El punto fijo z = 0 es llamado eliptico si
F’(0) es eliptica (vedse el ejemplo 1.1).
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La idea de Birkhoff era reducir F' a través de cambios candnicos
formales de variables? a una transformacién twist de la forma (1.9),
pues la dinamica de estas ultimas era en cierto sentido el prototipo
de las situaciones mecanicas integrables. El hecho general es que las
series formales que definen estos cambios de variable divergen, y en
general no es posible tal reduccion. La razon de fondo es que sélo un
niumero limitado de ejemplos son integrables en mecanica. Sin embargo,
es posible alcanzar un contacto de orden superior con los prototipos
“integrables” (1.9). Este es el fin de la teoria de formas normales en
torno a un punto fijo eliptico.

Como ya se ha discutido anteriormente, la estabilidad de un punto
fijo eliptico es neutral al aplicar linealizacién, por lo que se hace nece-
sario tener en cuenta los términos no lineales en el desarrollo de Taylor
alrededor de z = 0.

Por lo visto en la seccién anterior, existe un cambio lineal simplécti-
co de variables @) tal que

Q 'oFoQ(2,2)=Az+---,

donde A es uno de los autovalores de F”(0). Bajo ciertas condiciones de
“no resonancia” sobre A, que precisaremos mas tarde, los términos no
lineales hasta el orden m en el desarrollo anterior, pueden reducirse a la
forma mas simple posible mediante cambios canénicos de variables. La
idea bésica es eliminar progresivamente “la mayor cantidad permitida”
de términos en los polinomios homogéneos de grado k = 2,...,m del
desarrollo de Taylor, a través de un sucesion finita de cambios candnicos
de variables. El polinomio obtenido al final del proceso es lo que se
conoce como la forma normal de Birkhoff.

El éxito de este proceso de reduccién depende fuertemente de algu-
nas propiedades aritméticas del multiplicador A. En efecto, empleando
el método desarrollado en [60, Seccién 23], puede demostrarse que si
para algin [ € N : 3 <[ < m se verifican las siguientes condiciones de
no resonancia

N#£L s=1,...0+1, (1.11)

entonces existe un cambio simpléctico y analitico de variables ¥ tal que

q
U loFoW=\z+ Z%ziJrl?) +O(|2]""), 2 =0 (1.12)
i=1
donde ¢ = [Z_Tl],%,...quCy%:iﬁ con 3 € R.

Una propiedad central del [-jet anterior es que conmuta con rota-
ciones. De hecho, todo polinomio en C[z,Z] de grado [ que conmuta
con rotaciones y que es el [-jet de una transformacion que conserva el
area tiene la forma anterior.

2Es decir, series formales en las variables cumpliendo la condicién simpléctica.
El problema posterior consistia en investigar la convergencia de estas series.
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También puede demostrarse la siguiente propiedad clave:
Si para otra transformacion U € A tenemos que
q
Vo FoW (2,2) = Az + Y 7217 + 0(|2[*)
i=1
entonces 'y; = ; Vi.

Esta propiedad expresa la unicidad de los coeficientes de la for-
ma normal frente a cambios simplécticos de variables. El polinomio en
(1.12) lo llamaremos la forma normal de Birkhoff de grado .

Veamos ahora la relacién que existe entre la forma normal (1.12) y
las transformaciones twist. En primer lugar nétese que las transforma-
ciones twist Ty g, .. 5, dadas por (1.9) conmutan con rotaciones, en con-
secuencia su [-jet tiene también la forma (1.12) para ciertos vi,...,7,
determinados en funcién de los (3;. Puede demostrarse que la relacion
entre los 7; y los (3; es inversible. Esto implica que también tenemos
la situacion reciproca, i.e. la forma normal de Birkhoff de F' de grado
[ es el [-jet de la aplicacion twist Ty g, .. 5, dada por (1.9) para ciertos

ntimeros reales 6, 3,...,3, con A\ = ¢? y 4y = if3. En conclusién,
U € A“ tal que
U loFoWU="T,5 5 +O0(), z—0, (1.13)

y esto dice que F' puede reducirse cerca del origen a una perturbaciéon
de una aplicacion twist, siempre que \ satisfaga las condiciones de no
resonancia (1.11) para algin [ e N: 3 <1 < m.

Lareduccién (1.13) es conocida cldsicamente como la Forma Normal
de Birkhoff (aunque nosotros acunabamos este nombre para referirnos
a su l-jet).

Los coeficientes 3; son llamados coeficientes twist o coeficientes de
Birkhoff y heredan también la propiedad de unicidad. Escribiremos
B; = B;(F) para indicar la dependencia con F.

En esta memoria sélo emplearemos la Forma Normal de Birkhoff de

grado 3. A continuacion se establece la version particular del resultado
de Birkhoff para [ = 3.

PROPOSICION 1.4. Sea F € A? tal que F'(0) es conjugada en el
grupo simpléctico a Ry, |A\| = 1, A\ # +1. Si A" # 1 para n = 3,4
entonces existe ® € A“ tal que

P o Fod(2,2) = ANz +iB2°Z+ ), (1.14)
donde los puntos suspensivos indican un término de orden O(|z[*),
cuando z — 0 y B = B(F) es un numero real. Mds ain si V€ A>
entonces

BUto FoWw) = G(F). (1.15)

Esta proposicién es establecida en [60, seccion 23]. Véase también
[44, 7, 8]. Para una demostracion de (1.15) puede verse [34].
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Birkhoff llamaba a un punto fijo eliptico sin resonancias hasta un
orden dado® (en nuestro caso \" # 1, n = 3,4) y tal que no todos los
coeficientes twist 3;(F") son nulos, un punto fijo eliptico de tipo general
y llegd a formular aunque sin demostrarlo que todo punto fijo eliptico
de tipo general es estable ([11]). Hubo que esperar hasta los anios 60
para una demostracion completa de este resultado a cargo de J. Moser.
Para ello Moser utiliza su célebre Teorema de la Curva Invariante el
cual requerfa un gran numero de derivadas para F' ([42]). También
casi al mismo tiempo Arnold consigue una demostracién en el caso
analitico suponiendo que no existen resonancias de ningtin orden [6].
M4s tarde Russmann relaja el grado de diferenciabilidad a clase C°
([69]) y posteriormente Hermann afina la clase de diferenciabilidad a
e ([22]).

Enunciaremos a continuacion el resultado fundamental de estabili-
dad de un punto fijo eliptico de tipo general ([44, Teorema 2.13))

TEOREMA 1.5. Sea F € A* en las condiciones de la proposicion
1.4. Entonces z =0 es estable si

B(F) #0 (1.16)

NoTA 1.1. El coeficiente 3 depende de los términos de F' hasta
el tercer orden, asi que este teorema puede ser considerado como un
método de la tercera aproximacion en teoria de la estabilidad.

NotA 1.2. En [5] se exhibe un difeomorfismo F' € A del disco
unidad |z| < 1 en si mismo, con G(F) = 0y tal que z = 0 es eliptico
e inestable*. Esto muestra que una condicién como (1.16) es de hecho
necesaria para la estabilidad. Por otra parte, no resulta dificil construir
ejemplos de puntos fijos elipticos inestables con A raiz n-ésima de la
unidad para cualquier n € N, mostrando que el resto de las condiciones
del teorema anterior son también necesarias. Por ejemplo, témese el
hamiltoniano H(z,z) = z"+z", n > 3ysea F' = RyoP con A = exp %
y P la aplicacién de Poincaré del sistema hamiltoniano correspondiente.
Entonces

F(z,Z) = Mz + 2inHz) + - - - .

Aplicando [51, Proposicién 4.1] a F™ resulta que F' es inestable en
z = 0. Ejemplos més complicados se construyen en [60].

Cuando F'(0) esta en forma candnica es posible obtener una férmula
calculable para el coeficiente twist 5(F') ([15, 52|). La siguiente pro-
posicién se empleara en el capitulo 3 de esta memoria.

3En realidad Birkhoff eliminaba todas las resonancias posibles
1F se construye ergodica, es decir, que carece de subconjuntos invariantes no
triviales de medida positiva
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PROPOSICION 1.6. En las condiciones de la proposicion 1.4, supon-
gase que F' tiene el siguiente desarrollo de Taylor

F(2,2) = Az + Fy(2,2) + F5(2,2) + - - -
con

AN=e ¥ Fy(2,%Z) = A2* + B2z + OF,

Fy(2,2) = M2* + N2*Z + P27° + QZ°.

Entonces se verifica la siguiente formula

3sinf sin 360
|A|2 m|€|2. (1.17)

NotA 1.3. Esta proposicién es establecida en [15] y una demos-
tracién puede verse en [50]. Una férmula similar es obtenida en [23]
para difeomorfismos arbitrarios del plano en el contexto de las bifurca-
ciones de Hopf. También Moeckel en [41] obtiene una férmula para el
coeficiente twist de una aplicacién simpléctica, pero supone adicional-
mente que |A| = |C], condicién que verifican los polinomios simplécti-
cos de segundo grado pero no un difeomorfismo simpléctico genérico.

El teorema de estabilidad 1.5 se deriva a partir del célebre Teorema
Twist de Moser que veremos en la préxima seccion. Cuando las con-
diciones de no resonancia en el teorema 1.5 no se verifican entonces el
Teorema Twist de Moser no puede aplicarse directamente a menos que
dispongamos de alguna forma normal adecuada. El estudio de formas
normales en presencia de resonancias fuertes constituye también un
capitulo mas o menos clasico desde los trabajos de Birkhoff y pueden
encontrarse por ejemplo en [40, capitulo VII] y [39, 38| (véase también
el articulo més reciente [14]). La forma normal empleada conduce a un
criterio de estabilidad en cada caso ([39, 52|). En [52] el autor en un
intento de resumir estos criterios comete un error. En la proposicién
2.1 afirma que cuando el multiplicador de F’'(0) es A = +exp(27i/3)
entonces la transformacién puede reducirse a la siguiente forma normal
mediante un cambio candnico de coordenadas

N(z,%) = Nz + 122 +if|z]22 + -],

=Q3(AN) + ———
B=S( )+1—0039

donde g € R y [ € C. Luego, en la proposicién 2.2 el autor elabora un
criterio de estabilidad en términos de los ntiimeros 3 y [. Un estudio
mas cercano al proceso de reduccion muestra que esto es solo posible
si Fz3(0) = 0 y en tal caso [ = 0 en la férmula anterior. En general
tal reduccién seria posible si no se le impone al cambio de coordenadas
que sea simpléctico. Si el cambio de coordenadas es candénico entonces
N preserva area y de aqui es inmediato verificar que [ = 0. Esto tiene
facil arreglo escribiendo el criterio de estabilidad (inestabilidad) de la
siguiente manera:
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i) Si F33(0) =0y [ # 0 entonces z = 0 es estable
ii) Si F5%(0) # 0 entonces z = 0 es inestable.

La afirmacién (i) es consecuencia del Teorema Twist de Moser (la de-
mostracion es la misma que en el caso sin resonancias: Teorema 1.5). La
afirmacion (ii) es una clara consecuencia de un criterio de inestabilidad
formulado en [60, seccién 25] o se puede deducir directamente a partir
un criterio de inestabilidad de Levi-Civita [27].

Por otra parte, el caso parabdlico o degenerado merece especial
atencién. Recordemos que z = 0 es un punto fijo parabdlico si F'(0) es
una matriz parabdlica. En tal caso los multiplicadores son raices dobles
A = £1. Pueden darse 2 casos:

i) Caso parabdlico diagonal o estable (p.e.): La forma canénica
real de Jordan de F'(0) es +1.

ii) Caso parabdlico no-diagonal o inestable (p.i) : La forma candni-
ca real de Jordan de F”(0) es

1 1
0 =1 /)°

El caso A = —1 se reduce al caso A = 1 considerando F2. A prin-
cipios del siglo XX, ya Levi-Civita [27] estudi6 estos casos obteniendo
algunos criterios de inestabilidad. También en [32] aparecen criterios
de inestabilidad para un difeomorfismo F' que no necesariamente con-
serva el drea. Estos criterios son extendidos en [62] para F' simpléctica.
Los criterios de estabilidad aparecen mucho después en los 80’s con los
trabajos de C. Sim¢ [61, 62] y de D. Aharonov y U. Elias [1].

Los resultados en [62, 1] se refieren al caso p.e. y son muy ttiles
a la hora de estudiar un caso eliptico resonante, i.e., \¥ = 1, A #
+1, pues simplemente se aplican los criterios a la transformacién F*.
En [61] el autor estudia el caso p.i. e implementa una forma normal
que esta inspirada en ciertos esquemas en diferencias. La estabilidad
se decide por el término dominante de esta forma normal ((véase el
Teorema de [61]).

Simé caracteriza la estabilidad de z = 0 en términos de la funcién
generatriz de F' en el caso p.e. y en términos de la funcién generatriz
de la forma normal de F' en el caso p.i.. Mas precisamente, z = 0 es
estable si y sélo si la funciéon generatriz con la parte que genera la
identidad suprimida tiene un extremo estricto en z = 0. En el caso p.i.
esta condicién es equivalente a las condiciones impuestas en [61] sobre
el término dominante de la forma normal de Simo.

En [1] los autores emplean las mismas ideas de [62], pero con la
diferencia que el hamiltoniano auténomo que interpola a F' hasta cierto
orden no es la propia funcién generatriz, sino un hamiltoniano mas
explicito en términos del primer jet no lineal de F'. De este modo las
condiciones de estabilidad pueden verificarse facilmente en la practica’.
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Quisiera resaltar también que en [40, capitulo VII, seccién E.5] el
autor emplea el método de las transformadas de Lie, para reducir el
hamiltoniano interpolante de F', a un hamiltoniano con parte auténoma
correspondiendo a una ecuaciéon de Duffing de la forma

i+ g(x) =0,

con g(0) = ¢’(0) = 0. Precisamente usando esta reduccion es posible de-
mostrar de forma independiente el teorema de estabilidad de Simé para
puntos fijos p.i. mencionado antes ([61]). Esto se hard en el capitulo
2 de esta memoria donde se implementard una forma normal para el
hamiltoniano interpolante con una g bastante simple.

1.4. El Teorema de la Curva Invariante

El teorema de la Curva Invariante también llamado teorema del
pequeno twist de Moser, esta referido a difeomorfismos sobre regiones
anulares y fué disenado por Moser para probar la estabilidad de los
puntos fijos elipticos de tipo general (véase en particular [43]).

En esta seccién T denotard el grupo cociente R/Z.

Las coordenadas més naturales para las transformaciones twist (1.9)
son las coordenadas polares y de hecho resultan muy convenientes al
estudiar perturbaciones de la forma (1.13). Introducimos en R?* — {0}
coordenadas polares canénicas por:

T = (27’)% cosf, y= (27“)% sinf, 0 =60+ 2x, r>0.
Este cambio de variables puede verse como una transformacion
U0, — R?— {0},

donde C; = T x (0, 400) es el semicilindro. De hecho ¥ es un difeo-
morfismo simpléctico.

Las transformaciones twist 7, 3 definidas en el ejemplo 1.2 quedan
expresadas en estas variables de una forma muy simple

T,p5: 0 =0+ w+ pr, ry=r. (1.18)

La transformaciéon anterior es de hecho un difeomorfismo del semi-
cilindro C'y en si mismo que preserva el elemento de area df A dr.

Consideremos F' € A* con z = 0 eliptico y sin resonancias fuertes.
Recordemos que F' salvo un cambio candénico de coordenadas puede
ponerse en la forma (1.13) con [ = 3 y ¢ = 1. Asi en coordenadas
polares candnicas la forma normal de Birkhoff de F' puede expresarse
como una perturbacion de (1.18)

M:0y=0+w+pr+--, ri=r+---, (1.19)

SVéase [61] para una aplicacién de estos resultados a ecuaciones de Hill no
lineales
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donde los puntos suspensivos indican términos de orden O(r?),r — 0,
B = B(F) es el primer coeficiente de Birkhoff y w es un argumento del
multiplicador caracteristico .

Para demostrar la estabilidad del origen cuando 3 # 0, deberén
buscarse curvas invariantes para F' en cada anillo € < r < 2¢ con
e > 0 arbitrariamente pequeno. Haciendo el cambio de escala r =
ep, p € [1,2], la transformacién anterior se reduce a una familia de
difeomorfismos sobre el cilindro, dependiendo de un parametro pequeno
y definidas sobre el anillo fijo 1 < p < 2:

M, :0,=0+w+eBp+O(2), p1=p+0(). (1.20)

Entonces el problema de estabilidad se reduce a buscar curvas in-
variantes de la transformacion anterior en el anillo 1 < p < 2 para
€ pequeno. Naturalmente, estas curvas invariantes deben tener una
propiedad topoldgica especial: no pueden ser nulo-homotdpicas en el
cilindro.

La transformacién (1.20) con términos de error suprimidos es lo
que se conoce como un “pequeno twist” y tiene todas las circunferen-
cias p = const. como curvas invariantes. El teorema del pequeno twist
de Moser da condiciones sobre la clase donde se perturba, para ga-
rantizar la persistencia de algunas de estas circunferencias invariantes
cuando € es suficientemente pequeno. Las curvas invariantes que sobre-
viven estaran préximas a circunferencias. Existen varias versiones de
este teorema, la versién original puede verse en [43, 42, 44]. Nosotros
daremos aqui una versién que es muy comoda para las aplicaciones y
que emplearemos en el capitulo 2 de esta memoria, pero antes haremos
una pocas definiciones.

Sea C' = T x R el cilindro con coordenadas (8,7), § =0 +7Z, 6 €
R, 7 € R. Considérese A = T x [1,2] y una transformacién M : A C
C—C, (0,r)— (01,r1).

Una curva invariante de M es una curva de Jordan I' C A que es
homotdpica a las circunferencias r = constante y verifica M (I') =T.

Decimos que M tiene la propiedad de la interseccién (p.i) si M (I')N
I' # () para toda curva de Jordan I' C A que es homotdpica a r =
constante.

Notese que la propiedad de interseccion es invariante por conjuga-
ciones topdlogicas.

NoTA 1.4. No es dificil verificar (usando el hecho que (1.19) con-
serva el drea y deja invariante la circunferencia r = 0) que (1.19) tiene
la p.i. en cualquier anillo de C';. Entonces debido a la invariancia to-
poldgica de la p.i. la transformacién (1.20) tendrd también la p.i. en el
anillo A para € pequeno.
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TEOREMA 1.7. Sea k # 0 un niumero real. Entonces existe un € > 0,
dependiente de k, tal que una transformacion M : A C C — C tiene
curvas invariantes si satisface las siguientes condiciones

s M tiene la propiedad de la interseccion
» el levantamiento de M puede expresarse en la forma

01 =0+w+d(kr+p1(0,1)), 11 =1+0p2(0,7)

para algin § € (0,1), w € R y @1, pa € CH(A).
= [leilleaa) + ll@zlloia) <e

La demostracién de este teorema sigue las lineas del trabajo de
Hermann en [22].

El teorema del pequeno twist es una poderosa herramienta no soélo
en lo que compete a problemas de estabilidad sino también en proble-
mas de acotacién de soluciones ([18]). Una vez que el problema ha sido
preparado (en las coordenadas adecuadas) para aplicar el teorema 1.7,
un paso crucial es la estimacion de los restos en clase C*. Esto casi siem-
pre conlleva una gran cantidad de calculos, pero si la transformacién
se incluye en un flujo hamiltoniano puede obtenerse casi gratuitamen-
te la estimacion de los restos via una version apropiada del teorema
de diferenciabilidad respecto de parametros. Esta metodologia ha sido
introducida por Ortega en [54]. Véase también [46, 26].

Para finalizar esta seccion estableceremos la versién del teorema de
diferenciabilidad respecto de parametros que usaremos en el segundo
capitulo de la presente memoria.

Para establecer el resultado de forma sencilla introduciremos la
siguiente notacién. Sea D un subconjunto abierto y conexo de RY
y A un numero positivo. Dada una funcién F = F(t,x,0), donde
t€[0,1], z € D, § € [0,A], decimos que

FeC™m([0,1] x D x [0, A])

si las derivadas parciales 0°F, a = (a1,a9,a3), a3 < m, |az| <
k, asz < r, existen (con valor independiente del orden de derivacién) y
son continuas en (t,z,d) € [0,1] x D x [0, A].

Considérese una ecuacién diferencial general dependiendo de un

parametro de la forma
dz
7 = F(t, z,96), (1.21)
donde la funcién F : [0,1] x D x [0, A] — RN, (t,2,8) — F(t,z,0) es
de clase COFTLONCOR1 en [0, 1] x D x [0, A] para algtin k > 0. La solu-
cién de (1.21) que satisface z(0) = zy serd denotada por z(t; 2o, d). De la
teoria general de ecuaciones diferenciales uno sabe que la solucién ge-
neral z(t; zo, 9) estd definida en algin intervalo maximal ¢ € [0, w(zg, d))
con w(zp,0) < 1. Mds ain, w es semicontinua inferiormente y z perte-
nece a CHEHLO N CLEL on {(t, 29,8) € [0,1] x D x [0, A] : t < w(20,6)}.
El siguiente resultado es una consecuencia de este hecho.
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PROPOSICION 1.8. Sea K un subconjunto compacto de D tal que
para todo zy € K y 6 € [0,A] la solucion z(t; zp,d) estd bien definida
en [0,1]. Entonces, para cada (t; zo,6) € [0,1] x K x [0, A], se tiene el
siguiente desarrollo,

2(t; 20,0) = 2(t; 20,0) + %(t; 20,0)0 + R(t; 29,0)d

donde el resto R satisface lims_o ||R(t; -, )||ck (k) = 0, uniformemente
ent € [0,1].

Este resultado ya ha sido empleado en [54]. Es una consecuencia
de la regularidad de z y la identidad

0z

L 0z 0z
2(t; 20,0) = 2(t; ZO,O)+&5(t;ZO,O)5+5/O {%(t;zo,35)—%(t;zo,0)}d8.

1.5. Ecuaciones de Newton Periddicas

Los resultados de las secciones anteriores constituyen una potente
herramienta para el estudio de la estabilidad en sistemas hamiltonianos
periédicos con un grado de libertad. Concretamente estaremos intere-
sados en ecuaciones de tipo Newton de la forma

I+ f(t,x) =0, (1.22)
donde f es periddica en el tiempo (T es el periodo) y = es una variable
real. Supondremos que f es de clase C%*, es decir, continua y de clase
C* respecto de la variable .

En esta seccién denotaremos el grupo cociente R/TZ por T.

El problema de existencia de soluciones T-periddicas en la ecuacién
anterior, es clasicamente abordado por diversos métodos topoldgicos y
variacionales que se encuentran entroncados en el llamado Anélisis No
Lineal. Una cuestion importante es el estudio de las propiedades de
estabilidad de las soluciones obtenidas por estos métodos.

Sea ¢ una solucién T-periddica de (1.22).

Después de trasladar ¢ al origen por medio del cambio de variables
y = x — ¢, la ecuacién (1.22) queda expresada en la forma

i+ a(t)y + b(t)y* + c(t)y® +r(t,y) =0, (1.23)

donde los nuevos términos corresponden al desarrollo de Taylor hasta el
tercer de orden de y — f(t,y+p(t)) cerca de y = 0. Las funciones a, b, ¢
son continuas y T-periédicas y el resto r € C%* (T x (—¢, €)),e > 0

verifica
OFr
%(t,O):O, k:0,3, thR

La ecuacion variacional de ¢ es

i+ a(t)r = 0. (1.24)
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Sea P la transformaciéon de Poincaré de (1.23) (véase el ejemplo
1.3). Llamaremos a P la transformacién de Poincaré de ¢. Recordemos
que P € A*.

Los multiplicadores de Floquet de (1.24) coinciden con los valores
propios de P’(0).

DEFINICION 1.9. Diremos que ¢ es eliptica si z = 0 es un punto fijo
eliptico de P. Si ademas z = 0 no tiene resonancias de orden n diremos
que ¢ es una solucién n-elemental.

Recordemos que P es estable en z = 0 si y sélo el equilibrio y = 0 es
estable si y sélo si ¢ es estable. Entonces la estabilidad de una soluciéon
eliptica ¢ tiene cardcter no lineal, es decir, la linealizaciéon (1.24) no
determina la estabilidad. Por este motivo hemos reescrito la ecuacién
en la forma (1.23) porque la estabilidad de ¢ es decidida genéricamente
por la tercera aproximacion.

Supdngase que @ es eliptica y 4-elemental. Entonces estéd definido
el primer coeficiente de Birkhoff 5 = [(P). Del teorema 1.5 se tiene
que si 0 # 0 entonces ¢ es estable.

La siguiente definicién jugard un papel esencial en el resto de esta
memoria.

DEFINICION 1.10. Una solucién T-periddica ¢ de (1.22) se dice de
tipo twist si es eliptica, 4-elemental y G(P) # 0.

Obviamente las definiciones anteriores incluyen el caso cuando ¢ es
un equilibrio de (1.22). En estas situaciones hablaremos de equilibrios
elipticos, 4-elementales, de tipo twist, etc.

De acuerdo con las observaciones anteriores se tiene que todo equi-
librio o toda solucion periédica de tipo twist es estable. La dinamica
cerca de una solucién periddica ¢ de tipo twist es muy rica y ha sido
parcialmente entendida a partir de la teoria KAM(véase por ejemplo
|8, capitulo 4] y [60, seccién 34]). Del teorema del punto fijo de Poin-
caré-Birkhoff puede deducirse la existencia de subarménicos de orden
n con n — oo en todo entorno de una solucion de tipo twist. También
abundan las soluciones cuasiperidédicas y otros movimientos recurrentes
en torno de ésta (véase [60], [8], [36]).

En resumen, cuando uno quiere estudiar la estabilidad de una solu-
cion peridédica de un problema particular, se deben verificar dos cosas:
la ausencia de resonancias fuertes y la no nulidad del coeficiente twist
asociado.

Este procedimiento ha sido clasicamente empleado en el estudio de
pequenas perturbaciones de una ecuacion auténoma. Para ilustrar esta
situacion considérese la ecuacién

i+ act)r +b(t)x® +c(t)r® +--- =0

donde a., b y ¢, son funciones continuas que dependen continuamente
de € y son constantes para ¢ = (0. Esta ecuaciéon admite el equilibrio
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x = 0 y se supone que para € = 0 este equilibrio es eliptico y no tiene
resonancias fuertes (esto persistird para pequenos valores de €). Enton-
ces 3 = (3(€) es continua con respecto de € y es calculable para e = 0.
Si 5(0) # 0 entonces es claro que el equilibrio es estable para pequenos
valores de €. Este es el llamado método del pequeno parametro.

Los problemas que estudiaremos en el capitulo 3 son de naturaleza
eliptica y seran tratados sin usar el método del pequeno parametro. La
estrategia a seguir descansa fuertemente en la férmula general (1.17)
para el coeficiente twist, tomando como F' a la transformacion de Poin-
caré P de una soluciéon periédica ¢ o de un equilibrio. Como puede
apreciarse a primera vista, esto exige que la matriz de monodromia
P'(0) de (1.24) sea una rotacién y lamentablemente este no es el caso
general. Sin embargo, es posible introducir un cambio de variables en
la variable independiente de (1.22) de modo que la ecuacién resultante
tenga la propiedad deseada. A continuacién describiremos esta técnica
de reduccion.

DEFINICION 1.11. Sea W = ¢; + i¢, la solucién compleja de (1.24)
que satisface ¥(0) = 1; ¥(0) = 4. Decimos que la ecuacién (1.24) es
R-eliptica si existe A € C\R, |A\| =1, tal que

U(t+T)=\V¥(t), Vt €R.

La condicion de R-elipticidad es equivalente a decir que la matriz
de monodromia

( ¢1(T)  ¢2(T) )
¢1(T) ¢(T) )°
es una rotacién (distinta de £7). En tal caso A y X son los multiplica-
dores caracteristicos de (1.24).

Para cada par de niimeros reales ¢, y @ > 0 introducimos el siguiente
cambio de variables

=1, T:t_to.

= (1.25)
Este cambio de variables transforma (1.22) en una nueva ecuacién
periodica del mismo tipo

Py o _
—— ta fla’T +1,§) =0 (1.26)
dr

y la solucién periddica ¢ pasa a ser *(7) = p(a*T + tg) con perfodo

T* =T/a?

Sea P* la transformacion de Poincaré de ¢*. No es dificil ver que Py
P* son conjugadas por una transformacién simpléctica con multiplica-
dor (][40, cap. IV]). Esto implica que los multiplicadores caracteristicos
se conservan y se verifica la siguiente relacién (véase [52, seccién 3))

OEs decir, su jacobiano es una funcién constante p > 0.
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sign G(P*) = sign B(P). (1.27)

Entonces una solucién de tipo twist permanece asi después de una
traslacién y un cambio de escala en la variable independiente.

De [50, Prop. 7] se deduce que si ¢ es eliptica entonces existen ¢,
y a > 0 tal que el cambio de variables (1.25) transforma (1.24) en
una ecuacién similar que es R-eliptica’ ([52, Lema 4.1]). De este modo
podemos emplear la férmula (1.17) para P* y estudiar su no nulidad.

Nétese que la relacién (1.27) justifica la reduccion del estudio de la
estabilidad al caso R-eliptico.

En el caso R-eliptico, se obtienen férmulas para los coeficientes
del 3-jet de P que intervienen en (1.17) ([52, Proposicién 4.4]). Estas
férmulas involucran los coeficientes no lineales b, ¢ y las soluciones de la
ecuacién linealizada (1.24), lo que naturalmente permite dar criterios
de estabilidad en términos de la tercera aproximacién [50, 52]. Los
criterios de Ortega estan fundamentados en el principio del maximo y
por eso el autor siempre supone signos fijos para b y c. Para ser mas
preciso, la férmula para S(AN) (véase (1.17) es la siguiente

- 3

SOWN) = —3 / c(t)| W (1) |*dt

- / Gt SpOM) RO () + V(0T (s)dsd,

donde ¥ = ¢; + i¢s es la solucion de la ecuacion linealizada con con-
diciones iniciales ¥(0) = 1, ¥'(0) = 4, la funcién G estd dada por
G(t,s) = ¢1(t)d2(s) — d1(s)¢2 (1)
vyAr={(t,s) eR*: 0<s<t, 0<t<T}.
Luego, bajo condiciones sobre la ecuacién linealizada puede conse-
guirse que G < 0 sobre A%, Por otra parte el término

21U (1)|2|W(s)|? + W (t)2W(s)* > 0, V(s,t) € Ap.
Entonces si fijamos los signos del siguiente modo:
c<0,b<000>0
resulta claro de la férmula anterior que
I(AN) > 0.
9 En la férmula (1.17) los otros dos términos resultan positivos si por
<

)
ejemplo 0 < [0| < . Este tipo de restriccién sobre los multiplicadores

"Esta nueva ecuacién coincide naturalmente con la ec. variacional de p*.

8Se supone siempre que la distancia entre dos ceros consecutivos de cualquier
solucién no trivial de la ecuacién linealizada sea al menos T

9Los coeficientes b y ¢ no son ambos idénticamente nulos
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se consigue imponiendo cotas de tipo L™ o L! sobre el coeficiente lineal
a (véase [50, Teorema 1 | y [52, Corolario 3.3]). Si los multiplicadores
se salen de este sector entonces debe estudiarse la contribucién de |A|
y |C| al signo del coeficiente twist. Esto se hace en [52] comparando
las cantidades |A| y |C| (véase Lema 4.7 de este articulo).

En los problemas que trataremos en el tercer capitulo perderemos
estos signos y entonces se buscaran caminos alternativos al principio
del méaximo.



CAP{TULO 2

Criterio de estabilidad para equilibrios parabdlicos

2.1. Introduccién

En este capitulo iniciaremos el estudio de la estabilidad del equili-
brio x = 0 para una clase particular de la ecuacién (1.22).

Supondremos que la ecuacién (1.22) admite un desarrollo de Taylor
alrededor de x = 0 de la forma

i +a(t)r + )z +... =0, (2.28)
donde n > 1 es un entero y las funciones a y ¢ son 1-peridédicas. El
resto, denotado por puntos suspensivos en la ecuacion, es una funcién
r = r(t,z) que también es l-periddica en t y satisface

2"“), x — 0.

r(t,x) = o(x

Como ejemplos de esta clase de ecuaciones podemos citar una par
de problemas clasicos de la Mecénica: 1) el péndulo de longitud variable
y ii) el movimiento de un planetoide en presencia de estrellas dobles
(un problema restringido de tres cuerpos) (véase la seccién 2.6).

La ecuacién precedente puede verse como una version no lineal de
la clasica ecuacion de Hill y en esta memoria estaremos interesados en
las propiedades de estabilidad del equilibrio = = 0.

La linealizacion en x = 0 es

i+ a(t)r = 0. (2.29)

Las matrices de monodromia de (2.29) son conjugadas en el grupo
simpléctico Sp(R?) y los autovalores (que son comunes a todas ellas)
A1, Ag € C son llamados los multiplicadores de Floquet de la ecuacién
de Hill (2.29).

Como ya se ha discutido en el capitulo anterior, el primer método de
Lyapunov no decide la estabilidad en los casos eliptico (|A;| = |Xo] =1,
i # £1) y parabdlico (A} = Ay = £1).

En este capitulo supondremos que ¢(t) no cambia de signo y pro-
baremos que bajo esta condicién es posible obtener una condiciéon ne-
cesaria y suficiente para la estabilidad de = 0. Un hecho notable de
esta condicién es que s6lo depende de la ecuacién linealizada (2.29).

La estabilidad del equilibrio z = 0 para la ecuacién (2.28) ha sido
ya estudiada en [51] y [29]. En [51] se prueba que = 0 es stable si
la linealizacién (2.29) es estable y ¢(t) satisface una de las siguientes

37
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condiciones
1 1
c(t)ZOVtER,/c>O oc(t)SOVtER,/c<O. (2.30)
0 0

La ecuacion (2.29) es estable cuando es eliptica y en algunos casos
parabdlicos excepcionales (caso parabdlico estable ). Como z = 0 es
inestable si (2.29) es hiperbdlica, el tinico caso que quedé pendiente
despries de [51] fue la situacién parabdlica inestable.

Puede ocurrir que = = 0 sea estable para (2.28) mientras (2.29) es
inestable (y parabdlica) y un ejemplo de este fenémeno fue analizado
por B. Liu en [29]. En este articulo Liu supone que a = 0, entonces la
ecuacion no lineal es del tipo

i+et)a®™ 4. =0 (2.31)
mientras que la ecuacion linealizada & = 0, es parabdlica-inestable. El
autor prueba que el equilibrio = 0 es estable si fol ¢ > 0 e inestable si

fol ¢ < 0. (Las condiciones (2.30) no son requeridas en el resultado de
Liu).

Para completar el trabajo iniciado en [51] obtendremos un criterio
de estabilidad para la ecuacién general (2.28) cuando (2.29) es pa-
rabdlica-inestable y (2.30) se verifica. Para hacer esto asociaremos dos
nimeros o, v € {+1,—1} a cada ecuacién (2.29) que es parabdlica-
inestable. Entonces z = 0 serd estable si ove(t) > 0 e inestable si
ove(t) < 0. Para la ecuacion & = 0 los nimeros o y v toman el valor
1 y asi el resultado de Liu se recupera en parte. La definicién de o, v
puede encontrarse en la seccién 2.2 y el criterio preciso de estabilidad
serd presentado en la seccién 2.5.

El estudio de (2.28) en el caso parabdlico-inestable nos conduce de
manera natural al anélisis de la estabilidad del origen para transforma-
ciones F' en el plano del tipo

rnn=x+y+..., mM=y+...

donde los términos no lineales son representados por puntos suspensi-
VOs.

Para reflejar el cardcter Hamiltoniano de (2.28) supondremos que
F' es una transformacién que conserva el area. Como apuntabamos en
el capitulo 1, este es un problema clasico en teoria de la estabilidad.
En 1901 Levi-Civita obtuvo interesantes criterios de inestabilidad para
esta familia de transformaciones ([27]). Los resultados de estabilidad
son mas recientes porque su prueba requiere del Teorema de la Curva
Invariante de Moser. En [61] Simé dié un criterio preciso de estabilidad
para este tipo de transformaciones (véase también [62]). Su idea fue
proceder con la misma metodologia del caso eliptico ([60]). Primero se
trabaja formalmente para obtener una Forma Normal y una vez que
esta Forma Normal ha sido calculada se procede a la bisqueda de un
sistema hamiltoniano auténomo que interpola a F' hasta cierto orden.
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Finalmente las variables de accién angulo asociadas a este hamiltonia-
no, son empleadas para reducir F' a una forma adecuada de manera
que el Teorema Twist puede ser aplicado. Los resultados en [61] fue-
ron obtenidos para transformaciones analiticas reales, pero pueden ser
adaptados para transformaciones de clase C* con k suficientemente
grande. Sin embargo; las pruebas detalladas involucran largos célculos.
En este capitulo se presentard una demostracion completa del resultado
de Simé empleando un método que reduce bastante los calculos. Las
principales diferencias de esta demostracién con respecto a la dada en
[61] son las siguientes:

En lugar de usar una Forma Normal, la transformacién F se rea-
liza como el operador de Poincaré de un cierto sistema hamiltoniano
periédico (este procedimiento es muy usual en dindmica, véase [40]).
Esto permite trasladar el problema al lenguaje y técnicas propias de
las ecuaciones diferenciales periddicas. De este modo, las estimaciones
requeridas para la aplicacion del Teorema Twist pueden deducirse de
una versién apropiada del Teorema de Peano sobre diferenciabilidad
con respecto de parametros. Los detalles pueden verse en las secciones
2.3 y 2.4. Este método fue inspirado por [10]. En este articulo se dan
criterios para la estabilidad asintética de puntos fijos parabdlicos (en su
caso F' no conserva drea) y los autores realizan la transformacién como
el operador de Poincaré de una cierta ecuacién diferencial periddica.

Otros criterios de estabilidad para puntos fijos parabdlicos pueden
encontrarse en [62], [1], [2] y [30]. Todos estos trabajos estudian el
caso F'(0) = identidad.

Para finalizar esta introduccion, quisiera resaltar el hecho de que
si sélo se estd interesado en los resultados para la ecuacion diferencial
(2.28), entonces es posible obtener una prueba més directa e indepen-
diente del resultado de estabilidad en [61]. En efecto, todos los cambios
candnicos de variables sobre el sistema hamiltoniano pueden ser apli-
cados sin pasar por la transformacién de Poincaré. Sin embargo, he
preferido enfatizar las conexiones entre la estabilidad de los puntos
fijos y los equilibrios.

2.2. Invariantes simplécticos de la ecuacién lineal

Denotemos por GI (R?) al grupo de matrices reales A de orden 2 tal
que det A # 0. El grupo simpléctico Sp (R?) es el subgrupo de GI (R?)
definido por la ecuacion

det A =1.

Los valores propios de una matriz en Sp (R?) cumplen M)Ay = 1y
esta propiedad nos proporciona la clasificacién tradicional en Sp (R?)
(véase el ejemplo 1.1).
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Sea A una matrix parabdlica con A\; = Ay = 1. Si A # [ entonces
la forma canédnica de Jordan de A es

11

Esto implica que A y P, son conjugadas en GI (R?); sin embargo estas
matrices no son siempre conjugadas en el grupo Sp (R?). Por ejemplo,

la matriz
1 -1
P—:(o 1)

no es conjugada a P, en Sp(R?) porque la ecuacién P, = BP_B™!
implica que det B < 0. De este hecho es posible deducir que cualquier
matriz parabdlica (distinta de 1) es conjugada en Sp (R?) a una y sélo
una de las cuatro matrices P, P_, —P,, —P_. Entonces el conjunto de
las matrices parabdlicas en Sp (R?) se parte en 6 clases de equivalencia
bajo la relacion de conjugacion simpléctica.

Es posible etiquetar estas clases de equivalencia por una pareja de
nimeros reales, a saber, el autovalor y la esquina superior derecha del
representante simpléctico canénico . Més precisamente, asociaremos
dos nimeros 0 = 0(A) y v = v(A) a cada matriz parabdlica A. Estos
nimeros s6lo dependen de la clase de conjugacién en Sp (R?) y son
tales que verifican

o (P)=0(P )=o) =1, 0(~P,) =0 (P ) =0 (1) = —1,
v(Py)=v(-P_)=1v(P-)=v(-Py)=—-1,v({I)=v(-I)=0.

A continuacién conectaremos las observaciones previas con una
ecuacion de Hill de la forma

i+ a(t)z =0, (2.32)

donde a € C'(T). De ahora en adelante T denotard el grupo cociente
R/Z.

Sean ¢ = ¢1(t;ty) y 2 = Pa(t;ty) las soluciones de (2.32) con
condiciones iniciales

d1(to; to) = dalto; to) = 1, é1(to;to) = da(to; to) = 0.

La matriz fundamental

oy 9ltito)  da(tsto)
Bt = < d1(tsto)  alt; to) > 7

pertenece a Sp (R?) y verifica

para todo t, tg, t; € R.
La segunda propiedad nos dice que todas las matrices de mono-
dromia ®(tg+1;1p), to € R, pertenecen a la misma clase de conjugacién
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en Sp (R?). La ecuacién (2.32) se dira parabdlica si estas matrices son
parabodlicas. En tal caso los nimeros

o=0(®(to + 1;t0)), v =v(P(to + 1;t0))

son independientes de ¢y y en consecuencia pueden asociarse a (2.32)
como invariantes simplécticos.

El préximo resultado nos muestra que la matriz de monodromia
de una ecuacién parabdlica puede hacerse triangular superior con una
adecuada eleccion de tg.

LEMA 2.12. Supdngase que la ecuacion (2.32) es parabdlica. Enton-
ces existe tg yn en R tal que

+1
Cb(to—f—l;to):( 0 :::71>

Demostracion. La teoria de Floquet implica que existe una solucién
no trivial ¢(t) tal que

e(t+1) ==+p(t), VteR.

De esta identidad podemos deducir que existe ¢y tal que ¢(ty) = 0. Por
unicidad,

$1(t;to) = p(to) 'p(t).
Como ®(ty + 1;ty) es parabdlica y tiene un cero debajo de la diagonal
entonces obtenemos la tesis con 7 = ¢q(to + 1;t0). O

Notese que a partir del lema previo podemos calcular v por la iden-
tidad
v = sign 7.
Para concluir esta seccion, caracterizaremos el invariante v en térmi-
nos de la ecuacién perturbada
Z+ (a(t)+ Nx =0, (2.33)

cuando A es un pequeno parametro.

PROPOSICION 2.13. Supdngase que (2.32) es parabdlica y v # 0.
Entonces existe A > 0 tal que para 0 < |A\| < A la ecuacidon perturbada
es eliptica si ovA > 0 e hiperbdlica si ovA < 0.

NotA 2.5. Es bien conocido que cuando v = 0 entonces (2.33) es
eliptica para pequenos valores de |[A| > 0. Véase [31].

Demostracion. Aqui emplearemos la teoria de funciones discriminantes
desarrollada en [31]. Dada la ecuacién (2.33), denotaremos por

a la correspondiente matriz fundamental. La traza de la matriz de mo-
nodromia

A(}\) =1tr (I)(to -+ 1, to, )\)
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es independiente de #p y se denomina el discriminante de (2.33). El
discriminante es una funcién analitica de A y es de mayor importancia
porque nos permite clasificar la ecuacién (2.33). En efecto (2.33) es
eliptica cuando |A(A)| < 2 e hiperbdlica cuando |A(A)| > 2. El caso
parabdlico corresponde a |A(M)| = 2.

Se sabe por hipdtesis que (2.32) es parabdlica. Entonces

A(©)] =2

Sea tg el tiempo inicial descrito en el lema 2.12. Un cédlculo usual de
derivacién respecto de pardmetros como en [31, sec. 2.1] nos conduce
a

1
A,(O) = —¢2(t0 + 1; to) / ¢1 (to + s; t0)2d8.
0

Entonces
v = sign ¢o(ty + 1;tg) = —sign A (0).
A partir de esta identidad se infiere facilmente la conclusién. O

2.3. El Sistema Hamiltoniano Interpolante

Definimos H"™ como el conjunto de las funciones H : T x V —
R, (t,2) — H(t,z), definidas en algiin entorno abierto V de 0 € R? y
que satisfacen

HeC™(TxV), <.H(t0)=0,VteR.
Dado H € H™"!, el sistema hamiltoniano
s— J.H(L2), (2.34)

define un flujo el cual denotaremos por ¢;(z). El teorema de Liouville
implica que ¢, € A™ para cada t € R. El flujo a tiempo ¢t = 1 sera de-
notado por Iy = ¢, y nos referiremos a este como la transformacion
de Poincaré de (2.34) (véase el ejemplo 1.3).

Como ejemplo considérese la funcién hamiltoniana auténoma

1 «
D(t,z) =~y

(o) =5y + 5

donde z = (x,y),a € Ryn =2,3,.... Entonces D € H" y el desarrollo
de Taylor del flujo asociado ¢; puede ser calculado por procedimientos

standard. Hasta el orden n obtenemos para t = 1

.Z‘TH_I

, (2.35)

Ip(x,y) = (w+y—042ak:c"*kyk—|—-~- ,y—aZbkg;”*kyk_F...)’
k=0

. (2.36)

con

a‘“:<k+1>1<k+2><z>’b‘f:%ﬂ(z)’

para k = 0,1...n. En particular II,(0) = P, y el origen es un punto
fijo parabdlico de IIp.
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El préximo resultado muestra que IIp es un paradigma del caso
parabdlico.

PROPOSICION 2.14. Sea F € A>®, F = (Fy, Fy), una transforma-
cion con F'(0) = P,. Adicionalmente supdngase que eviste un entero
n, n > 2, tal que

otk
oxhoyk
para cada (h,k) : h+k < n. Entonces existen ¥ € A* y H € H*> tal
que W Lo F oW =1l y H puede ser escogido de la forma

(F —P.)(0,0) = (0,0), (2.37)

Ly O a1
con L onF
2
i OER
(¢ = 2.4
G (0.0 =0, (240

VteR, V(hk) th+k<n+1l.

NoTA 2.6. En [61] Sim6 obtiene una forma normal para puntos fijos
parabélicos. A saber, dada F' € A“ con F'(0) = P, Simé ha probado
la existencia de ® € A“ y un polinomio p,, (&) = ap€? + -+ - + a,,E™ tal
que S = ® 1o F o ® tiene el desarrollo

Sx,y)=(x+y+...,y+pulz+y) +...).

Cuando (2.37) se verifica, la proposicién previa implica que ¥ 1o F oW
tiene un contacto de orden n con I dado por (2.36). La forma Normal
de Simé es algebraicamente maés simple que (2.36); sin embargo el ha-
miltoniano interpolante de S fue calculado en [61] y es ma complicado
que D.

NotAa 2.7. En [40, cap. VII] se estudian varias formas normales
para casos degenerados y en particular la forma normal (2.35) es obte-
nida para el hamiltoniano interpolante de F'. Sin embargo la propiedad
de invariancia, que es crucial para obtener una férmula explicita de «
en términos de F', no es analizada en [40]. El procedimiento general
en [40] emplea series de Lie y puede ser aplicado en nuestro caso, aun-
que he preferido desarrollar aqui un tipo de célculos més directos (que
guardan relacién con estas técnicas) para demostrar esta propiedad de
invariancia.

Demostracion de la Proposicion 2.14. Dada una transformacién (o una
funcién escalar) R, definida en un entorno del origen, usaremos la no-
tacion

R € o,,



44 2. CRITERIO DE ESTABILIDAD PARA EQUILIBRIOS PARABOLICOS

para indicar que 0“R(0) = 0 si |a| < n.
Haremos la prueba en varios pasos.

Paso 1. Eziste h € H™ tal que F =11, y
1
h(t,z) = §Z*A(t)2 +r(t, 2),

con A(t) = %(t, 0) yr(t,) € o, para cada t € R.

Por lo discutido en el capitulo anterior, la existencia de un ha-
miltoniano interpolante es equivalente a la existencia de una isotopia
de simplectomorfismos uniendo F' con la identidad (véase [40, pag.
117]) Comenzaremos conectando G' = P, ' o F con la identidad. Como

/

G (0) = I definimos

3(t, z) = {i Gltz) iifg) 1 (2.41)

Esta isotopia conserva el drea y fue empleada en [19]. Un cdlculo
elemental muestra que ¥ € C™ ([0, 1] x §2), donde € es algin entorno
abierto del origen. Mas aun, (2.37) implica que X(t,-) — I € 0,1 ¥
%(t,-) € 0,—1 para cada t.

Para unir F' con I definimos la isotopia

(t,-) = eVt o (¢, ), N=<8 é)

El resultado en [40] implica ahora la existencia de h € H™ tal que
II, = F. En virtud de que Z(t,-) — ¥ € 0,_1, la construccién del
hamiltoniano h en [40] implica que r(,+) € o,.

Paso 2. Existe h* € H*®, h* = h*(t,w), w = (u,v), tal que lp = F y

[1]

1
h*(t,w) = 5112 + 1 (t,w),
con r*(t,-) € o, para cada t € R.

La ecuacién variacional en z = 0 del sistema obtenido en el Paso 1

es ,
: 0°h
= J—(¢,0)¢.
5 822( Y )6
Este es un sistema lineal peridédico y denotaremos por ®(t) a la matriz
solucién con condicién inicial (0) = I. La matriz de monodromia & (1)
debe coincidir con la derivada de II; en 0. Como F' = II;, se deduce que

®(1) = P4. La teorfa de Floquet nos dice que ®(¢) se factoriza como
®(t) = P(t)eM,
donde P(t) es 1-periddica y satisface
d*h

P =J55(t.0)P ~ PN.
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Por otra parte el cambio de variables z = P(t)w transforma el
sistema hamiltoniano en
W= Nw+ Pt)"'J 7. r(t, P(t)w).
Puesto que P(t) es una matriz simpléctica, P(t)"' = —JP(t)*J y en-
tonces
P(t)* 7. h(t, P(t)w) = P(t)*(Dyh(t, P()w)P(t) )" = vwh(t, P(t)w).

Luego, el nuevo sistema es también hamiltoniano con hamiltoniano
1
h*(t, w) = 5’02 +r*(t,w), r*(t,w)=r(t, P{t)w).

Las identidades F' = P(1) o II;» y P(1) = P(0) = I completan la
demostracion del Paso 2.

NoTaA 2.8. Nétese que existe una ligera diferencia en la formula del
resto 7 con respecto a la que aparece en [46]. La férmula correcta es
la dada arriba.

Paso 3. Existen ¥ € AY y h*™* = h*™*(t,£), £ = (¢, p), tal que
\II_IOFO\I/:Hh**

Kk 1 a n o
R (t,§) = 5172 + e (L, €)

con o € R yr*(t,-) € opy1-

Consideraremos cambios candénicos de variables que dependen pe-
riédicamente del tiempo y que son de la forma

w = ﬁ(t,f) - 5 + Q(tag) + Q(t,f),

donde V¥ es analitico, Q(t,-) es un polinomio homogéneo de grado n
y o(t,) € o,. Es facil demostrar empleando la teoria de funciones
generatrices que dado @ = (Q1,Q2), tal cambio de variables existe si y
solo si

diveQ = — + —=—=0 (2.42)
q

(Véase [9]). Mds atn, la inversa £ = x(t,w) serd también analitica y
tendra la forma
§=w— Q(t,’LU) + Q*(t’ ’LU)

con o*(t,-) € o,, Vt € R.

Despties de un cambio de este tipo, el hamiltoniano A* es transfor-
mado en

h=(t,€) = h*(t, V(L. €)) +n(t, )

donde la funcién resto n es definida por (véase [40, pag 88-89])

1
n(t,€) = - / (Ot ) 0.0y, €).
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De las propiedades de h* deducimos que
WU, E) = 50+ Qat, )+ P+ (8 E+ QL E) +...) =
3PP+ pQ2(t, &) + 1y (8.6 +

donde 77, (¢, &) es el polinomio homogéneo de grado n + 1 en el desa-
rrollo de Taylor de r*(¢,&) y los puntos suspensivos indican términos
€1l Op41-

De la homogeneidad de Q(t,&) se deduce que

1
0.8 = [ 00 s+

1
/ {qatQQ(t; S£> - path(t, Sf)}ds + ... =
0

q -0,Qa(t,€) - b 06 +

Para conseguir la conclusién del paso 3 debemos resolver la ecuacion
homolégica
o

+1: a
nt1? P+ =700 = +1

Aqui « es un parametro a determinar y las funciones incognitas son );
and (2. Si escribimos ()1,Q2 y 7, en la forma

Q1+ 1. (2.43)

n

Qi(t,&) = a(t)g" D', Qs(t,€) = Zb

=0
n+1

n+1 'L 7
n+1 t € § Cl )

entonces (2.43) se transforma en

_ o
o+ n+1b . =
1 - 1 :
bi—|—Cz+1 n—Hai+n—Hbi+1 = 0, Z:O,...77’L—1
1 - —
bn + Cnt1 — n—HCLn = 0.

Las incégnitas a; y b; estdn relacionadas por (2.42). A saber,

Combinando las identidades previas llegamos al siguiente sistema dife-

rencial en las incognitas by, . .. by, a,,
b:o = a—(n+1)c(t)

ad, = (n+1)b,+ (n+ 1)c,1(%).

Si definimos

— (n+ 1)/01 colt)dt
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este sistema admite soluciones periddicas de periodo 1. Es facil com-
probar esto tultimo a partir del método de la alternativa de Fredholm
o por integracion sucesiva y descendente del sistema. Esto completa la
demostracién del paso 3 escogiendo ¥ = (0, -).

Solo queda por demostrar (2.39).

Paso 4 (Invariancia). Supongamos que F', F* y ¢ son transformaciones
en A* que verifican las siguientes condiciones,
F—P.€op1,p—1Co0, 1, FF—ploFoypco,.

Entonces g O F;
2
Z22(0.0) =
orn (0,0) = oxn

=(0,0).

Estas condiciones también implican que F* —P, € 0,1 y podemos
escribir los desarrollos

F=P,+F,+..., FF=P +F'+..., p=I+¢@,+...

donde F,, F, ¢, son polinomios homogéneos de grado n y los puntos
suspensivos representan restos en o,. De

poF*—Fogpe€o,
obtenemos la ecuacién homolodgica
Pyogy—¢noPy+F, —F*=0. (2.44)

Expresando el polinomio ¢,, como

(Z fz i n i Zgzwzyn—z>
=0

se obtiene
(P 0 @n— @noPy)y Z {gix'y" ™" — gi(x +y)'y" '}

Reordenando esta componente en una suma de potencias z'y" ¢ enton-
ces resulta claro que el coeficiente correspondiente a i = n se anula. El
paso 4 se sigue de esta observacion y la ecuacion (2.44).

Paso 5. Demostracion de (2.39).
Sabemos del paso 3 que existe ¥ € A“ tal que
U loFoW -1 € o,,

donde D es el hamiltoniano dado por (2.35). Més atn, la demostra-
cién del paso 3 implica que ¥ — I € o,_;. Aplicando ahora el paso 4
deducimos que
O"Fy
ox"

9"(llp)»
oxrm

(0,0) = (0 0).
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Esta tltima derivada puede ser calculada a partir de (2.36) y tiene el
valor —nla. Esto concluye la demostracién.O

NoTa 2.9. Cuando F es de clase C*, k > 2, la isotopia ¥ construida
en el Paso 1 verifica que %—? es de clase C*~!. Esta observacién conduce
a una versién de la Proposicién 2.14 para F € AY con N > n. La con-
clusion sera la misma excepto que ahora el hamiltoniano H pertenece

a HN.

2.4. Criterio de Estabilidad para puntos fijos parabdlicos

En la seccion anterior el hamiltoniano interpolante de F' fue redu-
cido por cambios candnicos de variables a un hamiltoniano mas simple
con parte auténoma dada por (2.35). Cuando « # 0 la parte auténoma
nos da un sistema con equilibrio x = y = 0 estable si n es impar y
a > 0 e inestable en caso contrario. El proximo resultado puede verse
como una extension a transformaciones abstractas de este criterio de
estabilidad. Este criterio fue obtenido en [61] para el caso analitico.

TEOREMA 2.15. Sea F € A®, F = (F, F,), una transformacion
con F'(0) = Py y que verifica

o F0)=0 si 2<h+k< 8"F2(0 0) # 0 (2.45)
— =0 s n .
dxhoyk - T O N ’

para algin n > 2. Entonces z = 0 es estable st n es impar y
J"Fy
0,0) <0 2.46
" 0,0) (2.46)

e inestable en caso contrario.

Como consecuencia de este resultado obtenemos dos corolarios que
seran empleados mas tarde.

COROLARIO 2.16. Supdngase que F € A® y que para algin n > 2
se verifica (2.45). Supongase ademds que

Fo = (g 1) nt0

Entonces z = 0 es estable si y solo si n es impar y 77887;52 (0,0) < 0.

Demostracién. Definamos G = Lo Fo L' donde L = ( é 2 ) . De
este modo G esta en las condiciones del Teorema 2.15 y

8"G2 o anFQ
ox™ (0,0) =7 ox™

(0,0). O
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COROLARIO 2.17. Supongamos que F € A®, y que para algin
entero impar n > 2 se verifica la condicion (2.45). Adicionalmente,
supongase que

Fo-(7 )z

Entonces z = 0 es estable si y sélo si n522(0,0) < 0.

Demostracién. La transformacién G = F? verifica

G (0) = ((1) _f”).

Mas ain, como n es impar entonces
"Gy J"Fy
Oxn ox"

Una aplicacién del Corolario 2.16 a G finaliza la demostracion. O

(0,0) = —2=—2(0,0).

Variables de Accién—ffngulo para la ecuacion de Duffing.

Antes de proceder a la demostracién del Teorema 2.15, necesitaré in-
troducir previamente unas variables candnicas en las que el sistema
hamiltoniano asociado a (2.38) adoptard una forma mds simple. Es-
tas variables son las coordenadas naturales asociadas al hamiltoniano
auténomo (2.35) (con a > 0) y son llamadas las variables de accién-
angulo del hamiltoniano.

Para mayor sencillez, considérese la ecuacién autonoma

i+a" =0, (2.47)

donde n > 3 es impar. Esta ecuacién es equivalente al sistema hamil-

toniano
n+1

. 0D oD D 1, =

Ty T o T T

Como el origen es un centro en el plano (x,y) es posible considerar

las variables de accion-angulo asociadas. Estas coordenadas fueron ya

empleadas por Lyapunov en sus estudios sobre la estabilidad (véase

[10, 28]). Seguiremos el modo como estas fueron introducidas en [18].

Dado A > 0 sea x,(t) la tnica solucién de (2.47) con condiciones

iniciales z(0) = A, #(0) = 0. Denotaremos el periodo minimal de x(t)

por T' = T(\). Un célculo directo nos muestra que z,(t) = Az (A2 t)
y en consecuencia

(2.48)

1—n

TA)=T(1)A = .
Sea Ag el inico nimero tal que T'(\g) = 1. Definimos
C(t) ==z, (), S(t):=C(t).
Estas funciones son analiticas, 1-periddicas y satisfacen las siguientes
identidades
1 1 PYa

S=-C", =8+ — ("=

) 2.49
2 n+1 n+1 ( )
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Definimos el siguiente cambio de variables

n+1 n+1

z=pisC(0), y =" prisS(6), p>0, 6 €R,

donde v > 0 es un parametro que determinaremos mas tarde. La trans-
formacién

®:T x (0,00) = R?— {0}, (0,p)— (z,y)

es biyectiva. Esto se prueba a partir de la segunda identidad en (2.49)
y usando el hecho de que C es 1-periédica.

Nuevamente empleando estas identidades podemos calcular el ele-
mento de area

2 n—+3
dz A dy = ?Agﬂy?de A dp.
n

n+3
VR

nt3 . "
Tomando v 2 = se concluye que ® es un difeomorfismo analitico

y simpléctico. Las siguientes estimaciones son una consecuencia de la
definicién de P,

®(6, p) = O(p=+3), cuando p — 0, (2.50)
W(& p) = O(p=+3~"2) cuando p — 0, (2.51)

para cada multi-indice h = (hy, hs).

También nos serd 1til obtener estimaciones similares cuando ex-
presamos una funcién en las variables anteriores. Dada f = f(z,y)
definida en un entorno del origen, la funcién f* = f*(0,p) se define
por f* = fo®. Si f es infinitamente diferenciable entonces también lo
serd f* para p positivo y pequeno.

LEMA 2.18. Sea f = f(x,y) una funcion de clase C*° que estd de-
finida en un entorno del origen y tal que

f S Opu—1
para algin p = 0,1,2,.... (Esta condicion es vacia cuando pu = 0).
Entonces, para cada multi-indice h = (hy, hy) se tiene que
8h1+h2f* P
g 0:p) = 05 "), cuando p — 0. (2.52)

Demostracion. Haremos induccién con respecto al orden de deriva-
cién v (> hy + hy). Para v = 0 s6lo habra que probar la estimacién

o
f*(e’p) = O(IO”JrB)?
y esto es una clara consecuencia de (2.50).

Supondremos que (2.52) es cierta para derivadas de orden hy +hy <
v y probaremos que esto también es vélido para hy; + hy = v + 1.
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Las funciones f, y f, pertenecen a o;_; con i = max{y — 1,0}.
Aplicando (2.52) a estas funciones se deduce que para cada (hy, hs)
con hy + hy < v,

ah1+h2 ah1+h2

’80’118 ho (fac) ’ + ’ tha ho (fy) ‘ - (pn+3 h2) (253)
De la Regla de la Cadena,
(f*)G = (fx>*x9 + (fy)*yea (f*)p = (fx)*mp + (fy>*yp' (2~54)

Ahora aplicando la regla de Leibniz a la primera féormula en (2.54) se
obtiene

o oirtiz . Hirtiz
| oo 3ph2 =G zlJ;hl agu 8,012 ) | | 00710 pi2 <x9)|
ig+jp=h2
oirtiz Otz

—H aeuapu (fy) Hawlapﬂé (y9)|7
donde C, es cierta constante que sélo depende de v.
Si combinamos (2.51) y (2.53) se concluye que

F5(8,p) = O(pits—2).

au+1
0fM+10ph2
v+1 f*

La demostracion no esta terminada porque falta por estimar atn %pu .
Esto se hace de modo similar pero comenzando con la segunda férmula

n (2.54).0

Demostracion del Teorema 4.1. En virtud de la Proposicién 2.14
serd suficiente considerar el sistema hamiltoniano (2.34) con hamilto-
niano (2.38) y discutir la estabilidad o inestabilidad del equilibrio z = 0.
Es importante recordar que H presenta la forma

1 n+1
H(t,x,y) = 2y +— +1 +...
Estabilidad. Supéngase que n es impar y « es positivo. Despties de
aplicar el cambio de escala (z,y) — (Az, \y) con aA'™™ = 1 (que es una
transformacién simpléctica con multiplicador), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que o = 1. La parte auténoma de H corresponde

ahora a (2.47) y podemos considerar las variables de accién-dngulo

n+1 n+1

O :x=priC(d), y=n~"F priiS(9).

El hamiltoniano H (t,x,y) se transforma bajo ® en

2(n+1)
h(t,0,p) = kp 3 + R*(t, 0, p),

donde R*(t,0,p) = R(t,®(0,p)), y k es cierta constante positiva. De
este modo llegamos al sistema

. ah n—1 8R* Ooh OR*
= = n+3 )= —— = —— 2.
0 = Kop nT + P 0 0 ( 55)
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con ko > 0. El sistema anterior, es equivalente en algiin entorno redu-
cido del origen a
r=H, y=—-H,. (2.56)

La transformacién de Poincaré asociada a (2.56) pertenece a . A lo que
implica que la transformacién de Poincaré asociada a (2.55) estd bien
definida en alguna banda 0 < p < p* donde ademas verifica la propie-
dad de interseccién. Nuestro objetivo es demostrar que esta transforma-
cién tiene curvas invariantes en ciertos anillos del tipo {a < p < s}
con 0 < ay < as y ag — 0. Con el objeto de aplicar el teorema 1.7,
se precisa fijar el anillo y evitar exponentes fraccionarios. Por estos
motivos, introduciremos el siguiente cambio de variables

pis = or, r€[0,5,2,5], (2.57)

donde 6 > 0 es un parametro pequeno. El nuevo sistema esta definido
en la banda D = {(0,7): 0,5 <r <25} y es de la forma

0 = koor + X1(t,0,7,6), 7= X5(t,0,7,0) (2.58)
donde
n+3
X1<t,9,7“, 5) = gR*(t,67 ((57~)m)
fie_mt3 4 g nts (2.59)
Xo(t, 0,r,0) = —26 - ir m 1 S RY(E,0, (0r)n 1),

Afirmacion. Existe A > 0 tal que X1, Xo € C*°>(T x D x [0, A]) con

Xi=X,=%0=%2=0end=0.

Para demostrar esto aplicamos primero el lema 2.18 a la funcién R(¢, -, -)
On+1 Y Obtenemos

grto2 R 2(n+2)
C T (1,0,p) = O(p iz
860‘18/)‘12(’ ,p) =0(p 5 %)

para cada multi-indice @ = (a1, ). Observe que la estimacién es uni-
forme en t. Ahora, se deduce facilmente a partir de la definicién de X;
y Xs en (2.59) que si 0 > 0, entonces

ahl +ha

00M Orh2
Esto implica X; € %%y X; =0 en 6 = 0.
Para estimar la derivada en J, nétese que
tanto

n+1

Xl(t7 67 T, 6) = O(dm)

0X; __

1.9
26 — s

gf y por lo

a}u +ha+1
00M orh204

Esto demuestra la Afirmacién.

Sea (0(t; 00,70,0),7(t;00,70,9)) la solucién de (2.58) con condicién
inicial (6p,79) en t = 0. Para § pequeno y rg € [1,2] esta solucién
puede prolongarse hasta ¢ = 1 (cuando 6 = 0 el flujo del sistema
estd trivialmente definido para todo t). A continuacién aplicaremos la

Xz(tv 07 T, 5) = O<5%)
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proposicién 1.8 a (2.58) con K = {(0,r) : 6 € [0,1], r € [1,2]}. Las
funciones

060 or
£(t> - %(tve(]?TOaO)? U(t) - %

satisfacen las ecuaciones variacionales

f = Koro, 11 =0, §(0)=mn(0)=0
y asi obtenemos el desarrollo

0(t;00,70,0) = Oy + dkorot + dp1(t; o, 10, 9)
T(t§90a7“0,5): 7"0+5Q02(t;90,7’0,5),

donde los restos verifican

(t;60,70,0)

(2.60)

o1t 0)lescay + lwalts -+, 0)lleaay — 0,
cuando § — 0, cont € [0,1] y A =T x [1,2].
La propiedad de interseccién es invariante por conjugaciéon, en con-
secuencia la transformacién !

Ms: ACC—C, (6o,70) — (0(1;00,70,6),7(1;00,70,0))

también tiene la propiedad de interseccion. El desarrollo requerido en
el Teorema Twist (Teorema 1.7) es precisamente (2.60) para t = 1.
Entonces se deduce que Mj tiene curvas invariantes para 0 pequeno.
Expresando estas curvas en las coordenadas cartesianas originales re-
sulta que estas son invariantes para II. Esto finaliza la demostracion

de la estabilidad.

Inestabilidad. La inestabilidad puede demostrarse usando las ideas de
Levi-Civita en [27]. Daremos una demostracién abreviada para com-
pletar. Supongase primero que o < 0. Los hamiltonianos H y D tienen
un contacto de orden n + 1, asi Il y IIp coinciden hasta el orden n.
En (2.36) los coeficientes ay y by son positivos. De aqui se deduce la
existencia de una bola pequena B C R?, centrada en el origen tal que

(RN B) C RZ,

donde R? = {(z,y) € R? : z > 0, y > 0}. Mds atn, dado (x,y) €
RiﬂB entonces 1 > x4y, y; > y (en consecuencia x,, > x+ny). Esto
implica que el origen es un repulsor con respecto al primer cuadrante
y por lo tanto es inestable. El caso a > 0 y n par se trata de la misma
manera sustituyendo R2 por el tercer cuadrante. O

NoTAa 2.10. En virtud de la nota al final de la secciéon anterior y
la proposicién 1.8, la demostracién de la estabilidad funciona atin con
F € A5, Por supuesto que este no es el grado de regularidad éptimo.
Para relajar el grado de diferenciabilidad se debe estimar directamente
la transformacion sin pasar por la ecuacién diferencial. Sin embargo
este procedimiento es sumamente largo.

TAqui € denota el cilindro T x R.
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2.5. El Resultado Principal

El resultado principal de este capitulo concierne a la estabilidad del
equilibrio x = 0 para la siguiente ecuacion diferencial periddica

i+alt)r+ ) +r(t,x) =0, n>1, (2.61)

donde las funciones a, ¢ : T — R son continuas, ¢ no es idénticamente
nula y el resto 7 : T x (—¢,¢) = R, (e > 0), es de clase C%* con
am
C40)=0, teR, m=0,1,...,2n+1.
dxm
TEOREMA 2.19. Supdngase que la ecuacion lineal
Z4a(t)r=0 (2.62)

es parabolica-inestable (v # 0). Entonces x = 0 es estable para (2.61)
s1
ove(t) >0 VteR

e inestable si
ove(t) <0 V teR.

(Los simbolos o y v fueron introducidos en la seccion 2.2).

Nota 2.11. El resultado principal en [51] establece que z = 0 es
estable si (2.62) es estable y ¢(t) no cambia el signo (¢ > 0 0 ¢ <
0). Si ponemos juntos los dos resultados obtendremos una descripcién
completa de las propiedades de estabilidad de x = 0 cuando ¢(t) no
cambia el signo.

NoTaA 2.12. La prueba del Teorema mostrara que la condicién

1
au/ c(t)pr ()" T2dt > 0 [resp. < 0]
0

es suficiente para la estabilidad [resp. la inestabilidad]. Aqui ¢1(t) es
la solucién de (2.62) tal que z(0) = 1, ©(0) = 0. En la mayorfa de
los casos no es posible calcular ¢, pero si a = 0 entonces ¢; = 1y se
recupera el resultado de B. Liu en [29].

NoTA 2.13. Como consecuencia del método de demostracién, se
obtiene mas informacion que la mera estabilidad del equilibrio z = 0.
De hecho, en el caso estable existe una dinamica de tipo twist cerca del
origen, lo que tiene muchas consecuencias: existencia de sub-armoénicos
y soluciones cuasi-periddicas,. . . etc.

Demostracién. Sea ty € R el tiempo inicial que nos da el Lema 2.12.
Después de una traslacion del tiempo en la ecuacién podemos suponer
que tg = 0. Sean ¢(t), ¢2(t) las soluciones de (2.62) que satisfacen
$1(0) = $2(0) = 1, $1(0) = ¢2(0) = 0. Del Lema 2.12 se deduce

P1(1) = do(1) = 0, 6:1(1) =0, (1) =1,

donde 7 es cierto numero tal que vy > 0.
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La solucién de (2.61) con condiciones iniciales x(0) = xo, ©(0) = vy
se denotard por x(t;xg,vg). Esta solucién puede prolongarse hasta el
tiempo ¢t = 1 si (xg,v) estd en un entorno pequenio del origen. La
transformacién de Poincaré

P(z0,v0) = (2(1;20,v0), Z(1;20,v0))

es un elemento de A y verifica

roo- (5 )= (5 2)

A continuacién aplicaremos los Corolarios 2.16 y 2.17 a P y para esto
necesitaremos calcular su desarrollo de Taylor hasta el orden 2n+1. Co-
mo primer paso, el teorema de diferenciabilidad respecto de parametros
nos da una aproximacion de orden 1 para el flujo no lineal

{ x(t;wo,v0) = ¢1(t)mo + P2(t)vo + O(x3 + v3)
(t; o, v0) = ¢1(t)z0 + Pa(t)vo + O(af + v3),

donde la estimacién es uniforme en ¢ € [0, 1]. Como segundo paso, de
la formula de variacion de constantes y la propia ecuacién se deduce

. x(t; w0, v0) = ¢1(t)x0 + P2(t)vo+
Jo[01(t)da(s) — d1(s)da(t)[{c(s)w(s; 20, v0)*" ! + (s, 2(s5 w0, v0)) }ds
y

(2.63)

. & (t; o, vo) = b1 ()0 + P2(t)vo+
Jold1()ba(s) — 61(5)da(t)]{e(5)2(5; 70, v0) 1 + (s, (53 o, v0)) .

Finalmente, combinando estas identidades con (2.63) encontramos
P(xg,v9) = (w1, 01)

con

Ty = oo +1ve+ /0 [o¢a(s)—nd1(s)]e(s)(d1(s)zo+a(s)vo) ™ Hds+.. .,

1
n= o~ [ oon(5)e(s)(@a(s)zo + a(s)un) s+ .
0
La condicién (2.45) se verifica con

82n+1P 1 )
a0 = (24 1o | ctommtas

y la conclusion se sigue de los corolarios antes mencionados.O

2.6. Aplicaciones

Finalizaremos este capitulo con algunas aplicaciones del Teorema
2.19.
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2.6.1. El espectro de la ecuaciéon de Hill. En primer lugar,
queremos ilustrar como pueden emplearse el teorema precedente y el
teorema principal de [51] para obtener una versién no lineal del clasico
resultado sobre el espectro en ecuaciones de Hill ([31, capitulo 2]).

Dada una funcién a € C(T) considérese la ecuacién

T+at)r+ =0 (2.64)

donde A € R es un pardmetro. La teoria clasica de esta ecuacién (véase
[31]) dice que existen dos sucesiones crecientes (el espectro) {A, >0 ¥

{\ }u>1 con
M<A <A <A< A< <A <A<\<...—+
y tal que (2.64) es
e cliptica si
Ae (Mo, A U (N A1) U (Mg, Ag) U (A, Ag) UL
e hiperbdlica si
Ae (=00, Ag) U (AL, Ay) U (A, da) U (Mg, Ay) U...
e parabdlicasi A=\, 0 A = Xn para algin n

En el caso parabdlico es posible utilizar la informacién en [31] y
la Proposicién 2.13 para calcular los invariantes simplécticos o y v. A
saber,

1 siA=M\,
o= .
-1 siA=A,

0 sid=XoA=XA=X 41 0A=X\ =\,
=941 siA= oo > Aons1 0 A= Apq < Mg
—1 siA= XAy < Agpio 0 A= X%JFQ > X2n+1,
paran =0,1,...
Considérese ahora una ecuacién de Hill no lineal de la forma
i+a)r+ Az +ct)*+--- =0,

donde supondremos que el coeficiente ¢(t) no es idénticamente nulo y
tiene signo constante. Si por ejemplo ¢ > 0, los resultados en [51] y
el teorema de la seccién anterior implican que el equilibrio x = 0 es
estable si y solo si

A€ Do, A U [y A1) U Mg, Ag) U [Ap, As) U .o,

es decir, debemos anadir los nodos pares a la regién de elipticidad de
la ecuacion lineal. Si por el contrario ¢ < 0 entonces analogamente
tendriamos que x = 0 es estable si y sélo si

A€ (Mo, MU (g, M] U (Mg, Al U (X, Al UL
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y deben anadirse en este caso, los nodos impares a la regién de elipti-
cidad.

2.6.2. El péndulo de longitud variable. Un péndulo cuya lon-
gitud varia périédicamente en el tiempo puede ser modelado por la
siguiente ecuacion diferencial

¥+ at)sine =0, (2.65)

donde o € C(T) es una funcién positiva relacionada con la longi-
tud variable del péndulo. Este modelo ha sido clasicamente empleado
en mecdanica para explicar el fenémeno de resonancia paramétrica. La
ecuacion anterior puede reescribirse de la siguiente manera

i+ a(t)r — %a(t)a:g )

Esta ecuacion presenta el equilibrio x = 0. Arnold y Avez muestran
en [8, pag. 85]) que si « estd suficientemente préxima a una constante
entonces = 0 es estable. En [51] Ortega obtiene la estabilidad del
equilibrio suponiendo sélamente que la ecuacion linealizada es estable.

Combinando el resultado principal en [51] y el Teorema 2.19, obte-
nemos la siguiente caracterizaciéon la cual mejora los resultados previos
en [50] y [51].

COROLARIO 2.20. La posicion de equilibrio x = 0 es estable para
(2.65) sty sdlo si la ecuacion

T+ a(t)r = 0.
es eliptica o parabolica con ov < 0.

2.6.3. Un problema restringido de tres cuerpos. La con-
figuracién del problema de tres cuerpos estudiada por Sitnikov es la
siguiente:

Consideremos dos cuerpos primarios de igual masa m; = my que
se mueven en elipses de excentricidad 0 < e < 1, alrededor de su cen-
tro de masas O que se considera en reposo; un tercer cuerpo de masa
despreciable m3 = 0 se mueve a lo largo de la linea OX perpendicular
al plano del movimiento de los primarios. De la simetria de la situa-
cién (el movimiento de my y my es simétrico respecto de O) resulta
claro que el tercer cuerpo permanecera en la recta OX. El problema
consiste en describir el movimiento del tercer cuerpo que esta siendo
periddicamente excitado por los otros dos.

Como es usual se normaliza el tiempo de modo que el periodo de
los primarios sea 27, las unidades de masa de modo que m; = my = %
y las unidades de longitud para que la constante de gravitacién pase
a ser G = 1. Sea z la coordenada del tercer cuerpo y r = r(t,e)
la distancia entre las primarias y el centro de masas O. Entonces la
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ecuacion diferencial del problema de Sitnikov es ([44])
T

F=—-——" (2.66)
(% +r(t)?):
Es un hecho conocido que r es una funcién periédica y par de t que
tiene el siguiente desarrollo cerca de e = 0

r(te) = %(1 — ccost) + O(e2).

Este problema fue propuesto por Kolmogorov en 1954, estudiado
por Sitnikov en 1959 y posteriormente por Alekseev en los 60’ y por
Moser en los 70’

En esta memoria estaremos interesados por las propiedades de es-
tabilidad de la posiciéon de equilibrio = 0. Cuando e = 0 la ecuacién
pasa ser autéonoma (r = 1) con hamiltoniano

2
Hry) =L ——

2 / 1’2 + %
Entonces una aplicaciéon directa de la teoria KAM permite demostrar
la estabilidad del equilibrio para pequenos valores de la excentricidad e.
Estamos interesados en estudiar lo que pasa cuando e no es un pequeno
parametro.

Un calculo sencillo nos muestra que el coeficiente ¢(t) en la ecuacién
(2.66) es negativo definido y b = 0. En consecuencia, combinando el
resultado principal en [51] y el Teorema 2.19 obtenemos el siguiente

COROLARIO 2.21. La posicion de equilibrio v = 0 es estable para
(2.66) si y sdlo si la ecuacion

T+ rz=0

r(t)?
es eliptica o parabolica con ov < 0.

NoTA 2.14. En [3] los autores también estudian este problema ob-
teniendo algunos resultados parciales a la cuestion de la estabilidad.



CAPITULO 3

El Método de Sub y Super-Soluciones y la
Estabilidad

3.1. Introduccién

En este capitulo, consideraré el problema periédico
I+ g(t,x) =0, z(0) = z(T), #(0) = z(T), (3.67)

donde g € C%(T x R). De ahora en adelante usaremos la notacién
T=R/TZ.

El objetivo principal sera conectar ciertos métodos de existencia
de soluciones para el problema (3.67) con la estabilidad. El método
de Sub y Super-soluciones es uno de los métodos mas empleados para
estudiar el problema (3.67) y requiere de cierta habilidad en cada caso.
Todos sabemos que si una funcién continua cambia de signo en un
intervalo ha de tener un cero. Hasta cierto punto, el método de Sub y
Super-soluciones se puede ver como la extensién de este hecho al marco
funcional del problema periédico (3.67).

Primero describiremos el método en su version mas clasica.

Una funcién a € C*(T) se dice una sub-solucién de (3.67) si

a(t) + g(t,a(t)) = 0, Vt € [0,T].

Una super-solucién [ se define de manera similar invirtiendo la desi-
gualdad anterior. Una sub-solucién (super-solucién resp.) se dice es-
tricta si la desigualdad anterior es estricta en todo el intervalo [0, 7.
Supongamos ahora que « y ( estan ordenadas y satisfacen

a(t) < B(t)  VieR.

En este caso es bien conocido que (3.67) tiene una solucién entre o
y [ (véase [17]).

Dancer y Ortega probaron en [16] que este método tipicamente pro-
duce soluciones inestables. Esto significa que cuando «,  son estrictas
y la regién a¢ < 3 contiene una tnica solucién de (3.67) entonces ésta
es inestable. Por ejemplo, en la ecuacion del péndulo

¥4+ Asinz =0, (A > 0)

encontramos el equilibrio inestable x = 7 entre las sub y super-soluciones
—_ — 3r
constantes a = 7 y = .
59
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Supongamos ahora que « y (3 estan ordenadas en el modo inverso;
esto significa que satisfacen

Bt) < alt) VteR.

En general no se puede garantizar la existencia de una solucién de (3.67)
entre # y a. Un ejemplo facil que muestra este hecho es el siguiente

I+ x =sint, x(0) = z(27), £(0) = @(2m),

con = 1, # = —1. Sin embargo, si se impone la condiciéon adicional

gz(t,z) < (%)2 en [3,q],

donde [3,a] = {(t,x) : 5(t) < x < «a(t)}, entonces existe al menos una
solucién ¢ of (3.67) con

alt) > o(t) > B(t) Vt € R.

Véase [17, Teorema 4.1] y [64] para una reciente aplicacion de este
método.

Regresemos a la ecuacién del péndulo con A < (%)2 . Observe que
a =5y = -7 son sub y super soluciones con a > (3. El equilibrio
x = 0 es la unica solucién de (3.67) entre ellas y es estable. El primer
objetivo de este capitulo serd generalizar esta observacién (Teorema
3.25).

Es frecuente en las aplicaciones que la ecuacién en (3.67) presente

una simetria de tipo impar, es decir,
g(_ta —$) = _g(ta ZIZ'), V(t,x) € Rz‘ (368)

En estas condiciones resulta natural estudiar las propiedades de las
soluciones x de (3.67) que satisfacen

—x(—t) =2z(t) =zt +T), Vt € R.

La busqueda de tales soluciones es equivalente, en virtud de la si-
metria de g, al siguiente problema de Dirichlet

i+ g(t,) = 0, x(—g) — 2(0) =0, (3.69)
Es decir, las soluciones que buscamos seran las extensiones impares y
T-periédicas de las soluciones de (3.69). El método de Sub y Super
soluciones tiene también su version para un problema de Dirichlet y
resulta muy eficaz en las aplicaciones.
Una funcién « € C[—T/2,0]/NC?%*(—T/2,0) se dice una sub-solucién
del problema (3.69) si

(i) (=T/2) <0, a(0) <0
(i) d 4 g(t, at)) >0, Vt € (=T/2,0).
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La definicién de una super-solucion es similar invirtiendo las desi-
gualdades en (i)-(ii).

Sean «, # un par de sub y super-soluciones de (3.69) tal que o < 3.
El método de Sub y Super-Soluciones para el problema de Dirichlet
establece que existe una solucién ¢ de (3.69) tal que Vt € [-T/2,0]

alt) < ¢(t) < ().

(véase [17, Teorema 1.4])
Para cada funcién v € C[—T7/2,0], denotaremos por v* a la exten-
sién T-periodica de la funcion

) ’Y(t) sit e [_T/27 0]
TTY (=) site(0,T/2.

De acuerdo con esta notacion, resulta que ¢* es una solucién impar
de (3.67) que esta comprendida entre las funciones a* y 5*. Es claro que
a*, §* € L*(T) y son continuas a trozos. ;Qué podemos decir sobre la
estabilidad de ¢* 7. El segundo objetivo de este capitulo consistird en
contestar esta pregunta.

La dificultad principal en los problemas expuestos anteriormente lo
constituye el cardcter no lineal del problema de estabilidad. Como ya
se ha apuntado antes, usando las técnicas de linealizacién uno puede
decir, como mucho, que una solucién es eliptica. Asi, en este capitulo
se combinaré la teoria de Formas Normales y la teoria KAM, para en-
contrar condiciones suficientes sobre los términos de orden superior de
g que impliquen estabilidad. Para este proposito se empleara la tercera
aproximaciéon. Para ser precisos, los problemas anteriores se reduciran
(trasladando la solucién periédica al origen) a estudiar las propiedades
de estabilidad del equilibrio x = 0 para una ecuacién diferencial del
tipo

i+a(t)r +bt)x® +c(t)a® +--- =0, (3.70)

donde los nuevos términos, corresponden al desarrollo de Taylor hasta
el tercer orden de g¢(t,¢(t) + x) cerca de x = 0, donde ¢ denota la
solucion periédica del problema estudiado.

En [50, 51, 52] Ortega ha obtenido resultados de estabilidad pa-
ra una ecuacion general del tipo anterior. En estos articulos el autor
siempre supone que b > 00b < 0y ¢ < 0 (véase también [29, 46] para
resultados relacionados). En algunos problemas interesantes encontra-
mos que el coeficiente b cambia de signo y los resultados de Ortega no
pueden aplicarse.

En la secccién 3.2 se daran condiciones suficientes para la estabi-
lidad del equilibrio en una ecuacién general del tipo (3.70), cuando los
coeficientes b y ¢ cambian de signo ( Teorema 3.22). Las condiciones de
estabilidad son refinadas en el Teorema 3.23 cuando b = 0. Estos dos
resultados son extensiones de los teoremas 1 y 2 respectivamente en
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[50]. El teorema 3.22 es el resultado clave para alcanzar los objetivos
de este capitulo.

Las demostraciones de estos resultados haran un uso frecuente de
las técnicas desarrolladas por Ortega en [50, 52| y seran presentadas en
la ultima seccion del capitulo. Para senalar las principales diferencias
técnicas de mi prueba con respecto a [52], permitanme bosquejar las
etapas en la prueba de Ortega.

En [52] el autor emplea una representacién integral para el primer
coeficiente de Birkhoff 3. Es bien conocido que si # # 0 uno tiene esta-
bilidad si no hay resonancias fuertes (véase el capitulo 1). El integrando
depende de b, ¢ y las soluciones de la ecuacién linealizada. Entonces este
integrando tomara un signo definido si los coeficientes b y ¢ tienen los
signos apropiados. Este hecho esta basado en el principio del maximo.
En nuestro caso b y ¢ cambian de signo y el argumento via el principio
del maximo no puede aplicarse. Ahora, uno tiene que hacer una com-
pensacion entre varias integrales para conseguir un signo definido. Para
llevar a cabo esto ultimo, serd necesario controlar el crecimiento de las
soluciones de la ecuacion linealizada. Con este propdsito en mente, se
desarrollaran en la seccion 3.5 algunas técnicas de comparacion para la
ecuacion linealizada.

Nuestro primer objetivo serd completado en el Teorema 3.25 el cual
es establecido y demostrado en la seccién 3.3 y proporciona condiciones
suficientes para la existencia de una tnica solucion ¢ : 3 < ¢ < a que
es estable. La motivacion inicial para este estudio fue la bisqueda de
soluciones periddicas estables en la ecuacion del péndulo forzado

I+ asinx = p(t), (3.71)

sin usar pequenos parametros. Aqui a > 0 es un parametro y p es una
funcién continua y T-periédica verificando fOT p = 0. En este caso, en-
contramos que el coeficiente b(t) de la ecuacién correspondiente (3.70)
asociada a cualquier solucién periédica de (3.71), cambia el signo. El
Teorema 3.25 se aplicara a esta ecuacién para demostrar que para un
rango preciso de valores del pardmetro a (el cual dependerd de p), exis-
te una tnica oscilacién T-periddica estable de (3.71) en (—7/2,7/2)
(véase la seccién 3.3).

La seccién 3.4 estd dedicada enteramente al problema periddico
impar. El segundo objetivo de este capitulo se cristaliza en el Teorema
3.26. La motivacion inicial para encontrar un resultado de este tipo fue
la ecuacion diferencial

&+ ay 1+ 3sin®tsinz = 6sin 2t(1 + 3sint) 2,

la cual modela el movimiento de un satélite terrestre que se mueve
sobre una orbita circular polar (véase [65]). En [65] se demuestra la
existencia de una solucién periédica impar, que es positiva sobre medio



3.2. EQUILIBRIOS DE TIPO TWIST 63

periodo y linealmente estable si a < % Como aplicacion del Teorema
3.26 se demuestra que esta solucién es estable si o < %.

3.2. Equilibrios de Tipo Twist

Esta es una seccion intermedia, donde estudiaremos las propiedades
de estabilidad del equilibrio x = 0 para la ecuacion diferencial

i+ a(t)r 4+ b(t)x® + c(t)z® + r(t,x) =0, (3.72)

donde las funciones a, b, ¢ : T — R son continuas, b y ¢ no son ambas
idénticamente nulas y el resto 7 € C%* (T x (—¢, €)), € > 0 satisface
okr
8xk(t,())—(), kE=0,...3, Vt e R.

En los articulos [50, 51, 52] el autor ha demostrado que el equi-
librio z = 0 de (3.72) es de tipo twist (véase capitulo 1 para defi-
niciones) suponiendo que los coeficientes b y ¢ tienen signo constante
(b<00b>0; ¢c <0) y bajo algunas hipdtesis sobre la ecuacién
linealizada

¥+ a(t)r = 0. (3.73)

A continuacién presentamos el resultado clave de este capitulo, el
cual avanza en el problema de la estabilidad del equilibrio cuando los
coeficientes no lineales cambian el signo.

TEOREMA 3.22. Supongase que existen o, v numeros positivos tales
que
o <a(t) <~* < (n/3T)°. (3.74)
Entonces el equilibrio x = 0 de (3.72) es de tipo twist si se verifica la
siguiente condicion

T T T T
06/ c - 0274/ ct > 275/ b+/ b™. (3.75)
0 0 0 0

La demostraciéon de este teorema requiere de algin esfuerzo y he
preferido posponerla hasta la seccion 3.5.

NoTa 3.15. El Teorema 3.22 es una extension del Teorema 1 in [50]
cuando los coeficientes no lineales cambian el signo. Sib >0 o b< 0y
¢ < 0 no es la funcién nula, la condicién (3.75) se satisface trivialmente.
En tal caso, el Teorema 1 en [50] impone una condicién menos restric-
tiva que (3.74). En [52] las condiciones sobre a(t) son relajadas atn
mas. Esto se debe a que en estos trabajos, el signo del coeficiente twist
se determina con los signos de b y ¢ via el principio del maximo. En
contraste, en nuestro caso la variacion del signo de b y ¢ no nos permite
el uso del principio del maximo y tiene que hacerse una compensacion
entre varios términos para conseguir un signo definido. En esta com-
pensacién, intervienen las soluciones de la ecuacién linealizada, lo que
hace necesaria una cota del tipo (3.74) para controlar dichas soluciones.
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Observe también que la condicién (3.74), obliga a los multiplicadores
de Floquet de (3.73) a permanecer en la regién {# € S': 0 < [0] < T}.

NoTA 3.16. Un criterio de estabilidad deberia estar determinado
por un funcional o una familia finita de funcionales (como ocurre en
las ecuaciones lineales [63])

<I>Z~:C’(']I‘)3—>]R, (a,b,c) — Di(a,b,c), i=1,....n
tal que x = 0 es estable para (3.72) si
®;(a,b,c) > 0; 1=1,...,n.

El cambio de escala en la amplitud x = Ay, A > 0 transforma la
ecuacion (3.72) en

i+ a(y)y + b(t)y* + Ne(t)y® +--- =0,
asi que uno deberia esperar
®;(a,b,c) > 0 <= ®;(a, \b, \*c) > 0, VA > 0.

En nuestro caso

®, = mina — 0%, ®y =~* —maza,

T T T T
b3 = 06/ ¢ — 0274/ ¢t — 275/ b+/ b,
0 0 0 0

y es inmediato comprobar que tenemos la homogeneidad correcta.

NotA 3.17. Los clasicos criterios de estabilidad para una ecuacién
de Hill son 6ptimos ([63]), esto significa que las desigualdades en los
funcionales que definen el criterio son éptimas para la estabilidad. Para
el problema no lineal (3.72) la situacién es més complicada. Por ejem-
plo, las cotas impuestas sobre a(t) en el Teorema 1 de [50] se afinan
un poco mas en [52] (véase Corolario 3.3 de este articulo) pero no son
6ptimas. El criterio de estabilidad mas general de [52] (Teorema 3.2),
fija los signos de b y ¢ y apela a una regién concreta para los multipli-
cadores de Floquet. Se predice asi la existencia de una region éptima
(para los multiplicadores) de estabilidad. Sin embargo, esta regién es
actualmente desconocida.

Ahora, resulta claro que en nuestro caso, el criterio esta lejos de ser
6ptimo. Por ejemplo, no sabemos si la constante 7/37 en el Teorema
3.22 podria mejorarse, o mas generalmente, si seria posible predecir
la existencia de una regién éptima para los multiplicadores. Esto de-
beria requerir, al menos, un estudio similar al dado en [52] sobre la
comparacion de algunos coeficientes del 2-jet de la transformacién de
Poincaré (vedse [52, Lemma 4.7]). Este estudio se complica tremenda-
mente cuando b y ¢ cambian el signo.

El siguiente ejemplo muestra que alguna condicién como (3.75) es
realmente necesaria en el Teorema 3.22.
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Ejemplo. Considérese la ecuacion diferencial 1-periodica
i+x+a?+c(t)r® =0, (3.76)

donde ¢(t) es una funcién continua y 1-periédica que determinaremos
mas tarde.

De la férmula (1.17) (véase también [52, Proposicién 4.4]), el coe-
ficiente twist asociado a (3.76) estda dado por

§=c) =5 | vt +r,

donde k es cierta constante positiva independiente de c. Notese que en
este caso 0 =y = 1 y la primera condicién del Teorema 3.22 se verifica
con T' = 1. Escogiendo ¢ € C'(R/Z) con signo variable tal que 3(c) = 0

i.e.
/lc—§/<;
0 37

claramente se viola la condicién (3.75).

Cuando (3.72) carece de término cuadratico las hipétesis del Teo-
rema 3.22 pueden afinarse. El proximo resultado serd demostrado en
la seccion 3.5.

TEOREMA 3.23. Supdngase que b =0 en (3.72) y que existen o, v
numeros positivos tales que

o? <a(t) <+* < (m/2T)°. (3.77)

Entonces el equilibrio x = 0 es de tipo twist si se cumple alguna de las
siguientes condiciones

(i) ot [ e (t)dt —+* [ ¢t (t)dt > 0
(i) v [ e (t)dt — ot [ et (t)dt < 0.

NoTA 3.18. Nétese que este resultado es una extension del Teorema
2 en [50] cuando ¢ cambia el signo. Observe que si ¢ no es idénticamente
nulo y mantiene el signo, entonces (i) o (ii) se verifica de modo trivial.
En tal caso el Teorema 2 en [50] relaja la condicién (3.77).

2. Para el caso a = constante las condiciones de estabilidad (i)-(ii)
pasan a ser

ATC¢0. (3.78)

Pueden darse ejemplos con a(t) constante, donde la igualdad es alcan-
zada en (3.78), el coeficiente twist es cero y el equilibrio es inestable
(véase el ejemplo en [51, seccién 4.2]). Esto indica que la condicién
(3.78) es 6ptima cuando a = constante.

Un condicién similar de tipo promedio fue dada en [29] cuando
a(t) = 0. En este caso el equilibrio es inestable para la ecuacién linea-
lizada.
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3.3. Sub y Super-Soluciones en Orden Invertido y
Estabilidad

En esta secciéon conectaremos el Método de Sub y Super-soluciones
en orden invertido y la estabilidad. El siguiente resultado es bien co-
nocido y proporciona una solucién de (3.67) entre un par de sub y
super-soluciones de (3.67) que tienen el orden inverso ([17, Teorema
4.12]).

PROPOSICION 3.24. Sean o, 3 un par de sub y super-soluciones de
(3.67) tales que 5(t) < af(t), Vt € R. Supdngase que para todo t y
u, v, con B(t) < u < v < alt), se verifica

(m/T)*u—g(t,u) < (7/T)* — g(t,v). (3.79)
Entonces eziste una solucion ¢ del problema (3.67) tal que
B(t) < o(t) < alt), Vi€ R.

Obsérvese que la condicién (3.79) no es necesaria en el caso cldsico
de sub y super-soluciones bien ordenadas: a(t) < (t), Vt € R.

A cada pareja «, § de sub y super-soluciones de (3.67) con
at) > B(t), vt € R,
asociaremos las siguientes funciones continuas:

A*(t) = L(ax g(tv '))7 A*(t) = U(az g(ta '))a

B (1) = Ul [ g(t, ), B-(t) = Ul(%(t, ),
Cot) = U0 g(t. ), C-(1) = Lok g(t, ],

donde los operadores
L,U:C(TxR)—C(T)

se definen por
L(f)(t) = inf{f(¢,&) : B(t) <

U(f)(t) = sup{f(t,€) : B(t) <
para toda f € C(T x R), Vt € R.
Llamaremos a estas funciones las funciones auxiliares del problema
(3.67) asociadas al par (a, [3).
Recordemos del capitulo 1 que una solucién periddica ¢ de (3.67)
se dice que es de tipo twist si es eliptica, 4-elemental y el coeficiente
twist 0 de ¢ satisface 3 # 0.
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TEOREMA 3.25. Supdngase que g € C**(T x R) y que existen «, 3
sub y super-soluciones de (3.67) tales que

a(t) > B(t), vt € R.
Ademds, supdngase que las funciones auxiliares de (3.67) asociadas a
a, B verifican
(i) 0<A <AL (7r/3T)
3f0 C —m, (M) fo Cy > 2(M*)> fo By) fo )i
donde my, = min A, y M* = max A*. Entonces (3.67) tiene una tunica
solucion ¢ en [3,a| que es de tipo twist.

Demostracion. Haremos la demostracion en varios pasos.

Paso 1. Emzistencia: Si 0 < A, < A* < (7/T)? entonces (3.67) tiene al
menos una solucién ¢ € [, a.

La condicién (i) implica
9 (t,0) < (r/T)

en [, a]. Por lo tanto, se verifica la condicién (3.79). De la Proposicién
3.24 se obtiene la existencia.

Paso 2. Unicidad: (3.67) tiene a lo sumo una solucion en |3, a).

Supdngase que existen dos soluciones distintas ¢, ¢ € [3, a]. Ob-
serve que ¢ — v es una solucion T-periddica no trivial de la ecuacion
de Hill

I+ a(t)r =0, (3.80)
donde a es la funcién continua y T-peridédica definida por
g(t7¢(t))_g(t7¢(t)) 3
% (t,0(1)) en caso contrario.
En consecuencia, 1 es un multiplicador de Floquet de (3.80). Aplicando
el teorema del valor medio, es claro que (i) implica
0< A, <a(t) < A* < (x/T)* Vt€R.

Asi, del clasico criterio de estabilidad de Zukovskii ([63]) se concluye
que (3.80) es eliptica, produciéndose una contradiccién. Esto prueba el
Paso 2.

Paso 3. ¢ es eliptica.

La ecuacion variacional de ¢ es

g

y + =—(2, o(t))y = 0.
i+ 5 (6 et))y

De (i) se deduce que

0< g—i( ©(t)) < (n/T)?, vt € R.
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El Paso 3 se sigue entonces del criterio de Zukovskii anteriormente
mencionado.

Paso 4. ¢ es de tipo twist.

Trasladando ¢ al origen (por medio de y = x — ¢(t)) llegamos a
una ecuacion del tipo (3.72) con

alt) = Olg(t, o(0). b(t) = 5108 (t, (1), clt) = 3.D2(t, o(1)).
Aplicaremos el Teorema 3.22 con 0? = min A, y 7% = max A*.
Observe que para todo t se verifican las siguientes desigualdades
» 0 <o?<a(t) <~* < (n/3T)?
w e (t) > C_(t), Ci(t) >ct(t), Bi(t) >bE(2).
Estas desigualdades implican que la condicién (3.75) es una cla-

ra consecuencia de (ii). Una aplicacién del Teorema 3.22 concluye la
demostracion. O

e Aplicaciéon : El Péndulo Forzado.

Estudiaremos ahora un péndulo simple con una fuerza externa p T-
periédica actuando sobre el sistema, es decir, consideraremos la ecua-
cién

I+ esinx = p(t), (3.81)
donde p € C(T) y € es un parametro. Supondremos que

T
/ p=0.
0

Como p tiene promedio cero, podemos fijar la solucién T-periédica
Pde j=p confOTP:O.
Nétese ahora que si || Pllo < /2, las funciones

a(t)=Pt)+[Ple.  Bt) =P(t) = [IPllx
son sub y super-soluciones de (3.81) con orden invertido y tales que
—2[[Plloe < B(t) <0 < a(t) < 2| Pl

Suponiendo que [|P|lo < 7/4 es fécil calcular las funciones auxi-
liares asociadas. Un céalculo sencillo muestra que

A1) = ccos(|P0)] + [1Pll), A% =c.
Bo(t) = gesin(|[Pll — P(1), B-(t) = gesin(|[Pll + P(1),
C (1) = éecos(HPHoo HIP@)), Oy = 0.

De esta manera, las condiciones (i)-(ii) del Teorema 3.25 se convier-
ten en
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e € (0, (m/3T)’] N (0, ¢(P)), (3.82)
T
4 c0s® (2| Plloc) (Jy_cos(||Pllo + [P(t)])dt)

9(Jy sin(|Pllos = P(£))dt)2(fy sin(|Plloc + P(t))dt)*

(Nétese que ¢ toma el valor oo si P = 0)

Luego, una aplicacion del Teorema 3.25 y un argumento similar al paso
2 del Teorema 3.25 nos permite concluir lo siguiente

Si € pertenece al intervalo (3.82) y || Pl < 7/4 entonces (3.81) tiene
una unica solucion T-periddica ¢ en (—m/2, w/2) la cual es de tipo
twist. Mas aun,

[élloo < 2[|Ploc-

Para el caso particular p(t) = sin 2¢, un calculo niimerico nos da el valor
aproximado ( ~ 1,44481.... En consecuencia un intervalo de estabilidad
de la ecuacion

T + esinx = sin 2t

seria
0<e<1/9.

NoTA 3.19. En el tratamiento clasico de la estabilidad en el péndulo
forzado, el término de forzamiento p aparece como dp con & > 0 un
pequeno parametro. Entonces es bien conocido que si € # (2’1?“)2, Vn €
Z, el equilibrio de la ecuacién auténoma (6 = 0) puede continuarse
en una oscilaciéon periédica estable para valores pequenos de §. El §-
intervalo de estabilidad es desconocido.

El procedimiento anterior aplicado con dp en lugar de p permite
entonces encontrar para cada 0 < e¢ < (7/37)? fijo, un d-intervalo
de estabilidad concreto que dependerda obviamente de € y la funciéon
particular p que se tome. El intervalo éptimo de estabilidad asi como
la admisién de valores de € més grandes que (7/37)% es una cuestién
desconocida para nosotros y requiere un analisis més fino.

3.4. Oscilaciones Peridodicas Impares de Tipo Twist

Esta seccién esta basada en un trabajo hecho en colaboracion con
el profesor Pedro Torres [47].

Supdngase que la ecuacién (3.67) es invariante bajo la transforma-
cién (t,x) — (—t, —x), es decir, g admite la simetria (3.68).

En estas condiciones resulta natural estudiar las propiedades de las
soluciones x de (3.67) que satisfacen

—x(—t)=x(t) =zt +T),Vt € R.
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Como ya se ha mencionado antes, la bisqueda de tales soluciones
se reduce a considerar el problema de Dirichlet (3.69).

Asociaremos a cada pareja «, 3 de sub y super-soluciones de (3.69)
con o < (3, las siguientes funciones:

A*(t) = L*(ax g(tv '))7 A*<t> = U*(ax g(t7 '))7
Bo(t) = U (02 gt, ), B-(1) = U (02 o, ]"),

1 1
Colt) = U ([0 glt, I, C-(t) = L (22 g(t. ],
donde los operadores L*, U* : C(T x R) — L*(T) se definen como
L*(f)(t) = inf{f(t,&) : £ estd comprendido entre a*(t) y 5*(¢)},

U*(f)(t) = sup{f(t,&) : £ estd comprendido entre a*(t) y 5*(t)},
para toda f € C'(T xR), Vt € R (recordemos que a* y §* son funciones
continuas a trozos que pertenecen a L>®(T)).

El siguiente teorema es muy similar al Teorema 3.25.

TEOREMA 3.26. Sea g € C%*(T x R) verificando (3.68)y supdngase
que (3.69) admite un par o,  de sub y super-soluciones tales que

at) < B(t), vt € [-T/2,0].
Supongase ademds que
(i) 0<A <AL (7r/3T)
3[0 ¢ —m, (M) fo Cy > 2(M~)2 fo By) fo )
donde m, = inf A, y M* = sup A*. Entonces (3.67) tiene una solucion
impar ©* de tipo twist. Mds aun, p* estd comprendida entre o y [(5*.

Demostracion. La demostraciéon de este resultado es similar a la del
Teorema (3.25) y se deja al lector. O
Daremos a continuacién una aplicacién del Teorema 3.26.

e Aplicacion: Oscilaciones de tipo Twist para la ecuacion de
un satélite terrestre estabilizado magnéticamente.

En un articulo reciente [65] se estudia la siguiente ecuacién como
un modelo de un satélite en érbita alrededor de la tierra (para mas
informacién pueden verse las referencias que aparecen en [65] 1)

&+ av 1+ 3sin’tsinz = p(t), (3.83)

donde p(t) = 6sin2¢(1 + 3sin*t)~2 y a es un pardmetro positivo rela-
cionado con la intensidad magnética. Nétese que esta ecuacion admite
la simetria (3.68). Modelos similares con simetria impar pueden verse
también en [33, 55, 20].

LiAlgunas referencias estan en Ruso!
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En [65], los autores emplean la teorfa de operadores monétonos
de Krasnoselskii para probar que para cualquier « existe una solucion
m-periddica impar x, tal que

2o(t) >0  Vte (—n/2,0).

Este resultado puede demostrarse directamente a partir de la teoria
de sub y supersoluciones para un problema de Dirichlet. En efecto, es
facil comprobar que x; = 0 es una sub-solucién de (3.83) con condicio-
nes de Dirichlet

z(—m/2) =z(0) = 0.

Por otra parte sea x, la solucién del siguiente problema de contorno

#(t) = —2a+p(t),  2(0) = x(—g) = 0.

Puesto que p(t) <0, Vt € (—F,0) resulta que 2,(t) <0, Vt € (=3,0).
Como ademas x, se anula en los extremos del intervalo se deduce que

za(t) > 0, Vt € (—%,0).

Sea a € C[—7,0] tal que 0 < a < 2a. Es inmediato verificar que z,
es una super-solucion del siguiente problema de contorno

¥+ a(t)sinz = p(t), z(0) = x(—E) = 0.

Efectivamente,

Zu(t) + a(t)sinx,(t) — p(t) < —2a+2a <0, Vt € (—g,O).

En particular tomando a(t) = av'1+ 3sin®t se tiene que z, es una
super-solucién de la ecuacion (3.83) con condiciones de Dirichlet

De este modo obtenemos una solucién m-peridédica impar z, de
(3.83) comprendida entre z} y la funcién constante cero. En [65, Pro-
posicién 2.1] los autores prueban también unicidad de solucién para
a < 2. Esto implica que nuestra metodologia nos conduce a la misma
solucién x, si a < 2.

La estabilidad lineal de x, se obtiene en [65] si & < 1/2. Como
ya se ha discutido anteriormente, este hecho no asegura la estabilidad
en el sentido de Lyapunov, pero empleando el Teorema 3.26 podemos
probar la estabilidad de Lyapunov de x, bajo cotas mas conservadoras
(aw < 1/18). Més precisamente se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.27. Si a < 1/18 entonces la ecuacion (3.83) tiene
una solucion m-periodica impar de tipo twist.
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Demostracién. Un calculo sencillo muestra que
Ty (t) = Tuu(t) = (1 — an/2)t — at® — arctan(2 tant).
Es facil demostrar la siguiente afirmacién
e Sea F € C([a,b] x [0,A]) tal que F(t,.) es una funcion creciente
para cada t € [a,b]. Entonces A(a) = max{F(t,a) : t € [a,b]} es una
funcion creciente en [0, A].

En consecuencia, para F'(t,a) = T,4(t), a = =5 y b = 0 tenemos
que A(«) es una funcién creciente de « en virtud de que
0 y.0(t)

™ ™
R = —t(§ +t) > 0, vt € (—5,0)

Asi para todo a < 1/18 tenemos la siguiente cota
|| Zuallo < A(1/18) ~ 0,37262

Por otra parte, fijadas las sub y super soluciones x; = 0 y x,, con
a < % es facil verificar las siguientes estimaciones para las funciones
auxiliares (téngase en cuenta que 0 < A(1/18) < 7)

0 < acos A(1/18) < A, < A* < 2a < (7/3T)* = 1/9,

1
604\/ 1+ 3sin®tcos A(1/18),
1
B_,B, < 5m/1 + 3sin® tsin A(1/18).
Notese que la condicién (i) del Teorema 3.26 se satisface para todo

0<a< 1—18. De las estimaciones anteriores se infiere que la condicion
(ii) del Teorema 3.26 se verifica si

L

0, C_>

4
2
% cos” A(1/18)M > £(20)"%a? sin” A(1/18)M?,

donde M = foﬂ V1 + 3sin® tdt

Una calculo numérico nos da el valor aproximado M ~ 4,84422, por
lo tanto la condicién (ii) del Teorema 3.26 se verifica si

cos® A(1/18)
288 M2 sin* A(1/18)

lo cual es evidentemente satisfecho si o < 1/18. Una aplicacién del
Teorema 3.26 concluye la demostracion. O

~ 0,0768,

NotA 3.20. En [47] se aplica directamente el Teorema 3.22 a la
ecuacién (3.70) asociada a la solucién periédica z,. En consecuencia se
aprovecha la imparidad de la funcién b y su tnico cambio de signo en
un periodo para afinar la condicién (3.75). Esto hace que la estimacién
anterior mejore a o < 1,23; sin embargo la restriccion o < % (condicién
(i) del Teorema 3.26) quita importancia a esta diferencia. La diferencia
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en las estimaciones resulta clara desde la 6ptica de la generalidad del
Teorema 3.26.

NotA 3.21. Experimentos nimericos sugieren que se puede espe-
rar estabilidad para a < 1/2 excepto posiblemente cerca de los valores
de resonancias fuertes dados por v = 1/8,2/9. Sin embargo, nuestras
técnicas actuales no nos permiten probar esto. Sélo podemos alcanzar
estabilidad hasta a = 1/18. Observe que la hipétesis principal o < 1/18
es necesaria esencialmente para garantizar la condicién (i) del Teorema
3.26. Un optimizacién de nuestro resultado deberia requerir un estudio
como en [52] sobre la comparacién de algunos coeficientes del 2-jet de
la transformacion de Poincaré de la solucién periddica (véase [52, Lema
4.7]). Personalmente, esto me parece un problema dificil y delicado.

NoTA 3.22. En [33] se estudia el problema de existencia y estabili-
dad de soluciones periddicas impares para un modelo similar de satéli-
tes pero suponiendo que la érbita es eliptica (véase también [55, 20]).
Esto introduce un pardametro adicional de excentricidad 0 < e < 1 en
la ecuacién diferencial. Los autores investigan las zonas de parametros
(e, ) admisibles y las soluciones periédicas impares correspondientes.
Sin embargo las demostraciones de la estabilidad dependen de ciertas
estimaciones numericas y de argumentos asintéticos. En consecuencia
por lo menos el autor de esta memoria no consideraria dichos resultados
como definitivos.

Usando las técnicas de este capitulo es posible implementar una
demostracion matematica para la estabilidad de alguna de estas so-
luciones periddicas en cierta region precisa aunque restringida de los
parametros. Este trabajo estd todavia en preparacion. Agrandar la re-
gién comporta los mismos problemas senalados anteriormente. Otra
diferencia esencial aqui es que la ecuacion diferencial no tiene la forma
(1.22) aunque es posible reducirla a una ecuaciéon Newtoniana por un
cambio de variables en la variable independiente.

3.5. Demostraciones

3.5.1. Demostracion del Teorema 3.22. La demostraciéon se
desarrollara en varias etapas.

1. Estimando la escala.

El primer paso para estudiar el signo del coeficiente twist de la ecuacién
(3.72) consiste en considerar el caso mas simple cuando la ecuacién
(3.73) es R-eliptica (véase la definicién 1.11).

Desde ahora, ¥ = ¢; + i¢o denotara la solucién compleja de (3.73)
que satisface U(0) = 1; ¥(0) = i. Es posible escribir ¥ en coordenadas
polares

U(t) =r(t) exp(ip(t)), t € R.
Observe que la funcién ¢ es creciente en virtud de que ¢ = r=2 > 0.
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Recordemos que (3.73) es R-eliptica si existe A € C\R, |[A\| =1, tal
que )
U(t+T)=\V(t), Vt € R, (3.84)
Notése que cuando (3.73) es R-eliptica entonces r es una funcién
T-periédicay 8 = o(T') € Arg(\).
Introduciendo en (3.73) el cambio de variables
t—to
2

5:1‘7 T =

I

con tg, a dados por la proposicién 7 en [50], la ecuacién se transforma
en una nueva ecuacion de Hill que es R-eliptica con nuevo periodo
T* =T/« (véase seccién 1.5).

La estimacién de la escala o constituye una cuestion central en la
presente memoria. Esto se hara en el Lema 3.30 en término de los va-
lores extremos de a(t). Para ello, necesitaremos algunos resultados de
comparaciéon para la ecuacién (3.73), asi como también, revisar muy
brevemente las propiedades del nimero de rotacion asociado a una
ecuacion de Hill.

LEMA 3.28. Sea ty un nimero real y a;(t) € C(T), ¢ = 1,2. Sean
i, Vi, las soluciones de
4 a;(t)r =0,
con condiciones iniciales
pilto) = ilto) = 1; ¢ilte) = ilte) =0, i = 1,2.

Supongase que
ai(t) < as(t), VE € R

P1, wla Y2 > 0 en (t(], to +T)
Entonces
o < o1 Y a by, e [to, to + T

NotaA 3.23. Resultados similares de comparaciéon han sido obteni-
dos en [4].

Demostracién. Observe que y = @y — 1 es solucion del problema
lineal

T+ as(t)r + p(t) = 0; x(ty) = x(to) =0,
donde p(t) = ¢1(t)(az(t) — aq1(t)). Por lo tanto, x verifica

/Gts

donde G(t,s) = @a(s)P2(t) — @2(t)ib2(s
otro lado, ya que w3 > 0 en [to + o
to<s<t<ty+T (véase [50, Lema 3|

) OSSStStU—FT.POI
+ T) entonces G(t,s) > 0 si
)-
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Por hipétesis p > 0 en [tg, to+T]. Asi, de la férmula para x se tiene
que
p2 < @1 en [to, to +T1.
La otra desigualdad es obtenida de modo similar tomando
p(t) = Pn(t)(az(t) — ar(t)).0
LEMA 3.29. Supdngase que a(t) € C(T) verifica
0<o?<a(t) <~y* < (n/2T)% Vt €R, (3.85)
para algunos o, v € RT. Seaty un mimero real y sea W(t;to) = ¢1(t;t0)+
ipa(t, ;to) la solucion de (3.73) con condiciones iniciales ¥ (ty) = 1; W(ty) =
i. Entonces para todo t € [to,to + T se verifica

cos(y(t —to)) < ¢1(t) < cos(o(t —t,)),
Yl sin(y(E — o)) < ¢at) < o tsin(o(t —to)).
En consecuencia

mw S |\I’(t,t0)| S MU, Vt c [to,t() + T]
donde

m. = min{l,7 '}, M, = max{1,07'}.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del lema precedente,
en virtud de que (3.85) implica que ¢, ¢2 y todas las soluciones canéni-
cas que parten de ty, para las ecuaciones

4+ o’ =0, &+~ =0,
son positivas en el intervalo (o, to + T') (véase [50, Lema 2]). O

NotTA 3.24. Este lema también puede probarse empleando el Teo-
rema 2.1 y el Corolario 2.5 en [4].

Introduciendo coordenadas polares en (3.73)
y = rsinb, y=rcosb, (r>0, 0ecR/217Z),
llegamos a la siguiente ecuacién diferencial de primer orden
0 = a(t) sin? § + cos? 6.

Como esta ecuacion es periddica con respecto a ambos argumentos,
podemos emplear la teoria de ecuaciones diferenciales sobre el toro
([67]), la cual implica que el limite

p=lim —= (3.86)

existe y es independiente de la condicién inicial 6(0).

Nos referiremos a p como el nimero de rotacion de (3.73) y escri-
biremos p = p(a).

El nimero de rotacion tiene las siguientes propiedades relevantes
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(i) p=0
(i) a1 < ap (resp. a1 < az) = p(ar) < plaz) (resp. p(ar) <
p(az))
(iii) Supdngase que (3.73) es eliptica con multiplicadores
exp(+i0), 0 € (0, 7),

entonces

0
n= (3.87)

(La notacién f < g significa f < g con desigualdad estricta en un
conjunto de medida positiva).

Estas propiedades son demostradas en [45].

Estamos ahora en posicién de estimar la escala «, pero primero
fijaremos un poco de notacion.

Supdngase que la ecuacién (3.73) es eliptica con multiplicadores
de Floquet A, A: A = exp(if), 6 € (0, 7). Para cada t, € R, ®(t;ty)
denotard la matriz solucién de Y’ = A(t)Y, Y(t;) = I, donde

Alt) = ( —g(t) 0 ) ‘

El préximo lema es un refinamiento de la Proposicién 8 en [50].

LEMA 3.30. Supdngase que existen o, v € R tal que
0<o?<a(t) <~* < (n/2T)°

Entonces existen to € R y a > 0 tal que

(i) ®(to+T; ty) = D R[—0]D_*, con 6 € (0, 7/2] y D, denota

la matriz diagonal diag (o, a™1).

(i) 'y*% <a<os.
Demostracién. Observe que la hipétesis implica que (3.73) es eliptica.
La afirmacién (i) es la Proposicién 8 de [50], asi que s6lo probaremos

(ii).

De (i) se deduce que

Go(to + T; to) = o sin 6. (3.88)
Entonces a partir del Lema 3.29 tenemos que
Y Esin(yT) < go(to + T, to) < o 'sin(oT). (3.89)
Las propiedades (ii) y (iii) del nimero de rotacién implican
0<oT <0<AT <7/2. (3.90)

Como la funcién seno es creciente en [0, /2] entonces (ii) se sigue
combinando (3.88), (3.89) y (3.90). O

2. El caso R-eliptico

Vamos a probar la siguiente version particular del Teorema 3.22.
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LEMA 3.31. Supdngase que (3.73) es R-eliptica. Supongase ademds
que
0<o?<a(t) <+* < (n/37)7, (3.91)
para algunos o, v € RT. Entonces el equilibrio x = 0 de (3.72) es de
tipo twist si se satisfacen las siguientes condiciones

T T T T
m‘;/ c—M;}/ ct >2M§/ b+/ b (3.92)
o 0 0 0

Aqui m., M, son los nimeros definidos en el Lema 3.29.

Demostracion. La R-elipticidad implica que la transformacion de
Poincaré P(z, z) tiene el desarrollo de Taylor

P(z,2) = Az 4+ Pa(2,2) + P3(2,2) + .. .,

donde A es el multiplicador asociado a (3.84) y P,, P; son polinomios de
grado 2 y 3 respectivamente. Los jets P, y P fueron calculados en [52].
El coeficiente N de 22z en Pj estd dado por (véase [52, Proposiciéon
4.4])

3ix [T
- c

N = (t)|W(t)|*dt

8 0
- %//AT G(t,S)b(t)b(s)[m\l’(t)|2|\IJ<3)|2 + qj(t)zq](s)Q]det,

donde G(t,s) = ¢1(t)da(s) — d1(s)Pa(t) ¥
Ar={(t,s)eR*: 0<s<t, 0<t<T}

Del Lema 3.29 se tiene que ¢o(t) > 0 en (0, T]. Entonces ¥(t)
estd sobre el semiplano superior V¢ € (0, T]. Como ¢ es creciente y
©(0) = 0 se deduce que § = p(T) pertenece a (0, 7). Mas atn, las
propiedades (ii)-(iii) del niimero de rotacién junto con (3.91) implican
que 0 € (0, w/3]. Asi, = 0 es 4-elemental (véase la seccién 1.5 para
definiciones) y

3sinf - sin 360 0
1 —cos# ’ 1—cos30 =

En consecuencia, en virtud de la férmula (1.17) serd suficiente demos-
trar que

S(AN) > 0.
Escribiendo b = b" — b~, ¢ = ¢t — ¢~ y teniendo en cuenta que

G(t,s) <0 en Ar (esto se demuestra empleando el argumento en [52,
Lema 4.8]) se deduce que sera suficiente demostrar que B > 0, donde

55 [ cwwor-5 [ comor
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1 ) , 2 .
+7 //AT G(t, s)bT ()b~ () [2]% (1) |2 (s) > + R{(t)2U(s)?}]|dsdt

—l—% //AT G(t,s)b™ ()b (s)[2[W(1)|*|W(s)|? + R{W(¢)*V(5)*}]dsdt.
Las siguientes cotas son validas en Arp
0 <|G(t, )| < r(t)r(s),
0 < 2/W(t)[*[P(s)|* + R{V(t)*W(s)"} < 3r(t)*r(s)™.
Del Lema 3.29 se tiene también
m, <r(t) < M,, Vte |0, T].

Combinando estas cotas obtenemos

3 T
B> 3 / - —M4/ ct
3.6 +
—=M; b ()b~ (s)dsdt + s)dsdt
4 AT AT

Haciendo el cambio de variables (t, s) — (s, t) en la segunda integral
doble, se sigue que

// (B ()b (s) + b~ (£)b* (s))dsdt = /b+/ b
Ar

Ahora (3.92) implica claramente que B > 0. Esto finaliza la demostra-
cién del lema. O

3. El caso general.

Introduciendo el cambio de variables (1.25) con ty y «a dados por el
Lema 3.30, la ecuacién (3.72) se transforma en una nueva ecuacién
periodica del mismo tipo

E+a(T)E+ 0 (T)E + ()€ +17(7, &) = 0, (3.93)
donde
a*(1) = a'aty + a®71), b (1) = a’b(ty + a’1) (1) = a’c(ty + a’7),
r*(1, €) = a’r(ty + o, §),
y el nuevo perfodo es T* = T/a?. La ecuacién de Hill asociada es
R-eliptica (véase la seccién 1.5).

Observe ahora que (3.93) satisface todas las condiciones del Lema
3.31 y las constantes que aparecen en (3.91) pasan a ser

o* =a’o, Y=oy, T" =T/a’.
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Es inmediato comprobar que

T* T
/ g*=a2/ g,
0 0

para cualquier funciéon g continua y T-periédica; en particular esto es
cierto para g = c¢t, ¢, bT,y b".
Del Lema 3.30 se tiene

yl<a? <o (3.94)
Por lo tanto
1 1
Mo-* = _7 m,y* = .
oo ary

Empleando todas estas identidades, la condicién (3.92) del Lema
3.31 se convierte en

T T T T
7_4/ ¢ - 0_4/ ct > 20_6oz_2/ b+/ b™. (3.95)
0 0 0 0

Como (3.94) implica a=2 < v entonces (3.95) se deduce ahora facil-
mente a partir de la hipétesis (3.75). La demostracion se sigue entonces
del Lema 3.31. O

3.5.2. Demostracion del Teorema 3.23. Definamos el funcio-
nal

AR x C(R) x (R")® = R, (T,g,u,v) — AT, g,u,0)

por

T T
AT, g,u,v) = u/ g (t)dt — v/ gt (t)dt.
0 0
Este funcional tiene las siguientes propiedades

= A(T, pg, u,v) = pA(T, g,u,v), Yu >0
w AT, g, pu, pv) = pA(T, g, u,v), Yu >0
» A(T, g, u™" v71) = (w)LA(T, g, v,u)
Como siempre, se demostrard primero el siguiente resultado inter-
medio

Afirmacién Supdngase que (3.73) es R-eliptica y que se verifican las
hipotésis del Teorema 3.23. Entonces el equilibrio es de tipo twist si

A(T, e, mi, MY >0 0 A(T,c, Mﬁ,mi) < 0.

La hipdtesis (3.77) implica que 6 € (0, 7/2), por lo tanto z = 0 es
4-elemental. Por otra parte, dado que b = 0, la férmula del coeficiente
twist ([52, Proposiciones 2.2, 4.4]) se reduce a

B = g /0 c(t) r(t)dt — g /0 c(t)Tr(t)*dt.
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. De aqui se deduce empleando el Lema 3.29 que
3
A(T,¢;m3, My) < 28 < A(T, e, My, m3),

y esto prueba la Afirmacién.

Para el caso general, procedemos como en la demostracion del Teo-
rema 3.22 introduciendo el cambio de variables (1.25). Entonces la T-
periodicidad y las propiedades de A implican

- 1 11 1
A(T*, ¢ ,miﬂMj*) = @.A(T, o’c, port ﬁ) = —a60474A(T, c,ot Y,
*x 4 4 1 2 1 1 1 4 4
AT, c*, My ,m.) = @.A(T,oz c,;,ﬁ) = W.A(T, e,y o).

Una aplicacién de la Afirmacién concluye la demostracion. O



CAP{TULO 4

Comentarios Finales y Problemas Abiertos

En esta memoria se han dado algunos criterios generales de esta-
bilidad para una ecuaciéon de Newton no autéonoma y periddica, ilus-
trandose también la pertinencia de dichos resultados mediante algunos
modelos mécanicos: péndulo de longitud variable, problema restringido
de tres cuerpos (Sitnikov), péndulo forzado y un modelo que describe
los movimientos periédicos de un satélite en su érbita circular. De este
modo, el presente trabajo constituye esencialmente una extension de
los resultados en [50], [51] y [52]. Sin embargo quedan atin sobre el
tapete algunas cuestiones que senalan algunas lineas de trabajo:

1. El teorema 2.19 supone que el coeficiente no lineal ¢(t) tiene
un signo fijo. jEs posible obtener un criterio de estabilidad cuando
¢ cambia el signo?. Pueden darse algunas respuestas parciales a esta
cuestién. Recuérdese de la demostracion del teorema 2.19 que

» 7 =0 es estable si ov ft?H c(t)p1(t)*"T2dt > 0

» 2 =0 es inestable si ov ftf)OH c(t)py(t)*2dt < 0,

donde ¢y es cierto nimero real y ¢; es la solucion de la ecuacion linea-
lizada tal que ¢(to) = 1, ¢1(to) = 0.

Suponiendo que a(t) satisface la siguiente condicién para ciertos
nimeros reales positivos w y

—W? <alt) <2 < (%)2, (4.96)

es facil deducir a partir del lema 3.28 que

0 < cosy < ¢y(tg +t) < coshw Vt € [0, 1].

Entonces a partir de las observaciones anteriores y escribiendo ¢ =

+t — ¢, se puede demostrar lo siguiente:

Cc

Supdngase que la ecuacién linealizada es p.i. (v # 0) y que se verifica
(4.96) para algunos w, 7 € RT. Entonces el equilibrio de (2.61) es

(i) estable si ovA(c, R%ﬁ((cos v)#*2 (coshw)?"2)) > 0,
(i) inestable si ov.A(c, R%ﬁ((cos 7)? 2 (coshw)?"2)) < 0,

donde
A:C(T) x (R*)2 —R
81
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es el operador definido por

Aty =u [ ")t o [ )t

Vg € C(T), Y(u,v) € (RT)? y R denota la reflexién (z,y) — (y, ).
Este resultado tiene el defecto de no ser 6ptimo. Es mas razonable
proceder del siguiente modo. Asociaremos a cada ecuacién de Hill p.i.

Z+a(t)r =0,
los siguientes nimeros

me = inf min |¢y(to +t;t0)],
to€[0,1] t€[0,1]

M, = sup méx [¢1(to + t; o)
to€[0,1] te[0,1]
donde ¢ (to;t) es la solucién de la ecuacién de Hill con condiciones
iniciales ¢1(t0, to) = 1, le(to, to) = 0.
Luego cada solucién ¢ (s ;o) satisface en [tg, to + 1] lo siguiente

me S |¢1| S Ma-

Si suponemos que m, > 0 entonces como antes, es posible establecer
una condicién de estabilidad (inestabilidad res.) para el equilibrio de
(2.61) mediante una desigualdad que involucre a fol ct, fol c¢”, los in-
variantes o, v y los nimeros m, y M,. Es mas plausible que un criterio
formulado de esta manera fuera 6ptimo. Esta cuestion es desconocida
para el autor.

Otra cuestion importante seria establecer algunas propiedades ge-
nerales de los numeros m, y M, (por ejemplo, monotonia respecto
de a, etc.) que permitan orientar a una estimacién de los mismos en
situaciones concretas.

2. En el capitulo 3 la estimacion de la escala a en el Lema 3.30
constituyé una de las piezas claves para la demostracion de los teo-
remas 3.22 y 3.23. Las condiciones impuestas sobre a fueron de tipo
L. Desconozco si estimaciones de tipo L' sobre a pueden dar lugar a
estimaciones sobre a. Esto relajaria bastante las exigencias sobre el co-
eficiente lineal a. Sin embargo, la mayor restricciéon sobre el coeficiente
a proviene de otra parte. La cota (3%)2 en el teorema 3.22 fue necesaria
para restringir el multiplicador A = exp(—#) al sector 0 < |0] < 7/3.
Esto facilito el estudio del signo del coeficiente twist. Efectivamente, en
la férmula (1.17) pudimos olvidarnos de los coeficientes cuadraticos A y
C, y nos concentramos s6lamente en estudiar el término S(AN). Al su-
perar a la cota (SLT)2 los multiplicadores pueden salirse de dicha regiéon
y entonces es necesario considerar la contribucién de los otros términos
en la férmula (1.17). Para hacer esto seria muy 1til iniciar un estudio
similar a [52, seccién 4] sobre la comparacién de |A| y |C|. Este tipo
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de extensiones seguramente mejorarian los intervalos de estabilidad en
los dos modelos mecanicos estudiados en el capitulo 3.

3. Uno de las cuestiones que se dejan abiertas en este memoria
es la extension de los resultados de estabilidad a sistemas hamilto-
nianos periédicos con un grado de libertad. Las técnicas empleadas
en el capitulo 3 aprovechan bastante la estructura Newtoniana de la
ecuacion diferencial. Por ejemplo la proposicién 7 en [50] (véase el Lema
3.30 que es un refinamiento de este resultado) depende esencialmente de
la formulacién Newtoniana y no es valido en general para sistemas ha-
miltonianos lineales. De hecho si consideramos un sistema hamiltoniano
lineal con coeficientes constantes de la forma

T = JAx,

entonces la matriz de monodromia ®(to+ T ty) = e/4T para todo ty. Si
suponemos que los valores propios de JA estan sobre el eje imaginario
y son distintos de cero entonces el sistema es eliptico. Sin embargo, si

e’ + DR[O D.* Ya > 0,

entonces la proposiciéon 7 de [52] (y el Lema 3.30) no se cumple para
este sistema.
Estamos interesados particularmente en dos problemas:

3.1 El movimiento de una particula bajo la accién de la gravedad
y sobre una curva plana que pulsa periddicamente, como por ejemplo,
una elipse pulsante E; con semiejes a(t), b(t) € C*(T), puede modelarse
por la siguiente ecuacién diferencial

n L0
(alt, 0)0') — 5 o0

donde 6 es la coordenada angular asociada a la parametrizacion de la
elipse pulsante!, y

(0")? +g(t,0) =0, (4.97)

q(t,0) = a(t)? cos* 0 + b(t)? sin? 0,

o(t,0) = %A(t) in 26 + b(t) sin 0

con

A(t) = a"(t)a(t) — V" (t)b(t).

La ecuacion (4.97) es la ecuacién de Lagrange del problema en las
coordenadas 6, 6.

El problema consiste en estudiar las propiedades de estabilidad del
equilibrio (0,0") = (0,0). Né6tese que cuando a = b tenemos un péndu-
lo de longitud variable. La ecuacién (4.97) puede escribirse como un

'La parametrizacién de E, es la siguiente: = a(t)sin6, y = —b(t) cos#.
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sistema hamiltoniano con hamiltoniano
2

0
H(t,0,0) = Sa(1,6) " + / o(t, 6)do.

La ecuacién variacional del sistema en (6,u) = (0,0) puede re-
escribirse como una ecuacion autoadjunta de segundo orden en . En
consecuencia, pude demostrarse una versién de la proposicién 7 de [50]
para este caso, es decir, la reduccion al caso R-eliptico aun es posible
cuando la ecuacion variacional es eliptica.

Desarrollando H hasta el cuarto orden, puede calcularse el 3-jet de
la aplicacién de Poincaré P. Resulta que todas las derivadas de orden
2 de P calculadas en el origen son nulas. En consecuencia el coeficiente
twist pasa a ser

B = S(AN).
Para estudiar la no nulidad de 3, seria recomendable obtener una re-
presentacion integral de la férmula anterior e investigar si un principio
del maximo seria vélido en este caso.

Seria ideal también obtener resultados para una curva pulsante ge-
neral con ciertas propiedades geométricas prefijadas.

3.2 El modelo de presa-depredador de Volterra esta dado por el
siguiente sistema diferencial

o =u(a(t) —b(t)v) u>0
{b :UEC((t))—dgt))u; viO (4.98)

donde a, b, ¢, d son funciones 1-periddicas tal que

1 1
bZO,dSO,/b>O,/d<O.
0 0

Se sabe que existe solucién 1-periédica < fol a>0, fol c>0.

El problema consiste en determinar condiciones sobre a, b, ¢ y d para
que una solucion periddica particular sea estable.

Como es usual se introduce el cambio de variable x = Inu, y = Inv
y el sistema se transforma en el siguiente sistema hamiltoniano

&= H,
{g: n (4.99)
con hamiltoniano H(¢,z,y) = a(t)y — c(t)z — b(t)e¥ + d(t)e”.

Sea ¢ = (¢1,p2) una solucién periédica de (4.99). Trasladando ¢
al origen (¢ = = — @1, p = y — p2), el sistema puede reescribirse del

siguiente modo
g = —be®?(e? — 1)
{ p = —der (et — 1), (4.100)
que también tiene estructura hamiltoniana. Entonces el problema se

reduce a estudiar las propiedades de estabilidad del equilibrio (g, p) =
(0,0) para este sistema hamiltoniano.
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Notese que si b o d nunca se anulan entonces la ecuacion variacio-
nal puede escribirse cono una ecuacién lineal autoadjunta de segundo
orden. En consecuencia, es posible hacer la reduccion al caso R-elipti-
co cuando la ecuacién variacional es eliptica. Todo parece indicar que
en este caso el término S(AN) tomard el signo negativo bajo ciertas
restricciones adicionales. Esta inversion del signo hace imposible que
exista un principio del maximo y entonces es necesario compensar con
los otros términos en la formula del coeficiente twist. Esto es un asunto
delicado.

4. Otra linea de trabajo que me gustaria desarrollar en el futuro, es
el problema de estabilidad de soluciones cuasi-periédicas para ecuacio-
nes Newtonianas que dependen cuasi-periédicamente del tiempo. Mas
concretamente, suponemos que los coeficientes a, b, c y el resto en la
ecuacién (3.72), son cuasi-periédicos en la variable ¢ con el mismo con-
junto basico de frecuencias y lo que se pretende es dar condiciones para
la estabilidad del equilibrio = 0. En este problema debe suponerse que
la ecuacion linealizada puede reducirse por un cambio cuasiperiodico
y simpléctico de variables (con las mismas frecuencias) a una ecuacién
de Hill con coeficientes constantes. Esta suposicion es necesaria para
poder definir la nocion de elipticidad. Entonces el programa a seguir
consiste en extender las técnicas desarrolladas en esta memoria al am-
biente cuasi-periddico. Para esto pueden ser muy tutiles los trabajos de
Sim¢6 y Jorba en [24, 25| y también algunas versiones cuasi-periddi-
cas del teorema twist como en [66]. Como modelo a tener en mente
es conveniente considerar un péndulo forzado por una fuerza externa p
cuasi-periodica. Entonces la idea es describir globalmente hasta donde
sea posible, el rango de valores de ||p ||« para los que existe al menos
una solucién cuasi-periodica estable.
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