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periódicas

en una ecuación de Newton
no autónoma

Memoria para optar al grado de Doctor en
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Introducción

Esta memoria estuvo concebida inicialmente como una continuación
natural de los trabajos del profesor Rafael Ortega en [50],[51] y [52].
A finales del invierno del 96 en mi primera visita a España, acordamos
trabajar en estos problemas y casi sin darme cuenta en pleno Diciem-
bre sosteńıa en mis manos un libro o debeŕıa decir el libro, que pońıa:
“Lectures on Celestial Mechanics”. ¡Que Dios me auxilie!, dije enton-
ces. En todo este tiempo he sido auxiliado bastante, sobre todo por el
profesor Ortega quien pacientemente me ha internado en los senderos
de la investigación en un área que ha conseguido enamorar mis sentidos
matemáticos: la estabilidad en sistemas hamiltonianos.

Esta memoria trata sobre el problema de estabilidad de Lyapunov
en ecuaciones diferenciales Newtonianas no autónomas, es decir, ecua-
ciones de la forma

ẍ =
∂V

∂x
(t, x), x ∈ R (0.1)

donde V es una función continua, infinitamente diferenciable en la va-
riable x y T -periódica en la variable independiente. De modo que el
contexto de nuestro trabajo se sitúa en los sistemas hamiltonianos pe-
riódicos con un grado de libertad también llamados sistemas con 1
grado y medio de libertad.

El problema de estabilidad estará siempre referido a un equilibrio
o a una solución T -periódica ϕ de (0.1). El estudio de la dinámica
alrededor de ϕ es con frecuencia abordado por medio de la transforma-
ción de Poincaré o transformación de peŕıodos P de la solución ϕ. Esta
transformación es un difeomorfismo local del plano que conserva el área
debido al carácter hamiltoniano de la ecuación y tiene como punto fijo
a la condición inicial (x0, y0) de ϕ. En particular la estabilidad de ϕ
es equivalente a la estabilidad de P en (x0, y0) como sistema dinámico
discreto.

Es un hecho conocido que los métodos clásicos de Lyapunov no
funcionan en este ámbito cuando la solución es estable, porque por un
lado los multiplicadores caracteŕısticos asociados a ϕ siempre están en
una zona neutral para la estabilidad, la circunferencia unidad, y por
otra parte, genéricamente la dinámica cerca de ϕ resulta tan compleja
que no puede soportar funciones de Lyapunov.

5
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El estudio de la estabilidad se ve entonces conducido por ciertas
técnicas que tienen en cuenta el efecto de los términos no lineales en la
estabilidad. A grosso modo podemos decir que este conglomerado de
técnicas forma parte de lo que hoy conocemos como Teoŕıa KAM. Dos
resultados fundamentales podemos citar aqúı:

i) La reducción a Forma Normal de Birkhoff (que simplifica los
términos no lineales de P ),

ii) El Teorema Twist de Moser que se aplica a la forma Normal de
P para conseguir curvas cerradas e invariantes rodeando todo entorno
del punto fijo y asegurando de este modo la estabilidad.

Esta memoria no habla sobre resultados teóricos nuevos en teoŕıa
KAM, sino más bien sobre resultados de estabilidad para la ecuación
(0.1) que muestran una manera no clásica de aplicar el Teorema Twist
de Moser. Y digo no clásica porque no presupone en modo alguno
que nuestras ecuaciones estén próximas a una ecuación autónoma1. Es
decir, los resultados de esta memoria permiten tratar con problemas
no locales.

En este trabajo combinaremos ciertos métodos globales de existen-
cia del Análisis No Lineal (métodos de Sub y Super soluciones) con
la teoŕıa KAM para conseguir soluciones periódicas estables, y en este
sentido puede decirse también que la metodoloǵıa es de tipo global.
Nuestro método sigue las ĺıneas de [50, 51, 52] donde el autor combi-
na también herramientas globales (como el grado topológico, teoremas
variacionales, principio del máximo, etc) con la teoŕıa KAM.

Resumiendo, el estudio de la estabilidad no lineal puede ser descrito
por el siguiente esquema:

Ecuación diferencial 7→ Difeomorfismo (P) 7→ Dinámica
El último paso de la cadena es la dinámica que requiere pasar por

el eslabón intermedio del difeomorfismo P . Este eslabón no es conocido
expĺıcitamente y existen dos caminos para llegar hasta él:

i) El método del pequeño parámetro (via jets). Nos permite conocer
aproximadamente a P a través de un desarrollo en el parámetro con
coeficientes calculados a partir de la ecuación autónoma (que se supone
conocida).

1Siendo más expĺıcito, la metodoloǵıa local es la siguiente:
Bajo la cobertura de un pequeño parámetro , es posible (bajo ciertas hipótesis)

continuar equilibrios en soluciones periódicas, partiendo de una ecuación autónoma
conocida. La estabilidad de estas últimas se decide entonces con la información de
la ecuación. autónoma. Lo crucial aqúı es que una vez que las hipótesis del teore-
ma de Moser se verifiquen para la ecuación autónoma (parámetro nulo) entonces
persistirán para valores pequeños del parámetro. Este procedimiento es conocido
como método del pequeño parámetro. Por ejemplo aśı estudiaron Arnold y Moser
(con hipótesis más finas) la estabilidad de ciertas soluciones periódicas distinguidas
en el problema restringido de 3-cuerpos.
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ii) Métodos globales (Análisis No Lineal: grado topológico, méto-
dos variacionales, sub y supersoluciones, ...etc). Estos métodos pro-
veen globalmente una solución periódica ϕ que nos permite conocer
P aproximadamente en términos de las ecuaciones variacionales de ϕ.
Más precisamente, la ecuación (0.1) puede escribirse (trasladando ϕ al
origen) como una ecuación del siguiente tipo

ẍ + a(t)x + b(t)x2 + c(t)x3 + · · · = 0 (0.2)

donde a, b, c, . . . son funciones continuas y T -periódicas dadas por las
derivadas de orden 1, 2, 3, . . . de la ecuación (0.1) en ϕ. Los jets de P
siempre pueden expresarse en términos de b, c, . . . y las soluciones de
la ecuación linealizada.

Finalmente para llegar al último eslabón de la cadena, se procede
a estudiar las condiciones del Teorema Twist que serán expresadas en
términos de a, b, c, . . . 2 Es este punto precisamente el que contiene la
mayor dificultad del trabajo. Para explicarlo mejor debo hablar primero
de las condiciones del Teorema Twist.

La Forma Normal de Birkhoff se aplica cuando la condición inicial
(x0, y0) de ϕ es un punto fijo eĺıptico sin resonancias fuertes, es decir,
los multiplicadores caracteŕısticos λ, λ satisfacen: |λ| = 1 y λk 6= 1
para k = 1, 2, 3, 4. En estas condiciones es posible reducir P = P (z)
por un cambio simpléctico de variables z = Ψ(ξ) a la forma siguiente
(Birkhoff):

N(ξ) = R[ω + β|ξ|2]ξ + O(|ξ|4), ξ → 0,

para cierto número real β, λ = eiθ y donde R[θ] denota la rotación de
ángulo θ.

El Teorema Twist de Moser establece que en las condiciones ante-
riores si β 6= 0 entonces ξ = 0 (y por lo tanto ϕ) es estable.

El coeficiente β se denomina coeficiente twist y depende del 3-jet
de P , es decir, depende de a, b y c.

Cuando aplicamos el primer procedimiento, β será una función re-
gular en el parámetro y puede calcularse expĺıcitamente hasta un orden
dado del parámetro (en términos de los jets de P ). Entonces se procede
a examinar las regiones del parámetro que hacen estas estimaciones de
β positivas o negativas.

El caso más simple ocurre cuando P ′(0) está en forma canónica, es
decir, es una rotación. En este caso podemos usar una fórmula calcu-
lable para β ([52, Proposiciones 2.4 y 4.4]) en términos de b, c y las
soluciones de la ecuación linealizada (el caso general puede reducirse a
éste por medio de algunas técnicas, véase la introducción al caṕıtulo
1). Entonces fijando adecuadamente los signos de b y c y controlando
el crecimiento de las soluciones de la ecuación lineal ẍ + a(t)x = 0, es

2En esta memoria sólo consideraremos la tercera aproximación.
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posible determinar el signo de β via el principio del máximo 3(véase
[50, 52]).

En muchos problemas interesantes los coeficientes b y c cambian
el signo y esta metodoloǵıa tiene serias limitaciones. En esta memoria
avanzamos en esta dirección elaborando un criterio de estabilidad para
el equilibrio de una ecuación de la forma (0.2) cuando los coeficientes
b y c cambian el signo (caṕıtulo 3). El criterio de estabilidad (al igual
que en [50, 52]) es realmente un conjunto finito de relaciones entre los
coeficientes de la forma

Φi(a, b, c) < 0,

donde los

Φi : C (T)3 → R,

son ciertos funcionales. Esto nos recuerda el criterio de estabilidad de
Lyapunov ([31, sección 2.6]) para una ecuación lineal de la forma

ẍ + Q(t)x = 0, (0.3)

donde Q es una función T -periódica y continua (o continua a trozos).
En este caso los funcionales son

Φ1(Q) = −mı́n
t

Q(t), Φ2(Q) = −4 + T

∫ T

0

Q(t)dt.

La filosof́ıa de Lyapunov era obtener un criterio general que pudiera
aplicarse sin tener un conocimiento muy preciso de Q. En contraste
a esta situación tenemos el análisis local de ecuaciones de Hill que
precisa de un pequeño parámetro, como en la ecuación de Mathieu,
que puede verse como una pequeña pertubación de un oscilador lineal
con frecuencia ω,

ẍ + ω2(1 + ε cos t)x = 0, ε ¿ 1. (0.4)

Una cuestión clásica es la determinación de regiones de estabilidad en
los parámetros (ω, ε). El estudio se reduce a un cálculo del discriminante
cuando ε = 0. Resultados globales en este contexto son dados en [12].

Encontramos aqúı un paralelismo entre estas dos últimas técnicas
para la estabilidad lineal y las dos metodoloǵıas descritas anteriormente
para la estabilidad no lineal. ¡En realidad las últimas son descendientes
directas de las primeras!.

Mientras que en la ecuación de Mathieu (y en general en familias de
ecuaciones lineales con un número finito de parámetros) se puede ser
muy fino con las estimaciones, no ocurre aśı cuando se aplica el criterio
de Lyapunov a situaciones concretas; sin embargo este último tiene la
ventaja de la generalidad. De hecho citando a Magnus y Winkler [31,
sección 2.6]:

3Vemos en este punto el uso de otra herramienta global.



INTRODUCCIÓN 9

“Liapunoff’s theorem is the earliest example of a type of result whi-
ch guarantees stability of the solutions of Hill’s equation without invol-
ving data which can be derived only by actually solving the equation
”.

En esta memoria se pretende dar criterios de estabilidad para las
ecuaciones diferenciales no lineales (0.2) siguiendo el marco filosófico
de Lyapunov. Esto nos lega más generalidad aunque va a pasar algo
similar al caso lineal: la otra metodoloǵıa generalmente resulta más fina
para las estimaciones en un problema espećıfico 4.

Otro aspecto importante de este marco filosófico es la cuestión de la
optimalidad de los criterios. Esto significa qua las desigualdades en los
funcionales que definen el criterio son las mejores posibles, es decir, son
óptimas. Por ejemplo el criterio de Lyapunov es óptimo, en el sentido
de que para cualquier ε > 0 existe una función Q0 continua a trozos,
positiva y T -periódica satisfaciendo

T

∫ T

0

Q0(t)dt− 4 < ε,

y tal que x ≡ 0 es inestable para ẍ + Q0(t)x = 0 ([28]).
En [63] se definen los L-criterios o criterios óptimos para sistemas

lineales periódicos. Una cuestión natural es si los criterios de estabili-
dad para la ecuación (0.2) dados en esta memoria son L-criterios. La
obtención de L-criterios en el caso no lineal es un asunto tremendamen-
te dif́ıcil. De hecho nuestros criterios están lejos de ser óptimos como
se discutirá en el caṕıtulo 3 de esta memoria. Lo ideal (aunque muy
lejano todav́ıa) seŕıa conseguir un criterio de estabilidad óptimo para
la clase de ecuaciones (0.2), tanto cuando los signos de b y c son fijos
como cuando son variables. ¡Resultados de este tipo seŕıan excelentes!.

Una vez aclarados la mayoŕıa de los fundamentos y la naturale-
za de nuestra metodoloǵıa, es el momento propicio para describir los
resultados fundamentales de esta memoria.

El segundo caṕıtulo lo he colocado alĺı por razones cronológicas. Al
inicio de nuestra investigación comenzamos a considerar las posibles
extensiones de los resultados en [52, 50] que son de tipo eĺıptico. Al
poco tiempo por motivos que no merece la pena explicar ahora, dejamos
aparcado este asunto y preferimos abordar entonces un caso parabólico
que quedó pendiente en [51]. En este art́ıculo el autor considera una
ecuación de Hill no lineal y periódica de la forma

ẍ + a(t)x + c(t)x2n+1 + · · · = 0, (0.5)

donde c no cambia de signo y no es idénticamente nula. Esta ecuación
admite el equilibrio x ≡ 0. El criterio de estabilidad en [51] es el

4En un problema concreto con parámetro se conoce la ecuación autónoma de
modo que se puede ser tan preciso como se quiera en el desarrollo de los jets que
involucran los coeficientes twist.
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siguiente:

ÿ + a(t)y = 0 estable =⇒ x ≡ 0 estable.

Este resultado tiene consecuencias inmediatas para la estabilidad
del equilibrio en dos problemas importantes:

(i) El péndulo de longitud variable.
(ii) El problema de Sitnikov (un problema super-restringido de 3

cuerpos que modela el movimiento de un asteroide en presencia
de estrellas dobles).

Surge naturalmente la siguiente pregunta, ¿Es posible que el equi-
librio x ≡ 0 de (0.5) sea estable siendo ÿ + a(t)y = 0 inestable?. La
respuesta es afirmativa y un ejemplo de esta situación fue dado por B.
Liu [29] cuando a ≡ 0. B. Liu establece que el equilibrio es estable si∫ T

0
c > 0 e inestable si

∫ T

0
c < 0.

Nos propusimos entonces estudiar el caso general cuando a no era
idénticamente nula.

Cuando x ≡ 0 es estable y la ecuación linealizada es inestable,
la única posibilidad para los multiplicadores caracteŕısticos λ1, λ2 es
λ1 = λ2 = ±1 con la matriz de monodromı́a de la ecuación lineal
conjugada a la matriz ( ±1 1

0 ±1

)
.

Este caso es llamado caso parabólico no-semisimple o simplemente
caso parabólico inestable (p.i).

Echando mano de un resultado de C. Simó [61] sobre puntos fijos
p.i pudimos establecer y demostrar el resultado central del caṕıtulo
(Teorema 2.19). Este teorema es establecido a través de dos números
σ, ν que son asociados a la ecuación lineal y que son invariantes sim-
plécticos. Se supone que x ≡ 0 es p.i. y que el coeficiente c no cambia
el signo. El resultado es el siguiente:

x ≡ 0 es estable ⇔ σν sign c ≥ 0.

Este resultado establece que la linealización decide la estabilidad
pero con una información más fina que la mera forma canónica de
Jordan, es decir, con una información simpléctica.

Este teorema cierra definitivamente el problema de estabilidad del
equilibrio en el péndulo de longitud variable y en el problema de Sit-
nikov (Corolarios 2.20 y 2.21). De hecho conseguimos caracterizar la
estabilidad del equilibrio x ≡ 0 de estos dos problemas juntando el teo-
rema 2.19 con el teorema principal de [51]. Los resultados son también
no locales puesto que sólo se exigen condiciones sobre el signo de c y
no sobre su tamaño.

Cabe destacar algunos procedimientos esenciales del caṕıtulo 2.
En primer lugar la forma normal que empleamos cerca de un punto

fijo p.i. de una transformación F no es la forma normal de Simó [61].
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Alternativamente incluimos a F en un flujo hamiltoniano de un cierto
hamiltoniano H periódico y proponemos una reducción de H a forma
normal, es decir, reducimos a una parte autónoma H0 más un resto
no autónomo. El hamiltoniano H0 es más simple que el hamiltoniano
interpolante (autónomo) empleado por Simó en [61] lo que proporciona
una geometŕıa más simple y conveniente para preparar la aplicación del
Teorema Twist de Moser5.

El criterio de estabilidad queda expresado en términos del coeficien-
te no lineal α de la forma normal H0. El coeficiente α puede calcularse
a partir del primer jet no nulo de F (véase (2.39)) y es invariante frente
a ciertos cambios de coordenadas simplécticos.

El criterio de estabilidad obtenido es equivalente al de Simó [61] con
la diferencia que este último sólo trata el caso anaĺıtico. Finalmente
el criterio es empleado (junto con sus corolarios) para demostrar el
resultado central del caṕıtulo 2 (Teorema 2.19).

En realidad si sólo se está interesado en resultados para la ecuación
(0.5), el proceso de reducción anterior puede aplicarse directamente
al hamiltoniano de esta ecuación e implementar aśı una demostración
directa del Teorema 2.19 que es independiente del resultado en [61].
Sin embargo no he procedido de este modo porque quiero enfatizar
las conexiones entre la estabilidad de los equilibrios y los puntos fijos,
además de dar el justo valor que el resultado fundamental [61] tiene en
la teoŕıa.

A propósito, cuando me encontraba estudiando [61] me percaté que
los cálculos y estimaciones eran bastante largos, de hecho nunca llegué a
terminarlos, debo confesarlo. Entonces nos planteamos que tal vez seŕıa
mejor buscar una forma normal geométricamente (aunque no algebrai-
camente) más sencilla. Un curso dictado por el profesor Ortega en El
Escorial en el verano del 97, me dió la idea. En este curso se expońıan
algunas aplicaciones del teorema twist a perturbaciones de ecuaciones
de Duffing, resultando muy cómodas las estimaciones porque se trataba
de flujos. Entonces me dije ¿por qué no incluir a F en un flujo hamil-
toniano y reducir el hamiltoniano interpolante de F a una ecuación
de Duffing perturbada?6. Efectivamente esto hicimos y por medio de
una versión apropiada del teorema de diferenciabilidad de parámetros
!las estimaciones salieron casi gratuitas!. No interpreto esto como un
triunfo, sino más bien como ¡un ardid desesperado para salir del agu-
jero!. Bueno, finalmente saĺı de el. Luego miraba las demostraciones
y me parećıan muy elegantes.....bueno......¡sólo vana autocompensación
psicológica!.

5Sin embargo a nivel de las transformaciones, la forma normal de Simó es
algebraicamente más simple que la nuestra y estuvo inspirada por ciertos esquemas
finitos en diferencias.

6Estas ideas también se vieron reforzadas por [10]
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De todos modos el método me permitió también extender los resul-
tados a ciertas ecuaciones reversibles en la ĺınea de [30], aunque esto
no será tratado aqúı.

Para concluir esta introducción quisiera también comentar mis ex-
periencias con respecto al último caṕıtulo de la memoria.

Comenzamos a estudiar los casos eĺıpticos partiendo de un ejem-
plo módelico: la ecuación del péndulo forzado periódicamente por una
fuerza externa T -periódica p de valor medio cero

ẍ + a sin x = p(t).

Esta ecuación ha sido muy importante en la evolución del Análisis No
Lineal. En este modelo por diferentes métodos se deduce la existencia
de una solución T -periódica ϕ. Cuando p es una función impar sospe-
chábamos que algunos términos del coeficiente twist de ϕ se anulaban,
pero esta suposición era falsa. Descartamos la hipótesis de imparidad
y nos dispusimos a buscar el método más adecuado de existencia que
nos permitiera estudiar la no nulidad del coeficiente twist.

Por otra parte, como el coeficiente b de la ecuación (0.2) asociada a
ϕ cambia el signo, este problema nos llevaba naturalmente a considerar
extensiones de los resultados en [50, 52]. El proceso investigativo se
cristalizó en los teoremas 3.22 y 3.23.

Decidimos emplear el método de Sub y Super Soluciones para pro-
blemas periódicos de segundo orden. La versión más clásica de este
método conduce t́ıpicamente a soluciones periódicas inestables [16], sin
embargo el método de sub y super soluciones con orden invertido, es
decir, cuando la sub-solución está por encima de la super solución, nos
permite en muchos casos “pillar” la solución estable. Esto nos llevó a
elaborar un resultado más general que conecta el método de sub y su-
per soluciones con orden inverso y la estabilidad (Teorema 3.24). Este
resultado es una consecuencia de nuestro primer teorema de estabili-
dad para la ecuación (0.2) (Teorema 3.22). Aplicando este resultado
al péndulo forzado encontramos un intervalo preciso en el parámetro a
para la estabilidad.

Clásicamente la ecuación del péndulo forzado se estudia con un pe-
queño parámetro δ multiplicando a p, de modo que δ = 0 corresponde
a un péndulo libre. Entonces para valores pequeños de δ el equilibrio
x ≡ 0 del péndulo libre se continúa en una oscilación periódica pequeña
que con el auxilio del Teorema de Moser puede probarse que es esta-
ble. Los argumentos de este caṕıtulo pueden emplearse también para
precisar un intervalo de estabilidad de δ que dependerá obviamente de
a.

El profesor Pedro Torres se interesó por estos resultados y me sugi-
rió la posibilidad de aplicarlos para estudiar la estabilidad en un modelo



INTRODUCCIÓN 13

de satélites artificiales moviéndose en una órbita circular polar terres-
tre [65]. Este modelo es periódico, tiene un parámetro α y presenta
algunas simetŕıas de tipo impar.

En [65] los autores por métodos monótonos obtienen la existencia
de soluciones periódicas impares eĺıpticas para α ≤ 1

2
. Nuestra aporta-

ción es que estas soluciones son realmente estables si α ≤ 1
18

. ([47])
El problema de existencia en este modelo puede ser tratado como

un problema de Dirichlet en medio peŕıodo. Entonces usamos aqúı el
clásico método de sub y super soluciones para un problema de Dirichlet
para encontrar soluciones periódicas impares. Análogamente al teorema
3.25 encontramos un resultado más general que conecta el método de
“sub y super soluciones Dirichlet” con la estabilidad (Teorema 3.26).

Estas ideas permiten tratar también con modelos más generales que
incorporan el parámetro de excentricidad (las órbitas no son circulares),
como por ejemplo el estudiado en [55, 33]. La ecuación diferencial
en [55] no es del tipo (0.1) pero puede reducirse a esta forma por
un cambio adecuado en la variable independiente. Estas cuestiones no
serán tratadas en esta memoria.

Esta memoria está organizada de la siguiente manera:
En el caṕıtulo 1 exponemos las herramientas KAM que serán em-

pleadas en el resto de la memoria con el objeto de situar al lector en el
contexto y dificultades básicas de los problemas que serán estudiados.
Básicamente aqúı reúno algunas observaciones y ejemplos claves que he
ido guardando en mi experiencia personal durante esta investigación y
que aunque sencillas serán muy útiles para abordar la lectura de la
memoria.

En el caṕıtulo 2 estudiamos los problemas parabólicos ya descritos.
En el tercer caṕıtulo se estudiarán los problemas eĺıpticos. Las de-

mostraciones de los resultados ejes, teoremas 3.22 y 3.23, se posponen
para el final del caṕıtulo.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 esbozamos algunas ĺıneas de trabajo
que han surgido como continuación de los resultados de esta memoria.

Inicio cada caṕıtulo con una introducción y siempre emplearemos
el śımbolo “ ”para indicar el final de una demostración.

No quiero dejar esta introducción sin expresar mi más profundo
agradecimiento al profesor Ortega por ser un gúıa, un consejero y un
amigo en estos años de mi estancia en este páıs. Su influencia ha sido
decisiva para dejar el t́ımido gateo y comenzar a caminar con pasos
modestos pero seguros en el apasionante mundo de la investigación.
Esta memoria representa el fruto de este aprendizaje y la he escrito
con mucho placer.

Confieso que mucho ha cambiado en mı́ desde que llegué, sobre
todo porque me he habituado a pensar sobre ejemplos, a guiarme por
modelos mecánicos, a no divagar tanto en cuestiones formales, en fin
creo que soy ahora menos Bourbakista que antes.
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También quiero agradecer al profesor Pedro Torres por llamar mi
atención sobre los modelos de satélites, por sus sugerencias y por ani-
marse a escribir un trabajo con este servidor.



CAṔıTULO 1

Preliminares

1.1. Introduccción

Después de mucho cavilar, he decidido al fin incluir este caṕıtulo
de preliminares. A decir verdad, para el lector especializado la omisión
de este caṕıtulo no supondŕıa ningún problema a la hora de abordar la
lectura de este trabajo. Sin embargo lejos de cualquier pretensión de
elaborar una memoria autocontenida, he decidido incluirlo por dos ra-
zones. En primer lugar, porque se exponen muy sucintamente algunos
resultados fundamentales de la teoŕıa K.A.M. discreta que serán usa-
dos indefectiblemente en el resto de la memoria, creando un eje teórico
necesario para apreciar las dificultades básicas de los problemas que
serán objeto de estudio. En segundo lugar, deseaŕıa que para el lector
interesado y sin ninguna experiencia en el área, el presente caṕıtulo
proporcione un primer contacto de motivación con las técnicas de in-
vestigación de la misma.

Puede decirse que la Mecánica del siglo XX arranca con los trabajos
de Poincaré. Su interés por el muy dif́ıcil problema de n cuerpos y
especialmente por el problema restringido de tres cuerpos, le condujo a
formular hermosos resultados de profunda naturaleza topológica y de
no pocas repercusiones en Mecánica Celeste. La original idea de hacer
secciones transversales al flujo en una variedad de nivel de enerǵıa, le
llevó a considerar el estudio de la dinámica de homeomorfismos entre
abiertos del plano que conservaban el área. Posteriormente Birkhoff
puso rigor al trabajo de Poincaré y estudió en abstracto la dinámica
de estas transformaciones. Las tres secciones siguientes recogen una
pequeña parte de éstas y otras contribuciones que serán nuestras he-
rramientas fundamentales.

El caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. En la sección
1.2 se exponen algunas nociones fundamentales sobre la estabilidad
de puntos fijos de transformaciones en el plano que conservan el área.
Se introduce también la notación compleja, muy útil en el contexto
simpléctico y se define el espacio de gérmenes de transformaciones sim-
plécticas que será usado repetidamente en el resto de la memoria. Tres
ejemplos paradigmáticos son introducidos: el grupo lineal simpléctico
y la tradicional clasificación dentro de éste; las transformaciones twist
con 1 o más coeficientes y finalmente las transformaciones de Poin-
caré de sistemas Hamiltonianos periódicos planos, que constituyen el

15
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mecanismo de ida y vuelta entre la dinámica continua y la dinámica
abstracta de transformaciones. Concretamente se establece la técnica
de interpolación local hamiltoniana que será usada en el caṕıtulo 2
de esta memoria. Al final de esta sección se discuten las dificultades
básicas que surgen al aplicar los métodos clásicos de Lyapunov para el
estudio de la estabilidad en el ambiente simpléctico.

En la sección 1.3 se estudia la forma normal de Birkhoff cerca de
un punto fijo eĺıptico y se establece el celebrado teorema de estabili-
dad de los puntos fijos eĺıpticos de tipo general. También se establece
en esta sección una fórmula calculable del primer coeficiente de Birk-
hoff (coeficiente twist) en términos del 3-jet de la transformación. Esta
fórmula será sumamente útil en el caṕıtulo 3 de esta memoria para
conseguir criterios de estabilidad en ecuaciones de Newton no autóno-
mas. Seguidamente se describen algunos resultados de estabilidad para
puntos fijos parabólicos debidos a C. Simó, D. Ahoronov y U. Elias
y las relaciones entre los mismos. Personalmente considero que estos
resultados son un punto de partida obligado para el estudio de los pro-
blemas resonantes y degenerados en sistemas hamiltonianos con grado
y medio y 2 grados de libertad, aśı que he créıdo pertinente comentarlos
aqúı (el teorema de estabilidad de Simó para puntos fijos parabólicos
no semi-simples será reobtenido de modo independiente y aplicado a
una ecuación de Hill no lineal en el caṕıtulo 2 de esta memoria).

La sección 1.4 está dedicada a establecer la versión precisa del céle-
bre Teorema de la Curva Invariante de Moser o Teorema del Pequeño
Twist que emplearemos en el resto de la memoria. Las difeomorfismos
sobre anillos del cilindro aparecen aqúı de modo natural cuando nos
aproximamos al problema de estabilidad de un punto fijo eĺıptico de
tipo general. Acompañamos también este resultado con una versión del
teorema de diferenciabilidad respecto de parámetros (Proposición 1.8)
que permite a menudo una aplicación bastante ágil del Teorema del
Pequeño Twist tanto en problemas de estabilidad como en problemas
de acotación de soluciones. Concretamente esta versión se empleará en
la demostración del Teorema 2.15.

Finalmente la sección 1.5 introduce al lector en el problema de la es-
tabilidad de soluciones periódicas eĺıpticas en una ecuación de Newton
no autónoma, vislumbrando algunas estrategias básicas de la metodo-
loǵıa que se empleará en el caṕıtulo 3 de esta memoria. Se aprove-
cha aqúı la ocasión para introducir una de las nociones claves de este
trabajo: las soluciones periódicas de tipo twist que son el análogo de
los puntos fijos eĺıpticos de tipo general. En esta sección se describe
también el clásico método del pequeño parámetro, enfatizando que los
resultados de esta memoria no suponen de ningún modo “estar cerca”
de una ecuación autónoma.

Aunque no soy amigo de los prolegómenos en trabajos de investi-
gación, espero sinceramente que la inclusión de un caṕıtulo como éste,
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ayude al lector interesado y no especializado ante la paciente tarea de
leer una memoria no exenta de veredas referenciales, y al lector espe-
cializado a una lectura más cómoda y conveniente.

1.2. Transformaciones que conservan el área

Sea X un espacio topológico y Ω, Ω1 subconjuntos abiertos de X.
Considérese un homeomorfismo F : Ω → Ω1 con un punto fijo p ∈
Ω ∩ Ω1.

Diremos que p es estable en el futuro en el sentido de Lyapunov
si dado un entorno V de p, existe otro entorno U de p tal que las
imágenes sucesivas F n(U) están bien definidas ∀n ∈ Z+ e incluidas
en V . La noción de estable en el pasado se define de modo análogo
substituyendo Z+ por Z−. El punto fijo p se dirá estable si es a la vez
estable en el futuro y en el pasado. En esta memoria un punto fijo que
no es estable será llamado inestable.

Dado un subconjunto A de Ω diremos que es positivamente inva-
riante para F si F (A) ⊆ A. Un subconjunto A de Ω1 se dirá ne-
gativamente invariante si es positivamente invariante para F−1. Un
subconjunto A de Ω ∩ Ω1 se dirá invariante si es positiva y negativa-
mente invariante, es decir si F (A) = A. Es posible verificar que el tipo
de estabilidad del punto fijo p está caracterizada en cada caso por la
existencia de un sistema de entornos de p que son positivamente in-
variantes, negativamente invariantes o invariantes respectivamente. De
esta suerte resulta claro que el concepto de estabilidad introducido es
un invariante topológico, es decir que si h : X → Y es un homeomor-
fismo sobre otro espacio topológico Y , entonces p es estable para F si
y sólo si q = h(p) es estable para h ◦ F ◦ h−1 : h(Ω) → h(Ω1).

En esta memoria sólo nos limitaremos a estudiar el problema de
la estabilidad en el plano; aśı que supondremos de ahora en adelante
que X = R2. En este caso cada elemento de la base de entornos in-
variantes puede tomarse simplemente conexo mediante el proceso de
rellenar agujeros (véase [60, sec. 25]). Para ser precisos, a cada entorno

invariante U le asociamos el conjunto Û obtenido al añadir a U las re-
giones interiores Ri(Γ) de todas las curvas de Jordan Γ contenidas en

U . El conjunto Û resulta un entorno invariante de p en virtud de que
los homeomorfismos respetan los interiores de las curvas de Jordan i.e.

Ri(F (Γ)) = F (Ri(Γ)). No es dif́ıcil ver que Û es simplemente conexo
(véase por ejemplo [53] para una demostración de esto).

En conclusión, la estabilidad de un punto fijo p de una transforma-
ción del plano, es equivalente a la existencia de un sistema de entornos
abiertos en p invariantes y simplemente conexos.

Nótese que la frontera de cada uno de estos entornos es también
un conjunto invariante. Birkhoff llamaba “curva” a la frontera de un
dominio simplemente conexo y en este sentido dećıa que un punto fijo
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estable esta rodeado por “curvas” invariantes. La frontera de un do-
minio simplemente conexo puede ser muy complicada (véase la teoŕıa
de Caratheodory de los puntos frontera de un dominio [35, 58]) y sólo
será una curva de Jordan si los puntos frontera son simples (véase [58,
cap. 14] para definiciones y resultados). Un resultado de Birkhoff es-
tablece que bajo algunas condiciones geométricas que son naturales en
Mecánica, estos conjuntos son efectivamente curvas de Jordan ([40,
sección E, cap. X]). Sin embargo, existen ejemplos excepcionales como
en [21], donde se muestra un difeomorfismo del plano que conserva el
área y que tiene un sistema de entornos abiertos simplemente conexos
e invariantes con frontera un pseudoćırculo.

En la práctica, para probar que p es estable, será suficiente mostrar
que todo entorno de p contiene una curva de Jordan Γ que verifica:

(i) p ∈ Ri(Γ),
(ii) F (Γ) = Γ.

Como la estabilidad es invariante por conjugaciones y en parti-
cular por traslaciones, supondremos de ahora en adelante que p = 0.
También resulta más conveniente representar F (ξ), ξ = (x, y) en las
variables complejas z, z identificando

ξ ↔ z = x + iy, F (ξ) ↔ F (z, z).

Cuando F es regular, esto proporciona una expresión más sintética
para los desarrollos de Taylor alrededor del punto fijo z = 0 mediante
las derivaciones formales

Fz =
1

2
(Fx − iFy), Fz =

1

2
(Fx + iFy). (1.6)

Las derivaciones de orden superior ∂i+j

∂zi∂zj F se definen recursivamen-
te aplicando (1.6). Si F es de clase Cn, entonces F posee el siguiente
desarrollo en notación compleja

F (z, z) =
∑

m=1,...,n

∑
i=0,...,m

amiz
m−izi + O(|z|n+1), z → 0

donde

ami =
1

i!(m− i)!

∂mF

∂zm−i∂zi (0).

El polinomio de arriba coincide con el desarrollo n-ésimo de Taylor de
F alrededor de z = 0.

El teorema de Liouville nos dice que los homeomorfismos del flujo
de un sistema hamiltoniano deben conservar la medida de Lebesgue.
En el caso de sistemas con 1 grado y medio de libertad (i.e. periódicos
con 1 grado de libertad) esto significa simplemente que los homeomor-
fismos del flujo conservan el área y la orientación. Birkhoff estudió sis-
temáticamente la dinámica de estas transformaciones y especialmente
el problema de la estabilidad de un punto fijo ([11]).
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Diremos que F conserva el área si preserva la orientación de R2 y
para todo subconjunto medible A de Ω se tiene que F (A) es medible y
ν(F (A)) = ν(A). Aqúı ν denota la medida de Lebesgue en R2. Cuando
F es diferenciable esta definición es equivalente a la condición

det F ′(z) = 1, ∀z ∈ Ω.

Para una transformación que conserva el área, todas las definiciones
de estabilidad dadas al principio de esta sección son equivalentes. Esta
afirmación es una clara consecuencia del siguiente resultado aplicado a
F y F−1:

Si G es un homeomorfismo que preserva área y U es un abierto de
medida finita tal que G(U) ⊆ U entonces G(intU) = intU .

Para probar este resultado será suficiente demostrar que G(U) = U ,
en virtud de que G es un homeomorfismo y conmuta con el operador
int. Nótese primero que G(U) ⊆ U pues G es un homeomorfismo. Si
fuera U \ G(U) 6= ∅ entonces ν(U \ G(U)) > 0 por ser un conjunto
abierto. De la aditividad de la medida se tiene que

ν(G(U)) = ν(U) = ν(U \G(U)) + ν(G(U)),

lo que nos conduce a una contradicción. Luego U ⊆ G(U) y esto finaliza
la prueba de la afirmación.

El estudio de la estabilidad sólo involucra el comportamiento de F
en un entorno de z = 0. De este modo para cada m = 1, 2, · · · ,∞, ω,
introducimos la clase Am de los gérmenes en cero de transformaciones

F : U ⊆ R2 → R2, z 7→ F (z, z)

definidas en algún entorno abierto U de 0 ∈ R2 (el conjunto U depende
de F ) y tal que

(i) F (0) = 0
(ii) F ∈ Cm(U,R2)
(iii) |Fz|2 − |Fz|2 = 1 en todos los puntos de U.

La condición (iii) expresa la propiedad de conservar el área escri-
ta en notación compleja. A la aplicaciones en Am se les suele llamar
canónicas o simplécticas porque conservan la forma simpléctica natural
de R2, a saber, la forma dx ∧ dy.

Ejemplo 1.1. El grupo Simpléctico Sp(R2).
Las aplicaciones lineales simplécticas

Sp(R2) = {A ∈ Gl(R2) : det A = 1}
constituyen la clase más simple de transformaciones en Am. Este con-
junto puede identificarse con las polinomios de primer grado

F (z, z) = az + bz : |a|2 − |b|2 = 1;

y puede demostrarse fácilmente que Sp(R2) es una variedad diferencia-
ble 3-dimensional que con el producto habitual pasa a ser un grupo de
Lie.
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Como ejemplo tómese la rotación de ángulo θ en sentido contrario a
las agujas del reloj, Rλ(z) = λz con λ = exp iθ. Observe que Rλ ∈ Aω

y es estable en z = 0 puesto que las circunferencias |z| = constante
son curvas cerradas e invariantes de la aplicación.

¿Qué podemos decir de la estabilidad de una A general en el grupo
simpléctico?. Como los autovalores λ1, λ2 de A satisfacen λ1λ2 = 1,
sólo se pueden presentar tres casos:

• A es hiperbólica: λi ∈ R, |λ1| < 1 < |λ2|
• A es parabólica : λ1 = λ2 = ±1
• A es elipt́ıca : |λi| = 1, λi 6= ±1, λ1 = λ2.
La matriz A es conjugada por un cambio lineal de variables a su

forma canónica de Jordan N . En el caso hiperbólico, N es la matriz
diagonal diag(λ1, λ2), que es evidentemente inestable. Por otra parte
en el caso parabólico pueden darse dos posibilidades:
i) N = ±I que es estable ó

ii) N =

( ±1 1
0 ±1

)
que es inestable.

Finalmente en el caso eĺıptico puede tomarse indistintamente N =
Rλ ó Rλ; sin embargo A será conjugada en el grupo simpléctico a
sólo una de estas dos rotaciones. En efecto, la identidad B−1RλB =
Rλ implica que det B < 0. En consecuencia, toda aplicación eĺıptica
en Sp(R2) es estable y su conjunto de curvas cerradas e invariantes
está formado por elipses concéntricas que folian el plano y tienen la
misma frecuencia de rotación bajo A. Esta relación constante entre
la amplitud y la frecuencia es un hecho caracteŕıstico del caso lineal.
El siguiente ejemplo nos muestra la situación t́ıpica de una relación
biuńıvoca amplitud-frecuencia.

Ejemplo 1.2. Una aplicación Twist.
Dados ω, β números reales con β 6= 0, definimos Tω,β por la fórmula

Tω,β(z, z) = exp[i(ω + β|z|2)]z, z ∈ C (1.7)

Un cálculo sencillo muestra que |∂zTω,β|2 − |∂zTω,β|2 = 1, luego
Tω,β ∈ Aω.

La transformación Tω,β es un ejemplo de las llamadas transforma-
ciones twist. Es evidente que las circunferencias Cr : 1

2
|z|2 = r son

curvas invariantes de la aplicación twist, por lo que z = 0 es un punto
fijo estable de Tω,β. Por otra parte, la restricción de Tω,β sobre cada
circunferencia Cr es la rotación de ángulo α(r) = ω + 2βr. Nótese que
el ángulo de rotación α es una función estrictamente monótona de la
amplitud r puesto que β 6= 0. Por ejemplo, si β > 0 entonces las cir-
cunferencias van rotando en sentido antihorario con mayor rapidez a
medida que nos alejamos del origen. En virtud de la variación de α con
r, es inmediato comprobar la existencia de puntos periódicos de peŕıodo
arbitrario para Tω,β. Esto ocurre cuando α pasa por valores racionales.
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Si α pasa por valores irracionales, encontramos una dinámica de tipo
irracional sobre la circunferencia invariante correspondiente, es decir,
las órbitas llenan densamente la circunferencia invariante.

Sea H(z, z) = 1
2
ω|z|2 + 1

4
β|z|4 y consideremos el sistema Hamilto-

niano asociado, que en forma compleja puede escribirse como

ż = 2iHz(z, z). (1.8)

Es inmediato verificar directamente que

φ(t, z, z) = exp[it(ω + β|z|2)]z
es la solución general de (1.8). Entonces Tω,β se realiza como la aplica-
ción a tiempo t = 1 del flujo del sistema Hamiltoniano (1.8).

Se obtienen comportamientos similares sustituyendo en la definición
(1.7) el argumento ω + β|z|2 por α(|z|2), donde α = α(r), r ≥ 0 es una
función estrictamente monótona en un entorno de r = 0. Por ejemplo,
tomando α(r) = ω +

∑q
i=1 βir

i con q ∈ N y βi ∈ R no todos nulos1,
obtenemos la siguiente transformación twist que incluye a (1.7):

Tω,β1,...,βq(z, z) = exp i(ω +

q∑
i=1

βi|z|2i)z, z ∈ C (1.9)

Como antes, esta transformación es estable en z = 0, de hecho
esta transformación es un prototipo de las transformaciones estables
como veremos más adelante. Lo que se pretende es reducir por cambios
canónicos de variables una transformación simpléctica a la forma (1.9)
o al menos a una perturbación de esta en un entorno del origen (véase
la próxima sección).

Ejemplo 1.3. Aplicaciones de Poincaré.
Los sistema Hamiltonianos son el ambiente natural donde surgen las

aplicaciones que conservan área. Sea H ∈ C0,∞(R/TZ×Ω), donde Ω es
un abierto del plano que contiene al origen. Esta notación significa que
H es una función a valores reales, continua y T -periódica en la primera
variable e infinitamente diferenciable en las restantes. Considérese el
sistema Hamiltoniano de ecuaciones

ż = J∇zH(t, z), (1.10)

donde

J =

(
0 1
−1 0

)
.

Supóngase que z ≡ 0 es una posición de equilibrio del sistema (1.10).
Denotemos por φ = φ(t, z) a la solución general de (1.10). Por el teore-
ma de dependencia continua respecto de condiciones iniciales, se sabe
que la aplicación z 7→ φt(z) = φ(t, z) está bien definida en un entor-
no del origen, para cada 0 < t ≤ T . La transformación P = φT es

1Esta función es monótona en un entorno de r = 0.
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llamada la aplicación de periodos o aplicación de Poincaré asociada a
(1.10). Como z ≡ 0 es un equilibrio entonces P (0) = 0. El teorema de
Liouville nos dice que P ∈ A∞ y la estabilidad del punto fijo z = 0 es
equivalente a la estabilidad del equilibrio de (1.10).

Rećıprocamente, dada F ∈ A∞, es posible encontrar un Hamilto-
niano T -periódico H tal que F = φT . Este es el conocido problema
local de interpolación Hamiltoniana. Este problema es equivalente a la
existencia de una isotoṕıa de transformaciones en A∞ conectando F
con la transformación identidad I (veáse [40, cap. V]). El hamiltoniano
H es llamado el hamiltoniano interpolante de F .

Lo anterior muestra una equivalencia local entre la dinámica de
flujos Hamiltonianos y la dinámica discreta de transformaciones que
conservan el área, lo cual permite tratar un problema desde el punto de
vista que resulte más conveniente. El salto a un lenguaje de flujos para
tratar un problema discreto, permite en algunos casos ahorrar muchos
cálculos y estimaciones. Por ejemplo, en el caṕıtulo 3 utilizaremos el
lenguaje de los flujos para demostrar un teorema de C. Simó sobre
puntos fijos parabólicos ([62]).

Para finalizar esta sección, expondremos las dificultades que sur-
gen al aplicar los resultados clásicos de Lyapunov, en el estudio de la
estabilidad de puntos fijos de transformaciónes que conservan el área.

Dada F ∈ Am se tiene que F ′(0) ∈ Sp(R2) y por lo visto en el
ejemplo 1.1, el radio espectral de F ′(0) es igual a 1 en los casos eĺıptico
y parabólico y mayor que 1 en el caso hiperbólico . Del primer método
de Lyapunov se infiere que z = 0 es inestable si F ′(0) es hiperbólica,
mientras que en los casos eĺıptico y parabólico el primer método de
Lyapunov no decide la estabilidad. En conclusión, el problema de la
estabilidad de un punto fijo eĺıptico o parabólico tiene carácter no lineal
y es necesario tener en cuenta el efecto de los términos no lineales.

Sea F : Ω → Ω1 un homeomorfismo con F (0) = 0 y V : Ω∪Ω1 → R
una función continua y no constante. Se dice que V es una integral
primera de F si

V (F (x)) = V (x), ∀x ∈ Ω.

Se dice que V es una función de Lyapunov si

(i) V (x) > 0 ∀x ∈ Ω− {0}, V (0) = 0
(ii) V (F (x)) ≤ V (x), ∀x ∈ Ω.

El segundo método de Lyapunov establece que si existe una función
de Lyapunov entonces el equilibrio z = 0 es estable. En particular si
F admite una integral que satisface (i) entonces z = 0 es estable. Un
ejemplo es la aplicación twist Tω,β, que tiene por integral primera al
Hamiltoniano H(z) = 1

2
ω|z|2 + 1

4
β|z|4 (véase ejemplo 1.2).

Puede demostrarse que si F ∈ Am es estable en z = 0 entonces toda
función de Lyapunov es una integral primera. En efecto, como z = 0 es
estable podemos tomar un entorno abierto U de 0 tal que F (U) = U . El
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teorema de recurrencia de Poincaré establece que para casi todo punto
x ∈ U , existe una sucesión parcial de enteros positivos nk →∞ tal que
F nk(x) → x, k → ∞. Entonces si V es una función de Lyapunov se
tiene que

V (x) ≥ V (F n(x)) ↘ L, n →∞,

para algún número real L. Por otra parte

V (F nk(x)) ↘ V (x), k →∞,

aśı que

V (F n(x)) = V (x), ∀n ∈ N.

En conclusión, la igualdad V (F (x)) = F (x) es válida casi por doquier
en U . Como V es continua la igualdad es válida en todos los puntos de
U .

Este resultado tiene el valor de mostrar que el segundo método de
Lyapunov no puede ser empleado para un difeomorfismo génerico que
conserva el área, en virtud de que generalmente no existen integrales
primeras definidas positivas en torno a un punto fijo estable. En efecto,
genéricamente ocurre la siguiente situación cuando z = 0 es estable
([11, pág. 231], véase también el trabajo más reciente de Mather [37]):

El origen está rodeado por un conjunto Cantoriano de curvas de
Jordan invariantes Γi → 0 y la dinámica en cada Γi es conjugada a
una rotación irracional sobre la circunferencia unidad S1. Esto implica
que todas las órbitas en Γi son densas. De este modo cualquier integral
primera debe ser a la fuerza constante sobre cada Γi. En las regiones
comprendidas entre dos curvas invariantes consecutivas (llamadas zo-
nas de inestabilidad por Birkhoff) aparecen puntos x tal que su órbita
“conecta ” estas fronteras, es decir que los conjuntos alfa limite Lα(x) y
omega limite Lω(x) intersectan a la primera y segunda curva respecti-
vamente. En consecuencia, si existiese una integral primera verificando
(i) en la definición anterior, tomaŕıa el valor cero en cada Γi, lo cual es
absurdo.

1.3. La Forma Normal cerca de un punto fijo eĺıptico

La teoŕıa de formas normales puede verse como el ánalogo no lineal
de las formas canónicas de Jordan. Esta teoŕıa ha sido intensa y am-
pliamente estudiada tanto para campos como para transformaciones en
dimensiones más altas y con más grados de libertad (véase por ejemplo
[40, 60, 11, 9]). Poincaré ya empleaba este método para simplificar
algunos sistemas hamiltonianos en sus estudios sobre el problema de n-
cuerpos ([56]). Siguiendo las ideas de Poincaré, Birkhoff desarrolló un
método formal para reducción a forma normal en torno a puntos fijos
y posiciones de equilibrio ([11]).

Sea F en Am con m ≥ 3. El punto fijo z = 0 es llamado eĺıptico si
F ′(0) es eĺıptica (veáse el ejemplo 1.1).



24 1. PRELIMINARES

La idea de Birkhoff era reducir F a través de cambios canónicos
formales de variables2 a una transformación twist de la forma (1.9),
pues la dinámica de estas últimas era en cierto sentido el prototipo
de las situaciones mecánicas integrables. El hecho general es que las
series formales que definen estos cambios de variable divergen, y en
general no es posible tal reducción. La razón de fondo es que sólo un
número limitado de ejemplos son integrables en mecánica. Sin embargo,
es posible alcanzar un contacto de orden superior con los prototipos
“integrables” (1.9). Este es el fin de la teoŕıa de formas normales en
torno a un punto fijo eĺıptico.

Como ya se ha discutido anteriormente, la estabilidad de un punto
fijo eĺıptico es neutral al aplicar linealización, por lo que se hace nece-
sario tener en cuenta los términos no lineales en el desarrollo de Taylor
alrededor de z = 0.

Por lo visto en la sección anterior, existe un cambio lineal simplécti-
co de variables Q tal que

Q−1 ◦ F ◦Q (z, z) = λz + · · · ,

donde λ es uno de los autovalores de F ′(0). Bajo ciertas condiciones de
“no resonancia” sobre λ, que precisaremos más tarde, los términos no
lineales hasta el orden m en el desarrollo anterior, pueden reducirse a la
forma más simple posible mediante cambios canónicos de variables. La
idea básica es eliminar progresivamente “la mayor cantidad permitida”
de términos en los polinomios homogéneos de grado k = 2, . . . , m del
desarrollo de Taylor, a través de un sucesión finita de cambios canónicos
de variables. El polinomio obtenido al final del proceso es lo que se
conoce como la forma normal de Birkhoff.

El éxito de este proceso de reducción depende fuertemente de algu-
nas propiedades aritméticas del multiplicador λ. En efecto, empleando
el método desarrollado en [60, Sección 23], puede demostrarse que si
para algún l ∈ N : 3 ≤ l ≤ m se verifican las siguientes condiciones de
no resonancia

λs 6= 1, s = 1, . . . l + 1, (1.11)

entonces existe un cambio simpléctico y anaĺıtico de variables Ψ tal que

Ψ−1 ◦ F ◦Ψ = λ(z +

q∑
i=1

γiz
i+1zi) + O(|z|l+1), z → 0 (1.12)

donde q = [ l−1
2

], γ1, . . . γq ∈ C y γ1 = iβ con β ∈ R.
Una propiedad central del l-jet anterior es que conmuta con rota-

ciones. De hecho, todo polinomio en C[z, z] de grado l que conmuta
con rotaciones y que es el l-jet de una transformación que conserva el
área tiene la forma anterior.

2Es decir, series formales en las variables cumpliendo la condición simpléctica.
El problema posterior consist́ıa en investigar la convergencia de estas series.
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También puede demostrarse la siguiente propiedad clave:
Si para otra transformación Ψ

′ ∈ Aω tenemos que

Ψ
′−1 ◦ F ◦Ψ

′
(z, z) = λ(z +

q∑
i=1

γ
′
iz

i+1zi) + O(|z|l+1)

entonces γ
′
i = γi ∀i.

Esta propiedad expresa la unicidad de los coeficientes de la for-
ma normal frente a cambios simplécticos de variables. El polinomio en
(1.12) lo llamaremos la forma normal de Birkhoff de grado l.

Veamos ahora la relación que existe entre la forma normal (1.12) y
las transformaciones twist. En primer lugar nótese que las transforma-
ciones twist Tθ,β1,...,βq dadas por (1.9) conmutan con rotaciones, en con-
secuencia su l-jet tiene también la forma (1.12) para ciertos γ1, . . . , γq

determinados en función de los βi. Puede demostrarse que la relación
entre los γi y los βi es inversible. Esto implica que también tenemos
la situación rećıproca, i.e. la forma normal de Birkhoff de F de grado
l es el l-jet de la aplicación twist Tθ,β1,...,βq dada por (1.9) para ciertos
números reales θ, β1, . . . , βq con λ = eiθ y γ1 = iβ1. En conclusión,
∃Ψ ∈ Aω tal que

Ψ−1 ◦ F ◦Ψ = Tω,β1,...,βq + O(|z|l+1), z → 0, (1.13)

y esto dice que F puede reducirse cerca del origen a una perturbación
de una aplicación twist, siempre que λ satisfaga las condiciones de no
resonancia (1.11) para algún l ∈ N : 3 ≤ l ≤ m.

La reducción (1.13) es conocida clásicamente como la Forma Normal
de Birkhoff (aunque nosotros acuñabamos este nombre para referirnos
a su l-jet).

Los coeficientes βi son llamados coeficientes twist o coeficientes de
Birkhoff y heredan también la propiedad de unicidad. Escribiremos
βi = βi(F ) para indicar la dependencia con F .

En esta memoria sólo emplearemos la Forma Normal de Birkhoff de
grado 3. A continuación se establece la versión particular del resultado
de Birkhoff para l = 3.

Proposición 1.4. Sea F ∈ A3 tal que F ′(0) es conjugada en el
grupo simpléctico a Rλ, |λ| = 1, λ 6= ±1. Si λn 6= 1 para n = 3, 4
entonces existe Φ ∈ Aω tal que

Φ−1 ◦ F ◦ Φ(z, z) = λ(z + iβz2z + · · · ), (1.14)

donde los puntos suspensivos indican un término de orden O(|z|4),
cuando z → 0 y β = β(F ) es un número real. Más aún si Ψ ∈ A∞

entonces
β(Ψ−1 ◦ F ◦Ψ) = β(F ). (1.15)

Esta proposición es establecida en [60, sección 23]. Véase también
[44, 7, 8]. Para una demostración de (1.15) puede verse [34].
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Birkhoff llamaba a un punto fijo eĺıptico sin resonancias hasta un
orden dado3 (en nuestro caso λn 6= 1, n = 3, 4) y tal que no todos los
coeficientes twist βi(F ) son nulos, un punto fijo eĺıptico de tipo general
y llegó a formular aunque sin demostrarlo que todo punto fijo eĺıptico
de tipo general es estable ([11]). Hubo que esperar hasta los años 60
para una demostración completa de este resultado a cargo de J. Moser.
Para ello Moser utiliza su célebre Teorema de la Curva Invariante el
cual requeŕıa un gran número de derivadas para F ([42]). También
casi al mismo tiempo Arnold consigue una demostración en el caso
anaĺıtico suponiendo que no existen resonancias de ningún orden [6].
Más tarde Russmann relaja el grado de diferenciabilidad a clase C5

([59]) y posteriormente Hermann afina la clase de diferenciabilidad a
C3,α ([22]).

Enunciaremos a continuación el resultado fundamental de estabili-
dad de un punto fijo eĺıptico de tipo general ([44, Teorema 2.13])

Teorema 1.5. Sea F ∈ A4 en las condiciones de la proposición
1.4. Entonces z = 0 es estable si

β(F ) 6= 0 (1.16)

Nota 1.1. El coeficiente β depende de los términos de F hasta
el tercer orden, aśı que este teorema puede ser considerado como un
método de la tercera aproximación en teoŕıa de la estabilidad.

Nota 1.2. En [5] se exhibe un difeomorfismo F ∈ A∞ del disco
unidad |z| ≤ 1 en śı mismo, con β(F ) = 0 y tal que z = 0 es eĺıptico
e inestable4. Esto muestra que una condición como (1.16) es de hecho
necesaria para la estabilidad. Por otra parte, no resulta dif́ıcil construir
ejemplos de puntos fijos eĺıpticos inestables con λ ráız n-ésima de la
unidad para cualquier n ∈ N, mostrando que el resto de las condiciones
del teorema anterior son también necesarias. Por ejemplo, tómese el
hamiltoniano H(z, z) = zn+zn, n ≥ 3 y sea F = Rλ◦P con λ = exp 2πi

n
y P la aplicación de Poincaré del sistema hamiltoniano correspondiente.
Entonces

F (z, z) = λ(z + 2inHz) + · · · .

Aplicando [51, Proposición 4.1] a F n resulta que F es inestable en
z = 0. Ejemplos más complicados se construyen en [60].

Cuando F ′(0) está en forma canónica es posible obtener una fórmula
calculable para el coeficiente twist β(F ) ([15, 52]). La siguiente pro-
posición se empleará en el caṕıtulo 3 de esta memoria.

3En realidad Birkhoff eliminaba todas las resonancias posibles
4F se construye ergódica, es decir, que carece de subconjuntos invariantes no

triviales de medida positiva
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Proposición 1.6. En las condiciones de la proposición 1.4, supón-
gase que F tiene el siguiente desarrollo de Taylor

F (z, z) = λz + F2(z, z) + F3(z, z) + · · ·
con

λ = e−iθ, F2(z, z) = Az2 + Bzz + Cz2,

F3(z, z) = Mz3 + Nz2z + Pzz2 + Qz3.

Entonces se verifica la siguiente fórmula

β = =(λN) +
3 sin θ

1− cos θ
|A|2 +

sin 3θ

1− cos 3θ
|C|2. (1.17)

Nota 1.3. Esta proposición es establecida en [15] y una demos-
tración puede verse en [50]. Una fórmula similar es obtenida en [23]
para difeomorfismos arbitrarios del plano en el contexto de las bifurca-
ciones de Hopf. También Moeckel en [41] obtiene una fórmula para el
coeficiente twist de una aplicación simpléctica, pero supone adicional-
mente que |A| = |C|, condición que verifican los polinomios simplécti-
cos de segundo grado pero no un difeomorfismo simpléctico genérico.

El teorema de estabilidad 1.5 se deriva a partir del célebre Teorema
Twist de Moser que veremos en la próxima sección. Cuando las con-
diciones de no resonancia en el teorema 1.5 no se verifican entonces el
Teorema Twist de Moser no puede aplicarse directamente a menos que
dispongamos de alguna forma normal adecuada. El estudio de formas
normales en presencia de resonancias fuertes constituye también un
caṕıtulo más o menos clásico desde los trabajos de Birkhoff y pueden
encontrarse por ejemplo en [40, caṕıtulo VII] y [39, 38] (véase también
el art́ıculo más reciente [14]). La forma normal empleada conduce a un
criterio de estabilidad en cada caso ([39, 52]). En [52] el autor en un
intento de resumir estos criterios comete un error. En la proposición
2.1 afirma que cuando el multiplicador de F ′(0) es λ = ± exp(2πi/3)
entonces la transformación puede reducirse a la siguiente forma normal
mediante un cambio canónico de coordenadas

N(z, z) = λ[z + lz2 + iβ|z|2z + · · · ],
donde β ∈ R y l ∈ C. Luego, en la proposición 2.2 el autor elabora un
criterio de estabilidad en términos de los números β y l. Un estudio
más cercano al proceso de reducción muestra que esto es sólo posible
si Fz z(0) = 0 y en tal caso l = 0 en la fórmula anterior. En general
tal reducción seŕıa posible si no se le impone al cambio de coordenadas
que sea simpléctico. Si el cambio de coordenadas es canónico entonces
N preserva área y de aqúı es inmediato verificar que l = 0. Esto tiene
fácil arreglo escribiendo el criterio de estabilidad (inestabilidad) de la
siguiente manera:
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i) Si Fz z(0) = 0 y β 6= 0 entonces z = 0 es estable
ii) Si Fz z(0) 6= 0 entonces z = 0 es inestable.

La afirmación (i) es consecuencia del Teorema Twist de Moser (la de-
mostración es la misma que en el caso sin resonancias: Teorema 1.5). La
afirmación (ii) es una clara consecuencia de un criterio de inestabilidad
formulado en [60, sección 25] o se puede deducir directamente a partir
un criterio de inestabilidad de Levi-Civita [27].

Por otra parte, el caso parabólico o degenerado merece especial
atención. Recordemos que z = 0 es un punto fijo parabólico si F ′(0) es
una matriz parabólica. En tal caso los multiplicadores son ráıces dobles
λ = ±1. Pueden darse 2 casos:

i) Caso parabólico diagonal o estable (p.e.): La forma canónica
real de Jordan de F ′(0) es ±I.

ii) Caso parabólico no-diagonal o inestable (p.i) : La forma canóni-
ca real de Jordan de F ′(0) es

( ±1 1
0 ±1

)
.

El caso λ = −1 se reduce al caso λ = 1 considerando F 2. A prin-
cipios del siglo XX, ya Levi-Civita [27] estudió estos casos obteniendo
algunos criterios de inestabilidad. También en [32] aparecen criterios
de inestabilidad para un difeomorfismo F que no necesariamente con-
serva el área. Estos criterios son extendidos en [62] para F simpléctica.
Los criterios de estabilidad aparecen mucho después en los 80’s con los
trabajos de C. Simó [61, 62] y de D. Aharonov y U. Elias [1].

Los resultados en [62, 1] se refieren al caso p.e. y son muy útiles
a la hora de estudiar un caso eĺıptico resonante, i.e., λk = 1, λ 6=
±1, pues simplemente se aplican los criterios a la transformación F k.
En [61] el autor estudia el caso p.i. e implementa una forma normal
que está inspirada en ciertos esquemas en diferencias. La estabilidad
se decide por el término dominante de esta forma normal ((véase el
Teorema de [61]).

Simó caracteriza la estabilidad de z = 0 en términos de la función
generatriz de F en el caso p.e. y en términos de la función generatriz
de la forma normal de F en el caso p.i.. Más precisamente, z = 0 es
estable si y sólo si la función generatriz con la parte que genera la
identidad suprimida tiene un extremo estricto en z = 0. En el caso p.i.
esta condición es equivalente a las condiciones impuestas en [61] sobre
el término dominante de la forma normal de Simó.

En [1] los autores emplean las mismas ideas de [62], pero con la
diferencia que el hamiltoniano autónomo que interpola a F hasta cierto
orden no es la propia función generatriz, sino un hamiltoniano más
expĺıcito en términos del primer jet no lineal de F . De este modo las
condiciones de estabilidad pueden verificarse fácilmente en la práctica5.
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Quisiera resaltar también que en [40, caṕıtulo VII, sección E.5] el
autor emplea el método de las transformadas de Lie, para reducir el
hamiltoniano interpolante de F , a un hamiltoniano con parte autónoma
correspondiendo a una ecuación de Duffing de la forma

ẍ + g(x) = 0,

con g(0) = g′(0) = 0. Precisamente usando esta reducción es posible de-
mostrar de forma independiente el teorema de estabilidad de Simó para
puntos fijos p.i. mencionado antes ([61]). Esto se hará en el caṕıtulo
2 de esta memoria donde se implementará una forma normal para el
hamiltoniano interpolante con una g bastante simple.

1.4. El Teorema de la Curva Invariante

El teorema de la Curva Invariante también llamado teorema del
pequeño twist de Moser, está referido a difeomorfismos sobre regiones
anulares y fué diseñado por Moser para probar la estabilidad de los
puntos fijos eĺıpticos de tipo general (véase en particular [43]).

En esta sección T denotará el grupo cociente R/Z.
Las coordenadas más naturales para las transformaciones twist (1.9)

son las coordenadas polares y de hecho resultan muy convenientes al
estudiar perturbaciones de la forma (1.13). Introducimos en R2 − {0}
coordenadas polares canónicas por:

x = (2r)
1
2 cos θ, y = (2r)

1
2 sin θ, θ ≡ θ + 2π, r > 0.

Este cambio de variables puede verse como una transformación

Ψ : C+ −→ R2 − {0},
donde C+ = T × (0, +∞) es el semicilindro. De hecho Ψ es un difeo-
morfismo simpléctico.

Las transformaciones twist Tω,β definidas en el ejemplo 1.2 quedan
expresadas en estas variables de una forma muy simple

Tω,β : θ1 = θ + ω + βr, r1 = r. (1.18)

La transformación anterior es de hecho un difeomorfismo del semi-
cilindro C+ en śı mismo que preserva el elemento de área dθ ∧ dr.

Consideremos F ∈ A4 con z = 0 eĺıptico y sin resonancias fuertes.
Recordemos que F salvo un cambio canónico de coordenadas puede
ponerse en la forma (1.13) con l = 3 y q = 1. Aśı en coordenadas
polares canónicas la forma normal de Birkhoff de F puede expresarse
como una perturbación de (1.18)

M : θ1 = θ + ω + βr + · · · , r1 = r + · · · , (1.19)

5Véase [51] para una aplicación de estos resultados a ecuaciones de Hill no
lineales
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donde los puntos suspensivos indican términos de orden O(r2), r → 0,
β = β(F ) es el primer coeficiente de Birkhoff y ω es un argumento del
multiplicador caracteŕıstico λ.

Para demostrar la estabilidad del origen cuando β 6= 0, deberán
buscarse curvas invariantes para F en cada anillo ε < r < 2ε con
ε > 0 arbitrariamente pequeño. Haciendo el cambio de escala r =
ερ, ρ ∈ [1, 2], la transformación anterior se reduce a una familia de
difeomorfismos sobre el cilindro, dependiendo de un parámetro pequeño
y definidas sobre el anillo fijo 1 ≤ ρ ≤ 2 :

Mε : θ1 = θ + ω + εβρ + O(ε2), ρ1 = ρ + O(ε2). (1.20)

Entonces el problema de estabilidad se reduce a buscar curvas in-
variantes de la transformación anterior en el anillo 1 ≤ ρ ≤ 2 para
ε pequeño. Naturalmente, estas curvas invariantes deben tener una
propiedad topológica especial: no pueden ser nulo-homotópicas en el
cilindro.

La transformación (1.20) con términos de error suprimidos es lo
que se conoce como un “pequeño twist” y tiene todas las circunferen-
cias ρ = const. como curvas invariantes. El teorema del pequeño twist
de Moser da condiciones sobre la clase donde se perturba, para ga-
rantizar la persistencia de algunas de estas circunferencias invariantes
cuando ε es suficientemente pequeño. Las curvas invariantes que sobre-
viven estarán próximas a circunferencias. Existen varias versiones de
este teorema, la versión original puede verse en [43, 42, 44]. Nosotros
daremos aqúı una versión que es muy cómoda para las aplicaciones y
que emplearemos en el caṕıtulo 2 de esta memoria, pero antes haremos
una pocas definiciones.

Sea C = T × R el cilindro con coordenadas (θ̄, r), θ̄ = θ + Z, θ ∈
R, r ∈ R. Considérese A = T × [1, 2] y una transformación M : A ⊂
C → C, (θ̄, r) 7→ (θ̄1, r1).

Una curva invariante de M es una curva de Jordan Γ ⊂ A que es
homotópica a las circunferencias r = constante y verifica M(Γ) = Γ.

Decimos que M tiene la propiedad de la intersección (p.i) si M(Γ)∩
Γ 6= ∅ para toda curva de Jordan Γ ⊂ A que es homotópica a r =
constante.

Nótese que la propiedad de intersección es invariante por conjuga-
ciones topólogicas.

Nota 1.4. No es dif́ıcil verificar (usando el hecho que (1.19) con-
serva el área y deja invariante la circunferencia r = 0) que (1.19) tiene
la p.i. en cualquier anillo de C+. Entonces debido a la invariancia to-
pológica de la p.i. la transformación (1.20) tendrá también la p.i. en el
anillo A para ε pequeño.
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Teorema 1.7. Sea κ 6= 0 un número real. Entonces existe un ε > 0,
dependiente de κ, tal que una transformación M : A ⊂ C → C tiene
curvas invariantes si satisface las siguientes condiciones

M tiene la propiedad de la intersección
el levantamiento de M puede expresarse en la forma

θ1 = θ + ω + δ(κr + ϕ1(θ, r)), r1 = r + δϕ2(θ, r)

para algún δ ∈ (0, 1), ω ∈ R y ϕ1, ϕ2 ∈ C4(A).
||ϕ1||C4(A) + ||ϕ2||C4(A) < ε.

La demostración de este teorema sigue las ĺıneas del trabajo de
Hermann en [22].

El teorema del pequeño twist es una poderosa herramienta no sólo
en lo que compete a problemas de estabilidad sino también en proble-
mas de acotación de soluciones ([18]). Una vez que el problema ha sido
preparado (en las coordenadas adecuadas) para aplicar el teorema 1.7,
un paso crucial es la estimación de los restos en clase C4. Esto casi siem-
pre conlleva una gran cantidad de cálculos, pero si la transformación
se incluye en un flujo hamiltoniano puede obtenerse casi gratuitamen-
te la estimación de los restos v́ıa una versión apropiada del teorema
de diferenciabilidad respecto de parámetros. Esta metodoloǵıa ha sido
introducida por Ortega en [54]. Véase también [46, 26].

Para finalizar esta sección estableceremos la versión del teorema de
diferenciabilidad respecto de parámetros que usaremos en el segundo
caṕıtulo de la presente memoria.

Para establecer el resultado de forma sencilla introduciremos la
siguiente notación. Sea D un subconjunto abierto y conexo de RN

y ∆ un número positivo. Dada una función F = F(t, x, δ), donde
t ∈ [0, 1], x ∈ D, δ ∈ [0, ∆], decimos que

F ∈ Cm,k,r([0, 1]×D × [0, ∆])

si las derivadas parciales ∂αF , α = (α1, α2, α3), α1 ≤ m, |α2| ≤
k, α3 ≤ r, existen (con valor independiente del orden de derivación) y
son continuas en (t, x, δ) ∈ [0, 1]×D × [0, ∆].

Considérese una ecuación diferencial general dependiendo de un
parámetro de la forma

dz

dt
= F(t, z, δ), (1.21)

donde la función F : [0, 1]×D × [0, ∆] → RN , (t, z, δ) 7→ F(t, z, δ) es
de clase C0,k+1,0∩C0,k,1 en [0, 1]×D× [0, ∆] para algún k ≥ 0. La solu-
ción de (1.21) que satisface z(0) = z0 será denotada por z(t; z0, δ). De la
teoŕıa general de ecuaciones diferenciales uno sabe que la solución ge-
neral z(t; z0, δ) está definida en algún intervalo máximal t ∈ [0, ω(z0, δ))
con ω(z0, δ) ≤ 1. Más aún, ω es semicontinua inferiormente y z perte-
nece a C1,k+1,0 ∩C1,k,1 en {(t, z0, δ) ∈ [0, 1]×D× [0, ∆] : t < ω(z0, δ)}.

El siguiente resultado es una consecuencia de este hecho.
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Proposición 1.8. Sea K un subconjunto compacto de D tal que
para todo z0 ∈ K y δ ∈ [0, ∆] la solución z(t; z0, δ) está bien definida
en [0, 1]. Entonces, para cada (t; z0, δ) ∈ [0, 1]×K × [0, ∆], se tiene el
siguiente desarrollo,

z(t; z0, δ) = z(t; z0, 0) +
∂z

∂δ
(t; z0, 0)δ +R(t; z0, δ)δ

donde el resto R satisface ĺımδ→0 ||R(t; ·, δ)||Ck(K) = 0, uniformemente
en t ∈ [0, 1].

Este resultado ya ha sido empleado en [54]. Es una consecuencia
de la regularidad de z y la identidad

z(t; z0, δ) = z(t; z0, 0)+
∂z

∂δ
(t; z0, 0)δ+δ

∫ 1

0

{∂z

∂δ
(t; z0, sδ)−∂z

∂δ
(t; z0, 0)}ds.

1.5. Ecuaciones de Newton Periódicas

Los resultados de las secciones anteriores constituyen una potente
herramienta para el estudio de la estabilidad en sistemas hamiltonianos
periódicos con un grado de libertad. Concretamente estaremos intere-
sados en ecuaciones de tipo Newton de la forma

ẍ + f(t, x) = 0, (1.22)

donde f es periódica en el tiempo (T es el peŕıodo) y x es una variable
real. Supondremos que f es de clase C0,4, es decir, continua y de clase
C4 respecto de la variable x.

En esta sección denotaremos el grupo cociente R/TZ por T.
El problema de existencia de soluciones T -periódicas en la ecuación

anterior, es clásicamente abordado por diversos métodos topológicos y
variacionales que se encuentran entroncados en el llamado Análisis No
Lineal. Una cuestión importante es el estudio de las propiedades de
estabilidad de las soluciones obtenidas por estos métodos.

Sea ϕ una solución T -periódica de (1.22).
Después de trasladar ϕ al origen por medio del cambio de variables

y = x− ϕ, la ecuación (1.22) queda expresada en la forma

ÿ + a(t)y + b(t)y2 + c(t)y3 + r(t, y) = 0, (1.23)

donde los nuevos términos corresponden al desarrollo de Taylor hasta el
tercer de orden de y 7→ f(t, y+ϕ(t)) cerca de y = 0. Las funciones a, b, c
son continuas y T -periódicas y el resto r ∈ C0,4 (T× (−ε, ε)), ε > 0
verifica

∂kr

∂xk
(t, 0) = 0, k = 0, . . . 3, ∀t ∈ R.

La ecuación variacional de ϕ es

ẍ + a(t)x = 0. (1.24)
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Sea P la transformación de Poincaré de (1.23) (véase el ejemplo
1.3). Llamaremos a P la transformación de Poincaré de ϕ. Recordemos
que P ∈ A4.

Los multiplicadores de Floquet de (1.24) coinciden con los valores
propios de P ′(0).

Definición 1.9. Diremos que ϕ es eĺıptica si z = 0 es un punto fijo
eĺıptico de P . Si además z = 0 no tiene resonancias de orden n diremos
que ϕ es una solución n-elemental.

Recordemos que P es estable en z = 0 si y sólo el equilibrio y ≡ 0 es
estable si y sólo si ϕ es estable. Entonces la estabilidad de una solución
eĺıptica ϕ tiene carácter no lineal, es decir, la linealización (1.24) no
determina la estabilidad. Por este motivo hemos reescrito la ecuación
en la forma (1.23) porque la estabilidad de ϕ es decidida genéricamente
por la tercera aproximación.

Supóngase que ϕ es eĺıptica y 4-elemental. Entonces está definido
el primer coeficiente de Birkhoff β = β(P ). Del teorema 1.5 se tiene
que si β 6= 0 entonces ϕ es estable.

La siguiente definición jugará un papel esencial en el resto de esta
memoria.

Definición 1.10. Una solución T -periódica ϕ de (1.22) se dice de
tipo twist si es eĺıptica, 4-elemental y β(P ) 6= 0.

Obviamente las definiciones anteriores incluyen el caso cuando ϕ es
un equilibrio de (1.22). En estas situaciones hablaremos de equilibrios
eĺıpticos, 4-elementales, de tipo twist, etc.

De acuerdo con las observaciones anteriores se tiene que todo equi-
librio o toda solución periódica de tipo twist es estable. La dinámica
cerca de una solución periódica ϕ de tipo twist es muy rica y ha sido
parcialmente entendida a partir de la teoŕıa KAM(véase por ejemplo
[8, caṕıtulo 4] y [60, sección 34]). Del teorema del punto fijo de Poin-
caré-Birkhoff puede deducirse la existencia de subarmónicos de orden
n con n →∞ en todo entorno de una solución de tipo twist. También
abundan las soluciones cuasiperiódicas y otros movimientos recurrentes
en torno de ésta (véase [60], [8], [36]).

En resumen, cuando uno quiere estudiar la estabilidad de una solu-
ción periódica de un problema particular, se deben verificar dos cosas:
la ausencia de resonancias fuertes y la no nulidad del coeficiente twist
asociado.

Este procedimiento ha sido clásicamente empleado en el estudio de
pequeñas perturbaciones de una ecuación autónoma. Para ilustrar esta
situación considérese la ecuación

ẍ + aε(t)x + bε(t)x
2 + cε(t)x

3 + · · · = 0

donde aε, bε y cε son funciones continuas que dependen continuamente
de ε y son constantes para ε = 0. Esta ecuación admite el equilibrio
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x ≡ 0 y se supone que para ε = 0 este equilibrio es eĺıptico y no tiene
resonancias fuertes (esto persistirá para pequeños valores de ε). Enton-
ces β = β(ε) es continua con respecto de ε y es calculable para ε = 0.
Si β(0) 6= 0 entonces es claro que el equilibrio es estable para pequeños
valores de ε. Este es el llamado método del pequeño parámetro.

Los problemas que estudiaremos en el caṕıtulo 3 son de naturaleza
eĺıptica y serán tratados sin usar el método del pequeño parámetro. La
estrategia a seguir descansa fuertemente en la fórmula general (1.17)
para el coeficiente twist, tomando como F a la transformación de Poin-
caré P de una solución periódica ϕ o de un equilibrio. Como puede
apreciarse a primera vista, esto exige que la matriz de monodromı́a
P ′(0) de (1.24) sea una rotación y lamentablemente este no es el caso
general. Sin embargo, es posible introducir un cambio de variables en
la variable independiente de (1.22) de modo que la ecuación resultante
tenga la propiedad deseada. A continuación describiremos esta técnica
de reducción.

Definición 1.11. Sea Ψ = φ1 + iφ2 la solución compleja de (1.24)
que satisface Ψ(0) = 1; Ψ̇(0) = i. Decimos que la ecuación (1.24) es
R-eĺıptica si existe λ ∈ C\R, |λ| = 1, tal que

Ψ(t + T ) = λ̄Ψ(t), ∀t ∈ R.

La condición de R-elipticidad es equivalente a decir que la matriz
de monodromı́a

(
φ1(T ) φ2(T )
φ′1(T ) φ′2(T )

)
.

es una rotación (distinta de ±I). En tal caso λ y λ son los multiplica-
dores caracteŕısticos de (1.24).

Para cada par de números reales t0 y α > 0 introducimos el siguiente
cambio de variables

ξ = x, τ =
t− t0
α2

. (1.25)

Este cambio de variables transforma (1.22) en una nueva ecuación
periódica del mismo tipo

d2ξ

dτ 2
+ α4f(α2τ + t0, ξ) = 0 (1.26)

y la solución periódica ϕ pasa a ser ϕ?(τ) = ϕ(α2τ + t0) con peŕıodo
T ? = T/α2.

Sea P ? la transformación de Poincaré de ϕ?. No es dif́ıcil ver que P y
P ? son conjugadas por una transformación simpléctica con multiplica-
dor 6([40, cap. IV]). Esto implica que los multiplicadores caracteŕısticos
se conservan y se verifica la siguiente relación (véase [52, sección 3])

6Es decir, su jacobiano es una función constante µ > 0.
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sign β(P ?) = sign β(P ). (1.27)

Entonces una solución de tipo twist permanece aśı después de una
traslación y un cambio de escala en la variable independiente.

De [50, Prop. 7] se deduce que si ϕ es eĺıptica entonces existen t0
y α > 0 tal que el cambio de variables (1.25) transforma (1.24) en
una ecuación similar que es R-eĺıptica7 ([52, Lema 4.1]). De este modo
podemos emplear la fórmula (1.17) para P ? y estudiar su no nulidad.

Nótese que la relación (1.27) justifica la reducción del estudio de la
estabilidad al caso R-eĺıptico.

En el caso R-eĺıptico, se obtienen fórmulas para los coeficientes
del 3-jet de P que intervienen en (1.17) ([52, Proposición 4.4]). Estas
fórmulas involucran los coeficientes no lineales b, c y las soluciones de la
ecuación linealizada (1.24), lo que naturalmente permite dar criterios
de estabilidad en términos de la tercera aproximación [50, 52]. Los
criterios de Ortega están fundamentados en el principio del máximo y
por eso el autor siempre supone signos fijos para b y c. Para ser más
preciso, la fórmula para =(λN) (véase (1.17) es la siguiente

=(λN) = −3

8

∫ T

0

c(t)|Ψ(t)|4dt

− 1

4

∫∫

∆T

G(t, s)b(t)b(s)[2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + Ψ(t)2Ψ̄(s)2]dsdt,

donde Ψ = φ1 + iφ2 es la solución de la ecuación linealizada con con-
diciones iniciales Ψ(0) = 1, Ψ′(0) = i, la función G está dada por

G(t, s) = φ1(t)φ2(s)− φ1(s)φ2(t)

y ∆T = {(t, s) ∈ R2 : 0 < s < t, 0 < t < T}.
Luego, bajo condiciones sobre la ecuación linealizada puede conse-

guirse que G < 0 sobre ∆T
8. Por otra parte el término

2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + Ψ(t)2Ψ̄(s)2 > 0, ∀(s, t) ∈ ∆T .

Entonces si fijamos los signos del siguiente modo:

c ≤ 0, b ≤ 0 o b ≥ 0

resulta claro de la fórmula anterior que

=(λN) > 0.
9 En la fórmula (1.17) los otros dos términos resultan positivos si por
ejemplo 0 < |θ| ≤ π

3
. Este tipo de restricción sobre los multiplicadores

7Esta nueva ecuación coincide naturalmente con la ec. variacional de ϕ?.
8Se supone siempre que la distancia entre dos ceros consecutivos de cualquier

solución no trivial de la ecuación linealizada sea al menos T
9Los coeficientes b y c no son ambos idénticamente nulos
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se consigue imponiendo cotas de tipo L∞ o L1 sobre el coeficiente lineal
a (véase [50, Teorema 1 ] y [52, Corolario 3.3]). Si los multiplicadores
se salen de este sector entonces debe estudiarse la contribución de |A|
y |C| al signo del coeficiente twist. Esto se hace en [52] comparando
las cantidades |A| y |C| (véase Lema 4.7 de este art́ıculo).

En los problemas que trataremos en el tercer caṕıtulo perderemos
estos signos y entonces se buscarán caminos alternativos al principio
del máximo.



CAṔıTULO 2

Criterio de estabilidad para equilibrios parabólicos

2.1. Introducción

En este caṕıtulo iniciaremos el estudio de la estabilidad del equili-
brio x ≡ 0 para una clase particular de la ecuación (1.22).

Supondremos que la ecuación (1.22) admite un desarrollo de Taylor
alrededor de x = 0 de la forma

ẍ + a(t)x + c(t)x2n+1 + · · · = 0, (2.28)

donde n ≥ 1 es un entero y las funciones a y c son 1-periódicas. El
resto, denotado por puntos suspensivos en la ecuación, es una función
r = r(t, x) que también es 1-periódica en t y satisface

r(t, x) = o(x2n+1), x → 0.

Como ejemplos de esta clase de ecuaciones podemos citar una par
de problemas clásicos de la Mecánica: i) el péndulo de longitud variable
y ii) el movimiento de un planetoide en presencia de estrellas dobles
(un problema restringido de tres cuerpos) (véase la sección 2.6).

La ecuación precedente puede verse como una versión no lineal de
la clásica ecuación de Hill y en esta memoria estaremos interesados en
las propiedades de estabilidad del equilibrio x ≡ 0.

La linealización en x ≡ 0 es

ẍ + a(t)x = 0. (2.29)

Las matrices de monodromı́a de (2.29) son conjugadas en el grupo
simpléctico Sp(R2) y los autovalores (que son comunes a todas ellas)
λ1, λ2 ∈ C son llamados los multiplicadores de Floquet de la ecuación
de Hill (2.29).

Como ya se ha discutido en el caṕıtulo anterior, el primer método de
Lyapunov no decide la estabilidad en los casos eĺıptico (|λ1| = |λ2| = 1,
λi 6= ±1) y parabólico (λ1 = λ2 = ±1).

En este caṕıtulo supondremos que c(t) no cambia de signo y pro-
baremos que bajo esta condición es posible obtener una condición ne-
cesaria y suficiente para la estabilidad de x ≡ 0. Un hecho notable de
esta condición es que sólo depende de la ecuación linealizada (2.29).

La estabilidad del equilibrio x ≡ 0 para la ecuación (2.28) ha sido
ya estudiada en [51] y [29]. En [51] se prueba que x = 0 es stable si
la linealización (2.29) es estable y c(t) satisface una de las siguientes

37
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condiciones

c(t) ≥ 0 ∀t ∈ R,

∫ 1

0

c > 0 o c(t) ≤ 0 ∀t ∈ R,

∫ 1

0

c < 0. (2.30)

La ecuación (2.29) es estable cuando es eĺıptica y en algunos casos
parabólicos excepcionales (caso parabólico estable ). Como x ≡ 0 es
inestable si (2.29) es hiperbólica, el único caso que quedó pendiente
despúes de [51] fue la situación parabólica inestable.

Puede ocurrir que x ≡ 0 sea estable para (2.28) mientras (2.29) es
inestable (y parabólica) y un ejemplo de este fenómeno fue analizado
por B. Liu en [29]. En este art́ıculo Liu supone que a ≡ 0, entonces la
ecuación no lineal es del tipo

ẍ + c(t)x2n+1 + · · · = 0 (2.31)

mientras que la ecuación linealizada ẍ = 0, es parabólica-inestable. El
autor prueba que el equilibrio ≡ 0 es estable si

∫ 1

0
c > 0 e inestable si∫ 1

0
c < 0. (Las condiciones (2.30) no son requeridas en el resultado de

Liu).
Para completar el trabajo iniciado en [51] obtendremos un criterio

de estabilidad para la ecuación general (2.28) cuando (2.29) es pa-
rabólica-inestable y (2.30) se verifica. Para hacer esto asociaremos dos
números σ, ν ∈ {+1,−1} a cada ecuación (2.29) que es parabólica-
inestable. Entonces x ≡ 0 será estable si σνc(t) ≥ 0 e inestable si
σνc(t) ≤ 0. Para la ecuación ẍ = 0 los números σ y ν toman el valor
1 y aśı el resultado de Liu se recupera en parte. La definición de σ, ν
puede encontrarse en la sección 2.2 y el criterio preciso de estabilidad
será presentado en la sección 2.5.

El estudio de (2.28) en el caso parabólico-inestable nos conduce de
manera natural al análisis de la estabilidad del origen para transforma-
ciones F en el plano del tipo

x1 = x + y + . . . , y1 = y + . . .

donde los términos no lineales son representados por puntos suspensi-
vos.

Para reflejar el carácter Hamiltoniano de (2.28) supondremos que
F es una transformación que conserva el área. Como apuntábamos en
el caṕıtulo 1, este es un problema clásico en teoŕıa de la estabilidad.
En 1901 Levi-Civita obtuvo interesantes criterios de inestabilidad para
esta familia de transformaciones ([27]). Los resultados de estabilidad
son más recientes porque su prueba requiere del Teorema de la Curva
Invariante de Moser. En [61] Simó dió un criterio preciso de estabilidad
para este tipo de transformaciones (véase también [62]). Su idea fue
proceder con la misma metodoloǵıa del caso eĺıptico ([60]). Primero se
trabaja formalmente para obtener una Forma Normal y una vez que
esta Forma Normal ha sido calculada se procede a la búsqueda de un
sistema hamiltoniano autónomo que interpola a F hasta cierto orden.
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Finalmente las variables de acción ángulo asociadas a este hamiltonia-
no, son empleadas para reducir F a una forma adecuada de manera
que el Teorema Twist puede ser aplicado. Los resultados en [61] fue-
ron obtenidos para transformaciones anaĺıticas reales, pero pueden ser
adaptados para transformaciones de clase Ck con k suficientemente
grande. Sin embargo; las pruebas detalladas involucran largos cálculos.
En este caṕıtulo se presentará una demostración completa del resultado
de Simó empleando un método que reduce bastante los cálculos. Las
principales diferencias de esta demostración con respecto a la dada en
[61] son las siguientes:

En lugar de usar una Forma Normal, la transformación F se rea-
liza como el operador de Poincaré de un cierto sistema hamiltoniano
periódico (este procedimiento es muy usual en dinámica, véase [40]).
Esto permite trasladar el problema al lenguaje y técnicas propias de
las ecuaciones diferenciales periódicas. De este modo, las estimaciones
requeridas para la aplicación del Teorema Twist pueden deducirse de
una versión apropiada del Teorema de Peano sobre diferenciabilidad
con respecto de parámetros. Los detalles pueden verse en las secciones
2.3 y 2.4. Este método fue inspirado por [10]. En este art́ıculo se dan
criterios para la estabilidad asintótica de puntos fijos parabólicos (en su
caso F no conserva área) y los autores realizan la transformación como
el operador de Poincaré de una cierta ecuación diferencial periódica.

Otros criterios de estabilidad para puntos fijos parabólicos pueden
encontrarse en [62], [1], [2] y [30]. Todos estos trabajos estudian el
caso F ′(0) = identidad.

Para finalizar esta introducción, quisiera resaltar el hecho de que
si sólo se está interesado en los resultados para la ecuación diferencial
(2.28), entonces es posible obtener una prueba más directa e indepen-
diente del resultado de estabilidad en [61]. En efecto, todos los cambios
canónicos de variables sobre el sistema hamiltoniano pueden ser apli-
cados sin pasar por la transformación de Poincaré. Sin embargo, he
preferido enfatizar las conexiones entre la estabilidad de los puntos
fijos y los equilibrios.

2.2. Invariantes simplécticos de la ecuación lineal

Denotemos por Gl (R2) al grupo de matrices reales A de orden 2 tal
que det A 6= 0. El grupo simpléctico Sp (R2) es el subgrupo de Gl (R2)
definido por la ecuación

det A = 1.

Los valores propios de una matriz en Sp (R2) cumplen λ1λ2 = 1 y
esta propiedad nos proporciona la clasificación tradicional en Sp (R2)
(véase el ejemplo 1.1).
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Sea A una matrix parabólica con λ1 = λ2 = 1. Si A 6= I entonces
la forma canónica de Jordan de A es

P+ =

(
1 1
0 1

)
.

Esto implica que A y P+ son conjugadas en Gl (R2); sin embargo estas
matrices no son siempre conjugadas en el grupo Sp (R2). Por ejemplo,
la matriz

P− =

(
1 −1
0 1

)

no es conjugada a P+ en Sp (R2) porque la ecuación P+ = BP−B−1

implica que det B < 0. De este hecho es posible deducir que cualquier
matriz parabólica (distinta de ±I) es conjugada en Sp (R2) a una y sólo
una de las cuatro matrices P+,P−,−P+,−P−. Entonces el conjunto de
las matrices parabólicas en Sp (R2) se parte en 6 clases de equivalencia
bajo la relación de conjugación simpléctica.

Es posible etiquetar estas clases de equivalencia por una pareja de
números reales, a saber, el autovalor y la esquina superior derecha del
representante simpléctico canónico . Más precisamente, asociaremos
dos números σ = σ(A) y ν = ν(A) a cada matriz parabólica A. Estos
números sólo dependen de la clase de conjugación en Sp (R2) y son
tales que verifican

σ (P+) = σ (P−) = σ (I) = 1, σ (−P+) = σ (−P−) = σ (−I) = −1,

ν (P+) = ν (−P−) = 1, ν (P−) = ν (−P+) = −1, ν (I) = ν (−I) = 0.

A continuación conectaremos las observaciones previas con una
ecuación de Hill de la forma

ẍ + a(t)x = 0, (2.32)

donde a ∈ C (T). De ahora en adelante T denotará el grupo cociente
R/Z.

Sean φ1 = φ1(t; t0) y φ2 = φ2(t; t0) las soluciones de (2.32) con
condiciones iniciales

φ1(t0; t0) = φ̇2(t0; t0) = 1, φ̇1(t0; t0) = φ2(t0; t0) = 0.

La matriz fundamental

Φ(t; t0) =

(
φ1(t; t0) φ2(t; t0)

φ̇1(t; t0) φ̇2(t; t0)

)
,

pertenece a Sp (R2) y verifica

Φ(t+1; t0+1) = Φ(t; t0), Φ(t0+1; t0) = Φ(t1; t0)
−1Φ(t1+1; t1)Φ(t1; t0)

para todo t, t0, t1 ∈ R.
La segunda propiedad nos dice que todas las matrices de mono-

dromı́a Φ(t0+1; t0), t0 ∈ R, pertenecen a la misma clase de conjugación
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en Sp (R2). La ecuación (2.32) se dirá parabólica si estas matrices son
parabólicas. En tal caso los números

σ = σ(Φ(t0 + 1; t0)), ν = ν(Φ(t0 + 1; t0))

son independientes de t0 y en consecuencia pueden asociarse a (2.32)
como invariantes simplécticos.

El próximo resultado nos muestra que la matriz de monodromı́a
de una ecuación parabólica puede hacerse triangular superior con una
adecuada elección de t0.

Lema 2.12. Supóngase que la ecuación (2.32) es parabólica. Enton-
ces existe t0 y η en R tal que

Φ(t0 + 1; t0) =

( ±1 η
0 ±1

)
.

Demostración. La teoŕıa de Floquet implica que existe una solución
no trivial ϕ(t) tal que

ϕ(t + 1) = ±ϕ(t), ∀t ∈ R.

De esta identidad podemos deducir que existe t0 tal que ϕ̇(t0) = 0. Por
unicidad,

φ1(t; t0) = ϕ(t0)
−1ϕ(t).

Como Φ(t0 + 1; t0) es parabólica y tiene un cero debajo de la diagonal
entonces obtenemos la tesis con η = φ2(t0 + 1; t0).

Nótese que a partir del lema previo podemos calcular ν por la iden-
tidad

ν = sign η.

Para concluir esta sección, caracterizaremos el invariante ν en térmi-
nos de la ecuación perturbada

ẍ + (a(t) + λ)x = 0, (2.33)

cuando λ es un pequeño parámetro.

Proposición 2.13. Supóngase que (2.32) es parabólica y ν 6= 0.
Entonces existe Λ > 0 tal que para 0 < |λ| < Λ la ecuación perturbada
es eĺıptica si σνλ > 0 e hiperbólica si σνλ < 0.

Nota 2.5. Es bien conocido que cuando ν = 0 entonces (2.33) es
eĺıptica para pequeños valores de |λ| > 0. Véase [31].

Demostración. Aqúı emplearemos la teoŕıa de funciones discriminantes
desarrollada en [31]. Dada la ecuación (2.33), denotaremos por

Φ(t; t0, λ)

a la correspondiente matriz fundamental. La traza de la matriz de mo-
nodromı́a

∆(λ) := tr Φ(t0 + 1; t0, λ)
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es independiente de t0 y se denomina el discriminante de (2.33). El
discriminante es una función anaĺıtica de λ y es de mayor importancia
porque nos permite clasificar la ecuación (2.33). En efecto (2.33) es
eĺıptica cuando |∆(λ)| < 2 e hiperbólica cuando |∆(λ)| > 2. El caso
parabólico corresponde a |∆(λ)| = 2.

Se sabe por hipótesis que (2.32) es parabólica. Entonces

|∆(0)| = 2.

Sea t0 el tiempo inicial descrito en el lema 2.12. Un cálculo usual de
derivación respecto de parámetros como en [31, sec. 2.1] nos conduce
a

∆
′
(0) = −φ2(t0 + 1; t0)

∫ 1

0

φ1(t0 + s; t0)
2ds.

Entonces
ν = sign φ2(t0 + 1; t0) = −sign ∆

′
(0).

A partir de esta identidad se infiere fácilmente la conclusión.

2.3. El Sistema Hamiltoniano Interpolante

Definimos Hm como el conjunto de las funciones H : T × V →
R, (t, z) 7→ H(t, z), definidas en algún entorno abierto V de 0 ∈ R2 y
que satisfacen

H ∈ Cm (T× V ) , 5zH(t, 0) = 0, ∀t ∈ R.

Dado H ∈ Hm+1, el sistema hamiltoniano

ż = J 5z H(t, z), (2.34)

define un flujo el cual denotaremos por φt(z). El teorema de Liouville
implica que φt ∈ Am para cada t ∈ R. El flujo a tiempo t = 1 será de-
notado por ΠH = φ1 y nos referiremos a este como la transformación
de Poincaré de (2.34) (véase el ejemplo 1.3).

Como ejemplo considérese la función hamiltoniana autónoma

D(t, z) =
1

2
y2 +

α

n + 1
xn+1, (2.35)

donde z = (x, y), α ∈ R y n = 2, 3, . . . . Entonces D ∈ Hω y el desarrollo
de Taylor del flujo asociado φt puede ser calculado por procedimientos
standard. Hasta el orden n obtenemos para t = 1

ΠD(x, y) = (x + y − α

n∑

k=0

akx
n−kyk + · · · , y − α

n∑

k=0

bkx
n−kyk + · · · ),

(2.36)
con

ak =
1

(k + 1)(k + 2)

(
n
k

)
, bk =

1

k + 1

(
n
k

)
,

para k = 0, 1 . . . n. En particular Π
′
D(0) = P+ y el origen es un punto

fijo parabólico de ΠD.
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El próximo resultado muestra que ΠD es un paradigma del caso
parabólico.

Proposición 2.14. Sea F ∈ A∞, F = (F1, F2), una transforma-
ción con F

′
(0) = P+. Adicionalmente supóngase que existe un entero

n, n ≥ 2, tal que

∂h+k

∂xh∂yk
(F − P+)(0, 0) = (0, 0), (2.37)

para cada (h, k) : h + k < n. Entonces existen Ψ ∈ Aω y H ∈ H∞ tal
que Ψ−1 ◦ F ◦Ψ = ΠH y H puede ser escogido de la forma

H(t, x, y) =
1

2
y2 +

α

n + 1
xn+1 + R(t, x, y), (2.38)

con

α = − 1

n!

∂nF2

∂xn
(0, 0), (2.39)

y
∂h+kR

∂xhyk
(t, 0, 0) = 0, (2.40)

∀t ∈ R, ∀(h, k) : h + k ≤ n + 1.

Nota 2.6. En [61] Simó obtiene una forma normal para puntos fijos
parabólicos. A saber, dada F ∈ Aω con F

′
(0) = P+, Simó ha probado

la existencia de Φ ∈ Aω y un polinomio pm(ξ) = a2ξ
2 + · · ·+ amξm tal

que S = Φ−1 ◦ F ◦ Φ tiene el desarrollo

S(x, y) = (x + y + . . . , y + pm(x + y) + . . . ).

Cuando (2.37) se verifica, la proposición previa implica que Ψ−1 ◦F ◦Ψ
tiene un contacto de orden n con ΠD dado por (2.36). La forma Normal
de Simó es algebraicamente más simple que (2.36); sin embargo el ha-
miltoniano interpolante de S fue calculado en [61] y es má complicado
que D.

Nota 2.7. En [40, cap. VII] se estudian varias formas normales
para casos degenerados y en particular la forma normal (2.35) es obte-
nida para el hamiltoniano interpolante de F . Sin embargo la propiedad
de invariancia, que es crucial para obtener una fórmula expĺıcita de α
en términos de F , no es analizada en [40]. El procedimiento general
en [40] emplea series de Lie y puede ser aplicado en nuestro caso, aun-
que he preferido desarrollar aqúı un tipo de cálculos más directos (que
guardan relación con estas técnicas) para demostrar esta propiedad de
invariancia.

Demostración de la Proposición 2.14. Dada una transformación (o una
función escalar) R, definida en un entorno del origen, usaremos la no-
tación

R ∈ on,
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para indicar que ∂αR(0) = 0 si |α| ≤ n.
Haremos la prueba en varios pasos.

Paso 1. Existe h ∈ H∞ tal que F = Πh y

h(t, z) =
1

2
z∗A(t)z + r(t, z),

con A(t) = ∂2h
∂z2 (t, 0) y r(t, ·) ∈ on para cada t ∈ R.

Por lo discutido en el caṕıtulo anterior, la existencia de un ha-
miltoniano interpolante es equivalente a la existencia de una isotoṕıa
de simplectomorfismos uniendo F con la identidad (véase [40, pág.
117]) Comenzaremos conectando G = P−1

+ ◦ F con la identidad. Como
G
′
(0) = I definimos

Σ(t, z) =

{
t−1G(tz) if t ∈ (0, 1]

z if t = 0.
(2.41)

Esta isotoṕıa conserva el área y fue empleada en [19]. Un cálculo
elemental muestra que Σ ∈ C∞ ([0, 1]× Ω), donde Ω es algún entorno
abierto del origen. Más aún, (2.37) implica que Σ(t, ·) − I ∈ on−1 y
∂Σ
∂t

(t, ·) ∈ on−1 para cada t.
Para unir F con I definimos la isotoṕıa

Ξ(t, ·) = eN t ◦ Σ(t, ·), N =

(
0 1
0 0

)
.

El resultado en [40] implica ahora la existencia de h ∈ H∞ tal que
Πh = F . En virtud de que Ξ(t, ·) − eN t ∈ on−1, la construcción del
hamiltoniano h en [40] implica que r(t, ·) ∈ on.

Paso 2. Existe h∗ ∈ H∞, h∗ = h∗(t, w), w = (u, v), tal que Πh∗ = F y

h∗(t, w) =
1

2
v2 + r∗(t, w),

con r∗(t, ·) ∈ on para cada t ∈ R.

La ecuación variacional en z = 0 del sistema obtenido en el Paso 1
es

ξ̇ = J
∂2h

∂z2
(t, 0)ξ.

Este es un sistema lineal periódico y denotaremos por Φ(t) a la matriz
solución con condición inicial Φ(0) = I. La matriz de monodromı́a Φ(1)
debe coincidir con la derivada de Πh en 0. Como F = Πh se deduce que
Φ(1) = P+. La teoŕıa de Floquet nos dice que Φ(t) se factoriza como

Φ(t) = P (t)eN t,

donde P (t) es 1-periódica y satisface

Ṗ = J
∂2h

∂z2
(t, 0)P − PN .
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Por otra parte el cambio de variables z = P (t)w transforma el
sistema hamiltoniano en

ẇ = Nw + P (t)−1J 5z r(t, P (t)w).

Puesto que P (t) es una matriz simpléctica, P (t)−1 = −JP (t)∗J y en-
tonces

P (t)∗5z h(t, P (t)w) = P (t)∗(Dwh(t, P (t)w)P (t)−1)∗ = 5wh(t, P (t)w).

Luego, el nuevo sistema es también hamiltoniano con hamiltoniano

h∗(t, w) =
1

2
v2 + r∗(t, w), r∗(t, w) = r(t, P (t)w).

Las identidades F = P (1) ◦ Πh∗ y P (1) = P (0) = I completan la
demostración del Paso 2.

Nota 2.8. Nótese que existe una ligera diferencia en la fórmula del
resto r∗ con respecto a la que aparece en [46]. La fórmula correcta es
la dada arriba.

Paso 3. Existen Ψ ∈ Aω y h∗∗ = h∗∗(t, ξ), ξ = (q, p), tal que

Ψ−1 ◦ F ◦Ψ = Πh∗∗

y

h∗∗(t, ξ) =
1

2
p2 +

α

n + 1
qn+1 + r∗∗(t, ξ)

con α ∈ R y r∗∗(t, ·) ∈ on+1.

Consideraremos cambios canónicos de variables que dependen pe-
riódicamente del tiempo y que son de la forma

w = Ψ(t, ξ) = ξ + Q(t, ξ) + %(t, ξ),

donde Ψ es anaĺıtico, Q(t, ·) es un polinomio homogéneo de grado n
y %(t, ·) ∈ on. Es fácil demostrar empleando la teoŕıa de funciones
generatrices que dado Q = (Q1, Q2), tal cambio de variables existe si y
sólo si

divξQ =
∂Q1

∂q
+

∂Q2

∂p
≡ 0 (2.42)

(Véase [9]). Más aún, la inversa ξ = χ(t, w) será también anaĺıtica y
tendrá la forma

ξ = w −Q(t, w) + %∗(t, w)

con %∗(t, ·) ∈ on, ∀t ∈ R.
Despúes de un cambio de este tipo, el hamiltoniano h∗ es transfor-

mado en
h∗∗(t, ξ) = h∗(t, Ψ(t, ξ)) + η(t, ξ)

donde la función resto η es definida por (véase [40, pag 88-89])

η(t, ξ) = −
∫ 1

0

〈J∂tχ(t, w)|w=Ψ(t,sξ), ξ〉ds.
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De las propiedades de h∗ deducimos que

h∗(t, Ψ(t, ξ)) = 1
2
(p + Q2(t, ξ) + . . . )2 + r∗(t, ξ + Q(t, ξ) + . . . ) =

1
2
p2 + pQ2(t, ξ) + r∗n+1(t, ξ) + . . . ,

donde r∗n+1(t, ξ) es el polinomio homogéneo de grado n + 1 en el desa-
rrollo de Taylor de r∗(t, ξ) y los puntos suspensivos indican términos
en on+1.

De la homogeneidad de Q(t, ξ) se deduce que

η(t, ξ) =

∫ 1

0

〈J∂tQ(t, w)|w=Ψ(t,sξ), ξ〉ds + · · · =
∫ 1

0

{q∂tQ2(t, sξ)− p∂tQ1(t, sξ)}ds + · · · =
q

n + 1
∂tQ2(t, ξ)− p

n + 1
∂tQ1(t, ξ) + . . .

Para conseguir la conclusión del paso 3 debemos resolver la ecuación
homológica

α

n + 1
qn+1 = pQ2 +

q

n + 1
∂tQ2 − p

n + 1
∂tQ1 + r∗n+1. (2.43)

Aqúı α es un parámetro a determinar y las funciones incógnitas son Q1

and Q2. Si escribimos Q1,Q2 y r∗n+1 en la forma

Q1(t, ξ) =
n∑

i=0

ai(t)q
n−ipi, Q2(t, ξ) =

n∑
i=0

bi(t)q
n−ipi,

r∗n+1(t, ξ) =
n+1∑
i=0

ci(t)q
n+1−ipi,

entonces (2.43) se transforma en




c0 + 1
n+1

ḃ0 = α
n+1

bi + ci+1 − 1
n+1

ȧi + 1
n+1

ḃi+1 = 0, i = 0, . . . , n− 1
bn + cn+1 − 1

n+1
ȧn = 0.

Las incógnitas ai y bi están relacionadas por (2.42). A saber,

(n− i)ai + (i + 1)bi+1 = 0, i = 0, 1, . . . n− 1.

Combinando las identidades previas llegamos al siguiente sistema dife-
rencial en las incógnitas b0, . . . bn, an,




ḃ0 = α− (n + 1)c0(t)

ḃi = −(n− i + 1)bi−1 − (n− i + 1)ci(t), i = 1, . . . , n
ȧn = (n + 1)bn + (n + 1)cn+1(t).

Si definimos

α = (n + 1)

∫ 1

0

c0(t)dt
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este sistema admite soluciones periódicas de peŕıodo 1. Es fácil com-
probar esto último a partir del método de la alternativa de Fredholm
o por integración sucesiva y descendente del sistema. Esto completa la
demostración del paso 3 escogiendo Ψ = Ψ(0, ·).

Sólo queda por demostrar (2.39).

Paso 4 (Invariancia). Supongamos que F , F ∗ y ϕ son transformaciones
en A∞ que verifican las siguientes condiciones,

F − P+ ∈ on−1, ϕ− I ∈ on−1, F ∗ − ϕ−1 ◦ F ◦ ϕ ∈ on.

Entonces
∂nF2

∂xn
(0, 0) =

∂nF ∗
2

∂xn
(0, 0).

Estas condiciones también implican que F ∗−P+ ∈ on−1 y podemos
escribir los desarrollos

F = P+ + F̂n + . . . , F ∗ = P+ + F̂ ∗
n + . . . , ϕ = I + ϕ̂n + . . .

donde F̂n, F̂ ∗
n , ϕ̂n son polinomios homogéneos de grado n y los puntos

suspensivos representan restos en on. De

ϕ ◦ F ∗ − F ◦ ϕ ∈ on

obtenemos la ecuación homológica

P+ ◦ ϕ̂n − ϕ̂n ◦ P+ + F̂n − F̂ ∗
n = 0. (2.44)

Expresando el polinomio ϕ̂n como

ϕ̂n(x, y) =

(
n∑

i=0

fix
iyn−i,

n∑
i=0

gix
iyn−i

)

se obtiene

(P+ ◦ ϕ̂n − ϕ̂n ◦ P+)2 (x, y) =
n∑

i=0

{
gix

iyn−i − gi(x + y)iyn−i
}

.

Reordenando esta componente en una suma de potencias xiyn−i enton-
ces resulta claro que el coeficiente correspondiente a i = n se anula. El
paso 4 se sigue de esta observación y la ecuación (2.44).

Paso 5. Demostración de (2.39).

Sabemos del paso 3 que existe Ψ ∈ Aω tal que

Ψ−1 ◦ F ◦Ψ− ΠD ∈ on,

donde D es el hamiltoniano dado por (2.35). Más aún, la demostra-
ción del paso 3 implica que Ψ − I ∈ on−1. Aplicando ahora el paso 4
deducimos que

∂nF2

∂xn
(0, 0) =

∂n(ΠD)2

∂xn
(0, 0).
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Esta última derivada puede ser calculada a partir de (2.36) y tiene el
valor −n!α. Esto concluye la demostración.

Nota 2.9. Cuando F es de clase Ck, k ≥ 2, la isotoṕıa Σ constrúıda
en el Paso 1 verifica que ∂Σ

∂t
es de clase Ck−1. Esta observación conduce

a una versión de la Proposición 2.14 para F ∈ AN con N > n. La con-
clusión será la misma excepto que ahora el hamiltoniano H pertenece
a HN .

2.4. Criterio de Estabilidad para puntos fijos parabólicos

En la sección anterior el hamiltoniano interpolante de F fue redu-
cido por cambios canónicos de variables a un hamiltoniano más simple
con parte autónoma dada por (2.35). Cuando α 6= 0 la parte autónoma
nos da un sistema con equilibrio x = y = 0 estable si n es impar y
α > 0 e inestable en caso contrario. El próximo resultado puede verse
como una extensión a transformaciones abstractas de este criterio de
estabilidad. Este criterio fue obtenido en [61] para el caso anaĺıtico.

Teorema 2.15. Sea F ∈ A∞, F = (F1, F2), una transformación
con F ′(0) = P+ y que verifica

∂h+k

∂xh∂yk
F (0) = 0 si 2 ≤ h + k < n,

∂nF2

∂xn
(0, 0) 6= 0, (2.45)

para algún n ≥ 2. Entonces z = 0 es estable si n es impar y

∂nF2

∂xn
(0, 0) < 0 (2.46)

e inestable en caso contrario.

Como consecuencia de este resultado obtenemos dos corolarios que
serán empleados más tarde.

Corolario 2.16. Supóngase que F ∈ A∞ y que para algún n ≥ 2
se verifica (2.45). Supóngase además que

F
′
(0) =

(
1 η
0 1

)
, η 6= 0.

Entonces z = 0 es estable si y sólo si n es impar y η ∂nF2

∂xn (0, 0) < 0.

Demostración. Definamos G = L◦F ◦L−1 donde L =

(
1 0
0 η

)
. De

este modo G está en las condiciones del Teorema 2.15 y

∂nG2

∂xn
(0, 0) = η

∂nF2

∂xn
(0, 0).
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Corolario 2.17. Supongamos que F ∈ A∞, y que para algún
entero impar n > 2 se verifica la condición (2.45). Adicionalmente,
supóngase que

F
′
(0) =

( −1 η
0 −1

)
, η 6= 0.

Entonces z = 0 es estable si y sólo si η ∂nF2

∂xn (0, 0) < 0.

Demostración. La transformación G = F 2 verifica

G
′
(0) =

(
1 −2η
0 1

)
.

Más aún, como n es impar entonces

∂nG2

∂xn
(0, 0) = −2

∂nF2

∂xn
(0, 0).

Una aplicación del Corolario 2.16 a G finaliza la demostración.

Variables de Acción-Ángulo para la ecuación de Duffing.

Antes de proceder a la demostración del Teorema 2.15, necesitaré in-
troducir previamente unas variables canónicas en las que el sistema
hamiltoniano asociado a (2.38) adoptará una forma más simple. Es-
tas variables son las coordenadas naturales asociadas al hamiltoniano
autónomo (2.35) (con α > 0) y son llamadas las variables de acción-
ángulo del hamiltoniano.

Para mayor sencillez, considérese la ecuación autónoma

ẍ + xn = 0, (2.47)

donde n ≥ 3 es impar. Esta ecuación es equivalente al sistema hamil-
toniano

ẋ =
∂D

∂y
, ẏ = −∂D

∂x
, D =

1

2
y2 +

xn+1

n + 1
. (2.48)

Como el origen es un centro en el plano (x, y) es posible considerar
las variables de acción-ángulo asociadas. Estas coordenadas fueron ya
empleadas por Lyapunov en sus estudios sobre la estabilidad (véase
[10, 28]). Seguiremos el modo como estas fueron introducidas en [18].

Dado λ > 0 sea xλ(t) la única solución de (2.47) con condiciones
iniciales x(0) = λ, ẋ(0) = 0. Denotaremos el peŕıodo minimal de xλ(t)

por T = T (λ). Un cálculo directo nos muestra que xλ(t) = λx1(λ
n−1

2 t)
y en consecuencia

T (λ) = T (1)λ
1−n

2 .

Sea λ0 el único número tal que T (λ0) = 1. Definimos

C(t) := xλ0(t), S(t) := Ċ(t).

Estas funciones son anaĺıticas, 1-periódicas y satisfacen las siguientes
identidades

Ṡ = −Cn,
1

2
S2 +

1

n + 1
Cn+1 =

λn+1
0

n + 1
. (2.49)
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Definimos el siguiente cambio de variables

x = γρ
2

n+3C(θ), y = γ
n+1

2 ρ
n+1
n+3S(θ), ρ > 0, θ ∈ R,

donde γ > 0 es un parámetro que determinaremos más tarde. La trans-
formación

Φ : T× (0,∞) → R2 − {0}, (θ̄, ρ) 7→ (x, y)

es biyectiva. Esto se prueba a partir de la segunda identidad en (2.49)
y usando el hecho de que C es 1-periódica.

Nuevamente empleando estas identidades podemos calcular el ele-
mento de área

dx ∧ dy =
2

n + 3
λn+1

0 γ
n+3

2 dθ ∧ dρ.

Tomando γ
n+3

2 = n+3
2λn+1

0

se concluye que Φ es un difeomorfismo anaĺıtico

y simpléctico. Las siguientes estimaciones son una consecuencia de la
definición de Φ,

Φ(θ, ρ) = O(ρ
2

n+3 ), cuando ρ → 0, (2.50)

∂hΦ

∂θh1∂ρh2
(θ, ρ) = O(ρ

2
n+3

−h2), cuando ρ → 0, (2.51)

para cada multi-́ındice h = (h1, h2).
También nos será útil obtener estimaciones similares cuando ex-

presamos una función en las variables anteriores. Dada f = f(x, y)
definida en un entorno del origen, la función f ∗ = f ∗(θ, ρ) se define
por f ∗ = f ◦Φ. Si f es infinitamente diferenciable entonces también lo
será f ∗ para ρ positivo y pequeño.

Lema 2.18. Sea f = f(x, y) una función de clase C∞ que está de-
finida en un entorno del origen y tal que

f ∈ oµ−1

para algún µ = 0, 1, 2, . . . . (Esta condición es vaćıa cuando µ = 0).
Entonces, para cada multi-́ındice h = (h1, h2) se tiene que

∂h1+h2f ∗

∂θh1∂ρh2
(θ, ρ) = O(ρ

2µ
n+3

−h2), cuando ρ → 0. (2.52)

Demostración. Haremos inducción con respecto al orden de deriva-
ción ν (≥ h1 + h2). Para ν = 0 sólo habrá que probar la estimación

f ∗(θ, ρ) = O(ρ
2µ

n+3 ),

y esto es una clara consecuencia de (2.50).
Supondremos que (2.52) es cierta para derivadas de orden h1+h2 ≤

ν y probaremos que esto también es válido para h1 + h2 = ν + 1.
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Las funciones fx y fy pertenecen a oµ̄−1 con µ̄ = máx{µ − 1, 0}.
Aplicando (2.52) a estas funciones se deduce que para cada (h1, h2)
con h1 + h2 ≤ ν,

| ∂h1+h2

∂θh1∂ρh2
(fx)

∗|+ | ∂h1+h2

∂θh1∂ρh2
(fy)

∗| = O(ρ
2µ̄

n+3
−h2). (2.53)

De la Regla de la Cadena,

(f ∗)θ = (fx)
∗xθ + (fy)

∗yθ, (f ∗)ρ = (fx)
∗xρ + (fy)

∗yρ. (2.54)

Ahora aplicando la regla de Leibniz a la primera fórmula en (2.54) se
obtiene

| ∂ν

∂θh1∂ρh2
(f ∗)θ| ≤ Cν

∑
i1+j1=h1
i2+j2=h2

| ∂i1+i2

∂θi1∂ρi2
(fx)

∗|| ∂j1+j2

∂θj1∂ρj2
(xθ)|

+| ∂i1+i2

∂θi1∂ρi2
(fy)

∗|| ∂j1+j2

∂θj1∂ρj2
(yθ)|,

donde Cν es cierta constante que sólo depende de ν.
Si combinamos (2.51) y (2.53) se concluye que

∂ν+1

∂θh1+1∂ρh2
f ∗(θ, ρ) = O(ρ

2µ
n+3

−h2).

La demostración no está terminada porque falta por estimar aún ∂ν+1f∗
∂ρν+1 .

Esto se hace de modo similar pero comenzando con la segunda fórmula
en (2.54).

Demostración del Teorema 4.1. En virtud de la Proposición 2.14
será suficiente considerar el sistema hamiltoniano (2.34) con hamilto-
niano (2.38) y discutir la estabilidad o inestabilidad del equilibrio z = 0.
Es importante recordar que H presenta la forma

H(t, x, y) =
1

2
y2 +

α

n + 1
xn+1 + . . .

Estabilidad. Supóngase que n es impar y α es positivo. Despúes de
aplicar el cambio de escala (x, y) 7→ (λx, λy) con αλ1−n = 1 (que es una
transformación simpléctica con multiplicador), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que α = 1. La parte autónoma de H corresponde
ahora a (2.47) y podemos considerar las variables de acción-ángulo

Φ : x = γρ
2

n+3C(θ), y = γ
n+1

2 ρ
n+1
n+3S(θ).

El hamiltoniano H(t, x, y) se transforma bajo Φ en

h(t, θ, ρ) = κρ
2(n+1)

n+3 + R∗(t, θ, ρ),

donde R∗(t, θ, ρ) = R(t, Φ(θ, ρ)), y κ es cierta constante positiva. De
este modo llegamos al sistema

θ̇ =
∂h

∂ρ
= κ0ρ

n−1
n+3 +

∂R∗

∂ρ
, ρ̇ = −∂h

∂θ
= −∂R∗

∂θ
, (2.55)
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con κ0 > 0. El sistema anterior, es equivalente en algún entorno redu-
cido del origen a

ẋ = Hy, ẏ = −Hx. (2.56)

La transformación de Poincaré asociada a (2.56) pertenece aA∞, lo que
implica que la transformación de Poincaré asociada a (2.55) está bien
definida en alguna banda 0 < ρ < ρ∗ donde además verifica la propie-
dad de intersección. Nuestro objetivo es demostrar que esta transforma-
ción tiene curvas invariantes en ciertos anillos del tipo {α1 ≤ ρ ≤ α2}
con 0 < α1 < α2 y α2 → 0. Con el objeto de aplicar el teorema 1.7,
se precisa fijar el anillo y evitar exponentes fraccionarios. Por estos
motivos, introduciremos el siguiente cambio de variables

ρ
n−1
n+3 = δr, r ∈ [0,5, 2,5], (2.57)

donde δ > 0 es un parámetro pequeño. El nuevo sistema está definido
en la banda D = {(θ, r) : 0,5 ≤ r ≤ 2,5} y es de la forma

θ̇ = κ0δr + X1(t, θ, r, δ), ṙ = X2(t, θ, r, δ) (2.58)

donde

X1(t, θ, r, δ) = ∂
∂ρ

R∗(t, θ, (δr)
n+3
n−1 )

X2(t, θ, r, δ) = −n−1
n+3

δ−
n+3
n−1 r−

4
n−1 ∂

∂θ
R∗(t, θ, (δr)

n+3
n−1 ).

(2.59)

Afirmación. Existe ∆ > 0 tal que X1, X2 ∈ C0,∞,1(T×D× [0, ∆]) con
X1 = X2 = ∂X1

∂δ
= ∂X2

∂δ
= 0 en δ = 0.

Para demostrar esto aplicamos primero el lema 2.18 a la función R(t, ·, ·) ∈
on+1 y obtenemos

∂α1+α2R∗

∂θα1∂ρα2
(t, θ, ρ) = O(ρ

2(n+2)
n+3

−α2)

para cada multi-́ındice α = (α1, α2). Observe que la estimación es uni-
forme en t. Ahora, se deduce fácilmente a partir de la definición de X1

y X2 en (2.59) que si δ > 0, entonces

∂h1+h2

∂θh1∂rh2
Xi(t, θ, r, δ) = O(δ

n+1
n−1 ).

Esto implica Xi ∈ C0,∞,0 y Xi = 0 en δ = 0.
Para estimar la derivada en δ, nótese que ∂Xi

∂δ
= 1

δ
r ∂Xi

∂r
y por lo

tanto
∂h1+h2+1

∂θh1∂rh2∂δ
Xi(t, θ, r, δ) = O(δ

2
n−1 ).

Esto demuestra la Afirmación.
Sea (θ(t; θ0, r0, δ), r(t; θ0, r0, δ)) la solución de (2.58) con condición

inicial (θ0, r0) en t = 0. Para δ pequeño y r0 ∈ [1, 2] esta solución
puede prolongarse hasta t = 1 (cuando δ = 0 el flujo del sistema
está trivialmente definido para todo t). A continuación aplicaremos la
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proposición 1.8 a (2.58) con K = {(θ, r) : θ ∈ [0, 1], r ∈ [1, 2]}. Las
funciones

ξ(t) =
∂θ

∂δ
(t; θ0, r0, 0), η(t) =

∂r

∂δ
(t; θ0, r0, 0)

satisfacen las ecuaciones variacionales

ξ̇ = κ0r0, η̇ = 0, ξ(0) = η(0) = 0

y aśı obtenemos el desarrollo{
θ(t; θ0, r0, δ) = θ0 + δκ0r0t + δϕ1(t; θ0, r0, δ)
r(t; θ0, r0, δ) = r0 + δϕ2(t; θ0, r0, δ),

(2.60)

donde los restos verifican

||ϕ1(t; ·, ·, δ)||C4(A) + ||ϕ2(t; ·, ·, δ)||C4(A) → 0,

cuando δ → 0, con t ∈ [0, 1] y A = T× [1, 2].
La propiedad de intersección es invariante por conjugación, en con-

secuencia la transformación 1

Mδ : A ⊂ C → C, (θ0, r0) 7→ (θ(1; θ0, r0, δ), r(1; θ0, r0, δ))

también tiene la propiedad de intersección. El desarrollo requerido en
el Teorema Twist (Teorema 1.7) es precisamente (2.60) para t = 1.
Entonces se deduce que Mδ tiene curvas invariantes para δ pequeño.
Expresando estas curvas en las coordenadas cartesianas originales re-
sulta que estas son invariantes para ΠH . Esto finaliza la demostración
de la estabilidad.

Inestabilidad. La inestabilidad puede demostrarse usando las ideas de
Levi-Civita en [27]. Daremos una demostración abreviada para com-
pletar. Supóngase primero que α < 0. Los hamiltonianos H y D tienen
un contacto de orden n + 1, aśı ΠH y ΠD coinciden hasta el orden n.
En (2.36) los coeficientes ak y bk son positivos. De aqúı se deduce la
existencia de una bola pequeña B ⊂ R2, centrada en el origen tal que

ΠH(R2
+ ∩B) ⊂ R2

+,

donde R2
+ = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}. Más aún, dado (x, y) ∈

R2
+∩B entonces x1 > x+y, y1 > y ( en consecuencia xn > x+ny). Esto

implica que el origen es un repulsor con respecto al primer cuadrante
y por lo tanto es inestable. El caso α > 0 y n par se trata de la misma
manera sustituyendo R2

+ por el tercer cuadrante.

Nota 2.10. En virtud de la nota al final de la sección anterior y
la proposición 1.8, la demostración de la estabilidad funciona aún con
F ∈ A6. Por supuesto que este no es el grado de regularidad óptimo.
Para relajar el grado de diferenciabilidad se debe estimar directamente
la transformación sin pasar por la ecuación diferencial. Sin embargo
este procedimiento es sumamente largo.

1Aqúı C denota el cilindro T× R.
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2.5. El Resultado Principal

El resultado principal de este caṕıtulo concierne a la estabilidad del
equilibrio x ≡ 0 para la siguiente ecuación diferencial periódica

ẍ + a(t)x + c(t)x2n+1 + r(t, x) = 0, n ≥ 1, (2.61)

donde las funciones a, c : T→ R son continuas, c no es idénticamente
nula y el resto r : T× (−ε, ε) → R, (ε > 0), es de clase C0,∞ con

∂mr

∂xm
(t, 0) = 0, t ∈ R, m = 0, 1, . . . , 2n + 1.

Teorema 2.19. Supóngase que la ecuación lineal

ẍ + a(t)x = 0 (2.62)

es parabólica-inestable (ν 6= 0). Entonces x ≡ 0 es estable para (2.61)
si

σνc(t) ≥ 0 ∀t ∈ R
e inestable si

σνc(t) ≤ 0 ∀ t ∈ R.

(Los śımbolos σ y ν fueron introducidos en la sección 2.2).

Nota 2.11. El resultado principal en [51] establece que x ≡ 0 es
estable si (2.62) es estable y c(t) no cambia el signo (c ≥ 0 o c ≤
0). Si ponemos juntos los dos resultados obtendremos una descripción
completa de las propiedades de estabilidad de x ≡ 0 cuando c(t) no
cambia el signo.

Nota 2.12. La prueba del Teorema mostrará que la condición

σν

∫ 1

0

c(t)φ1(t)
2n+2dt > 0 [resp. < 0]

es suficiente para la estabilidad [resp. la inestabilidad]. Aqúı φ1(t) es
la solución de (2.62) tal que x(0) = 1, ẋ(0) = 0. En la mayoŕıa de
los casos no es posible calcular φ1, pero si a ≡ 0 entonces φ1 ≡ 1 y se
recupera el resultado de B. Liu en [29].

Nota 2.13. Como consecuencia del método de demostración, se
obtiene más información que la mera estabilidad del equilibrio x ≡ 0.
De hecho, en el caso estable existe una dinámica de tipo twist cerca del
origen, lo que tiene muchas consecuencias: existencia de sub-armónicos
y soluciones cuasi-periódicas,. . . etc.

Demostración. Sea t0 ∈ R el tiempo inicial que nos da el Lema 2.12.
Después de una traslación del tiempo en la ecuación podemos suponer
que t0 = 0. Sean φ1(t), φ2(t) las soluciones de (2.62) que satisfacen

φ1(0) = φ̇2(0) = 1, φ̇1(0) = φ2(0) = 0. Del Lema 2.12 se deduce

φ1(1) = φ̇2(1) = σ, φ̇1(1) = 0, φ2(1) = η,

donde η es cierto número tal que νη > 0.



2.6. APLICACIONES 55

La solución de (2.61) con condiciones iniciales x(0) = x0, ẋ(0) = v0

se denotará por x(t; x0, v0). Esta solución puede prolongarse hasta el
tiempo t = 1 si (x0, v0) está en un entorno pequeño del origen. La
transformación de Poincaré

P (x0, v0) = (x(1; x0, v0), ẋ(1; x0, v0))

es un elemento de A∞ y verifica

P
′
(0, 0) =

(
φ1(1) φ2(1)

φ̇1(1) φ̇2(1)

)
=

(
σ η
0 σ

)
.

A continuación aplicaremos los Corolarios 2.16 y 2.17 a P y para esto
necesitaremos calcular su desarrollo de Taylor hasta el orden 2n+1. Co-
mo primer paso, el teorema de diferenciabilidad respecto de parámetros
nos da una aproximación de orden 1 para el flujo no lineal

{
x(t; x0, v0) = φ1(t)x0 + φ2(t)v0 + O(x2

0 + v2
0)

ẋ(t; x0, v0) = φ̇1(t)x0 + φ̇2(t)v0 + O(x2
0 + v2

0),
(2.63)

donde la estimación es uniforme en t ∈ [0, 1]. Como segundo paso, de
la fórmula de variación de constantes y la propia ecuación se deduce

x(t; x0, v0) = φ1(t)x0 + φ2(t)v0+∫ t

0
[φ1(t)φ2(s)− φ1(s)φ2(t)]{c(s)x(s; x0, v0)

2n+1 + r(s, x(s; x0, v0))}ds

y

ẋ(t; x0, v0) = φ̇1(t)x0 + φ̇2(t)v0+∫ t

0
[φ̇1(t)φ2(s)− φ1(s)φ̇2(t)]{c(s)x(s; x0, v0)

2n+1 + r(s, x(s; x0, v0))}ds.

Finalmente, combinando estas identidades con (2.63) encontramos

P (x0, v0) = (x1, v1)

con

x1 = σx0+ηv0+

∫ 1

0

[σφ2(s)−ηφ1(s)]c(s)(φ1(s)x0+φ2(s)v0)
2n+1ds+. . . ,

y1 = σv0 −
∫ 1

0

σφ1(s)c(s)(φ1(s)x0 + φ2(s)v0)
2n+1ds + . . .

La condición (2.45) se verifica con

∂2n+1P2

∂x2n+1
0

(0, 0) = −(2n + 1)!σ

∫ 1

0

c(s)φ1(s)
2n+2ds

y la conclusión se sigue de los corolarios antes mencionados.

2.6. Aplicaciones

Finalizaremos este caṕıtulo con algunas aplicaciones del Teorema
2.19.
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2.6.1. El espectro de la ecuación de Hill. En primer lugar,
queremos ilustrar como pueden emplearse el teorema precedente y el
teorema principal de [51] para obtener una versión no lineal del clásico
resultado sobre el espectro en ecuaciones de Hill ([31, caṕıtulo 2]).

Dada una función α ∈ C(T) considérese la ecuación

ẍ + α(t)x + λx = 0 (2.64)

donde λ ∈ R es un parámetro. La teoŕıa clásica de esta ecuación (véase
[31]) dice que existen dos sucesiones crecientes (el espectro) {λn}n≥0 y
{λ′n}n≥1 con

λ0 < λ
′
1 ≤ λ

′
2 < λ1 ≤ λ2 < λ

′
3 ≤ λ

′
4 < λ3 ≤ λ4 < . . . → +∞

y tal que (2.64) es

• eĺıptica si

λ ∈ (λ0, λ
′
1) ∪ (λ

′
2, λ1) ∪ (λ2, λ

′
3) ∪ (λ

′
4, λ3) ∪ . . .

• hiperbólica si

λ ∈ (−∞, λ0) ∪ (λ
′
1, λ

′
2) ∪ (λ1, λ2) ∪ (λ

′
3, λ

′
4) ∪ . . .

• parabólica si λ = λn o λ = λ
′
n para algún n

En el caso parabólico es posible utilizar la información en [31] y
la Proposición 2.13 para calcular los invariantes simplécticos σ y ν. A
saber,

σ =

{
1 si λ = λn

−1 si λ = λ
′
n

,

ν =





0 si λ = λ0 o λ = λn = λn+1 o λ = λ
′
n = λ

′
n+1

1 si λ = λ2n+2 > λ2n+1 o λ = λ
′
2n+1 < λ

′
2n+2

−1 si λ = λ2n+1 < λ2n+2 o λ = λ
′
2n+2 > λ

′
2n+1,

para n = 0, 1, . . .
Considérese ahora una ecuación de Hill no lineal de la forma

ẍ + α(t)x + λx + c(t)x3 + · · · = 0,

donde supondremos que el coeficiente c(t) no es idénticamente nulo y
tiene signo constante. Si por ejemplo c ≥ 0, los resultados en [51] y
el teorema de la sección anterior implican que el equilibrio x ≡ 0 es
estable si y sólo si

λ ∈ [λ0, λ
′
1) ∪ [λ

′
2, λ1) ∪ [λ2, λ

′
3) ∪ [λ

′
4, λ3) ∪ . . . ,

es decir, debemos añadir los nodos pares a la región de elipticidad de
la ecuación lineal. Si por el contrario c ≤ 0 entonces análogamente
tendŕıamos que x = 0 es estable si y sólo si

λ ∈ (λ0, λ
′
1] ∪ (λ

′
2, λ1] ∪ (λ2, λ

′
3] ∪ (λ

′
4, λ3] ∪ . . . ,
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y deben añadirse en este caso, los nodos impares a la región de elipti-
cidad.

2.6.2. El péndulo de longitud variable. Un péndulo cuya lon-
gitud vaŕıa périódicamente en el tiempo puede ser modelado por la
siguiente ecuación diferencial

ẍ + α(t) sin x = 0, (2.65)

donde α ∈ C(T) es una función positiva relacionada con la longi-
tud variable del péndulo. Este modelo ha sido clásicamente empleado
en mecánica para explicar el fenómeno de resonancia paramétrica. La
ecuación anterior puede reescribirse de la siguiente manera

ẍ + α(t)x− 1

6
α(t)x3 + · · · = 0.

Esta ecuación presenta el equilibrio x ≡ 0. Arnold y Avez muestran
en [8, pág. 85]) que si α está suficientemente próxima a una constante
entonces x ≡ 0 es estable. En [51] Ortega obtiene la estabilidad del
equilibrio suponiendo sólamente que la ecuación linealizada es estable.

Combinando el resultado principal en [51] y el Teorema 2.19, obte-
nemos la siguiente caracterización la cual mejora los resultados previos
en [50] y [51].

Corolario 2.20. La posición de equilibrio x ≡ 0 es estable para
(2.65) si y sólo si la ecuación

ẍ + α(t)x = 0.

es eĺıptica o parabólica con σν ≤ 0.

2.6.3. Un problema restringido de tres cuerpos. La con-
figuración del problema de tres cuerpos estudiada por Sitnikov es la
siguiente:

Consideremos dos cuerpos primarios de igual masa m1 = m2 que
se mueven en elipses de excentricidad 0 ≤ ε < 1, alrededor de su cen-
tro de masas O que se considera en reposo; un tercer cuerpo de masa
despreciable m3 = 0 se mueve a lo largo de la ĺınea OX perpendicular
al plano del movimiento de los primarios. De la simetŕıa de la situa-
ción (el movimiento de m1 y m2 es simétrico respecto de O) resulta
claro que el tercer cuerpo permanecerá en la recta OX. El problema
consiste en describir el movimiento del tercer cuerpo que está siendo
periódicamente excitado por los otros dos.

Como es usual se normaliza el tiempo de modo que el peŕıodo de
los primarios sea 2π, las unidades de masa de modo que m1 = m2 = 1

2
y las unidades de longitud para que la constante de gravitación pase
a ser G = 1. Sea x la coordenada del tercer cuerpo y r = r(t, e)
la distancia entre las primarias y el centro de masas O. Entonces la
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ecuación diferencial del problema de Sitnikov es ([44])

ẍ = − x

(x2 + r(t)2)
3
2

, (2.66)

Es un hecho conocido que r es una función periódica y par de t que
tiene el siguiente desarrollo cerca de e = 0

r(t, e) =
1

2
(1− e cos t) + O(e2).

Este problema fue propuesto por Kolmogorov en 1954, estudiado
por Sitnikov en 1959 y posteriormente por Alekseev en los 60’ y por
Moser en los 70’.

En esta memoria estaremos interesados por las propiedades de es-
tabilidad de la posición de equilibrio x ≡ 0. Cuando e = 0 la ecuación
pasa ser autónoma (r ≡ 1

2
) con hamiltoniano

H(x, y) =
y2

2
− 1√

x2 + 1
4

.

Entonces una aplicación directa de la teoŕıa KAM permite demostrar
la estabilidad del equilibrio para pequeños valores de la excentricidad e.
Estamos interesados en estudiar lo que pasa cuando e no es un pequeño
parámetro.

Un cálculo sencillo nos muestra que el coeficiente c(t) en la ecuación
(2.66) es negativo definido y b ≡ 0. En consecuencia, combinando el
resultado principal en [51] y el Teorema 2.19 obtenemos el siguiente

Corolario 2.21. La posición de equilibrio x ≡ 0 es estable para
(2.66) si y sólo si la ecuación

ẍ +
1

r(t)3
x = 0

es eĺıptica o parabólica con σν ≤ 0.

Nota 2.14. En [3] los autores también estudian este problema ob-
teniendo algunos resultados parciales a la cuestión de la estabilidad.



CAṔıTULO 3

El Método de Sub y Super-Soluciones y la
Estabilidad

3.1. Introducción

En este caṕıtulo, consideraré el problema periódico

ẍ + g(t, x) = 0, x(0) = x(T ), ẋ(0) = ẋ(T ), (3.67)

donde g ∈ C0,4(T × R). De ahora en adelante usaremos la notación
T = R/TZ.

El objetivo principal será conectar ciertos métodos de existencia
de soluciones para el problema (3.67) con la estabilidad. El método
de Sub y Super-soluciones es uno de los métodos más empleados para
estudiar el problema (3.67) y requiere de cierta habilidad en cada caso.
Todos sabemos que si una función continua cambia de signo en un
intervalo ha de tener un cero. Hasta cierto punto, el método de Sub y
Super-soluciones se puede ver como la extensión de este hecho al marco
funcional del problema periódico (3.67).

Primero describiremos el método en su versión más clásica.
Una función α ∈ C2(T) se dice una sub-solución de (3.67) si

α̈(t) + g(t, α(t)) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ].

Una super-solución β se define de manera similar invirtiendo la desi-
gualdad anterior. Una sub-solución (super-solución resp.) se dice es-
tricta si la desigualdad anterior es estricta en todo el intervalo [0, T ].
Supongamos ahora que α y β están ordenadas y satisfacen

α(t) ≤ β(t) ∀t ∈ R.

En este caso es bien conocido que (3.67) tiene una solución entre α
y β (véase [17]).

Dancer y Ortega probaron en [16] que este método t́ıpicamente pro-
duce soluciones inestables. Esto significa que cuando α, β son estrictas
y la región α < β contiene una única solución de (3.67) entonces ésta
es inestable. Por ejemplo, en la ecuación del péndulo

ẍ + λ sin x = 0, (λ > 0)

encontramos el equilibrio inestable x ≡ π entre las sub y super-soluciones
constantes α ≡ π

2
y β ≡ 3π

2
.

59
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Supongamos ahora que α y β están ordenadas en el modo inverso;
esto significa que satisfacen

β(t) ≤ α(t) ∀t ∈ R.

En general no se puede garantizar la existencia de una solución de (3.67)
entre β y α. Un ejemplo fácil que muestra este hecho es el siguiente

ẍ + x = sin t, x(0) = x(2π), ẋ(0) = ẋ(2π),

con α ≡ 1, β ≡ −1. Sin embargo, si se impone la condición adicional

gx(t, x) ≤
(π

T

)2

en [β, α],

donde [β, α] = {(t, x) : β(t) ≤ x ≤ α(t)}, entonces existe al menos una
solución ϕ of (3.67) con

α(t) ≥ ϕ(t) ≥ β(t) ∀t ∈ R.

Véase [17, Teorema 4.1] y [64] para una reciente aplicación de este
método.

Regresemos a la ecuación del péndulo con λ ≤ (
π
T

)2
. Observe que

α ≡ π
2

y β ≡ −π
2

son sub y super soluciones con α > β. El equilibrio
x ≡ 0 es la única solución de (3.67) entre ellas y es estable. El primer
objetivo de este caṕıtulo será generalizar esta observación (Teorema
3.25).

Es frecuente en las aplicaciones que la ecuación en (3.67) presente
una simetŕıa de tipo impar, es decir,

g(−t,−x) = −g(t, x), ∀(t, x) ∈ R2. (3.68)

En estas condiciones resulta natural estudiar las propiedades de las
soluciones x de (3.67) que satisfacen

−x(−t) = x(t) = x(t + T ), ∀t ∈ R.

La búsqueda de tales soluciones es equivalente, en virtud de la si-
metŕıa de g, al siguiente problema de Dirichlet

ẍ + g(t, x) = 0, x(−T

2
) = x(0) = 0. (3.69)

Es decir, las soluciones que buscamos serán las extensiones impares y
T -periódicas de las soluciones de (3.69). El método de Sub y Super
soluciones tiene también su versión para un problema de Dirichlet y
resulta muy eficaz en las aplicaciones.

Una función α ∈ C[−T/2, 0]∩C2(−T/2, 0) se dice una sub-solución
del problema (3.69) si

(i) α(−T/2) ≤ 0, α(0) ≤ 0
(ii) α̈ + g(t, α(t)) ≥ 0, ∀t ∈ (−T/2, 0).
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La definición de una super-solución es similar invirtiendo las desi-
gualdades en (i)-(ii).

Sean α, β un par de sub y super-soluciones de (3.69) tal que α ≤ β.
El método de Sub y Super-Soluciones para el problema de Dirichlet
establece que existe una solución ϕ de (3.69) tal que ∀t ∈ [−T/2, 0]

α(t) ≤ ϕ(t) ≤ β(t).

(véase [17, Teorema 1.4])
Para cada función γ ∈ C[−T/2, 0], denotaremos por γ∗ a la exten-

sión T -periódica de la función

γ̃ =

{
γ(t) si t ∈ [−T/2, 0]

−γ(−t) si t ∈ (0, T/2].

De acuerdo con esta notación, resulta que ϕ∗ es una solución impar
de (3.67) que está comprendida entre las funciones α∗ y β∗. Es claro que
α∗, β∗ ∈ L∞(T) y son continuas a trozos. ¿Qué podemos decir sobre la
estabilidad de ϕ∗ ?. El segundo objetivo de este caṕıtulo consistirá en
contestar esta pregunta.

La dificultad principal en los problemas expuestos anteriormente lo
constituye el carácter no lineal del problema de estabilidad. Como ya
se ha apuntado antes, usando las técnicas de linealización uno puede
decir, como mucho, que una solución es eĺıptica. Aśı, en este caṕıtulo
se combinará la teoŕıa de Formas Normales y la teoŕıa KAM, para en-
contrar condiciones suficientes sobre los términos de orden superior de
g que impliquen estabilidad. Para este propósito se empleará la tercera
aproximación. Para ser precisos, los problemas anteriores se reducirán
(trasladando la solución periódica al origen) a estudiar las propiedades
de estabilidad del equilibrio x ≡ 0 para una ecuación diferencial del
tipo

ẍ + a(t)x + b(t)x2 + c(t)x3 + · · · = 0, (3.70)

donde los nuevos términos, corresponden al desarrollo de Taylor hasta
el tercer orden de g(t, φ(t) + x) cerca de x = 0, donde φ denota la
solución periódica del problema estudiado.

En [50, 51, 52] Ortega ha obtenido resultados de estabilidad pa-
ra una ecuación general del tipo anterior. En estos art́ıculos el autor
siempre supone que b ≥ 0 o b ≤ 0 y c ≤ 0 (véase también [29, 46] para
resultados relacionados). En algunos problemas interesantes encontra-
mos que el coeficiente b cambia de signo y los resultados de Ortega no
pueden aplicarse.

En la seccción 3.2 se darán condiciones suficientes para la estabi-
lidad del equilibrio en una ecuación general del tipo (3.70), cuando los
coeficientes b y c cambian de signo ( Teorema 3.22). Las condiciones de
estabilidad son refinadas en el Teorema 3.23 cuando b ≡ 0. Estos dos
resultados son extensiones de los teoremas 1 y 2 respectivamente en
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[50]. El teorema 3.22 es el resultado clave para alcanzar los objetivos
de este caṕıtulo.

Las demostraciones de estos resultados harán un uso frecuente de
las técnicas desarrolladas por Ortega en [50, 52] y serán presentadas en
la última sección del caṕıtulo. Para señalar las principales diferencias
técnicas de mi prueba con respecto a [52], permı́tanme bosquejar las
etapas en la prueba de Ortega.

En [52] el autor emplea una representación integral para el primer
coeficiente de Birkhoff β. Es bien conocido que si β 6= 0 uno tiene esta-
bilidad si no hay resonancias fuertes (véase el caṕıtulo 1). El integrando
depende de b, c y las soluciones de la ecuación linealizada. Entonces este
integrando tomará un signo definido si los coeficientes b y c tienen los
signos apropiados. Este hecho está basado en el principio del máximo.
En nuestro caso b y c cambian de signo y el argumento v́ıa el principio
del máximo no puede aplicarse. Ahora, uno tiene que hacer una com-
pensación entre varias integrales para conseguir un signo definido. Para
llevar a cabo esto último, será necesario controlar el crecimiento de las
soluciones de la ecuación linealizada. Con este propósito en mente, se
desarrollarán en la sección 3.5 algunas técnicas de comparación para la
ecuación linealizada.

Nuestro primer objetivo será completado en el Teorema 3.25 el cual
es establecido y demostrado en la sección 3.3 y proporciona condiciones
suficientes para la existencia de una única solución ϕ : β ≤ ϕ ≤ α que
es estable. La motivación inicial para este estudio fue la búsqueda de
soluciones periódicas estables en la ecuación del péndulo forzado

ẍ + a sin x = p(t), (3.71)

sin usar pequeños parámetros. Aqúı a > 0 es un parámetro y p es una

función continua y T -periódica verificando
∫ T

0
p = 0. En este caso, en-

contramos que el coeficiente b(t) de la ecuación correspondiente (3.70)
asociada a cualquier solución periódica de (3.71), cambia el signo. El
Teorema 3.25 se aplicará a esta ecuación para demostrar que para un
rango preciso de valores del parámetro a (el cual dependerá de p), exis-
te una única oscilación T -periódica estable de (3.71) en (−π/2, π/2)
(véase la sección 3.3).

La sección 3.4 está dedicada enteramente al problema periódico
impar. El segundo objetivo de este caṕıtulo se cristaliza en el Teorema
3.26. La motivación inicial para encontrar un resultado de este tipo fue
la ecuación diferencial

ẍ + α
√

1 + 3 sin2 t sin x = 6 sin 2t(1 + 3 sin2 t)−2,

la cual modela el movimiento de un satélite terrestre que se mueve
sobre una órbita circular polar (véase [65]). En [65] se demuestra la
existencia de una solución periódica impar, que es positiva sobre medio
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peŕıodo y linealmente estable si α ≤ 1
2
. Como aplicación del Teorema

3.26 se demuestra que esta solución es estable si α ≤ 1
18

.

3.2. Equilibrios de Tipo Twist

Esta es una sección intermedia, donde estudiaremos las propiedades
de estabilidad del equilibrio x ≡ 0 para la ecuación diferencial

ẍ + a(t)x + b(t)x2 + c(t)x3 + r(t, x) = 0, (3.72)

donde las funciones a, b, c : T→ R son continuas, b y c no son ambas
idénticamente nulas y el resto r ∈ C0,4 (T× (−ε, ε)), ε > 0 satisface

∂kr

∂xk
(t, 0) = 0, k = 0, . . . 3, ∀t ∈ R.

En los art́ıculos [50, 51, 52] el autor ha demostrado que el equi-
librio x ≡ 0 de (3.72) es de tipo twist (véase caṕıtulo 1 para defi-
niciones) suponiendo que los coeficientes b y c tienen signo constante
( b ≤ 0 o b ≥ 0; c ≤ 0 ) y bajo algunas hipótesis sobre la ecuación
linealizada

ẍ + a(t)x = 0. (3.73)

A continuación presentamos el resultado clave de este caṕıtulo, el
cual avanza en el problema de la estabilidad del equilibrio cuando los
coeficientes no lineales cambian el signo.

Teorema 3.22. Supóngase que existen σ, γ números positivos tales
que

σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 ≤ (π/3T )2. (3.74)

Entonces el equilibrio x ≡ 0 de (3.72) es de tipo twist si se verifica la
siguiente condición

σ6

∫ T

0

c− − σ2γ4

∫ T

0

c+ > 2γ5

∫ T

0

b+

∫ T

0

b−. (3.75)

La demostración de este teorema requiere de algún esfuerzo y he
preferido posponerla hasta la sección 3.5.

Nota 3.15. El Teorema 3.22 es una extensión del Teorema 1 in [50]
cuando los coeficientes no lineales cambian el signo. Si b ≥ 0 o b ≤ 0 y
c ≤ 0 no es la función nula, la condición (3.75) se satisface trivialmente.
En tal caso, el Teorema 1 en [50] impone una condición menos restric-
tiva que (3.74). En [52] las condiciones sobre a(t) son relajadas aún
más. Esto se debe a que en estos trabajos, el signo del coeficiente twist
se determina con los signos de b y c v́ıa el principio del máximo. En
contraste, en nuestro caso la variación del signo de b y c no nos permite
el uso del principio del máximo y tiene que hacerse una compensación
entre varios términos para conseguir un signo definido. En esta com-
pensación, intervienen las soluciones de la ecuación linealizada, lo que
hace necesaria una cota del tipo (3.74) para controlar dichas soluciones.
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Observe también que la condición (3.74), obliga a los multiplicadores
de Floquet de (3.73) a permanecer en la región {θ ∈ S1 : 0 < |θ| < π

3
}.

Nota 3.16. Un criterio de estabilidad debeŕıa estar determinado
por un funcional o una familia finita de funcionales (como ocurre en
las ecuaciones lineales [63])

Φi : C (T)3 → R, (a, b, c) 7→ Φi(a, b, c), i = 1, . . . , n

tal que x ≡ 0 es estable para (3.72) si

Φi(a, b, c) > 0; i = 1, . . . , n.

El cambio de escala en la amplitud x = λy, λ > 0 transforma la
ecuación (3.72) en

ÿ + a(y)y + λb(t)y2 + λ2c(t)y3 + · · · = 0,

aśı que uno debeŕıa esperar

Φi(a, b, c) > 0 ⇐⇒ Φi(a, λb, λ2c) > 0, ∀λ > 0.

En nuestro caso

Φ1 = min a− σ2, Φ2 = γ2 −maxa,

Φ3 = σ6

∫ T

0

c− − σ2γ4

∫ T

0

c+ − 2γ5

∫ T

0

b+

∫ T

0

b−,

y es inmediato comprobar que tenemos la homogeneidad correcta.

Nota 3.17. Los clásicos criterios de estabilidad para una ecuación
de Hill son óptimos ([63]), esto significa que las desigualdades en los
funcionales que definen el criterio son óptimas para la estabilidad. Para
el problema no lineal (3.72) la situación es más complicada. Por ejem-
plo, las cotas impuestas sobre a(t) en el Teorema 1 de [50] se afinan
un poco más en [52] (véase Corolario 3.3 de este art́ıculo) pero no son
óptimas. El criterio de estabilidad más general de [52] (Teorema 3.2),
fija los signos de b y c y apela a una región concreta para los multipli-
cadores de Floquet. Se predice aśı la existencia de una región óptima
(para los multiplicadores) de estabilidad. Sin embargo, esta región es
actualmente desconocida.

Ahora, resulta claro que en nuestro caso, el criterio está lejos de ser
óptimo. Por ejemplo, no sabemos si la constante π/3T en el Teorema
3.22 podŕıa mejorarse, o más generalmente, si seŕıa posible predecir
la existencia de una región óptima para los multiplicadores. Esto de-
beŕıa requerir, al menos, un estudio similar al dado en [52] sobre la
comparación de algunos coeficientes del 2-jet de la transformación de
Poincaré (veáse [52, Lemma 4.7]). Este estudio se complica tremenda-
mente cuando b y c cambian el signo.

El siguiente ejemplo muestra que alguna condición como (3.75) es
realmente necesaria en el Teorema 3.22.
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Ejemplo. Considérese la ecuación diferencial 1-periódica

ẍ + x + x2 + c(t)x3 = 0, (3.76)

donde c(t) es una función continua y 1-periódica que determinaremos
más tarde.

De la fórmula (1.17) (véase también [52, Proposición 4.4]), el coe-
ficiente twist asociado a (3.76) está dado por

β = β(c) = −3

8

∫ 1

0

c(t)dt + κ,

donde κ es cierta constante positiva independiente de c. Nótese que en
este caso σ = γ = 1 y la primera condición del Teorema 3.22 se verifica
con T = 1. Escogiendo c ∈ C(R/Z) con signo variable tal que β(c) = 0
i.e. ∫ 1

0

c =
8

3
κ,

claramente se viola la condición (3.75).
Cuando (3.72) carece de término cuadrático las hipótesis del Teo-

rema 3.22 pueden afinarse. El próximo resultado será demostrado en
la sección 3.5.

Teorema 3.23. Supóngase que b ≡ 0 en (3.72) y que existen σ, γ
números positivos tales que

σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 < (π/2T )2. (3.77)

Entonces el equilibrio x ≡ 0 es de tipo twist si se cumple alguna de las
siguientes condiciones

(i) σ4
∫ T

0
c−(t)dt− γ4

∫ T

0
c+(t)dt > 0

(ii) γ4
∫ T

0
c−(t)dt− σ4

∫ T

0
c+(t)dt < 0.

Nota 3.18. Nótese que este resultado es una extensión del Teorema
2 en [50] cuando c cambia el signo. Observe que si c no es idénticamente
nulo y mantiene el signo, entonces (i) o (ii) se verifica de modo trivial.
En tal caso el Teorema 2 en [50] relaja la condición (3.77).

2. Para el caso a ≡ constante las condiciones de estabilidad (i)-(ii)
pasan a ser ∫ T

0

c 6= 0. (3.78)

Pueden darse ejemplos con a(t) constante, donde la igualdad es alcan-
zada en (3.78), el coeficiente twist es cero y el equilibrio es inestable
(véase el ejemplo en [51, sección 4.2]). Esto indica que la condición
(3.78) es óptima cuando a ≡ constante.

Un condición similar de tipo promedio fue dada en [29] cuando
a(t) ≡ 0. En este caso el equilibrio es inestable para la ecuación linea-
lizada.
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3.3. Sub y Super-Soluciones en Orden Invertido y
Estabilidad

En esta sección conectaremos el Método de Sub y Super-soluciones
en orden invertido y la estabilidad. El siguiente resultado es bien co-
nocido y proporciona una solución de (3.67) entre un par de sub y
super-soluciones de (3.67) que tienen el orden inverso ([17, Teorema
4.12]).

Proposición 3.24. Sean α, β un par de sub y super-soluciones de
(3.67) tales que β(t) ≤ α(t), ∀t ∈ R. Supóngase que para todo t y
u, v, con β(t) ≤ u ≤ v ≤ α(t), se verifica

(π/T )2u− g(t, u) ≤ (π/T )2v − g(t, v). (3.79)

Entonces existe una solución ϕ del problema (3.67) tal que

β(t) ≤ ϕ(t) ≤ α(t), ∀t ∈ R.

Obsérvese que la condición (3.79) no es necesaria en el caso clásico
de sub y super-soluciones bien ordenadas: α(t) ≤ β(t), ∀t ∈ R.

A cada pareja α, β de sub y super-soluciones de (3.67) con

α(t) ≥ β(t), ∀t ∈ R,

asociaremos las siguientes funciones continuas:

A?(t) = L(∂x g(t, ¦)), A?(t) = U(∂x g(t, ¦)),

B+(t) = U(
1

2!
[∂2

x g(t, ¦)]+), B−(t) = U(
1

2!
[∂2

x g(t, ¦)]−),

C+(t) = U(
1

3!
[∂3

x g(t, ¦)]+), C−(t) = L(
1

3!
[∂3

x g(t, ¦)]−),

donde los operadores

L, U : C(T× R) → C(T)

se definen por

L(f)(t) = inf{f(t, ξ) : β(t) ≤ ξ ≤ α(t)},
U(f)(t) = sup{f(t, ξ) : β(t) ≤ ξ ≤ α(t)},

para toda f ∈ C(T× R), ∀t ∈ R.
Llamaremos a estas funciones las funciones auxiliares del problema

(3.67) asociadas al par (α, β).
Recordemos del caṕıtulo 1 que una solución periódica ϕ de (3.67)

se dice que es de tipo twist si es eĺıptica, 4-elemental y el coeficiente
twist β de ϕ satisface β 6= 0.
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Teorema 3.25. Supóngase que g ∈ C0,4(T×R) y que existen α, β
sub y super-soluciones de (3.67) tales que

α(t) ≥ β(t), ∀t ∈ R.

Además, supóngase que las funciones auxiliares de (3.67) asociadas a
α, β verifican

(i) 0 < A? ≤ A? ≤ (π/3T )2,

(ii) m3
?

∫ T

0
C− −m?(M

?)2
∫ T

0
C+ > 2(M?)

5
2 (

∫ T

0
B+)(

∫ T

0
B−),

donde m? = mı́n A? y M? = máx A?. Entonces (3.67) tiene una única
solución ϕ en [β, α] que es de tipo twist.

Demostración. Haremos la demostración en varios pasos.

Paso 1. Existencia: Si 0 < A? ≤ A? ≤ (π/T )2 entonces (3.67) tiene al
menos una solución ϕ ∈ [β, α].

La condición (i) implica

∂g

∂x
(t, x) ≤ (π/T )2

en [β, α]. Por lo tanto, se verifica la condición (3.79). De la Proposición
3.24 se obtiene la existencia.

Paso 2. Unicidad: (3.67) tiene a lo sumo una solución en [β, α].

Supóngase que existen dos soluciones distintas φ, ψ ∈ [β, α]. Ob-
serve que φ − ψ es una solución T -periódica no trivial de la ecuación
de Hill

ẍ + ã(t)x = 0, (3.80)

donde ã es la función continua y T -periódica definida por

ã(t) =

{
g(t,φ(t))−g(t,ψ(t))

φ(t)−ψ(t)
si φ(t) 6= ψ(t),

∂g
∂x

(t, φ(t)) en caso contrario.

En consecuencia, 1 es un multiplicador de Floquet de (3.80). Aplicando
el teorema del valor medio, es claro que (i) implica

0 < A? ≤ ã(t) ≤ A? < (π/T )2, ∀t ∈ R.

Aśı, del clásico criterio de estabilidad de Zukovskii ([63]) se concluye
que (3.80) es eĺıptica, produciéndose una contradicción. Esto prueba el
Paso 2.

Paso 3. ϕ es eĺıptica.

La ecuación variacional de ϕ es

ÿ +
∂g

∂x
(t, ϕ(t))y = 0.

De (i) se deduce que

0 <
∂g

∂x
(t, ϕ(t)) < (π/T )2, ∀t ∈ R.
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El Paso 3 se sigue entonces del criterio de Zukovskii anteriormente
mencionado.

Paso 4. ϕ es de tipo twist.

Trasladando ϕ al origen (por medio de y = x − ϕ(t)) llegamos a
una ecuación del tipo (3.72) con

a(t) = ∂1
xg(t, ϕ(t)), b(t) =

1

2!
∂2

xg(t, ϕ(t)), c(t) =
1

3!
∂3

xg(t, ϕ(t)).

Aplicaremos el Teorema 3.22 con σ2 = mı́n A? y γ2 = máx A?.
Observe que para todo t se verifican las siguientes desigualdades

0 < σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 ≤ (π/3T )2,
c−(t) ≥ C−(t), C+(t) ≥ c+(t), B±(t) ≥ b±(t).

Estas desigualdades implican que la condición (3.75) es una cla-
ra consecuencia de (ii). Una aplicación del Teorema 3.22 concluye la
demostración.

• Aplicación : El Péndulo Forzado.

Estudiaremos ahora un péndulo simple con una fuerza externa p T -
periódica actuando sobre el sistema, es decir, consideraremos la ecua-
ción

ẍ + ε sin x = p(t), (3.81)

donde p ∈ C(T) y ε es un parámetro. Supondremos que
∫ T

0

p = 0.

Como p tiene promedio cero, podemos fijar la solución T -periódica

P de ÿ = p con
∫ T

0
P = 0.

Nótese ahora que si ‖P‖∞ < π/2, las funciones

α(t) = P (t) + ‖P‖∞, β(t) = P (t)− ‖P‖∞
son sub y super-soluciones de (3.81) con orden invertido y tales que

−2‖P‖∞ ≤ β(t) ≤ 0 ≤ α(t) ≤ 2‖P‖∞.

Suponiendo que ‖P‖∞ < π/4 es fácil calcular las funciones auxi-
liares asociadas. Un cálculo sencillo muestra que

A?(t) = ε cos(|P (t)|+ ||P ||∞), A? = ε,

B+(t) =
1

2
ε sin(||P ||∞ − P (t)), B−(t) =

1

2
ε sin(||P ||∞ + P (t)),

C−(t) =
1

6
ε cos(||P ||∞ + |P (t)|), C+ ≡ 0.

De esta manera, las condiciones (i)-(ii) del Teorema 3.25 se convier-
ten en
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ε ∈ (0, (π/3T )2] ∩ (0, ζ(P )), (3.82)

donde

ζ(P ) =
4

9

cos6(2‖P‖∞)(
∫ T

0
cos(‖P‖∞ + |P (t)|)dt)2

(
∫ T

0
sin(‖P‖∞ − P (t))dt)2(

∫ T

0
sin(‖P‖∞ + P (t))dt)2

.

(Nótese que ζ toma el valor ∞ si P = 0)

Luego, una aplicación del Teorema 3.25 y un argumento similar al paso
2 del Teorema 3.25 nos permite concluir lo siguiente

Si ε pertenece al intervalo (3.82) y ‖P‖∞ < π/4 entonces (3.81) tiene
una única solución T -periódica ϕ en (−π/2, π/2) la cual es de tipo
twist. Más aún,

‖ϕ‖∞ ≤ 2‖P‖∞.

Para el caso particular p(t) = sin 2t, un cálculo númerico nos da el valor
aproximado ζ ' 1,44481.... En consecuencia un intervalo de estabilidad
de la ecuación

ẍ + ε sin x = sin 2t,

seŕıa

0 < ε ≤ 1/9.

Nota 3.19. En el tratamiento clásico de la estabilidad en el péndulo
forzado, el término de forzamiento p aparece como δp con δ > 0 un
pequeño parámetro. Entonces es bien conocido que si ε 6= (2nπ

T
)2, ∀n ∈

Z, el equilibrio de la ecuación autónoma (δ = 0) puede continuarse
en una oscilación periódica estable para valores pequeños de δ. El δ-
intervalo de estabilidad es desconocido.

El procedimiento anterior aplicado con δp en lugar de p permite
entonces encontrar para cada 0 < ε ≤ (π/3T )2 fijo, un δ-intervalo
de estabilidad concreto que dependerá obviamente de ε y la función
particular p que se tome. El intervalo óptimo de estabilidad aśı como
la admisión de valores de ε más grandes que (π/3T )2 es una cuestión
desconocida para nosotros y requiere un análisis más fino.

3.4. Oscilaciones Periódicas Impares de Tipo Twist

Esta sección está basada en un trabajo hecho en colaboración con
el profesor Pedro Torres [47].

Supóngase que la ecuación (3.67) es invariante bajo la transforma-
ción (t, x) 7→ (−t,−x), es decir, g admite la simetŕıa (3.68).

En estas condiciones resulta natural estudiar las propiedades de las
soluciones x de (3.67) que satisfacen

−x(−t) = x(t) = x(t + T ), ∀t ∈ R.
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Como ya se ha mencionado antes, la búsqueda de tales soluciones
se reduce a considerar el problema de Dirichlet (3.69).

Asociaremos a cada pareja α, β de sub y super-soluciones de (3.69)
con α ≤ β, las siguientes funciones:

A?(t) = L∗(∂x g(t, ¦)), A?(t) = U∗(∂x g(t, ¦)),

B+(t) = U∗(
1

2!
[∂2

x g(t, ¦)]+), B−(t) = U∗(
1

2!
[∂2

x g(t, ¦)]−),

C+(t) = U∗(
1

3!
[∂3

x g(t, ¦)]+), C−(t) = L∗(
1

3!
[∂3

x g(t, ¦)]−),

donde los operadores L∗, U∗ : C(T× R) → L∞(T) se definen como

L∗(f)(t) = inf{f(t, ξ) : ξ está comprendido entre α∗(t) y β∗(t)},
U∗(f)(t) = sup{f(t, ξ) : ξ está comprendido entre α∗(t) y β∗(t)},

para toda f ∈ C(T×R), ∀t ∈ R (recordemos que α∗ y β∗ son funciones
continuas a trozos que pertenecen a L∞(T)).

El siguiente teorema es muy similar al Teorema 3.25.

Teorema 3.26. Sea g ∈ C0,4(T×R) verificando (3.68)y supóngase
que (3.69) admite un par α, β de sub y super-soluciones tales que

α(t) ≤ β(t), ∀t ∈ [−T/2, 0].

Supóngase además que

(i) 0 < A? ≤ A? ≤ (π/3T )2,

(ii) m3
?

∫ T

0
C− −m?(M

?)2
∫ T

0
C+ > 2(M?)

5
2 (

∫ T

0
B+)(

∫ T

0
B−),

donde m? = inf A? y M? = sup A?. Entonces (3.67) tiene una solución
impar ϕ∗ de tipo twist. Más aún, ϕ∗ está comprendida entre α∗ y β∗.

Demostración. La demostración de este resultado es similar a la del
Teorema (3.25) y se deja al lector.

Daremos a continuación una aplicación del Teorema 3.26.

•Aplicación: Oscilaciones de tipo Twist para la ecuación de
un satélite terrestre estabilizado magnéticamente.

En un art́ıculo reciente [65] se estudia la siguiente ecuación como
un modelo de un satélite en órbita alrededor de la tierra (para más
información pueden verse las referencias que aparecen en [65] 1)

ẍ + α
√

1 + 3 sin2 t sin x = p(t), (3.83)

donde p(t) = 6 sin 2t(1 + 3 sin2 t)−2 y α es un parámetro positivo rela-
cionado con la intensidad magnética. Nótese que esta ecuación admite
la simetŕıa (3.68). Modelos similares con simetŕıa impar pueden verse
también en [33, 55, 20].

1¡Algunas referencias están en Ruso!
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En [65], los autores emplean la teoŕıa de operadores monótonos
de Krasnoselskii para probar que para cualquier α existe una solución
π-periódica impar xα tal que

xα(t) > 0 ∀t ∈ (−π/2, 0).

Este resultado puede demostrarse directamente a partir de la teoŕıa
de sub y supersoluciones para un problema de Dirichlet. En efecto, es
fácil comprobar que xl ≡ 0 es una sub-solución de (3.83) con condicio-
nes de Dirichlet

x(−π/2) = x(0) = 0.

Por otra parte sea xu la solución del siguiente problema de contorno

ẍ(t) = −2α + p(t), x(0) = x(−π

2
) = 0.

Puesto que p(t) < 0, ∀t ∈ (−π
2
, 0) resulta que ẍu(t) < 0, ∀t ∈ (−π

2
, 0).

Como además xu se anula en los extremos del intervalo se deduce que

xu(t) > 0, ∀t ∈ (−π

2
, 0).

Sea a ∈ C[−π
2
, 0] tal que 0 < a ≤ 2α. Es inmediato verificar que xu

es una super-solución del siguiente problema de contorno

ẍ + a(t) sin x = p(t), x(0) = x(−π

2
) = 0.

Efectivamente,

ẍu(t) + a(t) sin xu(t)− p(t) ≤ −2α + 2α ≤ 0, ∀t ∈ (−π

2
, 0).

En particular tomando a(t) = α
√

1 + 3 sin2 t se tiene que xu es una
super-solución de la ecuación (3.83) con condiciones de Dirichlet

x(−π

2
) = x(0) = 0.

De este modo obtenemos una solución π-periódica impar xα de
(3.83) comprendida entre x∗u y la función constante cero. En [65, Pro-
posición 2.1] los autores prueban también unicidad de solución para
α ≤ 2 . Esto implica que nuestra metodoloǵıa nos conduce a la misma
solución xα si α ≤ 2.

La estabilidad lineal de xα se obtiene en [65] si α ≤ 1/2. Como
ya se ha discutido anteriormente, este hecho no asegura la estabilidad
en el sentido de Lyapunov, pero empleando el Teorema 3.26 podemos
probar la estabilidad de Lyapunov de xα bajo cotas más conservadoras
(α ≤ 1/18). Más precisamente se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.27. Si α ≤ 1/18 entonces la ecuación (3.83) tiene
una solución π-periódica impar de tipo twist.
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Demostración. Un cálculo sencillo muestra que

xu(t) = xu,α(t) = (1− απ/2)t− αt2 − arctan(2 tan t).

Es fácil demostrar la siguiente afirmación
• Sea F ∈ C([a, b]× [0, Λ]) tal que F (t, ¦) es una función creciente

para cada t ∈ [a, b]. Entonces A(α) = máx{F (t, α) : t ∈ [a, b]} es una
función creciente en [0, Λ].

En consecuencia, para F (t, α) = xu,α(t), a = −π
2

y b = 0 tenemos
que A(α) es una función creciente de α en virtud de que

∂xu,α(t)

∂α
= −t(

π

2
+ t) > 0, ∀t ∈ (−π

2
, 0).

Aśı para todo α ≤ 1/18 tenemos la siguiente cota

||xu,α||∞ ≤ A(1/18) ' 0,37262

Por otra parte, fijadas las sub y super soluciones xl ≡ 0 y xu,α con
α ≤ 1

18
es fácil verificar las siguientes estimaciones para las funciones

auxiliares (téngase en cuenta que 0 < A(1/18) < π
2
)

0 < α cos A(1/18) ≤ A? ≤ A? ≤ 2α ≤ (π/3T )2 = 1/9,

C+ ≡ 0, C− ≥ 1

6
α
√

1 + 3 sin2 t cos A(1/18),

B−, B+ ≤ 1

2
α
√

1 + 3 sin2 t sin A(1/18).

Nótese que la condición (i) del Teorema 3.26 se satisface para todo
0 < α ≤ 1

18
. De las estimaciones anteriores se infiere que la condición

(ii) del Teorema 3.26 se verifica si

α4

6
cos4 A(1/18)M >

2

4
(2α)5/2α2 sin2 A(1/18)M2,

donde M =
∫ π

0

√
1 + 3 sin2 tdt

Una cálculo numérico nos da el valor aproximado M ' 4,84422, por
lo tanto la condición (ii) del Teorema 3.26 se verifica si

α <
cos8 A(1/18)

288M2 sin4 A(1/18)
' 0,0768,

lo cual es evidentemente satisfecho si α ≤ 1/18. Una aplicación del
Teorema 3.26 concluye la demostración.

Nota 3.20. En [47] se aplica directamente el Teorema 3.22 a la
ecuación (3.70) asociada a la solución periódica xα. En consecuencia se
aprovecha la imparidad de la función b y su único cambio de signo en
un peŕıodo para afinar la condición (3.75). Esto hace que la estimación
anterior mejore a α ≤ 1,23; sin embargo la restricción α ≤ 1

18
(condición

(i) del Teorema 3.26) quita importancia a esta diferencia. La diferencia
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en las estimaciones resulta clara desde la óptica de la generalidad del
Teorema 3.26.

Nota 3.21. Experimentos númericos sugieren que se puede espe-
rar estabilidad para α < 1/2 excepto posiblemente cerca de los valores
de resonancias fuertes dados por α = 1/8, 2/9. Sin embargo, nuestras
técnicas actuales no nos permiten probar esto. Sólo podemos alcanzar
estabilidad hasta α = 1/18. Observe que la hipótesis principal α ≤ 1/18
es necesaria esencialmente para garantizar la condición (i) del Teorema
3.26. Un optimización de nuestro resultado debeŕıa requerir un estudio
como en [52] sobre la comparación de algunos coeficientes del 2-jet de
la transformación de Poincaré de la solución periódica (véase [52, Lema
4.7]). Personalmente, esto me parece un problema dif́ıcil y delicado.

Nota 3.22. En [33] se estudia el problema de existencia y estabili-
dad de soluciones periódicas impares para un modelo similar de satéli-
tes pero suponiendo que la órbita es eĺıptica (véase también [55, 20]).
Esto introduce un parámetro adicional de excentricidad 0 ≤ e < 1 en
la ecuación diferencial. Los autores investigan las zonas de parámetros
(e, α) admisibles y las soluciones periódicas impares correspondientes.
Sin embargo las demostraciones de la estabilidad dependen de ciertas
estimaciones númericas y de argumentos asintóticos. En consecuencia
por lo menos el autor de esta memoria no consideraŕıa dichos resultados
como definitivos.

Usando las técnicas de este caṕıtulo es posible implementar una
demostración matemática para la estabilidad de alguna de estas so-
luciones periódicas en cierta región precisa aunque restringida de los
parámetros. Este trabajo está todav́ıa en preparación. Agrandar la re-
gión comporta los mismos problemas señalados anteriormente. Otra
diferencia esencial aqúı es que la ecuación diferencial no tiene la forma
(1.22) aunque es posible reducirla a una ecuación Newtoniana por un
cambio de variables en la variable independiente.

3.5. Demostraciones

3.5.1. Demostración del Teorema 3.22. La demostración se
desarrollará en varias etapas.

1. Estimando la escala.

El primer paso para estudiar el signo del coeficiente twist de la ecuación
(3.72) consiste en considerar el caso más simple cuando la ecuación
(3.73) es R-eĺıptica (véase la definición 1.11).

Desde ahora, Ψ = φ1 + iφ2 denotará la solución compleja de (3.73)
que satisface Ψ(0) = 1; Ψ̇(0) = i. Es posible escribir Ψ en coordenadas
polares

Ψ(t) = r(t) exp(iϕ(t)), t ∈ R.

Observe que la función ϕ es creciente en virtud de que ϕ̇ = r−2 > 0.



74 3. EL MÉTODO DE SUB Y SUPER-SOLUCIONES Y LA ESTABILIDAD

Recordemos que (3.73) es R-eĺıptica si existe λ ∈ C\R, |λ| = 1, tal
que

Ψ(t + T ) = λ̄Ψ(t), ∀t ∈ R. (3.84)

Notése que cuando (3.73) es R-eĺıptica entonces r es una función
T -periódica y θ = ϕ(T ) ∈ Arg(λ̄).

Introduciendo en (3.73) el cambio de variables

ξ = x, τ =
t− t0
α2

,

con t0, α dados por la proposición 7 en [50], la ecuación se transforma
en una nueva ecuación de Hill que es R-eĺıptica con nuevo peŕıodo
T ? = T/α (véase sección 1.5).

La estimación de la escala α constituye una cuestión central en la
presente memoria. Esto se hará en el Lema 3.30 en término de los va-
lores extremos de a(t). Para ello, necesitaremos algunos resultados de
comparación para la ecuación (3.73), aśı como también, revisar muy
brevemente las propiedades del número de rotación asociado a una
ecuación de Hill.

Lema 3.28. Sea t0 un número real y ai(t) ∈ C(T), i = 1, 2. Sean
ϕi, ψi, las soluciones de

ẍ + ai(t)x = 0,

con condiciones iniciales

ϕi(t0) = ψ̇i(t0) = 1; ϕ̇i(t0) = ψi(t0) = 0, i = 1, 2.

Supóngase que
a1(t) ≤ a2(t), ∀t ∈ R

y
ϕ1, ψ1, ϕ2 > 0 en (t0, t0 + T ).

Entonces
ϕ2 ≤ ϕ1 y ψ2 ≤ ψ1, en [t0, t0 + T ].

Nota 3.23. Resultados similares de comparación han sido obteni-
dos en [4].

Demostración. Observe que χ = ϕ2 − ϕ1 es solución del problema
lineal

ẍ + a2(t)x + p(t) = 0; x(t0) = ẋ(t0) = 0,

donde p(t) = ϕ1(t)(a2(t)− a1(t)). Por lo tanto, χ verifica

χ(t) = −
∫ t

t0

G(t, s)p(s)ds,

donde G(t, s) = ϕ2(s)ψ2(t) − ϕ2(t)ψ2(s), t0 ≤ s ≤ t ≤ t0 + T . Por
otro lado, ya que ϕ2 > 0 en [t0 + t0 + T ) entonces G(t, s) > 0 si
t0 < s < t < t0 + T (véase [50, Lema 3]).
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Por hipótesis p ≥ 0 en [t0, t0 +T ]. Aśı, de la fórmula para χ se tiene
que

ϕ2 ≤ ϕ1 en [t0, t0 + T ].

La otra desigualdad es obtenida de modo similar tomando

p(t) = ψ1(t)(a2(t)− a1(t)).

Lema 3.29. Supóngase que a(t) ∈ C(T) verifica

0 < σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 ≤ (π/2T )2, ∀t ∈ R, (3.85)

para algunos σ, γ ∈ R+. Sea t0 un número real y sea Ψ(t; t0) = φ1(t; t0)+
iφ2(t, ; t0) la solución de (3.73) con condiciones iniciales Ψ(t0) = 1; Ψ̇(t0) =
i. Entonces para todo t ∈ [t0, t0 + T ] se verifica

cos(γ(t− t0)) ≤ φ1(t) ≤ cos(σ(t− to)),

γ−1 sin(γ(t− to)) ≤ φ2(t) ≤ σ−1 sin(σ(t− t0)).

En consecuencia

mγ ≤ |Ψ(t; t0)| ≤ Mσ, ∀t ∈ [t0, t0 + T ]

donde

mγ = mı́n{1, γ−1}, Mσ = máx{1, σ−1}.
Demostración. Es una consecuencia inmediata del lema precedente,
en virtud de que (3.85) implica que φ1, φ2 y todas las soluciones canóni-
cas que parten de t0, para las ecuaciones

ẍ + σ2x = 0, ẍ + γ2x = 0,

son positivas en el intervalo (t0, t0 + T ) (véase [50, Lema 2]).

Nota 3.24. Este lema también puede probarse empleando el Teo-
rema 2.1 y el Corolario 2.5 en [4].

Introduciendo coordenadas polares en (3.73)

y = r sin θ, ẏ = r cos θ, (r > 0, θ ∈ R/2πZ),

llegamos a la siguiente ecuación diferencial de primer orden

θ̇ = a(t) sin2 θ + cos2 θ.

Como esta ecuación es periódica con respecto a ambos argumentos,
podemos emplear la teoŕıa de ecuaciones diferenciales sobre el toro
([57]), la cual implica que el ĺımite

µ = ĺım
t→∞

θ(t)

t
(3.86)

existe y es independiente de la condición inicial θ(0).
Nos referiremos a µ como el número de rotación de (3.73) y escri-

biremos µ = µ(a).
El número de rotación tiene las siguientes propiedades relevantes
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(i) µ ≥ 0
(ii) a1 ≤ a2 (resp. a1 ¿ a2) ⇒ µ(a1) ≤ µ(a2) (resp. µ(a1) <

µ(a2))
(iii) Supóngase que (3.73) es eĺıptica con multiplicadores

exp(±iθ), θ ∈ (0, π),

entonces

µ =
θ

T
. (3.87)

(La notación f ¿ g significa f ≤ g con desigualdad estricta en un
conjunto de medida positiva).

Estas propiedades son demostradas en [45].
Estamos ahora en posición de estimar la escala α, pero primero

fijaremos un poco de notación.
Supóngase que la ecuación (3.73) es eĺıptica con multiplicadores

de Floquet λ, λ̄: λ̄ = exp(iθ), θ ∈ (0, π). Para cada t0 ∈ R, Φ(t; t0)
denotará la matriz solución de Y

′
= A(t)Y, Y (t0) = I, donde

A(t) =

(
0 1

−a(t) 0

)
.

El próximo lema es un refinamiento de la Proposición 8 en [50].

Lema 3.30. Supóngase que existen σ, γ ∈ R+ tal que

0 < σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 ≤ (π/2T )2.

Entonces existen t0 ∈ R y α > 0 tal que

(i) Φ(t0 + T ; t0) = DαR[−θ]D−1
α , con θ ∈ (0, π/2] y Dα denota

la matriz diagonal diag (α, α−1).

(ii) γ−
1
2 ≤ α ≤ σ−

1
2 .

Demostración. Observe que la hipótesis implica que (3.73) es eĺıptica.
La afirmación (i) es la Proposición 8 de [50], aśı que sólo probaremos
(ii).

De (i) se deduce que

φ2(t0 + T ; t0) = α2 sin θ. (3.88)

Entonces a partir del Lema 3.29 tenemos que

γ−1 sin(γT ) ≤ φ2(t0 + T, t0) ≤ σ−1 sin(σT ). (3.89)

Las propiedades (ii) y (iii) del número de rotación implican

0 < σT ≤ θ ≤ γT ≤ π/2. (3.90)

Como la función seno es creciente en [0, π/2] entonces (ii) se sigue
combinando (3.88), (3.89) y (3.90).

2. El caso R-eĺıptico

Vamos a probar la siguiente versión particular del Teorema 3.22.
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Lema 3.31. Supóngase que (3.73) es R-eĺıptica. Supóngase además
que

0 < σ2 ≤ a(t) ≤ γ2 ≤ (π/3T )2, (3.91)

para algunos σ, γ ∈ R+. Entonces el equilibrio x ≡ 0 de (3.72) es de
tipo twist si se satisfacen las siguientes condiciones

m4
γ

∫ T

o

c− −M4
σ

∫ T

0

c+ > 2M6
σ

∫ T

0

b+

∫ T

0

b−. (3.92)

Aqúı mγ, Mσ son los números definidos en el Lema 3.29.

Demostración. La R-elipticidad implica que la transformación de
Poincaré P (z, z̄) tiene el desarrollo de Taylor

P (z, z̄) = λz + P2(z, z̄) + P3(z, z̄) + . . . ,

donde λ es el multiplicador asociado a (3.84) y P2, P3 son polinomios de
grado 2 y 3 respectivamente. Los jets P2 y P3 fueron calculados en [52].
El coeficiente N de z2z̄ en P3 está dado por (véase [52, Proposición
4.4])

N = −3iλ

8

∫ T

0

c(t)|Ψ(t)|4dt

− iλ

4

∫∫

∆T

G(t, s)b(t)b(s)[2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + Ψ(t)2Ψ̄(s)2]dsdt,

donde G(t, s) = φ1(t)φ2(s)− φ1(s)φ2(t) y

∆T = {(t, s) ∈ R2 : 0 < s < t, 0 < t < T}.
Del Lema 3.29 se tiene que φ2(t) > 0 en (0, T ]. Entonces Ψ(t)

está sobre el semiplano superior ∀t ∈ (0, T ]. Como ϕ es creciente y
ϕ(0) = 0 se deduce que θ = ϕ(T ) pertenece a (0, π). Más aún, las
propiedades (ii)-(iii) del número de rotación junto con (3.91) implican
que θ ∈ (0, π/3]. Aśı, x ≡ 0 es 4-elemental (véase la sección 1.5 para
definiciones) y

3 sin θ

1− cos θ
> 0,

sin 3θ

1− cos 3θ
≥ 0.

En consecuencia, en virtud de la fórmula (1.17) será suficiente demos-
trar que

=(λ̄N) > 0.

Escribiendo b = b+ − b−, c = c+ − c− y teniendo en cuenta que
G(t, s) < 0 en ∆T (esto se demuestra empleando el argumento en [52,
Lema 4.8]) se deduce que será suficiente demostrar que B > 0, donde

B =
3

8

∫ T

0

c−(t)|Ψ(t)|4 − 3

8

∫ T

0

c+(t)|Ψ(t)|4
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+
1

4

∫∫

∆T

G(t, s)b+(t)b−(s)[2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + <{Ψ(t)2Ψ̄(s)2}]dsdt

+
1

4

∫∫

∆T

G(t, s)b−(t)b+(s)[2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + <{Ψ(t)2Ψ̄(s)2}]dsdt.

Las siguientes cotas son válidas en ∆T

0 < |G(t, s)| ≤ r(t)r(s),

0 < 2|Ψ(t)|2|Ψ(s)|2 + <{Ψ(t)2Ψ̄(s)2} ≤ 3r(t)2r(s)2.

Del Lema 3.29 se tiene también

mγ ≤ r(t) ≤ Mσ, ∀t ∈ [0, T ].

Combinando estas cotas obtenemos

B ≥ 3

8
m4

γ

∫ T

0

c− − 3

8
M4

σ

∫ T

0

c+

−3

4
M6

σ

(∫∫

∆T

b+(t)b−(s)dsdt +

∫∫

∆T

b−(t)b+(s)dsdt

)

Haciendo el cambio de variables (t, s) 7→ (s, t) en la segunda integral
doble, se sigue que

∫∫

∆T

(b+(t)b−(s) + b−(t)b+(s))dsdt =

∫ T

0

b+

∫ T

0

b−.

Ahora (3.92) implica claramente que B > 0. Esto finaliza la demostra-
ción del lema.

3. El caso general.

Introduciendo el cambio de variables (1.25) con t0 y α dados por el
Lema 3.30, la ecuación (3.72) se transforma en una nueva ecuación
periódica del mismo tipo

ξ̈ + a?(τ)ξ + b?(τ)ξ2 + c?(τ)ξ3 + r?(τ, ξ) = 0, (3.93)

donde

a?(τ) = α4a(t0 + α2τ), b?(τ) = α4b(t0 + α2τ) c?(τ) = α4c(t0 + α2τ),

r?(τ, ξ) = α4r(t0 + α2τ, ξ),

y el nuevo peŕıodo es T ? = T/α2. La ecuación de Hill asociada es
R-eĺıptica (véase la sección 1.5).

Observe ahora que (3.93) satisface todas las condiciones del Lema
3.31 y las constantes que aparecen en (3.91) pasan a ser

σ? = α2σ, γ? = α2γ, T ? = T/α2.
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Es inmediato comprobar que
∫ T ?

0

g? = α2

∫ T

0

g,

para cualquier función g continua y T -periódica; en particular esto es
cierto para g = c+, c−, b+, y b−.

Del Lema 3.30 se tiene

γ−1 ≤ α2 ≤ σ−1. (3.94)

Por lo tanto

Mσ? =
1

α2σ
, mγ? =

1

α2γ
.

Empleando todas estas identidades, la condición (3.92) del Lema
3.31 se convierte en

γ−4

∫ T

0

c− − σ−4

∫ T

0

c+ > 2σ−6α−2

∫ T

0

b+

∫ T

0

b−. (3.95)

Como (3.94) implica α−2 ≤ γ entonces (3.95) se deduce ahora fácil-
mente a partir de la hipótesis (3.75). La demostración se sigue entonces
del Lema 3.31.

3.5.2. Demostración del Teorema 3.23. Definamos el funcio-
nal

A : R+ × C(R)× (R+)2 → R, (T, g, u, v) 7→ A(T, g, u, v)

por

A(T, g, u, v) = u

∫ T

0

g−(t)dt− v

∫ T

0

g+(t)dt.

Este funcional tiene las siguientes propiedades

A(T, µg, u, v) = µA(T, g, u, v), ∀µ > 0
A(T, g, µu, µv) = µA(T, g, u, v), ∀µ > 0
A(T, g, u−1, v−1) = (uv)−1A(T, g, v, u)

Como siempre, se demostrará primero el siguiente resultado inter-
medio

Afirmación Supóngase que (3.73) es R-eĺıptica y que se verifican las
hipotésis del Teorema 3.23. Entonces el equilibrio es de tipo twist si

A(T, c, m4
γ,M

4
σ) > 0 o A(T, c, M4

σ ,m4
γ) < 0.

La hipótesis (3.77) implica que θ ∈ (0, π/2), por lo tanto x ≡ 0 es
4-elemental. Por otra parte, dado que b ≡ 0, la fórmula del coeficiente
twist ([52, Proposiciones 2.2, 4.4]) se reduce a

β =
3

8

∫ T

0

c(t)−r(t)4dt− 3

8

∫ T

0

c(t)+r(t)4dt.
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. De aqúı se deduce empleando el Lema 3.29 que

A(T, c,m4
γ,M

4
σ) ≤ 3

8
β ≤ A(T, c,M4

σ ,m4
γ),

y esto prueba la Afirmación.
Para el caso general, procedemos como en la demostración del Teo-

rema 3.22 introduciendo el cambio de variables (1.25). Entonces la T-
periodicidad y las propiedades de A implican

A(T ?, c?, m4
γ? ,M4

σ?) =
1

α8
A(T, α2c,

1

γ4
,

1

σ4
) =

1

α6σ4γ4
A(T, c, σ4, γ4),

A(T ?, c?, M4
σ? ,m4

γ?) =
1

α8
A(T, α2c,

1

σ4
,

1

γ4
) =

1

α6σ4γ4
A(T, c, γ4, σ4).

Una aplicación de la Afirmación concluye la demostración.



CAṔıTULO 4

Comentarios Finales y Problemas Abiertos

En esta memoria se han dado algunos criterios generales de esta-
bilidad para una ecuación de Newton no autónoma y periódica, ilus-
trándose también la pertinencia de dichos resultados mediante algunos
modelos mécanicos: péndulo de longitud variable, problema restringido
de tres cuerpos (Sitnikov), péndulo forzado y un modelo que describe
los movimientos periódicos de un satélite en su órbita circular. De este
modo, el presente trabajo constituye esencialmente una extensión de
los resultados en [50], [51] y [52]. Sin embargo quedan aún sobre el
tapete algunas cuestiones que señalan algunas ĺıneas de trabajo:

1. El teorema 2.19 supone que el coeficiente no lineal c(t) tiene
un signo fijo. ¿Es posible obtener un criterio de estabilidad cuando
c cambia el signo?. Pueden darse algunas respuestas parciales a esta
cuestión. Recuérdese de la demostración del teorema 2.19 que

x ≡ 0 es estable si σν
∫ t0+1

t0
c(t)φ1(t)

2n+2dt > 0

x ≡ 0 es inestable si σν
∫ t0+1

t0
c(t)φ1(t)

2n+2dt < 0,

donde t0 es cierto número real y φ1 es la solución de la ecuación linea-
lizada tal que φ(t0) = 1, φ̇1(t0) = 0.

Suponiendo que a(t) satisface la siguiente condición para ciertos
números reales positivos ω y γ

−ω2 ≤ a(t) ≤ γ2 < (
π

2
)2, (4.96)

es fácil deducir a partir del lema 3.28 que

0 < cos γ ≤ φ1(t0 + t) ≤ cosh ω ∀t ∈ [0, 1].

Entonces a partir de las observaciones anteriores y escribiendo c =
c+ − c−, se puede demostrar lo siguiente:

Supóngase que la ecuación linealizada es p.i. (ν 6= 0) y que se verifica
(4.96) para algunos ω, γ ∈ R+. Entonces el equilibrio de (2.61) es

(i) estable si σνA(c, Rσν+3
2 ((cos γ)2n+2, (cosh ω)2n+2)) > 0,

(ii) inestable si σνA(c, Rσν+3
2 ((cos γ)2n+2, (cosh ω)2n+2)) < 0,

donde

A : C(T)× (R+)2 → R
81
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es el operador definido por

A(g, u, v) = u

∫ 1

0

g+(s)ds− v

∫ 1

0

g−(s)ds,

∀g ∈ C(T), ∀(u, v) ∈ (R+)2 y R denota la reflexión (x, y) 7→ (y, x).
Este resultado tiene el defecto de no ser óptimo. Es más razonable

proceder del siguiente modo. Asociaremos a cada ecuación de Hill p.i.

ẍ + a(t)x = 0,

los siguientes números

ma = inf
t0∈[0,1]

mı́n
t∈[0,1]

|φ1(t0 + t; t0)|,

Ma = sup
t0∈[0,1]

máx
t∈[0,1]

|φ1(t0 + t; t0)|

donde φ1(t0; t) es la solución de la ecuación de Hill con condiciones

iniciales φ1(t0; t0) = 1, φ̇1(t0; t0) = 0.
Luego cada solución φ1(¦ ; t0) satisface en [t0, t0 + 1] lo siguiente

ma ≤ |φ1| ≤ Ma.

Si suponemos que ma > 0 entonces como antes, es posible establecer
una condición de estabilidad (inestabilidad res.) para el equilibrio de

(2.61) mediante una desigualdad que involucre a
∫ 1

0
c+,

∫ 1

0
c−, los in-

variantes σ, ν y los números ma y Ma. Es más plausible que un criterio
formulado de esta manera fuera óptimo. Esta cuestión es desconocida
para el autor.

Otra cuestión importante seŕıa establecer algunas propiedades ge-
nerales de los números ma y Ma (por ejemplo, monotońıa respecto
de a, etc.) que permitan orientar a una estimación de los mismos en
situaciones concretas.

2. En el caṕıtulo 3 la estimación de la escala α en el Lema 3.30
constituyó una de las piezas claves para la demostración de los teo-
remas 3.22 y 3.23. Las condiciones impuestas sobre a fueron de tipo
L∞. Desconozco si estimaciones de tipo L1 sobre a pueden dar lugar a
estimaciones sobre α. Esto relajaŕıa bastante las exigencias sobre el co-
eficiente lineal a. Sin embargo, la mayor restricción sobre el coeficiente
a proviene de otra parte. La cota ( π

3T
)2 en el teorema 3.22 fue necesaria

para restringir el multiplicador λ = exp(−θ) al sector 0 < |θ| ≤ π/3.
Esto facilitó el estudio del signo del coeficiente twist. Efectivamente, en
la fórmula (1.17) pudimos olvidarnos de los coeficientes cuadráticos A y
C, y nos concentramos sólamente en estudiar el término =(λN). Al su-
perar a la cota ( π

3T
)2 los multiplicadores pueden salirse de dicha región

y entonces es necesario considerar la contribución de los otros términos
en la fórmula (1.17). Para hacer esto seŕıa muy útil iniciar un estudio
similar a [52, sección 4] sobre la comparación de |A| y |C|. Este tipo
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de extensiones seguramente mejoraŕıan los intervalos de estabilidad en
los dos modelos mecánicos estudiados en el caṕıtulo 3.

3. Uno de las cuestiones que se dejan abiertas en este memoria
es la extensión de los resultados de estabilidad a sistemas hamilto-
nianos periódicos con un grado de libertad. Las técnicas empleadas
en el caṕıtulo 3 aprovechan bastante la estructura Newtoniana de la
ecuación diferencial. Por ejemplo la proposición 7 en [50] (véase el Lema
3.30 que es un refinamiento de este resultado) depende esencialmente de
la formulación Newtoniana y no es válido en general para sistemas ha-
miltonianos lineales. De hecho si consideramos un sistema hamiltoniano
lineal con coeficientes constantes de la forma

ẋ = JAx,

entonces la matriz de monodromı́a Φ(t0 +T ; t0) = eJAT para todo t0. Si
suponemos que los valores propios de JA están sobre el eje imaginario
y son distintos de cero entonces el sistema es eĺıptico. Sin embargo, si

eJAT 6= DαR[θ]D−1
α ∀α > 0,

entonces la proposición 7 de [52] (y el Lema 3.30) no se cumple para
este sistema.

Estamos interesados particularmente en dos problemas:

3.1 El movimiento de una part́ıcula bajo la acción de la gravedad
y sobre una curva plana que pulsa periódicamente, como por ejemplo,
una elipse pulsante Et con semiejes a(t), b(t) ∈ C2(T), puede modelarse
por la siguiente ecuación diferencial

(q(t, θ)θ′)′ − 1

2

∂q

∂θ
(θ′)2 + g(t, θ) = 0, (4.97)

donde θ es la coordenada angular asociada a la parametrización de la
elipse pulsante1, y

q(t, θ) = a(t)2 cos2 θ + b(t)2 sin2 θ,

g(t, θ) =
1

2
A(t) sin 2θ + b(t) sin θ

con

A(t) = a′′(t)a(t)− b′′(t)b(t).

La ecuación (4.97) es la ecuación de Lagrange del problema en las
coordenadas θ, θ′.

El problema consiste en estudiar las propiedades de estabilidad del
equilibrio (θ, θ′) = (0, 0). Nótese que cuando a = b tenemos un péndu-
lo de longitud variable. La ecuación (4.97) puede escribirse como un

1La parametrización de Et es la siguiente: x = a(t) sin θ, y = −b(t) cos θ.
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sistema hamiltoniano con hamiltoniano

H(t, θ, u) =
u2

2
q(t, θ)−1 +

∫ θ

0

g(t, φ)dφ.

La ecuación variacional del sistema en (θ, u) = (0, 0) puede re-
escribirse como una ecuación autoadjunta de segundo orden en θ. En
consecuencia, pude demostrarse una versión de la proposición 7 de [50]
para este caso, es decir, la reducción al caso R-eĺıptico aún es posible
cuando la ecuación variacional es eĺıptica.

Desarrollando H hasta el cuarto orden, puede calcularse el 3-jet de
la aplicación de Poincaré P . Resulta que todas las derivadas de orden
2 de P calculadas en el origen son nulas. En consecuencia el coeficiente
twist pasa a ser

β = =(λN).

Para estudiar la no nulidad de β, seŕıa recomendable obtener una re-
presentación integral de la fórmula anterior e investigar si un principio
del máximo seŕıa válido en este caso.

Seŕıa ideal también obtener resultados para una curva pulsante ge-
neral con ciertas propiedades geométricas prefijadas.

3.2 El modelo de presa-depredador de Volterra está dado por el
siguiente sistema diferencial{

u̇ = u(a(t)− b(t)v) u > 0
v̇ = v(c(t)− d(t)u) v > 0

(4.98)

donde a, b, c, d son funciones 1-periódicas tal que

b ≥ 0, d ≤ 0,

∫ 1

0

b > 0,

∫ 1

0

d < 0.

Se sabe que existe solución 1-periódica ⇔ ∫ 1

0
a > 0,

∫ 1

0
c > 0.

El problema consiste en determinar condiciones sobre a, b, c y d para
que una solución periódica particular sea estable.

Como es usual se introduce el cambio de variable x = ln u, y = ln v
y el sistema se transforma en el siguiente sistema hamiltoniano{

ẋ = Hy

ẏ = −Hx
(4.99)

con hamiltoniano H(t, x, y) = a(t)y − c(t)x− b(t)ey + d(t)ex.
Sea ϕ = (ϕ1, ϕ2) una solución periódica de (4.99). Trasladando ϕ

al origen (q = x − ϕ1, p = y − ϕ2), el sistema puede reescribirse del
siguiente modo {

q̇ = −beϕ2(ep − 1)
ṗ = −deϕ1(eq − 1),

(4.100)

que también tiene estructura hamiltoniana. Entonces el problema se
reduce a estudiar las propiedades de estabilidad del equilibrio (q, p) ≡
(0, 0) para este sistema hamiltoniano.
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Nótese que si b o d nunca se anulan entonces la ecuación variacio-
nal puede escribirse cono una ecuación lineal autoadjunta de segundo
orden. En consecuencia, es posible hacer la reducción al caso R-eĺıpti-
co cuando la ecuación variacional es eĺıptica. Todo parece indicar que
en este caso el término =(λN) tomará el signo negativo bajo ciertas
restricciones adicionales. Esta inversión del signo hace imposible que
exista un principio del máximo y entonces es necesario compensar con
los otros términos en la fórmula del coeficiente twist. Esto es un asunto
delicado.

4. Otra ĺınea de trabajo que me gustaŕıa desarrollar en el futuro, es
el problema de estabilidad de soluciones cuasi-periódicas para ecuacio-
nes Newtonianas que dependen cuasi-periódicamente del tiempo. Más
concretamente, suponemos que los coeficientes a, b, c y el resto en la
ecuación (3.72), son cuasi-periódicos en la variable t con el mismo con-
junto básico de frecuencias y lo que se pretende es dar condiciones para
la estabilidad del equilibrio x ≡ 0. En este problema debe suponerse que
la ecuación linealizada puede reducirse por un cambio cuasiperiódico
y simpléctico de variables (con las mismas frecuencias) a una ecuación
de Hill con coeficientes constantes. Esta suposición es necesaria para
poder definir la noción de elipticidad. Entonces el programa a seguir
consiste en extender las técnicas desarrolladas en esta memoria al am-
biente cuasi-periódico. Para esto pueden ser muy útiles los trabajos de
Simó y Jorba en [24, 25] y también algunas versiones cuasi-periódi-
cas del teorema twist como en [66]. Como modelo a tener en mente
es conveniente considerar un péndulo forzado por una fuerza externa p
cuasi-periódica. Entonces la idea es describir globalmente hasta donde
sea posible, el rango de valores de || p ||∞ para los que existe al menos
una solución cuasi-periódica estable.
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ed. F. Zanolin, CISM-ICMS courses and lectures 371, Springer Verlag, New
York, 1996.

[18] R. DIECKERHOFF AND E. ZEHNDER, Boundedness of Solutions Via the
Twist-Theorem. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 14 (1987), 79-95.

[19] I. EKELAND AND H. HOFER, Symplectic topology and hamiltonian dyna-
mics. Math. Z. 200 (1989), 355-378.

[20] D. HAI, Note on a differential equation describing the periodic motion of a
satellite in its elliptical orbit, Nonlinear Anal. 12 (1988), 1337-1338.

[21] M. HANDEL, A pathological area preserving C∞ diffeomorphism of the plane,
Proc. Amer. Math. Soc. 86 (1982), 163-168.

[22] M.R. HERMAN, Sur les courbes invariantes par les difféomorphismes de
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