Principios del maximo para la ecuacion del telégrafo
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En esta nota se considera la ecuacién hiperbdlica
up — Agu + cug + Au = f(t,x)

y se supone que tanto f como u son periédicas en cada una de sus variables.
El problema sera determinar los valores de los parametros ¢ y A para los que
hay un principio del maximo; esto quiere decir que se cumple la propiedad

f>20 = u>0.

Los principios del maximo para ecuaciones elipticas y parabdlicas son muy
populares y el libro de Protter y Weinberger [5] es una referencia bastante
clasica. Para las ecuaciones hiperbdlicas estos principios no son tan conoci-
dos, y eso a pesar de que el ultimo capitulo de [5] estd dedicado a esta clase
de ecuaciones. En dicho capitulo se recogen varios principios del maximo
para problemas de valores iniciales obtenidos en la década de los cincuenta.
Estos principios encontraban parte de su razén de ser en el estudio de la
ecuacion de Tricomi, una ecuacién de tipo mixto. En esta linea también se
puede consultar el trabajo reciente de Lupo y Payne [1].

Los resultados que voy a presentar son de otro tipo, pues se refieren
a problemas de contorno.! Han sido obtenidos en sucesivas colaboraciones
con A. Robles Pérez y J. Mawhin [4, 2, 3]. Nuestra motivacién inicial era el
diseno de técnicas de comparacién (sub/super soluciones) para el estudio de
las soluciones periddicas de la ecuacién de sine-Gordon.

Comenzamos con el problema en una dimensién espacial

U — Upy + CUL + AU = f(t,(E) (1)
u(t+2m,z) = u(t,z + 2m) = u(t, x),

len realidad, a ecuaciones definidas sobre una variedad compacta: el toro



donde se supone que también f es periédica doble (con ambos periodos
iguales a 27). Si se supone que (1) tiene una solucién y se integra la ecuacién
sobre un recinto bésico, por ejemplo (0,27) x (0,27), se obtiene

2 2 2 2
A / / = / v,
0 0 0 0

Es claro que s6lo podemos esperar principio del maximo para A > 0. Un
ejemplo muy sencillo va a poner de manifiesto una obstrucciéon mas seria.

Ejemplo 1. Partimos de la funcién
u(t,z) =1 — costcosx — ecosnt

donde n es un entero par que cumple n?2 > Xy € > 0 es pequeio. La funcién
u cambia de signo y si calculamos la f correspondiente para ¢ = 0 se obtiene

f(t,z) = A1 — costcos ) + e(n® — \) cosnt.

Esta funcién es positiva y por tanto no es posible obtener un principio del
maximo para ¢ = 0.

A partir de ahora supondremos que hay friccion,
c> 0.

El caso ¢ < 0 se puede tratar sin mas que emplear el recurso matematico de
cambiar el sentido del tiempo.

Ejemplo 2. Suponemos ahora que f sélo depende de z, f = f(z). Se puede
probar que también la solucién es dependiente de x, u = u(x), y llegamos
por tanto al problema

d?u

2 + Au= f(x), wu(zr) deperiodo 2.
T

El principio del méximo més bésico (capitulo 1 de [5]) nos dice que se cumple
u>0sif >0, f027r f > 0, y esto para cualquier valor de A > 0. No hemos
obtenido nuevas obstrucciones por este camino.

Ejemplo 3. Suponemos f = f(t), se cumple u = u(t) y

2
% + C% + Au= f(t), wu(t)de periodo 2.



Podemos usar el principio del anti-méximo? para concluir que se cumple
u > 0 para cada f > 0, fo%f > 0 si y sélo si

2

c 1

O< A< —+4-. 2

Después de estas obstrucciones vamos a comprobar que hay un principio
del méximo para (1), pero se va a requerir una condicién més exigente que
(2). Conviene que antes precisemos el marco funcional en el que se va a
trabajar. Se define T = R/27Z. Desde el punto de vista topolégico T es
una circunferencia y T? es un toro. Suponemos f € L!(T?) y entendemos el
problema (1) como una ecuacién en el toro; es decir,

Ugt — Uggy + Uy + Au = f en D'(T?). (3)

Se puede probar que si ¢ > 0, A > 0, la ecuacion (3) tiene una tnica solucién
u : T? — R que ademds es continua. Esta regularidad es bien conocida
pero no por ello deja de ser sorprendente, sobre todo si se compara con la
regularidad de la ecuacién de Laplace en el toro. Pasamos ahora a enunciar
el resultado buscado.

Teorema. Para cada ¢ > 0 existe v(c) > 0 tal que hay un principio del
mazximo para (3) si y sdlo si

0<A<v(c).

Ademds dicho principio es fuerte:
f>0 ct. T2 / f>0 = u>0 enT
T2

El nimero v(c) cumple

02< ()<02+1
C ey <S4
4 — 4 4
C2 j2
v(c) =0 sic—0, V(C)—ZHS% si ¢ — o0,

donde jo es el primer cero positivo de la funcion de Bessel Jy.

No sabemos calcular v(c) con exactitud. J. Cabrerizo y A. Robles han ta-
bulado numéricamente la funcién ¢ — v(c) y la estimacién asintética parece
ser una buena aproximacién para c > 2.

2si no se estd familiarizado con el anti-maximo se puede verificar la afirmacién que

sigue mediante el cdlculo de la funcién de Green



A partir de este resultado para soluciones periddicas dobles es posible ob-
tener un corolario que se podria ver como un principio del maximo asintético
para el problema de Cauchy. Consideramos la evolucion

{Utt—um—l-cut—i-)\u:f(t,‘), teR, zeT )
U= = ¢ € H'(T), ty—o = ¢ € L*(T)

con f suficientemente regular, por ejemplo f € C(T, L?(T)). Como la ecua-
cién es asintéticamente estable® todas las soluciones convergen para t — +00
a la solucién periddica doble. Ademads la convergencia es esencialmente uni-
forme en x. Se concluye asi que si f es no negativa con integral positiva, y
dada u solucién de (4), existe T'= T'(¢, 1)) tal que

u(t,z) >0, t>T, ze€T.

Esta propiedad puede ser ttil a la hora de estimar el atractor de ecuaciones
no lineales.
Pasamos ahora a dimensiones espaciales d =2 y 3,

Uty — Mg+ cug + Mu = f(t,z) en D/(TI). (5)

Supondremos ahora que f € L®(T4!) y 0 < A < %. Se puede probar que
(5) tiene una tinica solucién u € L®(T%!) y que se cumple el principio del
maximo. Para d = 2 también se prueba que u es continua.

Estos resultados son parciales y parece légico probar la existencia de un
numero v(c) con propiedades andlogas a las que cumplia para d = 1. Hay
otras criticas posibles: las condiciones de periodicidad son muy naturales
para d = 1 (cuerda circular) pero no tanto para d > 2. Serfa interesante
considerar otras condiciones de contorno y otros operadores hiperbdlicos.
No creo que se pueda subir de dimension espacial. Parece razonable pensar
que el ejemplo construido en la seccién 5 de [3] se podrda modificar para
probar que no hay un principio del méximo sid =4y A = 7.

En resumen, podemos concluir que es posible construir principios del
maximo para problemas de contorno hiperbdlicos. Estos resultados se mues-
tran bastante sensibles a los cambios de operador, dominio, condicién de
contorno o dimensién.

R
3para f =0y A < ¢? se puede usar la funcién de Liapunoff V (¢, ) = T{w2 + (¢ +
56 + oo}
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